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Kurzfassung

Eisenbahnbriicken mit Schotteroberbau werden flir dynamische Berechnungen oft verein-
facht als einzelne Euler-Bernoulli-Balken modelliert, weil diese Wahl der Modellbildung auf-
grund ihrer Einfachheit am wenigsten Eingangsparameter bendtigt, welche bei komplexeren
Modellbildungen nicht bekannt sein kdnnen oder fur welche in der Fachliteratur stark streu-
ende Angaben zu finden sind. Allerdings werden bei solchen vereinfachten Modellierungs-
verfahren groBe Abweichungen zwischen Berechnung und Messung in Bezug auf Brucken-
schwingungen beobachtet, welche neben den unsicheren Eingangsdaten auch durch die
fehlende Beruicksichtigung der Lastverteilung im Schotteroberbau erklart werden kénnen.

Im Gegensatz zu einem einzelnen Euler-Bernoulli-Balken kdnnen die getrennt betrachteten
Tragwerks- und Oberbaubalken miteinander durch Feder-Dampfer-Elemente verbunden
werden, um die mechanische Wirkung des Schotteroberbaues im Rahmen eines Koppelbal-
kenmodells explizit zu erfassen. StandardmagBig wird fur die Kopplung eine lineare Feder-
kennlinie angenommen, wobei die Kopplungssteifigkeit einen groBen Einfluss auf die Last-
verteilung und auf die rechnerische Bruckenschwingung hat. Eine Versuchsreihe zeigt je-
doch, dass das Schotterbett (neben einem nichtlinearen Dampfungsverhalten) eine nichtli-
neare Federkennlinie hat, fur welche noch keine Untersuchungen der Lastverteilung durch-
gefiihrt worden sind. Es bleibt zudem unbekannt, ob der Ubergang von einer statischen auf
eine dynamische Belastung sich ebenfalls auf die Lastverteilung auswirken wirde.

Aus diesen Grunden wird in der vorliegenden Diplomarbeit die Lastverteilung eines sowohl
statisch als auch dynamisch belasteten elastisch gebetteten Gleisbalkens fur verschiedene
Oberbau-Steifigkeitsverhalten und fur unterschiedliche Variationen der Eingangsparameter
untersucht. Bei der Annahme sowohl einer linearen Federkennlinie als auch einer versuchs-
technisch ermittelten nichtlinearen Federkennlinie fur das Schotterbett wurde eine vom
Lastniveau bzw. von der Lastamplitude unabhangige Lastverteilung festgestellt. Einen we-
sentlichen Einfluss auf die Lastverteilung zeigen hingegen die Schotterbettsteifigkeit, die
Dampfung des Oberbaues sowie die Anregungsfrequenz. Auf Basis der gewonnenen Ergeb-
nisse werden einwirkungsseitige Lastverteilungsansatze fur statische und dynamische Achs-
lasten zum Einsatz im vereinfachten Euler-Bernoulli-Einzelbalkenmodell aufgestellt.
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Abstract

Railway bridges with ballasted tracks are often modelled as simplified single Euler-Bernoulli
beams for dynamic calculations as this modelling approach, due to its simplicity, requires
the fewest input parameters that, in case of more complex models, may be unknown or be
subject to considerable variation in the technical literature. However, such simplified mod-
elling methods often lead to significant discrepancies between calculated and measured
bridge vibrations. These deviations can be attributed not only to the uncertain input data but
also to the disregard of load distribution in a ballasted track superstructure.

In contrast to a single Euler-Bernoulli beam model, the separately considered structural and
track beams can be coupled via spring-damper elements to explicitly account for the me-
chanical behaviour of the ballast bed within a more sophisticated coupled beam model. A
linear spring characteristic is typically assumed for this purpose, whereby the coupling stiff-
ness has a significant influence on the load distribution and on the computed bridge vibra-
tion. However, a series of experiments demonstrates that the ballast (in addition to exhibiting
a nonlinear damping behaviour) has a nonlinear spring characteristic, for which no investiga-
tions into load distribution have been conducted to date. Moreover, it remains unclear
whether the transition from static to dynamic loading also affects the load distribution.

For these reasons, this diploma thesis investigates the load distribution of an elastically sup-
ported track beam under both static and dynamic loading, considering various stiffness be-
haviours of the track superstructure and different variations of input parameters. Assuming
a linear spring characteristic as well as an experimentally derived nonlinear spring charac-
teristic for the ballast bed, the load distribution was found to be independent of the load level
or load amplitude. In contrast, the ballast bed stiffness, the damping intensity of the track
superstructure and the excitation frequency were observed to have a significant effect on the
load distribution. Based on the obtained results, action-side load distribution models for
static and dynamic axle loads are developed for application in the simplified single Euler-
Bernoulli beam model.
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Einleitung 1

1 Einleitung

Das transeuropéaische Hochgeschwindigkeitsschienennetz soll eine attraktive und nachhal-
tige Alternative zum Luft- und StraBenverkehr fur Personenbeforderung zwischen europai-
schen GroBstadten schaffen. Es wird von der Europaischen Union unter anderem als Mittel
zur Verkehrsdekarbonisierung anerkannt [1], weshalb dessen europaweiter Aufbau mit EU-
Mitteln kofinanziert wird [2]. Als Hochgeschwindigkeitsstrecke gilt dabei jene, deren Be-
triebsgeschwindigkeit Uber 250 km/h liegt [3].

Die hohen Betriebsgeschwindigkeiten verursachen allerdings erhdhte Beanspruchung von
Eisenbahninfrastruktur. Die hierbei vorherrschenden Einwirkungen besitzen eine ausge-
pragte dynamische Natur und versetzen die fur den Hochgeschwindigkeitsverkehr freigege-
benen Eisenbahnbricken verstarkt in Schwingung. Die starkeren Bruckenschwingungen be-
eintrachtigen zum einen den Fahrgastkomfort, zum anderen haben sie das Potential, eine
Gleisschotterauflockerung und somit Gleislagefehler auszuldsen (vgl. Tabelle 6-1 in [4]), die
im Extremfall eine Zugentgleisung bewirken kénnen.

Als MaBnahme zur Gewahrleistung eines behaglichen und sicheren Bahnbetriebs wurden auf
europaischer sowie auf nationaler Ebene normative Vorgaben formuliert, die es bei der Be-
rechnung von Eisenbahnbriicken in Osterreich zu erfiillen gilt. ONORM EN 1991-2 [5] gibt ers-
tens die Voraussetzungen an, unter welchen eine dynamische Brickenberechnung erforder-
lich ist. Zweitens werden in ONORM EN 1990/A1 [6] und ONORM B 4008-2 [7] Grenzwerte fiir
die vertikale Uberbaubeschleunigung wahrend einer Zugiiberfahrt festgelegt. Fiir Briicken
mit Schotteroberbau betragen diese 3,5 m/s” bei neuen und 6,0 m/s” bei bestehenden Bau-
werken mit gutem Erhaltungszustand. Die angefuhrten Grenzen stammen aus den Erkennt-
nissen in ERRID 214 /RP 9[8], dass eine Uberbaubeschleunigung von circa 7 m/s®und héher
Destabilisierungen des Schottergefuges verursacht, wobei flir Neubauten und fur Bestands-
objekte aus Uberlegungen der Wirtschaftlichkeit und des Vorhandenseins von Messdaten
(vgl. Anhang F.2 in B 4008-2 [7]) unterschiedliche Sicherheitsfaktoren verwendet werden.

1.1 Motivation

Die strengen Vorgaben zur Uberbaubeschleunigung sind in der Lage, die Briickenbemessung
fur den Hochgeschwindigkeitsverkehr maBgebend zu beeinflussen. Es empfiehlt sich daher,
eine moglichst genaue Ermittlung der erwarteten Bruckenschwingungen durchzufuhren, um
eine auf der sicheren Seite liegende und dennoch wirtschaftliche Nachweisfihrung zu erzie-

len.

Die Eisenbahnbricke und der Uberfahrende Zug stehen miteinander in einer Wechselwir-
kung. Die infolge der Zugiiberfahrt auftretende Uberbaubeschleunigung hangt von diversen
Faktoren ab, die grundsatzlich in die Eigenschaften des Zuges und in jene der Brlicke einge-
teilt werden konnen. Im ersten Fall kommt unter anderem der Zuggeschwindigkeit und den
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2 Einleitung

Radsatzlasten eine groBe Bedeutung zu, wahrend im zweiten etwa die Bruckenbauweise, La-
gerung, Spannweite und Oberbauart entscheidend sind.

Far Zuge stehen herstellerseitige Angaben zur Verfugung, die zusammen mit der anvisierten
Streckengeschwindigkeit fiir eine Uberfahrtsberechnung herangezogen werden kénnen. Im
Gegensatz dazu ist eine wirklichkeitsgetreue Erfassung des Brlickensystems mit diversen
Herausforderungen verbunden. Eine davon bezieht sich auf die Erstellung eines geeigneten
Brackenmodells: In der Literatur gibt es unterschiedliche Vorschlage zur mechanischen Mo-
dellbildung der Tragkonstruktion und des darauf befindlichen Gleiskorpers. Den einfachsten
Zugang stellt Abbildung 1.1 dar, welcher darin besteht, den ganzen Brlckenaufbau in einem
Euler-Bernoulli-Balken mit der Lange L, Biegesteifigkeit EI, Massenbelegung yund dem Lehr-
schen DampfungsmafB { zusammenzufassen.

Achslast Pl — Geschwindigkeit v

/g% Eisenbahnbriicke (EL p, ) Eérii

L L
7 g

L

Abbildung 1.1: Eisenbahnbrlcke als Euler-Bernoulli-Balken

Des Weiteren kann bei Bricken mit Schotteroberbau eine lastverteilende Wirkung erfasst
werden, indem auf ein Koppelbalkenmodell zurtickgegriffen wird. Die dabei separat betrach-
teten Gleisbalken und Tragwerksbalken werden miteinander kontinuierlich Uber Feder-
Dampfer-Elemente mit der Federsteifigkeit k und der Dampfungskonstanten c gekoppelt, wie
beispielsweise in Abbildung 1.2 gezeigt. Diese Kopplung dient dem Zweck, die mechanischen
Effekte eines Schotteroberbaues — seine Nachgiebigkeit, Lastverteilung und Dampfung —
einer moglichst einfachen Weise explizit abzubilden.

Achslast P — Geschwindigkeit v
Gleis (EI Schotterbett (k

Oberbau’ ‘u'(]berhau Oberbau’ Oberhau

Bruckentragwerk [ElTrngwerk’ 'uTragwerk' €ngwerk) Eﬁik

L

Abbildung 1.2: Ubersicht eines Koppelbalkenmodells

Alternativ dazu kann auch der von Stollwitzer und Fink in [10] vorgestellte kombinierte Kopp-
lungsansatz erwagt werden, der auf eine vollstandige Berlcksichtigung der Energiedissipati-

onsmechanismen im Schotteroberbau abzielt (vgl. Abbildung 1.3). Daruber hinaus diskutiert
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Einleitung 3

unter anderem Brandstetter [11] die Moglichkeit einer dreidimensionalen Bauwerksmodel-
lierung.
Mechanismus 1: Mechanismus 2:

horizontal - ky, €, vertikal relativ - kg, Cgy
Gleis

Tragwerk

PPy Y

Abbildung 1.3: Kombiniertes Kopplungsmodell zur Berlicksichtigung von vertikalen und horizontalen
Energiedissipationsmechanismen (Quelle: Abbildung 5.1 in [13])

Eine weitere Herausforderung besteht darin, dass die fur die Berechnung bendtigten Modell-
parameter meist nicht genau bekannt sind. Erstens unterliegen die in der Literatur verfligba-
ren Angaben einer betrachtlichen Streuung: Ebenfalls in der Studie von Stollwitzer und
Fink [10] wurden Kennwertangaben fur verschiedene Schotteroberbaumodelle aus unter-
schiedlichen Literaturquellen verglichen. Dabei wurden Abweichungen um bis zum Faktor 25
zwischen minimalen und maximalen Wertangaben entdeckt. Zweitens werden mechanische
Eigenschaften von Eisenbahnbricken und die entsprechenden Modellparameter durch die
jahreszeitbedingten Temperaturdnderungen und Witterungsverhaltnisse beeinflusst [12],

woraus sich eine weitere Unsicherheitsquelle ergibt.

Gerade die Unsicherheiten sowohl in der Modellierung des Schotteroberbaues als auch in
den zugehorigen Kennwerten fuhren haufig zu sehr konservativen Ansatzen und einer damit
einhergehenden rechnerischen Uberschatzung der Briickenschwingungsantwort [13]. In ei-
ner zutreffenderen Brlickenberechnung sollten hingegen die Effekte des Schotterbetts in an-
gemessener Art und Weise berucksichtigt werden. Einerseits sind seine Energiedissipations-
mechanismen eine der Hauptquellen fur die dampfende Wirkung der Brucke [13]. Anderer-
seits verteilt der Oberbau die konzentrierten Achslasten, wodurch laut Simulationen von
Spengler [14] wiederum eine die Brickenbeschleunigung mindernde Auswirkung erreicht
wird. Der weitere Effekt wurde unter anderem von Brandstetter in [11] behandelt: Der Schot-
ter stellt einen Scherverbund zwischen Gleis und Tragwerk her und erhéht infolgedessen die

Systemsteifigkeit.

Trotz der vorteilhaften inharenten Abbildung der Lastverteilung werden die Koppelbalkenmo-
delle bei groB angelegten Simulationsreihen (die etwa fur die Zulassung neuer Zlige durchge-
fuhrt werden) seltener herangezogen, da zum einen die besprochene Streuung in den Anga-
ben zu den Kopplungsparametern besteht und zum anderen der einfachere Euler-Bernoulli-
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4 Einleitung

Einzelbalken angesichts des geringen Berechnungsaufwandes und der Einfachheit der An-

wendung immer noch als Bruckenmodell bevorzugt wird.

Um die gunstige Auswirkung der Lastverteilung auch unter Anwendung eines Euler-Bernoulli-
Einzelbalkenmodells zu erhalten, wurden einwirkungsseitige Ansatze vor allem in der
EN 1991-2 [5] und von Spengler [14] vorgeschlagen. Beim ersten handelt es sich um den Er-
satz einer Achslast durch drei Teil-Einzelkrafte, die zueinander im Abstand der Schwellen ste-
hen und deren GroBe jeweils 25, 50 und 25 % der Achslast betragt, vgl. Abbildung 1.4. Dieser
Anordnung liegt ausschlieBlich die Lastverteilung der Schienen zugrunde (und nicht des voll-

standigen Oberbaues).

50%
25%i i25%
——r b N
a a

Abbildung 1.4: Langsverteilung einer Achslast im Schwellenabstand a nach EN 1991-2 [5]

Im Gegensatz dazu macht der von Spengler [14] entwickelte Ansatz von funf Teil-Einzelkraf-
ten Gebrauch, deren Anordnung gleichermaBen dem Schwellenabstand folgt. Ihnen werden
hierbei 11, 23, 32,23 und 11 % der zu ersetzenden Achslast zugewiesen, siehe Abbildung 1.5.

32%
23% 23%
11% 11%

| v
# # # #+ # 7 A

Abbildung 1.5: Lastverteilung mit Schwellenabstand a nach Spengler[14]

Berechnungen von Bruckmoser [9] zeigen jedoch, dass die tatsachlich vorhandene Lastver-
teilung von der Schotterbettsteifigkeit abhangt. Hierin betrachtet er unendliches elastisch
gebettetes Gleis, auf welches eine statische Achslast einwirkt. Aus der bereichsweisen In-
tegration dessen Biegelinie und dem nachfolgenden Produkt mit der kontinuierlichen Schot-
terbettsteifigkeit werden die Ersatz-Einzelkrafte ermittelt (vgl. Abbildung 4.1 und Tabelle 4.2
in [9]), deren GroBen bei diversen Bettungssteifigkeiten voneinander zum Teil um 50 % ab-

weichen.

Sowohl Spengler als auch Bruckmoser legen ihren Untersuchungen konstante wegunabhan-
gige Schotterbettsteifigkeiten beziehungsweise lineare Federkennlinien zugrunde. Aus einer

von Stollwitzer et al. durchgefuhrten Versuchsreihe zur Analyse der vertikalen Gleis-Trag-
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Einleitung 5

werk-Interaktion [15] l@sst sich aber eine verschiebungsabhangige Bettungssteifigkeit erken-
nen, die einer nichtlinearen degressiven Federkennlinie entspricht (siehe Fig. 15 in [15]). Zu-
dem werden die besprochenen Verteilungsansatze allein fur eine statische Kraft von 100 kN
hergeleitet. Inwiefern sie allerdings fur eine veranderliche Last infolge gefederter schwingen-
der Zugmasse geeignet sind und welche Auswirkung darauf eine nichtlineare Federkennlinie
des Schotterbetts hatte, sind offene Fragen, fur die weiterhin Forschungsbedarf besteht. Ab-
bildung 1.6 gibt einen qualitativen Uberblick Giber einige bei der Modellbildung des Schotter-
betts in Betracht kommende Federkennlinien.

A
F

degressiv i
linear

progressiv

>
u

Abbildung 1.6: Federkraft Fin Abhangigkeit der Verschiebung u fur unterschiedliche Federkennlini-

enannahmen

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Diese Diplomarbeit setzt sich die Beantwortung der folgenden Forschungsfragen zum Ziel:

1. Wie wird eine auf ein Gleis einwirkende Achslast von einem Schotteroberbau in Schie-

nenlangsrichtung verteilt?

2. Wie andert sich diese Verteilung fur unterschiedliche Belastungsarten (statisch/dyna-
misch), Kraftamplituden, Anregungsfrequenzen, oberbauseitige Steifigkeitsverhalten so-

wie Dampfungsparameter?

3. Wie kann die Lastverteilung in Schienenlangsrichtung in Eisenbahnbrtckenberechnun-
gen bei Verwendung eines Euler-Bernoulli-Balkenmodells berucksichtigt werden?

Zu diesem Zweck werden aufeinanderfolgend ein statischer und ein dynamischer Lastfall be-
trachtet. Die vorzunehmende Variation der Systemkennwerte ermoglicht dabei die Durch-

fuhrung einer Sensitivitatsanalyse fur die zu bestimmende Lastverteilung.

Die Untersuchung des statischen Lastfalls umfasst hierbei folgende Teilaufgaben (Feder-
kennlinien siehe Abbildung 1.6):
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e Berechnung der Biegeline eines in Schotter gebetteten Gleises, der Untergrundreaktion
und der Lastverteilungslange infolge einer statischen Achslast fur eine konstante wegun-
abhangige Schotterbettungssteifigkeit (eine lineare Federkennlinie), Konzipierung eines
Lastmodells aus verteilten Einzelkraften auf Basis der ermittelten Untergrundreaktion;

e Ermittlung der Biegeline, der Untergrundreaktion und der Lastverteilungsléange sowie die
Anpassung des Lastmodells unter Annahme einer wegabhangigen Schotterbettsteifig-
keit fUr progressive wie auch degressive Federkennlinien.

Beim anschlieBend zu untersuchenden dynamischen Lastfall handelt es sich hingegen um:

e FEinrichtung eines fur unterschiedliche Federkennlinien des Schotterbetts geeigneten nu-

merischen Lésungsverfahrens,

e Simulation eines durch eine ortsfeste Achslast harmonisch angeregten Gleiskdrpers, Be-
stimmung der Zeitverlaufe fur die Biegelinie wie auch fur die Untergrundreaktion, Ver-
gleich der erhaltenen Ergebnisse mit den Ergebnissen fur den statischen Lastfall,

e Definition, Anwendung und Auswertung eines vereinfachten dynamischen Lastmodells
fur lineare und nichtlineare Federkennlinien des Schotterbetts.

Um eine von Bruckentragwerken isolierte Betrachtung des Schotteroberbauverhaltens zu be-
werkstelligen, erfolgen die anvisierten Untersuchungen unter Annahme eines starren Unter-
grundes, sodass die Ergebnisse sowohl auf Eisenbahnbricken als auch auf Vorlandbereiche

vor und nach der Briicke anwendbar sind.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 widmet sich einem unendlichen elastisch gebetteten Euler-Bernoulli-Balken, der
durch eine konstante Achslast unter Voraussetzung eines linearen Bettungsverhaltens be-
lastet wird. Nach der anfanglichen Darlegung aller Systemparameter werden aus der analy-
tisch hergeleiteten Losung fur die Biegelinie Formeln fur die Untergrundreaktion sowie die
Lastverteilungslange erhalten. Nachdem das Ergebnis fur ausgewahlte Parameterkombina-
tionen in Anlehnung an eine entsprechende RFEM-Berechnung validiert wird, erfolgt die Dar-
stellung der Durchbiegung, der Untergrundreaktion und der Lastverteilungslange unter Vari-
ation der (wegunabhangigen) Bettungssteifigkeit und der Achslast. Es werden Systemkenn-
wertbereiche identifiziert, innerhalb welcher die Lastverteilung am empfindlichsten ist und
innerhalb welcher diese Kennwerte bei der Brickenmodellierung deshalb besonders prazise
erfasst werden sollten. Anhand der gewonnenen Ergebnisse wird der Lastverteilungsansatz
aus denin einem konstanten Abstand angeordneten Einzelkraften mittels bereichsweiser In-

tegration der Untergrundreaktion hergeleitet.

In Kapitel 3 werden nichtlineare progressive und degressive Federkennlinien fur die Bettung
definiert, welche eine verschiebungsabhangige Schotterbettsteifigkeit abbilden sollen. Zur
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Behandlung des ursprunglich in Kapitel 2 bearbeiteten und in diesem Kapitel um die nichtli-
neare Bettung erganzten Systems wird eine fur Probleme mit Randbedingungen (Randwert-
probleme) geeignete numerische Methode eingerichtet, mit deren Hilfe die nachfolgende Be-
rechnung fur unterschiedliche Modellparameter in MATLAB stattfindet. Die Vorgehensweise
zur Annaherung einer nichtlinearen kontinuierlichen Bettung in RFEM wird im Hinblick auf die
bevorstehende Ergebnisvalidierung vorgestellt. Die erhaltenen Ergebnisse fur die Durchbie-
gung, die Untergrundreaktion und die Lastverteilungslange werden anschlieBend zur Anpas-
sung des in Kapitel 2 vorgeschlagenen Lastmodells fur nichtlineare Schotteroberbausysteme

herangezogen.

Das statische Basismodell aus Kapitel 2 wird in Kapitel 4 in ein von einer harmonischen
Achslast angeregtes dynamisches System Ubergefuhrt. Ein sowohl fur lineare als auch fur
nichtlineare diskrete Systeme geeignetes numerisches Losungsverfahren wird dargelegt und
auf den zu diskretisierenden Gleisbalken angewandt. Das unmittelbare Berechnungsergeb-
nis in Form eines Zeitverlaufs der Gleisbiegelinie wie auch der Untergrundreaktion wird, so-
weit moglich, wiederum mit einer RFEM-Kontrollsimulation verglichen. Die Amplituden der
Setzung, Untergrundreaktion und Lastverteilungslange fur unterschiedliche Parametersatze
des dynamischen Systems werden den statischen Ergebnissen nach Kapitel 2 und Kapitel 3
gegenubergestellt. Den Abschluss des Kapitels bildet der Vorschlag eines vereinfachten
Lastmodells fir das dynamische System sowie der Vergleich der erhaltenen Einzelkrafte mit
den Einzelkraften zufolge der statischen Lastmodelle gemaB Kapitel 2 und Kapitel 3.

Kapitel 5 bildet den Abschluss dieser Diplomarbeit. Hierin werden Erkenntnisse der durch-
gefuhrten Untersuchungen zusammengefasst und Vorschlage fur weiterfihrende Forschung
im Bereich Eisenbahnbricken und deren Dynamik gegeben.
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8 Statische Last und lineare Bettung

2  Statische Last und lineare Bettung

Es wird ein auf starrem Untergrund liegender und somit gegen Einflisse eines etwaigen Bru-
ckentragwerks isolierter Gleiskorper betrachtet. Der Gleiskorper stellt einen elastisch gebet-
teten unendlichen Balken gemaB Abbildung 2.1 dar, bei welchem alle federnden Effekte der
Schwellen, des Schotters und der Schienen-Schwellen-Verbindungen in der kontinuierlichen
Bettungssteifigkeit kin integraler Weise zusammengefasst sind. Die Biegesteifigkeit des Glei-
ses EI setzt sich aus der zweifachen Biegesteifigkeit der Schiene 60E1 (auch als UIC60 be-
kannt) zusammen. Auf das Gleis wirkt eine ortsfeste vertikale Einzelkraft P, die den stati-
schen Anteil einer Achslast abbildet. Die Einzelkraft P verursacht eine elastische Gleisdurch-
biegung bzw. Gleissetzung w(x) und ruft eine Untergrundreaktion N(x) hervor. Die Lange des
gedruckten Untergrundbereichs unmittelbar um die Einzelkraft sei die Lastverteilungslénge
L.

Achslast P i o
Gleisbiegesteifigkeit EI Schotterbettungssteifigkeit k
— — — — — — —_ T : ~ T T e e — s — ——— . =
N "/
\ /
| = |
Etarrer Untergrund —— Entfernung x 1

Gleissetzung w(x)

% I~ o

Untergrundreaktion N(x) W

Abbildung 2.1: Statisches Modell des Schotteroberbaues

| |
‘ Lastverteilungslinge L, |
| |
T ]
| |

Anhand der im Folgenden zu bestimmenden Biegelinien, Untergrundreaktionen und Lastver-
teilungslangen fur die jeweils zwischen 10 und 1000 kN/mm/m sowie zwischen 25 und
250 kN variierten Bettungssteifigkeit k und Achslast P wird in diesem Kapitel ein Lastmodell
vorgeschlagen, das den Effekt der Lastverteilung fir das vollkommen lineare statische Sys-
tem abbilden soll. Die gewahlten Kennwertschranken sollen dabei die in Abschnitt 1.1 be-

sprochene groBe Bandbreite an Angaben aus den Literaturquellen abdecken.

Das Gleis kann fur Zwecke dieser Auseinandersetzung anndhernd als schubstarr angesehen
werden (diese Behauptung wird in Unterabschnitt 2.3.3 Uberpruft), weshalb, wie auch auf-
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Statische Last und lineare Bettung 9

grund der ausschlieBlichen transversalen Belastung und unter Voraussetzung kleiner Defor-
mationen, in den nachfolgenden Berechnungen die Euler-Bernoulli-Balkentheorie . Ordnung

angewendet wird.

2.1 Differentialgleichung und Randbedingungen

Der Ausgangspunkt fur die Ermittlung der Gleissetzung ist die Differentialgleichung der Bie-
gelinie 4. Ordnung:

d*w(x)
EI ... konstante Biegesteifigkeit von zwei Schienen 60E1
X ... Entfernung von der Kraftangriffsstelle
w(x) ... elastische Gleissetzung
q(x) ... allgemeine Linienlast

Die linke Seite der Gleichung (2.1) kann als kontinuierliche nach oben gerichtete Wider-
standskraft infolge der Gleisbiegesteifigkeit interpretiert werden. Diese steht mit der rechten
Seite — einer nach unten gerichteten Linienlast (etwa das Eigengewicht des Gleises) — im
Gleichgewicht.

Anstelle der Linienlast g(x) in GL. (2.1) wird gemaB dem Ansatz von Winkler ' (unter Vernach-
lassigung des Eigengewichtes) der nach oben wirkende Bodendruck N(x) eingesetzt:

d*w(x)
EIW = —N(X) (22)

N(x) ... Untergrundreaktion oder Bodendruck

Der Bodendruck N(x) stellt die Reaktion des elastischen Untergrundes auf die Gleisset-
zung w(x) dar. Die positive Richtungsdefinition ,,nach oben“ bedingt das negative Vorzeichen

"Die Idee, den von der Schotterbettung ertragenen Druck als eine auf das Gleis von unten einwirkende
Linienlast anzusetzen, die proportional zur Gleissetzung ist, stammt vom deutschen Bauingenieur
Emil Winkler, dem damaligen Professor flur Ingenieurbaukunde am standischen polytechnischen
Institut in Prag. In seiner Veroffentlichung Die Lehre von der Elastizitdt und Festigkeit [16] vom Jahr
1867 lost er die resultierende Differentialgleichung und erhalt die Gleisbiegelinie und das
Biegemoment. Obwohl dieser Ansatz urspringlich fur Gleise mit den damals ublichen
Langsschwellen gedacht war, wurde er spater (und immer noch) auch zur Berechnung von Gleisen mit
Querschwellen breit angewendet, weil dadurch ausreichend genaue Ergebnisse bei relativ geringem
Rechenaufwand geliefert werden. Weitere Details zu den historischen Entwicklungen um dieses
Thema siehe [17].
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10 Statische Last und lineare Bettung

auf der rechten Seite der Gleichung (2.2). Die Untergrundreaktion sei proportional zur Set-

zung:

N(x) = kw(x) (2.3)

k ... wegunabhangige Bettungssteifigkeit (bzw. Bettungszahl oder Bettungsmodul)

Aufgrund dervon der unstetigen Lasteinleitung durch Achslast Pverursachten Diskontinuitat
muss GLl. (2.2) getrennt fur die linke (x < 0) und rechte (x = 0) Gleishalfte gelést werden. Da
aber das Gleis symmetrisch um die Achslast verlauft, wird die Losung nachfolgend lediglich
far die rechte Seite erhalten und auf die linke Seite gespiegelt.

Die fir die Lésungsfindung erforderlichen Rand- und Ubergangsbedingungen betreffen die
Kraftangriffsstelle wie auch das unendlich entfernte Gleisende. Aus der Systemsymmetrie
um die Achslast sowie aus dem Umstand, dass bei einer elastischen Berechnung nach der
Euler-Bernoulli-Balkentheorie keine Stabknicke auftreten durfen, ergeben sich die folgenden
Ubergangsbedingungen fiir die Gleisneigung dw(x)/dx und die Querkraft Q(x) unmittelbar
rechts von der Kraftangriffsstelle x = 0:

dw(x = 0) _

0 (2.4)
dx
P
Q(x=0) = ) (2.5)
Q(x) ... Querkraftinfolge Achslast P
P ... stationare vertikale Einzelkraft, welche den statischen Anteil einer Radsatzlast

abbildet

Hinsichtlich der Randbedingungen am unendlich entfernten Gleisende wird die Annahme ge-
troffen, dass samtliche Storungen durch die angreifende Achslast in einem ausreichend gro-
Ben Abstand vollkommen abklingen. In diesem Zusammenhang kann die Situation der mit
der groBeren Entfernung immer kleiner werdenden Setzungsantwort mittels eines entspre-

chenden Grenzwerts formuliert werden:

lim w(x) =0 (2.6)

X—00

2.2 Analytische Losung

Das Einsetzen der Untergrundreaktion N(x) gemaB Gl. (2.3) in GL. (2.2) ergibt eine homogene

lineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

d*w(x)
El— = +kw(x) =0 (2.7)
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Gl. (2.7) kann mithilfe eines geeigneten Ansatzes analytisch gelost werden. Als zielfuhrend
hat sich der von Winkler vorgenommene Ansatz einer Exponentialfunktion erwiesen (vgl. §
195in[16]):

w(x) = Ce™* (2.8)
d*w(x)
— (4,1
= Ot (2.9)
C,A ... unbekannte Konstante (die entweder reell oder komplex sein kdnnen)

Einsetzenvon GL. (2.8) und (2.9) in GL. (2.7) ergibt die zugehdrige charakteristische Gleichung:

EIC1*e™ + kCe™ =0 = Ce™EIN*+k)=0 (2.10)

C =0 ist die triviale Losung von GL. (2.10). Bei C # 0 kann Ce* gekurzt werden:

k
44 - 2.11
A +EI 0 ( )

Gl. (2.11) ist eine charakteristische Gleichung 4. Grades. Aus ihren Losungen wird die allge-
meine Losung fur die Gleisbiegelinie w(x) nach GL. (2.8) gebildet. All darin enthaltene unbe-
kannte Konstante werden anschlieBend mithilfe der vorgegebenen Rand- und Ubergangsbe-

dingungen bestimmt.

2.2.1 Allgemeine Losung

Fur die charakteristische Gleichung 4. Grades gemaB Gl. (2.11) existieren vier Losungen.
Nachdem sowohl k als auch EI positive Konstante sind, sind alle diese Lésungen komplex
(n@mlich zwei komplex konjugierte Losungspaare):

4|k
4’ k 1 i x]ﬁ (2.12)
A = —(+—+—):—+1+' )
1,2,3,4 \T 5T N3 (£1+10)
Folgende Abkurzung bietet sich fur eine kompakte Schreibweise an:

[k
EI (2.13)

a=———

V2

Durch die Substitution laut GL. (2.13) kénnen die Losungen in GL. (2.12) wie folgt angeschrie-
ben werden:
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A =a(l+1i) (2.14)
Ay = a(l—i) (2.15)
A3 = a(=1+1) (2.16)
Ay =a(=1—1) (2.17)

Einsetzen von GL. (2.14), (2.15), (2.16) und (2.17) in GL. (2.8) ergibt die allgemeine Losung fur
die Gleissetzung in der Exponentialform:

W(x) :Elea(1+i)x+Ezea(1—i)x+E3ea(—1+i)x +E4ea(—1—i)x
(2.18)
zfleaxeiax_l_fzeaxe—iax +E3e—axeiax+f4e—axe—iax

Cy1334 -~ unbekannte Konstante

Mit Hilfe der Eulerschen Formel e?” = cos(y) + i sin(y) lasst sich die Setzung durch trigono-

metrische Funktionen wie folgt ausdrucken:

w(x) = C;e®(cos(ax) + isin(ax)) + C,e“*(cos(ax) — i sin(ax))
+ Cze~%*(cos(ax) + i sin(ax))
+ Che~ % (cos(ax) — i sin(ax)) (2.19)
= e%|[cos(ax) (C, + C,) + i sin(ax) (C; — C,)]
+ e~ **[cos(ax) (C3 + C4) + isin(ax) (C3 — C,)]

Ein reeller Ausdruck fur die Setzung w(x) lasst sich nur dann erhalten, wenn die Konstanten

EI,EZ und 53,54 jeweils komplex konjugierte Zahlenpaare sind, und zwar:

C,=A+iB (2.20)

C,=A—-iB (2.21)

C3=C+iD (2.22)

Cy=C—iD (2.23)
A B C, D .. Unbekanntereelle Konstante

Die imaginaren Termein Gl. (2.19) kdnnen nach Einsetzen von GLl. (2.20)—(2.23) herausgekurzt

werden:
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w(x) = e*[cos(ax) (24) + isin(ax) (2iB)]
+ e~ [cos(ax) (2C) + i sin(ax) (2iD)]
(2.24)
= e [cos(ax) (24) — sin(ax) (2B)]
+ e~ [cos(ax) (2C) — sin(ax) (2D)]

Eine weitere Vereinfachung ist durch die Einfihrung der folgenden neuen Konstanten er-

reichbar:

C, =24 (2.25)
C,=—2B (2.26)
C; =2C (2.27)
Cy=—-2D (2.28)

Schlussendlich ergeben sich aus Gl. (2.24) und Gl. (2.25)-(2.28) die allgemeine Losung fur
die Setzung sowie ihre Ableitungen in reeller Form:

w(x) = e*®|[C; cos(ax) + C, sin(ax)] + e **[C5 cos(ax) + C, sin(ax)]  (2.29)

dw(x) .
= a[e“x((Cl + C,) cos(ax) — (C; — Cy) sm(ax))
dx (2.30)

— e™*((C3 — Cy) cos(ax) + (Cs + C,) sin(ax))]

2
dW—(ZX) = a?[e™(2C, cos(ax) — 2C; sin(ax))
& (2.31)

— e % (2C, cos(ax) — 2C5 sin(ax))]

d3w(x) .
= a3[—e®((2€;, — 2C;) cos(ax) + (2C; + 2C,) sin(ax))
dx (2.32)

+ e " ((2C5 + 2C4) cos(ax) — (2C3 — 2C,) sin(ax))]

d*w(x) .
5— = a*[—e®(4C; cos(ax) + 4C, sin(ax))
dx (2.33)

— e~ (4C;5 cos(ax) — 4C, sin(ax))]

Die allgemeine Losung nach GLl. (2.29)-(2.33) enthalt die unbekannten Integrationskonstan-
ten C1, C2, C3und Cy4. Ihre Bestimmung bildet den letzten Schritt zur Erhaltung einer geschlos-
senen Losung flr das untersuchte System.
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14 Statische Last und lineare Bettung

2.2.2 Bestimmung von Integrationskonstanten

Die reellen Konstanten Ci, C2, C3, C4 im Biegelinienausdruck aus Gl. (2.29) werden im Folgen-
den anhand der Randbedingungen laut Gl. (2.4), (2.5) sowie (2.6) ermittelt.

2.2.2.1 Setzungsbedingung am unendlich entfernten Gleisende

Wird GL. (2.29) in die Bedingung gemanB GLl. (2.6) eingesetzt, so erhalt man:

lim (e“x[Cl cos(ax) + Cy sin(ax)] + e **[C; cos(ax) + C, sin(ax)]) =0 (2.34)

X—00
Anwenden der Grenzwertsummen- sowie Grenzwertproduktregel in Gl. (2.34) liefert:

oo[C; cos(ax) + C, sin(ax)] + 0[C; cos(ax) — C, sin(ax)]
(2.35)
= [C; cos(ax) + C, sin(ax)] =0

Da die Sinus- und Cosinus-Terme periodische Funktionen sind, kann die Erfullung der Bedin-
gung nach GL. (2.35) an der Stelle x = co wie auch in deren Nahe, also die Konvergenz der Set-
zung, nur dann sichergestellt werden, wenn die verbleibenden Summanden C; cos(ax) und
C, sin(ax) verschwinden (sonst alterniert die Setzung mit einer immer groBeren Amplitude).
Hiermit konnen die Konstanten €1 und C; eindeutig bestimmt werden:

Cl = CZ = 0 (2.36)

2.2.2.2 Neigungsbedingung an der Kraftangriffsstelle

Einsetzen der Gleisneigung nach Gl. (2.30) in Gl. (2.4) unter BerUcksichtigung von GL. (2.36)
ergibt:

—ae®[(C3 — Cy) cos(0) + (C3 + C,)sin(0)] =0 (2.37)
Gl. (2.37) lasst sich nach Division durch a weiter vereinfachen zu:
C3 - C4 =0 (2.38)

Aus GL. (2.38) folgt unmittelbar der Zusammenhang zwischen den beiden Konstanten:

C4 = C3 (2.39)
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2.2.2.3 Querkraftbedingung an der Kraftangriffsstelle

Die Querkraft gemaB GL. (2.5) soll zunachst mit der Gleisdurchbiegung w(x) verknupft wer-
den. Dies erfolgt durch die Ableitung der Differentialgleichung der Biegelinie 2. Ordnung
(siehe z.B. Kapitel 17.1in [18]):

d?w(x)
M) = ~Fl—— (2.40)
dM(x) B d3w(x) .41
B = QW =El—5 240

M(x) ... Biegemoment

Durch Einsetzen von GL. (2.41) in GL. (2.5) und anschlieBende Division durch —EI kann die
Querkraft-Randbedingung an der Kraftangriffsstelle in folgender Form ausgedrlickt werden:

Fwkx=0 _ P (2.42)

dx3 2E1

Die dritte Ableitung der Gleissetzung gemaB Gl. (2.32) lasst sich in Anbetracht der Zusam-
menhange in Gl. (2.36) und (2.39) deutlich verkurzen:

d3w(x)
dx3

= 4a3e~%C; cos(ax) (2.43)

Implementierung von GL. (2.43) in Gl. (2.42) resultiert in der Erhaltung einer Bestimmungs-
gleichung fur die letzte unbekannte Konstante:

dBw(x =0 P
% = 4a3e’C; cos(0) = 4a3C; = 5E (2.44)

Somit kann die letzte Konstante Cs direkt ermittelt werden:

P

- 2.45
Cs 8a3EIl (2.45)

Alle Integrationskonstante sind nun bestimmt und konnen letztlich in die allgemeine Losung

eingesetzt werden.
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16 Statische Last und lineare Bettung

2.2.3 Geschlossene Ausdriicke fir Setzung, Untergrundreaktion

und Lastverteilungslange

Die Setzung nach GLl. (2.29) erhalt nach Einsetzen von GL. (2.36), (2.39) sowie (2.45) die fol-

gende Gestalt:
4|k
\/E

2.46
w(x) = 8a3El e~ (cos(ax) + sin(ax)) mit a = f fir x>0 ( )
Die Untergrundreaktion ergibt sich beim Einsetzen von Gl. (2.46) in Gl. (2.3) zu:
4k
EIT 2.47
N(x) = 8a3E1e‘“"(cos(ax) +sin(ax)) mit a= % fir x>0 ( )

Bedingt durch die Systemsymmetrie ist die gesuchte Lastverteilungslange die zweifache Ent-
fernung bis zur ersten Nullstelle der Untergrundreaktion laut GL. (2.47). Die entsprechende

Bestimmungsgleichung wird nachfolgend formuliert und gelost:

= —ax i = 2.48
N(x) pEyT (cos(ax) + sin(ax)) =0 (2.48)
= cos(ax) + sin(ax) =0 (2.49)
3 T )
> x= (— + n)— fir n=0,1,2,3,.. (2.50)
4 a

SchlieBlich kann die Lastverteilungslange aus der ersten Lésung zufolge GL. (2.50) erhalten

werden:
T
Lyy = 2Xp-g = 2 i—z = ;_Z mit «a = % (2.51)
Ly ... Lastverteilungsléange bzw. die Lange der Druckzone gemé&B Abbildung 2.1

2.3 Verifizierung der Losung

AnschlieBend wird die nach Gleichung (2.46) ermittelte Setzung mithilfe der Ergebnisse von
Dlubal RFEM (Version 6.09) verifiziert. Alle analytischen Berechnungen wie auch die Ferti-
gung von Ergebnisdarstellungen erfolgen unter Zuhilfenahme von MATLAB (Version R2024b).
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2.3.1 Definition der Modellkennwerte

Die bei der Kontrollberechnung eingesetzten Modellkennwerte sind Tabelle 2.1 zu entneh-
men. Die Uberpriifung wird hierbei fiir drei unterschiedliche Bettungssteifigkeiten k (10, 100
und 1000 kN/mm pro Laufmeter) durchgefuhrt.

Tabelle 2.1: Kennwerte fur die Kontrollberechnung des linearen statischen Systems

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
El 127.609 MNcm?  Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
k 10,100, kN/mm/m kontinuierliche Schotterbettungssteifigkeit (Kontrolle
1000 fur drei Parameterannahmen, arbitrare Wahl)
P 250 kN Achslast (arbitrare Wahl)

2.3.2 Erstellung eines RFEM-Modells

Im Falle einer linearen Bettung lasst sich das betrachtete statische System auf sehr direkte
Weise in RFEM nachbilden. Die wesentlichen Schritte konnen wie folgt zusammengefasst

werden:

e Anlegen eines ausreichend langen Gleisbalkens und Ansetzen der Achslast P in dessen
Mitte,

e Auswahl einer Stahlsorte mit dem E-Modul von 210 GPa,
e Zuweisung des UIC 60 Profils und Deaktivierung der Schubsteifigkeit,

e Verdoppelung des Flachentragheitsmomentes /, durch Erstellung einer Strukturmodifi-
kation fur den vorhandenen Lastfall (zur Berlicksichtigung der zweiten Schiene),

e Zuweisung eines Stablagers mit entsprechenden vertikalen Lagerungsbedingungen (ho-
rizontale Lagerung darf beliebig gewahlt werden).

Als Folge der obig umrissenen Schritte entsteht das Modell gemaB Abbildung 2.2. Die darin
dargestellte horizontale Federung ist eine der Optionen fur die erforderliche horizontale La-
gerung und hat keinen Einfluss auf die Setzung. Die gewahlte Balkenlange betragt hier 40 m.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M Sibliothek,
Your knowledge hub

18 Statische Last und lineare Bettung

- LF1: BELASTUNG, IN RICHTUNG -Y

Sichtbarkeitsmodus In Richtung -Y
LF1 - Statische Einzellast

250.0 kN

a P

20.0m 20.0/m

10.0m
\ |
\ 1

Abmessungen [m]

Abbildung 2.2: Beispiel eines RFEM-Modells zur Validierung der linearen statischen Berechnung

2.3.3 Vergleich der Ergebnisse

Abweichend von Abschnitt 2.3.2 werden die Biegelinien sowohl fur die deaktivierte als auch
fur die aktivierte Schubsteifigkeit von zwei Schienen ermittelt, um die Annahme des schub-
starren Euler-Bernoulli-Balkens auf ihre Zulassigkeit zu prufen.

Anhand der in Abbildung 2.3 dargestellten Biegelinien lésst sich zum einen eine exakte Uber-
einstimmung der schubstarren RFEM-Berechnung mit der analytischen Losung geman Glei-
chung (2.46) erkennen. Zum anderen kann eine Abweichung zwischen der schubstarren und
der schubnachgiebigen Berechnung beobachtet werden, die fur alle drei angesetzten Bet-
tungssteifigkeiten vor allem im Bereich unmittelbar um die Kraftangriffsstelle (x = 0) auftritt.
Merklich ist der bei den schubnachgiebigen Balken am Kraftangriffspunkt entstehende Knick
in der Biegelinie, der bei Berechnung nach der Euler-Bernoulli-Balkentheorie hingegen nicht

vorhanden ist.

Bei der kleinsten untersuchten Steifigkeit von 10 kN/mm/m ist die Diskrepanz zwischen
schubstarrer und schubnachgiebiger Berechnung am geringsten und erreicht an der Stelle
x=0 etwa 1,8 %, wobei die Setzung beim schubstarren Gleisbalken 8,32 mm gegenuber
8,47 mm beim schubnachgiebigen betragt. Bei der mittleren Steifigkeit von 100 kN/mm/m
macht diese Differenz 5,4 % der schubstarren Setzung aus, die entsprechenden Setzungen
sind in diesem Fall 1,48 mm und 1,56 mm. Den gréBten relativen Unterschied kann man bei
der 1000 kN/mm/m steifen Bettung feststellen: Die schubnachgiebige Setzungvon 0,309 mm
istum 17,5 % gréBer als die schubstarre, welche 0,263 mm erreicht. Je groBer die Steifigkeit,
desto lokaler ist allerdings der Fehler: Die besonders deutliche Diskrepanz von 17,5 % bei
k=1000 kN/mm/m baut sich innerhalb von etwa 0,2 m nahezu vollkommen ab (vgl. Abbil-
dung 2.3c).
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Angesichts der obigen Erkenntnisse ist hier festzustellen, dass die analytisch hergeleitete Lo-
sung laut GL. (2.46) und die vorgenommene RFEM-Berechnung dieselben Ergebnisse im Rah-
men der Euler-Bernoulli-Balkentheorie liefern. Inwiefern diese Theorie und die damit einher-
gehende schubstarre Berechnung zulassig sind, hangt von den gewahlten Modellparametern
ab. Fur Zwecke dieser Arbeit ist der Fehler infolge schubstarrer Berechnung akzeptabel: Er
wirkt sich bei kleinen Bettungssteifigkeiten kaum und bei groBen nur sehr lokal auf die Biege-
linie aus, weshalb im GroBen und Ganzen keine wesentlichen Einflusse auf die Lastverteilung
erwartet werden. Die Losung gemaB Gl. (2.46) kann hiermit als verifiziert betrachtet werden.
Sie wird nachfolgend zur Erhaltung der Ergebnisse fur andere Systemkennwerte und fir die

anvisierte Erarbeitung eines Lastmodells verwendet.
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Abbildung 2.3: Vergleich der Gleissetzung w(x) gemaB der analytischen Losung flir das lineare stati-

sche System sowohl mit der schubstarren als auch mit der schubnachgiebigen RFEM-Kontrollbe-

rechnung flr unterschiedliche Bettungssteifigkeitskennwerte k
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2.4 Ergebnisse fir die lineare Bettung

AbschlieBend folgen exemplarische Darstellungen der Setzungslinien, Untergrundreaktio-
nen und Lastverteilungslédngen bei Variation der Modellkennwerte. Eine Ubersicht tiber alle
hierbei festgehaltenen sowie variierten Parameter ist in Tabelle 2.2 gegeben.

Tabelle 2.2: Kennwerte fur die lineare statische Berechnung

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
k 10-1000 kN/mm/m kontinuierliche Schotterbettungssteifigkeit
P 25-250 kN Achslast

In Abbildung 2.4 sind Gleissetzungslinien w(x) fiir die zwischen 25 und 250 kN variierte Achs-
last P und die bei 50 kN/mm/m konstant gehaltene Bettungssteifigkeit k dargestellt. Hierin ist
ersichtlich, dass die Setzungsnullstellen und folglich die Lastverteilungsléange von Anderun-
gen der einwirkenden Achslast nicht beeinflusst werden. Des Weiteren liegen die von der
Last linear abhangigen Setzungslinien nach Gleichung (2.46) bei der schrittweise wachsen-
den Belastung aquidistant Ubereinander. Drittens beginnt nach der Nullstelle ein Hebungs-
bereich, der umso ausgepragter, je groBer die einwirkende Last ist.

o
(3]

E k=50kN/mm/m
= 1i P= 25kN| ]

o)) r P= 50kN
S : P= 75kN | 1
5 15F P=100kN | -
n : P=125kN | 1
o P=150kN | 1

; P=175kN
; P=200kN | 1
25 P=225kN | 7
; P=250kN | 1

3 L. L L I L A L | L L L I L L L I L A L I L L L
6 -4 2 0 2 4 6

Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 2.4: Setzungslinien w(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer linearen statischen Be-

rechnung

Im Gegensatz zu Abbildung 2.4 sind in Abbildung 2.5 die Setzungslinien w(x) fr unterschied-
liche Bettungssteifigkeiten k und eine konstant gehaltene Achslast P dargestellt. So wird ins-
besondere der nichtlineare Zusammenhang zwischen der Setzung und der Steifigkeit hervor-
gehoben: Da k die Potenz -3/4 im Ausdruck fiir die Setzung (2.46) besitzt, reduziert sich die
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22 Statische Last und lineare Bettung

Setzung bei einem hoher angesetzten Steifigkeitsparameter unterproportional. AuBerdem
variiert sich nun die Nullstelle: Bei sinkender Steifigkeit schieben sich die Nullstellen ausei-
nander (die Lastverteilungslange wird also groBer). Der sich hinter der Nullstelle ausbildende
Hebungsbereich reagiert auf die Bettungssteifigkeitsanderung im Einklang mit der Setzung:
Kleinere Steifigkeiten k lassen starker ausgepragte und langere Gleishebungsbereiche zu.

-
T
|

Setzung in mm
N
T
|

L P=125kN
I k=1000kN/mm/m
- k= 400kN/mm/m
3r k= 200kN/mm/m | ]
- k= 100kN/mm/m
[ k= 40kN/mm/m | |
4+ k= 20kN/mm/m | -
I k= 10kN/mm/m| ]
L 1 L | L L L 1 L 1 L | | L L | L L L | L L L | L L 1 | L 1 L
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 2.5: Setzungslinien w(x) fur die variierte Bettungssteifigkeit k zufolge einer linearen stati-

schen Berechnung
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Abbildung 2.6: Untergrundreaktionslinien N(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer linearen stati-

schen Berechnung
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Betrachtet man hingegen die Untergrundreaktion N(x) nach Gl. (2.47), so wird deren mit der
Setzung w(x) Ubereinstimmendes Verhalten gegen die Achslast P ersichtlich: Die Reaktions-
linien in Abbildung 2.6 sind wiederum aufgrund desselben linearen Zusammenhangs mit der
Belastung P aquidistant angeordnet, die Lastverteilungslange (die Lange des gedrlickten Un-
tergrundbereichs) bleibt weiterhin konstant. Die friher identifizierten Gleishebungsbereiche
bewirken negative Reaktionskrafte, der Untergrund wird also gezogen. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass diese Zugkraft in der Realitat teilweise durch das hier vernachlassigte Ei-
gengewicht des Gleises ausgeglichen worden ware. Da zu Zwecken dieser Studie allerdings
nur die Abweichungen vom Gleisruhezustand von Interesse sind, sind diese Ergebnisse fur
nachfolgende Ausarbeitungen akzeptabel.

60 |

Untergrundreaktion in kN/m

r P=125kN ]
80k k= 10kN/mm/m | ]
[ k= 20kN/mm/m | ]
100 L k= 40kN/mm/m ]
[ k= 100kN/mm/m | ]
120 L k= 200kN/mm/m | ]
[ k= 400kN/mm/m | ]
140:_ k=1000kN/mm/m _
T R B R B B R B
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 2.7: Untergrundreaktionslinien N(x) fur die variierte Bettungssteifigkeit k zufolge einer line-
aren statischen Berechnung

Der wesentliche Unterschied zwischen den Verhaltensweisen der Setzung w(x) und der Un-
tergrundreaktion N(x) betrifft die Antwort auf die Steifigkeitsanderung: In Abbildung 2.7 ist
eine mit dem Anstieg der Steifigkeit k einhergehende unterproportionale Zunahme der Reak-
tionskraft erkennbar — dieser Zusammenhang kann auf die Potenz von k zuriickgeflihrt wer-
den, welche in Gl. (2.47) den Wert 1/4 annimmt. Das weitere Merkmal der Untergrundreakti-
onslinie besteht darin, dass ihr Maximum bei wachsender Steifigkeit k zunimmt, wahrend die
Lastverteilungslange abnimmt. Analog verhalt sich die Hebungskraft, indem diese durch eine

Steifigkeitssteigerung konzentrierter wird.

Zusammenfassend zeigt Abbildung 2.8 die Setzung an der Kraftangriffsstelle

wo =w(x =0) (2.52)
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als Funktion der Bettungssteifigkeit k flir verschiedene Achslasten P. Darin wird die beson-

dere Empfindlichkeit der Gleissetzung gegen Steifigkeitsschwankungen im Bereich kleinerer

Steifigkeiten wie etwa unter 50 kN/mm/m verdeutlicht.

10 L
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10" 102 103
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Abbildung 2.8: Gleissetzung an der Kraftangriffsstelle wo in Abhangigkeit der Bettungssteifigkeit k

zufolge einer linearen statischen Berechnung
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Abbildung 2.9: Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle No in Abhangigkeit der Bettungssteifig-
keit k zufolge einer linearen statischen Berechnung

Der lineare Zusammenhang der Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle

No = N(x = 0) (2.53)
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und der Achslast P spiegelt sich in Abbildung 2.9 erneut wider; darin wird ferner deren Abhan-
gigkeit von der Steifigkeit k veranschaulicht. Im Bereich kleinerer Steifigkeiten (unterhalb
100 kN/mm/m) kann unter Beachtung der logarithmischen Skala wiederum eine hohe Sensi-
bilitat festgestellt werden, die allerdings nun deutlich weniger ausgepragt ist.

Zuletzt wird in Abbildung 2.10 gezeigt, wie sich die Lastverteilungslange nach Gl. (2.51) inner-
halb des untersuchten Steifigkeitsbereiches dndert. Diesbezlglich ergeben sich im Einklang
mit den vorigen Erkenntnissen sowohl die umgekehrte unterproportionale Abhangigkeit von
der Bettungssteifigkeit k als auch die Unabhangigkeit von der einwirkenden Achslast P. Die
hohe Empfindlichkeit in der Steifigkeitszone unter 100 kKN/mm/m ist gleichermaBen hervor-

zuheben.

0 : ; _—
10" 102 103
k in KN/mm/m

Abbildung 2.10: Lastverteilungslange L.v in Abhangigkeit der Bettungssteifigkeit k zufolge einer linea-

ren statischen Berechnung

2.5 Lastverteilungsmodell auf Basis des linearen stati-

schen Systems

In diesem Abschnitt wird ein Lastverteilungsansatz fur als einzelne Euler-Bernoulli-Balken
modellierte Eisenbahnbrucken auf Basis des untersuchten statischen Lastfalls mit linearer
Bettung erarbeitet. Der prinzipielle Aufbau des Lastmodells folgt der in der Literatur bereits
etablierten Aufteilung einer einzelnen Achslast auf Teileinzelkrafte im Schwellenabstand von
60 cm. Wahrend feinere Abstande eine genauere Abbildung des durch den Schotteroberbau
verteilten Drucks verschaffen wirden, ermoglicht der gewahlte Abstand einen direkten quan-
titativen Vergleich zwischen den Ergebnissen dieser Arbeit und den in Frage kommenden be-

stehenden Literaturquellen (Eurocode [5], Spengler [14]). Zudem wird infolge des Verzichtes
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auf feinere Aufteilung etwaiger zusatzlicher Modellierungsaufwand bei der Anwendung die-
ses Lastmodells vermieden werden kénnen.

2.5.1 Konzipierung des Lastmodells

Die prinzipielle Herangehensweise zur einwirkungsseitigen Bertcksichtigung der Lastvertei-
lung besteht in der Aufteilung der Achslast P auf mehrere Einzelkrafte F, die den Druck auf
das Tragwerk infolge der kontinuierlichen Untergrundreaktion N(x) nachbilden sollen. Diese
Krafte werden entsprechend der bestehenden Systemsymmetrie symmetrisch um die Achs-
last und — unter Vernachlassigung etwaiger seitlicher Zugzonen — innerhalb der zuvor defi-
nierten Lastverteilungslange L.y angeordnet, siehe Abbildung 2.11.

' Achslast P Schotterbett
Gleis
- — - — == = =
\7\7 /./ r
~ - o
Iy =
| = 2 |
‘ A
| Starrer Untergrund — Entfernung x |
| Lastverteilungslénge L |
b k
7 7

Untergrundreaktion N(x)

Lastmodell fiir die
Tragwerksberechnung d d d d

Abbildung 2.11: Lastmodell mit 2n+1 innerhalb der Lastverteilungslange symmetrisch verteilten Ein-
zelkraften F

Die GroBe jeder Einzelkraft wird durch die Integration der Untergrundreaktion N(x) innerhalb
der jeweiligen Krafteinflusszone ermittelt, welche durch den Kraftabstand d (in dieser Arbeit

der Schwellenabstand) vorgegeben ist:

aj+d
Fj = f N(x)dx fir j=-n,..,—-1,0,1,..,n (2.54)
aj-2
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F; ... j-te Einzelkraft, die die Druckbelastung des Untergrundes im Integrationsbereich
von dj — % bis dj + £ abbildet
d ... konstanter Einzelkraftabstand

n ... Anzahlder Einzelkrafte links (x < 0) oder rechts (x > 0) von der Achslast

Nach Einsetzen der bekannten Funktion fir die Untergrundreaktion N(x) laut Gl. (2.47) in
Gl. (2.54) — unter Beachtung deren nichtnegativen Definitionsbereichs (x = 0) — kann das In-

tegral fur positive Integrationsgrenzen berechnet werden:

(]'+%)d
J— 8a3EIe cos(ax sin(ax x
1
(]_7)61 (2.55)
1
kP —ax J+3)d . .
= T 8atgl € cos(ax)](j_%)d fir j=1,2..,n

Gezieltes Einsetzen von a nach Gl. (2.47) bewirkt eine Vereinfachung von GL. (2.55), sodass

die Formel fur die j-te Einzelkraft eine kompakte Form erhalt:

(o &
r [e —ax cos(ax)] ] i 2l (2.56)

F,=—— mit a=
> i

2
fir j=1,2,...,n
! (-2) V2
Wegen des beschrankten Definitionsbereichs der Funktion fur die Untergrundreaktion N(x)
(GL. (2.47)), der nur die rechte Seite (x = 0) bezuglich der einwirkenden Achslast beinhaltet,
werden Einzelkrafte links von der Achslast (x < 0) durch folgende Identitat bestimmt:

F_;=F (2.57)
F_; ... j-teEinzelkraft links von der Achslast
F; ... j-teEinzelkraft rechts von der Achslast

Die zentrale Einzelkraft Fp ware grundsatzlich mittels Gl. (2.54) zu bestimmen:

N(x) dx (2.58)

-
I
NIQ\ T

Angesichts der erwdhnten Einschrankung des Definitionsbereichs wird bei der Losung von
Gl. (2.58) von der Systemsymmetrie Gebrauch gemacht, sodass lediglich das Integral des

positiven Teils (0 < x < d/2) berechnet und verdoppelt werden kann:
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2 (2.59)

o — vl

F, N(x) dx

Einsetzen von Gl. (2.47), dem Ausdruck fur die Untergrundreaktion N(x), in Gl. (2.59) und an-
schlieBende Resubstitution von a* ergibt die Formel fur die zentrale Einzelkraft:

a |k
Fy=—P [e‘“" cos(ozx)]2 mit a = % (2.60)
0

Die Einzelkrafte Fjnach Gl. (2.56), (2.57) sowie (2.60) sind direkt proportional zur Achslast P.
Folglich hangt die Aufteilung der Achslast nicht von der Laststufe ab.

Die Untergrundreaktion N(x) hat bekanntlich Zugzonen (siehe Abbildung 2.6 sowie Abbildung
2.7),dieimvorliegenden Lastmodell vernachlassigt werden. Eine vollstandige Integration der
zentralen Druckzone ohne Weiteres wurde allerdings eine hohere gesamte Druckkraft als die
Achslast erzeugen, da kein Ausgleich durch die auftretenden Zugkrafte vorhanden ware. Die
ausschlieBlich driickenden Einzelkrafte F miussen deshalb hinsichtlich ihrer Anzahl n und ih-
rer GréBe so begrenzt werden, dass eine Aquivalenz mit der Achslast P hergestellt wird. In
diesem Zusammenhang wird die Untergrundreaktion N(x) im Folgenden ausgehend von der
Gleismitte (x = 0) bis zu denjenigen Einzelkraften F., und F, integriert, deren kumulierter Wert
(oder vielmehr bis die Summe aller Krafte) laut der Ungleichung (2.61) die Achslast P erreicht
oder Uiberschreitet. Als KorrekturmaBnahme wird der etwaige resultierende Druckkraft-Uber-
schuss von den Randkraften F., und F, in gleichem Verhaltnis gemaB Gl. (2.62) abgezogen:

n n-—1
z F; = P, wobei Z F <P (2.61)
j=-n j=—n+1
n F)Y—P
F',=F' =F, — M (2.62)
F*,undF; ... umden DrucklUberschuss korrigierte Randkrafte

Im Hinblick auf die Erkenntnisse von Bruckmoser, dass flacher verteilte Achslasten tenden-
ziell zu geringeren Tragwerksbeschleunigungen fihren (vgl. Abbildung 4.22 und Tabelle 4.8
in [9], in denen die hoheren ky-Indizes auf konzentriertere Lasten deuten), kann die hier be-
triebene Verengung der Lastverteilung als ein auf der sicheren Seite liegender Ansatz gese-

hen werden.

Als Ergebnis dieses Vorgangs entsteht die in Abbildung 2.12 skizzierte Anordnung der Einzel-

krafte. Die grin geflullten Fldchen reprasentieren die Integrale der Untergrundreaktion in den
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jeweiligen Einzelkraft-Einflusszonen, wobei die strichlierten Flachen an den Randern des in-
tegrierten Gebiets auf die oben besprochene Abminderung der Randkrafte deuten.

—_— AN
Untergrundreaktion N(x)\EL-,

l J,

Tragwerksberechnung I—b Entfernung x

Lastmodell fiir die

Abbildung 2.12: Integration der Untergrundreaktion N(x) zu den Einzelkraften F;

2.5.2 Anwendung des Lastmodells

Die Einzelkrafte F;des in Abschnitt 2.5.1 erarbeiteten Lastmodells werden anhand der in Ta-
belle 2.3 angefiihrten Systemkennwerte berechnet. Der gewahlte Kraftabstand d betragt
60 cm, um eine direkte quantitative Vergleichbarkeit der Ergebnisse dieses Lastmodells mit
den in Abschnitt 1.2 besprochenen Ansatzen nach Eurocode [5] und nach Spengler [14] zu

gewahrleisten.

Tabelle 2.3: Kennwerte zur Ermittlung des Lastmodells mit verteilten Einzelkraften zufolge linearer

statischer Berechnung

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
k 10-1000 kN/mm/m kontinuierliche Schotterbettungssteifigkeit
P 25-250 kN Achslast
d 60 cm Kraftabstand

Tabelle 2.4 gibt die Anteile der berechneten Einzelkrafte F; an der Achslast P unter Variation
der Bettungssteifigkeit kan. Da die Lastverteilungim vorliegenden linearen Fall von der GroBe
der einwirkenden Achslast nicht beeinflusst wird (vgl. Gl. (2.56), (2.57) sowie (2.60) bezogen
auf P), wird auf eine explizite Angabe der zugehodrigen Achslast bei den darauffolgenden Er-
gebnisdarstellungen verzichtet. Die auBenliegenden angegebenen Einzelkrafte sind die kor-
rigierten Randkrafte nach Gl. (2.62), sofern sie nach der Rundung auf das nachste ganze Pro-
zent nicht verschwinden. Aufgrund der vorgenommenen Rundung kann die Summe aller an-

gegebenen Anteile von 100 % abweichen (hochstens um 2 %).
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Tabelle 2.4: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte Fj des Lastmodells fur

das lineare statische System

kn Fa Fs P Fa Ry B R By By
kKN/mm/m . -P -P .P -P -P -P -P -P inm
in % in % in % in % in% in% in% in% in%

10 2 8 13 17 20 17 13 8 2 7,08
20 - 6 13 20 23 20 13 6 - 5,96
30 - 3 13 21 26 21 13 3 - 5,38
40 - 2 12 22 28 22 12 2 - 5,01
50 - 1 12 23 29 23 12 1 - 4,74
60 - - 12 23 30 23 12 - - 4,53
80 - - 10 24 33 24 10 - - 4,21
100 - - 8 25 34 25 8 - - 3,98
200 - - 4 26 40 26 4 - - 3,35
400 - - 1 26 47 26 1 - - 2,82
600 - - - 24 51 24 - - - 2,55
1000 - - - 21 57 21 - - - 2,24

Abbildung 2.13 stellt das Lastmodell mit den Einzelkraftverteilungen laut Tabelle 2.4 fur die
Steifigkeiten kvon 10 kN/mm/m und 1000 kN/mm/m maBstéablich in grafischer Form dar.

P>0
= 20 %
k=10 kN/mm/m 17 % 0 17 %
13 % 13 %
8 % l l 8 %

0 0,
2% | L
2 2 e 2 2 2 e e 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

06m 06m 06m 06m 06m 06m 06m 0,6m

[P0 >7 %
k=1000 kN/mm/m
21% 21%
L L L
1 1 1
0,6 m 0,6m

Abbildung 2.13: Lastmodell fir das lineare statische System bei k=10 kN/mm/m und bei
k=1000 kN/mm/m in % von der Achslast
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Abbildung 2.14 zeigt die Aufteilung der Achslast in die verteilten Einzelkréafte F; fur die variierte
Bettungssteifigkeit k, wodurch eine genaue Ablesung flir spezifische Kennwerte moglich ist.
Die letzten dargestellten Krafte fur jedes Steifigkeitsniveau sind die korrigierten Randkrafte
gemanB Gl. (2.62).

Beim Vergleich mit dem Lastmodell laut Spengler, das umgerechnet flr die kontinuierliche
Bettungssteifigkeit von etwa 60 kN/mm/m ermittelt wurde (vgl. Abbildung 4-15 in [14]), zeigt
sich eine groBe Ahnlichkeit der in dieser Arbeit hergeleiteten und der von Spengler vorge-
schlagenen Lastaufteilungen (mit Ausnahme der Randkraftkorrektur). Dieses Ergebnis kann
als eine teilweise Verifizierung des hier aufgestellten Lastmodells gedeutet werden. Die Be-
urteilung dessen Beitrags zur richtigen Erfassung der Brlickenschwingungen setzt dennoch
Bruckenuberfahrtssimulationen wie auch Messungen voraus, die auBerhalb des Rahmens
dieser Diplomarbeit liegen und auf welche das Augenmerk weiterfihrender Studien gelegt

werden konnte.
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2.6 Fazit

Schotteroberbau kann am einfachsten als elastisch in Schotter gebetteter Gleisbalken mit
einer konstanten wegunabhéangigen Bettungssteifigkeit k modelliert werden. Fir dieses me-
chanische System lassen sich analytische Formeln zur Berechnung der Gleissetzung w(x)
und Untergrundreaktion N(x) infolge einer statischen Achslast P herleiten. Die Lange des in
den Untergrund eingedruickten Gleisabschnitts — die Lastverteilungslange L.y — zeigt hierbei
eine Abhangigkeit von der Schotterbettsteifigkeit k (die Erndhung der Steifigkeit verringert die
Lastverteilungslange), aber nicht von der einwirkenden Achslast P.

Die Untergrundreaktion N(x) kann abschnittsweise integriert werden, um Einzelkrafte F; fur
ein Lastmodell zur einwirkungsseitigen Abbildung der Lastverteilung zu ermitteln. In dieser
Arbeit wird die Abschnittslange bzw. der Kraftabstand d von 60 cm verwendet, um die Ver-
gleichbarkeit des erhaltenen Lastmodells mit den Vorschlagen in anderen Literaturquellen
(ONORM EN 1991-2 [5], Spengler [14]) herzustellen. Die Einzelkréfte des Lastmodells F; sind
proportional zur Achslast P, der Wert der Schotterbettsteifigkeit k beeinflusst hingegen ver-
schiedene Einzelkrafte F; unterschiedlich, wobei die mittige Einzelkraft Fo mit der wachsen-
den Steifigkeit k stets ansteigt.
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3  Statische Last und nichtlineare Bettung

In diesem Kapitel werden Lastmodelle fir Oberbausysteme mit nichtlinearem Federungsver-
halten entwickelt, sodass im Hinblick auf die in Abschnitt 1.2 angeschnittenen Forschungs-
erkenntnisse der Einfluss realistischer wegabhangiger Schotterbettungssteifigkeit auf die
Lastverteilung miterfasst werden kann. Das in Kapitel 2 definierte statische System bleibt
grundsatzlich bestehen (siehe Abbildung 2.1), aber die in Abschnitt 2.1 angenommene Un-
tergrundreaktion N(x) laut Gl. (2.3) wird fir nichtlineare Federung angepasst. Es werden
hierzu die folgenden in entsprechenden Abschnitten im Detail erlduterten nichtlinearen Fe-
derkennlinienarten betrachtet:

e N(x) = kgw(x)? (progressiv quadratisch, Abschnitt 3.1),
e N(x) = kww(x)*® (degressiv nach einer Wurzelfunktion, Abschnitt 3.2) sowie

e N(x)=64,492w(x)*®2° (degressiv nach einer auf den Ergebnissen von Stollwitzer et al. [15]

basierten Regressionskurve, Abschnitt 3.3).

Abbildung 3.1 zeigt einen Uberblick tiber die in dieser Arbeit betrachteten Federkennlinien
mit unterschiedlichen Federungskraftbeiwerten. Samtliche Herleitungen beruhen auf der
Euler-Bernoulli-Balkentheorie |. Ordnung.

220 T ; T T 2 S
! Y
- Aot : i,
200 1 o 7
I L 7
L ¥ s / i
180 1 = K
I s ,
L N / -
160 i R i
] s /|7 T N=64.492w08%%
140 I. o 7 /' 0.5 i
7 A N=100w""
120 |- ! - / N=100w 4

-
o
o

oo
o

Bodendruck N in kKN/m

A (o))
o o

N
o

o

Setzung w in mm

Abbildung 3.1: Vergleich der untersuchten linearen, progressiven und degressiven Federkennlinien
fur diverse Federungskraftbeiwerte (win mm, N in kN/m)
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3.1 Quadratische Federkennlinie

Die Auswirkung einer progressiven Federungskraft wird anhand der folgenden quadratischen

Funktion untersucht:

N( ):{ kqw(x)? fir w(x) =0 G.1)

—kw(x)? fir w(x) <0

X ... Entfernungvon der Kraftangriffsstelle

N(x) ... Untergrundreaktion (Bettungsdruck)

w(x) ... elastische Gleissetzung

kq ... Beiwert fur die quadratische Funktion der Federungskraft

Die Definition in GL. (3.1) sieht unterschiedliche Vorzeichen fur die positiven und negativen
Gleissetzungen w(x) vor: Es werden punktsymmetrische Kraft-Weg-Diagramme (Federkenn-
linien) laut der qualitativen Darstellung in Abbildung 3.2 angenommen.

A
N kq,3 kq,Z kq,l

Abbildung 3.2: Qualitativer Verlauf quadratischer Federkennlinien flr verschiedene Federungskraft-
beiwerte kq

3.1.1 Differentialgleichung und Randbedingungen

In allgemeiner Form lautet die Differentialgleichung der Gleisbiegelinie folgendermaBen (vgl.
Abschnitt 2.1):

4
Eldw—i") +NX)=0 (3.2)
dx

EI ... Biegesteifigkeit des Gleises

Aufgrund der neuen Festlegung der Untergrundreaktion gemaB GL. (3.1) erhalt die Differenti-
algleichung (3.2) die folgende Gestalt (vgl. Gl. (2.7)), wobei die Bereichsunterscheidung fur

w(x) mithilfe der Vorzeichenfunktion sgn umgesetzt wird:
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4
El%gx) + sgn(w(x)) kgw(x)? =0 (3.3)

GL. (3.3) ist eine nichtlineare Differentialgleichung 4. Ordnung ohne analytische Lésung. Zur
Berechnung des vorliegenden nichtlinearen Systems wird dementsprechend ein in MATLAB
eingebautes numerisches Losungsprogramm bvp4c ? eingesetzt, welches auf einem Kollo-
kationsverfahren basiert (Kollokation siehe z.B. Abschnitt 8.1.6 in [19]).

Numerische Methoden schatzen die Losung fur eine endliche Menge diskreter Knoten. Folg-
lich muss das in Kapitel 2 vorgestellte kontinuierliche unendliche Gleis diskretisiert werden,
indem es durch einen aus diskreten Knoten zusammengesetzten Balken mit der endlichen
Lange 2L approximiert wird. Je groBer die Balkenlange und je dichter die Knotenabstande,
desto besser wird das kontinuierliche unendliche Gleis auf Kosten der Rechenzeit abgebil-
det. Entsprechend der in Kapitel 2 gefolgten Vorgehensweise wird in Bezug auf die Einzelkraft
nur die rechte Gleishalfte (mit der Lange L) berechnet und danach um die Achslast gespie-
gelt, sodass vollstandige Setzungs- und Untergrundreaktionslinien gebildet werden.

An der Kraftangriffsstelle (x = 0) sind die bereits in Gl. (2.4) und (2.42) festgehaltenen Uber-
gangsbedingungen zu erflllen:

dw(x =0) _ 0

(3.4)
dx
3 _
dwlx=0 _ P (3.5)
dx3 2EI
P ... stationare vertikale Einzelkraft, welche den statischen Anteil einer Radsatzlast

abbildet

Aufgrund der endlichen rechnerischen Balkenlange L hatte hier die Grenzwertbetrachtung in
Gl. (2.6) keine Glltigkeit. Es werden am positiven Gleisende stattdessen Randbedingungen

fur ein freies Ende angenommen:
M(x=L)=0 (3.6)

Qx=L)=0 (3.7)

2 Numerische Probleme mit Randbedingungen werden Randwertprobleme genannt. Der Programm-
name bvp4c folgt dieser Bezeichnungim Englischen — Boundary Value Problems. Fur eine ausfuhrliche

Erklarung der Funktionsweise von bvp4c sei auf [20] verwiesen.
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L ... Lange des numerisch zu berechnenden Gleisbalkens
M(x) ... Biegemoment
Q(x) ... Querkraftinfolge der Einzelkraft P

Randbedingungen nach GL. (3.6) und (3.7) konnen auch als Verformungsbedingungen aufge-
schrieben werden (siehe Abschnitt 2.2.2.3):

d?w(x = L)

- = 3.8
o 0 (3.8)

d3w(x = L)

- = 3.9
e 0 (3.9)

3.1.2 Umsetzungin MATLAB

Das Programm bvp4c passt Knotenabstdnde automatisch an, weshalb bei der Spezifikation
des numerischen Problems vor allem auf die Vorgabe einer ausreichenden Balkenlange ge-
achtet werden sollte, sodass wesentliche Gleislagestorungen durch die Achslast noch vor
dem Balkenende abklingen. bvp4c akzeptiert auBerdem ausschlieBlich Differentialglei-
chungssysteme 1. Ordnung. Aus diesem Grund muss die vorhandene Differentialgleichung
4. Ordnung (3.3) mithilfe folgender Substitutionen in die fur das Programm passende Form

gebracht werden:
dM(;ix) =wi (%) (3.10)

dwdl;@ = w2(%) (3.11)

dvﬁix) =ws(®) (3.12)

deaix) = —sgn(w()) % w(x)? (3.13)

Die in Gl (3.10)—(3.12) eingefiihrten Substitutionen miissen auch in den Ubergangs- und
Randbedingungen laut GL. (3.4), (3.5), (3.8) und (3.9) implementiert werden:

wi(x=0)=0 (3.14)
P
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wo(x = Lgtqp) = 0 (3.16)

w3 (X = Lggqp) =0 (3.17)

Der weitere notwendige Schritt ist die Vorgabe einer ersten Schatzung fur den Verlauf der
Funktionen w(x), wi(x), wz(x) und wz(x) gemaB Gl. (3.10)-(3.13), wobei fiir eine erfolgreiche
Losungsfindung des Programms folgende grobe konstante Einschatzung genugt (in der im
Programm akzeptierten vektoriellen Schreibweise):

W(x)l 1 mm

w0 0

w(x) = Wl (x) l 0 (3.18)
0

lW3 (x )

3.1.3 Verifizierung des MATLAB-Programms mit RFEM

Die Umsetzungsrichtigkeit der gewahlten Strategie wird in Anlehnung an die entsprechenden
RFEM-Ergebnisse beurteilt. Die Kontrolle erfolgt anhand der Kennwerte aus Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1: Kennwerte flr die Kontrollberechnung des statischen Systems mit einer progressiven

Federkennlinie gemaB der quadratischen Funktion

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kq 10,100, kN/mm?*/m Federungskraftbeiwert flur eine quadratische Feder-
1000 kennlinie (Kontrolle flr drei Parameterannahmen, arbit-
rare Wahl)
250 kN Achslast (arbitrare Wahl)
L 10 m Balkenlange fur die numerische Berechnung

3.1.3.1 RFEM-Modell

Die in Abschnitt 2.3.2 vorgeschlagene Vorgehensweise wird groBtenteils beibehalten. Die
Ausnahme stellt das kontinuierliche Stablager (Gleisbettung) dar, fur welches in RFEM in Ver-
sion 6.09 keine nichtlinearen Federkennlinien unterstutzt werden: Es wird durch eine Reihe
an in einem engen Abstand platzierten diskreten Lagern nachgebildet, fir welche die Erstel-
lung eines beliebigen Kraft-Weg-Diagramms verflugbar ist. Die gewiunschte Federkennlinie
des Schotterbetts ist auf den gewahlten Stltzpunktabstand umzurechnen und als vertikale
Lagerbedingung mittels der Nichtlinearitat-Einstellung Diagramm einzugeben. Das auf die-
ser Weise erstellte RFEM-Kontrollmodell ist in Abbildung 3.3 dargestellt, wobei die Balken-
lange von 10 m fur die numerische Berechnung einer Gleisseite und der Einzellagerabstand
von 10 cm fur das RFEM-Naherungsmodell verwendet werden. Die ebenfalls in Abbildung 3.3
dargestellte horizontale Federung gewahrleistet ein nichtkinematisches Systemverhalten.
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A LF1: BELASTUNG, IN RICHTUNG -Y

Sichtbarkeitsmodus In Richtung -Y
LF1 - Statische Einzellast
Lasten [kN] 01 01 01 01 01 0.1

2500 R i e e e ST B S B

- 10.0 -t 10.0 >

50m
| |
i {

Abmessungen [m]

Abbildung 3.3: RFEM-Kontrollmodell fur die nichtlineare statische Berechnung

3.1.3.2 Vergleich der Ergebnisse

Abbildung 3.4 zeigt die Ergebnisse der durchgefihrten Kontrollberechnung. Darin werden die
Biegelinien gemaB bvp4c und RFEM einander gegenubergestellt, wobei im Falle von RFEM
sowohl schubstarr als auch schubnachgiebig gerechnet wurde. Dies ermoglicht, die Zulas-
sigkeit der in dieser Arbeit verwendeten schubstarren Euler-Bernoulli-Balkentheorie zu pru-

fen.
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Abbildung 3.4: Vergleich der Gleissetzung w(x) fir quadratische Federkennlinien zufolge der Berech-

nung mit bvp4c sowohl mit der schubstarren als auch mit der schubnachgiebigen RFEM-Kontrollbe-

rechnung fir unterschiedliche Federungskraftbeiwerte kq

Die Setzungslinien w(x) zufolge der schubstarren RFEM-Berechnung und zufolge des bvp4c-

Programms stimmen uberein, obgleich fur das RFEM-Modell eine diskrete Federung verwen-
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det wird. Dies bestatigt zum einen die Aquivalenz der in RFEM verwendeten quasikontinuier-
lichen Bettung mit der kontinuierlichen, zum anderen verifiziert es das in MATLAB umgesetzte
numerische Losungsprogramm bvp4c fur diese Betrachtung.

Die Abweichungen zwischen den schubstarren und schubnachgiebigen RFEM-Berechnun-
gen sind wie im Falle der linearen Federkennlinien minimal und betreffen vorrangig den Be-
reich um die Kraftangriffsstelle (x = 0), wobei der schubnachgiebige Balken hier einen Knick
aufweist. Diese kleine Diskrepanz wird im Rest dieses Abschnitts vernachlassigt, es folgen
Auswertungen ausschlieBlich fur den schubstarren Euler-Bernoulli-Balken.

3.1.4 Ergebnisse fiir die Bettung mit einer quadratischen Feder-

kennlinie

Die Darstellungen der Setzungslinien w(x), Untergrundreaktionen N(x) und Lastverteilungs-
langen Ly erfolgen bei Variation der Achslast P und des Federungskraftbeiwerts k,. Die Uber-
sicht Uber die festgehaltenen und variierten Parameter istin Tabelle 3.2 gegeben.

Tabelle 3.2: Kennwerte fur die Berechnung des Systems mit einer quadratischen Federkennlinie

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kq 10-1000 kN/mm?*/m Federungskraftbeiwert flr eine quadratische Feder-
kennlinie
P 25-250 kN Achslast
L 20 m Balkenlange fur die numerische Berechnung

Die Besonderheit der nachfolgend in Abbildung 3.5 gezeigten Setzungslinien w(x) fur die
schrittweise steigende Achslast P liegt in der Abwesenheit einer fur alle Lastniveaus gemein-
samen Nullstelle (vgl. Abbildung 2.4). Man erkennt auBerdem eine Verdichtung der Setzungs-
linien bei groBeren Lasten: Der quadratisch wachsende Bodenwiderstand gemaB GL. (3.1) be-
hinderteine proportionale Setzungszunahme. Wie auch im Falle linearer Federung bildet sich
nach der Setzungsnullstelle eine negative Halbwelle bzw. Gleishebungszone, die bei groBe-

rer Belastung geringere Ausdehnung und héheres Maximum hat.

Wenn die Achslast P konstant gehalten und stattdessen der Federungskraftbeiwert k, variiert
wird, zeigt sich in Abbildung 3.6 eine unterproportionale Setzungsabnahme gegentiber dem
wachsenden Federungskraftparameter, wie dies bereits beim linearen Schotterbett beo-
bachtet wurde (siehe Abbildung 2.5). ErwartungsgemaB werden die Setzungsnullpunkte bei
der Erhohung des Federungskraftbeiwerts zusammengezogen und die Gleishebungen gerin-

ger.
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Abbildung 3.5: Setzungslinien w(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer statischen Berechnung

fur die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 3.6: Setzungslinien w(x) fir den variierten Federungskraftbeiwert kq zufolge einer stati-

schen Berechnung fur die quadratischen Federkennlinien

Die Untergrundreaktionslinien N(x) fur diverse Achslasten P sind Abbildung 3.7 zu entneh-
men. Demnach nimmt die (von den Nullstellen des Bodendrucks umgrenzte) Lastvertei-
lungslange mit der steigenden Achslast geringfugig ab. Die in einer angepassten Skalierung
hervorgehobenen Verlaufe der Untergrundreaktion sind progressiv gegenluber der Setzung
und ahneln an ihren Nullstellen einer quadratischen Funktion — dies entspricht der getroffe-
nen Modellannahme, dass die Untergrundreaktion N(x) gemaB GL. (3.1) in einer quadrati-

schen Relation zur Setzung w(x) steht. Die in der Gleishebungszone auftretende Zugkraft ist
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im Vergleich zum zentrischen Druck verschwindend gering. Zudem kann ein annahernd line-
arer Zusammenhang der Untergrundreaktion N(x) mit der Achslast P betont werden, welcher

fur die Setzung w(x) nicht festzustellen war.
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Abbildung 3.7: Untergrundreaktionslinien N(x) fiir die variierte Achslast P zufolge einer statischen

Berechnung fur die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 3.8: Untergrundreaktionslinien N(x) flr den variierten Federungskraftbeiwert kq zufolge

einer statischen Berechnung flr die quadratischen Federkennlinien

Der quadratische Verlauf der Untergrundreaktionslinien N(x) an ihren jeweiligen Nullstellen
sowie die geringe Relevanz der Zugkraft in der Gleishebungszone bleiben auch bei Variation

des Federungskraftbeiwertes k, erhalten, wie in Abbildung 3.8 unter anderem mithilfe eines
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entsprechend skalierten Teilbildes veranschaulicht wird. Wie auch bei den linearen Feder-
kennlinien (vgl. Abbildung 2.7) steuert der Federungskraftbeiwert, wie flach oder wie kon-
zentriert die Achslast Uber die Lange verteilt ist, und zwar so, dass die Lastverteilungslange
bei weicherer Bettung groBer wird.

Abbildung 3.9 stellt die Setzung an der Kraftangriffsstelle

wo = w(x = 0) (3.19)

unter Variation sowohl des Federungskraftbeiwerts k, als auch der Achslast P dar. So wird
eine Unterproportionalitat der Setzungsantwort wy auf die gestiegene Last sowie auf den er-
hohten Federungskraftbeiwert ersichtlich — ein ahnliches Verhalten wurde bereits bei den li-
nearen Federkennlinien festgestellt (vgl. Abbildung 2.8). Der hinsichtlich der Setzungsab-
nahme besonders wirksame Bereich fur den Federungskraftbeiwert befindet sich etwa unter
100 kKN/mm?/m.

4 1
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3.5 P=225kN | [
] P=200kN | [
3 P=175kN | [
] P=150kN | [
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Abbildung 3.9: Gleissetzung an der Kraftangriffsstelle wo in Abhéngigkeit des Federungskraftbei-
werts kq zufolge einer statischen Berechnung fiir die quadratischen Federkennlinien

Im Gegensatz zur Setzung wy zeigt die in Abbildung 3.10 dargestellte Untergrundreaktion am
Kraftangriffspunkt

Ny = N(x = 0) (3.20)

ein nahezu lineares Verhalten gegen die Achslast P. Der Bodendruck Np wachst unterpropor-
tional mit dem Federungskraftbeiwert kq, der Bereich unterhalb 100 kN/mm?/m fallt jedoch

erneut deutlich sensibler aus.
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Abbildung 3.10: Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle No in Abhangigkeit des Federungskraft-
beiwerts kq zufolge einer statischen Berechnung fiir die quadratischen Federkennlinien

Entsprechend den in Abbildung 3.11 prasentierten Ergebnissen reduziert sich die Lastvertei-
lungslénge L.y bei steigendem Federungskraftbeiwert k, und Achslast P unterproportional.
Der besonders sensible Bereich hinsichtlich des verwendeten Federungskraftbeiwerts k,
liegt wiederholt unter 100 kN/mm?/m.
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Abbildung 3.11: Lastverteilungslange L.vin Abhangigkeit des Federungskraftbeiwerts kq zufolge ei-
ner statischen Berechnung flr die quadratischen Federkennlinien
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3.1.5 Lastverteilungsmodell auf Basis des statischen Systems mit

einer quadratischen Federkennlinie

Nun folgt die Anpassung des in Abschnitt 2.5 vorgeschlagenen Lastmodells aus den verteil-
ten Einzelkraften an die Lastverteilung des Oberbausystems mit einer quadratischen Feder-
kennlinie gemaB GL. (3.1).

Das wesentliche Merkmal des vorliegenden quadratischen Systems liegt in der Abhangigkeit
seiner Lastverteilungslange von der Achslast, die beim linearen System nicht vorhanden war
(vgl. Abbildung 3.11 und Abbildung 2.10). AuBerdem fehlt eine geschlossene Funktion der
Untergrundreaktion, weshalb ihre bereichsweise Integration zur Ermittlung der verteilten Ein-
zelkrafte indirekt anhand der Ergebnisse fur die Verformung erfolgt.

3.1.5.1 Anpassung des Lastmodells

Generell sind die verteilten Einzelkrafte F; gemaB Abschnitt 2.5.1 durch die Integration der
Untergrundreaktion N(x) innerhalb der entsprechenden Krafteinflusszonen zu bestimmen,
deren Ausdehnung dem Einzelkraftabstand d entspricht (siehe Abbildung 2.12):

dj+%
F = f N(x)dx fir j=-n,..,—-1,0,1,..,n (3.21)
aj-2
F; ... j-te Einzelkraft, die die Druckbelastung des Untergrundes im Integrationsbereich

von dj — % bis dj + 5 abbildet
d ... konstanter Einzelkraftabstand

n ... Anzahlder Einzelkrafte links (x < 0) oder rechts (x > 0) von der Achslast

Da kein eigenstandiger analytischer Ausdruck fur die Untergrundreaktion N(x) verfugbar ist,
wird an seiner Stelle die Differentialgleichung der Biegelinie (3.2) herangezogen:

d*w(x)
dx*

N(x) = —EI (3.22)
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Einsetzen von Gl. (3.22) in GL. (3.21) ergibt:

el
d*w(x)
P}' =-E f dxct X
aj-2
2 (3.23)
d
Bwx)]Y 2
=— fir j=-n,..,—-1,01,..,n
dx3 a4

Ferner wird von der in Abschnitt 3.1.2 eingefuhrten Substitution Gebrauch gemacht (vgl.
Gl. (3.10)-(3.12)):

d3w(x)
T =w, (x) (3.24)

Die VerformungsgroBe ws(x) wird vom in Abschnitt 3.1.2 eingerichteten numerischen Lo6-
sungsprogramm bvp4c als Teil des zu losenden Differentialgleichungssystems aus
Gl. (3.10)—(3.13) mitberechnet. Aus dem Grund, dass die Berechnung von ws(x) nur fur den
rechten Gleisbalken (x = 0) erfolgt, werden daraus anfanglich die Einzelkrafte rechts von der

Achslast ermittelt:
F; = —EI [W3(x)] ' fir j=1,2,..,n (3.25)

Die Einzelkrafte links von der Achslast (x < 0) werden unter Ausnutzung der vorhandenen Sys-
temsymmetrie durch die folgende Identitat bestimmt:

F_j=F (3.26)
F_; ... j-teEinzelkraft links von der Achslast
F; ... j-teEinzelkraft rechts von der Achslast

Die zentrale Einzelkraft Fy ergibt sich aus der Verdoppelung des Integrals Uber die positive

Halfte ihrer Einflusszone:

N

(3.27)

Fy=2| N(x)dx = —2EI [w3(x)]

o — vl

0
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Die Integration der Untergrundreaktion N(x) zu den Lastmodell-Einzelkraften F; erfolgt voll-
standig innerhalb der zentralen Bettungsdruckzone (oder der Lastverteilungslédnge) infolge
der Achslast P (siehe Abbildung 2.11). Aufgrund der Vernachlassigung der auBenliegenden
Zugzonen wurde die Integration Uber die volle Lastverteilungslange ohne Weiteres eine zu
groBe Druckkraft erzeugen, die die Achslast P (iberschreiten wiirde. Um eine Aquivalenz des
Lastmodells mit der Achslast herzustellen, wird erstens die Ausdehnung des gesamten In-
tegrationsbereichs unter Beibehaltung des Einzelkraftabstandes d begrenzt, sodass alle Ein-
zelkrafte in Summe gerade die Achslast erreichen oder Uberschreiten (siehe die Ungleichung
(3.28)). Zweitens wird der resultierende Druckkraft-Uberschuss von den an den Randern des
verbleibenden Integrationsbereichs liegenden Einzelkréften abgezogen, sodass die ,korri-
gierten“ Randkrafte F*,, und F,; entstehen (siehe Gl. (3.29)).

n n—1
Z F; = P, wobei Z F, <P (3.28)
j=-n j=—n+1
__ P
F',=F =FE,— Ef=nf) =P ’) (3.29)
F*,undF; ... umden DrucklUberschuss korrigierte Randkrafte

Fur die schematische Darstellung der endgultigen Einzelkraftanordnung und der zugehorigen
Integrationsbereiche sei auf Abbildung 2.12 in Kapitel 2 verwiesen.

3.1.5.2 Anwendung des Lastmodells

Die in Unterabschnitt 3.1.5.1 dargelegte Methode wird zur Ermittlung der verteilten Krafte F;
fur die in Tabelle 3.3 angegebenen Systemkennwerte angewendet. Der gewahlte Kraftab-
stand von 60 cm sorgt fir eine direkte Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit den Lastverteilun-
gen nach Abschnitt 2.5.2 wie auch nach Eurocode [5] und nach Spengler [14].

Tabelle 3.3: Kennwerte zur Ermittlung des Lastmodells mit verteilten Einzelkraften zufolge einer sta-

tischen Berechnung fur quadratische Federkennlinien

Kennwert  Wert Einheit Beschreibung
EIl 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kq 10-1000 kN/mm?/m Federungskraftbeiwert flir eine quadratische Feder-
kennlinie
P 25-250 kN Achslast
d 60 cm Kraftabstand

Beim System mit einer quadratischen Federungsfunktion besteht eine Abhangigkeit der Last-
verteilungsldnge von der Achslast (wie aus Abbildung 3.11 ersichtlich ist), sodass —im Unter-
schied zum linearen System - fur verschiedene Achslasten eine eigene Lastverteilung be-

stimmt werden muss. Exemplarisch werden die ermittelten Lastverteilungskrafte F; fir zwei
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Achslasten P =25 kN und P = 250 kN jeweils in Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 festgehalten (be-
zogen auf die zugehodrige Achslast sowie gerundet auf das ndchste ganze Prozent, weshalb
die Anteilsumme von 100% abweichen kann). Die auBersten angegebenen Krafte sind, wenn
diese nicht auf null zu runden waren, die korrigierten Randkrafte gemaB Gl. (3.29).

Die bezogenen Einzelkrafte laut Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 verdeutlichen, dass hohere Achs-
lasten einen mindernden Einfluss auf die Lastverteilung haben, sodass die zentrische Einzel-
kraft Fyp bei der Achslast P von 250 kN tendenziell einen hoheren Lastanteil als jene bei der
Achslast von 25 kN aufweist. Hinsichtlich der minimalen und maximalen moglichen Einzel-
kraftanzahl fur die betrachteten Schranken des Federungskraftbeiwerts k, kann eine Verrin-
gerung von 5-9 auf 3-7 bei der besprochenen Laststeigerung beobachtet werden.

Tabelle 3.4: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte F; des Lastmodells flr
das statische System mit einer quadratischen Federkennlinie bei P =25 kN

F, F, F, F, F, F, F, Fs; F,

kqin — Liv
kKN/mm?/m p P P P P P P P
in % in % in % in % in% in% in% in% in%
P=25kN

10 2 6 12 19 23 19 12 6 2 8,30
20 1 5 11 20 25 20 11 5 7,52
30 - 5 11 21 27 21 11 5 - 7,10
40 - 4 11 21 28 21 11 4 - 6,81
50 - 4 11 21 28 21 11 4 - 6,60
60 - 3 10 22 29 22 10 3 - 6,43
80 - 3 10 22 30 22 10 3 - 6,17
100 - 2 10 22 31 22 10 2 - 5,98
200 - 1 9 23 34 23 9 1 - 5,41
400 - - 8 24 38 24 8 - - 4,90
600 - - 6 24 40 24 6 - - 4,63
1000 - - 5 24 42 24 5 - - 4,30
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Tabelle 3.5: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte Fj des Lastmodells fur
das statische System mit einer quadratischen Federkennlinie bei P =250 kN

F, F, F, F, F, F, F, F; F,

kqin Liy
KN/mm?/m p - p P P P P P P m
in % in % in % in % in% in% in% in% in%
P =250 kN

10 - 2 10 22 31 22 10 2 - 5,98
20 - 1 9 23 34 23 9 1 - 5,41
30 - - 8 23 36 23 8 - - 5,11
40 - - 8 24 38 24 8 - - 4,90
50 - - 7 24 39 24 7 - - 4,75
60 - - 6 24 40 24 6 - - 4,63
80 - - 6 24 41 24 6 - - 4,44
100 - - 5 24 42 24 5 - - 4,30
200 - - 3 24 46 24 3 - - 3,90
400 - - 2 23 50 23 2 - - 3,53
600 - - 1 23 52 23 1 - - 3,33
71000 - - - 22 56 22 - - - 3,10

Abbildung 3.12 veranschaulicht maBstablich das Lastmodell mit den Einzelkraftverteilungen
nach Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 die fur Achslasten Pvon 25 und 250 kN sowie die Federungs-
kraftbeiwerte k; von 10 und 1000 kN/mm?/m.

In Abbildung 3.13 sind die Verlaufe der ermittelten Einzelkraftanteile F; / P fur unterschiedli-
che Achslasten P im gesamten untersuchten Bereich des Federungskraftbeiwerts k, darge-
stellt.
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Abbildung 3.12: Lastmodell fir das statische System mit einer quadratischen Federkennlinie bei
ausgewahlten Achslasten P und Federungskraftbeiwerten kq in % von der Achslast
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Abbildung 3.13: Aufteilung der einwirkenden Achslast P in die verteilten Einzelkrafte F; gemaB dem

Lastmodell fur das statische System mit einer quadratischen Federkennlinie
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3.2 Federkennlinie gemaB einer Wurzelfunktion

Die Auswirkung eines degressiven Schotterbetts auf die Lastverteilung von Schotteroberbau
wird zuerst unter Annahme der folgenden Wurzelfunktion der Federungskraft untersucht:

ky +/Iw(x)| fur w(x) >0
N(x) = (3.30)
—ky /lw(x)| fur w(x) <0
kw ... Beiwertfirdie Wurzelfunktion der Federungskraft

Der Vorzeichenwechsel beim Nullubergang der Setzung in GL. (3.30) ist durch die Annahme
punktsymmetrischer Kraft-Weg-Diagramme oder Federkennlinien gemaB der qualitativen
Darstellung in Abbildung 3.14 bedingt. Diese Vereinfachung ist insofern zulassig, als die im
hier betrachteten Lastfall Achslast in Oberbau auftretenden Zugkrafte bei einer Uberlagerung

mit anderen Lastfallen (z.B. Gleiseigengewicht) Uberdruckt werden.

A
N kw3

kw2

kw1

>

w

Abbildung 3.14: Qualitativer Federkennlinienverlauf gemaB der Wurzelfunktion flir verschiedene Fe-

derungskraftbeiwerte kw

3.2.1 Differentialgleichung und Randbedingungen

Die Gleissetzung w(x) sowie die Untergrundreaktion N(x) sind durch Losung der Differential-

gleichung der Biegelinie 4. Ordnung zu erhalten (vgl. Abschnitt 2.1):

d*w(x)

W-l_N(X) =0 (331)

El

GL. (3.31) kann nach Einsetzen von GL. (3.30) und bei Verwendung der Vorzeichenfunktion sgn

folgendermaBen angeschrieben werden:

4
Eldw—(x) + sgn(w(x)) ky /Iw(x)| =0 (3.32)

dx*
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Analog zum in Abschnitt 3.1 untersuchten System mit der progressiven quadratischen Feder-
kennlinie existiert fur Gl. (3.32), eine nichtlineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit einem
Wourzelterm, keine analytische Losung. Stattdessen wird diese Gleichung wieder mithilfe des
in MATLAB integrierten numerischen Lésungsprogramms bvp4c behandelt, das sich zur L6-
sung von Randwertproblemen —numerischen Problemen mit Randbedingungen — eignet (na-
heres siehe Abschnitt 3.1). Entsprechend der in Kapitel 2 entwickelten Vorgehensweise er-
folgt die Berechnung fiir die positive Gleishélfte (x > 0), fiir welche die Rand- und Ubergangs-
bedingungen formuliert werden. Die Ergebnisse fir die negative Halfte (x < 0) werden unter
Ausnutzung der Systemsymmetrie durch Spiegelung um die Achslast erhalten.

Die Ubergangsbedingungen an der Kraftangriffsstelle (x = 0) bleiben unverdndert (vgl. Ab-
schnitt 3.1):

dw(x = 0) _

(3.33)
dx 0

dwx=0) P (3.34)

dx3 2E1

Die Randbedingungen am freien Gleisende durfen ebenfalls aus Abschnitt 3.1 tbernommen

werden, wobei L wieder die endliche Lange des numerischen Gleisbalkens ist:
M(x=L)=0 (3.35)

Qx=L)=0 (3.36)

Praktischerweise konnen die SchnittgroBen-Randbedingungen gemaB Gl. (3.35) und (3.36)
durch die folgenden dquivalenten Verformungsbedingungen ausgedrtckt werden (siehe Ab-
schnitt 2.2.2.3):

d*w(x =L1)

7 0 (8.37)
d3w(x = L)
=0 (3.38)

3.2.2 Umsetzung in MATLAB

Die Differentialgleichung 4. Ordnung (3.32) soll durch ein von bvp4c akzeptiertes Differenti-
algleichungssystem 1. Ordnung ersetzt werden, das aus den Ableitungssubstitutionen wi(x),

wa(x) und ws(x) gebildet wird:
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dv;ix) () (3.39)
dmzil )Ex) = () (3.40)
dM:iz:x) = wy() (3.41)
dM:;Ex) — —sgn(w() l;_v; Nl (3.42)

Die Rand- und Ubergangsbedingungen laut Gl. (3.33), (3.34), (3.37) sowie (3.38) miissen
ebenso in eine fur das numerische Losungsprogramm geeignete Form gebracht werden, in-
dem von Substitutionen gemaB GL. (3.39)—(3.41) Gebrauch zu machen ist:

wi(x=0)=0 (3.43)
w3 = 0) = o (3.44)
Wy (X = Lgtqp) =0 (3.45)
w3 (X = Lgtqp) =0 (3.46)

Als die erforderliche erste Schatzung der Verformungsverlaufe konnen dem Programm die
folgenden konstanten Werte vorgegeben werden:

w(x) 1 mm

_fwi[_] o

w(x) = W;(x)‘_l 0 ] (3.47)
w3 (x) 0

Auf diese Art wird eine Losung fur die Biegelinie erhalten, die nun vor einer weiteren Auswer-
tung anhand eines RFEM-Modells verifiziert werden soll.

3.2.3 Verifizierung des MATLAB-Programms mit RFEM

Die eingesetzte Verifizierungsmethode folgt der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.1.3. Die da-

bei verwendeten Kennwerte sind Tabelle 3.6 zu entnehmen.
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Tabelle 3.6: Kennwerte fur die Kontrollberechnung des statischen Systems mit einer degressiven Fe-

derkennlinie nach der Wurzelfunktion

Kenn-

wert Wert Einheit Beschreibung
El 127.609 MNcm?  Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kw 10, 100, kN/mm®®/m Federungskraftbeiwert fir eine Federkennlinie gemaR
1000 der Wurzelfunktion (Kontrolle fur drei Parameterannah-
men, arbitrare Wahl)
250 kN Achslast (arbitrare Wahl)
L 10 m Balkenlange fur die numerische Berechnung

3.2.3.1 RFEM-Modell

Die Verifizierung erfolgt anhand des in Unterabschnitt 3.1.3.1 vorgeschlagenen RFEM-Mo-
dells, in welchem die kontinuierliche Schotterbettung durch die im gegenseitigen Abstand
von 10 cm platzierten diskreten Einzellager angenahert wird, flir welche die Zuweisung nicht-
linearer Kraft-Weg-Diagramme von RFEM 6.09 unterstutzt wird. Ein der Wurzelfunkton ent-
sprechendes — auf den Lagerabstand umgerechnetes — Kraft-Weg-Diagramm ist als vertikale
Lagerbedingung mittels der Nichtlinearitat-Einstellung Diagramm einzugeben (Ubersicht des
Modells siehe Abbildung 3.3).

3.2.3.2 Vergleich der Ergebnisse

Die nachfolgend in Abbildung 3.15 dargestellten Setzungslinien zeigen eine eindeutige Uber-
einstimmung der bvp4c-Ergebnisse mit den RFEM-Ergebnissen fur einen schubstarren Bal-
ken, obwohl beim RFEM-Modell eine diskrete Lagerung angesetzt wird. Zugleich konnen teils
wesentliche Abweichungen zwischen dem schubstarren und dem schubnachgiebigen Bal-
ken festgestellt werden: Wahrend fur die kleineren Federungskraftbeiwerte kwy von
10 kN/mm®5/m sowie 100 kN/mm®5/m diese noch vernachlassigbar sind (vgl. Abbildung
3.15a und Abbildung 3.15hb), wachst die Diskrepanz an der Kraftangriffsstelle (x = 0) bei dem
Federungskraftbeiwert von 1000 kN/mm®%/m auf 43 % relativ zur schubstarren Setzung
(siehe Abbildung 3.15c). Dieser Fehler ist bei Anwendung der Ergebnisse dieser Arbeit fur de-
gressive Federung gemaB der Wurzelfunktion in Kauf zu nehmen. Im Folgenden wird nur der

schubstarre Balken betrachtet.
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Abbildung 3.15: Vergleich der Gleissetzung w(x) fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion

zufolge der Berechnung mit bvp4c sowohl mit der schubstarren als auch mit der schubnachgiebigen

RFEM-Kontrollberechnung fiir unterschiedliche Federungskraftbeiwerte kw
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3.2.4 Ergebnisse fiir die Bettung mit einer Federkennlinie geman

der Wurzelfunktion

Die Berechnung der Gleissetzung w(x) und der Untergrundreaktion N(x) erfolgt fur die in Ta-
belle 3.7 angegebenen Systemkennwerte mithilfe des in Abschnitt 3.2.2 eingerichteten und
in Abschnitt 3.2.3 verifizierten MATLAB-Programms bvp4c.

Tabelle 3.7: Kennwerte flr die Berechnung des Systems mit einer Federkennlinie gemaB der Wurzel-

funktion
Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kw 10-1000 kN/mm®®/m Federungskraftbeiwert fir eine Federkennlinie gemaB
der Wurzelfunktion
P 25-250 kN Achslast
L 20 m Balkenlange fur die numerische Berechnung

Die Setzungslinien w(x) gemaB Abbildung 3.16 zeigen eine steigende Empfindlichkeit der
Gleissetzung gegenlber der Achslastéanderung im Bereich héherer Lasten P. Zudem werden
die Nullstellen der Gleisbiegelinie durch die wachsende Last auseinander geschoben — dies
wird sich bei den Untergrundreaktionen noch deutlicher zeigen. Diese beiden Verhaltenswei-
sen stehenim Gegensatz zum System mit einer quadratischen Federkennlinie (vgl. Abbildung
3.5). Die hier entstandenen Hebungsbereiche sind im Vergleich zu den vorherigen Systemen
kaum merklich (vgl. Abbildung 2.4 und Abbildung 3.5).
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Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 3.16: Setzungslinien w(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer statischen Berechnung

fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Bei Variation des Federungskraftbeiwerts ki zeigt sich in Abbildung 3.17 das zu erwartende
Verhalten der Setzungslinie w(x): Eine VergréBerung des Beiwerts fuhrt zu kleineren Setzun-
gen und Hebungen, die Setzungsnullstellen ndhern aneinander an. Die sinkende Beeinfluss-
barkeit der Setzungen bei groBeren Beiwerten ist im Falle der degressiven Federkennlinien
nach der Wurzelfunktion am deutlichsten ausgepragt (im Vergleich zu den angesetzten line-
aren und progressiven quadratischen Federkennlinien).

L e e L e B e
0; —
10 \/ ]
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Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 3.17: Setzungslinien w(x) flr den variierten Federungskraftbeiwert kw zufolge einer stati-

schen Berechnung fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion

Abbildung 3.18 veranschaulicht die Untergrundreaktionen N(x) fir die schrittweise steigende
Achslast P. Hervorzuheben sind die vertikalen Abfalle bzw. Anstiege des Bodendrucks bei
den Durchquerungen der Setzungsnullpunkte — dieser steile Verlauf ist auf die angenom-
mene Wurzelfunktion der Untergrundreaktion zuruckzuflihren. Die bei den Setzungsli-
nien w(x) (Abbildung 3.16) beobachteten mit der zunehmenden Last P immer weiter ausei-
nander liegenden Nullstellen (also die mit der Last P wachsende Lastverteilungslange L)

sind nun beim Ubergang zur Untergrundreaktion N(x) deutlicher zu sehen.
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Abbildung 3.18: Untergrundreaktionslinien N(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer statischen

Berechnung flr die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 3.19: Untergrundreaktionslinien N(x) flir den variierten Federungskraftbeiwert kw zufolge

einer statischen Berechnung fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion

Die Erhohung des Federungskraftbeiwerts kw ruft erwartungsgemag kiirzere Lastverteilungs-
langen (Nullpunktabstande) und hohere Druck- und Zugspitzen hervor, siehe Abbildung 3.19.
Der vertikale Verlauf der Untergrundreaktion N(x) an ihren Nullstellen ist demgeman fur alle
Federungskraftbeiwerte ki festzustellen. Die Lastverteilungslange L.y reagiert auf die Ande-
rung des Beiwerts unter all den in dieser Arbeit untersuchten Federungsmodellen hier am
sensibelsten, worauf nachfolgend naher eingegangen wird.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M Sibliothek,
Your knowledge hub

Statische Last und nichtlineare Bettung

61

w

25
P=250kN
] P=225kN
20 P=200kN | |
1 P=175kN
P=150kN
] P=125kN [
g 157 P=100kN
= P= 75kN
s P= 50kN
2 10 P= 25kN|
5_ —
. —
10" 102 108
k.. in kN/mm©®S/m

Abbildung 3.20: Gleissetzung an der Kraftangriffsstelle wo in Abhangigkeit des Federungskraftbei-

werts kw zufolge einer statischen Berechnung fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion

Das Verhalten der Gleissetzung an der Kraftangriffsstelle wy (siehe Gl. (3.19)) gegentber den
variierten Federungskraftbeiwert kyw und Achslast P ist Abbildung 3.20 zu entnehmen. In An-
betracht der logarithmischen Skala lasst sich der ausgesprochen starke Abfall der Setzung
bei der VergroBerung des Beiwerts betonen. Ab dem Federungskraftbeiwert von
300 kN/mm®®/m ist die Setzung kaum mehr wahrnehmbar.
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Abbildung 3.21: Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle No in Abhangigkeit des Federungskraft-
beiwerts kw zufolge einer statischen Berechnung fir die Federkennlinien geman der Wurzelfunktion
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Abbildung 3.21 stellt die Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle Ny (siehe GL. (3.20))
dar. Demnach behalt der Bodendruck eine hohe Sensibilitat gegeniiber den Anderungen des
Federungskraftbeiwerts ki etwa im gesamten Parameterbereich bei.
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Abbildung 3.22: Lastverteilungslange Livin Abhangigkeit des Federungskraftbeiwerts kw zufolge ei-
ner statischen Berechnung fur die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion

Die bei Betrachtung der Untergrundreaktionslinien N(x) gemaB Abbildung 3.18 festgestellte
Zunahme der Lastverteilungslange L,vinfolge der Achslasterhohungistin Abbildung 3.22 nun
direkt veranschaulicht. Bei fortschreitender Steigerung der Achslast P wird dieser Zusam-
menhang jedoch immer weniger ausgepragt. Zwischen den drei untersuchten Federungsmo-
dellen bringen die Federkennlinien nach der Wurzelfunktion die groBten Unterschiede zwi-
schen der minimalen und der maximalen Lastverteilungslange fur das angesetzte Parame-
terfeld hervor (vgl. Abbildung 2.10, Abbildung 3.11 sowie Abbildung 3.22).

3.2.5 Lastverteilungsmodell auf Basis des statischen Systems mit

einer Federkennlinie gemaB der Wurzelfunktion

Die verteilten Einzelkrafte F; des Lastverteilungsmodells gemaB Abbildung 2.12 werden nun
fur das System mit degressiver Federung nach der Wurzelfunktion bestimmt. Zu diesem
Zweck wird auf das fur die numerische Berechnung adaptierte Verfahren laut Unterab-
schnitt 3.1.5.1 zurlickgegriffen (siehe GL. (3.25)—(3.29)), welches gleichermaBen flr das vor-
liegende Wurzelsystem geeignet ist. Die Berechnung erfolgt fur die in Tabelle 3.8 angegebe-
nen Systemkennwerte. Der darin gewahlte Kraftabstand d gewahrleistet eine quantitative
Vergleichbarkeit des vorliegenden Lastmodells mit den Lastverteilungsansatzen nach Ab-
schnitt 2.5.2 wie auch nach Eurocode [5] und nach Spengler [14].
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Tabelle 3.8: Kennwerte zur Ermittlung des Lastmodells mit verteilten Einzelkraften zufolge einer sta-

tischen Berechnung fur die Federkennlinien gemas der Wurzelfunktion

Kennwert  Wert Einheit Beschreibung
El 127.609 MNcm?  Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
kw 10-1000 kN/mm®/m Federungskraftbeiwert fur eine Federkennlinie gemaB
der Wurzelfunktion
P 25-250 kN Achslast
d 60 cm Kraftabstand

Aufgrund der vorhandenen Abhangigkeit der Lastverteilungslange L.y von der Achslast P
(siehe Abbildung 3.22) sind die Einzelkraftaufteilungen fur jede Achslast gesondert zu ermit-
teln (im Unterschied zum linearen System). Die Aufteilungen flir die Achslasten P =25 kN und
P=250kN und ausgewahlte Federungskraftbeiwerte kw sind exemplarisch in Tabelle 3.9
bzw. Tabelle 3.10 angegeben (die vorgenommene Rundung auf das nachste ganze Prozent
verursacht eine geringfugige Abweichung der Anteilsumme von 100% fur einige Federungs-
kraftbeiwerte). Die duBersten Einzelkrafte F; sind die korrigierten Randkrafte nach Gl. (3.29),
solange diese nicht auf null gerundet wurden.

Tabelle 3.9: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte Fj des Lastmodells fur

das statische System mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunktion bei P =25 kN

W P g 3§ 7 W
kN/mm®/m in % in % in % in % in % in % in % inm
P=25kN

10 10 14 17 19 17 14 10 6,03
20 2 15 21 24 21 15 2 4,57
30 - 12 24 29 24 12 - 3,88
40 - 8 26 32 26 8 - 3,46
50 - 6 27 35 27 6 - 3,17
60 - 4 28 37 28 4 - 2,94
80 - - 29 41 29 - - 2,62
100 - - 27 45 27 - - 2,40
200 - - 21 58 21 - - 1,82
400 - - 14 73 14 - - 1,38
600 - - 9 82 9 - - 1,17
1000 - - 2 94 2 - - 0,96

Anhand der in Tabelle 3.9 und Tabelle 3.10 prasentierten Lastaufteilungen kann festgestellt
werden, dass das Oberbausystem mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunktion die ein-
wirkende Achslast P fir die gewahlten Parameterschranken auf bis zu 11 Einzelkrafte F; auf-

teilt (vgl. Tabelle 3.10). Hier ergibt sich somit die flachste der in dieser Arbeit beobachteten
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statischen Lastverteilungen. Zugleich kann sich diese Anzahl auf lediglich 3 Einzelkrafte re-
duzieren, wenn der Federungskraftbeiwert ky etwa Werte groBer als 400 kN/mm®®/m an-

nimmt.

Tabelle 3.10: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte F; des Lastmodells fur
das statische System mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunktion bei P =250 kN

Fy F, F, F, F, F, F, F, Fs; F, Fs

kwin Liy
«W/mm$m L P P P P P P P P P P
in% inN% in% inN% inN% in% IN% IN% IN% IN% iIn%
P =250 kN

10 6 7 9 10 11 12 11 10 9 7 6 9,55
20 - 5 10 13 15 16 15 13 10 5 - 7,24
30 - 1 10 14 17 18 17 14 10 1 - 6,16
40 - - 7 14 19 20 19 14 7 - - 5,49
50 - - 4 15 20 22 20 15 4 - - 5,02
60 - - 2 15 21 24 21 15 2 - - 4,67
80 - - - 14 23 27 23 14 - - - 4,16
100 - - - 11 24 29 24 11 - - - 3,80
200 - - - 3 28 38 28 3 - - - 2,88
400 - - - - 25 49 25 - - - - 2,19
600 - - - - 22 57 22 - - - - 1,86
1000 - - - - 16 67 16 - - - - 1,51

MafBstabliche Darstellungen des Lastmodells mit Achslastaufteilungen fur ausgewahlte
Kennwerte nach Tabelle 3.9 und Tabelle 3.10 sind Abbildung 3.23 zu entnehmen.

Die Einzelkraftanteile F; / P fir die Gesamtheit der angesetzten Federungskraftbeiwerte kw
und Achslasten P sind in Abbildung 3.24 wiedergegeben.
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tion bei ausgewahlten Achslasten P und Federungskraftbeiwerten kwin % von der Achslast

Abbildung 3.23: Lastmodell fur das statische System mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunk-



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

66 Statische Last und nichtlineare Bettung

100 1 1 1 1 1 1 1 1 I

] |—e—F, P= 25kN 4 F =F_, P=100kN C

95 4 | —A—F =F  P= 25kN —g _F_ P=200kN -

] |——F,=F , P= 25kN _A F =F  P=200kN C

90 o |—s—F,=F_, P= 25kN 4 F =F  P=200kN —

] |—e—F, P= 50kN —g—F _=F__ P=200kN C

85 | | —A—F =F  P= 50kN g F =F P=200kN —

{ |—+—F,=F_, P= 50kN —p—F _=F _ P=200kN B

80 4 |—g—F,=F_ P= 50kN —g _F/ P=250kN »

1 |—#—F,=F_, P= 50kN —A _F =F_ P=250kN -

757 | —o—F, P=100kN —4 F =F  P=250kN »

i _A_F1=F_l P=100kN —8—F,=F_, P=250kN C

70 4 | —+—F,=F_, P=100kN 4 F =F_, P=250kN —

4 |—&—F,=F_, P=100kN ——F _=F _ P=250kN -

65 -

60 - -

e :

£ 55 7 -

'E i B

§ 50 -

%) i N

< . C

2 - L

G 45 n

< 4 B

40 —

35 -

30 —

25 —

20 -

15 —

10 —

5 {\ :_

0 ] T T T T T T T T I L

10° 102 10°

Abbildung 3.24: Aufteilung der einwirkenden Achslast P in die verteilten Einzelkrafte F; gemaB dem

k. in kN/mm%%/m

w

Lastmodell fiir das statische System mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunktion



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M Sibliothek,
Your knowledge hub

Statische Last und nichtlineare Bettung 67

3.3 Degressive Federkennlinie aus Versuchen

Die Ergebnisse einer von Stollwitzer et al. [15] durchgefiihrten dynamischen Versuchsreihe
an einem reprasentativen Abschnitt von Schotteroberbau unter einer vertikalen Anregung im-
plizieren die degressive Potenzfunktion laut Abbildung 3.25 (grtne strichlierte Kurve) als zu-
treffende Federkennlinie fur das Schotterbett (die in [15] vorgeschlagene logarithmische
Funktion in Rot verlauft anfangs dhnlich, beginnt aber bei einer weiteren Steigerung der Ver-
schiebung abzufallen).

100

95 A ® Konstellation 1: f=2- 10 Hz
90 || ===—=—- Konstellation 1: log. Regression
85 || =m Konstellation 2: f= 2 - 10 Hz
80
75
70
65 degressive Regression: -
60 Fy = 64.492 w0529 e
55 belastet: \ L
50 FV =248 Wrel N -
45 L

40 -
35 @ i -
o e

25 .—:_-"O N\

2 T e D .

15 o logarithmische Regression:
10 Fy = (21 In(w,) + 48,7) w,

vertikale Kraft F, pro Laufmeter [kN]

0
O & @@ N © O 0 N © O < 0 N © O s 0 N O O s 0 N O O
S O O v - N NN MO T T 0NN OO O K~N®QO0 D0 C
O O O O 0O 0O 0O 0O 0O 0O 0 0O 0o o0 o0 0o o0 o o0 o o o o o o -

Amplitude der Relativverschiebung w,.,; [mm]

Abbildung 3.25: Experimentelle Ergebnisse fur einen vertikal angeregten Eisenbahnbrtckenab-
schnitt geman Fig. 15b in [15]

Erganzt um den vereinfacht angenommenen negativen Zugbereich und adaptiert fur die No-
menklatur der vorliegenden Arbeit lautet die Regression folgendermafBen:

64,492 kN/m/mm%832° |w(x)|%832% fir w(x) >0

3.48
—64,492 kN/m/mm®832% |w(x)|%832° fiir w(x) <0 (3.48)

N(x) :{

Die entsprechende Differentialgleichung der Biegelinie wird durch Einsetzen von GL. (3.48) in
GLl. (3.31) erhalten:

d*w(x) 5 "
EIW + sgn(w(x)) 64,492 kN/m/mm?®8329 |w(x)[%8329 = 0 (3.49)

Die fiir die numerische Berechnung adaptierten Ubergangsbedingungen an der Kraftangriffs-
stelle (x = 0) wie auch die Randbedingungen am rechnerischen Balkenende (x = L) werden

Abschnitt 3.1 entnommen:
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dwx=0) _ (3.50)
dx
3 —
dwkx=0) _ P (3.51)
dx3 2E]
d?w(x = L)
_ (3.52)
dx? 0
d3w(x = L)
rwx=1L) _ (3.53)
dx3 0

3.3.1 Umsetzungin MATLAB

Fur die numerische Berechnung mittels bvp4c sind die Substitutionen laut Abschnitt 3.1.2

sinngemaB anzuwenden:

d

M(;fcx) =w; (%) (3.54)
d

”;1;") = wy(x) (3.55)
d

“:;Ex) = w3 (x) (3.56)

dws(x)  sgn(w(x)) 64,492kN/m/mm®8329 |w(x)|*832
dx El

(3.57)

Die Substitutionen laut Gl. (3.54)—(3.57) werden in die Rand- und Ubergangsbedingungen
entsprechend Gl. (3.50)—(3.53) eingesetzt:

w;(x=0)=0 (3.58)
wi(x =0) = % (3.59)
wy(x=L)=0 (3.60)
W3(x =L)=0 (3.61)

Die erste Schatzung fur den Verlauf der Funktionen w(x), wi(x), w2(x) und wz(x) kann wie folgt

vorgegeben werden (siehe Abschnitt 3.1.2):
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w(x) 1 mm
(w1 o
w(x) = W:(x)]_l 0 (3.62)
ws(x) 0

3.3.2 Ergebnisse fiir die Bettung mit der Federkennlinie gemas der

degressiven Potenzfunktion

Es werden die Setzungslinien w(x), Untergrundreaktionslinien N(x) und Lastverteilungslangen
LiyvfurdieinTabelle 3.11 angegebenen Systemkennwerte mithilfe des numerischen Losungs-

programms bvp4c bestimmt.

Tabelle 3.11: Kennwerte fur die Berechnung des Systems mit der Federkennlinie nach der degressi-

ven Potenzfunktion

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
P 25-250 kN Achslast
L 10 m Balkenlange fur die numerische Berechnung

In Abbildung 3.26 und Abbildung 3.27 sind die Setzungslinien w(x) sowie die Untergrundreak-
tionslinien N(x) fur die schrittweise gestiegene Radsatzlast P dargestellt.

[ T T T T T T T T T
0
i N=64.492w’ 8329 1
0.5 P= 25kN | ]
e I P= 50kN
S I P= 75kN | ]
£ 4+ P=100kN |
2 P=125kN | ]
! P=150kN
© T P=175kN
» 150 P=200kN
I P=225kN
. P=250kN
2_ -
2_5-‘ PR S S A S T T T [N T T S S AN T ST T Y T Y S S AN S ST TN T Y S SO S AN T T T T T T ST S S AN SO S N
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 3.26: Setzungslinien w(x) fur die variierte Achslast P zufolge einer statischen Berechnung

fur die Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion
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Entfernung von der Kraftangriffsstelle in m

Abbildung 3.27: Untergrundreaktionslinien N(x) fir die variierte Achslast P zufolge einer statischen

Berechnung fur die Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion

Die Setzung an der Kraftangriffsstelle wo (nach GL. (3.19)) hat eine annahernd lineare Abhéan-
gigkeit von der Radsatzlast, siehe Abbildung 3.28.

25 P S S S SN S T N ST S N [N ST SO TN AT S SO T AN S S S AN S TS AT S S AN S T AT SO S S N

0 LA L L I L BN L L L B N B EL L B BN A I B B
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
P in kN

Abbildung 3.28: Gleissetzung an der Kraftangriffsstelle wo in Abhangigkeit der Achslast P zufolge ei-
ner statischen Berechnung fir die Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion

Ahnlich verhalt sich die Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle Ny (siehe GL. (3.20)), wie
aus Abbildung 3.29 ersichtlich ist.
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Abbildung 3.29: Untergrundreaktion an der Kraftangriffsstelle No in Abhangigkeit der Achslast P zu-
folge einer statischen Berechnung fur die Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion

Die Lastverteilungslange L.y (der Abstand zwischen den Nullstellen der Untergrundreakti-
onslinie N(x) um den mittigen gedruckten Bereich) nimmt bei der wachsenden Radsatzlast P
stark unterproportional zu, siehe Abbildung 3.30.

0 L e B e L
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Pin kN

Abbildung 3.30: Lastverteilungslange L.vin Abhangigkeit der Achslast P zufolge einer statischen Be-

rechnung flr die Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M Sibliothek,
Your knowledge hub

72 Statische Last und nichtlineare Bettung

3.3.3 Lastverteilungsmodell auf Basis des statischen Systems mit

der Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion

Das Lastverteilungsmodell gemaB Abbildung 2.12 wird flr das vorliegende System anhand
der Kennwerte laut Tabelle 3.12 nach der in Unterabschnitt 3.1.5.1 dargelegten Methode
(siehe GL. (3.25)—(3.29)) bestimmt.

Tabelle 3.12: Kennwerte zur Ermittlung des Lastmodells aus verteilten Einzelkraften fur ein stati-
sches System mit der Federkennlinie nach der degressiven Potenzfunktion

Kennwert  Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises (zwei Schienen 60E1)
P 25-250 kN Achslast
d 60 cm Kraftabstand

Tabelle 3.13 gibt die Aufteilung der variierten Achslast P auf die Einzelkrafte F;in Prozent an.
Es zeigt sich eine nur sehr geringfligige bis vernachlassigbare Abhangigkeit der Lastverteilung

vom Lastniveau.

Tabelle 3.13: Auf die einwirkende Achslast P bezogene verteilte Einzelkrafte Fj des Lastmodells fur

das statische System mit der Federkennlinie nach der degressiven Potenzfunktion

Fe  F1 K Fi Fa Ly
Pin kN P P P P P .

in % in % in % in % in % inm

25 10 24 32 24 10 3,99
50 10 24 31 24 10 4,12
75 11 24 31 24 11 4,20
100 11 24 30 24 11 4,26
125 12 23 30 23 12 4,31
150 12 23 30 23 12 4,35
175 12 23 29 23 12 4,38
200 12 23 29 23 12 4,41
225 12 23 29 23 12 4,43
250 12 23 29 23 12 4,45

Abbildung 3.31 stellt die Verlaufe der bezogenen Einzelkrafte des Lastmodells in grafischer

Form dar.
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Abbildung 3.31: Aufteilung der einwirkenden Achslast P in die verteilten Einzelkrafte Fj gemaB dem

Lastmodell fur das statische System mit der Federkennlinie nach der degressiven Potenzfunktion

Aufgrund der sehr schwachen Abhangigkeit der Lastverteilung von der Radsatzlasthéhe kann

als universelles Lastmodell fur das System mit der degressiven Regressionsfederung anna-

hernd die Einzelkraftaufteilung gemaB Abbildung 3.32 verwendet werden, die fur die mittlere

der ausgewerteten Achslasten P = 125 kN gilt.

12 %

30%
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| |
1 1

06m 06m 06m 06m

Abbildung 3.32: Lastmodell fur das statische System mit der Federkennlinie nach der degressiven
Potenzfunktion bei der Achslast P =125 kN in % von der Achslast

Das Lastverteilungsmodell gemaB Abbildung 3.32, das auf experimentellen Daten aus den

vertikalen Briickenschwingungsversuchen von Stollwitzer et al. [15] basiert, ist jenem von

Spengler [14] sehr ahnlich, siehe Abbildung 1.5. Beiden Modellen liegt jedoch statische Be-

rechnung zugrunde. Das bevorstehende Kapitel widmet sich hingegen der Behandlung eines

dynamischen Lastfalls, sodass die Einflusse einer harmonischen Kraftanregung auf die bis-

her ermittelten Lastmodelle gleichermaBen erfasst werden kdnnen.
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3.4 Fazit

Bei der Annahme eines nichtlinearen Schotterbettverhaltens konnen keine analytischen For-
meln zur Bestimmung der Gleissetzung w(x) und der Untergrundreaktion N(x) infolge einer
statischen Achslast P herangezogen werden. Stattdessen bieten sich zu diesem Zweck nu-
merische Losungsprogramme fur Randwertprobleme an, wie etwa bvp4c, die eine nahe-
rungsweise Losung fir beliebige Definitionen des Kraft-Weg-Diagramms der Gleisbettung

berechnen kdénnen.

So zeigen die Ergebnisse fur eine quadratische Federungskraftfunktion bzw. Federkennlinie
des Schotterbetts, dass die Lastverteilungslange L.y mit der steigenden Achslast P sich ge-
ringfugig verringert, und dass der zunehmende Federungskraftbeiwert k, (steuert den Anstieg
einer quadratischen Federkennlinie) im Vergleich dazu eine wesentlich starkere entspre-
chende Reduktion bewirkt. Der Ansatz einer Wurzelfunktion fur die Federkennlinie des Schot-
terbetts resultiert hingegen in einer mit der zunehmenden Achslast P leicht wachsenden
Lastverteilungslange L.y, die in erster Linie dennoch wiederum vom Federungskraftbeiwert
(kw fur die Wurzelfunktion) abhangt. Die groBte praktische Relevanz hat allerdings das Sys-
tem mit der aus Versuchen von Stollwitzer et al. [15] ermittelten degressiven Potenzfunktion
der Schotterbett-Federkennlinie, bei welcher die Lastverteilungslange annahernd lastunab-
hangig ist.

Die abschnittsweise Integration der Untergrundreaktion N(x) kann bei einer numerischen Be-
rechnung mit dem Programm bvp4c mithilfe der Differenzen der mitberechneten dritten Ab-
leitung der Setzungslinie d*w(x)/dx® approximiert werden, um das Lastverteilungsmodell mit
den Einzelkraften F;im gewahlten gegenseitigen Abstand d fur nichtlineare Systeme zu erhal-
ten. Die Lastverteilung ist beim Ansatz der versuchsbasierten Federkennlinie ndherungs-
weise lastunabhangig und entspricht dem Lastverteilungsmodell aus funf Einzelkraften nach
Spengler[14].
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4 Dynamischer Lastfall

Kapitel 2 und Kapitel 3 befassen sich mit der Bestimmung von Lastverteilungsmodellen fur
einen statischen Lastfall mit einer konstanten und einer wegabhéangigen Schotterbettsteifig-
keit. In diesem Kapitel wird hingegen die Lastverteilung im Schotteroberbau fur einen dyna-
mischen Lastfall sowohl bei linearen als auch bei nichtlinearen Schotterbett-Federkennli-
nien (wegabhangige Steifigkeit) ermittelt und daraus wiederum vereinfachte Lastverteilungs-
modelle fir als einzelne Euler-Bernoulli-Balken modellierte Eisenbahnbriicken aufgestellt.

In Abschnitt 4.1 erfolgt die Darlegung des untersuchten dynamischen Systems, die Aufstel-
lung seiner Bewegungsgleichung und die Angabe der angesetzten Federkennlinien des
Schotterbetts. Darauffolgend befasst sich Abschnitt 4.2 mit der Erarbeitung einer numeri-
schen Berechnungsmethode, die fur die betrachteten linearen und nichtlinearen Federkenn-
linien geeignet ist. Im anschlieBenden Abschnitt 4.3 wird die entwickelte numerische Berech-
nungsmethode angewandt, um die Zeitverldufe der Gleisverformung und der Untergrundre-
aktion fur das System mit einer linearen Federkennlinie zu erhalten. Anhand dieser Ergeb-
nisse werden GroBen fur weitere Auswertungen definiert (die Amplitude der Setzung wo gyn,max
der Untergrundreaktion Noanmax, der Lastverteilungslange Liyan und der Reaktionskraft
Rayn,max SOWie die bezogenen Lastmodell-Einzelkrafte yjqn), welche nachfolgend fir ein brei-
tes Parameterfeld ermittelt und prasentiert werden. Die erhaltenen dynamischen GroBen
werden hierbei mit den entsprechenden statischen GroBen verglichen, um den Einfluss einer
dynamischen Belastung auf die Lastverteilung zu bestimmen. In den Abschnitten 4.4 bis 4.6
werden die besprochenen nichtlinearen Federkennlinienfunktionen naher spezifiziert und
zur dynamischen Berechnung nach der erarbeiteten numerischen Methode angesetzt, so-
dass anschlieBend die Ergebnisse flr die ausfuhrlich in Abschnitt 4.3 definierten GroBen bei
der Verwendung der nichtlinearen Federkennlinienfunktionen fur die entsprechenden Para-
meterfelder dargestellt werden kdonnen.

4.1 Mechanisches System

Das statische Schotteroberbaumodell gemaB Abbildung 2.1 wird zur dynamischen Untersu-
chung erstens um neue Eigenschaften des Gleiskorpers erganzt, welche die Massenbele-
gung u und die kontinuierliche Dampfungskonstante ¢ umfassen. Zweitens wird als Belas-

tung nun eine harmonische Achslast P(t) angesetzt:

P(t) = P, sin(2rft) (4.1)
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P(t) ... zeitveranderliche harmonische Achslast
P4 ... Achslast-Amplitude ®

f ... Anregungsfrequenz

t ... Zeit

Das auf dieser Weise erhaltene dynamische System ist Abbildung 4.1 zu entnehmen.

I |
Gleisbiegesteifigkeit EI Schotterbettsteifigkeit k |
Gleismassenbelegung 1 Achslast P(t) = P, sin(2mft) Schotterbettddmpfung ¢

|

|
|
Y

Gleissetzung w(x,t)

Setzungsrate dw(x,t) /0t

|

|

'r

‘ Starrer Untergrund | Entfernung x ’
| |
| |
| |
I |
| |
| |
| |
| |
| |

Setzungsbeschleunigung 8*w(x,t) /9t
Abbildung 4.1: Dynamisches Modell des durch eine Achslast angeregten Schotteroberbaues

Da der Eisenbahnbetrieb ausschlieBlich bei kleinen Gleisverformungen moglich ist, wird fur
die nachfolgende Auseinandersetzung die Glltigkeit der Euler-Bernoulli-Balkentheorie

I. Ordnung angenommen.

Von Interesse ist die zeitabhangige vertikale Untergrundreaktion N(x,t), die beim dynami-
schen System auBer der noch festzulegenden kontinuierlichen Federungskraft Nr (x,t) nun

auch die kontinuierliche viskose Dampfungskraft Ny (x,t) beinhaltet:

31n der Fachliteratur wird die Amplitude einer Anregungskraft oft mit 0 indexiert (wie zum Beispiel Py).

In dieser Arbeit wird 0 dennoch zum Bezug auf die Lastangriffsstelle (x = 0) verwendet.
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N(x,t) = Np(x,t) + Np(x,t) (4.2)
Np(x,t) = cw (4.3)
N(x,t) ... Untergrundreaktion bzw. die von der Gleisverformung verursachte Strecken-
last auf das darunterliegende Tragwerk oder den Untergrund
Nr(x,t) ... kontinuierliche Schotterbett-Federungskraft
Np(x,t) ... kontinuierliche Schotterbett-Dampfungskraft
w(x,t) ... elastische Gleissetzung
c ... Dampfungskonstante
X ... Entfernungvon der Lastangriffsstelle

Die Federungskraft Nr(x,t) und die Dampfungskraft Np (x,t) in GL. (4.2) kbnnen sowohl Druck-
krafte als auch Zugkrafte (mit einem negativen Vorzeichen) sein. Die Zulassung vertikaler
Zugkrafte in Schotteroberbau istinsofern physikalisch sinnvoll, als dieser wahrend einer Zug-
Uberfahrt z.B. durch das Eigengewicht Uberdruckt bleibt.

Der zeitliche Verformungsverlauf w(x,t) des dynamisch angeregten Gleises nach Abbildung
4.1 lasst sich anhand der Bewegungsgleichung bestimmen, welche das Gleichgewicht der
auf das Gleis wirkenden vertikalen Krafte beschreibt:

o*w(x, t) ow(x,t) 2°w(x,t)
EIT-FNF(XJ:) +c 9t +u 5¢2 = p(x,t) (4.4)
EI ... Biegesteifigkeit des Gleises
u ... Massenbelegung des Gleises
px,t) ... verteilte Anregungskraft

In GL. (4.4) sind die im positiven Sinne nach oben gerichteten kontinuierlichen Widerstands-
krafte infolge der Biegesteifigkeit EI 0*w(x,t)/0x*, der Schotterbettfederung Nr(x,t), der Schot-
terbettdampfung c dw(x,t)/dt und der Gleisrosttragheit u 0°w(x,t)/0t* der positiv nach unten
gerichteten allgemeinen anregenden Belastung p(x,t) gegenubergestellt.

Die auf den Gleiskorper nach Abbildung 4.1 wirkende Last P(t) ist eine Einzelkraft. Diese ana-
lytische Vereinfachung der Kontaktflache zwischen Radsatz und Schiene ist zur Systembe-
rechnung nach Gl. (4.4) kontraproduktiv, da die einwirkende Einzelkraft so keine Berucksich-
tigung in den vorgestellten kontinuierlich verteilten Kraften finden kann. Die in Kapitel 2 und
Kapitel 3 ausgenutzte Querkraftbedingung am Ursprung (siehe GL. (2.5) und (2.42)) ist fur das
dynamische System nicht anwendbar, denn die Querkraft Q(x,t) ist eine innere Kraft, die von

der Gleisverformung hervorgerufen wird:
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3w(x,t)

4.5
3 (4.5)

Q(x,t) = —EI

Aufgrund der dem dynamischen System zugehorigen Tragheit (Masse) verformt sich das
Gleis infolge der einwirkenden Last zeitverzogert, sodass nun —im Gegensatz zum statischen
System - kein fixes Verhaltnis zwischen der Achslast P(t) und der Verformung am Ursprung
—EI 33w(x = 0,t)/0x3 existiert. Die Achslast kann also nicht in eine Verformungsbedingung
zur Losung der Bewegungsgleichung (4.4) einflieBen. Stattdessen muss diese in der verteil-
ten Anregungskraft p(x,t) Bertucksichtigung finden. In der Realitat hatte die Kontaktflache zwi-
schen dem Gleis und dem Radsatz eine endliche Ausdehnung L,, sodass die Achslast im
Rahmen dieser Arbeit vereinfacht als eine konstante Streckenlast P(t)/L, anzusehen ist, die
innerhalb dieser (nahezu punktuellen) Kontaktflache wirkt:

P(t L L
( # fur —%’SXS%
p(x,t) = p L L (4.6)
0 far x<—7p und x>7p

L, ... Kontaktlange zwischen Radsatz und Gleis

Das angeregte System wird unter Annahme der schon in Kapitel 2 und Kapitel 3 betrachteten
Federungskraft-Definitionen ausgewertet (vgl. Abbildung 3.1):

e Nr(x,t)=kw(x,t) (lineare Federkennlinien, Abschnitt 4.3),

o Nr(x,t)=64,492 kKN/m/mm©®832 w(x,t)*83% (eine degressive Federkennlinie nach der auf
den Ergebnissen von Stollwitzer et al. [15] basierten Potenzfunktion, Abschnitt 4.4),

o Nr(x,t)=kqew(x,t)? (progressive quadratische Federkennlinien, Abschnitt 4.5),

o Nr(x,t)=kww(x,t)>® (degressive Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion, Abschnitt
4.6).

Im Gegensatz zur Federungskraft Nr (x,t) verhalt sich die angenommene viskose Dampfungs-
kraft Np (x,t) stets linear gemaB GL. (4.3).

4.2 Berechnungsmethode

Die Bewegungsgleichung (4.4) ist eine partielle Differentialgleichung 4. Ordnung, die je nach
eingesetzter Definition der Federungskraft Nr(x,t) linear oder nichtlinear sein kann. Als eine
allgemein anwendbare Ldosungsstrategie bietet sich hierbei die numerische Zeitschrittin-
tegration an, welche in dieser Arbeit zur Optimierung der Berechnungszeit mittels der in MAT-
LAB enthaltenen Programme ode23t (Uberwiegend) sowie ode23 (fur die Federkennlinien

nach der Wurzelfunktion) erfolgt.
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ode23[21] l6st die von gewohnlichen Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung beschrie-
benen Anfangswertprobleme — Evolution eines Systems aus einer bekannten Ausgangslage
heraus — mithilfe eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens (Formelpaar von Bogacki und
Shampine [22]). Das Programm ode23t macht dabei hingegen von einer impliziten Runge-
Kutta-Formel Gebrauch (Tapezregel gemaB GL. (2.16) in [23]).

Die partielle Differentialgleichung (4.4) beinhaltet jedoch im Gegensatz zu den gewo6hnli-
chen Differentialgleichungen, die ode23 und ode23t l6sen kdnnen, Ableitungen nach meh-
reren Variablen, ndmlich nach der Ortsvariable x und nach der Zeitvariable t. Deswegen wird
die Bewegungsgleichung zunachst flr das gewahlte numerische Verfahren unter Zuhilfen-
ahme der vertikalen Linienmethode angepasst, indem GL. (4.4) bezuglich der Ortsvariable
diskretisiert und so in ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem mit der alleinigen Zeit-
variable Ubergefuhrt wird. Die ortliche Diskretisierung erfolgt mittels der Finite-Differenzen-
Methode. Unter Ausnutzung der Systemsymmetrie wird in diesem Kapitel wieder lediglich die
positive Gleishéalfte (x = 0) berechnet und das erhaltene Resultat um die Achslast gespiegelt,

sodass Daten fur das vollstandige Gleis entstehen.

4.2.1 Ortliche Diskretisierung

L sei die Lange des Gleises von der Achslast-Angriffsstelle (x = 0) bis zum angenommenen
freien Ende (x=L). Dieser Gleisabschnitt sei in n gleiche Abschnitte der Lange h unterteilt,

sodass n+1 Teilungspunkte (Knoten) xo, X1, X2, ..., Xn-1, X» €ntstehen:

xO =0 (4.7)
X, =1L (4.8)
xj = hj (4.9)
L
h=—=x; — X (4.10)
n j+1 7
L ... Lange desnumerisch zu berechnenden Gleisbalkens
n ... Anzahlder Gleisteilungen
Xj ... j-terTeilungspunkt
h ... konstanter Diskretisierungspunkt-Abstand *

4 Je kleiner der Punktabstand bzw. feiner die Diskretisierungsdichte, desto geringer wird der Berech-
nungsfehler auf Kosten der Rechenzeit. Idealerweise sollte der Abstand so fein gewahlt werden, dass
seine fortschreitende Verkleinerung keinen wesentlichen Einfluss mehr auf die Ergebnisse hat (die Er-

gebnisse konvergieren). Die Balkenlange sollte hingegen ausreichend groB sein, um die Reflexion der
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Die Gleissetzung am Punkt x; sei w;(t) und die entsprechende Federkraft sei Ng;(t):
w;(t) = w(x;, t) (4.11)

NF,](t) = NF(xj,t) (4.12)

Die Diskretisierung der verteilten Anregungskraft p(x,t) gemaB Gl. (4.6) wird durch die Gleich-
setzung der Radsatz-Kontaktlange L, und des Punktabstands h erreicht, der als Einflusslédnge
des Knotens an der Kraftangriffsstelle xo anzusehen sei. Die verteilte Last P(t)/h wirke am
Knoten x, und verschwinde ansonsten (vgl. den untenstehenden Aufbau mit GL. (4.6)):

P(t) fir =0
— fir j=

p;®)={ h J (4.13)
0 fir j#£0

Die ortlichen Setzungsableitungen werden durch die zentralen Differenzenquotienten &y, dx,
Oxxx Und Oxx angenahert (verklrzend ist in den untenstehenden Formeln die Zeitvariable t

weggelassen):
_Wiv1 W
5ij+% =~ (4.14)
1 Wiy — Wiy aw(xj)
5 -=—<5 s ): j ~ (4.15)
I R 2h dx
S = waf% ~ 6fo‘% _ Wi = 2w+ win 9%w(x) (4.16)
Wy h - h? ~ T ox?
8xij+1 - 6xij
o) = 4.17
xxxW-_,_% h ( )
1 Wj+2 - 2Wj+1 + 2Wj_1 - Wj—Z
OrxxWj = 2 (5xxij+% * 6xxij—%) - 2h3
(4.18)
03w(x;)
T 9x3

von der Achslast ausgehenden Schwingungswellen vom Gleisende zurlick in Richtung Achslast zu ver-

meiden.
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OxxxW. 1= OxyxW. 1
xxx ]+§ xxx ]—E _ Wj+2 - 4‘Wj+1 + 6W] - 4'Wj_1 + Wj_z

Oxxxx wj = A n4

(4.19)

_0*w(xy)
T oxt

Die partielle Differentialgleichung (4.4) kann nun mithilfe der Notationen laut Gl. (4.11) und
(4.12), der Belastungsdefinition laut Gl. (4.13) sowie der Approximation gemaB Gl. (4.19) in
ein gewohnliches Differentialgleichungssystem der folgenden Gestalt Ubergefihrt werden:

dwy (t) N d?w, (t) _ P, sin(2mft)

El SyxxxWo(t) + Nk, ) +c dat u iz n
dw, (t d?w, (t
ElSyxxxwi(t) + Np,(t) +c () + M# =0
dt dt
dw, (t) d?w, (t)

El 8 pxxwo(t)  + Ng, t) +c

+u 5
de de (4.20)

de—l(t)_l_ d?wy_1 () _

El 8xxxan—1(t) + NF,n—l(t) +c dt n TP =0
dw,, (t d?w,, (t
El8xxxWn(t)  + Npn(t)  +c é’t( ) u d;( ) o

Wenn man allerdings den Differenzenquotienten duxx nach GL. (4.19) fur die Randsetzun-
gen wo, wq, Wpr und w, formuliert, entstehen Ausdriicke mit den Setzungen w.;,, W.;, Wp

und wp:, auBerhalb des betrachteten Gleisabschnitts (die Zeitvariable wird verkirzend weg-

gelassen):
Sy = 21 6“;104_ Aoyt W (4.21)
Sy = 222 6‘;:; — ot W (4.22)
8y Wy = Wpya1 — 4w, + 6Wr;l;1 —4w,_, +w,_3 (4.23)
Sty = Ltz Hner ¥ 6:;” = fWaa * Waz (4.24)
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Die Setzungen an den auBeren ,virtuellen® Diskretisierungspunkten w.,, w.;, Wp+1 und wps
konnen mittels der Ausnutzung der Systemsymmetrie und des Heranziehens der Randbedin-
gungen am freien Ende bestimmt werden. Aus der symmetrischen Verformung des physika-
lischen Gleises um die Achslast (vgl. Abbildung 4.1) kdnnen direkt die Setzungen vor dem

rechnerischen Balkenanfang ermittelt werden:
W_i=w; (4.25)

W_p, = Wy (4.26)

Am freien Ende des Gleisbalkens der Lange L umfassen die zugehdrigen Randbedingungen
das Biegemoment M(x,t) und die Querkraft Q(x,t):

M(x=L1t)=0 (4.27)

Qx=Lt)=0 (4.28)

Die Anwendung der SchnittgroBen-Verformung-Beziehungen nach Gl. (2.40) und (2.41) unter
der Beachtung der Definition in Gl. (4.8) resultiert in der Vorgabe der ortlichen Ableitungen

am Punkt x,:
?w(x =L, t) 0%w(x,,t)
M(x=Lt =—-E]—— "7 _ _pj— __YW"~7 _ (4.29)
(=10 0x? 0x2 0
03 =Lt 03 ,t
Q(x=L,t)=—E1L=—E1M=O (4.30)
0x3 0x3

Aus der Approximation der Verformungsbedingungen in GL. (4.29) und (4.30) mit den Diffe-
renzenquotienten nach Gl. (4.16) sowie (4.18) ergeben sich die folgenden Bestimmungsglei-

chungen fur die ,virtuellen“ Setzungen hinter dem Gleisbalkenende wy.; und wp.s:

W1 = 2Wp + Wy _

SxxWn = % 0 (4.31)
Wnio — 2Wpi1 + 2Wh_ 1 — Wp_o
OxxxWn = = = h3 z 2= (4.32)
Aus GLl. (4.31) und (4.32) folgt:
Wni1 = 2Wp — Wy (4.33)
Wniz = 2Wpi1 — 2Wp_q +Wpp = 4wy —4wp_; + Wy (4.34)
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Die virtuellen Verschiebungen gemaB Gl. (4.25), (4.26), (4.33) und (4.34) kénnen nun in die
Differenzenquotienten an den Balkenenden nach GL. (4.21)—(4.24) eingesetzt werden:

2w, — 8wy + 6w,

SxxxxWo = a (4.35)
ey = 22 ZZWl o (4.36)
8y = —2w, + 5Wn_1h: 4wy + Wy_3 (4.37)
Wi = 2~ 4W’;l;1 Rl (4.38)

Das Gleichungssystem (4.20) mit den ausfuhrlich angeschriebenen Differenzenquotienten

lautet somit wie folgt:

I dwO d’wy, P, |
i (6w — 8wy + 2w,) + Np g + c—— I +u Wz - Wsm(ant)

I dw1 d?w,
F(_4W0+7W1 4W2+W3)+NF1+C d ll dtz =0
El dw d?w,
h4( 4W1+6W2—4W3+W4)+NF2+Cd +ud =0

; (4.39)
El Wy
7 Wn_y —4wp_3 + 6wy 5 — 4w, +wy) + Nppp +¢ n-2
h ’ de
d*wn_,
+ —
A ar

EI dw,_,  d?w,_,4
e (Wp_3 —4wy_ + 5wy —2wy) + Np g +c 1 +u %z - 0
El dw,, d?w,
F(anz 4Wn1+2Wn)+NFn+Cd +u 2 =0

Zur Losung des erhaltenen Gleichungssystems mit den gewahlten MATLAB-Programmen
sind noch gewisse formale Anpassungen notwendig, auf welche anschlieBend eingegangen

wird.
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4.2.2 Ordnungsreduktion, Umformung und Anfangswert

Das Gleichungssystem (4.39) setzt sich aus gewodhnlichen Differentialgleichungen 2. Ord-
nung zusammen (denn die Massentragheitskrafte u d*w; / dt? enthalten die zweifache Zeitab-
leitung). Angesichts der Beschrankungen fur die Verwendung der Losungsprogramme ode23
und ode23t, die formal nur Gleichungssysteme 1. Ordnung akzeptieren, muss die Ordnung
der Differentialgleichungen mittels eines Substitution-Gleichungssystems herabgesetzt

werden:

s
(4.40)

dvj
El Sxxxij + Npj+cvj + HE =pj

Die Verwendung des Gleichungssystems (4.40) anstelle der einzelnen Gleichungen im Glei-
chungssystem (4.39) sowie die Sammlung der Zeitableitungen auf der linken Seite erzeugt
ein mit den Programmen ode23 und ode23t kompatibles gewodhnliches Differentialglei-

chungssystem 1. Ordnung:
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dWo
a0

dW1
@ Y

El P, .
U—— = —CVy — NF,O — F (6W0 — 8W1 + ZWZ) + FSIH(ZT[ft)
El
p——=—cv; —Np — F(—‘LWO + 7wy — 4w, + w3) (4.41)

, —F(W0—4W1+6W2—4W3+W4)

E
- F (2Wn—2 —4wy_q + ZWn)

U— = —CUy — NF,n
Das Gleichungssystem (4.41) kann zusatzlich in eine Matrixform Ubergeflihrt werden. Um
den resultierenden Ausdruck kompakt zu halten, werden folgende Vektoren und Untermatri-

zen definiert:
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Wo Vo dw,/dt
w=|"™M b= (171 _ [ dwy/dt
Wn Un de/dt
Npyo Vo sin(2rft)
N v P
NF: I;'l ) ND:CVZC 1 , p:f 0 ,
Npn U 0

1 -4 6 —4 1
: 1 —4 5 =2
0o - 2 -4 2

In Gl. (4.42) besitzen die Vektoren jeweils n+1 Elemente und alle Matrizen sind quadratische
(n+1) x (n+1)-Matrizen. Np ist die Dampfungskraft gemaB Gl. (4.3). Die Blockmatrixform des
Gleichungssystems (4.41) lautet bei der Verwendung der Definitionen laut Gl. (4.42) wie folgt:

o il wll=-lw W)+l ol Bl+l] e

Das Gleichungssystem (4.43) erfullt die Voraussetzungen des Losungsprogramms ode23 wie
auch ode23t und kann daruber hinaus in MATLAB mit Einsatz dliinnbesetzter Matrizen gebil-
det werden, um die damit einhergehende Reduktion der Arbeitsspeicherausnutzung und der

Rechenzeit zu erzielen.

Zur Berechnung der Gleisschwingungen wird auBerdem die Vorgabe einer Ausgangslage be-
notigt. Fur den ersten Berechnungsschritt zum Zeitpunkt t = 0 wird die unverformte Ruhelage

angenommen:

e =) =10 (44
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Die Gleichungssysteme (4.43) und (4.44) werden in den anschlieBenden Abschnitten zur Be-
stimmung von Gleisverformungen herangezogen, wobei der allgemeine Federungskraftvek-
tor Nrim Gleichungssystem (4.43) fur die angesetzten Federkennlinien des Schotterbetts na-

her spezifiziert wird.

4.3 Dynamische Berechnung des Systems mit einer linea-

ren Federkennlinie

In diesem Abschnitt erfolgt die Definition der Federungskraft fur lineare Federkennlinien, die
Verifizierung der verwendeten numerischen Berechnungsmethode anhand einer RFEM-Be-
rechnung, die Festlegung der auszuwertenden GroBen und die Prasentation der Berech-
nungsergebnisse fur ein breites Parameterfeld, wobei ein Vergleich zwischen den Ergebnis-
sen fur dynamische und statische Systeme vorgenommen wird, um den Einfluss einer dyna-
mischen Belastung auf die Lastverteilung zu ermitteln.

4.3.1 Definition der Federungskraft und Anpassung der Bewe-
gungsgleichung

Entsprechend den linearen Federkennlinien ist die Schotteroberbau-Federungskraft Nr(x,t)
proportional zur Gleissetzung w(x,t), wobei, wie in Abschnitt 4.1 besprochen, die Federungs-
kraftin Abhangigkeit der Gleissetzung sowohl eine Druckkraft (positiv) als auch eine Zugkraft

(negativ) sein kann:

Np(x,t) = kw(x, t) (4.45)

k ... wegunabhangige Bettungssteifigkeit (bzw. Bettungszahl oder Bettungsmodul)

Im Kontext des diskretisierten Gleisbalkens und des Gleichungssystems (4.43) gilt die Bezie-
hung in GLl. (4.45) auch fur diskrete Knoten, und zwar wie folgt:

Ng o Wo
Np = : =k(5)=kw (4.46)

Npn Wn

Die Untergrundreaktion an einem diskreten Punkt N;(t) setzt sich aus der Federungs-
kraft Ng;(t) und der Dampfungskraft Np;(t) zusammen (vgl. Gl. (4.2), (4.42) und (4.46)):
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N, kwy + cvg
N=<E>=NF+ND=kw+cv=( : > (4.47)

N, kw, + cv,

Die Summe der linearen Federungskraft Nr und der viskosen Dampfungskraft Np gemaB
Gl. (4.47) kann im Hinblick auf das Format von GL. (4.43) in der folgenden Blockmatrixform

formuliert werden:
0 0] 1o o1 w
[NF] + [ND] N [kl c1l’ [v] (4.48)

So kann GL. (4.48) in das Gleichungssystem (4.43) eingesetzt werden, um einen kompakten
Ausdruck fur das Gleichungssystem des linear gefederten und viskos gedampften Gleisbal-

kens zu erhalten:

[; u(ﬂ %m - [(—Q - k1(; _Cﬂ ' m + [3] (4.49)

Das hergeleitete Blockmatrix-Gleichungssystem (4.49) ist besonders gut zur Verwendung
dunnbelegter Matrizen geeignet, was in Anbetracht der in Unterabschnitt 4.2.2 erwahnten
Vorteile in dieser Arbeit entsprechend ausgenutzt wird. Vor der anvisierten Auswertung eines
breiten Parameterfeldes wird jedoch das Ergebnis einer numerischen Berechnung mit
Gl. (4.49) in MATLAB anhand einer RFEM-Berechnung verifiziert.

4.3.2 Verifizierung dynamischer Berechnung

RFEM 6.09 unterstutzt die Berechnung dynamisch belasteter linearer Systeme mithilfe der
modalen Analyse oder eines impliziten Newmark-Verfahrens (nachfolgend als RFEM-
Newmark bezeichnet). Als Kontrolle der vorgeschlagenen Berechnungsmethode werden Er-
gebnisse fur die Setzung unter Verwendung der in Tabelle 4.1 angegebenen Kennwerte zwi-
schen MATLAB-ode23t und RFEM-Newmark verglichen, wobei die fur dynamische Berech-
nungen in dieser Arbeit einheitlich angesetzte Gleisbalkenlange L von 40 m den Schwin-
gungswellen-Reflexionen bei hohen Anregungsfrequenzen fentgegenwirken soll (siehe FuB-
note 4 in Unterabschnitt 4.2.1). Das RFEM-Kontrollmodell gemaB Unterabschnitt 2.3.2 wird
zur dynamischen Berechnung um die Massenbelegung i, um die Rayleigh-Dampfung mitden
Dampfungsparametern « und 8 sowie um die harmonische Belastung P(t) erganzt. Die Ra-
yleigh-Parameter a und 8 stellen eine proportionale Verknlpfung zwischen der viskosen Sys-
temdampfung und der Massenbelegung bzw. der Systemsteifigkeit her. Die in der MATLAB-
Berechnung verwendete Dampfungskonstante ¢ kann in RFEM nicht direkt eingegeben wer-

den, sie lasst sich dennoch durch die folgende Wahl der Rayleigh-Parameter umsetzen:
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c inkNs/m?

= / f=0. (4.50)
wint/m

In dieser und in weiteren exemplarischen Einzelberechnungen wird eine schwache Damp-

fung mit der Dampfungskonstanten ¢ von 50 kNs/m? betrachtet, um anschauliche Darstel-

lungen fur gewisse dynamische Effekte zu erzielen, auf die im anschlieBenden Unterab-

schnitt eingegangen wird.

Tabelle 4.1: Kennwerte fur die Kontrollberechnung des dynamischen Systems mit einer linearen Fe-

derkennlinie

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
k 80 kN/mm/m kontinuierliche Schotterbettsteifigkeit
50 kNs/m?  kontinuierliche Schotterbettdampfung
a 75 - Rayleigh-Dampfungsparameter fur die Massenpro-
portionalitat (RFEM)
B 0 - Rayleigh-Dampfungsparameter fur die Steifigkeits-
proportionalitat (RFEM)
Py 125 kN Achslast-Amplitude
f 40 Hz Anregungsfrequenz
h 5 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
40 m Gleisbalkenlange

Abbildung 4.2 zeigt den errechneten Setzungsverlauf am Gleisbalkenanfang wy (t) zufolge der
beiden Berechnungsmethoden. Darin ist ersichtlich, dass die Berechnung in MATLAB und in
RFEM miteinander ubereinstimmende Ergebnisse liefert.
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Abbildung 4.2: Zeitverlauf der Setzung an der Kraftangriffsstelle wy fir das linear gefederte dynami-
sche System mit den Kennwerten nach Tabelle 4.1 zufolge einer ode23t-Berechnung wie auch zu-
folge einer RFEM-Newmark-Kontrollberechnung

4.3.3 Vergleich zwischen den Ergebnissen einer statischen und ei-
ner dynamischen Berechnung fiir ein lineares Beispielsystem

Es werden exemplarisch die Setzung und die Untergrundreaktion zwischen dem statischen
System nach Abbildung 2.1 und dem dynamischen System nach Abbildung 4.1 bei der An-
nahme derselben GroBe fur die statische Achslast Pg.: und die Achslastamplitude P4 und ei-
ner linearen Federkennlinie mit der Steifigkeit k verglichen. Das statische System wird analy-
tisch nach Gl. (2.46) und (2.47) (siehe Kapitel 2) berechnet. Fur das dynamische System wird
zunachst eine dynamische Simulation mit einer statischen Belastung durchgefuhrt, indem
die Achslast P(t) allmahlich bis zur vorgegebenen GroBe gesteigert und darauffolgend kon-
stant gehalten wird (Anregungsfrequenz f von 0 Hz). So wird der gewahlte dynamische L6-
sungsalgorithmus bei der Anwendung auf ein statisch belastetes System zuséatzlich anhand
analytischer statischer Ergebnisse verifiziert. AnschlieBend wird eine Anregung mit der Fre-
guenz fvon 40 und 90 Hz angesetzt. Die erhaltenen Ergebnisse werden zur Veranschauli-
chung des dynamischen Systemverhaltens und zur Bestimmung der Vorgehensweise fur die
fernere Auswertung verwendet. Den vorgenommenen Berechnungen liegen die Kennwerte
nach Tabelle 4.2 mit der einheitlich festgelegten Gleisbalkenlange L von 40 m (vgl. Unterab-
schnitt 4.3.2) zugrunde. Die erhaltenen Ergebnisse sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

Tabelle 4.2: Kennwerte fur die Vergleichsberechnung der betrachteten statischen und dynamischen

Lastfalle mit einer linearen Federkennlinie

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
k 80 kN/mm/m kontinuierliche Schotterbettsteifigkeit
c 50 kNs/m?  kontinuierliche Schotterbettdampfung
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Py 125 kN Achslast-Amplitude

Pgtat 125 kN statische Achslast

f 0, 40, 90 Hz Anregungsfrequenz
h 5 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
L 40 m Gleisbalkenlange

GemanB den Darstellungen in Abbildung 4.3 stimmen die analytischen statischen Ergebnisse
(»statisch“) mit jenen zufolge der dynamischen Simulation mit der konstant gehaltenen
Achslast (,,f= 0 Hz“) nach der anfanglichen Belastungsphase von 0,05 Sekunden Uberein. So-
mit ist die Anwendbarkeit der gewahlten dynamischen Berechnungsmethode zusatzlich be-
statigt.

Wie aus dem Graph der Setzung w, in Abbildung 4.3 ersichtlich, findet am Anfang einer peri-
odischen dynamischen Belastung im angeregten System der von deutlich erkennbaren Fluk-
tuationen der Verformungsamplitude gekennzeichnete Einschwingvorgang statt, bevor sich
allmahlich eine stationare Schwingung mit einer naherungsweise konstanten Amplitude ein-
stellt. Die Verlaufe der Durchbiegung wy (t) wie auch des Bodendrucks Ny (t) an der Kraftan-
griffsstelle (x = 0) zeigen, dass der Einschwingvorgang fur das vorliegende System bei der An-
regungsfrequenz f von 40 und 90 Hz nach 0,05 s groBtenteils abgeschlossen ist, und dass
sich danach die entsprechenden konstanten Endamplituden Wo,ayn,max UNd No aynmax €instellen.
In dieser Arbeit werden bei dynamischen Analysen stets eingeschwungene Amplituden be-

trachtet (wie z.B. Wo,gyn,max UNnd No gyn,max)-

Sowohl die Durchbiegung wy (t) als auch der Bodendruck Ny (t) an der Laststelle (x=0) in Ab-
bildung 4.3 weisen unterschiedliche eingeschwungene Amplituden wo,aynmax UNd No,aynmax iN
Abhéangigkeit der Anregungsfrequenz f auf: Bei der Anregung mit 40 Hz betragt die Setzungs-
amplitude woanmax 1,47 mm und die Amplitude der Untergrundreaktion Nodynmax 119 KN/m,
sodass sie die statische Setzung von 0,87 mm und die statische Untergrundreaktion von
70 kKN/m Ubersteigen, wahrend sie bei der Anregung mit 90 Hz hingegen auf 0,59 mm und
50 kN/m sinken und so unterhalb der statischen Werte liegen.
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Abbildung 4.3: Vergleich der Setzung wy (t) und des Bodendrucks Ny (t) an der Angriffsstelle der Anre-
gungskraft P(t) zufolge einer analytischen statischen Berechnung sowie zufolge einer dynamischen
Simulation mit der Anregungsfrequenz fvon 0, 40 und 90 Hz fiir eine lineare Federkennlinie und die

Systemkennwerte nach Tabelle 4.2

Die Abhangigkeit der jeweiligen Verformungs- oder Reaktionskraftamplitude von der Anre-
gungsfrequenz wird mit der (auch als Amplituden-Frequenzgang oder Resonanzkurve ge-
nannten) VergroBerungsfunktion des betroffenen Systems beschrieben. Die VergroBerungs-
funktion fur die Setzung wo ayn,max, die Untergrundreaktion Noqynmax Und die nachfolgend defi-
nierte Lastverteilungslange L.y qn des vorliegenden Systems ist in Abbildung 4.4 dargestellt.
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Darin werden sie ins Verhaltnis zur zugehdrigen statischen Setzung wo st (0,87 mm), Unter-
grundreaktion No st (70 KN/m) und Lastverteilungslange Liysat (4,21 m) gesetzt.

3.5_""|""|""|""|""|""|""|""|""|""
P >0
2 J
3r wO,dyn,max / wO,stat ]
—NO,dyn,max / NO,stat
2.5 B LLV,dyn / LLV, stat
2}
151
di
0-5_....|....|....|....|....|....|....|....|....|....
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

fin Hz

Abbildung 4.4: VergroBerungsfunktion fur die Amplituden der Setzung wo ayn,max Und der Untergrund-
reaktion Nogynmax an der Laststelle sowie der Lastverteilungslange Livayn als ihr Verhaltnis zur stati-
schen Setzung wy stat, Untergrundreaktion Ny siot und Lastverteilungslange Liv,si.t des Systems mit ei-

ner linearen Federkennlinie und den Kennwerten gemaB Tabelle 4.2

Die dynamischen VergroBerungsfunktionen in Abbildung 4.4 nehmen bei der Anregungsfre-
quenz fvon 0 Hz den Wert 1 an, denn diese Frequenz entspricht einer statischen Belastung,
welche die statischen Verformungen und Reaktionen hervorruft. Bei der Steigerung der Anre-
gungsfrequenz f auf 54,5 Hz erreichen die VergroBerungsfunktionen flr die Amplituden der
Setzung woanmax Und der Untergrundreaktion Nognmax ihre leicht unterschiedliche Hoch-
punkte: 3,16 fur die Setzung und 3,24 fur die Untergrundreaktion. Die Frequenz von 54,5 Hz
ist somit die Resonanzfrequenz des Systems. Die abweichenden Maxima dieser VergroBe-
rungsfunktionen sind dadurch bedingt, dass die dynamische Untergrundreaktion N (t), im
Gegensatz zur dynamischen Setzung wy (t), sich aus einer setzungsproportionalen Kompo-
nente Ngo(t) wie auch aus einer geschwindigkeitsproportionalen Komponente Np, (t) zusam-
mensetzt, siehe Gl. (4.47). Bei einer weiteren Steigerung der Anregungsfrequenz uber die Re-
sonanzfrequenzvon 54,5 Hz hinaus wird der Uberresonante Frequenzbereich erreicht, in wel-
chem die VergroBerungsfunktionen bei wachsender Frequenz abfallen, sodass die dynami-
schen GroBen wogyn,max UNd Noaynmax bei der Anregungsfrequenz groBer als 77,1 bzw. 78,3 Hz
kleiner als die entsprechenden statischen GroBen wo st Und No st Werden, wie dies auch in
Abbildung 4.3 fur die Frequenz von 90 Hz der Fall ist. Der Wert einer VergroBerungsfunktion

wird ferner als dynamischer VergroBerungsfaktor bezeichnet.
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Abbildung 4.5: Gleissetzung w(x,t) und Untergrundreaktion N(x,t) zum Zeitpunkt der maximalen Un-
tergrundreaktion bei statischer wie auch dynamischer Belastung mit der Anregungsfrequenz fvon 40
und 90 Hz fur eine lineare Federkennlinie und die Systemkennwerte nach Tabelle 4.2

In Abbildung 4.5 sind die statischen und dynamischen Gleissetzungslinien w(x,t) und Unter-
grundreaktionslinien N(x,t) zu den Zeitpunkten t der jeweiligen maximalen Untergrundreak-
tion (No (t) = No,ayn,max) dargestellt. AuBerdem wird darin die Lastverteilungslange L,y fur die an-
gezeigten Anregungsfrequenzen f angegeben, welche als zentraler Nullstellenabstand der
Untergrundreaktionslinie zum Zeitpunkt der maximalen Untergrundreaktion an der Laststelle
No,ayn,max definiert ist. Es zeigt sich zum einen der Einfluss der Anregungsfrequenz f auf die
Lastverteilungsldnge L.y, die beim Ubergang von der statischen Last hin zur dynamischen mit
der Frequenz von 40 Hz eine Zunahme von 4,21 auf 4,96 m erfahrt. Ahnlich wie die Setzungs-
und Bodendruckamplituden (Wo,gyn,max Und No.aynmax) Sinkt die Lastverteilungslénge bei der Er-
hohung der Frequenz auf 90 Hz, sodass diese 2,72 m betragt und so unter dem statischen
Niveau liegt. Zum anderen ist bei der Anregungsfrequenz fvon 90 Hz der Ubergang zu einer
Uberresonanten Schwingung ersichtlich, als die mittige Anregung nun die Uber groBe Distan-
zen ausbreitenden Wellen erzeugt, deren Amplitude nur sehr allmahlich mit der Entfernung
von der Kraftangriffsstelle abnimmt — insbesondere bei der vorliegenden schwachen Damp-
fung. Der Amplituden-Frequenzgang der Lastverteilungslange L.y ist Abbildung 4.4 zu ent-
nehmen. Darin lasst sich im Vergleich zur Setzung und Untergrundreaktion der wesentlich
niedrigere zugehorige Hochpunkt von 1,30 bei der Anregungsfrequenzvon 51,0 Hz erkennen.
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4.3.4 Definition eines vereinfachten Lastmodells

Dieser Unterabschnitt widmet sich dem Vorschlag eines Lastverteilungsmodells fur den dy-
namischen Lastfall gemaB Abbildung 4.1, das eine einfache Anwendung und eine adaquate
Erfassung der Tragwerksbelastung sicherstellt.

Das Lastmodell besteht aus den zueinander im Schwellenabstand d von 60 cm stehenden
Einzelkraften, die nachfolgend aus der zeitveranderlichen Untergrundreaktion N(x,t) herge-
leitet werden. Mittels der abschnittsweisen ortlichen Integration der Untergrundreaktion
N(xt) gemaB Gl. (4.51) werden vorerst die dynamischen Einzelkrafte F; (t) im gegenseitigen
Abstand d nach Abbildung 4.6 ermittelt. Die so errechneten dynamischen Einzelkrafte Fj (t)
sind zeitveranderlich, weshalb ein weiterer Aufbereitungsschritt begangen wird, um das End-
ergebnis fur den Einsatz als Belastungsmodell zu vereinfachen: Als Lastmodell werden ledig-
lich die Einzelkraftamplituden Fjqnmax @angegeben, und zwar hinsichtlich ihrer Anzahl und
GroBe so modifiziert, dass sie in Summe die Amplitude des Untergrundreaktion-Integrals
Uber die gesamte Gleislange Raynmax €rgeben. So wird unter Beibehaltung der hochstmaogli-
chen gesamten Tragwerksbelastung die Lastverteilung unterschatzt, weshalb das verein-
fachte Lastmodell fur dynamische Berechnungen von Eisenbahnbricken auf der sicheren
Seite liegen sollte.
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Abbildung 4.6: Ermittlung der dynamischen Lastmodell-Einzelkrafte Fj(t) durch die abschnittsweise

Integration der dynamischen Untergrundreaktion N(x,t)

Gl. (4.51) sei die Definition der dynamischen Einzelkréafte F;(¢):

Fi(t) = f N(x,t)dx fir j= ..,—2,-1,0,1,2,... (4.51)
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Fi(t) ... j-te zeitveranderliche Einzelkraft, die den verteilten Druck auf den Unter-
grund N(x,t) im Integrationsbereich von (j - %) d bis (j + %) d zusammenfasst

d ... konstanter Einzelkraftabstand

N(x,t) ist die kontinuierliche Untergrundreaktion, die aufgrund der in Abschnitt 4.2 durchge-
fihrten Diskretisierung der Gleisbalken-Bewegungsgleichung in dieser Form nicht verfligbar
ist. Bekannt sind stattdessen die (naherungsweisen) Untergrundreaktionen N;(t) an den Dis-
kretisierungspunkten x;, sodass durch die Anwendung der Trapezregel mit dem Diskretisie-
rungspunkt-Abstand h das Integralin Gl. (4.51) als Summe der Flachen gemaB Gl. (4.52) und
der schematischen Darstellung in Abbildung 4.7 approximiert werden kann:

(aj+g)f -1
N;(t) + Niy () . .
() ~ = 4.52
F;(t) Z h 5 fir j=1,23,.. (4.52)
i=(ai-2)
|Fo
I L L
G 7 7
d/2 d/2

Xivasna X

X, X i+d/h-1

i+d/h

NHd/ 210 N, i+d/h 3]

7 7 7 7 7 7

h h h h h

Abbildung 4.7: Summierte Trapezflachen i als Approximation des Integrals der kontinuierlichen Un-

tergrundreaktion N(x,t) im Einflussbereich d der Einzelkraft F;(t)

Gl. (4.52) gilt fur Einzelkrafte auf der positiven Gleishalfte (j = 1), denn die diskreten Boden-
drucke N; (t) werden streng genommen nur dort ausgerechnet.

Die Ausnutzung der Systemsymmetrie ldsst dennoch auch die fehlenden zentralen (j = 0) und

linksseitigen (j <-1) Einzelkrafte bestimmen:

[N

(2)s -

Fy () ~ 2 z hNi(t) +2Ni+1(t) (4.53)
i=0
F_j(t) = F;(t) (4.54)
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Exemplarisch werden im Folgenden Verlaufe der ersten funf (j = 0, 1, 2, 3, 4) Einzelkrafte F; (t)
fur das bereits in Unterabschnitt 4.3.3 betrachtete System mit den Kennwerten laut Tabelle
4.2 dargestellt.

P_=125kN
-100 T T T A
.......... FO statisch
ﬁ .......... F. statisch
‘ 1
E -S0T / A ,A A A ,A ,A _ F2 statisch
s vy rry N vy vy N N UN |........ F, statisch
N AT A 2N 2N 2~ ~ W = P, statisch
TN> . ........................ _ F, f=40Hz
S L W 000N |/ SR o/ 157 /SSE00 W [OSER00 O SEROOH O SOONL ' H000S e ooty
o VARV v ALV A VA :
________ o - ______ F2 f=40Hz
FOﬂymmax F3 f=40Hz
100 -_— F  f=40Hz
0 0.05 0.1 0.15 0.2 4
Zeitin s
100 PA=125kN
.......... F statisch
0
.......... F1 statisch
E S0 f ] F2 statisch
£ I / ’\/ ,, '\/' o] '\/' f '\/' fiof '\/' f '\/'\/'\/ o T F, statisch
5 ol VR I VAV Y VIV IR [ 2 eneioen
£ oA RAEAARRAEAVARA AR EAYA A y ot
9 \‘\ SNV VNVYNVYVVVVYV VYV F, £=90Hz
e S Y S -
w 5ol FO,dyn,max— F f=90Hz
F_ f=90Hz
2
E‘3 f=90Hz
100 ' ' ' F  f=90Hz
0 0.05 0.1 0.15 0.2 4

Zeitin s

Abbildung 4.8: Vergleich der Einzelkrafte Fj (t) mitj =0, 1, 2, 3, 4 zufolge einer analytischen stati-
schen Berechnung sowie zufolge einer dynamischen Simulation mit den Anregungsfrequenzen fvon
40 Hz und 90 Hz fur eine lineare Federkennlinie und die Systemkennwerte nach Tabelle 4.2

Bei den in Abbildung 4.8 dargestellten Einzelkraftverlaufen zeigen sich dieselben dynami-
schen Phanomene wie bei der Setzung und Untergrundreaktion gemal Abbildung 4.3. Nach
dem etwa 0,05 s dauernden Einschwingvorgang nahern sich die Kraftamplituden ihrem je-
weiligen stationaren Niveau an, der zwecks Ubersichtlichkeit nur fiir die zentrale Einzel-
kraft Fo (t) mit der strichlierten Begrenzungslinie und der Bezeichnung Fo ayn,max dargestellt ist.
Die Endamplituden F;qnmax Uberschreiten oder unterschreiten die entsprechenden stati-
schen Einzelkrafte F; in Abhangigkeit der Anregungsfrequenz: Die unterresonante Frequenz
von 40 Hz liegt unterhalb der Resonanzfrequenz von 54,5 Hz (vgl. Unterabschnitt 4.3.3) und
verursacht eine LastvergroBerung im Vergleich zur statischen Belastung, wahrend die tGber-
resonante Frequenz von 90 Hz eine Lastabminderung flr die zentrale Einzelkraftamplitude
Foaynmax bewirkt. Im Gegensatz dazu nehmen die seitlichen Einzelkraftamplituden Fi aynmax,

F,ayn,maxs Fa,dyn,max SOWi€ Fyaynmax bei der Uberresonanten Frequenz deutlich zu — die Ursache
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liegt in der in Abbildung 4.5 dargestellten Uberresonanten Schwingung, bei welcher die Un-
tergrundreaktionswellen sich nun sehr weit von der Achslaststelle her ausbreiten. Dement-
sprechend steigt mit der wachsenden Frequenz die Anzahl der Einzelkrafte, die eine bemes-
sungsrelevante Amplitude besitzen und die zueinander jedoch teils in Gegenphase stehen,

rasch an.

Angesichts einer groBen Anzahl der Einzelkrafte in Gegenphase bei Uberresonanten Frequen-
zen (vgl. Abbildung 4.5 und Abbildung 4.8 fur f= 90 Hz) wie auch angesichts ihrer nicht mit
einer einzelnen harmonischen Funktion beschreibbaren Zeitverlaufe bei den nachfolgend
untersuchten Systemen mit nichtlinearen Federkennlinien wird eine Vereinfachung des Last-
modells vorgenommen, indem als Ergebnis lediglich die eingeschwungenen Kraftamplitu-
den Fjanmax angegeben werden und die Anzahl der bertcksichtigten Einzelkrafte mithilfe ei-
nes Begrenzungskriteriums so reduziert wird, dass sie in Summe die Amplitude der resultie-
renden vertikalen Untergrundbelastung R(t) ergeben (indem unter anderem die zueinander in
Gegenphase stehenden weit von der Laststelle entfernten Einzelkrafte ,,ausgefiltert® wer-
den).

R(t) sei die Uber die gesamte Gleislange integrierte Untergrundreaktion bzw. die Summe aller
zwischen dem linken (x=-L) und rechten (x=L) Gleisende befindlichen negativen Zug- und

positiven Druckkrafte Fj(t):

L

R(E) = f NGot) dx = Y Fy(o) (4.55)

-L
R(t) ... Uberdie Gleislange beidseits der Achslast integrierte Untergrundreaktion

Dadurch, dass kein expliziter Ausdruck fur die kontinuierliche Untergrundreaktion vorhanden
ist, wird auf die Trapezregel und die bekannten - positiven bei Druck und negativen bei Zug -
Bodendrlcke N;(t) an den zentralen (i =0) wie auch positiven (i > 0) diskreten Knoten zurtck-
gegriffen:

L
L -1

h

Ni(t) + Niy1 (1) (4.56)

R(t)=2fN(x,t)dxz2 h :
0 ; 2

Im statischen Lastfall aus Kapitel 2 (vgl. Abbildung 2.1) steht die statische Reaktionskraft Rgtat
im Gleichgewicht mit der statischen Achslast P, fur welche in der anschlieBenden Auswer-

tung die GroBe der dynamischen Achslastamplitude P4 angesetzt wird:

Rstat = P4 (4.57)
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100 Dynamischer Lastfall

Die nach Gl. (4.56) und GL. (4.57) errechneten Reaktionskrafte flr die statische Belastung so-
wie fur die Anregungsfrequenzen fvon 40 und 90 Hz sind in Abbildung 4.9 dargestellt. Dem-
nach besitzen sie ebenfalls die besprochenen dynamischen Effekte wie der Einschwingvor-
gang und die dynamische VergroBerung bzw. Abminderung bei der unterresonanten bzw.
Uberresonanten Anregungsfrequenz f. Rqynmax Sei die eingeschwungene Amplitude der dyna-

mischen Reaktionskraft R(t).

-300 | ]
-200 F .
-100
P_=125kN
zZ A
_z 0 \ AL A T Y LY A | O O Y O EERETRRRRR statisch
= ‘ ‘ I f=40Hz
« \ Y V VUV £=90Hz
100\ [V R 1
0 £ SEEEEE EEE EEEEER) EEY EEEEEEE SEE RERERLE CERE CERREEE SEE REREREE (REF SRR d ax:]
200 | .
300 dyn,max-:
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Zeitins

Abbildung 4.9: Vergleich der Reaktionskrafte R(t) zufolge einer analytischen statischen Berechnung
sowie zufolge einer dynamischen Simulation mit der Anregungsfrequenz fvon 40 und 90 Hz fiir eine

lineare Federkennlinie und die Systemkennwerte nach Tabelle 4.2

Abbildung 4.10 zeigt die dynamische VergroBerungsfunktion der Reaktionskraftamplitude
Rayn,max, die den Hochpunkt von 4,75 bei der schon in Unterabschnitt 4.3.3 festgestellten Sys-
tem-Resonanzfrequenz von 54,5 Hz aufweist. Der Anschaulichkeit halber sind die VergroBe-
rungsfunktionen der Setzung wo,ayn,max, der Untergrundreaktion Nognmax Und der Lastvertei-

lungslange L.vqan gemaB Unterabschnitt 4.3.3 ebenfalls dargestellt.
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Abbildung 4.10: VergroBerungsfunktionen fur die Amplituden der Reaktionskraft Raynmax, der Set-
ZUng Wogynmax, der Untergrundreaktion Nogynmax Und der Lastverteilungslange Liv,qyn als ihr Verhaltnis
zu den entsprechenden statischen Werten des Systems mit einer linearen Federkennlinie und den
Kennwerten nach Tabelle 4.2

Die Reaktionskraftamplitude Rqynmax iSt als maBgebliche Tragwerksbelastung anzusehen, die
vom vereinfachten Lastmodell herzustellen sei. Demzufolge werden die eingeschwungenen
Amplituden der Einzelkrafte Fjqyn,max SO lange summiert, bis die Summe die Reaktionskraft-

amplitude Rgyn,max €rreicht:

n
z F}',dyn,max = Rdyn,max (4-58)
j=-n
n ... minimale Anzahl der Einzelkrafte, sodass die Summe ihrer Amplituden die maxi-

male Reaktionskraft Rayn,max €rgibt

Die auBersten in die Summe aufgenommenen Krafte werden um den eventuellen Kraftiber-
schuss abgemindert:

* (Z;;—n F}',dyn,max) - Rdyn,max (4.59)
F n,dyn,max > .

—n,dyn,max

*
n,dyn,max

FZ, dynmax Und Fy qyn max um den Druckiiberschuss korrigierte Randkraftamplitu-

den

Die einwirkende dynamische Achslast P(t) ist gemaB dem vorgeschlagenen vereinfachten
Lastmodell durch die konstanten Einzelkrafte Fjqnmax unter Berucksichtigung der Beschran-
kung gemaB GL. (4.58) und GL. (4.59) zu ersetzen, vgl. Abbildung 4.11.
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Abbildung 4.11: Anwendung des vereinfachten dynamischen Lastmodells

4.3.5 Ergebnisse fiir die Gleisverformung und die Untergrundreak-
tion des dynamischen Systems mit einer linearen Federkenn-
linie

Nachfolgend werden die eingeschwungenen Amplituden der Setzung wo,gynmax Und der Unter-

grundreaktion No ayn max (€emaB Abbildung 4.3) an der Kraftangriffsstelle wie auch die dynami-

sche Lastverteilungslange Livq,,m (gemaB Abbildung 4.5) fur die in Tabelle 4.3 festgehaltenen
Systemkennwerte dargestellt und mit den entsprechenden statischen GroBen verglichen.

Tabelle 4.3: Kennwerte zur dynamischen Berechnung des Systems mit einer linearen Federkennlinie

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
k 50-1000 KkN/mm/m kontinuierliche Schotterbettsteifigkeit
c 50, 100, kNs/m?  kontinuierliche Schotterbettdampfung
500
Pa 25,125, kN Achslast-Amplitude
250
f 2-100 Hz Anregungsfrequenz
h 5 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
40 m Gleisbalkenlange

Abbildung 4.12 bis Abbildung 4.14 zeigen die Verlaufe von Wo,gaynmax SOWi€ Nogynmax iN Anhan-
gigkeit der Bettungssteifigkeit k, der Anregungsfrequenz f und der Achslastamplitude P, je-
weils fir einen Dampfungsbeiwert ¢, der 50, 100 oder 500 kNs/m? betragt. Darin lasst sich die
wachsende Resonanzfrequenz (die Frequenz der Amplituden-Hochpunkte) fur die steigende
Schotterbettsteifigkeit k erkennen.
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Abbildung 4.14: Eingeschwungene Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreak-
tion No4yn,max an der Kraftangriffsstelle fiir die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die linearen

Federkennlinien

Abbildung 4.15 bis Abbildung 4.17 zeigen das Verhaltnis von wo aynmax UNd No aynmax ZUF Stati-
schen Setzung wo star Und zum Bodendruck Ny ot an der Kraftangriffsstelle. Daraus ist ersicht-
lich, dass die dynamischen GréBen bei kleinen Frequenzen sich kaum von den statischen
unterscheiden (ihr Verhaltnis zueinander ist anndhernd 1), bei den mittleren dargestellten
Frequenzen jedoch nehmen sie zu (abgesehen vom Fall mit der duBerst starken Dampfung
von 500 kNs/m?), bis sie bei hohen Uberresonanten Frequenzen zurlick und sogar unter die
statischen Werte sinken. Der von diesem Zusammenhang abweichende Verlauf von wo gyn max
bei der hohen Dampfungskonstante von 500 kNs/m? liegt darin begriindet, dass das mit dem
entsprechend groBen Widerstand schwingende Gleis bei der hdher werdenden Anregungs-
frequenz nicht mehr ausreichend Zeit hat, die statische Setzung innerhalb eines Lastspiels
zu erreichen. Die zugehorige Bodendruckamplitude Ny gynmax Wachst trotzdem mit der Fre-
quenz wegen der dominanten Dampfungskraftkomponente. Die Achslastamplitude P4 hat
keinerlei Einfluss auf die dynamische Setzungs- und UntergrundreaktionsvergroBerung beim

linear gefederten System.
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Abbildung 4.15: Verhaltnis der eingeschwungenen Amplituden der Setzung wo,aynmax Und der Unter-

grundreaktion No qynmax ZU den statischen Setzung wy stat und Untergrundreaktion Ny st an der Kraftan-

griffsstelle fiir die linearen Federkennlinien (Ubersicht)
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Abbildung 4.16: Verhaltnis der eingeschwungenen Amplitude der Setzung wo gyn,max ZUr statischen
Setzung wo st an der Kraftangriffsstelle fir die Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?
und die linearen Federkennlinien (detailliert)
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Abbildung 4.17: Verhaltnis der eingeschwungenen Amplitude der Untergrundreaktion No,ayn,max ZUF

statischen Untergrundreaktion Ny st an der Kraftangriffsstelle flr die Dampfungskonstanten c von
50, 100 und 500 kNs/m? und die linearen Federkennlinien (detailliert)
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Die dynamische Lastverteilungslange L.y folgt etwa dem Zusammenhang flr wo,gyn,max Und
No,ayn,max — Siehe Abbildung 4.18 und Abbildung 4.19 — indem sie mit der steigenden Frequenz
im unterresonanten Bereich zunimmt und im Uberresonanten Bereich herabfallt. Wiederum
bewirkt die starke Dampfung von 500 kNs/m? eine Abweichung von diesem Verhalten, als die
Untergrundreaktion bedingt durch die groBe Dampfungskonstante zunehmend von der Set-
zungsgeschwindigkeit anstatt der Setzung generiert wird. Die Achslastamplitude P4 hat hin-
gegen keine Bedeutung fur die Lastverteilungslange des linearen Systems.

6 1.6

1.4

< hR
Kin S kin TR vang5333883
kN/mm/m kN/mm/m fin Hz

P >0
A

c=50kNs/m” :]czloost/m2 I:lc:5OOst/m2

Abbildung 4.18: Dynamische Lastverteilungslange Liy,qyn (die zum Zeitpunkt des maximalen einge-
schwungenen Bodendrucks No,aynmax auftritt) sowie ihr Verhaltnis zur statischen Lastverteilungs-

lange Livw: fir lineare Federkennlinie (Ubersicht)
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Abbildung 4.19: Verhaltnis der dynamischen Lastverteilungslange Liv,qn zur statischen Lastvertei-

lungslénge Liys.: fur die Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? und die linearen Feder-

kennlinien (detailliert)
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4.3.6 Ergebnisse fiir die Einzelkrafte des dynamischen Lastmodells

beim System mit einer linearen Federkennlinie

Im Folgenden werden die Einzelkrafte Fjqnmax des dynamischen Lastmodells gemaB Unter-
abschnitt 4.3.4 (vgl. Abbildung 4.11) und jene des in Kapitel 2 vorgeschlagenen statischen
Lastmodells Fjs.: anhand der entsprechenden bezogenen Einzelkrafte yjan und xjstar aUsge-

wertet:
F.
j,dyn,max
Xjidyn =5 — (4.60)
pan Rdyn,max
F; F;
jstat _ I'jstat
Xjstat = —p— = P, (4.61)
Fjstat .- Einzelkraft Fj des statischen Lastmodells gemaB Kapitel 2
P ... statische Achslast gemaB Kapitel 2

Vorerst wird der Frequenzverlauf der bezogenen Einzelkrafte des dynamischen Lastmodells
Xiayn allein wie auch im Verhaltnis zu den bezogenen Einzelkraften des statischen Lastmo-
dells yjsw.t fur die Systemkonfigurationen nach Tabelle 4.3 in Abbildung 4.20 bis Abbildung
4.26 dargestellt. Der Verlauf der Reaktionskraftamplitude Rgnmax im Verhaltnis zur Achs-
lastamplitude P4 wird anschlieBend in Abbildung 4.27 und Abbildung 4.28 gezeigt.
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Abbildung 4.20: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis

zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells yo,4,n Und jener des statischen

Lastmodells yostat (rechts) fur die linearen Federkennlinien
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Abbildung 4.21: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,4n und jener des statischen

Lastmodells y1 st (rechts) fur die linearen Federkennlinien
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Abbildung 4.22: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,q4n (links) sowie Verhaltnis
zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells x4, und jener des statischen

Lastmodells y»stat (rechts) fur die linearen Federkennlinien
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Abbildung 4.23: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ysqyn (links) sowie Verhaltnis
zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ys 4, und jener des statischen
Lastmodells ysstat (rechts) fur die linearen Federkennlinien
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GemaB den linken Darstellungen in Abbildung 4.20 bis Abbildung 4.23 sind die bezogenen
Einzelkrafte y;qn des hier betrachteten Systems mit einer linearen Federkennlinie sowohlvon
der Anregungsfrequenz fals auch von der Bettungssteifigkeit k und der Dampfungskonstan-
ten c abhangig. Die angesetzte Achslastamplitude P4 hat hingegen keinen Einfluss auf die Er-

gebnisse.

Dieselben Abhangigkeiten betreffen auch das Verhaltnis der bezogenen Einzelkrafte des dy-
namischen und statischen Lastmodells yjan und x;stt gemaB dem rechten Teil in Abbildung
4.20 bis Abbildung 4.23 sowie gemaB den detaillierten Darstellungen in Abbildung 4.24 bis
Abbildung 4.26. Die bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y»,«n Weist demnach
die groBten Unterschiede zur zugehdrigen bezogenen Einzelkraft des statischen Lastmodells
auf und kann sowohl deutlich groBer als auch deutlich kleiner als diese sein. Das Verhaltnis
der Einzelkrafte y2,ayn / X2,stat iSt allerdings nur bis zur Steifigkeit k von 450 kN/mm/m verfigbar
und wird dementsprechend lediglich fur diesen Steifigkeitsbereich dargestellt, vgl. Abbildung
4.22. Das Verhaltnis ys.an / X3stat kKann hingegen aufgrund der beschrénkten statischen Last-
verteilung nur fur die Steifigkeit k von 50 kN/mm/m angezeigt werden, vgl. Abbildung 4.23.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M 3ibliothek,
Your knowledge hub

114 Dynamischer Lastfall
1_
0.95 - P, >0 c=50kNs /m>
b k=1000kN/mm/m
g k= 500kN/mm/m
~ 0.9 k= 250kN/mm/m
-%‘ k= 200kN/mm/m
2 k= 150kN/mm/m
= k= 100kN/mm/m
0.85 7 k= 50kN/mm/m
0_8 T T T T T
2 10 15 20 25 30 35
fin Hz
1_ 1 1 L
P,>0 c=100kNs/m?
g 0.95 - k=1000kN/mm/m
g k= 500kN/mm/m
— k= 250kN/mm/m
_% k= 200kN/mm/m
S 091 | k= 150kN/mm/m
< 0 k= 100kN/mm/m
k= 50kN/mm/m
085 T T T T T
2 10 15 20 25 30 35
fin Hz
1'25 1 1 1 1 1
1.2 r
P >0 c=500kNs/m?
%1.15“ r k= 50kN/mm/m
><<D— k= 100kN/mm/m
~ 1.1 F k= 150kN/mm/m
-%‘ k= 200kN/mm/m
=) 1.05 1 i k= 250kN/mm/m
= 1 k= 500kN/mm/m
k=1000kN/mm/m
1 ———
095 """ L L B L B A B L | T T
2 10 15 20 25 30 35
fin Hz

Abbildung 4.24: Verhaltnis zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells xo,ayn

und jener des statischen Lastmodells yo st fUr die linearen Federkennlinien und die Dampfungs-
konstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? (detailliert)
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Abbildung 4.25: Verhaltnis zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells x1,ayn
und jener des statischen Lastmodells y1 s fUr die linearen Federkennlinien und die Dampfungs-
konstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? (detailliert)
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Abbildung 4.26: Verhaltnis zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,ayn
und jener des statischen Lastmodells y2 .t fUr die linearen Federkennlinien und die Dampfungs-
konstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? (detailliert)
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Abbildung 4.27 und Abbildung 4.28 zeigen den Verlauf der Reaktionskraftamplitude Raynmax
bezogen auf die Achslastamplitude P, in Abhéangigkeit der Anregungsfrequenz fund der Bet-

tungssteifigkeit k fir die Dampfungskonstanten c von 50, 100 und 500 kNs/m?2.
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Abbildung 4.27: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude P fur die

Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? und die linearen Federkennlinien (Ubersicht)
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Abbildung 4.28: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude P4 fur die

Dampfungskonstanten c von 50, 100 und 500 kNs/m? und die linearen Federkennlinien (detailliert)
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4.4 Dynamische Berechnung des Systems mit der ver-
suchsbasierten Federkennlinie nach der Potenzfunk-
tion

Nach der anfanglichen Festlegung der Federkennlinie und der Herleitung der zugehorigen Be-
wegungsgleichung werden in diesem Abschnitt, in Anlehnung an die in Abschnitt 4.3 erarbei-
teten Definitionen und Verfahren, die Berechnungsergebnisse fur die Amplituden der Set-
Zung Wo ayn,max , der Untergrundreaktion No ayn,max, der Lastverteilungslange Liyqn und der Reak-
tionskraft Ryynmax SOWie die bezogenen Lastmodell-Einzelkrafte yjayn fUr das System mit der
Federkennlinie gemaB der degressiven Potenzfunktion prasentiert.

4.4.1 Definition der Federungskraft und Anpassung der Bewe-
gungsgleichung

Die auf den Ergebnissen von Stollwitzer et al. [15] basierte degressive Potenzfunktion fur die
Federkennlinie des Schotterbetts, die in Abbildung 3.25 in Kapitel 3 als ,,degressive Regres-
sion“ gekennzeichnet ist, impliziert bei der Annahme eines punktsymmetrischen Kraft-Weg-
Diagramms die folgende vertikale Federungskraft der Schotterbettung im dynamischen Last-
fall (vgl. GL. (3.48) fur den statischen Lastfall):

kp lw(x, )]%832° fiir w(x,t) >0

4.62
—kp [w(x, £)|%832% fiir w(x,t) <0 (4.62)

Mo t) = {

kp = 64,492 kN/m/mm%832° (4.63)

kp ... Beiwert fir die Potenzfunktion der versuchsbasierten Federkennlinie

Gl. (4.62) musste fur die Knoten des vorliegenden diskretisierten Gleisbalkens wie folgt um-

formuliert werden:

Np,o /Sgn(Wo) |W0|0’8329\

Np = [ 1) = | SOV I

(4.64)
Nen \Sgn(wn) IWn|°'8329/
Die Untergrundreaktion N des Systems mit der Federkennlinie nach der versuchsbasierten
Potenzfunktion ergibt sich als Summe aus der degressiven Federungskraft Nrnach Gl. (4.64)

und der geschwindigkeitsproportionalen Dampfungskraft Np nach GL. (4.42):
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Ny sgn(wy) kp [wo|%8329 + cv
N = 1\{1 =Np+Np = sgn(wq) kp |Vlf1|0'8329 +cvy (4.65)
Ny Sgn(Wn) kp |Wn|0'8329 +cvy

Die Summe in Gl. (4.65) kann fur die Verwendung in Gl. (4.43) in das folgende Blockmatrix-

Format ubergefihrt werden:

0

[A(I)F] * [1\(’)1)] = ke sgn(wg) (!)w0|°'8329 + [g C(ﬂ ' [‘:] (4.66)

sgn(wy) |Wn|0'8329/

Das Einsetzen von GL. (4.66) in die Bewegungsgleichung (4.43) erzeugt das gesuchte Bewe-
gungsgleichungssystem fur den Gleisbalken mit der versuchsbasierten degressiven Feder-
kennline des Schotterbetts, vgl. Gl. (4.67):

0

lo #ﬂ'%[‘g]*’“’ sgn<w0)(!)w0|°'8329 o —al B+ @

sgn(wy) [wy,|*8327

4.4.2 Ergebnisse fiir die Gleisverformung und die Untergrundreak-
tion des dynamischen Systems mit der Federkennlinie nach
der Potenzfunktion

Tabelle 4.4 gibt die Kennwerte an, fur welche im Folgenden die Setzungen, Untergrundreak-

tionen und Lastverteilungslangen des Systems mit der Federkennlinie nach der degressiven

Potenzfunktion ausgewertet werden.
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Tabelle 4.4: Kennwerte zur dynamischen Berechnung des Systems mit der Federkennlinie nach der

versuchsbasierten Potenzfunktion

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen
60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
kp 64,492 kN/mm®82°/m Beiwert fiir die Potenzfunktion der kontinuierlichen
Federungskraft
c 50, 100, kNs/m? kontinuierliche Schotterbettdampfung
500
Py 25-250 kN Achslast-Amplitude
f 2-100 Hz Anregungsfrequenz
h 5 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
40 m Gleisbalkenlange

Wie sich die eingeschwungenen Setzungs- und Bodendruckamplituden an der Laststelle
Wo,dyn,max UNd No ayn,max Mit der Anregungsfrequenz fund Lastamplitude P4 andern, ist Abbildung
4.29 zu entnehmen. Im Allgemeinen bewirkt die steigende Achslastamplitude einen Zuwachs
in den Setzungs- und Bodendruckamplituden. Die vom Rest stark abweichenden Ergebnis-
verlaufe fir den Extremwert der Dadmpfung von 500 kNs/m? wird durch einen Ubergang von
der dominanten setzungsabhangigen Federungskraft zur dominanten geschwindigkeitspro-

portionalen Dampfungskraft verursacht.
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Abbildung 4.29: Eingeschwungene Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreak-

tion No,ayn,max @an der Kraftangriffsstelle fur die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion

Abbildung 4.30 bis Abbildung 4.32 zeigen, in welcher Relation die errechneten Amplituden
der Setzung und des Bodendrucks des dynamischen Systems wo dayn,max UNd Noaynmax ZU den
zugehorigen statischen Ergebnissen wy star und No stat Stehen. So konnen die dynamischen Ab-
hangigkeiten isoliert werden, die sich bei den absoluten Ergebnissen nach Abbildung 4.29
mit anderen, allgemeinen Zusammenhangen vermischen (wie ,,groBere Setzungen fur gro-
Bere Lasten®). Demnach ist das Verhaltnis ,,dynamisch/statisch” flrr die Federkennlinie nach
der degressiven Potenzfunktion im GroBen und Ganzen - die Resonanzspitze ausgenommen
- néherungsweise lastunabhangig und wird in erster Linie von der Anregungsfrequenz fund
Dampfungskonstanten c beeinflusst. In diesem Sinne verhalt sich das System im unterreso-
nanten Bereich der Anregungsfrequenz analog jenem mit einer linearen Federkennlinie (vgl.
Abbildung 4.15). Im uberresonanten Frequenzbereich passiert jedoch ein Abfall der dynami-
schen Setzungs- und DruckvergroBerungsfaktoren bei wachsender Lastamplitude (zum Bei-
spiel von etwa 3,5 auf 2,8 flr die Setzung bzw. von 3,0 auf ungefahr 2,4 fiir den Bodendruck
bei der Dampfungskonstanten c von 50 kNs/m?). Erkennbar ist zudem eine geringe Abhangig-
keit der Resonanzfrequenz von der Lastamplitude, die fr die Dampfungskonstanten cvon 50

und 100 kNs/m? bei zunehmender Lastamplitude von etwa 55 auf ungeféahr 45 Hz sinkt.
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Abbildung 4.30: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No gyn max
zu den statischen Setzung wo st und Untergrundreaktion No st @an der Kraftangriffsstelle fur die Feder-
kennlinie gemaB der Potenzfunktion (Ubersicht)
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Abbildung 4.31: Verhaltnis der eingeschwungenen Amplitude der Setzung wo gyn,max ZUr statischen
Setzung wo st an der Kraftangriffsstelle fir die Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?
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Abbildung 4.32: Verhaltnis der eingeschwungenen Amplitude der Untergrundreaktion No,ayn,max ZUr

statischen Untergrundreaktion Ny ot an der Kraftangriffsstelle flr die Dampfungskonstanten c von
50, 100 und 500 kNs/m? und die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion (detailliert)
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Der ebenfalls fast lastunabhangige Amplitudenverlauf der Lastverteilungslange Liyayn ist in
Abbildung 4.33 und Abbildung 4.34 ersichtlich. Dieser Verlauf betrifft sowohl den absoluten
Wert der Amplitude als auch ihre Relation zur statischen Lastverteilungslange Liystat. IMm un-
terresonanten Bereich der Anregungsfrequenz, in Abhangigkeit der Lastamplitude P4 unter
40 oder 50 Hz, ist die dynamische Lastverteilungslangenamplitude fur die ,,maBigen*“ Damp-
fungen von 50 und 100 kNm/s? stets groBer als deren statischer Wert. Sie erreicht bei der
Resonanzfrequenz von 40 oder 50 Hz ihr Maximum (mit dem Verhaltnis ,,dynamisch/sta-
tisch“von 1,3-1,4) und wird bei der zunehmenden Frequenzim Gberresonanten Bereich (Uber
50 Hz) immer kleiner. Im Gegensatz dazu bewirkt die ,,ubermaBige“ Dampfung von 500
kNm/s? einen abfallenden Verlauf gegen die wachsende Frequenz sowohl der absoluten
Amplitude als auch deren Relation zur statischen Lastverteilungslange im gesamten ausge-
werteten Frequenzbereich. Das dynamische Verhaltensmuster des linearen Systems nach
Abbildung 4.18 wird somit im Wesentlichen wiederholt.

k_=64. 492kN/m/mm® - 832°

c=50kNs/m? [ |c=100kNs/m? [___]c=500kNs/m?

Abbildung 4.33: Dynamische Lastverteilungslange Liv,qayn (zum Zeitpunkt des maximalen einge-
schwungenen Bodendrucks No,aynmax) SOWie ihr Verhaltnis zur statischen Lastverteilungslange Livsiat

fir die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion (Ubersicht)

Aufgrund der linearen Interpolation der Untergrundreaktionslinie N(x,t) zwischen den im ge-
wahlten gegenseitigen Abstand von 5 cm stehenden Diskretisierungspunkten x; (vgl. Unter-
abschnitt 4.2.1), welche als Basis zur Bestimmung der Lastverteilungslange L.y dient, zei-
gen die detaillierten Darstellungen fur die entsprechend feinen Frequenzschritten in Abbil-

dung 4.34 eine als Wellenlinie erscheinende Ungenauigkeit der Ergebnisse.
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Abbildung 4.34: Verhaltnis der dynamischen Lastverteilungslange Liv,qan zur statischen Lastvertei-

lungslange Livs.: flr die Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? und die Federkennlinie

gemanB der Potenzfunktion (detailliert)
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4.4.3 Ergebnisse fir die Einzelkrafte des dynamischen Lastmodells
beim System mit der Federkennlinie nach der Potenzfunktion

Die Verlaufe der gemaB Gl. (4.60) und GL. (4.61) in Unterabschnitt 4.3.6 definierten bezoge-
nen Einzelkrafte des dynamischen und statischen Lastmodells xjan Und yjsw: Sind fur den
nach der Potenzfunktion degressiv gefederten Gleisbalken mit den Kennwerten nach Tabelle
4.4in Abbildung 4.35 bis Abbildung 4.41 veranschaulicht. Die bezogenen Einzelkraftamplitu-
den y;qn Weisen eine deutliche Abhangigkeit von der Anregungsfrequenz fund im Allgemei-
nen eine geringfligige Abhangigkeit von der Achslastamplitude P, auf, vgl. Abbildung 4.39 bis
Abbildung 4.41. Aufgrund der gemaB GLl. (4.58) und GL. (4.59) (Unterabschnitt 4.3.4) vorge-
nommenen Beschrankung der Einzelkrafte des Lastmodells fallen die duBeren bezogenen
Einzelkrafte y»,ayn Und ysan bei hdheren Frequenzen bis auf null ab, vgl. Abbildung 4.37 und
Abbildung 4.38.
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k,=64. 492kN/m/mm® - 832°

I:lc:5Ost/m2 :]czloost/m2 c=500kNs/m”

Abbildung 4.35: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis
zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells yo,4n Und jener des statischen

Lastmodells yo,stat (rechts) fur die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion
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Abbildung 4.36: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,q4n (links) sowie Verhaltnis
zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,4,n und jener des statischen

Lastmodells y1,stat (rechts) fr die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion
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Abbildung 4.37: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,qn (links) sowie Verhaltnis
zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y»qn und jener des statischen
Lastmodells y,stat (rechts) fur die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion
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Abbildung 4.38: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y3qn (links) sowie Verhaltnis

zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ys 4, und jener des statischen

Lastmodells ysstat (rechts) flr die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion
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Abbildung 4.39: Verhaltnis zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells xo,ayn

und jener des statischen Lastmodells yo,st.c fUr die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion und die

Dampfungskonstanten c von 50, 100 und 500 kNs/m? (detailliert)
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Abbildung 4.41: Verhaltnis zwischen der bezogenen Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,ayn

und jener des statischen Lastmodells y,s.: fUr die Federkennlinie gemaB der Potenzfunktion und die

Dampfungskonstanten c von 50, 100 und 500 kNs/m? (detailliert)
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Abbildung 4.42 und Abbildung 4.43 zeigen den Verlauf der auf die Achslastamplitude P4 be-
zogenen Reaktionskraftamplitude Raynmax fUr die Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und
500 kNs/m?. Die bezogene Reaktionskraft weist im Einklang mit den bezogenen Einzelkraften

Xi.ayn €ine geringfligige Abhangigkeit von der Achslastamplitude P, auf.
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Abbildung 4.42: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude Pa fur die
Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? und die Federkennlinie nach der Potenzfunk-
tion (Ubersicht)
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Abbildung 4.43: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude P4 fur die

Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m? und die Federkennlinie nach der Potenzfunk-

tion (detailliert)
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4.5 Dynamische Berechnung des Systems mit einer

quadratischen Federkennlinie

Nach der anfanglichen Festlegung der Federkennlinie und der Herleitung der zugehorigen Be-
wegungsgleichung werden in diesem Abschnitt, in Anlehnung an die in Abschnitt 4.3 erarbei-
teten Definitionen und Verfahren, die Berechnungsergebnisse fur die Amplituden der Set-
Zung Wo ayn,max , der Untergrundreaktion Noaynmax, der Lastverteilungslange Liyqn und der Reak-
tionskraft Ryyn,max SOWie die bezogenen Lastmodell-Einzelkrafte yjqn flr das System mit einer

quadratischen Federkennlinie prasentiert.

4.5.1 Definition der Federungskraft und Anpassung der Bewe-
gungsgleichung

Die quadratische Funktion fur die Federungskraft des Schotterbetts Nr (xt) sei gemaB
Gl. (4.68) definiert, wobei ein punktsymmetrisches Kraft-Weg-Diagramm mit dem negativen
Zugkraftbereich (vgl. Abschnitt 4.1) angenommen wird:

kow(x, t)? fir w(x,t) =0

4.68
—kqw(x, t)* fir w(x,t) <0 (4.68)

Ne(x,t) = {
k, ... Beiwertfur die quadratische Funktion der Federungskraft

Die kontinuierliche Federungskraft Nr (x,t) gemaB Gl. (4.68) kann fur die in Abschnitt 4.2 er-
haltenen diskreten Knoten folgendermaBen formuliert werden:

Nr,o sgn(wo) wg
2

Np = N‘?rl =k, sgn(vn:l) wi (4.69)
Npn sgn(wy) wyy

Die diskretisierte Untergrundreaktion N setzt sich aus der Federungskraft Nrgeman Gl. (4.69)
und der viskosen Dampfungskraft Np gemaf Gl. (4.42) wie folgt zusammen:

N, sgn(wy) kqwi + cvyg
2
o (M) < gy = [ s g e w0
N, sgn(wy) kg wi + cvy

Die Untergrundreaktion gemaB Gl. (4.70) wird fur die verwendete Berechnungsmethode in

die Blockmatrixform gemaB GL. (4.71) Ubergefuhrt:
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0
[ A R P A

sgn(wy,) wyr

Gl. (4.71) ist ins Bewegungsgleichungssystem (4.43) einzusetzen, sodass das zur Berech-
nung des dynamischen Systems mit einer quadratischen Federkennlinie geeignete Bewe-
gungsgleichungssystem gemaB GLl. (4.72) entsteht:

0

[; MZ]'%[‘;’]:_% Sgn(v(l{)o)wg +[_g _Cﬂ-[‘;’h[g] (4.72)

sgn(wn) wyy

4.5.2 Ergebnisse fiir die Gleisverformung und die Untergrundreak-
tion des dynamischen Systems mit einer quadratischen Fe-

derkennlinie

Tabelle 4.5 gibt die Kennwerte an, fur welche im Folgenden die Setzungen, Untergrundreak-

tionen und Lastverteilungslangen ausgewertet werden.

Tabelle 4.5: Kennwerte zur dynamischen Berechnung des Systems mit einer quadratischen Feder-

kennlinie
Kennwert Wert Einheit Beschreibung
EI 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
kq 50-1000 kN/mm?/m Beiwert fir die quadratische Funktion der kontinuier-
lichen Federungskraft
c 50, 100, kNs/m?  kontinuierliche Schotterbettdampfung
500
Py 25,125, kN Achslast-Amplitude
250
f 2-100 Hz Anregungsfrequenz
5 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
40 m Gleisbalkenlange




Dynamischer Lastfall

138

In Abbildung 4.44 bis Abbildung 4.46 sind die Verlaufe der eingeschwungenen Setzungs- und

Bodendruckamplituden an der Laststelle Wogynmax Und Noaynmax fUr unterschiedliche Fede-

rungskraftbeiwerte kq, Anregungsfrequenzen fund Dampfungskonstanten c gezeigt.
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140 Dynamischer Lastfall

Zusatzlich werden die Verlaufe der auf die statischen Ergebnisse wo st und No stat bezogenen
Amplituden der Setzung und des Bodendrucks des dynamischen Systems wggnmax Und
No,ayn,max in Abbildung 4.47 bis Abbildung 4.49 dargestellt.

c=50st/m2 c=50st/m2

5 P = 25kN 5 P,= 25kN
I:lPA:125kN :]PA:125}<N
4 I:lPA:25OkN I:lPA:ZBOkN

IS

w

N

WO,dyn,max / WO,stat

fin Hz

fin Hz

kN/mm?/m kN/mm?/m

Abbildung 4.47: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No gyn max
zu den statischen Setzung wo st und Untergrundreaktion Ny s.or an der Kraftangriffsstelle fur die

Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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5 5
c=100st/m2 c=100st/m2
P = 25kN P = 25kN
4 I:lPA=125kN 4 :]PA=125}<N
A A
I:lPA:25OkN I:lPA:250kN
3 3

kN/mm?/m fin Hz

kN/mm?/m

Abbildung 4.48: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No gyn max

zu den statischen Setzung wo stor und Untergrundreaktion Ny s.o: an der Kraftangriffsstelle fur die

Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.49: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No ayn,max

zu den statischen Setzung wo st und Untergrundreaktion Ny sar an der Kraftangriffsstelle fur die

Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.50 bis Abbildung 4.52 zeigen die entsprechenden Ergebnisse fur die Lastvertei-

lungsamplitude Liyayn -

kN/mmZ/m

kN/mmZ/m

c=50kNs/ m2

PA=25kN :]PA=125}<N I:lPA=250kN

Abbildung 4.50: Dynamische Lastverteilungslange Liv,qyn (die zum Zeitpunkt des maximalen einge-
schwungenen Bodendrucks Ny qyn,max auftritt) sowie ihr Verhaltnis zur statischen Lastverteilungs-
lange Livse: fr die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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kN/mmZ/m

kN/mm2Z/m

c=100st/m2

PA=25kN :]PA=125}<N I:lPA=250kN

Abbildung 4.51: Dynamische Lastverteilungslange Liy,qyn (die zum Zeitpunkt des maximalen einge-
schwungenen Bodendrucks No aynmax auftritt) sowie ihr Verhaltnis zur statischen Lastverteilungs-

lange Liyse fr die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien

8 1.6

1.4

2 fin Hz

m kN/mm?2/m

c=500st/m2

PA:25kN :]PA:IZS](N I:lPA:250kN

Abbildung 4.52: Dynamische Lastverteilungslange Liy,qy, (die zum Zeitpunkt des maximalen einge-
schwungenen Bodendrucks Noaynmax auftritt) sowie ihr Verhaltnis zur statischen Lastverteilungs-
lange Liyse flr die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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144 Dynamischer Lastfall

4.5.3 Ergebnisse fir die Einzelkrafte des dynamischen Lastmodells

beim System mit einer quadratischen Federkennlinie

Nachfolgend werden die Verlaufe der bezogenen Einzelkrafte yjan geman Gl. (4.60) (Unterab-
schnitt 4.3.6) fur die in Tabelle 4.5 angegebenen Systemkennwerte dargestellt.

Abbildung 4.53 bis Abbildung 4.55 zeigen die Ergebnisse fur die zentrale bezogene Einzel-
kraft xo,ayn bei der Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?2.

0.6 1.6

0.55

Xo,dyn
X0,dyn ! Xo stat

kN/mm2/m

c=50kNs/ m2

I:lPA=25kN :]PA=125]<N P, =250kN

Abbildung 4.53: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells yo,ayn UNd Yo stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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0.6

0.5

Xo,dyn

0.3

N\

1.6

kN/mm2Z/m

c=100kNs /m2

:| A=25kN I:lPA=125kN I:lPA=250kN

Abbildung 4.54: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells yo,ayn Und Yo stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.55: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells xo,ayn UNd o stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

146 Dynamischer Lastfall

Analog werden in Abbildung 4.56 bis Abbildung 4.58 die Ergebnisse fur die bezogene Einzel-
kraft y1,4yn dargestellt.

0.32 1.5

2 fin Hz

m kN/mm2/m

c=50kNs/ m?

:| A=25kN I:lPA=125kN I:lPA=25OkN

Abbildung 4.56: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,q4n (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x1,ayn Und Y1 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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0.32 1.5

0.3

0.28

0.26

X1 dyn

0.24

kN/mm2Z/m kN/mm2Z/m

c=100kNs /m2

I:lPA=25kN I:lPA=125kN I:lPA=250kN

Abbildung 4.57: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,q4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y1,ayn Und Y1 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien

1.4

kN/mm?2/m

c=500kNs /m2

:| A=25kN I:lPA=125kN I:lPA=250kN

Abbildung 4.58: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,4n (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x1,ayn Und Y1 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Die Berechnungsergebnisse fur die bezogene Einzelkraft y».qn werden in Abbildung 4.59 bis

Abbildung 4.61 dargestellt.
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Abbildung 4.59: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,q4n (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x2,ayn UNd Y2 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.61: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,qn (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x2,qyn Und Y2 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Die Berechnungsergebnisse fur die bezogene Einzelkraft ysan werden in Abbildung 4.62 bis
Abbildung 4.64 dargestellt. Das Verhaltnis zwischen den Einzelkraften ysayn und xsstat des dy-
namischen und statischen Lastmodells ist nur fur die Federungskraftbeiwerten k; bis
400 kN/mm?/m bei der Achslastamplitude P4 von 25 kN und fir den Federungskraftbeiwert k,
von 50 kN/mm?/m bei der Achslastamplitude P4 von 125 kN verfigbar.

0.06 100
0.05 80
0.04 -
% 60
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2 0.03 =
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= 40
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0.01 20
0
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N /\66
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I i fin Hz
kN/mm?/m kN/mm?/m !
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I:lPA=25kN :]PA:125]<N P =250kN

Abbildung 4.62: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ysqn (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells ys,ayn UNd X3 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.63: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y3n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y3,ayn Und X3 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.64: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ysqyn (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y3,ayn Und X3 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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Abbildung 4.65 bis Abbildung 4.67 zeigen die auf die Achslastamplitude P4 bezogene Reakti-
onskraftamplitude Rgynmax fUr die Dd&mpfungskonstante ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?.

152

30
Abbildung 4.65: Reaktionskraftamplitude Raynmax bezogen auf die Achslastamplitude P4 fur die
Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die quadratischen Federkennlinien
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4.6 Dynamische Berechnung des Systems mit einer Fe-

derkennlinie gemaB der Wurzelfunktion

Nach der anfanglichen Festlegung der Federkennlinie und der Herleitung der zugehorigen Be-
wegungsgleichung werden in diesem Abschnitt, in Anlehnung an die in Abschnitt 4.3 erarbei-
teten Definitionen und Verfahren, die Berechnungsergebnisse fur die Amplituden der Set-
Zung Wo ayn,max , der Untergrundreaktion Noaynmax, der Lastverteilungslange Liyqn und der Reak-
tionskraft Ryyn,max SOWie die bezogenen Lastmodell-Einzelkrafte yjqn flr das System mit einer
Federkennlinie gemaB der Wurzelfunktion prasentiert.

4.6.1 Definition der Federungskraft und Anpassung der Bewe-
gungsgleichung
Die Wurzelfunktion fur die Federungskraft des Schotterbetts Nr(x,t) sei gemaB Gl. (4.73) de-

finiert, wobei ein punktsymmetrisches Kraft-Weg-Diagramm mit dem negativen Zugkraftbe-
reich (vgl. Abschnitt 4.1) angenommen wird:

kw Iw(x, t)| fir w(x,t) =0
Ne(x,t) = (4.73)
—ky Iw(x, t)| fur w(x,t) <0
kw ... Beiwertflr die Wurzelfunktion der Federungskraft

Die kontinuierliche Federungskraft Nr (x,t) gemaB Gl. (4.73) kann fur die in Abschnitt 4.2 er-
haltenen diskreten Knoten folgendermaBen formuliert werden:

Ng o sgn(wo) +/ [wol
Np=| VE | =y, | senwn) VIwi] (4.74)

Nrn sgn(wy) /W]

Die diskretisierte Untergrundreaktion N setzt sich aus der Federungskraft Nrgeman Gl. (4.74)
und der viskosen Dampfungskraft Np gemaB Gl. (4.42) wie folgt zusammen:

N, sgn(wo) kw +/ Iwol + cvy
N = 1\{1 = NF + ND = Sgn(Wl) kW.V |W1| + 4% (4.75)
N sgn (W) ky /TWal + vy

Die Untergrundreaktion gemaB Gl. (4.75) wird fur die verwendete Berechnungsmethode in

die Blockmatrixform gemaB GLl. (4.76) Ubergefuhrt:
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0
[A(;F] * [1\?1)] = fw sgn(wo(; \/|W_0| * [g cg ' [‘;’]

sgn(wy) /Wy |

(4.76)

Gl. (4.76) ist ins Bewegungsgleichungssystem (4.43) einzusetzen, sodass das zur Berech-
nung des dynamischen Systems mit einer Federkennlinie gemaB der Wurzelfunktion geeig-
nete Bewegungsgleichungssystem nach Gl. (4.77) entsteht:

0

[3 uﬂ'%[‘;’]:_kw sgn(wo(;\/|w_0| +[_g _Cﬂ~[vg]+[g] (4.77)

\sgn(wn5 M/

4.6.2 Ergebnisse fiir die Gleisverformung und die Untergrundreak-
tion des dynamischen Systems mit einer Federkennlinie ge-

maB der Wurzelfunktion

Tabelle 4.6 gibt die Kennwerte an, fur welche im Folgenden die Setzungen, Untergrundreak-
tionen und Lastverteilungslangen ausgewertet werden. Abweichend vom in den Abschnitten
4.3 bis 4.5 einheitlich verwendeten Diskretisierungspunkt-Abstand h von 5 cm wird fir die
Berechnung des Systems mit der Wurzelfunktion der Federungskraft ein groBerer Abstand
von 10 cm angesetzt, um die Instabilitat des herangezogenen numerischen Verfahrens zu
vermeiden. Die damit einhergehende Zunahme des Berechnungsfehlers (in erster Linie bei
der Bestimmung der Lastverteilungslange) ist bei der Verwendung der erhaltenen Ergebnisse

in Kauf zu nehmen.
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Tabelle 4.6: Kennwerte zur dynamischen Berechnung des Systems mit einer Federkennlinie geman

der Wurzelfunktion

Kennwert Wert Einheit Beschreibung
El 127.609 MNcm? Biegesteifigkeit des Gleises aus zwei Schienen 60E1
u 0,6667 t/m Massenbelegung des Gleises (60 kg/m pro Schiene
und 328 kg pro Betonschwelle im 60 cm-Abstand)
kw 50-1000 kN/mm®%/m Beiwert fiir die Wurzelfunktion der kontinuierlichen
Federungskraft
c 50, 100, kNs/m? kontinuierliche Schotterbettdampfung
500
P4 25,125, kN Achslast-Amplitude
250
f 2-100 Hz Anregungsfrequenz
h 10 cm Diskretisierungspunkt-Abstand
40 m Gleisbalkenlange

In Abbildung 4.68 bis Abbildung 4.70 sind die Verlaufe der eingeschwungenen Setzungs- und
Bodendruckamplituden an der Laststelle wogynmax UNd Noaynmax fUr unterschiedliche Fede-
rungskraftbeiwerte kw, Anregungsfrequenzen fund Dampfungskonstanten c gezeigt.
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Abbildung 4.68: Eingeschwungene Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreak-
tion No4ynmax an der Kraftangriffsstelle fiir die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Feder-

kennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.69: Eingeschwungene Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreak-

tion No4yn,max an der Kraftangriffsstelle fiir die Dampfungskonstante c von 100 kNs/m? und die Feder-
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Abbildung 4.70: Eingeschwungene Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreak-

tion Noaynmax an der Kraftangriffsstelle fiir die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Feder-

kennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Die Verlaufe der auf die statischen Ergebnisse wostat Und No st bezogenen Amplituden der
Setzung und des Bodendrucks des dynamischen Systems wo gynmax UNd No ayn,max Werden zu-
satzlich in Abbildung 4.71 bis Abbildung 4.73 dargestellt.
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Abbildung 4.71: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No ayn,max
zu den statischen Setzung wo st Und Untergrundreaktion No st @an der Kraftangriffsstelle fir die

Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.72: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No gyn max

zu den statischen Setzung wo st und Untergrundreaktion Ny s.oe an der Kraftangriffsstelle fur die

Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.73: Verhaltnis der Amplituden der Setzung wo gyn,max Und der Untergrundreaktion No ayn,max

zu den statischen Setzung wo st und Untergrundreaktion Ny sar an der Kraftangriffsstelle fur die

Dampfungskonstante c von 500 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.74 bis Abbildung 4.76 zeigen die entsprechenden Ergebnisse fur die Lastvertei-

lungsamplitude Liyayn -

Q o
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Abbildung 4.74: Dynamische Lastverteilungslange Liv,qyn Sowie ihr Verhaltnis zur statischen Lastver-
teilungslénge Liv,.: fUr die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der

Wurzelfunktion
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Abbildung 4.75: Dynamische Lastverteilungslange Liv,q,n SOwie ihr Verhaltnis zur statischen Lastver-
teilungslénge Livw.: fUr die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Federkennlinien geméan
der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.76: Dynamische Lastverteilungslange Liv,qyn SOwie ihr Verhaltnis zur statischen Lastver-
teilungslénge Liys.: flr die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Federkennlinien geman
der Wurzelfunktion
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4.6.3 Ergebnisse fir die Einzelkrafte des dynamischen Lastmodells
beim System mit einer Federkennlinie nach der Wurzelfunk-
tion

Nachfolgend werden die Verlaufe der bezogenen Einzelkrafte yjan geman Gl. (4.60) (Unterab-
schnitt 4.3.6) fur die in Tabelle 4.6 angegebenen Systemkennwerte dargestellt.

Abbildung 4.77 bis Abbildung 4.79 zeigen die Ergebnisse fur die zentrale bezogene Einzel-
kraft xo,ayn bei der Dampfungskonstanten ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?2.
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Abbildung 4.77: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells yo,ayn UNd Yo stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.78: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells yo,ayn Und Yo stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.79: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells o4 (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells xo,ayn UNd o stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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In Abbildung 4.80 bis Abbildung 4.82 werden analog die Ergebnisse fur die bezogene Einzel-

kraft y, qyn dargestellt.
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Abbildung 4.80: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,q4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x1,ayn Und Y1 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Dynamischer Lastfall

165

0.35

0.3

0.25

kN/mm?-®/m

c=100kNs /m2

I:lPA=25kN I:lPA=l25kN I:lPA=250kN

Abbildung 4.81: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,q4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y1,ayn Und Y1 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.82: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y1,4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x1,ayn Und Y1 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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166 Dynamischer Lastfall

Die Berechnungsergebnisse fur die bezogene Einzelkraft y2,4yn werden in Abbildung 4.83 bis
Abbildung 4.85 dargestellt. Das Verhaltnis zwischen den Einzelkraften y,,ayn und Y2 stat des dy-
namischen und statischen Lastmodells ist in Abhangigkeit der Achslastamplitude P4 nur flr
die Federungskraftbeiwerten ky bis 250 kN/mm®/m verfugbar.
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Abbildung 4.83: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,qn (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x2,ayn UNnd Y2 stat
(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.84: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,q4n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y2,qyn Und X2 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.85: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y2,qn (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells x2,qyn Und Y2 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Die Berechnungsergebnisse fur die bezogene Einzelkraft ysan werden in Abbildung 4.86 bis
Abbildung 4.88 dargestellt. Das Verhaltnis zwischen den dynamischen und statischen bezo-
genen Einzelkraften ysqn und ysswt kann wiederum flur einen begrenzten Parameterbereich
angezeigt werden, und zwar nur fir den Federungskraftbeiwert ki von 50 kN/mm°®®/m bei der
Achslastamplitude P4 von 125 und 250 kN.
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Abbildung 4.86: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y3qn (links) sowie Verhaltnis
zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y3,qyn UNd X3 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.87: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells y3n (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y3,ayn Und X3 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien
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Abbildung 4.88: Bezogene Einzelkraft des dynamischen Lastmodells ysqn (links) sowie Verhaltnis

zwischen den bezogenen Einzelkraften des dynamischen und statischen Lastmodells y3,ayn Und X3 stat

(rechts) fur die Dampfungskonstante ¢ von 500 kNs/m? und die Wurzelfunktion der Federkennlinien



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfugbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M 3ibliothek,
Your knowledge hub

170 Dynamischer Lastfall

Abbildung 4.89 bis Abbildung 4.91 zeigen die auf die Achslastamplitude P4 bezogene Reakti-
onskraftamplitude Rgynmax fUr die Dd&mpfungskonstante ¢ von 50, 100 und 500 kNs/m?.
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Abbildung 4.89: Reaktionskraftamplitude Rayn,max bezogen auf die Achslastamplitude P4 fur die

Dampfungskonstante ¢ von 50 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.90: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude P4 fur die
Dampfungskonstante ¢ von 100 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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Abbildung 4.91: Reaktionskraftamplitude Rqynmax bezogen auf die Achslastamplitude P fur die
Dampfungskonstante c von 500 kNs/m? und die Federkennlinien gemaB der Wurzelfunktion
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4.7 Fazit

Numerische Zeitschrittintegration lasst die Schwingung eines durch eine harmonische Achs-
last angeregten in Schotter gebetteten Gleises flr beliebige Kraft-Weg-Diagramme des
Schotterbetts berechnen. Vorausgesetzt wird hierbei eine Diskretisierung des kontinuierli-
chen Gleisbalkens, sodass die Ortsvariable aus der Bewegungsgleichung eliminiert wird und
die erhaltenen Bewegungsgleichungen fur einzelne diskrete Knoten somit ein Differential-
gleichungssystem allein mit der Zeitvariablen bilden, das mit einem Programm flr Anfangs-
wertprobleme, wie etwa ode23t, numerisch geldst werden kann.

Die Amplitude der Gleissetzung w(x,t) und der Untergrundreaktion N(x,t) hangt von der Achs-
lastamplitude P4, der Anregungsfrequenz f, der Schotterbettsteifigkeit oder dem Federungs-
kraftbeiwert (k, k, oder kwfur lineare, quadratische und Wurzelfunktionen der Federungskraft
des Schotterbetts) und der Konstanten c fur die angenommene viskose Dampfung ab. Die
dynamische Lastverteilungslange Liyan hat dieselben Abhangigkeiten auBer der Achs-
lastamplitude P4flr das System mit einer linearen Federkennlinie des Schotterbetts. Im Ver-
gleich zur statischen Setzung w(x), Untergrundreaktion N(x) und Lastverteilungslange Liystat
konnen die Amplituden dieser GroBen in einem dynamischen Lastfall bei unterresonanten
Anregungsfrequenzen groBer und bei Uberresonanten Anregungsfrequenzen kleiner sein.

Mithilfe der Trapezregel konnen aus den Untergrundreaktionen N;(t) an den diskreten Punk-
ten zeitvariable Einzelkrafte Fj(t) eines Lastverteilungsmodells abgeleitet werden. Die
Summe dieser Einzelkrafte ergibt die gesamte Reaktionskraft R(t). Die auf die Amplitude der
Reaktionskraft Ryynmax bezogenen Amplituden dieser dynamischen Einzelkrafte Fjaynmax kOn-
nen vor allem in Abhangigkeit der Anregungsfrequenz fgroBer oder kleiner als die auf die sta-
tische Achslast P (entspricht der statischen Reaktionskraft) bezogenen statischen Einzel-
krafte F; sein. Tendenziell erfahren auBenliegende bezogene Einzelkraftamplituden bei einer
dynamischen Belastung jedoch eine VergroBerung und die mittige bezogene Einzelkraft-
amplitude eine Verringerung im Vergleich zum entsprechenden statischen Lastfall.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die Bemessung von Eisenbahnbriucken mit Schotteroberbau gegen dynamische Beanspru-
chungen durch Uberfahrende Zlge ist aus mehreren Griinden mit Unsicherheiten in der Mo-
dellbildung behaftet. Zum einen gibt es verschiedene Modellierungsstrategien, welche die
Bestandteile von Bricken wie auch Ziigen mit unterschiedlicher Detaillierungstiefe abbilden.
Die Brucken konnen entweder vereinfacht als Euler-Bernoulli-Einzelbalken, als Koppelbal-
ken aus den miteinander verbundenen Oberbau- und Tragwerksbalken oder dreidimensional
modelliert werden, wobei die steigende Komplexitat des gewahlten Modells genauere Ergeb-
nisse verspricht, sie setzt jedoch die genaue Kenntnis von zahlreichen Eingangsparametern
voraus. Zum anderen sind die Eingangsparameter oft nicht bekannt und mussen (soweit ver-
fugbar) anhand von diversen Literaturquellen abgeschatzt werden, die zum Teil sehr stark
streuende Angaben beinhalten [10]. In der Ingenieurpraxis wird daher haufig der einfachere
Zugang durch den Euler-Bernoulli-Balken bevorzugt, fur welchen allerdings groBe Abwei-
chungen zwischen der Berechnung und der Messung hinsichtlich Brickenschwingungen be-
obachtet werden [13]. Neben den unsicheren Eingangsdaten liegt der Grund teils in der feh-
lenden Abbildung der Lastverteilung durch den Schotteroberbau, denn bei einem Einzelbal-
kenmodell werden Radséatze als bewegliche Einzellasten angesetzt, die unmittelbar auf das
Bruckentragwerk einwirken. Sollten der Gleisrost und die Tragkonstruktion in zwei Balken ge-
trennt und mit Feder-Dampfer-Elementen gekoppelt werden, um den Schotteroberbau ab-
zubilden, so entsteht ein als Koppelbalken bezeichnetes System, wobei Achslasten in die-
sem Fall Uber mehrere Federn verteilt an den Tragwerksbalken ubertragen werden. Berech-
nungen von Spengler [14] und Bruckmoser [9] beweisen, dass diese Lastverteilung eine
schwingungsmindernde Wirkung hat, weshalb deren Erfassung als eine der Voraussetzun-
gen fur eine zutreffende Berechnung von Briuckenschwingungen anzusehen ist. AuBerdem
konnen die Abweichungen zwischen dynamischer Berechnung und Messung auch bei kom-
plexeren Brickenmodellen durch die Annahme einer falschen Federkennlinie (Steifigkeits-
modells) fur die Gleis-Tragwerk-Kopplung bedingt sein: Anstatt der uberwiegend in Berech-
nungen angesetzten linearen Federkennlinien ergibt sich aus einer Versuchsreihe von Stoll-
witzer et al. [15] eine degressive Federkennlinie fur das Schotterbett. Die Untersuchung der
Lastverteilung fur unterschiedliches Oberbau-Steifigkeitsverhalten und verschiedene Sys-
temparameter wie auch die Aufstellung eines Lastverteilungsansatzes fur einfache Euler-
Bernoulli-Einzelbalkenmodelle bilden infolgedessen die Ziele der vorliegenden Diplomar-
beit.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden die Verformung des Gleises und der vom Gleis auf
den Untergrund (Tragwerk) ausgelibte Druck sowie die Verteilung dieses Drucks infolge einer
statischen und dynamischen Achslast untersucht. Das zu diesem Zweck in Kapitel 2 darge-
legte mechanische System eines elastisch in Schotter gebetteten Gleisbalkens erfahrt bei
einer statischen Belastung und einer linearen Federkennlinie der Schotterbettung Setzungen
sowie Untergrundreaktionen, die proportional zur Achslast sind. Die Lastverteilungslange
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oder die Lange des gedruckten Bettungsabschnitts verhalt sich hingegen lastunabhangig.
Alle drei GroBen werden zudem stark von der Bettungssteifigkeit beeinflusst: Die Setzung und
die Lastverteilungslange sinken mit zunehmender Steifigkeit, die Untergrundreaktion an der
Lastangriffsstelle steigt an. Durch die abschnittsweise Integration der Untergrundreaktion
konnen die in einem konstanten gegenseitigen Abstand angeordneten Einzelkrafte eines ein-
fachen Lastmodells erhalten werden, welche die Lastverteilung des Schotteroberbaues bei
der Verwendung in einem Euler-Bernoulli-Einzelbalkenmodell einwirkungsseitig abbilden,
sodass der gunstige lastverteilende Effekt auch ohne die aufwandigere Koppelbalkenmodel-
lierung von Eisenbahnbricken bericksichtigt werden kann.

Kapitel 3 erweitert das fur die linearen Federkennlinien des Schotterbetts erhaltene Lastmo-
dell auf das Schotterbett mit einer wegabhangigen Steifigkeit bzw. einem nichtlinearen Fede-
rungsverhalten, welches progressive quadratische Federkennlinien, degressive Federkenn-
linien nach einer Wurzelfunktion und eine Federkennlinie nach einer versuchsbasierten de-
gressiven Potenzfunktion umfasst (Gegenuberstellung siehe Abbildung 3.1). Die gesuchten
Setzungen und Untergrundreaktionen der nichtlinearen Systeme werden mithilfe des Lo-
sungsprogramms MATLAB-bvp4c numerisch bestimmt und ihre Abhangigkeiten vom Fede-
rungskraftbeiwert, welcher das Steifigkeitsverhalten bei der nichtlinearen Federung nach der
Quadrat- und Wurzelfunktion vorgibt, und von der Achslast analysiert. Wahrend der Einfluss
des Federungskraftbeiwerts bei den nichtlinearen Systemen im Allgemeinen jenem der Stei-
figkeit beim linearen System entspricht (ein groBerer Beiwert reduziert Setzungen und die
Lastverteilung, wobei die Bodendruckspitze unter der Achslast zunimmt), verursacht der
Ubergang zu nichtlinearer Federung eine Achslastabhangigkeit der Lastverteilung, die beim
linearen System nicht vorhanden war. Bei den progressiven quadratischen Federkennlinien
wirkt die erhdhte Last ,,versteifend®, sodass die Lastverteilung enger wird. Bei den degressi-
ven Federkennlinien nach der Wurzelfunktion und, in einem geringen MaBe, bei der Feder-
kennlinie nach der versuchsbasierten degressiven Potenzfunktion kann jedoch die umge-
kehrte Wirkung beobachtet werden, dass die gestiegene Last eine breitere Lastverteilung zur
Folge hat. Das fur die Federkennlinie nach der Potenzfunktion ermittelte in guter Naherung
lastunabhéngige Lastmodell zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit der von Spengler vorgeschlage-
nen Lastverteilung, vgl. Abbildung 1.5 und Abbildung 3.32.

Inwiefern die Lastverteilungsmodelle fur die statische Achslast gemaB Kapitel 2 und Kapitel 3
auch im Falle einer dynamischen Belastung zutreffen, wird in Kapitel 4 thematisiert, indem
nun eine harmonische Achslast-Anregung mit unterschiedlichen Frequenzen angesetzt wird.
Der kontinuierliche Gleisbalken wird ortlich diskretisiert, um die Zeitverlaufe der Setzungen
und der Untergrundreaktionen mithilfe der numerischen Losungsprogramme MATLAB-
ode23tund MATLAB-ode23 fur Systeme mit linearen sowie nichtlinearen Federkennlinien er-
halten zu konnen. Als Verhaltnis der Amplituden der Setzung und der Untergrundreaktion an
der Lastangriffsstelle zur entsprechenden statischen Setzung bzw. Untergrundreaktion wird

der dynamische VergroBerungsfaktor fur unterschiedliche Anregungsfrequenzen, Achs-
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lastamplituden, Schotterbett-Federungskraftbeiwerte und Schotterbett-Dampfungs-
konstanten ausgewertet. Es zeigt sich, dass — in Abhangigkeit der angesetzten Systempara-
meter —die betrachteten Amplituden inklusive der Lastverteilung sowohl groBer als auch klei-
ner als die zugehdorigen statischen Werte sein konnen. Generell kann bei einer ,,schwachen®
oder ,,maBigen“ Dampfung sowie bei einer Anregungsfrequenz unterhalb der Resonanzfre-
quenz des Systems der dynamische VergroBerungsfaktor groBer als 1 erwartet werden. So-
wohl das System mit einer linearen Federkennlinie als auch jenes mit der Federkennlinie
nach der versuchsbasierten Potenzfunktion weisen weiterhin eine vollstdndig bzw. anna-
hernd lastamplitudenunabh&ngige Lastverteilung auf, die dennoch frequenzabhangig ist. Auf
Basis der erhaltenen dynamischen Untergrundreaktionen ergibt sich ein Lastmodell fur dy-
namische Systeme aus den im konstanten gegenseitigen Abstand angeordneten Einzelkraf-
ten, bei welchen ihre jeweiligen Amplituden vereinfachend als konstante Krafte anzusetzen
sind. Um eine Uberschatzung der Tragwerksbelastung zu vermeiden, kann ein Begrenzungs-
kriterium angewendet werden, das die Lastmodell-Einzelkrafte hinsichtlich ihrer Anzahl und
GroBe so beschrankt, dass sie der Amplitude der Uber die gesamte Gleisbalkenlange inte-
grierten Untergrundreaktion entsprechen. Das Vergleich der dynamischen und der stati-
schen (gemaB Kapitel 2 und Kapitel 3) Lastmodelle enthullt, dass eine dynamische Belastung
groBer oder kleiner als die entsprechende statische Belastung bei der gleichen Achs-
lastamplitude sein kann. Bei einer ,,schwachen® oder ,maBigen“ Dampfung und bei den Fre-
quenzen unterhalb der Resonanzfrequenz ist dennoch stets von einer LastvergroBerung so-
wie einer VergroBerung der Lastverteilung auszugehen. Die Achslastamplitude hat bei den
linearen Federkennlinien sowie (annahernd) bei der Federkennlinie nach der versuchsbasier-
ten Potenzfunktion keinen Einfluss auf die Lastverteilung sowie die dynamische Lastvergro-

Berung.

Somit wird in dieser Diplomarbeit die Frage beantwortet, wie eine Achslast bei unterschied-
lichem Schotterbettsteifigkeitsverhalten in einem statischen und in einem dynamischen
Lastfall durch den Schotteroberbau verteilt wird. Die abschlieBend vorgeschlagenen Last-
modelle bilden die ermittelte Lastverteilung einwirkungsseitig ab, sodass diese auch bei den
vereinfacht als Euler-Bernoulli-Einzelbalken modellierten Eisenbahnbricken berlcksichtigt
werden kann. Eine winschenswerte Ergdnzung ware dennoch eine experimentelle Bestati-

gung der erhaltenen Resultate.
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