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Zusammenfassung

Diese Arbeit gibt einen Uberblick iiber quadratische Hedgingansétze und de-
ren Bezug auf optimale Strategien. Hierbei werden verschiedene Risikomini-
mierungsmethoden betrachtet und die unterschiedlichen Werkzeuge und Er-
gebnisse analysiert. Eine dieser Methoden ist das Mean Variance Hedging,
welches als Grundlage fiir die marktkonsistente Bewertung dient. Diese Be-
wertung wird mit Hilfe des risikoneutralen Mafles durchgefiihrt und unter-
sucht, wie sich die Ergebnisse im Vergleich zur Real-World Wahrscheinlichkeit

andern.

Abstract

The aim of this thesis is to give an overview of hedging approaches with
a quadratic criterion and their relation to optimal strategies. Various risk-
minimizing methods will be considered and the different tools and results
will be analyzed. One of these methods is Mean Variance Hedging, which
will serve as basis for the market consistent valuation. This evaluation is
built on the risk-neutral measure and it further analyzes varying results in

comparison to the real-world measure.
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Kapitel 1

Einleitung

Durch die immer stéirker werdenden regulatorischen Anforderungen hat sich
die marktkonsistente Bewertung von Versicherungsverpflichtungen zu einem
fundamentalen Bestandteil der Versicherungsbranche entwickelt. Regulatori-
sche Bewertungstechniken unterscheiden grob gesprochen zwischen Verbind-
lichkeiten, welche in liquiden und transparenten Mérkten replizierbar sind
und jenen, wo dies nicht mdoglich ist.

Bei replizierbaren Verbindlichkeiten entspricht der Marktwert den Anfangs-
kosten des zu replizierenden Portfolios. Bei nicht replizierbaren Verbindlich-
keiten wird der Marktwert als Summe der erwarteten Barwerte der Verbind-
lichkeiten plus einer sogenannten Marktwert- bzw. Risikomarge angenom-
men. Bei der Berechnung dieser Marge muss nach Art. 77 Abs. 3 der Solvency
IT Rahmenrichtlinie jedoch darauf geachtet werden, dass sie jene Kapitalkos-
ten widerspiegelt, die dem Versicherungsunternehmen anfallen um Versiche-
rungsverpflichtungen zu iibernehmen bzw. zu erfiillen. Es wurde somit eine
Verbindung zwischen der Kapitalsteuerung und der Bewertung regulatori-

scher Zwecke hergestellt.

Aus folgenden Griinden ist es jedoch schwierig dieses regulatorische Prinzip
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anzuwenden:

e Die verwendete Kapitalkostenrate ist ein willkiirlich, exogen festgesetz-

ter konstanter Wert.

e Verbindlichkeiten koénnen nicht so leicht als perfekt replizierbar bzw.
komplett nicht replizierbar eingestuft werden. Normalerweise ist es der
Fall, dass eine Verbindlichkeit nur zum Teil gehedgt werden kann und es
ist auch nicht ganz klar, wie der regulatorische Ansatz damit umgehen
soll. Es sei an dieser Stelle auf Mohr [22] verwiesen, der ein eindeutiges
und konsistentes System zur Bewertung von Versicherungsverbindlich-
keiten vorgeschlagen hat. Er versuchte Kapitalkostenprinzipien mit Re-
plizierungsargumenten zusammenzufithren und erhielt dabei Solvency

IT Bewertungsformeln als Spezialfall.

e Da viele Versicherungsverbindlichkeiten {iber eine lange Laufzeit ver-
fiigen, herrscht leider Unklarheit dariiber, wie eine mehrperiodische Er-

weiterung der Kapitalkostenbewertungsprinzipien aussehen soll.

Salzmann und Wiithrich [30] sowie Wiithrich und Merz [38] untersuchten al-
ternative mehrperiodische Versionen der Kapitalkostenbewertung und zeig-
ten, dass konzeptionell konsistente Ansédtze rechentechnisch sehr aufwendig
sind.!

Als Motivation dieser Arbeit dient Tsanakas, Wiithrich und Cerny [37], die
die marktkonsistente Bewertung von Versicherungsverindlichkeiten unter der
Real-World Wahrscheinlichkeit durchgefiihrt haben. Unser Ziel ist nun, mit-
tels Mean Variance Hedging diese Verbindlichkeiten unter dem risikoneutra-

len Wahrscheinlichkeitsmafd marktkonsistent zu bewerten. Wir werden dabei

vgl. Tsanakas, Wiithrich und Cerny [37]
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die Entwicklung der quadratischen Hedgingansétze bis hin zum Mean Varian-
ce Hedging erldutern. Das nachfolgende Kapitel dient der Bestimmung unse-
res Rahmenwerkes. Es wird darin der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeits-
raum mit den Komponenten definiert, welche uns durch die Arbeit begleiten
werden. Kapitel 3 widmet sich dem Konzept der Risikominimerung, welches
von Follmer und Sondermann [14] eingefiihrt wurde. Darin werden Strategi-
en zum Hedgen eines Contingent Claims anhand eines Risikomafles im Bezug
auf einen bedingten mittleren Fehlerquadratprozess verglichen. Schweizer [32]
erweiterte diesen Ansatz und fithrte die Risikominimierung in lokalem Sinne
ein, welche in Kapitel 4 behandelt wird. Wir werden dort sehen, dass das
minimale MartingalmaB, erstmals definiert von Follmer und Schweizer [13],
eine entscheidende Rolle spielen wird. Kapitel 5 behandelt das Mean Va-
riance Hedging, wo versucht wird, selbstfinanzierende Strategien zu finden,
die das verbleibende Risiko zwischen dem Contingent Claim und dem End-
wert des Portfolios beziehungsweise der Versicherung minimieren. Der letzte
Abschnitt, Kapitel 6, widmet sich dann der Anwendung des theoretischen
Hintergrunds, welcher in den vorangegangenen Kapiteln behandelt wurde.
Es wird darin die marktkonsistente Bewertung versicherungstechnischer Ver-
pflichtungen unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit untersucht und mit

jener unter der Real-World Wahrscheinlichkeit verglichen.



Kapitel 2

Begriffsbestimmungen und
Definitionen

Dieser Abschnitt dient dazu, einige wichtige Definitionen und Begriffe zu
préasentieren, welche im Laufe dieser Arbeit Anwendung finden.

Um einen Finanzmarkt zu beschreiben, betrachten wir einen filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,F, IP), einen Zeithorizont T' € (0, co) sowie eine Fil-
tration F = (F) <<, wobei F; die zum Zeitpunkt ¢ verfiighare Information
enthélt. Wir nehmen an, dass diese Filtration F die iiblichen Bedingungen
der rechtsseitigen Stetigkeit,

Fo=()F =0
s>t

sowie der Vollstandigkeit erfiillt. Vollstandigkeit der Filtration F bedeutet,
dass Fy nur P-Nullmengen enthélt. Der Aktienkurs wird durch einen stochas-
tischen Prozess X = (X;),,p beschrieben, dessen Pfade cadlag! sind. Wir

nehmen X € S? als ein Semimartingal mit der Zerlegung?

X=Xo+M+A (2.1)

Ld.h. seine Pfade sind rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwerten X;_
Zygl. Karatzas und Shreve [18]



KAPITEL 2. BEGRIFFSBESTIMMUNGEN UND DEFINITIONEN

an, wobei M = (M), ein quadratisch integrierbares lokales Martingal
mit My = 0 und A = (A;)g<,cp ein vorhersehbarer Prozess mit endlicher
Variation |A| und Ay = 0 ist. Mit (X) = (M) bezeichnen wir die vorher-
sehbare quadratische Variation, auch Spitzklammerprozess genannt, von X
beziehungsweise M. Dies ist jener Prozess, der von X? abgezogen werden
muss, damit X? — (X) ein Martingal ist. Die quadratische Variation von X

bezeichnen wir mit [X].
Bemerkung 2.1.

(i) Speziell gilt, dass

M ein quadratisch integrierbares Martingal unter P ist. (X1)

(ii) Die vorhersehbare quadratische Kovariation zweier quadratisch inte-

grierbaren Martingale X und Y ist gegeben durch

(XY)= TN HYX V) — (X —YX V). (22)

(iii) Fir die quadratische Kovariation zweier Semimartingale X und Y gilt

¢ t
XY) =Y - Xo¥ [(oav - [k @3y
0 0
(iv) Die Beziehung zwischen (ii) und (iii) lésst sich nun folgendermafen
formulieren:
Seien X und Y zwei Semimartingale, dann gilt?
(X, Y] = (XY, + Y AX,AY,, (2.4)
0<s<t
wobei X¢ (Y¢) den stetigen Anteil von X (V) und AX, = X, — X,_
(AY; = Y; — Y;_) den Sprung von X (Y') zur Zeit s bezeichnet.
3vgl. Elliot [11]
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Sei Px das endliche Mafl P x (X)) auf (Q x [0,7], P), mit P als o-Algebra

vorhersehbarer Mengen, welches durch

T

Py[A] =E / 14w, )A{X), (@)

0
gegeben ist. L2(Px) symbolisiert die Klasse der vorhersehbaren Prozesse,
welche, als P-messbare Funktionen auf € x [0, T betrachtet, beziiglich Py
quadratisch integrierbar sind. Zwei solche Prozesse werden als gleich angese-

hen, falls sie Px-fast sicher {ibereinstimmen.

Mit Hilfe der bisherigen Begriffe konnen wir uns nun dem Hedging widmen.
Das Ziel dabei ist es, eine zulédssige Strategie in Form eines dynamischen
Portfolios von Bond und Aktien zu finden, um sich gegen einen Contingent

Claim der Hohe H zum Endzeitpunkt 7" abzusichern.

Definition 2.2.4

Wir nennen ¢ = (¥, n) eine Strategie, falls
(i) ¥ ist ein vorhersehbarer (pravisibler) Prozess,
(ii) n ist adaptiert und

(iii) der Wertprozess V; = 9, X; + n,Y; hat rechtsstetige Pfade und ist fiir
0 <t < T quadratisch integrierbar, das heifit V; € £2(P) fiir 0 <t < T.

In dieser Strategie beschreibt ¥; die Anzahl der zur Zeit t gehaltenen Akti-
en und 7; den Betrag, der zur Zeit ¢ in den zur Diskontierung verwendeten
risikolosen Bond Y investiert wird. Die Vorhersehbarkeitsbedingung (i) an v
bedeutet, dass wir die Anzahl der Aktien festlegen miissen, bevor die néchste

infinitesimale Aktienpreisbewegung bekannt ist. In weiterer Folge setzen wir

4vgl. Follmer und Sondermann [14], S. 207



KAPITEL 2. BEGRIFFSBESTIMMUNGEN UND DEFINITIONEN

den Bond Y = 1.°> Mathematisch gesehen ist der oben angesprochene Con-

tingent Claim eine Zufallsvariable
He L*(Q,Fr,P). (2.5)

Bemerkung 2.3.
Ein Contingent Claim modelliert also die Zahlung eines Finanzinstruments

zur Zeit T'. Das einfachste Beispiel dafiir ist eine européische Call-Option,
H=(X;—K)",

mit fixem Strike-Preis K € R.

Wir werden uns in weiterer Folge auf Strategien konzentrieren, die folgende

Eigenschaft erfiillen:

Definition 2.4.
Eine Strategie nennt man admissibel bzw. zuldssig (in Bezug auf H), falls

ihr Wertprozess den Endwert H annimmt, das heifit falls gilt:
Vr=H, P-fs.. (2.6)

Durch die Bedingung (i) aus Definition 2.2 kann man den kumulierten Ge-
winn GG, den man aus der Aktienpreishewegung bis zur Zeit t erhélt, durch

t
Gi(9) = / 0.dX,,  0<i<T (2.7)

0

berechnen. G(¢) wird hier als das stochastische Integral von ) beziiglich
X bezeichnet, kurz G4(9) = (J @ X), fiir alle 0 < ¢ < T'. Die kumulierten

Kosten C' der Strategie bis zur Zeit ¢ lassen sich demnach nun folgendermaflen

®Diese Normalisierung bedeutet, dass wir mit diskontierten Preisen arbeiten um unnétig
komplizierte Notationen vermeiden. Es dndert jedoch nichts an den Resultaten.
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bestimmen:

Ct:‘/t—Gt(ﬁ)

¢
=V, - /195dX5, 0<t<T. (2.8)
0
Damit dieser Ausdruck wohldefiniert und ebenfalls aus dem Raum S? der
Semimartingale ist, benotigen wir die Integrabilitdtsbedingung
T 2

T
B | [ e+ | [wdajal) | <. (2.9
0

0

was bedeutet, dass
T
Y € L*(Px) und /|195| d|A|, € L2(P).
0

Da X im Raum &2 liegt, ist (2.9) fiquivalent zur Integrabilitdtsbedingung:
E [XZ + (X)r + |A]7] < 0. (2.10)

Fiir eine ausfiihrlichere Motivation sei an dieser Stelle auf Féllmer und Son-
dermann [14], Follmer und Schweizer [13] sowie Harrison und Pliska [17]
verwiesen.

Das Grundgeriist fiir unsere Strategien wurde nun festgelegt, wir lassen al-
so nur jene Strategien zu, deren Wertprozess (V;),<,<, und Kostenprozess
(Ct)ogth quadratisch integrierbar sind und rechtsstetige Pfade besitzen, so-
wie Vr = H erfiillen.

Im Folgenden werden wir néher auf die verschiedenen Arten des oben defi-

nierten Finanzmarktes, sowie auf Eigenschaften der Strategien eingehen.
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2.1 Vollstindige vs. unvollstindige Finanz-
markte

Wir nehmen an, dass in unserem Modell keine Arbitrage, das heifit kein

risikoloser Gewinn méglich ist.

Definition 2.5.6
Wir nennen eine selbstfinanzierende Strategie ¥ eine Arbitragemoglichkeit,

falls ihr Wertprozess V' folgende Bedingungen erfiillt:

(ii) P[Vy > 0] =1 und
(iii) P[Vp > 0] > 0.

Durch diese No-Arbitrage Bedingung existiert nach dem Fundamental Theo-

rem of Asset Pricing” ein dquivalentes Martingalmal P* ~ P auf (Q,TF),

sodass
dP*
L2 (Q,F,P 2.11
e @FP) (2.11)
und
X unter P* ein Martingal ist. (2.12)

dP*/dP nennt man die Radon-Nikodym Ableitung von P* beziiglich P.

Definition 2.6.

Ein Contingent Claim H heifit erreichbar, falls er die Darstellung

T
H= H0+/19§dXS, P-f.s., (2.13)
0

6vgl. Bingham und Kiesel [1], S. 232
"vgl. Delbaen und Schachermayer [6]
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besitzt, wobei Hy konstant ist und 9% die Integrabilititsbedingung (2.9)
erfiillt.

Ein Contingent Claim ist nun also erreichbar, falls er als Summe einer Kon-
stanten und eines stochastischen Integrals beziiglich des Semimartingals X
dargestellt werden kann, wobei der Integrand eine selbstfinanzierende Strate-
gie ist, die den Wert H zum Endzeitpunkt 7" ohne Risiko liefert. Wir sprechen
nun von einem vollstdndigen Markt, falls alle Contingent Claims erreichbar
sind. Fiir den Fall eines vollstdndigen Marktes wurde von Harrison und Kreps

[16] gezeigt, dass ein wie oben definiertes Martingalmaf eindeutig ist.

Definition 2.7.%
Eine Strategie ¢ = (¥, n) heifit selbstfinanzierend, wenn ihr kumulativer Kos-

tenprozess C' iiber die Zeit konstant ist, das heifit wenn
C,=Cy, 0<t<T, (2.14)

wobei Cy = V) jene Kosten bezeichnen, die zum Starten der Strategie erfor-

derlich sind.

Durch (2.14) erhélt man nun mit (2.8) die Darstellung

t
=Vp+ /ﬁSdXS, 0<t<T, (2.15)
0

womit nun die Aquivalenz zu der Zerlegung eines Contingent Claims aus
(2.13) hergestellt wurde. Nach dem Zeitpunkt ¢ = 0 ist diese Strategie selbst-
tragend, denn jede Schwankung von X kann so durch einen Wiederausgleich
von ¥ und 7 neutralisiert werden, dass keine zusétzlichen Kosten oder Ge-

winne entstehen. Diese Theorie unterliegt den Erkenntnissen der Resultate

8vgl. Schweizer [36], S. 1 f

10
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aus der Optionspreistheorie, welche erstmalig von Black und Scholes [2] und

Merton [20] untersucht wurde.

Okonomisch betrachtet folgt aus der Existenz von selbstfinanzierenden Stra-
tegien in vollstdndigen Markten, dass diese risikolos sind. Andererseits tragen
Contingent Claims in unvollstdndigen Mérkten ein sogenanntes intrinsisches
Risiko mit sich, was das Problem heikler macht. In so einem Fall ist das
Martingalmafl P* nicht mehr eindeutig und die Contingent Claims sind im
Allgemeinen nicht mehr erreichbar. Jedes P* kann nun eine andere zuldssige
Strategie hervorrufen. Das Ziel ist nun unter all diesen Maflen das Optimale
zu finden. Es soll dabei jenes Mafl gewahlt werden, welches das intrinsische

Risiko minimiert.

11



Kapitel 3

Der Ansatz von Follmer und
Sondermann

In diesem Kapitel wird die Risikominimierung im Falle des Kostenprozes-
ses als Martingal behandelt. Es stellt somit einen Spezialfall dar, in dem P
bereits als Martingalmafl P = P* angenommen wird und ist an die Arbeit
von Follmer und Sondermann [14] angelehnt. Sie erweiterten darin den Mar-
tingalansatz von Harrison und Kreps [16] zu nicht redundanten Contingent
Claims. Durch die zugrunde liegenden Martingalannahmen héngen die er-
warteten Endkosten nicht von der Wahl der Strategie ab. Wir suchen daher
admissible Strategien, welche das Risiko in sequentiellem Sinne reduzieren.
Es wird gezeigt, dass dieses Problem eine eindeutige Losung besitzt, wobei

das Risiko zum intrinsischen Risiko des Claims reduziert wird.

3.1 Das Konzept der im Mittel selbstfinan-
zierenden Strategien

Durch die Festlegung P = P* vereinfacht sich die Zerlegung (2.1) lediglich zu

X = M. X ist demnach ein quadratisch integrierbares Martingal unter P.

12
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Damit erhalten wir die Bedingungen'
E [X?] < o0 (3.1)
und
X, =E[X7|F], 0<t<T. (3.2)

Wird ¢ festgehalten, hat der Gewinnprozess aus (2.7) Erwartungswert

t

E /19st5 =0

0

und Varianz

t 2 t

E /19SdXS =E /19§d<X)S : (3.3)

0 0

Selbstfinanzierende Handelsstrategien sind die Hauptwerkzeuge in der Analy-
se von Optionsbepreisung in vollstindigen Wertpapiermérkten.? Da wir hier
aber unvollstdndige Markte betrachten, kommen wir nun zu einem etwas
breiteren Konzept von selbstfinanzierenden Strategien, welches erstmals von

Follmer und Sondermann [14] verwendet wurde.

Definition 3.1.

Eine Strategie ¢ = (U,7) heiit im Mittel selbstfinanzierend, falls der zu-
gehorige Kostenprozess C' = (C})o<i<r ein Martingal ist, das heifit falls fiir
0<t<T gilt:

]E[CT—Ct’ft]:O

Bemerkung 3.2.

ygl. Harrison und Kreps [16]
2vgl. Harrison und Kreps [16] sowie Harrison und Pliska [17]

13
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(i) Erfullt ein Kostenprozess die Eigenschaft aus obiger Definition, so nennt

man ihn auch zeitinvariant.

(ii) Jede selbstfinanzierende Strategie ist klarerweise im Mittel selbstfinan-

zierend.

Wie im folgenden Lemma angegeben wird, ist der Wertprozess einer im Mittel
selbstfinanzierenden Strategie wieder ein Martingal. Im Allgemeinen kénnen
wir aber nicht erwarten, dass dieses Martingal, wie in (2.15), als ein stochas-

tisches Integral beziiglich X dargestellt werden kann.

Lemma 3.3.
Eine Strategie ist genau dann im Mittel selbstfinanzierend, wenn ihr Wert-

prozess ein quadratisch integrierbares Martingal ist.

Beweis
Die Eigenschaften einer Strategie aus Definition 2.2 liefern, dass der Prozess

der kumulierten Gewinne,
t
/ﬁSdXS, 0<t<T,
0

ein quadratisch integrierbares Martingal ist.

Geht man nun von einer im Mittel selbstfinanzierenden Strategie aus, so ist
der Kostenprozess C' ein Martingal. Somit folgt aus Darstellung (2.8), dass
der Wertprozess V' ein quadratisch integrierbares Martingal ist.

Ist andererseits V; fiir 0 <t < T ein Martingal, so folgt ebenso aus Darstel-
lung (2.8), dass C; fiir 0 < t < T ein Martingal und somit die Strategie im
Mittel selbstfinanzierend ist.

14
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3.2 Das intrinsische Risiko von Contingent
Claims

Wir betrachten einen Contingent Claim wie aus (2.5) und rufen uns noch
einmal Definition 2.4 der zulédssigen Strategien in Erinnerung.

Fiir jede zuléssige Strategie ¢ = (,7) sind die Endkosten gegeben durch

T
Cr=H-— / 9,dX,. (3.4)
0

Fiir den Erwartungswert gilt E [Cr] = E[H] = H,, da E [}ﬁsd){s] = 0.
Dies folgt aus der Eigenschaft, dass das stochastische Integrai) ein Martingal
ist. Insbesondere hingt E [Cp] = E[H] nicht von einer bestimmten Wahl
der Strategie ab, solange sie zuléssig ist. Wir werden nun analysieren, welche
zuldssigen Strategien in einem geeigneten Sinne ein minimales Risiko haben.
In einem ersten Schritt werden alle zuldssigen Strategien bestimmt, welche

die Varianz
E [(Cr - E[H])’] (3.5)

minimieren. Der zweite Schritt besteht darin, (3.5) mit Hilfe eines sequenzi-
ellen Verfahrens zu ersetzen.

Das Schliisselinstrument zur Bestimmung von Hedgingstrategien in der Mar-
tingaltheorie ist die Kunita-Watanabe Zerlegung® von H:

Angenommen (X;).,p sei ein quadratisch integrierbares Martingal, dann
kann H eindeutig in folgender Form dargestellt werden:

T
H =FE[H] + /ﬂdes + LA, (3.6)
0

3vgl. Karatzas und Shreve [18]

15
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wobei 97 € L£*(Px) und L = (Lf) ein quadratisch integrierbares

0<t<T

Martingal beziiglich P, mit L = 0 P-fs., und orthogonal zu X in jenem
Sinne ist, sodass L - X ein Martingal ergibt.

Satz 3.4.

Eine zulédssige Strategie ¢ = (¢, 7) hat genau dann eine minimale Varianz

E[(Cr — E[H])?] =E [(L?ﬂ : (3.7)
wenn ¥ = 9 ist

Beweis

Nach (3.6) gilt fiir eine zuléssige Strategie ¢ = (U, n)

C’T:H—/ﬁsts

T

= E[H] + /ﬁHdX +LE - /ﬁdX

) dX, + L.

_l’_
o\

Da L zu dem stochastischen Integral der rechten Seite orthogonal ist, erhélt

16
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man

E [(CT_ — E[H])?]

2

=R | | E[H] + / (0 —9,) X + LY — E[H]

_E (/T(ﬁf—ﬁs)dXs +2-E /T(ﬁf—ﬁs)dXs-L? +E | ()]
) (/(ﬁf—ﬁs)dXs +E[(L¥)2]

—E | [ (0 =9,) dx,) | +E|(Lf)’]

LO

Demnach wird das Minimum [E [(Lg ) 2] genau dann angenommen, wenn

9 =1 in L2(Py) ist.
O

Bisher konnte keine Schlussfolgerung hinsichtlich des Prozesses n = (1:)o<t<r
gezogen werden, aufler dass er die Strategie zuldssig machen soll. Das heifit

es soll gelten:
nr =H —drXr. (3.8)

Beispiel 3.5.
Eine naheliegende Idee ist die Verwendung einer im Mittel selbstfinanzie-
renden Strategie im Intervall [0,7") und den Ausgleich am Ende der Zeit zu

erreichen, das heif3t man setzt
t

w= )+ [ 000X~ 0, 0<t<T, (3.9)

0
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um, zusédtzlich mit wenigen Umformungen

t
Ct =V _/,&stXs

0
t
=9 X, +m — /ﬁdes
0

t t
:ﬁfIXt+IE[H]+/19de5—19th—/19de5

0 0

beziehungsweise

T
CT =nNr +19¥XT — /ﬂdes
0

T

OO g9l x4 98 Xy — /ﬂdes

0

" T
ut e [t s o,
0 0
auf den Wert fiir C' zu kommen
_ J E[H] falls 0<t<T
= { E[H] + Lf falls ¢=T. (3.10)

Diese Strategie erfiillt die minimale Varianz in (3.7), da

E((Cr - E[H])] = E |(E[H] + Li - E[H])’]
—E |(L4)’]
Wir mochten nun zeigen, dass eine schirfere Formulierung des Problems aus
(3.5) eine eindeutige zuldssige Strategie p* = (¢*,n*) bestimmt, welche ein

minimales Risiko aufweist aber unterschiedlich zu der Strategie aus Beispiel

3.5 ist.

18
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Betrachten wir eine beliebige Strategie ¢ = (9, 7). Kurz vor dem Zeitpunkt
t < T wurden die Kosten C;_ kumuliert. Die Strategie sagt uns, wie wir
zur Zeit t und dariiber hinaus fortfahren sollen. Insbesondere fixiert sie die
gegenwartigen Kosten C} und bestimmt die verbleibenden Kosten Cr — C;.

Wir messen nun das verbleibende Risiko durch:

Ri(¢) =E [(Cr(p) — Ci(9))*| F] - (3.11)

In Anbetracht von (3.11) mochten wir ¢ mit jeder anderen Strategie ¢ ver-
gleichen, die mit ¢ zu jeder Zeit vor dem Zeitpunkt ¢ iibereinstimmt und den

gleichen Endwert Vi besitzt. Dies fithrt uns zu folgender Definition:

Definition 3.6.%
Sei ¢ = (1),7) eine beliebige Strategie und t € [0, 7). Eine Strategie ¢ = (1, )
heifit zuléssige Fortsetzung von ¢ zur Zeit t, falls gilt

Vs =0, fiir s <,

s =n, flir s <t
und
Vr(¢) =Vr(p)  P-fs.

Die Definition von Follmer und Sondermann [14] einer zulédssigen Fortsetzung
von ¢ ist symmetrischer, denn sie legten fest, dass sowohl 9, = 9, als auch
Ns = ns fiir s < t gelten soll. Im Martingalfall dieses Kapitels spielt dieser
Unterschied keine Rolle, jedoch benoétigt die im néchsten Kapitel folgende
Verallgemeinerung zu der lokalen Risikominimierung die asymmetrische For-

mulierung aus Definition 3.6 (siehe Schweizer [36], S. 7 f).

4vgl. Schweizer [32], S. 9
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Definition 3.7.
Eine Strategie ¢ nennt man risikominimierend, wenn ¢ zu jeder Zeit das

Risiko minimiert, das heiit fiir jedes ¢t € [0,T) gilt
Ri(p) < Ri(p) P-fs. (3.12)

fiir jede zuldssige Fortsetzung ¢ von ¢ zur Zeit t.

Bemerkung 3.8.

(i) Jede selbstfinanzierende Strategie ist klarerweise risikominimierend, da

Ri(p) = 0 gilt.

(ii) Angenommen ¢ = (1, n) ist eine risikominimierende Strategie, die auch
zuldssig ist. Dann ist ¢ im Speziellen eine Losung von Problem (3.5).

(3.12) zur Zeit t = 0 besagt sogar, dass ¢

Ro(p) =E [(CT(90> - CO(‘P))Z‘ fo}
= E [(Cr(¢) — E[Cr()))*] + (E[Cr(#)] — Colp))?

minimiert, denn es gilt

E [(Cr(¢) — E[Cr(9)])*] + (E[Cr(9)] — Co(#))”

=E [C3(p) — 2Cr(9)E [Cr(9)] + E [Cr(9)]*] + E [Cr(p)]?
—2-E[Cr(v)] Col) + C3 ()

= E [C}(p)] —2-E[Cr(9)|E[Cr(9)] + E [Cr(¢)]* + E [Cr(0)]”
—2-E[Cr(9)] Co(p) + C3 ()

=E [CF(¢)] — 2 E[Cr(¢)] Col) + C3 ()

= E [CF(¢)] — 2 E[Cr(¢)Co(p)] + E [C5 ()]

=E [(Cr(p) — Col))?] -
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Und da Cr(p) — Cy(p) unabhingig von Fy ist, folgt daraus, dass ¢ die
Varianz von Cp minimiert. Das bedeutet, dass, in Ubereinstimmung

mit Satz 3.4, ¥ = 9H ist. Zusitzlich erhalten wir die Bedingung:

no = Co — 196{ Xo
=E[H] — 9 X,.
Lemma 3.9.
Eine zuléssige risikominimierende Strategie ist im Mittel selbstfinanzierend.

Beweis
Wir betrachten eine beliebige Strategie ¢ = (¢, n) und einen festen Zeitpunkt
s € [0, T]. Definiere ¢ als eine zuléissige Fortsetzung von ¢ zur Zeit s, sodass

fiir t > s gilt:
1§t - 1915

t
ﬁt - Ct(@) + /ﬁuqu — rltht
0

wobei (C(9))o<t<r eine rechtsstetige Version des Martingals

bezeichnet. Da V(@) = Vp(p), gilt fiir die Endkosten:

T

Cr(@) = V(@) — / Jud X, = Vi(g) — / 9sd X, = Cr().

0

Die verbleibenden Kosten von ¢ sind gegeben durch:

OT(@) - CS(QE) = (CT(SO) - CS(SO)) + (CS(‘P) - 05(95))

21



KAPITEL 3. DER ANSATZ VON FOLLMER UND SONDERMANN

Daraus folgt:
E [(Cr(p) = Co(9))’| Fs] =E [((Cr(@) = Co(@)) = (Col) = Cs(9)))*| F]
=E [(Cr() — C(2))*| F]
-2-E [(CT(QB) - CS(QB» (CS<90) - 05(95)” fs]

+E[(Cs(p) — Cs(9))?| F]

Da im Zeitpunkt s die entsprechenden Kosten bereits bekannt sind, erhalten

E [(Cilp) = Co(@))*| Fs] = (Cs(@) = Culp))*
Mit Hilfe von Cr(¢) = Cr(p) und Cy(@) = E [Cr(p)| Fi] folgt:
—2-E[(Cr(¢) — Cs(#)) (Cs(p) — Cs(9))] F]
— —2.E[Cr(p)| Fa Cul) + 2 E[Cr(p)| F] - Cu()
+2-Cy(9)Ci(p) — 2 C3(2)

= —2-Cy(9)Cs(p) +2- C2(@) +2- Cs(@)Ci(p) — 2- C2()
=0.

Als Ergebnis erhalten wir nun
E [(Cr(p) = Cs(e)’| F] = E[(Cr(9) = Cu(@))’| Fs] + (Cs(9) = Ci(9)”

und somit:

Dabher ist ¢ nur dann risikominimierend, wenn Cy(¢) = Cs(@) P-f.s. fiir jedes

s < T ist, das heifit, wenn ¢ im Mittel selbstfinanzierend ist.
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O

Als Resultat aus Lemma (3.3) und Lemma (3.9) erhalten wir, dass der Wert-

prozess einer risikominimierenden Strategie ein Martingal sein muss.

Wir wollen nun aus der Zerlegung (3.6) des Claims H eine entsprechende
Darstellung fiir V;(¢*) = E[H| F;] = V* finden:
T
vV =E |E[H] +/ﬁdes+L¥ Fi

0
T

_E[E[H]| 5] +E /19de5 F| +E[22] 7
0
Setzt man E [E [H]| F;] = E[H] = V{ erhélt man folgende Darstellung fiir
V=
t
Vr =V + /ﬁdes + LH, (3.13)
0
wobei L = E[L¥| %] ein quadratisch integrierbares Martingal mit Er-
wartungswert Null und orthogonal zu X ist. V* wird als der intrinsische

Wertprozess bezeichnet.
Definition 3.10.

Wir nennen den Prozess R? = (Rf! )0 << definiert durch

Rf:E[(Lgf—Lf)Q)ft], (3.14)
den intrinsischen Risikoprozess des Claims H.

Der Erwartungswert [E£ [Réq }, das intrinsische Risiko des Claims, stimmt mit

der minimalen Varianz aus (3.7) iiberein.

Aus dem intrinsischen Wertprozess (3.13) lédsst sich nun einfach die fur unsere
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Strategie benotigte Anzahl der Aktien ermitteln:

AV = 9 dX, +dL,
d(V*, XY = 07 d(X, X), + d(L, X),.

Da L orthogonal zu X und somit d(L, X), = 0 ist, folgt nun fiir ¥:

e (3.15)

Da V* ein adaptierter Prozess und eindeutig durch H bestimmt ist, ist v*
eindeutig durch H bestimmt. (3.15) nennt man die Kunita-Watanabe Pro-

jektion.

Satz 3.11.
Es existiert eine eindeutige zuldssige Strategie ¢*, welche risikominimierend

ist, und zwar:
o=,V —=9X). (3.16)
Fiir diese Strategie ist das restliche Risiko zu jeder Zeit ¢ < T gegeben durch
Ri(¢*) = R P-Afs. (3.17)
Beweis

(i) Da der Wertprozess obiger Strategie (3.16) durch das Martingal V,* =
E[H| F] gegeben ist, ist ¢* zuldssig. Demnach gilt, dass Vr(¢*) = H

P-f.s. Sei p eine beliebige zuléssige Fortsetzung von ¢* zur Zeit t. Dann
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folgt fiir den Kostenprozess von ¢ auf Grund von (3.13):

T t

CT—Ct:VT—/ﬁSdXS—Vt+/195dXS
0 0
T

:VT_‘/;%_/ﬂsts

t

T T
= E[H] + /19§dXs +LE -V, — /ﬁsdxs
0 t

t T T
:Vt*—/ﬂ;dXs—Lf’+/19§dXS+L¥—Vt—/195dXS
0 0 t

T T

:/ﬂngs—/ﬁsts+L¥—Lf+V;*—V;
t t
T

=/<ﬁ:—m>dxs+(L%#—Lf>+<v;—v:>.

t
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Demnach gilt

E[(Cr— G| 7]
~E /w:ﬁs>dxs+(L¥Lf>+<v:vt>) 7

T

2
e [ 193>dxs) 7

t

t

+2.E (/(ﬁ;ﬁs)dXs) (Vi =V)| F

t

+2-E (/(192—195)61)(5) (Lr — L") | 7

+E [ (L - 1)’

7
+2-E[(Lf = L") (V7 = V)| F] + E[(V7 = V)*| ] -

Da X zu L orthogonal und das stochastisches Integral beziiglich X
ein Martingal ist, folgt

E [(/(ﬁ;ﬁs)dXs> (L —LH|F| =0
E{(/w:mdxs) v - W)\ 7

=0.
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Auf Grund der Martingaleigenschaft von L7 gilt:

E[(Lf - L{) (V¢ = V)| R] =E[(Lf - LT)| F] (V) = V3)

= 0.
Als Resultat erhilt man nun:

Ry ()
=E[(Cr - C)*| 7]

-7 -

—E /(19;—193>2d<X>s Fi| +E|(Lf - L)’

F + - vy

t

_E / (0% — 9,2 A0 |+ RE 4 (v — V)2

t

und insbesondere (3.17), R;(¢*) = R, womit gezeigt wurde, dass ¢*

risikominimierend ist.

(ii) Um zu zeigen, dass diese optimale Strategie eindeutig ist, sei ¢ = (15, n)
eine beliebige andere zuléssige risikominimierende Strategie. Daraus
folgt nach obiger Gleichung, dass ¥, = Uy P-fs. firalle 0 < ¢ < T
(vgl. auch Bemerkung 3.8). Nach Lemma (3.9) ist ¢ somit im Mittel
selbstfinanzierend und ihr Wertprozess V demnach ein Martingal. Da
¢ zulassig ist, gilt Vi = Vi = H P-f.s. Daraus folgt, dass Vir = V, P-fs.
gelten muss. Daher gilt n; = 7, P-f.s. fiir alle 0 < ¢ < T und somit ist

eine risikominimierende Strategie eindeutig durch (3.16) bestimmt.
([

Die Charakterisierung fiir erreichbare Contingent Claims in vollstédndigen

Mérkten erhélt man als Spezialfall aus obigem Satz (vgl. Harrison und Kreps
[16]):
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Korollar 3.12.

Folgende Aussagen sind édquivalent:
(i) Die zuléssige risikominimierende Strategie ¢* ist selbstfinanzierend.
(ii) Das intrinsische Risiko des Contingent Claims H ist null.

(iii) Der Contingent Claim ist erreichbar, das heifit
T
H=E][L}] + / PdX,, Pfs. (3.18)
0

Beweis

* ist genau dann selbstfinanzierend, wenn das restliche Risiko zu jedem

¥
Zeitpunkt durch R;(¢*) = 0 gegeben ist. Wegen (3.17) ist dies dquivalent zu
Ry =0 fiir 0 < ¢ < T und das bedeutet, dass das intrinsische Risiko null
ist. Auf Grund der Orthogonalitit ist Ry = 0 dquivalent zu L¥ = 0, fiir
0 <t < T. Fiir die Darstellung (3.13) bedeutet das, dass sie nun dquivalent

zu (3.18) ist.
a

Wie vorhin erwéhnt, wurde nun gezeigt, dass eine optimale Strategie mit

Hilfe der Kunita-Watanabe Zerlegung zu finden ist.

Im néchsten Abschnitt wird ein weiteres wichtiges Resultat im Bezug auf
die optimale Strategie bewiesen. Fiihrt man nadmlich einen absolut stetigen

Mafiwechsel durch, so dndert sich die optimale Strategie ¢*.

3.3 Der Mafiwechsel

Wir werden nun beobachten, wie die risikominimierende Strategie durch

einen absolut stetigen Martingalmafwechsel beeinflusst wird. Dazu sei P* ein
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beliebiges Martingalmafl, welches absolut stetig beziiglich P ist. Demnach ist
der Prozess X wieder ein quadratisch integrierbares Martingal unter P*. Sei
auBerdem der Contingent Claim H € L*(P) erneut quadratisch integrier-
bar unter P*. Dann folgt aus Darstellung (3.13) und Satz 3.11, angewandt
auf P* anstatt auf P, dass die risikominimierende Strategie unter P* durch

o= (0,V —9X) mit

Vt:E[H’ft]
t
=%+/79st5+£¥

0

(3.19)

gegeben ist.

Nun wird beschrieben, in welchem Zusammenhang ) und ¥* stehen. Um die

Erlduterung nicht zu kompliziert werden zu lassen, nehmen wir an, dass
9* € L*(Py) (3.20)

ist.
Waéhrend X wieder ein Martingal unter P* ist, kann die Martingaleigenschaft
von (L¥)g<i<7 in (3.13) verloren gehen. Im Allgemeinen haben wir die Doob-

Meyer Zerlegung
L =M+ A, (3.21)

wobei M = (M;)o<t<r ein Martingal unter P* und A = (A;)o<t<7 €in vor-
hersehbarer Prozess mit Ay = 0 und rechtsstetigen Pfaden mit beschréankter
Variation® ist. Wir fithren nun vorhersehbare Prozesse ¥ und 94 ein, die

durch

t
(M, X); = / IMAX),, 0<t<T.

0

Svgl. Métivier [21]
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und .
(M* X)), = /ﬁfd(X}s, 0<t<T,
0
definiert sind. M* bezeichnet hier eine rechtsstetige Version des Martingals
M} =Ep: [Ar| F], 0<t<T.

Satz 3.13.

Die risikominimierende Strategie unter P* ist gegeben durch ¢ = (9, V —9X)

mit
¥ =9 + oM 4 94 (3.22)
und
Vi=VF+MA—A, 0<t<T. (3.23)
Beweis

Betrachte die Darstellung (3.6) des Contingent Claims H, das heifit
T
H =E[H] + /ﬁ:dXs + LA, (3.24)
0

P-f.s., folglich auch P*-f.s. Da
L = My + Ap, P*fs.,

gilt, folgt mit (3.20) und (3.24) sowie den Tatsachen, dass die stochastischen
Integrale beziiglich X und M Martingale sind,

T
Ep+[H] = Ep. |E[H] + / 9EdX, + LY

0
T

- E[H] -+ E]}D* \/’19:(1)(3 —I— ]E]p* [MT] + E]]:D* [AT]

= E[H] 4 Ep- [A7]
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und daher
T
H = Ep:[H] + /ﬁ;dXs + My + Ar — Eps [A7].
0

Setzt man nun
t

ﬁf:Mt+MtA_/(19§4+19f)dXs—EP*[AtL 0<t<T
0

erhélt man als Darstellung fiir den Claim H
T

H = Ep.[H] + / (9 +0M 4 92) dX, + L, P-fs. (3.25)
0
Nach Definition von 9™ und 94 folgt:

(L7, X)), = (M, X); + (M4, X / (M + 92) d(X),
0

Das bedeutet, dass L¥ orthogonal zu X ist. Dadurch folgt die Gleichheit
(3.22) aus (3.25) und L7 stimmt mit dem orthogonalen Martingal L aus
(3.19) iiberein. AuBerdem erhélt man aus (3.25), dass

Vi M — A, =E[H|F]+ M - A
T
—E (B [H)| B+ E | [ 02X, R| +E[Mr| 7
0
E[Ar| F] — E[Ee [A7]| F] + M{* — A,
t
= Ep: [H] + / 9EdX, — Eps [Ar] + M, + M}

0
t

=E[H]+/(19;+z9g4+z9g‘)dXs+Nt, 0<t<T,

0
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eine rechtsstetige Version des Martingals
V,=Ep [H|F], 0<t<T,

ist. Dies legt n =V — 9.X fest.

O
Korollar 3.14.
Sind M und M# beide orthogonal zu X, gilt ¥ = 9*.
Beweis
Auf Grund der Orthogonalitét erhalten wir
(M, X) = (M* X)=0.
Demnach ist 97 = 94 = 0, P%-f.s.
O

Bemerkung 3.15.

(i) Ist X ein Martingal mit stetigen Pfaden, kann (M, X) pfadweise als
quadratische Variation ausgewertet werden und stimmt mit (L7, X) =
0 P-f:s., deshalb auch P*-f.s., iiberein. Demnach folgt ¥M = 0, P%-f.s.

und es gilt

¥ =9 + 94 (3.26)

(ii) Ist P* ein Martingalmafl im strengeren Sinne, sodass die Martingalei-

genschaft von L erhalten bleibt, folgt, dass A = 0 ist, und somit

9 = 9" + M (3.27)
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und
Vi =V~ (3.28)

Hat X stetige Pfade, konnen wir auf Grund von Punkt (i) schlussfol-

gern, dass die risikominimierende Strategie erhalten bleibt.

Wie dieser Abschnitt zeigte, dndert sich die optimale Strategie sobald man
ein anderes dquivalentes Martingalmafl verwendet. Das ist auch der Grund

fiir das nichste Kapitel, wo die Situation im allgemeinen Fall heikler wird.

Es sei an dieser Stelle erwahnt, jedoch nicht weiter ausgefiihrt, dass Schweizer
[36] die von Follmer und Sondermann [14] doch sehr strengen Annahmen
an X etwas gelockert und ihren Ansatz mit Hilfe von lokalen Martingalen

verallgemeinert hat.
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Kapitel 4

Lokale Risikominimierung

In diesem Kapitel beziehen wir uns auf die Arbeit von Schweizer [32], der

darin das Konzept der lokal risikominimierenden Strategien einfiihrte.

Wir betrachten nun die allgemeinere Situation, wo X einem Semimartingal
mit der Zerlegung (2.1) entspricht. Rufen wir uns das verbleibende Risiko aus
(3.11) in Erinnerung, so kann man den darin vorkommenden Kostenprozess,

in Anlehnung an (2.8), folgendermafien darstellen:
t ¢
Cy=V, - /19de3 N /ﬁsdAs, 0<t<T. (4.1)
0 0

Das Problem ist nun aber, dass wir den Einfluss des Terms [ 9¥dA im Prozess
R(ip) nicht kontrollieren konnen. Priziser ausgedriickt bedeutet dies, dass es
keine unmittelbare Analogie zur Kunita-Watanabe Projektion gibt, welche
uns erlaubte, den Claim H in ein stochastisches Integral beziiglich X und ein

orthogonales Kompliment zu zerlegen.

Definition 4.1.

Wir nennen eine Strategie A = (4,¢) eine kleine Storung, falls sie folgende
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Bedingungen erfiillt:

0 ist beschrénkt, (4.2)
T
/ |0s| d |A|, ist beschrénkt und (4.3)
0
5T = &7 = 0. (4.4)

Bemerkung 4.2.

Der Prozess X aus (2.1) kann, da X, konstant ist, angesehen werden, als hitte
er zwei wesentliche Komponenten, ndmlich das unvorhersehbare Martingal M
und den Drift- beziehungsweise Trendterm A. Demnach haben Bedingung
(4.2) und (4.3) von Definition 4.1 zum Ziel, den durch A hervorgerufenen

Ertrag zu kontrollieren. (4.4) gewéhrleistet zwei Folgerungen:

(i) Ist ¢ eine zuldssige Strategie, dann gilt Vy(A) = 0 P-f.s. und demnach

ist A + ¢ ebenso eine zuldssige Strategie.

(ii) Die Einschrinkung von A auf ein beliebiges Teilintervall von [0, 7] ist

wieder eine kleine Storung.

Unsere Idee ist nun eine lokale Variation einer Strategie einzufiithren. Zu die-
sem Zweck betrachten wir Partitionen 7 = (;)o<i<y mit 0 = tg < t1... <
ty = T und definieren deren Netz durch |7] := max. (t; — t;—1). Eine Folge
von Partitionen heifit steigend, falls 7,, C 7,14 fiir alle n gilt. Sie heifit null-
konvergent, falls lim |7,| = 0 erfiillt ist.

n—00

Ist A eine kleine Storung und (s, t] ein Teilintervall von [0,77], so definieren
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wir
Al(sa) = (8¢5, €l1s))
durch

J| (5,t] (w,u) =0y <W>]l(8,t}

Eljs.y (W, ) = ey (W)L y).

Diese Asymmetrie entspricht der Tatsache, dass ¢ vorhersehbar und ¢ ledig-

lich adaptiert ist.

Definition 4.3.
Sei ¢ eine Strategie, A eine kleine Stérung und 7 eine Partition von [0, T7.

Dann nennen wir

Rti(90+A
E [ (M)

i) — B,
(titisn)) 1 () (@) Lt () (4.5)

e, Al(w, t) = Z O R

t, €T

den Risikoquotient.

Definition 4.4.
Die Strategie ¢ heifit lokal risikominimierend, falls fiir jede kleine Stérung A

und jede steigende nullkonvergente Folge (7,) von Partitionen von [0, T gilt:

liminfr™[p, A] > 0 P x-f.ii. (4.6)

n—oo
Bemerkung 4.5.
(i) Der stochastische Prozess aus (4.5) ist auf Q x [0, 7] Px-f.ii. wohldefi-

niert.

(ii) Er kann als Maf§ fiir die totale Verdnderung des Risikos interpretiert
werden, falls ¢ entlang der Partition 7 durch A lokal gestort wird. Der

Nenner in (4.5) beschreibt die passende Zeitskala fiir diese Mafle.
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(iii) Definition 4.3 ist das infinitesimale Analogon zu Definition 3.7.

Wir werden nun zeigen, dass, unter Verwendung zusétzlicher Annahmen, eine

lokal risikominimierende Strategie im Mittel selbstfinanzierend ist.

Lemma 4.6.

Angenommen X erfiillt (X1) und

fiir P-fast alle w hat das durch (M) (w) induzierte Mafl Py das
(X2)
gesamte Intervall [0, T als seinen Tréger.

Dann ist die Strategie ¢ im Mittel selbstfinanzierend, falls sie lokal risikomi-

nimierend ist.

Beweis
Die Beweisfiihrung folgt analog dem Lemma 3.9.
Wir konstruieren uns eine zuléssige, im Mittel selbstfinanzierende Strategie

©, sodass fiir alle 0 <t < T gilt:

7§t = ﬁt und
t
i = B [Cr(o)| Fi + / 9.dX, — 9,X,. (4.7)
0

Demnach ist A = ¢ — ¢ eine kleine Stérung. Sei 7,, die n-te dyadische Partiti-
on von [0, T']. Mit [d, d’| bezeichnen wir ein Teilintervall [¢;, ;4] der Partition
Tn, wobei d' :== (d 4+ T'/2") AT der Nachfolger von d € T, ist.
Auf Grund von A = ¢ — ¢ erhalten wir

Vd (90 + A‘(d,d/]) = ‘/d (@) und

Vr (¢ + Algay) = Vr (),

sowie

CT (QD + A|(d,d’}) — Cd (gO + A|(d,d’]) = CT (@) — Cd (@) und
Rd ((,0 + A|(d,d’]) = Rd (@) .
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Damit ergibt sich nun fiir R;(¢) unter der Verwendung von E [C} (¢)| Fu] =
Ca (6):

Infolgedessen gilt:

Rd (gp + A|(d,d’}) - Rd (90) = Rd (95) - Rd (90)
=Ry (gp) — (Cd (SO) - Cq (927))2 — Ry (<‘0)
— — (Calg) — E[Cr (9)| Fal).

Somit folgt fiir den Risikoquotienten aus (4.5):

(Ca(p) —E[Cr ()| Fa))’
T [SO, A} = — -1 d,d']- (48)
Z E[[M], — (M) F] "
Angenommen fiir eine dyadische rationale Zahl dj existiert eine Menge B mit

P(B) > 0, sodass fiir alle w € B gilt:

Cay (0) # E[Cr (0)] Fao] - (4.9)

Auf Grund der Rechtsstetigkeit von C' () und E[Cr ()| F] folgt, dass
fir jedes w € B die Gleichung (4.9) fiir alle d € [do, dy + a(w)], mit einer
Konstanten a(w), weiterhin gilt. Aber dadurch widerspricht die Gleichung
(4.8) der Definition 4.4. Demnach ist P(B) = 0 fiir jede dyadische rationale
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Zahl dy, wodurch, wiederum auf Grund der Rechtsstetigkeit von C' () und
E[Cr (¢)| F], folgt, dass P(B) =0 fur alle 0 < ¢ < T.

4.1 Die Optimalitatsgleichung

Die néchsten Schritte werden uns helfen, das Schliisselergebnis dieses Kapitels
zu erhalten. Es sagt uns, dass wir eine lokal risikominimierende Strategie
finden konnen, indem wir nur die ¥-Komponente verdndern. Es wird sich
zeigen, dass dies eine sehr wichtige Eigenschaft ist, da wir dadurch, wie im
vorigen Kapitel, Martingaltechniken anwenden koénnen.

Dazu sei wie bisher H ein Contingent Claim und ¢ = (¢, 7) eine beziiglich
H zuldssige und im Mittel selbstfinanzierende Strategie. Demnach ist der
Kostenprozess C(p) ein Martingal und hat den Endwert (3.4). ¢ ist somit
eindeutig durch ¢ bestimmt und wir kénnen C(p) = C(¥) sowie R(p) =
C(0) schreiben. Wir betrachten nun eine kleine Stérung A = (4,¢) und

eine Partition 7 von [0,7]. Fiir ¢; € 7 werden wir nun die zuléssige, aber

nicht notwendigerweise im Mittel selbstfinanzierende, Strategie ¢ + A, 4, 1]
mit der im Mittel selbstfinanzierenden Strategie ¥ 4 d|,+,,,) vergleichen.

Diese Strategien haben dieselbe ¥-Komponente, kénnen sich aber in der n-
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Komponente unterscheiden. (4.4) liefert:

T
CT (QO +A (tz‘,ti-o-l]) = VT (90 +A (ti,t¢+1]) - / (195 + (55 (ti,tH—ﬂ) dXS
0
T tit1
= (’19T + 5T) XT + nr + e — /195dX5 — / 55dX5
0 ti
T tit1
=Vr— /ﬁsts — / 0,dX
0 t;
tit1

—Cr(o) - [ s,

t;
tit1

= Cp (V) — / 5,dX,
t;

=Cr (19 +0 (tiati+1]) :

AuBlerdem gilt:

Cti (30 + A’(ti7ti+1]) = Cti (@) + Et;-

Dies erhélt man durch weitere Umformungen und auf Grund der Tatsache,

dass zum Zeitpunkt ¢; der Prozess o

1= 0 ist:

t;
Ct, (QD + A|(tivti+1]) =Vi (90 + A'(tz‘vtwl]) B / (?95 + 55|(ti¢i+1]) d.X,
0

(tistig1

t;

(tz‘7ti+1]) Xti + N, & — / (193 + 55
0

) dX

(tistiv1

t;
= ﬁtiXti + Uz + €, — /19st5

0
t;

== ‘/t-l + 8t¢ - /ﬁsts
0
= Oti (90) + &y
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Da ¢ im Mittel selbstfinanzierend und C'(¢) demnach ein Martingal ist, be-

kommen wir unter Zuhilfenahme von Crp ((p + A

fiir Cti (79 + 5|(ti7ti+1]):

Cy, (946

(tz‘,tiﬂ]) =K [CT (19 +9

(tivti+1]) =Cr (19 +0

(tirtiva] )

(tutwl]) ‘ ]:t@}
=E [CT (90 + A|(ti,ti+1}) | ‘th}

tit1

[ s.ax.| %,

t;
tit1

/ 0,d X | Fi,

ti

[ tit1

/6Sd (M + A),| F,

ti

[ tit1

/ 5,dM, + / 5,dA,| T,

=E |Cr(p) —
=C, () —E
=C, () —E
=Cy () —E
=C, (p) —E

t;
tit1

7

7

tit1

ti

/ 5,dA,| F,,

ti

Fithrt man nun die eben durchgefiihrten Herleitungen zusammen, folgt

CT (SO + A|(ti,ti+1}) - Cti (SO + A|(ti7ti+l})

=COr (V49

=COr (V49

=Cr (19 +9 (ti7ti+1]) -Gy, (19 +9

(ti,ti+1]) - Cti (90) — &y

(ti’ti-‘rl]) - Cti (19 + 6

(ti,tz’+1}) +E / 0sdA; Fi, — &,

tit1

7

tit1

(ti,ti+1]) - Eti + E / 68dAs Ez
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Als Resultat erhalten wir fiir den Risikoprozess Ry, (¢ + Al 4:.4]):

Ry, (90 + A'(ti7t¢+1]) =
=k [(OT (90 + A|(ti:tz’+1]) - Cti (90 + A|(ti:ti+l]))2‘ 'Ez:|

tit1

= E (CT (’19 + 5|(ti7ti+1]) - Cti (19 + 5|(ti,ti+ﬂ) - (8151 + ]E |:/ 5SdA5

ti

)
|

=E [(OT (19 + 5|(t¢,ti+1}) -, (19 + 5|(ti,t¢+1]))2‘ EZ]

tit1

— 2 . ]E [(CT (?9+ 5|(ti,ti+1]) - Cti (19+ 5’(ti,ti+1])) (é}l +]E [/ 5sdA5

t;
tit1 2
+ (etl +E { / 5,dA, )
tit1

ti
= Rti ('19 + 5’(ti,ti+1}) + (5,51 + E |:/ (SSdAS

t;

‘th‘ 'Fti

S,

2
‘th)v

da wegen der Martingaleigenschaft von C (0 4 6y, 4,,,)) gilt:

tit1

E [(CT (19 + 6|(tz‘7ti+ﬂ) -, (19 + 5|(ti,ti+1])) (5t1 +E [/ 0sdA;

ti

Ft,

tit1

=E [(OT (79 + (5|(tiati+l]) -Gy (19 + 5|(ti7ti+1})) } "rti] (5tz +E |:/ dsd A Fi, )

ti J

= 0.
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Durch Aufsummieren kénnen wir fiir den Risikoquotienten schlussfolgern,
dass

T _ Rti (79 + 0 (tz‘7ti+1]) - th‘ (79)
e Al=3 E [(M)y,, — (M),| F.] Htaten

tieT it+1

tis ? (4.10)
e +E | [ 6.dA|F,
t;
+ : ]l(ti,ti 1]
ti; E [<M>ti+1 - <M>t7, th} ’

gilt, wobei wir entsprechend vorheriger Notationen den ersten Term der rech-

ten Seite aus (4.10)

(tiyti+1]) - Rti (19)
- <M>tz ‘th]

ZRM (0+6

E [(M),

. ]]‘(ti,ti+1] = TT [19, 5]

tier i+1

setzen.

Bemerkung 4.7.
Um unser finales Ergebnis zu erhalten, benétigen wir noch zusétzliche An-

nahmen fiir das Semimartingal X:

A ist stetig. (X3)
A ist absolut stetig beziiglich [M] mit einer Dichte «,

(X4)
die Ej [|oof - log™ |a] < oo erfiillt.
X ist stetig zur Zeit T' P-f.s. (X5)

Bedingung (X5) bedeutet, dass X in T keine Unstetigkeitsstelle besitzt. We-
gen (X3), springt M nicht zur Zeit T' sodass [M] keine Masse in 7' hat.
Annahme (X4) wurde durch Proposition 3.1 aus Schweizer [31] motiviert

und findet in folgendem Lemma Anwendung.

Lemma 4.8.

Angenommen X erfiillt (X1) bis (X5). Sei H ein Contingent Claim und ¢ =
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(9,m) eine beziiglich H zuldssige Strategie. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:
(i) ¢ ist lokal risikominimierend.
(i) ¢ ist im Mittel selbstfinanzierend und

lim inf r™[d, §] > 0 Py-f.ii. (4.11)

n—oo

fiir jeden beschrankten vorhersehbaren Prozess ¢, der (4.3) und (4.4)
erfiillt sowie fiir jede steigende nullkonvergente Folge (7,,) von Partitio-

nen von [0, 7.

Beweis

Auf Grund von Lemma 4.6 kénnen wir ¢ als im Mittel selbstfinanzierend
annehmen. Dadurch folgt durch (4.8) (i) unmittelbar aus (ii).

Fiir die andere Richtung wollen wir zuerst anmerken, dass wir in (4.8) alle &,
gleich Null wahlen kénnen. Mit Hilfe der Ungleichung von Jensen erreichen

wir folgende Abschétzung

2 2

tit1 tit1

E / 5, dA| F | | <E / 5,dA, | | F

t; t;
) 2
<ot | (14, - 141,)’| 7]
Dadurch erhalten wir:

=4

E [<M>ti+1 - <M>t7,

2
tit1

[ 6.dA,

ti

S,

R e

7

2
) E [(|A|ti+1 - |A|ti) ’Ez:|
<165 - Z E [<M>ti+1 — M)y Ftij| .

t, €T

t,€T
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Ist (M); =t und A mit einer beschrinkten Dichte absolut stetig beziiglich
dem Lebesguemaf, dann folgt daraus, dass der letzte Ausdruck gegen Null
Px-fast iiberall konvergiert. Im allgemeinen Fall zeigt sich die erforderliche
Konvergenz aus (X1) - (X5) durch Proposition 3.1 aus Schweizer [31]. Daher
folgt (ii) aus (i) ebenso durch den Ausdruck (4.8).

O

Wir haben nun mit den bisherigen Ergebnissen gesehen, dass der Risikoquo-
tient r7[p, A] in zwei Terme zerlegt werden kann. Ein Term ist nur von o
und § abhéngig. Der andere Term ist nur vom Drift A abhéngig, welcher,
dank des letzten Lemmas, jedoch vernachléssighar ist. Die lokale Risikomi-
nimierung von ¢ ist demnach auf jene von ¥ unter einer lokalen Stérung
reduziert. Dank Schweizer [31] ldsst sich die lokale Risikominimierung un-
ter solch lokalen Storungen nun in eine martingaltheoretische Formulierung

iiberfiihren.

Satz 4.9.

Angenommen X erfiillt (X1) bis (X5). Sei H ein Contingent Claim und ¢
eine beziiglich H zuldssige Strategie. Dann ist ¢ genau dann lokal risikomini-
mierend, wenn ¢ im Mittel selbstfinanzierend und das Martingal C'(¢) unter

P orthogonal zu M ist.

Beweis
Auf Grund von Lemma (4.8) folgt die Aquivalenz direkt aus Theorem 3.2

von Schweizer [31].

Durch diesen Zusammenhang erhalten wir nun folgende Definition:
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Definition 4.10.!
Eine zuldssige Strategie ¢ = (9, 71) heifit optimal, wenn ihr zugehoriger Kos-
tenprozess C' ein quadratisch integrierbares Martingal unter P und orthogonal

zu M ist.

Wir wollen nun diese optimale Strategie auf ihre Existenz untersuchen.

Satz 4.11.2
Die Existenz einer optimalen Strategie ¢ = (1, n) ist dquivalent zu der Zer-

legung

T
H:H0+/ﬁdes+L¥, (4.12)
0

wobei Hy € L£2(Q, Fo,P), 9% € £L2(Px) und
L = (L)

beziiglich P, mit L = 0 P-f:s., und orthogonal zu M ist.

0<t<T ein quadratisch integrierbares Martingal

(4.13)

Beweis
Ist die Zerlegung (4.12) gegeben, erhélt man analog zu vorigem Kapitel die
optimale Strategie ¢ = (9, V — 9¥.X), wobei:
t
V, = Hy + /19de5 + L. (4.14)

0

Fiir den zugehorigen Kostenprozess gilt daher:
Ct = HO -+ Lfl

Er erfiillt demnach das Optimalitatskriterium aus Definition 4.10.

Geht man hingegen von einer optimalen Strategie aus, bedeutet dies, dass

lygl. Follmer und Schweizer [13], S. 7
Zygl. Proposition 2.24 in Féllmer und Schweizer [13]
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Cy = E[Cr| Fi] gilt und liefert demnach folgende Darstellung:

H=Vp
T
=@+/mﬂg
0
T

:%+/m&yﬂ@-%)

0

Setzt man nun
9 =9
L =C,— G fir 0 <t <7  und
HO = COv

erhilt man die Zerlegung aus (4.12). Somit wurde die Behauptung gezeigt.

O

Bemerkung 4.12.

(i) Die Darstellung (4.12) nennt man die Follmer-Schweizer Zerlegung von

H.

(i) Vergleicht man die Gleichungen (4.12) und (4.14) mit (3.6) und (3.13)
aus vorigem Kapitel, kann man eine grofe Ahnlichkeit erkennen. Der
Unterschied liegt jedoch darin, dass X hier kein Martingal mehr ist,
demnach ist V" auch kein Martingal. Daher kénnen wir nun die iibliche
Kunita-Watanabe Projektion nicht mehr direkt anwenden um ¥ und 7

zu finden.

Ein moglicher Ansatz wurde von Follmer und Schweizer [13] beschrieben.

Will man die optimale Strategie finden, so lauft dies darauf hinaus, dass
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man die Zerlegung (4.12) fiir den Contingent Claim H finden muss. Dabei
startet man mit einer Kunita-Watanabe Zerlegung von H beziiglich dem
quadratisch integrierbaren Martingal M:

T

H:Nf+/ufdMs+(N;f—Ngf), (4.15)

0
wobei N# = (N/)o<;<r ein quadratisch integrierbares Martingal orthogonal
zu M und Erwartungswert null ist. Wenden wir nun die Kunita-Watanabe

Zerlegung auch auf den Term [9dA an, so erhalten wir
T T
/ﬁsdAs =N+ /MfdMS + (N2 — NP)
0 0

wobei NV = (N)o<i<7 ein quadratisch integrierbares Martingal orthogonal
zu M und Erwartungswert null ist. Fiigt man nun die Darstellungen aus (3.6)
und (4.15) zusammen, folgt:

T
H:H0+/19§dXS+L¥

0
T T

:Hg+/z9§dAs+/ﬁfdMs+L¥

0 0
T T

:H0+N”+/ YdM, +N19—N59+/19§1dM8+L¥
0

T
= (Ho+ NY) +/19H+us )dM, + (LY + NP — NJ).
0

Da (4.15) eindeutig ist, muss eine optimale Strategie folgende Gleichung

erfiillen:
M+ =t (4.16)
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(4.16) nennt man die Optimalitétsgleichung. Man kann nun versuchen, diese
Optimalitatsgleichung zu losen, wie es Schweizer [32] in seiner Arbeit ge-
tan hat. Ein anderer, etwas intuitiverer Ansatz wird im néichsten Abschnitt

vorgestellt.

4.2 Das minimale Martingalmaf}

In diesem Unterkapitel werden wir die Existenz und Eindeutigkeit der Zer-
legung (4.15) sowie die entsprechende optimale Strategie untersuchen und
beziehen uns dabei auf Follmer und Schweizer [13]. Die zugrunde liegende
Idee ist, eine Girsanov Transformation zu verwenden, um das Problem in
ein Martingalmafl iiberzufiithren, wo die optimale Strategie wie in Kapitel 3
berechnet werden kann. Dort wurde auch bereits gezeigt, dass unterschiedli-
che Martingalmaf}e zu unterschiedlichen Strategien fithren. Aber es wird sich
herausstellen, dass es ein minimales Martingalmafl Q ~ P gibt, sodass die

optimale Strategie fiir P im Bezug auf Q berechnet werden kann.

Zu Beginn rufen wir uns noch einmal den Begriff des dquivalenten Martingal-
mafles P* ~ P in Erinnerung, der durch die Eigenschaften (2.11) und (2.12)
bestimmt ist. So ein Martingalmaf ist eindeutig durch das rechtsstetige, qua-
dratisch integrierbare P-Martingal Z* = (Z})o<t<r mit

dP*
dP

z-E|

E}, fiir 0 < ¢ < T,

definiert. Die Doob-Meyer Zerlegung von X unter P ist X = Xy + M + A.
Infolgedessen ist die Doob-Meyer Zerlegung von M unter P* gegeben durch
M = —Xy+ X + (—A). Die Theorie von Girsanov besagt nun, dass der

vorhersehbare Prozess —A mit beschriankter Variation auch beziiglich Z*
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berechnet werden kann3:

1
—A, = /Z* d(M, Z*), 0<t<T.

0
Da (M, Z*) < (M) = (X), ist A absolut stetig beziiglich der vorhersehbaren
quadratischen Variation (X) von X. Dadurch kann A als

t
0

geschrieben werden, wobei A = (A)o<t<r einen vorhersehbaren Prozess be-

zeichnet.

Definition 4.13.

Ein Martingalmafl Q heifft minimal, falls gilt
Q =P auf Fq (4.18)

und falls L ein quadratisch integrierbares P-Martingal und orthogonal zu M

unter P ist, dann ist L ein Q-Martingal, das heif3t fiir

L€ M? und [L, M] =0 = L ist ein Martingal unter Q. (4.19)

Mit Hilfe der bisherigen Erkenntnisse kénnen wir uns nun der Untersuchung
von Existenz und Eindeutigkeit des minimalen Martingalmafles widmen.

Satz 4.14.

(i) Das minimale Martingalmaf} Q ist eindeutig bestimmt.

(ii) Q existiert genau dann wenn das strikt positive, stetige, lokale P-

Martingal
t t
. 1
Z, = exp —//\SdMS — 5/Aid()Qs : 0<t<T (4.20)
0 0

3vgl. Dellacherie und Meyer [9]
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ein quadratisch integrierbares P-Martingal ist. Unter dieser Bedingung

ist Q eindeutig bestimmt durch:

N dQ
Ip=—. 4.21
r =2 (4.21)
Beweis

(i) Angenommen, das dquivalente Martingalmaf§ P* ist minimal. Sei Z* =

(ZF)o<t<r ein quadratisch integrierbares P*-Martingal, wobei P* ~ P. Durch

die Kunita-Watanabe Zerlegung von Z* erhalten wir
t
Zi=Zi+ [BdM 4L, 0<e<T,
0

wobei L ein quadratisch integrierbares P-Martingal, orthogonal zu M, und

B = (Bt)o<t<r ein vorhersehbarer Prozess mit

EL/@MM% < 00 (4.22)

ist.
Unter P* ist der vorhersehbare Prozess A mit beschrankter Variation aus der

Doob-Meyer Zerlegung von M gegeben durch:
t t

A= [ oz . = [ e pac).

0 0

Da aber X = Xy + M + A als Martingal unter P* angenommen wurde,

erhalten wir:

B

A=
Z*

(4.23)

Auf Grund der Aquivalenz von P* zu P ist Z* > 0 P-fast sicher, auerdem

gilt (M) = (X). Demnach folgt aus (4.22):
T
/ﬁﬂXﬁ<m P-fs. (4.24)

0
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Da P* als minimales Maf§ angenommen wurde, gilt nach (4.18), dass Z5 =
E[dP*/dP|Fo) = 1 ist. Wegen (4.19) folgt zusétzlich, dass L ein P*-Martingal
ist. Somit gilt (L, Z*) = 0 und wir erhalten

(L) =(L,Z") =0,

also L = 0. Demnach 16st Z* die stochastische Gleichung:
t
Zr =1+ /Zs* < (=Ag)d M. (4.25)
0

Weil M stetig und (M) = (X) ist, erhalten wir Z* = Z, wonach die Eindeu-
tigkeit gezeigt wurde.

(i) Auf Grund von (4.24) ist Z wohldefiniert durch (4.20). Aber im Allgemei-
nen ist es nur ein lokales Martingal unter P. Kommt Z einem Martingalmaf
gleich, dann ist dieses lokale Martingal sogar ein quadratisch integrierbares
Martingal.

Andererseits nehmen wir an, dass Z die Eigenschaft eines quadratisch inte-
grierbaren Martingals aufweist. Wir mochten nun zeigen, dass das assoziierte
Martingalma8 @ minimal ist. Dazu betrachten wir ein Martingal L € M?
mit (L, M) = 0 unter P. Da Z die stochastische Gleichung (4.25) erfiillt, er-
halten wir (L, A ) = 0 und somit ist L ein lokales Martingal unter Q. Um zu
sehen, dass L tatséchlich ein Q-Martingal ist, beachten wir, dass L und Iy
quadratisch integrierbare Martingale unter IP sind. Daher folgt auf Grund der

Unabhéngigkeit von L und Zr sowie mit Hilfe der Ungleichung von Jensen
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und Doobs Maximalungleichung

Eq { sup |Lt|} =Ep { sup |Ly| -ZT]

0<t<T 0<t<T

< \/EIP’ [ sup L?] - Ep [ZA%}
0<t<T

< \/4-EP (17] - Ep [Z%] < o0,

oder anders ausgedriickt folgt

sup | Li| € L2, F,P)
0<t<T
und somit auch

sup |Lt| € EI(Q7F7Q>7

0<t<T

da Zr € L£2(Q, F,Q). Dadurch ist das lokale Martingal L tatsiichlich ein
Martingal unter Q.

Bemerkung 4.15.
Die Exponentialfunktion aus (ii) von Satz 4.14 nennt man stochastisches,

beziehungsweise Dolean(-Dade) Exponential®:

t t
1
£ (—/)\dM) = exp —/)\des — 5/A§d<M>S : (4.26)
t
0

0

Durch (M) = (X) folgt die Darstellung (4.20).

Bemerkung 4.16.
Das Resultat aus Satz 4.14 verallgemeinert den Mafiwechsel von Girsanov fiir

eine Brownsche Bewegung mit Drift (sieche Karatzas und Shreve [18]).

4vgl. Bingham und Kiesel [1], S. 215
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Die fiir uns wichtigste Charakteristik des minimalen Martingalmafles wird in

folgendem Satz dargestellt.

Satz 4.17.

Das minimale Martingalmafl bewahrt die Orthogonalitét:

Jedes L € M? mit (L, M) = 0 unter P erfiillt (L, X) = 0 unter Q, das heiit
jedes zu M orthogonale, quadratisch integrierbare Martingal L unter P, ist

orthogonal zu X unter Q.

Beweis
Um (L, X) unter Q zu zeigen, erinnern wir uns noch einmal an den quadra-

tischen Kovariationsprozess fiir zwei Semimartingale Y und Z aus (2.3):
Y, 2] = (Y, 2% + Y _AY, - AZ,
Da X und A stetig sind, erhalten wir

(L, X) = (L, X)+ (LX)
= (L% X)
= [L, X]
=[L,Xo+ M + 4]
=[L,M]+[L, 4]
= [L, M]

unter Q. Aber da M stetig ist, folgt
(L, M] = (L*, M) = (L, M) = 0

unter P. Elliot [11] liefert uns, dass [L, M] = 0 unter Q und somit auch
(L, X) =0 unter Q ist.
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Grob gesprochen besagt obiger Satz 4.17, dass das minimale Martingalmafl
Q aus Definition 4.13 die Martingaleigenschaft (2.12) weitestgehend erhélt.
Wir haben nun alle notwendigen Werkzeuge, um unser Endresultat zu for-

mulieren.

Satz 4.18.
Die optimale Strategie, daher auch die entsprechende Zerlegung (4.12), ist
eindeutig durch das minimale Martingalmafl Q bestimmt. Bezeichnet V' =

(Vi)o<t<r eine rechtsstetige Version des Martingals
Vi =Eg[H|F], 0<t<T, (4.27)

so ist die optimale Strategie ¢ = (¢, 7n) gegeben durch (3.16) mit:

d(V, X)
d{X)

I = : (4.28)

Beweis

Aus (2.5) und (2.11) folgt, dass H € £1(Q, Fr, Q) ist. Somit ist das Martingal
V in (4.27) wohldefiniert. Angenommen, wir haben eine Zerlegung (3.6) mit
Eigenschaft (4.13), dann ist L¥ wegen (4.19) ein Martingal unter Q und auf
Grund von Satz 4.14 orthogonal zu X. Demnach wird (3.6) zu einer Kunita-
Watanabe Zerlegung des Claims H unter dem minimalen Martingalmafl Q.

Nun kann man analog zu Kapitel 3 vorgehen und die optimale Strategie iiber

die rechtsstetige Version von V' aus (4.27) mittels (4.28) bestimmen.

O

Wir haben nun durch die Girsanov Transformation eine optimale Strategie
gefunden, indem wir sie beziiglich eines minimalen Martingalmafles darge-
stellt haben und dadurch, wie eingangs erwiahnt, mit Martingaltechniken aus

Kapitel 3 bestimmen konnten.
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Im néchsten Kapitel werden wir eine weitere Art kennen lernen, den Claim

H mit Hilfe eines quadratischen Kriteriums zu hedgen.
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Kapitel 5

Mean Variance Hedging

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Mean Variance Hedging und beziehen
uns dabei auf Bingham und Kiesel [1], Pham, Rheinldnder und Schweizer [27]
sowie Rheinlédnder und Schweizer [28] und Schweizer [36].

Der Hauptunterschied zwischen der (lokalen) Risikominimierung und dem
Mean Variance Hedging liegt darin, dass wir nicht ldnger darauf abzielen,
den Claim H zum Endzeitpunkt zu replizieren, sondern stattdessen auf die
Selbstfinanzierungsbedingung (2.15) zu bestehen. Wir werden versuchen, das

zugrunde liegende Optimierungsproblem
min [ [(H — 2 — Gr(9))?] (5.1)

beziiglich dem minimalen und dem varianzoptimalen Martingalmaf zu losen.
Dabei werden wir feststellen, dass unter gewissen Annahmen beide Mafe
iibereinstimmen. x ist in (5.1) eine reelle Konstante, H ein Contingent Claim
wie in (2.5) und G(¥) beschreibt wie in (2.7) den Gewinn, wobei diesmal von
einer selbstfinanzierenden Strategie ¢} ausgegangen wird.

Bevor wir uns auf die optimale Losung konzentrieren, werden wir unsere bis-
herigen Begriffsbestimmungen in lokalem Sinne neu formulieren. Wir nehmen

an, dass X die Strukturbedingung (SB) erfiillt, das bedeutet X ldsst sich als
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KAPITEL 5. MEAN VARIANCE HEDGING

Zerlegung
X=Xo+M+A (5.2)

darstellen, wobei M € MG ,,.(P) ein lokal quadratisch integrierbares lokales
Martingal mit My = 0, und A ein vorhersehbarer Prozess mit lokal quadra-
tisch integrierbarer Variation |A| und Ay = 0 ist. Demnach ist X € 87,
Weiters bezeichnen wir mit (M) den vorhersehbaren Varianzprozess von M
und nehmen an, dass A absolut stetig beziiglich (M) (A < (M)) ist. Wir

legen einen wachsenden, vorhersehbaren cadlag Prozess (B;)o<i<r mit By = 0

fest, sodass

und
O't)\t =t P-fs. fur t < [O,T]

gilt, wobei (A)o<i<r einen vorhersehbaren reellwertigen Prozess bezeichnet.

Dadurch erhalten wir fiir A und X die zu Kapitel 4 analogen Darstellungen

t t t

A = / B, / s AdB, = / MM),,  0<t<T  (53)
0 0 0
und
X = Xo+ M+ /Ad(M). (5.4)

Weiters definieren wir uns durch folgenden Prozess

t t t

K, = / A7 B, = / Mo dB, = / Nod(M), (55)

0 0 0
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den Varianzprozess des stochastischen Integrals [ AdM, welcher P-fast sicher
endlich auf [0,77] ist. Wir legen nun eine cadlag Version von K fest. Diese
wird als Mean Variance Tradeoff (MVT) bezeichnet. Durch die bisherigen
Annahmen und Definitionen erhalten wir als das lokale Martingal Z von

(4.20) aus Kapitel 4 das stochastische Exponential:

)

t t

1
= exp —/)\des - §/A§d<M>S
0 0

t

1
= exp —/)\SdMs — EKt
0

Fiir unsere weitere Analyse bezeichnen wir mit

dP*
2 * 2
P _{P €Pl b EL(P)}

die Menge aller dquivalenten lokalen Martingalmafle mit quadratisch inte-
grierbarer Dichte, wobei P die Menge aller dquivalenten lokalen Martingal-
mafe ist.

Ist Z ein quadratisch integrierbares P-Martingal, so haben wir bereits gezeigt,

dass

7 dQ 2
Zr = P e L2(P)

ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q ~ P definiert, unter dem X ein

lokales Martingal ist, das heifit Q € P2

Bemerkung 5.1.

(i) Fiir den Fall, dass X stetig und der Mean Variance Tradeoff Prozess

deterministisch ist, haben Follmer und Schweizer [13] im Theorem 3.11
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gezeigt, dass das minimale Martingalmafl Q die relative Entropie

d
H(QIP) = { Eo[log2]  falls Q < P auf Fy

+0o0 sonst

minimiert.

(ii) Die relative Entropie kann als minimale Abweichung von Q in Bezug
auf P angesehen werden. Sie ist immer nicht negativ und H(Q|P) =0

ist dquivalent zu Q = P.

5.1 Optimierung unter dem minimalen Mar-
tingalmaf}

Pham, Rheinldnder und Schweizer [27] haben die optimale Losung des Op-
timierungsproblems beziiglich des minimalen Martingalmafles beschrieben.
Diese Arbeit dient als hauptséchliche Bezugsquelle fiir diesen Abschnitt.

Bevor wir das Problem (5.1) zu lésen versuchen werden, spezifizieren wir

noch die zugehorigen Komponenten.
Definition 5.2.

Firp>1

(i) bezeichnet LP(M) den Raum aller vorhersehbaren reellwertigen Prozes-

se 1, sodass:

T T
19| Lo ary = || /ﬁzasst = H /19§d<M>s < o0.
0 L£r(P) 0 L£r(P)
(ii) bezeichnet LP(A) den Raum aller vorhersehbaren reellwertigen Prozesse

1, sodass:

T T
HﬁHLP(A) = /|ﬁ875| d B = /|795dz45| < 0.
0 ) 0

cr(P £P(P)
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Nun definieren wir uns noch den Raum unserer betrachteten Strategien

durch:
0 = LQ(M) N L2(M).

Wie in Lemma 2 von Schweizer [33] gezeigt wurde, ist © der Raum aller
reellwertigen, vorhersehbaren, beziiglich X-integrierbaren Prozesse 1, sodass
das stochastische Integral G(¢) = [¢¥dX im Raum S? der Semimartingale
ist. Ist K beschriinkt, ist © = L*(M) auf Grund der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz.

Da wir von selbstfinanzierenden Strategien ausgehen, und somit der Betrag z,
den wir in den risikolosen Bond einzahlen gleich zu Beginn, ¢t = 0, festgelegt
und nicht mehr geéndert wird, definiert jedes 1 € © eine solche Strategie
eindeutig. Der Wertprozess ist somit durch z+ [ 9dX und der Verlust durch
H — 2z — [9dX gegeben. Wir kénnen nun (5.1) wie folgt neu formulieren:
Fiir eine feste Konstante x € R und einen gegebenen Contingent Claim H,

betrachten wir das Optimierungsproblem

min [(H — 2 — Gr(9))?] (5.6)

und bezeichnen mit £ dessen Losung, sofern sie existiert.

5.1.1 Die Abgeschlossenheit von G(0©)

Die Optimierung des Problems (5.6) wirft nun die Frage auf, ob der Raum

T
Gr(©) = /ﬁsts Y€

0
der stochastischen Integrale beziiglich X abgeschlossen in £?(P) ist. Pham,
Rheinldander und Schweizer [27] haben dies fiir einen beschrénkten und ste-

tigen Mean Variance Tradeoff Prozess K gezeigt. Wir werden hier nun die
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Hauptresultate présentieren, die notwendigen Hilfssédtze erwdhnen und die

entsprechenden Beweise referenzieren.

Proposition 5.3.
Seien 9, € O, Vi € L2(Fy,P) und L € M?(P) orthogonal zu M. Definiere
den Prozess V' durch

t

t
V;::I/O+/198dAS+/¢SdMS+Lt, 0<t<T.
0 0

Sei C' ein beliebiger, nicht negativer, wachsender, vorhersehbarer, cadlag Pro-

zess. Falls C' beschrankt ist, gilt

Ep [CrV7] >
T T

Ep |V2dC, — 12 / VECdK, + / Cyp?0,dB, —
0 0

T
1
= / C,9%0,dB,
a 0

fiir ein beliebiges p # 0.

Beweis

Siehe Pham, Rheinlédnder und Schweizer [27], Seite 5 und 6.

Lemma 5.4.
Sei F' ein wachsender, vorhersehbarer, cadlag Prozess mit Fy = 0 und mit
durch eine Konstante b beschrinkten Spriingen. Dann ist fiir jedes 8 € (0, %)

der Prozess

5. 1
“ =g,

die eindeutige, wachsende, vorhersehbare, cadlag Losung der Gleichung:
t
C’t:1+/BCSdFS, 0<t<T.
0

Ist F beschrinkt, so ist auch C® beschrinkt.
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Beweis

Siehe Pham, Rheinldnder und Schweizer [27], Seite 6 und 7.

O

Mit Hilfe von Lemma 5.4 erhalten wir fiir einen stetigen Prozess F', dass

C? = ePF fiir ein beliebiges 3 > 0. Das fiihrt uns zum néchsten Resultat.

Proposition 5.5.
Seien 9,9 € O, Vy € L2(Fy,P) und L € M?(P) orthogonal zu M. Definiere

den Prozess V durch

t

t
‘/t:—‘/o—'_/ﬁsdAs—i_/d}des—i_Lt? 0<t<T.
0 0

Ist der MVT Prozess K stetig und beschréankt, dann gilt

T
B (R0 2 (542 B | [0z ar,

0
T

+ Ep / P25 A B,
0

T
1
— = -Ep / ePEI925.d B,
o

0

fiir alle 5 > 0 und p # 0.

Beweis

Um die Aussage zu erhalten wihle C' = ?X in Proposition 5.3.

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes.
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Satz 5.6.
Ist der MVT Prozess K stetig und beschréinkt, dann ist der Raum

T
Gr(0) = /ﬁsts 9eO
0

definieren
L2(P)

T
[ 0,dX,
0

abgeschlossen in £2(P) und ||9||z2(ar) sowie |0]5 =
aquivalente Normen auf ©.
Beweis

Durch die Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten wir sowohl © = L?(M),
da K beschrankt ist, als auch folgende Abschétzung:

912 < (14 11Kl1Z ) 192,

Andererseits liefert die Anwendung von Proposition 5.5 mit ¢ = 9, V = 0,
L=0und B> p?>1

T
1 1
<1 N _2> ||19||%2(M) < (1 - _2> Ep /eﬂKsﬁgasst
H H /

T 2
< Ep | T / 9, d X,

0
< ePlIErlloe) 92,

womit wir die Aquivalenz der beiden Normen erhalten und demnach auch

die Abgeschlossenheit von Gr(0).

O

Ein weiteres Resultat liefert folgendes Korollar. Es wird zeigen, dass unter
bestimmten Annahmen an K der Claim H einer Follmer-Schweizer Zerlegung

folgt.
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Korollar 5.7.
Ist der MVT Prozess K stetig und beschrankt, dann gilt fiir jeden Contingent
Claim H aus (2.5), das heiBt H € (2, Fr,P), die Follmer-Schweizer Zerlegung

T
H:H0+/§deS+L¥, P-f.s.,
0

wobei Hy € R, £ € © und L# € M?(P) ein quadratisch integrierbares
Martingal, orthogonal zu M, mit Ep[L{] = 0 ist.

Beweis
Da K beschriinkt ist, folgt © = L?(M). Wir betrachten die Funktion J : © —
O, welche ¥ auf den Integrand ¢ von M in der Kunita-Watanabe Zerlegung

von
T

H — / VedAs
0

abbildet. Diese Zerlegung sieht folgendermafien aus:
T T

T
H—/q?sdAS = Ep H—/q?sdAs +/wdes—l—LT(19),

0 0 0
wobel wir

T
Ho(’ﬁ) = E]p H— /’LgsdAs
0
setzen und somit die Darstellung
T
Hy(9) + / VYsd M, + Lp(0)
0

erhalten. Die Suche nach einer Follmer-Schweizer Zerlegung ist also dquivalent

zur Suche eines Fixpunktes von J. Setzen wir fiir ein beliebiges § > 0

T
191, = / K. 20, B, ,

0 £2(p)
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wird dadurch eine Norm auf © definiert, die dquivalent zu ||.|[z2(ar ist.
Wenden wir nun Proposition 5.5 mit 8 > g2 > 1, 9 = 9 — 9@ ¢ =
J(WW) — J(W9P), Vo = Ho(9WV) — Hy(9?) an, folgt daraus V¢ = 0 auf Grund
der Eindeutigkeit der Kunita-Watanabe Zerlegung. Zusétzlich erhélt man

| 70W) = J@@)|[5 = [l

T
1
< —Ep / 920, dB,
g 0
L
=z IVlls

— % 9@ _19@)”2’

wonach J eine beschrénkte Abbildung auf (0, ||.||3) ist.
O

Folgendes Lemma untersucht zusétzlich noch die Integrabilitdtsbedingungen

der verschiedenen Terme der Follmer-Schweizer Zerlegung.

Lemma 5.8.
Sei X stetig. Ist K beschriankt, dann hat jedes H € LP(Q), Fr,P) mit p > 2
eine Follmer-Schweizer Zerlegung mit ¢ € LP(M) und LY € MP(P).

Beweis

Siehe Pham, Rheinlédnder und Schweizer [27], Seite 10 und 11.
O

Wir haben in diesem Abschnitt nun zusétzlich zur Abgeschlossenheit von
G7(0) die Existenz einer Follmer-Schweizer Zerlegung bewiesen, welche uns

im néchsten Abschnitt von grofem Nutzen sein wird.
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5.1.2 Die optimale Lésung ¢

In diesem Abschnitt werden wir fiir ein stetiges Semimartingal X, welches
die Strukturbedingung (SB) erfiillt, und einen beschréinkten Mean Variance
Tradeoff Prozess K die Losung des Optimierungsproblems (5.6) bestimmen.
Dazu rufen wir uns noch einmal die minimale Martingaldichte
Z=E£ (= [ AdM) in Erinnerung. Der Satz von Girsanov zeigt fiir Ep[Z] =1,
dass dQ/dP = Zr ein dquivalentes lokales Martingalmafl Q ~ P fiir X defi-
niert, unter dem X ein lokales Martingal ist. Q ist, analog zu Kapitel 4, das

minimale lokale Martingalmaf fiir X. Da K7 beschriankt ist, gilt zusétzlich

dQ ., L
il L (P) fiir jedes r < 0o (5.7)
und
P
(?TQ € L(Q) fiir jedes r < o0. (5.8)

Durch (5.7) und Lemma 5.8 aus Kapitel 5.1.1 erhalten wir die Follmer-

Schweizer Zerlegung

dQ

T
T =Er [ZT} Ep ZTLT / CdX, + Ly (5.9)
0

mit L € M7 (P) fiir jedes r < co und ¢ € L"(M) fiir jedes r < oo.

Der folgende Satz liefert uns das Hauptresultat dieses Abschnittes:

Satz 5.9.
Sei X stetig und K beschrankt. Angenommen X erfiillt

Ly = 0 in der Zerlegung (5.9). (5.10)
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Fiir ein festes H € L£*™(Fp,P) mit ¢ > 0 ist die Losung €@ von (5.6)

gegeben durch

~ t
6 =g -2 | o - [eax,)., (5.11)
7t J
wobei
t
Zr = Eq [ZT‘}}] —Ep | 23] +/§sts, 0<t<T
0
und
t
V, = Eg[H|F] :H0+/§SHdX5+L,;H, 0<t<T. (5.12)

0

Bevor wir den eigentlichen Beweis préasentieren, benotigen wir einige Voriiber-
legungen.

Durch den Projektionssatz! ist die optimale Losung ¢®) durch folgende Ei-
genschaft charakterisiert:

H —z — Gp(£@)

T

Ep [(H — 2 — Gr(™)) Gr(9)] = Eq Gr(¥)| =0

fiir jedes ¥ € ©. Da Q ein Martingalmafl beziiglich X ist, gilt fiir jedes
unter Q zu X orthogonale N € M?*(Q), dass Eq [NrGr(9)] = 0 fiir alle
beschrinkten ¢ € ©. Dies spricht nun dafiir, jenes N zu suchen, welches

folgende Eigenschaft erfiillt:

Die Anwendung der Produktregel und der Foéllmer-Schweizer Zerlegungen

vgl. Kapitel 3.3 in Luenberger [19]

68



KAPITEL 5. MEAN VARIANCE HEDGING

von H und Zr sowie die Annahme (5.10) liefern

H—z—Gp(€W) — NpZj =

T
Hy — x — NoEp ZT + / . Ns_g;) dX, + L%
0
T
. . 1P
- / Z*dN, — [N, Z*} .
T
0
Aber auf Grund von (5 10) und der Stetigkeit von X folgt

NZ* /ngX /CdNX

da N orthogonal zu X ist unter Q. Demnach ist (5.13) durch die Festlegungen

t
Hy—x+ LE 1
No= TP h (5.14)
Ee |22 ) %
und
@) = ¢l _N_¢ (5.15)
bestimmt.

Bemerkung 5.10.
Beachten wir, dass L unter P ein Martingal und orthogonal zu M ist, dann
liefert die Minimalitat von Q, dass N, wie gewiinscht, unter Q ein Martingal

und orthogonal zu X ist.

Folgendes Lemma benétigen wir noch als zusétzliches Hilfsmittel fiir den

Beweis von Satz 5.9.

Lemma 5.11.

Sei der Prozess N wie in (5.14) definiert. Dann ist
N € M*T(P) fir jedes n < e (5.16)
unter Q ein Martingal und orthogonal zu X und N_( € L*(M).
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Beweis

Siehe Pham, Rheinlénder und Schweizer [27], Seite 14.

O

Wir haben nun alle notigen Hilfsmittel um das Hauptresultat beweisen zu

konnen.

Beweis von Satz 5.9

Wegen Lemma 5.8 ist L € M?"¢(P) und unter P orthogonal zu M. Da Q
das minimale Martingalmafl und X stetig ist, folgt aus Satz 4.17 von Kapitel
4, dass L unter Q ein Martingal und orthogonal zu X ist. Das rechtfertigt
aber insbesondere den rechten Ausdruck von V aus (5.12). Wir erhalten auf
Grund von (5.8) sogar, dass L € M?*™(Q) fiir jedes n < ¢.

Wegen der Beschrinktheit von K, ist © = L*(M) und der Prozess ¢® =
¢H — N_f wegen Lemma 5.11 demnach in ©. Deshalb bleibt zu zeigen, dass
¢@) optimal ist und die Darstellung (5.11) erfiillt.

Wir werden zuerst den zweiten Punkt untersuchen. Durch Lemma 5.11 ist N
ein Q-Martingal und orthogonal zu X unter Q. Wie in unseren Voriiberlegung-
en bereits festgestellt, gilt [N, Z*]F = 0 und deshalb mit Hilfe der Produkt-
regel und den Darstellungen (5.14) und (5.15) fiir N und £@):

NZ* = NyEp [Zf} n / N_(dX + / 2*AN

_ H ~ 7
-t g, 2] +/£H—£(x>dX+/%Z*dLH

Ep [Z%] o (5.17)
:Ho_er/fH_f(w)dXJrLH
:V—x—/imdx-
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Da Z* stetig ist, konnen wir folgern, dass

R

die Darstellung (5.11) erfiillt.
Nun wenden wir uns obigem ersten Punkt, der Optimalitét von €@, zu. Aus

(5.17) und den Definitionen von Z* und V erhalten wir:

. d
H—c—Gp(@W) = Npzt = NTﬁ.

Die Orthogonalitat von N und X unter Q liefert fiir jedes ¢ € ©, dass NG(¥))
ein lokales Q-Martingal mit NyGo(?) = 0. Zusétzlich gilt

sup |N;G.(9)| € L (P)

0<t<T

wegen (5.16) und der Holder-Ungleichung fiir jedes 0 < ¢/2. Daher folgt
sup |N,G,(9)| € £LY(Q)
0<t<T
durch (5.7). Damit ist NG(¥) ein echtes Q-Martingal und
Ep [(H — 2 — Gr(€™)) Gr(9)] = Eq [NrGr(9)] = 0

fiir jedes ¥ € ©, wodurch nun die Optimalitit von &) bewiesen ist.

Bemerkung 5.12.
Korollar 9 von Pham, Rheinldnder und Schweizer [27] liefert zusétzlich noch

das minimale quadratische Risiko:

(Ho — o) +Ep | (L§)’] .
1R, /

o 00— e - Lo,

Ep | 23] / Z;
Die Annahme (5.10) kann auch auf eine andere Art und Weise formuliert
werden, wie im néchsten Abschnitt vorgestellt wird. Die optimale Strategie

wird dort nicht beziiglich dem minimalen Martingalmafl berechnet, sondern

mit Hilfe des sogenannten varianzoptimalen Martingalmafes.
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5.2 Das varianzoptimale Martingalmaf}

Fiir die Analyse des Optimierungsproblems (5.6) unter dem hier betrachteten
Maf3, werden wir zu Beginn noch zusétzlich zu den bisherigen Definitionen
und Eigenschaften weitere niitzliche Punkte festhalten. Als Grundlage dieses
Abschnittes dienen Delbaen und Schachermayer [8] sowie Rheinlénder und

Schweizer [28].

Definition 5.13.
Fiir jeden cadlag Prozess Y bezeichnen wir durch Y; := sup |Y;| den Su-
0<s<t

premumsprozess von Y. Der Raum R?(P) beinhaltet dann all jene cadlag

Prozesse Y, fiir die gilt:
1Yl R2e) = HYTHLQ(IP) < 0.

Durch die Definition 5.2 erhalten wir insbesondere die Darstellungen

T

19122, = Es / PA(M), | < oo

0
und
T 2
1911224y = Ep /|193dAS| < 00.
0

Wir nehmen an, dass
G7(©) abgeschlossen ist in £2(P). (5.18)

Bemerkung 5.14.

Der vorige Abschnitt lieferte fiir einen beschrinkten und stetigen Mean Va-
riance Tradeoff Prozess die Abgeschlossenheit von G'7(0). In Kapitel 4 von
Delbaen, Monat, Schachermayer, Schweizer und Stricker [5] sind die not-

wendigen und hinreichenden Bedingungen dargestellt unter denen Gr(O)
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in £?(P) abgeschlossen ist. Wir werden nun deren Ergebnisse, die wir hier

benotigen, zusammenfassen.

Definition 5.15.2
Seit (Z;)o<t<r ein strikt positives P-Martingal mit Ep[Zy] = 1. Wir sagen Z
erfiillt die inverse Holder-Ungleichung R (PP) unter P, falls eine Konstante C'

existiert, sodass fiir jedes t € [0,7] gilt:

(%)

Man sagt, dass ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P* ~ P die

Ep

ft] <C.

inverse Holder-Ungleichung Ry(PP) erfiillt, falls dessen Dichteprozess ZF =

Ep [45| Fi]. 0 <t < T, Ry(P) erfiillt.

Definition 5.16.3
Sei Z ein adaptierter cadlag Prozess. Wir sagen Z erfiillt die Bedingung (J),

falls eine Konstante C' > 0 existiert, sodass gilt:

1
—7Z < 7<CZ..
of-S4s

Ziel ist es nun, jenes zu P dquivalente Martingalmafl aus P zu finden, welches

die kleinste £2-Norm besitzt. In anderen Worten ausgedriickt, suchen wir

jenes Mafl V € P2, das
dP*
= \/1 + Varp |: :|
£2(P) dP

iiber alle P* € P? minimiert. Fiir die Konkretisierung des Konzepts, sind die

dP~
dP

signierten lokalen Martingalmafle geeignet, welche von Miiller [23] eingefiihrt
wurden. Dazu sei U der lineare Unterraum von £(2, F,P), der von den ein-
fachen stochastischen Integralen aufgespannt wird. Das heifit von jenen sto-

chastischen Integralen, die einfache Integranden der Form Y = H(Xp, — X7,)

Zygl. Schweizer [36], S. 27 f
3vgl. Definition 2.13 in Delbaen, Monat, Schachermayer, Schweizer und Stricker [5]
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besitzen, wobei T7 < Ty < T' Stoppzeiten sind, sodass der gestoppte Prozess
X2 beschrinkt sowie h beschriinkt und eine reellwertige, Fr,-messbare Zu-

fallsvariable ist.

Definition 5.17.
Die Menge P? bezeichnet die konvexe Menge aller signierten Mafie P* < P
mit 4= € £2(P), P*[Q)] = 1 und

dP~
dP

IEP*[Y]:EP[ Y] =0

fir alle Y e Y.

P2 .(P) ist dann der Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafie P* € P2(IP), wobei

P* aquivalent zu PP ist.

Da P%(P) eine beziiglich der £?(P)-Norm abgeschlossene, (nicht leere) kon-
vexe Teilmenge von L?(P) ist, gibt es ein Element aus P?(P), welches eine
minimale Norm hat. Dies ldsst uns nun das Hauptwerkzeug dieses Abschnit-

tes definieren.

Definition 5.18.

das

Das varianzoptimale Martingalmafl V ist das eindeutige Element aus P?(P),
H dP*

dP*
=4/1+4 Var
] (e [

iiber alle P* € P2(P) minimiert.

Wie oben angesprochen, existiert V genau dann, wenn PZ(P) nicht leer ist.

In diesem Fall definieren wir Z und Z als cadlag Versionen von

dVv
ZtZ—EP[@ft}—Zy7 0§t§T,
und
- dVv
Zt:]EV[@‘}}}, 0<t<T
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Im Allgemeinen ist V leider ein signiertes Maf}. Aber ist X ein stetiger Pro-

zess, so verbessert sich die Situation, wie folgender Satz verdeutlicht.

Satz 5.19.
Sei X ein stetiges, reellwertiges Semimartingal und P2 (P) # 0, dann ist V
aus P?,(P).
In anderen Worten ist das varianzoptimale signierte Martingalmafl fiir X
dann automatisch dquivalent zu P und insbesondere ein Wahrscheinlichkeits-

map.

Beweis

Siehe Satz 1.3 von Delbaen und Schachermayer [8].

O

Der néchste Satz liefert die Abgeschlossenheit von G (©) und eine zusétzliche
niitzliche Eigenschaft von V (sieche Theorem 2 in Rheinldnder und Schweizer
[28]).

Satz 5.20.

Sei X ein stetiges Semimartingal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Gr(©) ist abgeschlossen in £*(P) und Gr(0) N LE(P) = 0, wobel
LY (P) den Raum aller nicht negativen beschriankten Zufallsvariablen

bezeichnet.
(i) Gr(©) ist abgeschlossen in £2(IP) und P?(P) # ().

(iii) Das varianzoptimale MartingalmaB V existiert und ist in P2 (P) und

Z = 7V erfiillt die inverse Holder-Ungleichung Ry (P).

Dariiber hinaus liefert jede dieser Bedingungen, dass Z die Bedingung (J)
und © = L*(M) erfiillt.
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Bevor wir mit der Berechnung der optimalen Losung von (5.6) unter dem
varianzoptimalen Martingalmafl beginnen, benttigen wir noch ein Resultat,

welches uns die entsprechende Kunita-Watanabe Zerlegung liefert.

Satz 5.21.

Angenommen (5.18) sei erfiillt und P?(IP) # ). Sei P* ein fiquivalentes lokales
Martingalmaf fiir X und dP*/dP € PZ (PP), sodass der zugehérige Dichte-
prozess Z¥" Bedingung (J) und die inverse Holder-Ungleichung Ry(PP) erfiillt.
Fiir jedes H € L£2(PP) definieren wir das P*-Martingal VF" als eine cadlag
Version von V;"*" = Ep:[H|F;]. Dann existiert ein Prozess ¢7F" € © und

ein P*-Martingal L#* € R2(P) mit L"" = 0 und
(L7 X] =0, (5.19)

sodass VP eindeutig geschrieben werden kann als:
t
VHAE = B [H] + /gm*dxs + LY, 0<t<T
0

Beweis

Siehe Rheinldnder und Schweizer [28], Seite 6.

Bemerkung 5.22.

Erfiillt das minimale Martingalmafl Q@ die Voraussetzungen von Satz 5.21,
stimmt nach Schweizer [34] obige Kunita-Watanabe Zerlegung fiir P* = Q
mit der Follmer-Schweizer Zerlegung von H iiberein. Im Allgemeinen erhalten
wir fiir P* # Q eine andere Zerlegung. Dariiber hinaus kann es passieren,
dass G7(©) abgeschlossen ist und V Ry(P) erfiillt, Q jedoch nicht. Daraus
kann man schliefen, dass die Follmer-Schweizer Zerlegung grundsétzlich kein

passendes Werkzeug zur Losung des Optimierungsproblems (5.6) ist.
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5.2.1 Die optimale Lésung &

Fiir diesen Abschnitt verweisen wir auf Kapitel 3 von Rheinlédnder und Schwei-
zer [28]. Wir werden hier wie zuvor fiir das minimale Martingalmafl ver-
suchen, eine optimale Losung &) des Problems (5.6) unter dem varianz-
optimalen Martingalmaf$l zu finden. Dank der Annahme (5.18) konnen wir
H € £?(P) auf G7(O) projizieren, sodass so eine Losung existiert. Zusétzlich

zu dieser Annahme benétigen wir noch, dass
Pi(P) # 0. (5.20)

Denn obwohl G7(£(®)) eindeutig bestimmt ist, muss £ selbst nicht eindeutig
sein. Aber dies ist dann der Fall, sobald die Abbildung ¥ — G7(?) injektiv
ist, was nach Lemma 3.5 von Delbaen, Monat, Schachermayer, Schweizer und
Stricker [5] gilt, sobald (5.20) erfiillt ist. Zur Bestimmung von ¢@®) verwenden
wir nun Satz 5.21 um H in drei Terme zu zerlegen und jeden einzelnen auf
G1(0©) zu projizieren. Fiir eine passende Wahl von P* ist der mittlere Term
schon in G7(0). Der erste Term ist konstant, darum wird seine Projektion
direkt auf die Dichte von V bezogen. Dies legt die Anwendung von Satz 5.21
mit P* =V nahe.

Wir rufen uns noch einmal in Erinnerung, dass, geméfl dem Projektionssatz,

¢@) € © das Problem (5.6) genau dann 16st, wenn
Ep [(H — 2 — Gr(€7)) Gr(9)] =0

fiir alle ¥ € ©.
Dank Satz 5.20 erfiillt der Dichteprozess von V die inverse Holder-Ungleichung
Ry(P) und Bedingung (J). Somit kénnen wir durch Satz 5.21 H folgender-
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maflen zerlegen
T
H = Ey[H] + /éfdxs + LA, (5.21)
0
wobei €7 € © und L¥ ein V-Martingal, null zur Zeit 0, L € R?(P) und

[iH,X} —0. (5.22)

Dank Lemma 1 von Schweizer [35] erhalten wir

T

dv dv x

i = g + [ G
0

fiir ein beliebiges ¢ € ©. Somit bekommt man:
t
= dVv N .
Z, = By {@' Ft} — Ey [ZT] + /gstS, 0<t<T (5.23)
0

Lemma 5.23.
Angenommen (5.18) sowie P (IP) # () seien erfiillt. Dann gilt:

(i) Fiir H = 1 ist £@) gegeben durch:

T ~
(i) Fir H = [£7dX, mit ¢7 € © ist €@ gegeben durch:
0
¢ =,

Beweis

Siehe Rheinldnder und Schweizer [28], Seite 8.
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Es verbleibt nur noch der Fall H = Z~L¥ , welcher im folgenden Satz behandelt

wird.

Satz 5.24.
Angenommen (5.18) sowie P2 (P) # 0 seien erfiillt. Sei H € L*(P) sodass
das V-Martingal L, definiert durch L, := Ey[H|F,] mit Ly = 0, [L,X] =0

erfiillt. Dann ist £ gegeben durch:

t
x ot 1 T
gt( ) = _Ct/zs_d[/s-
0
Beweis

Siehe Rheinldnder und Schweizer [28], Seite 8 und 9.

Wir definieren nun den Wertprozess
t
Vi = Ey[H|F] = Ey[H] +/£HdXS +LE  0<t<T.
0

Fiigt man alle Ergebnisse zusammen, so ergibt sich die optimale Losung

folgendermaflen:

Satz 5.25.
Angenommen (5.18) sowie P? () # () seien erfiillt. Fiir jedes H € £?(P) hat
die Losung des Optimierungsproblems (5.6) folgende Gestalt:

t

(m) I ~ Ev[H] — T / 1 =g
= — = + —dL 5.24
gt ft Ct ZO 287 s ( )
0

~ t

=& - % VH g~ /g(f”)dXS (5.25)
t
0

Beweis

Wegen der Linearitit von H — ¢® folgt (5.24) unmittelbar aus Lemma 5.23
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und Satz 5.24.
Wegen (5.23) und (5.22) ergibt sich [L¥, Z] = 0. Nun kénnen wir die Pro-
duktregel anwenden, dann folgt mit Hilfe von (5.23) und (5.24):

_ ZO(EV[NH]_J:) +/EV[H]_x§dX+/ZdEV[I{]_x

ZO ZO ZO
B [ s [ (o) axe o f L]
+[Z, 7 +/Z_ZdL +/ Z_dL (dX + Z,/ZdL
:EV[H]—x+LH+/ éH—f(“))dX

woraus (5.25) folgt.
([

Wir haben nun die optimale Losung des Problems (5.6) unter dem varianzop-
timalen Martingalmafl V gefunden. Der letzte Abschnitt lieferte die Losung
beziiglich dem minimalen Martingalmafl Q. Der grofle Unterschied dieser bei-
den Mafle im Bezug auf das Mean Variance Hedging liegt nun darin, dass
V die Eigenschaft hat, dass dessen Dichteprozess beziiglich P die Annah-
me (5.10) immer erfiillt (siche Lemma 2.2 von Delbaen und Schachermayer
[8]). Demnach ist die Bedingung (5.10) #iquivalent zur Ubereinstimmung der
beiden Mafle Q und V. Folgendes Lemma prizisiert diese Aussage:

Lemma 5.26.4
Angenommen X ist ein stetiger Prozess, sodass P, (IP) # 0. Fiir das minimale

und das varianzoptimale Martingalmafl Q beziehungsweise V, definieren wir

4vgl. Schweizer [36], S. 32
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jeweils ihre Dichteprozesse beziiglich P durch
dQ dVv

Ist der Endwert des Mean Variance Tradeoff Prozesses Kr deterministisch,

dann gilt
V=Q,
ZY:ZP:Z:E;(—/MM) ., 0<t<T,
t
- d
Z— By | 9] 5| = e —//\dX . 0<t<T
dP .
G = —efr (—/)\dX) M=—ZN, 0<t<T,
t
und
A%
ZTt:e*KT—Kt), 0<t<T.
Zy

Dieses Kapitel lieferte uns zwei Losungen fiir das gleiche Problem (5.6), wel-
che unter gewissen Annahmen iibereinstimmen. Das Besondere dabei ist,
dass diese Losungen jeweils unter einem anderen Martingalmafl dargestellt
werden.

Das néchste, und zugleich abschlieBende, Kapitel dieser Arbeit befasst sich
mit einer praktischen Anwendung bisheriger Resultate und deren Auswir-

kungen auf versicherungsmathematische Modelle.
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Kapitel 6

Marktkonsistente Bewertung

In diesem Abschnitt werden wir Resultate, die wir bisher erlangt haben, auf
Modelle anwenden und analysieren. Als Grundlage dient hierfiir die Arbeit
von Tsanakas, Wiithrich und Cerny [37] (in weiterer Folge nur mit [37] ge-
kennzeichnet), die darin Bewertungsformeln fiir versicherungsmathematische
Sachverhalte in diskreter Zeit und unter dem Real-World Wahrscheinlich-
keitsmaf} erarbeiten. Wir folgen in diesem Kapitel auch deren Notation. Da
wir bisher in stetiger Zeit gearbeitet haben, méchten wir nun die entspre-

chenden Begriffe und Ausdriicke in diskreter Zeit formulieren.
Diskrete vs. stetige Zeit

Wir nehmen auch in diskreter Zeit X als ein Semimartingal mit der Zerle-

gung, analog zu (2.1),
X=Xo+M+A (6.1)

an, wobei M ein Martingal mit My = 0 und A ein vorhersehbarer Prozess
mit Ay = 0 ist. Dadurch konnen wir das stetige stochastische Integral (2.7)

in diskreter Zeit nun folgendermaflen darstellen:

t
> 0AX,,  wobei  AX, =X, - X, (6.2)
s=0
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die Aktienkursdnderungen zwischen den Zeitpunkten s und s — 1 beschreibt.
(6.2) liefert somit die kumulierten Gewinnen in diskreter Zeit.
Im Vergleich zu Kapitel 2 erhalten wir fiir zwei Semimartingale X und Y in

diskreter Zeit die Kovariation

t
(X, Y], =) AX,AY.. (6.3)
s=1
und die vorhersehbare Kovariation
t
(X,Y), =) E[AX,AY,| Foi] (6.4)
s=1

(siehe jeweils Luschgy [15], S. 17).
Bemerkung 6.1.

(i) Setzt man X =Y, so nennt man (6.3) die quadratische Variation und
(6.4) die vorhersehbare quadratische Variation von X in diskreter Zeit.
[X] ist dann folgendermafien definiert:

Fir 0 < ¢ty < t; < t, <t sei das Netz 0; = |t;41 — t;|. Dann ist
(X = lim > (Xy,,, — X;,)%

ol
(ii) (X,Y) wird auch der Spitzklammerprozess oder der Kompensator von
[X, Y] genannt, denn es ist jener eindeutige Prozess, den man von [X, Y]

abziehen muss um ein lokales Martingal zu erhalten.

Das Ziel dieses Kapitels ist die oben erwédhnte Erarbeitung der Bewertungs-
formeln unter dem risikoneutralen Martingalmafl und weiters zu analysieren
ob und wie sich diese Darstellungen beziiglich dem Real-World Wahrschein-

lichkeitsmaf3 verdndern.

Bemerkung 6.2.
Wir mochten anmerken, dass die Notation, sofern es eine Unterscheidung

gibt, unter der jeweiligen Betrachtung dementsprechend gekennzeichnet ist.
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Also Q fiir das risikoneutrale und P fiir das Real-World Wahrscheinlichkeits-

maf (zum Beispiel Eg im Gegensatz zu Ep).

6.1 Der single Asset Fall

In diesem Abschnitt werden wir die in [37] vorgestellten Modelle mit unse-
rer Betrachtungsweise analysieren und versuchen die daraus resultierenden
Ergebnisse mit jenen aus [37] zu vergleichen. Wir starten dabei mit einpe-
riodischen Modellen in Kapitel 6.1.1 und erweitern diese dann zu mehrperi-

odischen Modellen in Kapitel 6.1.2.

6.1.1 Der Einperiodenfall

Um die Schliisselideen dieses Abschnittes zu illustrieren starten wir mit einem

einfachen Modell.
Ein einfiihrendes Beispiel

Es wird ein Intervall [y, 1] mit ¢y = 0 und ¢; = 1 angenommen. Dazu gibt
es eine Versicherungsverbindlichkeit H > 0, die zur Zeit t; erfiillt werden
muss. Zur Zeit ty investiert der Versicherer von H einen Gesamtbetrag von
v Geldeinheiten um H so gut wie moglich zu replizieren. Alle Assets und
Verbindlichkeiten sind in disktontierten Werten angenommen.

Es gibt zwei handelbare Assets:
(A1) Ein risikofreies Asset mit Preis 1 zur Zeit ¢ty und Payoff 1 zur Zeit ¢;.

(A2) Ein risikobehaftetes Asset mit Preis Sy zur Zeit to und Payoff Sy zur

Zeit t1, sowie einer Rendite von X; = g—; —

Das Kapital ¥y wird in ¢y in das riskante Asset investiert, d.h. es werden g—;

Einheiten gekauft. Der Rest des Anfangskapitals, v—1;, wird als Investition in
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das risikolose Asset getétigt. Der Zahlungsstrom iiber den gesamten Zeitraum

sieht demnach folgendermaflen aus:

Zeitpunkt Asset (A1) Asset (A2) Zahlungsstrom
to —(U—ﬁl) ! 'SO —v

So
tl +<U—191) +g_(1) ‘Sl v—z?l—i-—Sl

Wie man bemerkt, generiert das Portfolio zur Zeit ¢; den Wert v 4+ 91 X;. V)
bezeichnet nun den optimalen Startwert des Portfolios und &; das optimale
Investment in das riskante Asset (¢, = v —9; bzw. ¥, = V5 —191). Wir wollen
nun jenes Paar (Vf, &) finden, welches das Problem

(Vo,¥1) = arg min E [(v + 1 X; — H)Q] (6.5)

(’Uvﬁl)

in Anlehnung an (5.6) minimiert. Mit Hilfe von (3.15) ist die Losung dieses
Problems gegeben durch:

£ - Covp [H, X1]
"7 Varp [X]
(6.6)
Vp = Ep[H] — % - Ep[X].

Vb entspricht hier jenen Startkosten, die H beziiglich der quadratischen Ver-
lustfunktion replizieren. Das heifit, man kann Vj als den marktkonsistenten
Wert von H zur Zeit tq identifizieren.

Im Folgenden werden die RisikomaBe Value at Risk (VaR) und Expected
Shortfall (ES), auch Tail-VaR (TVaR) genannt, verwendet. Fiir eine Zufalls-
variable X mit stetiger Verteilung und dem Sicherheitslevel a € (0,1) sind

beide Mafle wie gewohnlich definiert:

85



KAPITEL 6. MARKTKONSISTENTE BEWERTUNG

Definition 6.3.
VaR,(X) =inf{z e R: P[X < z| > a}

und

1

B, (X) = ﬁ VaRy(X)d8 = E[X| X > VaRa (X)),

wobei man den letzten Term Tail Conditional Expectation (TCE) nennt.
Die letzte Gleichheit gilt nur im Fall, wo X eine stetige Verteilungsfunktion
besitzt.

Bewertungsformeln und Marktwert-Marge

Wir nehmen nun ein spezielles riskantes Asset an, welches fiir eine Zufallsva-

riable Z; und eine Schranke d; folgendermaflen definiert ist:
Sl = ]1D1 mit Dl = {Zl Z dl} (67)

Angenommen p; = Ep[S;] = P[D;] € (0,1) und Sp = ¢1 € (p1,1), dann folgt

1p
X, = 1o
q1

Bemerkung 6.4.
Man kann diese Zahlungsstrome in Versicherungsmérkten nun auf zwei Arten

betrachten:

(i) S; kann der Payoff eines indexgebundenen Versicherungsderivats sein
(zum Beispiel ein Wetter-Derivat), wo Z; die Rolle des relevanten
Indexes iibernimmt. Das Derivat wird so betrachtet, dass Z; ein an-
gemessener Proxy fiir H ist. Insbesondere zahlt S; eine hohe Rendite

beim Ereignis D;, was mit einem groflen Verlust in H verbunden ist.
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Die Wahrscheinlichkeit p; ist dann die Real-World Wahrscheinlichkeit
und ¢; die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit, welche durch die Markt-

preise impliziert wird.

(ii) Betrachten wir den Fall, dass der Inhaber der Verbindlichkeit H einen
Katastrophen-Bond finanziert, der durch das Ereignis D; ausgeltst
wird. Der Bond ist so aufgebaut, dass der Inhaber von H zur Zeit
t = 1 eine Geldeinheit zahlt, sofern DY eintritt, und 0 wenn D; eintritt.
Sei 1 — g1 der Preis des Bonds. Dann gilt, falls der Investor 2—11 Bonds
ausgibt, fiir die Einkiinfte des Handels:

Y
——1 (lDf — (1 — Ch)) = 191X1.
qi

Mit (6.6) erhélt man nun den optimalen Wert ¢, der verduflert werden

soll.

Wir werden nun die in [37] vorkommenden Bewertungsformeln unter der risi-
koneutralen Wahrscheinlichkeit herleiten. Dazu sei gesagt, dass durch unsere
Betrachtungsweise P mit Q iibereinstimmt, also p; = ¢ gilt. Das oben an-
genommene Modell dndert sich dabei insofern, dass nun ¢ = Sy = Eqg[S1] €
(0,1). Fiir das handelbare Asset (6.7) und dem optimalen Startwert Vj aus

(6.6) erhalten wir demnach
Vo = Eq[H], (6.8)

denn

1p 1 []lD ] Eo[Ip -1 & —a
Eo | X | =E L_1| =E L_ 1| = ! = =0.
Q[ 1] Q{So © q1 q1 q1

Bemerkung 6.5.
Wir wollen anmerken, dass hier V; in Anlehnung an (3.19), dem konstanten

Wert der Kunita-Watanabe Zerlegung von H entspricht.
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Der (6.8) entsprechende Wert V4 aus [37] ist gegeben durch

P1— ¢
q1

Vo = Ep[H] +

(Ep [H| Zy > di] — Ep [H]), (6.9)

wodurch man erkennt, dass unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit die
Berechnung von V; erheblich vereinfacht wird.

Verwendet man als Ausloser Z; die Entschiadigungszahlung H — Ep[H|, kann
d; als Schranke d; = VaR,_,,(H) — Ep|[H| interpretiert werden. Somit folgt

fiir ein H mit stetiger Verteilungsfunktion und
Ep [H| Z, > di]
=Ep[H|Z, > VaRy_,, (H) — Ep[H]]
=Ep [H|H > VaR,_,, (H)] (6.10)
= TVaR,_,,(H)
= ES1p, (H)

aus (6.9)

Vp = Es[H] + ” T (ESy_p, (H) — Ep [H]). (6.11)

Bemerkung 6.6.

Unter der risikoneutralen Betrachtungsweise erhalten wir wiederum wie in

(6.8):
Vo = Eg[H]. (6.12)

Gleichung (6.11) ist sehr dhnlich zu Solvency Bewertungsformeln. Dort wird
der marktkonsistente Wert der Verbindlichkeit gleich ihrem Erwartungswert
plus einem Risikozuschlag gesetzt. Schreibt der Regulator ein translationsin-
variantes Risikomafl p vor, das heifit p(H — v) = p(H) — v fiir alle v € R,

so ist der marktkonsistente Wert unter der Kapitalkostenmethode gegeben
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durch:
Vo = B[H] + A (p(H) — E[H)) (6.13)

Diese Gleichung gilt sowohl unter der Real-World als auch der risikoneutralen
Wahrscheinlichkeit. A wird die Kapitalkostenrate genannt und der Ausdruck
A (p(H) — E[H]) ist die sogenannte Marktwertmarge.

Bisher fokussierten wir uns auf die Herleitung von risikoneutralen Bewer-
tungsformeln ohne die Verédnderung des Portfoliorisikos zu betrachten. Diese

Analyse folgt im néchsten Abschnitt.

Hedging und Kapitaleffizienz

Wie oben angesprochen werden wir in diesem Abschnitt das Portfoliorisiko
beriicksichtigen, welches nach einem Investment in das Derivat mit Payoff
S1 wie in (6.7) einhergehen wiirde. Die Beriicksichtigung ist wichtig, da der
Kéufer eines solchen Derivats interessiert daran ist das Risiko zu minimieren
um dadurch Kapital freizusetzen.

Es sei die Solvenzkapitalanforderung durch ein translationsinvariantes Risi-
komafl p bestimmt. G; bezeichne den Wert des optimalen Portfolios (4, &1)
aus (6.5), das heiit G; = V+ & X;. Demnach folgt, dass der Handel mit den
Derivaten so lange Kapital freisetzt, solange die Kosten V; plus die Kapi-
talanforderung fiir den gehedgten Verlust H — G; weniger sind als der nicht
gehedgte Verlust H:

Vo+p(H —Gy) < p(H) <= p(H = (G1 = V)) < p(H). (6.14)

Da das Portfolio, welches G generiert, Vj als Startkapital hat, erklart (6.14),
dass eine Investition in das Portfolio die Solvenzkapitalanforderung unter p
reduzieren kann. Es ist jedoch nicht offensichtlich, dass (6.14) im Allgemeinen

erfiillt ist, da die Strategie so formuliert ist, dass sie H so gut wie moglich
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repliziert, aber nicht die von p beschriebene Kapitalanforderung minimiert.

Situationen, wo (6.14) gilt, sind in folgender Proposition dargestellt:

Proposition 6.7.

Angenommen H hat eine stetige und strikt wachsende Verteilungsfunktion
auf R und sei das Risikomaf} p entweder VaR,, oder ES, zum Sicherheitslevel
ae (0,1).

Definiere k = ﬁESl_ql(H — Eg[H]). Wir erhalten £ > 0 und es gilt:

Die Ungleichung (6.14) gilt genau dann, wenn

@k < p(H) — p(H —1p, k). (6.15)
Insbesondere gilt:

(i) Angenommen VaR;_, (H) —k > 0. Ist @ < 1 — ¢ klein genug, sodass
VaR,(H) < VaR,_, (H) — k ist, dann gilt:
e fiir p = VaR,, existiert kein ¢; € (0, 1) sodass (6.14) gilt und
o fiir p = ES, gilt (6.14) fiir alle ¢; € (0, 1).
(i) Ist & > 1 — ¢y groB genug, sodass VaR,(H) — VaR,_,, (H) > k ist, gilt

(6.14) sowohl fiir p = VaR,, als auch p = ES,, fiir alle ¢; € (0,1) und
fiir das freigesetzte Kapital folgt:

p(H) = Vo —p(H —G1) = (1 —q)k (6.16)

Beweis
Zu Beginn mochten wir anmerken, dass die Risikomafle VaR und ES trans-
lationsinvariant (7) sind. & > 0 folgt aus den Eigenschaften vom Expected

Shortfall (vgl. Property 2.4.5 von Denuit, Dhaene, Goovaerts und Kaas [10]).
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Wir erhalten mit

Covg [Xy, H] = Eq [ X1 H] — Eq[X1] Eq[H]

== (5 1)

1
= o Fallp, H] = EqlH]
1

— LEy[H| D) QD] ~E[H]
¢ :51_/

=Eq[H|Z1 > di] — Eg[H]
und

Varg [X1] = Eq [X7] — Eq [X1]?

=0
1 2
= (2
q1
12 1
:EQ[ 21—2ﬂ+1}
qi q1
1 q1
= =Egl|lp |—2—=+1
Q% Q[ 1] q1
q1
= -1
T
:Ch—Q%
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nun:
COVQ [Xl,H]
Gy —Vy= = 2o X
1 0 =& Var@ [Xl] 1
Eq[H|Z) 2 di] —BolH] (1p,
- Q1—Q% q1

ai
2
(6.10) ¢ 1p, )
= — 1) (ES1_,. (H) —Eg|H
I (22 1) (B8 () ~ Bol)
Q% (]lD1_CI1

a(l—q) @ ) (ES1—q, (H — EqlH]))
1p, —

= P ES1 g, (H — EolH)
—q1

- (]lDl - ql) k.

G

Dadurch folgt, dass:

p(H — (G1 = Vo)) = p(H — (1p, — q1) - k) L p(H — 1p, k) + g1k

Demnach gilt fiir das freigesetzte Kapital:
p(H) = p(H — (G1 = Vo)) = p(H) = p(H = 1p,k) — qiF.
Und wegen der Giiltigkeit von (6.15), folgt auch die Giiltigkeit von (6.14).
Um die andere Seite zu zeigen, sei d = dy + Eq[H]. Da wir Z;, = H — Eg[H]|
als Entschiddigungszahlung angenommen haben, liefert dies D; = {Z; >
di} ={H —Eg[H]| > d—Eg[H|} = {H > d} und VaR,_, = d. Setzen wir
W = H — 1p,k, so erhalten wir fiir w € R:
QW <w]=Q[W < w,Dy] +Q[W < w, D]
=Q[H-k<w H>d+Q[H <w,H <]
=Qd < H<w+kl+Q[H < min(w,d)].

Auf Grund der Stetigkeit der Verteilungsfunktion F' von H gilt fiir QW < w]:

F(w) firw<d-—k
QW <w]=«¢ Flw+k)—Fd)+F(w) fird—k<w<d
F(w+k) fiir d < w.
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Man sieht, dass die Verteilung von W demnach auch stetig und strikt wach-
send ist. Falls auflerdem VaR, (H) < d—k (Fall (I)) gilt, dann folgt VaR,, (W) =
VaR,(H). Ist andererseits VaR,(H) > d + k (Fall (II)), erhalten wir

QW < VaR,(H) — k] =Q[H < VaR,(H)] = «, sodass
VaR,(W) = VaR,(H) — k

ist. Wir werden nun beide Fille separat behandeln:

Fall (I):
Angenommen d — k > 0 und wéhle VaR,(H) < d — k.

(1)

(if)

Sei p = VaR,,.
Dann ist VaR,(H — 1p,k) = VaR,(W) = VaR,(H), sodass fiir kein
¢1 > 0, unter Beachtung von k£ > 0, Ungleichung (6.15) erfiillt ist.

Sei nun p = ES,

Betrachtet man die Vektoren (H, 1{g>var, (m)}) und (H, Liwsvar, (w)})s
so erkennt man, dass beide zwar die gleichen Randwerte besitzen, erst-
erer jedoch komonotone Elemente enthélt, wonach aus Proposition 6.2.6

von Denuit, Dhaene, Goovaerts und Kaas [10] die Ungleichung

Eq [H - Limsvara(my] = Eq [H - Liwevara ] (6.17)

folgt.
Dadurch ergibt sich nun

ES.(H) — ES(W) =
1

= 1 a (Eq [H - Lggsvarany) — Eo [H - Liwsvaraw)y))

(EQ [H ) ]l{WzVaRa(W)}] —Eq [H ) ]I{WZVaRa(W)}}) .
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Betrachten wir den Ausdruck in der Klammer nun etwas néher, erhalten
wir
Eo [H - Lgwsovarawy) — Eo [H - Lgysvara ) =
— Eq [H|W 2 VaRo(W)] QW = VaR, (W)
g [W|W > VaRo(W)] QW > VaR, (W)
= Eq [H|W = VaRo(W)]Q[W > VaRa (W)
—Eg[H —1p, - k| W > VaR,(W)]Q [W > VaR, (V)]
=k-Eqg[lp,|W > VaR,(W)]Q[W > VaR,(W)]
=k Eq [1p, - Liwsvara )]
=k-E []l{HZd} : ]l{H—ILDIszaRa(H)}] ;
wobei letzte Gleichheit wegen VaR,(H) = VaR, (W) gilt. Da 1p, des

zweiten Indikators schon durch {H > d} erfiillt ist, konnen wir den

gesamten Term folgendermaflen umschreiben:

k-Eg []l{sz} : 1{H—1D1~k2VaRa(H)}]
=k Eq [Lyrzay - Lirzvara (]
=k-Q[H > max(d, VaR,(H) + k)] .

Zusammenfassend erhalten wir somit:

ESo(H) — ES,(W) > -Q[H > max(d, VaR.(H) + k)] .

l—-«
Auf Grund von d > VaR,(H) + k folgt nun daraus:

k k G
=gl zd = QD) = 0k

Da der letzte Term fiir alle a € (0, 1) grofler gleich ¢y k ist, folgt (6.15)

und demnach auch die Behauptung.

94



KAPITEL 6. MARKTKONSISTENTE BEWERTUNG

Fall (I1):
Angenommen VaR,,(H) > d+k. Dadurch erhalten wir VaR,, (W) = VaR,,(H)—
k.

(i) Sei p = VaR,.
Das freigesetzte Kapital ist demnach gegeben durch

VaR,(H) — VaR,(W) —q1 -k =k —q, - k,
was das angegebene Resultat beweist.

(ii) Betrachte nun p = ES,.
Fir 8 € [a, 1) folgt aus der Monotonie des Value at Risk:

VaRg(H) > VaRg(H) > d + k.

Daher ist VaRg(W) = VaRg(H) — k fur alle 8 € [, 1). Durch die
Integraldarstellung des Expected Shortfall aus (6.11) erhalten wir die

Aussage iiber das freigesetzte Kapital direkt aus:

VaRg(H) — VaRg(W) —q1 -k =k —q1 - k.

Bemerkung 6.8.

Fall (I) bezieht sich auf jene Situation, wo « so klein ist, dass sich die vom
Derivat bewirkte Risikominderung nicht im Risikomafl widerspiegelt. Grund
dafiir ist die Unempfindlichkeit des Value at Risk gegeniiber extremen Tails
in der Verteilung von H. Man erleidet dadurch mit jedem in das Derivat
investierten Betrag Kosten, ohne dabei wahrnehmbar Gewinn zu machen.

Wird jedoch der Expected Shortfall verwendet, werden die schweren Tails
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im Risikomafl reflektiert und der Gewinn wird erkannt, solange das Deri-
vat nicht zu teuer ist, also solange ¢; nicht so grofi wird. Diese Aussage ist
gleichbleibend zu jener aus [37], doch der Fall (II) unterscheidet sich ein we-
nig. Fall (II) bezieht sich hingegen auf jene Situation, wo das Sicherheitslevel
a so grof} ist, sodass unter allen durch das Risikomafl betrachteten Szenarien,
das Derivat einen Payoff von einer Geldeinheit produziert. Dieser Payoff ist
immer grofler als der Preis ¢;. Folglich ist das Sparen von Kapital immer
gewihrleistet. Allerdings héngt das in (6.16) freigesetzte Kapital vom Preis
q1 ab. Somit folgt fiir ¢; nahe bei 0, dass es keine Marktrisikopréamie fiir das
Derivat gibt und das freigesetzte Kapital damit maximiert wird.

Ist ¢; aber nahe bei 1, betrachtet der Markt das Ereignis, wo das Derivat fast
gewiss gewinnbringend ist. Dies macht es aber sehr teuer und die Investition
in das Derivat setzt nur wenig Kapital frei.

Der Unterschied unserer Betrachtungsweise unter dem risikoneutralen Maf
zu jener aus [37] ist nun, dass dort ¢ nur im Intervall (p;, {#-) garantiert,
dass der Expected Shortfall die Ungleichung (6.14) erfiillt. Bei uns ist das fiir
alle ¢; € (0,1) der Fall.

Durch die bisher unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit hergeleiteten
Ergebnisse, wie (6.8) oder (6.12), konnte man einige Zusammenhénge aus
den vorigen Kapiteln wiedererkennen und man koénnte meinen, dass unsere
Betrachtung die Berechnung der Losung des Problems (6.5) erheblich verein-
facht. Zusatzlich erhélt man durch Satz 6.7, dass die Modelle kapitaleffizienter
sind als jene unter der Real-World Wahrscheinlichkeit. Jedoch darf man nicht
aufler Acht lassen, dass uns der Bezug zu den regulatorischen Ansétzen ver-
loren geht, da deren vorgeschriebene Risikomafle zur Bewertung des Risikos

komplett abhanden kommen.
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Ob dies nur ein Vorkommnis im einperiodischen Modell ist, wird uns der
néchste Abschnitt liefern, wo wir mehrperiodische Modelle marktkonsistent

bewerten werden.

6.1.2 Der Mehrperiodenfall

Wir werden in diesem Abschnitt den Aufbau aus vorigem Kapitel 6.1.1 zu
mehrperiodischen Modellen erweitern. Demnach ergibt sich fiir den optimalen

Wert G des Portfolios mit Startwert v und Strategie :

t
G =v+ ) Xy, (6.18)

k=1
wobei t € T :={0,...,T} ist. Wir nehmen an, dass die in X vorkommenden

Stock Returns S unabhéngig und identisch verteilt (iid) sind.

Auf Grund der Konstruktion ist das Portfolio aus (6.18) selbstfinanzierend.
Wie durch die letzten Kapitel motiviert, lassen wir nur Strategien zu, die
GY” € £2(Q) sind.

Da wir den vorigen Abschnitt direkt erweitern wollen, suchen wir hier auch
jenes Paar (14, &), die das Optimierungsproblem

arg min E {(G;ﬂ - H)Q' ]—"0} (6.19)

(v,9)

16st. Zur Bestimmung des Paares (Vp, &) verweisen wir hier auf das Theorem
8.7 aus Cerny und Kallsen [4], welches in allgemeiner Form die Losung des

Problems (6.19) liefert:

Satz 6.9.
Der Prozess L, der durch die Rekursion Ly =1 und fiir 0 <t <7T

E[LX| Fi1]?

Lt—l :E[Lt|-E—1] - E[LtX2|.Ft 1]
t _
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gegeben ist, ist (0, 1]-wertig und das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P*, definiert
durch

P L

@ ~ U smrag
ist wohldefiniert.

Die folgenden Prozesse sind ebenso wohldefiniert:

. B [Xy| Bl
Uy = = Tvo = 1
Ex [ X?| Fi]
E* [ X,| Fia]®
b= ar B X Fio = e
t at [ t| t 1] E* [XtQ‘ thl]
1—arX,
vy, =E* {1_—2”@ FH} , Vp=4H,
t
5* _ E* [(Vt* B Vt*—1) Xt| Ft—l]
! Ex [X7| Fii]

Fiir das Anfangskapital v definieren wir die Strategie ¢(v) = (¥¢(v))ic o

iterativ durch:
eilv) = & +a; (Viey - G5 (6:20)
Dann erfiillt das Paar (V" ¢(V7)) das Optimierungsproblem (6.19).

Das im Satz vorkommende P* nennt man das opportunitiatsneutrale Wahr-
scheinlichkeitsmafl. Es ist kein Martingalmaf. Da wir jedoch die Asset Re-
turns als (éid) angenommen haben, folgt nach [37] Seite 11 und 12, sowie
Proposition 3.28 von Cerny und Kallsen [3], dass P* mit P iibereinstimmt,
was fiir unsere weitere Analyse fiir P = Q wichtig ist. Diese Unabhéingigkeit
ist eine hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fiir a; und b; um Fy-
messbar zu sein. Wir konnen in diesem Fall die ,,* aus Satz (6.9) weglassen,

um die optimale Losung unter P zu erhalten.

Bemerkung 6.10.
Da Ep[X;|F;—1] < 0und somit a; < 0 ist, mochten wir auf die grofe Ahnlichkeit
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von (6.20) zu (5.11) und (5.25) hinweisen, die jeweils unter anderen Voraus-
setzungen auch optimale Losungen des Mean Variance Hedging Problems

lieferten.
Bewertung von Versicherungsverbindlichkeiten

Dieser Abschnitt dient dazu, mehrperiodische Bewertungsformeln zu finden,
welche jene aus 6.1.1 verallgemeinern sollen. Dazu zerlegen wir zuerst die

Zufallsvariable H, wie in (2.5) definiert, als
H=FEp[H|Fo|+ Y1+ ...+ Yr mit Y, =Ep[H|F]—Ep/H|F_1] (6.21)

fest, wobei Y; als das Claims Development Result bezeichnet wird. Die Be-
zeichnung des Claims Development Result basiert auf dem Bilanzabschluss
eines Versicherungsunternehmens nach jeder Periode. Zur Zeit ¢ bilanzieren
sie die sogenannte Best Estimate Verbindlichkeit Ep[H|F;], um die vorher-
gehende Vorhersage Ep[H|F;—1] zu aktualisieren. Die daraus resultierendne
Anpassungen der Best Estimates generieren das Claims Development Result
Y, in der Periode ¢, welches entweder ein Verlust oder Gewinn ist. Betrachten
wir obige Zerlegung unter @Q, so sind die bedingten Erwartungen Eg[H |Fo]
keine Best Estimates mehr.

Fiir eine Zerlegung 6.21 liefert die direkte Anwendung von Satz 6.9 eine all-

gemeine Bewertungsformel.

Proposition 6.11.
Fiir ein H wie in (6.21) ist das optimale Startvermogen aus Satz 6.9 gegeben
durch:
d Ll — a4 X,
Vo = Ep[H|Fy) + ; (]l ﬁYt> . (6.22)

Beweis

Unter Beachtung, dass Ep [Plf—fbtxt

}"t,l] = 1 und Vy = H ist, erhalten wir
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aus Satz 6.9:
1—arX
Vi =B | — 22T H| Froy | =
1—0bp
1 —arX L
=Ep | —— (EP[H | Fol +2Yt> le]
- =1
T—1
1—arX
= Ep[H|Fo) + Y Y, +Ep | — =L vy | Fpy
— 1—"0bp
sowie:
1—ap 1 Xp_
Voo = Ep LT ar1 AT V1| Fro
1—0br_y
1 —ar1 Xr_y
— [, | 4T 1AT-L
v { 1— b7y

= 1 —arX
Ep|H|F, Y, +Ep | — 22Ty,
([P’[ ‘0]+;t+ P[ 1 by T

-

FT—2:|

-

T-2
1_CL ,X —
|: T—-1AT 1]7 .

=Ep[H|Fo] + ) Yi+Ep | — -
— br—1

t=1

1 —ar1 Xp_1 1 —arXr

- Ep | ———
1— bT,1 1— bT

—|—]E]P{

]

7

Mit Hilfe der Turmeigenschaft folgt fiir den letzten Term:

_E, l—ar Xy 1- CLTXTYT
1—bp_4 1—bp

7o)

Durch Weiterfithrung obiger Schritte erhalten wir schlussendlich das erfor-

derliche Resultat fiir V.

O

Wir nehmen nun ein Modell an, welches keine handelbaren Assets hat, aufler
die Derivate auf Y;. Das heifit wir konnen X in Analogie zu (6.7) darstellen

als
Xy =1p, — q, (6.23)
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wobei D; = {Y; > d;} das Ereignis, wo das Claims Development Result Y;
eine gegebene Schranke d; iibersteigt, p; = Ep[lp,|F;—1] und ¢, der F;_;-
messbare Preis mit ¢; € (pp, 1) ist. Fiir a; und b; aus Satz 6.9 erhalten wir

dadurch:

0 — Ep [Xt’ftfl] - Ep []lDt — Qt|ﬂfl] B Ep []lDt _ Qt|ft—1]
¢ = = —
Ep [X?| Fiei]  Ep[(Lp, — %)2’ Fio1]  Ep [<]1Dt)2 — 21p,q + ¢7| Fi-1]
_ Pt — qt
P — 2pqr + ¢F
und
by = ay - Bp [ X Foa] = o 5 Ep[Ip, — @ Fia] = (e — a)° 5
D — 2Deqe + @5 N ~ > D= 2peqe + g

=Pt —qt
Dadurch, dass a; und b; fiir unsere Zwecke Fy-messbar sind, gilt dies auch
fiir p; und ¢;. Wir erhalten nun durch Proposition 4 von [37] fiir unser Modell
den optimalen Startwert Vj durch:

qt — Dt
-ES,_,, (Y;).
1_pt 1 pt( t)

T
Vo =E:[H|Fy) + )
t=1

Betrachten wir den Sachverhalt nun wiederum unter der risikoneutralen Wahr-

scheinlichkeit, also P = Q, beziehungsweise p; = ¢;, so ergibt sich fiir Vj:
Vo = E[H|Fy. (6.24)

Man erkennt auch hier den Zusammenhang zu den Ergebnissen aus den vori-
gen Kapiteln, denn (6.24) ist sehr dhnlich zu (4.27), wo die optimale Strategie
unter dem minimalen Martingalmafl berechnet wurde.

So wie im einperiodischen Fall vereinfacht sich auch hier die Berechnung des
optimalen Startkapitals. Leider geht uns aber erneut, durch den Verlust des

Risikomafes, der Bezug zu den regulatorischen Anforderungen verloren.
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Hedging und Kapitaleffizienz

Der letzte Abschnitt dieser Arbeit untersucht die Kapitaleffizienz der Hed-
gingstrategien unter Q und vergleicht sie wiederum mit jener unter P.

Wir betrachten den Fall, wo Y7, ..., Y unabhéngig und a;, b; Fp-messbar sind
sowie das einzige gehandelte Asset, jenes auf das Derivat Y; ist. X ist dem-
nach wie in (6.23) gegeben. Dadurch folgt nach Satz (6.9) unter Beachtung,
dass a; = 0 fiir p, = ¢, folgende optimale Strategie fiir das Anfangskapital
Vo:

Eq [(Vi = Vio1) 24| Fi 4]
Eq [X?| Fi—1] '

(Vo) =&, wobei & = (6.25)

Man erhélt durch direkte Berechnung in weiterer Folge & = w.
VarQ[Xt |.7:0]

Vergleicht man (6.25) mit der entsprechenden Darstellung unter der Real-
World Wahrscheinlichkeit in [37], so erkennt man, dass bei uns der Term
a; (V}_l — Gﬁf(v‘))) fehlt, welcher den Wert des Investmentportfolios zur
Zeit t widerspiegelt. Unsere Strategie ist demnach nur von Werten abhéngig,
die zum Zeitpunkt 0 bekannt sind. Das ist aus Sicht eines Hedgers optimal,
da wir uns schon im Vorhinein richtig absichern koénnen, jedoch gehen aus
Sicht eines Investors dadurch eventuell entstandene Gewinne verloren. Es
eriibrigt sich deshalb leider auch die Frage, welche der beiden Sichtweisen
kapitaleffizienter ist, da a, <‘/t—1 — Gz/f i‘p(VO)) nur groffer als 0 sein muss, um
die Real-World Wahrscheinlichkeit als ,,Sieger® hervortreten zu lassen.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir die entsprechenden Effizienzbedingun-
gen unter P nun anfiihren.

Dazu sei 6; =V, — Gz/f ,lw(vo) die Differenz des Wertes der Verbindlichkeit und
des Wertes des Investmentportfolios zur Zeit t — 1. Da aus Ep[X;|F;—1] <0
a; < 0 folgt, passen wir die Strategie so an, dass falls der Shortfall §; > 0

ist, weniger in das riskante Asset investiert wird sowie umgekehrt. Analog zu
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KAPITEL 6. MARKTKONSISTENTE BEWERTUNG

Kapitel 6.1.1 ergibt eine Neuformulierung von (6.14) zur Zeit ¢ — 1:
prr (Vo= (G0 — Gl ) < (1), (6.26)

wobei p;_; das regulatorisch vorgeschriebene Risikomaf ist, welches mit der
Information von F;_; zur Zeit t — 1 ausgewertet wird. Das Prinzip dahinter
ist, dass die Verbindlichkeit im Bezug auf die Kapitalanforderung wéahrend
(t—1,t] das entsprechende Claims Development Result Y; ist. (6.26) stellt die
Bedingung dar, dass die Kapitalanforderung an Y; minus dem Nettogewinn
des Handels iiber den selben Zeitraum, kleiner ist als die Kapitalanforde-
rung an Y; unter der Annahme, dass alle Geldanlagen in das risikolose Asset

investiert wurden. Die linke Seite von (6.26) kann als

Pt—1 (Y;t - SOt(VO)Xt) = ptfl(Y;f —§ Xy — Gt5tXt)

geschrieben werden. Mit k, = a0 + %MESt,l,l,pt(Y}) und Riickverfolgung
der ersten Schritte des Beweises von Proposition 6.7 folgt als Bedingung, dass

(6.26), analog zu (6.14), gilt:

Qtfft < Pt—l(Yt) - Pt—l(Yt - ]%t]lDt)~

103



Kapitel 7

Zusammenfassung und
Schlussfolgerung

Diese Arbeit diente dazu, die wichtigsten Resultate und Erkenntnisse der
Hedgingthematik unter einem quadratischen Kriterium zu erlautern und dar-
zustellen, sowie unter zu Hilfenahme dieser Ergebnisse Versicherungsver-

pflichtungen marktkonsistent zu bewerten.

Der erste Teil war sozusagen der ,Entwicklung® des Hedgings gewidmet,
wo wir den Begriff der Risikominimierung einer im Mittel selbstfinanzieren-
den Strategie analysierten, die von Follmer und Sondermann [14] eingefiihrt
wurde. Wir konnten dort beobachten, dass die Suche nach solch einer op-
timalen Strategie {iber die sogenannte Kunita-Watanabe Zerlegung fiihrt.
Anschliefend befassten wir uns mit der durch Schweizer [32] ins Leben ge-
rufenen lokalen Risikominimierung. Dieser Zugang lieferte uns eine Optima-
litdtsgleichung, welche wir mit Hilfe der Theorie von Girsanov in ein Problem
iiberfithrten, das wir mit der Anwendung von Martingaltechniken l6sen konn-
ten. Als wichtigstes Hilfsmittel stellte sich dabei das minimale Martingalmafl
heraus, welches uns auch im darauffolgenden Abschnitt von grofiem Nut-

zen war. Dort untersuchten wir das Mean Variance Hedging einerseits unter
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KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND SCHLUSSFOLGERUNG

eben diesem Maf}; und andererseits unter dem varianzoptimalen Wahrschein-
lichkeitsmaf}. Wir zeigten, unter welchen Bedingungen und Annahmen beide
MafBe iibereinstimmen. Das Mean Variance Hedging diente als Grundlage
fiir das letzte Kapitel dieser Arbeit, wo wir mit dessen Hilfe Versicherungs-
verpflichtungen marktkonsistent bewerteten. Wir untersuchten dabei diese
Bewertung unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit und stellten die Er-
gebnisse der Real-World Wahrscheinlichkeit gegeniiber. Es stellte sich heraus,
dass in den betrachteten einperiodischen und Single Asset Fall Modellen die
risikoneutrale Sichtweise kapitaleffizientere Ergebnisse lieferte, sie jedoch re-
gulatorische Anforderungen in Form von Risikomaflen nicht beriicksichtigte.
Die Analyse der betrachteten mehrperiodischen Modelle unter der risikoneu-
tralen Wahrscheinlichkeit ergab leider, dass sie nicht kapitaleffizienter sind.
Allerdings ist sie aus der Sicht eines Hedgers ausgezeichnet, da sie eine Strate-

gie liefert, die nur von Werten abhingt, welche zu Beginn schon bekannt sind.

Dies ldsst uns mit gemischten Gefiihlen an die Schlussfolgerung herangehen.
Denn wer mochte sich nicht perfekt gegen eine Versicherungsverbindlichkeit
absichern? Die Kehrseite dieser Medaille ist jedoch, dass dadurch kein Ge-
winn generiert werden kann.

Zusétzlich miissen diese alternativen Bewertungstechniken regulatorischen
Anforderungen gerecht werden. Da diese in den letzten Jahren aber stark
zugenommen haben, wird dies ein schweres Unterfangen.

Es wird sich zeigen, ob in Zukunft ein optimales Wahrscheinlichkeitsmaf} zur

marktkonsistenten Bewertung gefunden werden kann.
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