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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In der klassische Risikotheorie wird unter anderem die Berechnung der Ruin-
wahrscheinlichkeit, zur Bewertung eines Versicherungsportfolios herangezo-
gen. Tritt kein Ruin ein, wichst der Uberschuss des Versicherungsunter-
nehmens unbeschrinkt. In der Praxis ist dies jedoch weder sinnvoll, noch
realistisch. Ein Versicherungsunternehmen hat die Méglichkeit einen gewis-
sen Teil dieses Uberschusses neu zu investieren um héhere Ertrige zu erwirt-
schaften oder den Uberschuss als Dividenden an ihre Aktionire auszubezah-
len. Da jedoch zu hohe Dividendenzahlungen einen fritheren Ruin bedeuten
konnten, muss sich ein Versicherungsunternehmen Gedanken iiber eine ge-
eignete Dividenden-Strategie machen.

1.2 Uberblick

Bevor man sich Gedanken machen kann, wie eine optimale Dividendenstra-
tegie aussehen kann, benotigt man ein mathematisches Modell, welches den
Uberschuss eines Versicherungsunternehmens iiber einen lingeren Zeitraum
beschreibt. Die Definition dieses Modells und allgemeine Definitionen und
Sétze werden im zweiten Kapitel 2 vorgestellt.

Kapitel 3 gibt eine kurze Einfiihrung in die klassische Ruintheorie, im spe-
ziellen wird auf den klassischen Ruinprozess eingegangen, die Ruinwahr-
scheinlichkeit hergeleitet und gezeigt, wie man die Ruinwahrscheinlichkeit
von oben beschrénken kann.

Das Kapitel 4 behandelt das Problem der optimalen Dividendenstrategie,
im speziellen betrachtet man Barriere-Strategien und die Bewertung des
Uberschussprozesses anhand der erwarteten diskontierten Dividendenzah-
lungen bis zum Eintritt des Ruins.
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Bei der Auswahl von Barriere- Strategien tritt Ruin mit Sicherheit ein. Im
Zeitpunkt des Ruins wird ein Teil des auftretenden Schadens nicht mehr
durch den Uberschussprozess gedeckt und das Versicherungsunternehmen
kann den Verpflichtungen nicht mehr nachkommen. Um dies zu vermeiden,
wird angenommen, dass Aktiondre die Verantwortung fiir einen moglichen
Verlust tragen und damit die Zahlungsunfiahigkeit des Versicherungsunter-
nehmens abwenden. Dies fiihrt zu einem neuen mathematischen Problem
der Optimierung und wird im Kapitel 5 und 6 behandelt. Die Resultate
stammen hauptsichlich aus dem Artikel ”Maximizing Dividends without
Bankruptcy”von Hans U.Gerber, Elias S.W.Shiu und Nathaniel Smith [6].

Im Kapitel 7 wird die Verteilung der Schiden durch eine Kombination von
Exponentialverteilungen modelliert und gezeigt, dass die Resultate aus den
vorherigen Kapiteln auch fiir diese allgemeine Annahme Giiltigkeit haben.



Kapitel 2

Risikotheorie

Das Grundprinzip einer Versicherung besteht aus dem gemeinsamen Tra-
gen von Risiken in einem Kollektiv (Pool, Portfolio) und dem Ausgleich
durch giinstige und ungiinstige Einzelrisiken. Mathematisch gilt das Gesetz
der groflen Zahlen, welches besagt, dass bei steigender Anzahl von gleich-
artigen Ereignissen sich der tatsdchliche Ausgang dem erwarteten Ausgang
ann#hert. Zusétzlich nimmt die Streuung der Ausgéinge um den Erwartungs-
wert mit steigender Portfoliogréfie nach dem Zentralen Grenzverteilungssatz
ab. Dieser risikomindernde Effekt wird als ”‘Risikoausgleich im Kollektiv”*
bezeichnet.

Definition 2.1
a) Eine nichtnegative Zufallsvariable R heifit Risiko.

b) Bezeichne I eine Indexmenge, meist I C N. Dann heifit eine Menge
{R; : i € I} von Risiken Portfolio.

Im folgenden Abschnitt werden zwei mogliche Zugéinge dargestellt wie man
eine Schadenssumme modellieren kann. Einerseits in der Betrachtung der
Einzelrisiken und andererseits durch die Betrachtung der Risken als Kollek-
tiv abhéngig von der Gesamtschadenshéhe und der Anzahl der Schiden.

2.1 Individuelles Modell

Im individuellen Modell l&sst sich ein Einzelrisiko R; als Schaden interpre-
tieren, der durch die i-te Versicherungspolizze im betrachteten Zeitraum,
z.B. ein Jahr, entstanden ist. Folglich ist bei einem Bestand von n Poliz-
zen der Gesamtschaden eines Versicherungsunternehmens die Summe S der
Einzelschidden Ry, ..., R,.
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Definition 2.2  Seien R; die Einzelschéiden. So gilt fiir den Gesamtschaden

i=1

Die Einzelrisiken R; werden dabei als unabhingig und identisch verteilt
angenommen (homogenes Portfolio). Somit gilt fiir den Erwartungswert und
die Varianz von S:

E[S] =K (i Rz) = nE[Rl]
Var[S] = an:r_[Rl]

Von grofiem Interesse fiir ein Versicherungsunternehmen ist die Bestimmung
einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen .S sowie
deren Erwartungswert und Varianz, da viele Entscheidungen darauf basie-
ren, wie z.B. Pramienkalkulation, Riickversicherung und Riickstellungen.
Fin Vorteil, der durch das Zusammenfassen von Risiken durch ein Versiche-
rungsunternehmen entsteht, ist der Effekt des Risikoausgleichs im Kollektiv.
Durch Einsetzen des Erwartungswertes und der Varianz von .S in die Tsche-
byscheffschen Ungleichung folgt Ve > 0

< Var[S] _ Var[R;]
= (eE[S))*  ne’E[Ri]

P ('SI;[ES][S] > ) — P(|s — E[S]| = eE[S])

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass S vom erwarteten Gesamtschaden ES mehr
als € abweicht, wird mit wachsendem Bestand immer kleiner. Fiir n — oo
konvergiert die rechte Seite gegen 0.

2.2 Kollektives Modell

2.2.1 Modell

Im kollektiven Modell steht im Gegensatz zum individuellen Modell nicht das
einzelne Risiko im Vordergrund, sondern das gesamte Portfolio von Risiken
wird als Produzent einer zufélligen Anzahl von Schiden einer Beobachtungs-
periode betrachtet. Dabei wird die Anzahl der eingetretenen Schiden durch
eine Zufallsvariable N und die H6he der Schidden durch eine Folge positi-
ver, unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen Y; beschrieben.
Ebenso wird angenommen, dass N und Y; unabhingig sind.

Definition 2.3 Der Gesamtschaden S ist durch die Zufallssumme
N

S::ZYZ-

=1
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gegeben, wobei S = 0 fiir N = 0 gesetzt wird, d.h. treten keine Schiaden auf,
ist trivialerweise auch der Gesamtschaden gleich Null.

Bemerkung

i) Die Schadenszahlverteilung wird hiufig mit Hilfe von Poisson-,
Binomial-, Negativbinomial- oder logarithmisch verteilten Zufallsgréfien
modelliert.

ii) Zur Modellierung von Schadenshéhenverteilungen eignen sich insbe-
sondere Exponential-, Gamma-, Log-Gamma- oder Log-Normal-verteilte
Zufallsvariablen.

2.2.2 Die Momente von S

Die Momente und die Momenterzeugende Funktion (MEF) Mg(t) kénnen
iiber die Iterativitdt des Erwartungswertes hergeleitet werden. Vorausset-
zung dafiir ist, dass die Erwartungswerte von N, Y; und auch die M EF(S)
existieren.

E[S] = E[E[S|N]] = E[NE[Y]] = E[N]E[Y] (2.1)

Der Erwartungswert des Gesamtschadens ist das Produkt der erwarteten
Anzahl von Schidden und der erwarteten Schadenshohe. Fiir die Varianz von
S gilt:

Var[S] = E[Var[S|N]] + Var[E[S|N]] = E[N Var[Y]] 4+ Var[NE[Y]]
= E[N] Var[Y] + [E[Y])? Var[N]. (2.2)
Dieselbe Technik kann herangezogen werden um Mg(t) zu berechnen.

Ms(t) = E[e'S] = E [o/ 251 V1| = E[E[e' =51 Y| N]

= > E[e'Z5 N = n]P[N = i]
k=0

00 k oo k

=> E[J[™IPIN =k = > [[E™]PIN =&
k=0 i=1 k=01i=1

= E[™PIN = k] = My (t)*P[N = k]
k=0 k=0

= Z exp(ln(My(t)k))P[N = k|
k=0

= My (In(My (1))) (2.3)
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2.3 Klassischer Risikoprozess

2.3.1 Compound Poisson Distribution

Eine géngige Verteilung, die haufig zur Modellierung der Schadenszahl her-
angezogen wird, ist die Poissonverteilung. Der Grund dafiir ist, dass sich
viele Rechnungen explizit ausfiithren lassen.

Definition 2.4 Eine Zufallsvariable N auf (No;B(Np)) heifit poissonver-
teilt mit Parameter (Intensitit) A > 0, N ~ Poi()), falls gilt:
)\k
P(N = k) := Ee_/\,k € Np.
Es gilt:

E[N] = A, Var[N] = A, My(t) =MD

Die Verteilung von S heiffit dann zusammengesetzte Poisson-Verteilung bzw.
Compound Poisson Distribution, S ~ CP(X; F(.)) wobei F(.) die Vertei-
lungsfunktion der Schadenshohen Y; bezeichnet.

Man erhélt unmittelbar aus (2.1) und (2.2)

E[S] = AE[Y] und Var[S] = AE[Y]?.

Ist My (t) die Momenterzeugende Funktion von Y, erhélt man durch Ein-
setzen in (2.3)

Mg(t) = A My (t)—1)

2.3.2 Compound Poisson Prozess

In den vorangegangenen Abschnitten wurde der Gesamtschaden eines Port-
folios in einer bestimmten Zeitperiode, z.B. einem Jahr, betrachtet. In die-
sem Abschnitt geht man nun iiber zu einem langerfristigen Horizont und
betrachtet die Entwicklung des Uberschusses (Gewinn) eines Versicherungs-
unternehmens.

In Analogie zur Berechnung des Gesamtschadens in einem festen Zeitraum,
wo die Schadenszahl unter anderem durch eine poissonverteilte Zufallsva-
riable modelliert wurde, betrachtet man nun unter Beriicksichtigung des
zeitlichen Aspekts einen sogenannten Poissonprozess.

Definition 2.5 Es seien Wy, W5, ... unabhéngige stochastische Groflen,
die identisch exponentialverteilt sind mit Parameter A > 0. Definiert man

N(t) :Zl{Tkgt} t>0, Tp:=Wi+--+ W,
k=1
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dann heiBt N(t)¢>o (homogener) Poissonprozess mit Intensitét .

Definition 2.6  Es sei N(t);>0 ein Zahlprozess. Dann sind dquivalent:

a) der Prozess N ist ein Poissonprozess mit Intensitdt A > 0;
b) der Prozess N besitzt folgende Eigenschaften:

i) N(t) ist fiir jedes t > 0 poissonverteilt mit Parameter At > 0;

ii) unabhéngige Zuwichse:
fir alle 0 < tg < t1 < --- < t, und n € N sind die Zuwéichse
N(t1) — N(to), N(t2) — N(t1),...,N(tp) — N(t,—1) unabhiingig;

iii) stationdre Zuwéchse:
fiir alle 0 < tp < t1 < -+ <ty , n € N und fiir alle h > 0
héngen die Verteilungen von N(¢t; + h) — N(to + h),...,N(t, +
h) — N(t,—1 + h) nicht von h ab.

Nun sei N (t);>0 ein Poissonprozess mit Parameter A, und (Y;)72, eine Folge
unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-
tion F', unabhéngig von N () fiir alle ¢ > 0. Definiert man

Ny
St = Z Yz
=1

Dann heifit der Prozess (S:)i>0 zusammengesetzter Poissonprozess (com-
pound poisson process) mit Charakteristik (A, Fy).

2.3.3 Freie Reserve

Der Uberschuss (freie Reserve) eines Versicherungsunternechmens zum Zeit-
punkt ¢ > 0 wird ohne Beriicksichtigung von Dividendenzahlungen mit Uy
bezeichnet. Uy = x sei das Startkapital, welches als nichtnegativ und bekannt
vorausgesetzt wird. Da die Hohe des Uberschusses in der Zukunft nicht be-
kannt ist, ist U; ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit. Wir definieren
die freie Reserve eines Versicherungsunternehmens zum Zeitpunkt ¢ > 0

Ut =T+ Ct*St, (24)

wobei ¢ > 0 die Pramie pro Zeiteinheit und (S:):>0 der aggregierte Scha-
densprozess ist.

Bemerkung

i) Die Pramien werden kontinuierlich mit einer konstanten Pramienrate
¢ > 0 eingenommen, das heifit die Pridmieneinnahme bis zum Zeit-
punkt t ist somit ct.
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ii)

iii)

Der Zeitpunkt T; ist jener Zeitpunkt, an dem der i-te Schaden ein-
tritt. Pro Schadenszeitpunkt wird angenommen, dass nur ein Schaden
auftritt. 71,75, ... sind Zufallsvariablen wobei 177 < T < ... gilt.
Mit W; wird die Zeit zwischen dem 7 — 1-ten und dem i-ten Schaden
bezeichnet,

W, =T;-T,_1 mit W;="1T].

Fiir die Modellierung des Schadensprozess wird ein Compound Poisson
Prozess verwendet, das heifit .S; ist von folgender Gestalt

Ny
Sp=)_ Y.
i=1

N(t);>0 ist ein Poissonprozess mit Rate A. N; gibt die Anzahl der
Schéden im Intervall (0,¢] an. Die Verteilungsfunktion ist gegeben
durch

()\t)nefx\t

B[N () = n] = =

n=12.... A>0
Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Zeit zwischen zwei Schadens-
zeitpunkten W; exponentialverteilt ist mit Parameter A.

Die Schadenshoéhen werden durch eine Folge unabhéngiger, positiver
Zufallsvariablen (Y;);cny modelliert, die derselben Verteilung unterlie-
gen und zusétzlich unabhéngig von (N¢),>o sind. Die Verteilungsfunk-
tion der Y; wird mit F'(.) bezeichnet. Ausgehend von der Definition der
Y; folgt sofort, dass F(y) = 0 fiir y < 0 gilt, d.h. wir betrachten nur
positive Schiden.

Fiir die MEF von Y; verwenden wir die Notation My (r) = E[exp(rY;)]
und fiir die Momente p,, = E[Y}"].

Folgendes Lemma ist oft sehr hilfreich bei der Berechnung der Momente ei-
ner stochastischen Grofle.

Lemma 2.7 Sei Y eine stochastische Grofle mit MEF My (t). Existiert
My (t) in einem offenen Intervall (—v,v),y > 0, so ist My (t) in (—~,7)
unendlich oft differenzierbar mit

MP(0)=E[Y* &> o0. (2.5)

Bemerkung Der Prozess (2.4) wird auch Reserveprozess, Uberschusspro-
zess oder Cramér-Lundberg Prozess genannt.
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Ruintheorie

Die freie Reserve wichst linear mit Steigung c, aufler zu den Zeitpunkten
an denen Schéden auftreten. In den Zeitpunkten 7; verringert sich die freie
Reserve um die Hohe des Schadens. So kann es auch passieren, dass die freie
Reserve negativ wird.

Als Ruin bezeichnet man das Ereignis, dass der Reserveprozess zum ersten
Mal negative Werte annimmt, das heiflt es gilt U; < 0 fiir ein ¢ > 0.

u®

Ruin

Abbildung 3.1: Reserveprozess

Bemerkung “Ruin* ist lediglich ein technischer Ausdruck. Wird der Re-
serveprozess eines Versichertenbestandes negativ, so geht das Unternehmen
noch lange nicht pleite.

Natiirlich ist man daran interessiert, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
dieses Ereignisses moglichst gering zu halten. Ein sehr hiufig verwendetes
Risikomaf ist die sogenannte Ruinwahrscheinlichkeit.

Definition 3.1  Sei (U; : t > 0) ein Risikoprozess mit Startkapital z =
U(0). Dann bezeichnet

10
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i) 7:=inf{t:¢>0 und U; < 0} den Ruinzeitpunkt, mit inf(()) = oo;

i) Y(x,t) :=P(r <t |U0) =2x) = Plinfoecs<: Us < 0| U(0) = 2] die
Ruinwahrscheinlichkeit im Zeitintervall (0, t];

iii) () = limyoo ¢ (z,t) = P < 00) = Plinf;so Uy < 0| U(0) = z] die
totale Ruinwahrscheinlichkeit;

iv) o(z) ;=1 —(z) die Uberlebenswahrscheinlichkeit.
Offensichtlich ist ¢ (z,t) fallend in = und wachsend in t.

Das Ereignis ,,Ruin “ kann im klassischen Cramér-Lundberg Modell nur durch
einen Schaden eintreten. Fiir eine notwendige Bedingung, sodass Ruin nicht
mit Wahrscheinlichkeit 1 eintritt, ist es sinnvoll den Uberschuss zu den ein-
zelnen Schadenszeitpunkten zu betrachten.

Lemma 3.2 Im Cramér-Lundberg Modell gilt fiir die Ruinwahrschein-
lichkeit des klassischen Risikoprozesses fiir alle z > 0:

n

Y(x) =P(sup Z, > z) mit Z,:= Z(Yk—ch),
neN 1

Nach dem starkem Gesetz der grofien Zahlen folgt fiir W; ~ Exp(\):

1 1 Y T,
lim ~Z, = lim = (Y; — W) = lim <Ek=1"f - c") N
n—oo n n—o0 1 £~ n—o0 n n A
Fiir ¢ < Ap konvergiert Z,, P- f.s gegen co und gemifl Lemma 3.2 tritt Ruin
P- f.s ein.

Damit Ruin nicht mit Sicherheit eintritt, fordern wir im Folgenden, dass die

Pramienrate ¢ einen Sicherheitszuschlag § € R der Form

c=1+0)Iu, ,0>0 (3.1)
enthilt und damit stets
c> A (3.2)
gilt.
Bemerkung

i) Die Bedingung (3.1) besagt, dass fiir 6 > 0 die Prémieneinnahmen
die erwarteten Schiden pro Zeiteinheit {ibersteigen. Nach Lemma 3.2
folgt daraus, dass die Ruinwahrscheinlichkeit fiir ¢ — oo gegen Null
konvergiert.

ii) Die Konstante § wird in der Literatur relativer Sicherheitszuschlag
(safety loading) und die Bedingung (3.2) wird Nettoprofitbedingung
(net profit condition) genannt.
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3.1 Differentialgleichung fiir die Ruinwahrschein-
lichkeit ¢ (x)

Die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit erfolgt durch eine Differential-
gleichung, die aus folgender Uberlegung entsteht.

Angenommen der erste Schaden tritt zum Zeitpunkt 77 > 0 ein und die
Hohe dieses Schadens Y ist gleich y. Falls Ruin vor oder im (n + 1)-ten
Schaden eintritt, gilt entweder:

i) Ruin tritt beim ersten Schaden ein, d.h. y > x + ct, oder

ii) Ruin tritt nicht direkt nach dem ersten Schaden ein, der Uberschuss
nach dem ersten Schaden betrégt somit « + ¢t — y und Ruin tritt in
einem der nichsten n Schiden ein. In diesem Fall beginnt im Zeitpunkt
T; ein neuer Cramér-Lundberg Prozess mit Startkapital U(T}).

Da das Eintreten der Schaden N; durch einen Poisson Prozess mit Parameter
A beschrieben wird, ist die Zeit zwischen zwei Schiden exponentiell verteilt.
Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

o] o] 00 T+ct
P(x) :O//\e’\t Jr/t dF(y) dt—i—o/)\eM 0/ Y(z + ct —y)dF(y) dt

mit ¢ (z) =1 fiir z < 0.

Durch Substitution s = x 4 ¢t gelangt man zu folgender Darstellung;:

e} [e o] [e.e] S

W(z) = - / Ae N / dF(y) ds + 1 / Ae M) / (s —y) dF(y) ds

)\271007”00 A Az 7/\100
wl(ac):?ec /e c /dF(y)ds—cec e e /dF(y)
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Formt man diese Gleichung noch um, erhélt man fiir ¢(z) die Gleichung

w’(a:):% éec‘r/ejs/dF(y)ds—l—i\eY/ecAs/w(s—y)dF(y)ds
x s x 0
= (z)
i A
—— [ dF(y) —— [ ¥(z —y)dF(y)

a2 ]

=(1-F(x))
¥(a) = 2u(e) = 201 - Fla)) - 2 [ (o - ) dF() (33)

Um auf die Gleichung der Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢(x) zu gelangen,
setzen wir die Beziehung ¢(z) =1 — ¢ (x) in (3.3) ein

T

2= F@) -2 [ pe— ) dF ()

(@) = 21— pla) °

0

A A A A AT AT

2 ) = 2 2 = 2 ary) +2 _y)dF
22w - S+ 2w - 5 [ B+ [ — ) arw)
0 0
=F(z)
und erhalten damit
, A AL
¢ ) = 2p(a) = 2 [ ple =) dF). (3.4)
0

Bemerkung Gleichungen, in denen sowohl das Integral als auch das Dif-
ferential einer Funktion vorkommen, werden Integro-Differentialgleichungen
genannt.

Eine Moglichkeit die Integro-Differentialgleichung (3.3) zu vereinfachen be-
steht darin das Differential zu eliminieren.
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Offenbar gilt

(3.5)
Aus der Eigenschaft des Erwartungswertes
p=EY]= /de(y) = /[1 = F(y)]dy,
0 0
folgt fiir x — oo
(1= 9(0) = L= Fy)ldy = M (36)
0
wobei () 2= 1 durch ¢ > Au gesichert ist. Daraus folgt
A A
p0)=1-"E & 40)="F (3.7)

Cc

Setzt man wiederum p(z) = 1 — ¢(x) in Gleichung (3.5) ein, so folgt

)\/ F(y)|dy
0
e A{/ Dy - /M_ r ]
/\{/[ dy+/w:v— lF(y)]dy]
0
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Im Allgemeinen lésst sich die Losung der Gleichung (3.4) nur numerisch
berechnen. Wie man zu einer expliziten Losung kommen kann, zeigt das fol-
genden Beispiel.

Beispiel Angenommen die Einzelschiden sind exponentialverteilt Y; ~
Exp(B), mit p = % und Dichtefunktion f(y) = Be #Y. Eingesetzt in (3.4)
ergibt

e (@) =\ (@) — [ ple—y)Bedy| =X [p(x) — [ oly)Be PV dy
- /
= A @(x)—ﬁe‘ﬁm/w(y)eﬁydy : (3.8)
L 0

Durch Differenzieren kann diese Gleichung in eine reine Differentialgleichung
umgewandelt werden:

e () =\ | ¢ (z) + e P" / e(y)e? dy — Be P p(x)e”

0
x

—A¢ (@) — BA |p(@) - B / ()¢ dy
0

=cyp’(x)
= A/ (2) — Bey ()
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist durch
o(r)=C1+ C’gef(ﬁ*%)"”

gegeben. Fiir die Berechnung der Konstanten beniitzen wir einerseits die
Annahme ¢ > Ap und anderseits die Ruinwahrscheinlichkeit fiir x = 0:

i) Aus der Nettoprofitbedingung ¢ > Ay ((:) 8 — %) > 0 und
lim, o0 p(z) = 1 folgt

T—r00

1= lim ¢(z) = lim (C’l + 026_(6_%)x> = (1,
T—00
= Cl =1.
ii) Aus p(0)=1-— )\Tﬂ konnen wir nun Cy bestimmen:
0)=1+C=1-2
w\Y) = 2 = Bc
A

:>02:77'

Bc
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Somit erhalten wir fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei exponentiell
verteilten Schéaden

bzw. fiir die Ruinwarscheinlichkeit, fiir ¢ = (1 + 0)Ap gilt

_ A e L b
(z) = ge (<) _1+08Xp<_61+9x>'

3.2 Abschitzen der Ruinwahrscheinlichkeit

Im Allgemeinen ist das Finden expliziter Losungen fiir die Ruinwahrschein-
lichkeit, wie im Beispiel zuvor, nicht méglich beziehungsweise nur mit groflem
Aufwand. Meist versucht man sich mit einer numerischen Néherung zu hel-
fen, wie zum Beispiel durch das Abschétzen der Ruinwahrscheinlichkeit nach
oben.

3.2.1 Anpassungskoeffizient

Satz 3.3  Sei (Ut)¢>0 ein klassischer Risikoprozess, My (r) die Momenter-
zeugende Funktion der Einzelschiden Y ~ F und ¢ > Ap sei fiir 8 > 0 erfiillt.

Angenommen
i) My (r) existiert fiir alle r > 0 = lim, oo My (r) = 0o oder

ii) es gibt ein 0 < Tpae < 00, sodass My (r) fir 0 < 7 < 7., existiert
und
lim, oo My (r) = oo gilt, dann folgt:

Es existiert genau eine positive Losung R der Gleichung

o

A+er=AMy(r) = / e dF (y). (3.9)

—00

Bemerkung Der Anpassungskoeffizient R ist ein Maf fiir das Risiko in
dem Reserveprozess. Ist die Pramie ¢ gegeben durch ¢ = (1 4 0)Au, das
heisst abhéngig von der Schadensintensitét, so folgt, dass R unabhéngig vom
Parameter A ist. Er héngt nur von der Gesamtschadenshche und der Hohe
der Préamien ab. Weiters wird durch die Erfiillung der Nettoprofitbedingung
gesichert, dass es keine Konstante R < 0 gibt, die der Gleichung (3.9) geniigt.
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Beweis Definiere:
g(r) =AMy (r) — XA —cr.

Eine Losung ist offensichtlich » = 0. Um die strikt positive Losung zu finden,
bilden wir die erste und zweite Ableitung von g(r)

J(r) = A/wyerw()

—)\/ 2em dF (y

g/(r)|r:0 = A <0
6" (o = A /0 y2 dF(y) > 0,

Fiir r = 0 gilt

d.h. die Funktion g(r) ist strikt konvex. Nach Voraussetzung gilt
lim, oo My (r) = 0o und somit muss es eine Losung R geben, die g(R) =0
erfiillt.

3.2.2 Lundberg-Ungleichung

Satz 3.4 Im klassischen Risikoprozess gilt, falls der Anpassungskoeffizient
R existiert:
Y(z) < e fi2, (3.10)

Beweis (Vollstédndige Induktion)
Wir definieren mit v, (x) die Wahrscheinlichkeit des Ruins vor oder im
n — ten Schaden. Da ¥ (x) = limy,—00 ¥ () gilt, geniigt es zu zeigen, dass
() < e B firn=1,2,... gilt.

Induktionsanfang: n =1=y >z +ct

/ e M / dF (y

x+-ct
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Da e BEtet=v) > 1 fiir y >  + ¢t gilt, folgt

P1(x) < /)\e_)‘t / e~ Rl@tet=y) qF (y) dt
0 z+ct
S /Ae—)\t/e—R(Z"i‘Ct—y) dF(y) dt
0 0
= e_R”/e_()‘JrCR)t)\/eRy dF(y)dt
0 0

=AMy (R)=A+cR

o
= (A4 cR) /e (AtcR)t
0

=1

= e,

Induktionschritt: n = n + 1: Induktionsannahme v, (z) < e~ 1%

o) x+ct

Uny1(x /)\e_” / dF(y dt—l—/)\e_’\t / Un(x 4 ct —y)dF (y) dt
x+ct
o) 0o o) x+ct
(18)
< /)\e)‘t/ dF(y)dt-i—/)\e)‘t / e~ Blatet=y) qp (y) dt
0 x+ct 0 0
[e¢) [e¢) [oe) x+ct
< / Ae= M / e~ Rlatet=y) qp(y) dt + / Ae™ M / e~ Blatet=y) qp(y) dt
0 x+ct 0 0
:/Ae_At/e_R(aH_Ct y) dF( )d
0 0
(I:) efo

Beispiel Die Einzelschiden sind wieder exponentialverteilt Y; ~ Exp(3),
mit
My (r) = -2~, r < j3. Eingesetzt in Gleichung (3.9) gilt es

)\+CT:/\<BBT>
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zu l6sen. Durch Umformen erhdlt man R = § — % und damit eine obere
Schranke der Ruinwahrscheinlichkeit:

W(z) < e (B2, (3.11)



Kapitel 4

Optimale
Dividendenstrategie

Die Bewertung eines Versicherungsportfolios anhand einer optimalen Divi-
dendenstrategie geht auf eine Arbeit von Bruno De Finetti' zuriick, der
seinen Artikel 2 1957 erstmals auf dem 15. Internationalen Kongress fiir Ak-
tuare in New York présentierte. Die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit
als Methode zur Bewertung eines Portfolios wurde von Bruno De Finetti
als zu konservativ angesehen. Tritt fiir einen Pfad des Reserveprozesses kein
Ruin ein, so wichst der Uberschuss in diesem Fall unbeschriinkt. Da dies
nicht realistisch ist, schlug De Finetti vor, den wirtschaftlichen Erfolg eines
Portfolios nicht anhand der Ruinwahrscheinlichkeit zu bewerten, sondern ein
Unternehmen sollte versuchen, den Erwartungswert der diskontierten Divi-
denden vor dem Eintreten des méglichen Ruins zu maximieren.

4.1 Dividenden im Cramér-Lundberg Modell

Bei dieser Bewertungsmethode wird der in Kapital 2 vorgestellte Uberschuss-
prozess (2.4) nach einer bestimmten Strategie zu gewissen Zeitpunkten ver-
ringert. Diese Reduktionen werden in Folge als Dividenden interpretiert.
Bezeichne D; die Summe aller im Intervall (0,¢) ausbezahlten Dividenden.
Dann ist der um die Dividenden-Auszahlungen modifizierte Reserveprozess
X, gegeben durch

Xt:$+Ct—St—Dt:Ut—Dt.

Das Versicherungsunternehmen gibt nun die Regel vor, in der die Zeitpunkte
und die Hohe der Dividendenzahlungen festgelegt werden. Diese Regeln &

!Bruno DE FINETTI, italienischer Statistiker, *13. Juni 1906 in Innsbruck, £20. Juli
1985 in Rom;
%siehe [5]

20
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nennt man Dividendenstrategien. Um die verschiedenen Dividendenstrate-
gien zu bewerten, fiihren wir eine Zinsintensitdt § > 0 ein. Die Bewertung
des Reserveprozesses, unter der konkreten Dividendenstrategie &, erfolgt nun
mit Hilfe von V(z,§), der Summe der erwarteten abgezinsten Dividenden
bis zum Ruinzeitpunkt 7, mit Anfangskapital Xy = x:

T

V(z, &) =E /e‘” dD(t)

0

Es wird stillschweigend angenommen, dass der obige Erwartungswert endlich
ist. Das Ziel ist nun jene optimale Strategie &y zu finden, die im Erwartungs-
wert die h6chstmogliche diskontierte Summe an Dividenden ergibt:

V(ﬂ?) = V('Ia 50) = SlﬁlpV(CE, 5)
Diese Strategie wird optimale Dividenden-Strategie genannt.

Bemerkung

i) Diese Arbeit beschéftigt sich mit sogenannten stationdren Dividenden-
strategien. Das sind Strategien, in denen die Hohe der Dividendenzah-
lungen zum Zeitpunkt ¢ nur von dem aktuellen Wert des Reservepro-
zesses abziiglich aller bisherigen bezahlten Dividenden abhéngt, also
Dt = f(Xt) firt € No.

ii) Es ist in unserem Modell nicht moglich, dass Dividenden ausbezahlt
werden, die durch den Reserveprozess nicht abgedeckt werden kénnen.

Man versucht bei der Bewertung durch Dividendenstrategien fiir einen ge-
gebenen Uberschussprozess die optimale Strategie zu finden und die Hohe
der erwarteten diskontierten Dividenden zu ermitteln.

4.2 Barriere-Strategien

Eine Barriere-Strategie ist eine spezielle Dividendenstrategie, in der die
Primieneinnahmen bei Erreichen eines gewissen Levels b € R* nicht mehr
in den Reserveprozess flieen, sondern als Dividendenzahlungen an die Ak-
tionédre ausbezahlt werden.

Definition 4.1  Sei X; der um Dividendenzahlungen modifizierte Uber-
schussprozess mit Anfangskapital Xg = z. Dann nennt man die folgende
Strategie Barriere-Strategie mit Barriere b:

e Wenn X; > b gilt, wird der Uberschuss X; — b sofort als Dividenden
ausbezahlt
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e Fiir X; = b erfolgt eine direkte Auszahlung der vereinnahmten Prémien
als Dividenden
e Wenn X; < b gilt, werden keine Dividenden ausbezahlt.

Bemerkung Nach obiger Definition iiberschreitet X; niemals die Barrie-
re b, das heifit V¢ > 0 gilt stets X; < b.

Der Zusammenhang zwischen U; und X ist in den folgenden Abbildungen
dargestellt.

u®

t

Abbildung  4.1: Mogliche  Realisation  des
Uberschussprozesses U (t)

X(t)

Abbildung 4.2: Realisation des Uberschussprozesses
Abb. (4.1) mit Dividendenauszahlungen bei Errei-
chen der Barriere b
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Allgemein ist neben der Gestalt der optimalen Dividenden-Strategie & auch
deren Existenz von grofler Bedeutung, sodass die definierende Beziehung

V(x) = Slgp V(z,§)

erfiillt ist. Der Existenz-Satz wurde von Gerber?® fiir den stetigen Fall be-
wiesen. Anstelle des allgemeinen Satzes fiir die Existenz wird hier auf ein
weiteres Resultat von Gerber Bezug genommen:

Satz 4.2 Es existiert eine reelle Zahl b* > 0, sodass fiir eine gegebene
Anfangsreserve x, mit 0 < x < b* die folgende Dividendenstrategie optimal
ist:

e Wenn X; = b* gilt, werden die vereinnahmten Priamien sofort als Di-
videnden ausbezahlt.

e Wenn X; < b* gilt, werden keine Dividenden bezahlt.

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass ¢ < b gilt. V(x,b) bezeichnet die
Summe der erwarteten diskontierten Dividenden der Barriere-Strategie mit
Barriere b. Der Satz besagt nun, dass es ein b* gibt, sodass

V(z,b*) =V(x) fir 0<az<Db*

erfiillt ist. Dies zeigt die Bedeutung von b*. Die Ermittlung der optima-
len Barriere b* und das Problem der Bestimmung der optimalen Barriere-
Strategie sind identisch, da fiir x < b* die Barriere-Strategie mit Barriere
b* die optimale Strategie unter allen Dividendenstrategien und insbesondere
unter den Barriere-Strategien darstellt.

4.3 Integro-Differentialgleichung fiir V(x,b)

Wir betrachten ein infinitesimales Zeitintervall [0, h] abhéngig davon, ob
ein Schaden im Intervall eintritt, und von der Hohe des Schadens, falls er
eintritt. Fiir z < b und den Fall, dass kein Schaden bis zum Zeitpunkt
h= b_Tx eintritt, erreicht der Reserveprozess die Barriere b zum Zeitpunkt h.
Folglich erhalten wir V' (x,b), den Erwartungswert des gegenwértigen Werts
aller Dividenden bis Ruin unter Beriicksichtungung der Barriere-Strategie
mit Barriere b, als Funktion von x durch

V(z,b) = e~ ATy (b, b)

h z+ct
+ / Ae~ (A0t / V(x+ct—y,b)dF(y)dt, 0<x<b
0 0

3siehe [10]
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Substituiert man s = x + ¢t

b s

V(x,b) = e~ AF9) e V(b,b) + A /e()‘Jr‘S) e /V(s —y,b)dF(y) ds
c
T 0

und differenziert die Gleichung nach z, so folgt:

V'(z,b) = /\Tﬂse’(”‘”@v(b, b)
- b S
+% >\Jcr5/6_(x+6)“;’“) /V(s —y,b)dF (y) ds]
- x 0
)\ X
- V(z —y,b)dF(y)
LO
b
A0 | (s o) —(Ao) 2 s
= V (b, b) : V(s —y,b)dF(y)d
o 0

= cV'(z,0) = (A +0)V(z,b) — )\/V(x —y,0)dF(y), 0<xz<b (4.1)
0

Zur Bestimmung der Randbedingung fiir x = b spalten wir das Integral der
erwarteten diskontierten Dividendenzahlungen in zwei Summanden auf:

V(b,b) = / / ce 0 dt | Ne ™ ds
0 0
0o b
/ ~(A+d)s / V(b —y,b)dF(y)ds (4.2)
0

(b)

a) Erwartete diskontierte Dividendenzahlungen bis zum Eintritt des ers-
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ten Schadens:

o0 S

)\C oo
—ot —As _ =05\ _—As
/ /ce dt | de ds = 5 /(1 e )e ds

0 0

b) Erwartete diskontierte Dividenden nach Eintritt des ersten Schadens:

[e.o]

b b
/ e /V (b—y,b) dF(y) / V(b —y,b)dF(y)
0 0
Zusammen erhalten wir fir x = b:
b
c A

V(b.b) = +M/V(b—y,b) dF(y). (4.3)
0

FEine weitere Randbedingung kann unter Verwendung der Integro-
Differentialgleichung (4.1) hergeleitet werden. Setzt man z = b

b
o~ / Vib—yb)dF(y)  (4.4)
0

und vergleicht das Resultat mit Gleichung (4.3), gilt

—_— 4 ot
3 +5 V'(z,b)| _, = V(b,b)

V'(z,b)| _, =1. (4.5)

Bemerkung Gleichung (4.1) ist von der Form
+/Z y)dF(y) fir = >0. (4.6)
0

Dabei ist z(x) eine bekannte, lokal beschrénkte Funktion mit z(x) = 0 fur
x € (—00,0) und Z(x) wird gesucht. Gleichungen dieser Form werden
Erneuerungsgleichungen genannt.
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4.3.1 Allgemeine Losung der Integro-Differential-Gleichung
fiir V(x,b)

Durch Transformation in eine Erneuerungsgleichung kann gezeigt werden,
dass die Integro-Differentialgleichung

ch'(z) = (A + &)h(z) — )\/h(x —y)dF(y), 0<z<oo (4.7)
0

genau eine Losung bis auf eine multiplikative Konstante besitzt. Daher kann
man fiir die Integro-Differentialgleichung (4.1) folgern, dass V(x,b) von der
Gestalt

V(z,b) = C(b)h()

sein muss. Mit Hilfe der Randbedingung (4.3) kann man zusétzlich die Kon-
stante C'(b) bestimmen. Setzt man V' (b, b) = C(b)h(b) in (4.3) ein

b
COMO) = 15+ 55 [ COMb ) dF (),
0

erhilt man

(A + 6)CBIR(b) = ¢+ A / CO)h(b — y) dF(y)

0
c 1
C(b) = . = 0
(A+9)h(b) — A Of h(b—1y)dF(y)

Die Losung der Integro-Differentialgleichung (4.1) ist durch

V(z,b) = Z,((”;)) 0<z<b, (4.8)

gegeben, wobei h(z) die Losung der Gleichung
ch'(z) = (A + &)h(z) — )\/h(a: —y)dF(y), 0<z< oo
0
ist.

Anhand der Gleichung (4.8) sieht man sofort, dass b* jenes b ist, welches
B/ (b) minimiert. Das heifit es gilt A”(b*) = 0 und folglich auch V" (b*,b*) = 0,
denn
h// (b*)
V' (x,b* = =0. 4.9
(l‘, ”a::b* h’(b*) ( )
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Bemerkung
e Die optimale Barriere b* hingt nicht von dem Anfangskapital x ab.

e Das Problem der Bestimmung der optimalen Barriere-Strategie redu-
ziert sich auf zwei Aufgaben:
a) Ermittlung einer Losung h(z) der Erneuerungsgleichung (4.7).
b) Losen der Gleichung h”(b) = 0 um ein b* zu erhalten, welches

R/ (b) minimiert.

Die Integro-Differentialgleichungen (4.1) bzw. (4.7) konnen noch in einer
anderen Form dargestellt werden. Ersetzt man in (4.1) die Pramie ¢ durch
¢ = (1+ 0)Ap und dividiert das Resultat durch A, erhélt man

1+ 0)uV'(z,b) — (1 + )V (x,b) + /V(x —y,b)dF(y) =0, 0<xz<b

0
(4.10)

)
= _, 4.11
@ 3 ( )

Man sieht, dass fiir eine gegebene Schadensverteilung die zwei relevanten
Parameter des Optimierungsproblems « und 6 sind.

4.3.2 Exponentiell verteilte Schiden

Im letzten Teil dieses Kapitels betrachten wir den Fall, in dem die Scha-
denshohen durch eine Exponentialverteilung modelliert werden. Es sei Y ~
Exp(B) mit S > 0 und Dichtefunktion

fly)=Be ", y>0

gegeben. Der Vorteil mit der Exponentialverteilung zu arbeiten ist, dass man
fiir viele Resultate explizite Losungen angeben kann.

Lemma 4.3  Aus der Eigenschaft f'(y) = 8f(y) der Exponentialfunktion
gilt fiir V(x,b) die Beziehung

(% + ﬁ)/V@ —y,b)dF(y) = 5V (x,b). (4.12)
0
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Beweis

i) Durch Substitution gilt fiir den Integranden:

x T

/V(x—y,b)dF(y) —/V(y,b)f(w—y)dy

0 0

ii) Den Operator (% + ) auf das Integral angewendet, liefert

<CZC + ﬁ) / V(y,b)pe "0 dy = / V(y.b)g%e "0 dy
0 0

LBV () + / V(y, by 5@ gy
0
= pV(z,b).

Man kann zeigen, dass die Integro-Differentialgleichung (4.10) in eine reine
Differentialgleichung umgewandelt werden kann. Hierfiir wendet man den
Operator (% + ) auf die Gleichung (4.10) an:

1+ 0)uV"(z,b) — (1 + )V (z,b) + (1 + 0)BuV'(2,b) — (1 + ) BV (x, b)

_ (jg: + 5) (Ajv(x —y,b) dF(y))

/

——BV(z,b)
1+ 0)pV"(z,b) + (1 +0)Bp— 1 — ) V'(2,b) — aBV (2,b) =0
—~(6-a)
(14 0)uV"(z,b) + (0 — a)V'(z,b) — aBV (z,b) = 0 (4.13)

Diese Gleichung ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2.0Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Die Losung ist durch den exponentiellen An-
satz

V(z,b) = Coe™ +C1e** 0<z<b, rseR (4.14)

gegeben, wobei

0— «a 0— 2 af
ST N T ¢<2(1 +9>u> o (4.15)
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die Losungen des charakteristischen Polynoms der Differentialgleichung
(14+0)ue?+ 0 —a)f —af =0 (4.16)

sind und die Koeffizienten Cj = Ci(b) € R, k = 0,1 noch bestimmt werden
miissen.

Bemerkung
i) Es gilt (ﬁg) = %5 > 0, fiir a = %, B3,0,c > 0. Damit besteht fiir
die Nullstellen der charakteristischen Gleichung der Zusammenhang
r>0>s.

ii) Der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (4.16) ist gleich —af3
fiir € = 0 bzw. B fiir £ = —fS. Die negative Losung der quadratischen
Gleichung muss somit zwischen —f3 und 0 liegen. Es gilt somit —f8 <
5 < 0.

Aus der Bedingung V' (b, b) = 1 wissen wir, dass
V'(b,b) = Core™ 4 Cyse®® = 1 (4.17)

gilt. Fiir die Koeffizienten Cy und C; besteht der Zusammenhang:

Co Cq
B+r [B+s

=0. (4.18)

Um diese Gleichheit zu zeigen, setzt man (4.14) in Gleichung (4.10) ein

(14 0)u (Core™ 4+ C1se*®) — (1 4+ ) (Coe™ + C1e®*)

T

+/ (Coer(x_y) + C’les(x_y)> Be P dy =0
0

und eliminiert das Integral
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xT

= / (CQBT(m_y) + Cles($_y)) ﬁe_’gy dy
0

T T

=4 Coe”/e_(“rﬁ)y dy—i—Clesx/e_(sJ“B)y dy
0 0

I e—(r+B)z 1 e (s+B8)z 1
— —Che'™ _ — 5T _
p 0 ( r+p r+f 1 s+ s+

=p Co (em - e*ﬁx) + & (esz — eﬂ‘”)]

r+ 3 s+ 3
_ [ Co rT Gy s Co Cy —Ba:]
_ﬁ_r—i-ﬁe +s—|—,8€ <r+6+3+5)e

und erhalten somit

(14+80)u (Core™ 4 Crse®®) — (1 4+ a) (Coe™ + C1e’”)

Co Ch Co Cy ) _5]
re sT L p—y
+8 r+5€ +s+ﬁe (7’+B+s+5 c

Vereinfacht man diese unter Verwendung von (4.16) erhélt man:

Coe™ [(1+ 0)/1,7“2 + (0 —a)r —af]+ Cre® [(1+ 0)u32 + (0 — a)s — af]

=0 =0
CO Cl -5
_ T _
B<r+6+s+5>e
Co (o
= + =0.
B+r B+s

Bemerkung Da 8+ s > 0 ist, miissen die Konstanten Cy und C unter-
schiedliche Vorzeichen haben. Damit eine positive Losung der Erneuerungs-
gleichung (4.10) existiert, muss Cy > 0, C1 < 0 und Cy > —C} gelten, da
r>0>sund 0 <z < oo gilt.

Die Gleichungen (4.17) und (4.18) bestimmen nun explizite Losungen der
Konstanten Cy und Cj.
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Es gilt:
-8
-3
mit
v(b) = re™(r + B) — se*(s + f). (4.19)

Setzt man die Konstanten in die Gleichung (4.14) folgt:
r + 6 rxr S + /8 ST

v(®) " )
_ (r+pB)e — (s + p)e™”
v(b)
Schlussendlich kénnen wir die optimale Barriere b* durch Losen der Glei-
chung h”(b) = v/(b) = 0 berechnen. Das fiihrt zu

1 s%(s + B)
r—slnr2(r+ﬁ)'

V(x,b) =

(4.20)

b* =

(4.21)

Beispiel Im Folgenden sei ¢ =62.5, 8 =1, A=50und § = 0.1.
Wir erhalten V' (z,b) durch Losen der Gleichungen (4.16) und (4.20). Glei-
chung (4.16) liefert » = 0.0077 und s = —0.2061. Die Abbildung 4.3 zeigt

V(x,b) als Funktion in b fiir unterschiedliche Startwerte x. Jede dieser Funk-
tionen erreicht ihr Maximum an der Stelle b = b* ~ 29.55.

200

150

V(x,b) 100

50

O T . T T T 1
0 20 40 60 80 100
b

x=30

x=10 x=20

Abbildung 4.3: V(z,b) als Funktion in b fiir unter-
schiedliche z




Kapitel 5

Der Verlust im Zeitpunkt
des Ruins

Analog dem Kapitel 4 werden Dividenden gemé&f3 einer Barriere-Strategie
mit Barriere b ausbezahlt. Allgemein kann im klassischen Cramér-Lundberg
Modell Ruin nur durch einen Schaden eintreten. Als Ruin bezeichnet man
das Ereignis, in dem der Uberschussprozess erstmalig negativ wird. Der Zeit-
punkt, in dem Ruin eintritt, wurde mit 7 := inf{¢ : ¢ > 0 und X; < 0}
definiert. Die Hohe des Verlustes zum Zeitpunkt des Ruins betrigt somit
| X(7)]-

5.1 Integro-Differentialgleichung fiir R(x,b)

Wir bezeichnen mit R(z,b) den erwarteten, gegenwértigen Wert des Ver-
lusts, fallig zum Zeitpunkt des Ruins bei Auswahl einer Barriere-Strategie
mit Barriere b und Anfangskapital z < b:

R(,b) = E[|X(7)]e”"T|X(0) = a] (5-1)
Lemma 5.1 Sei R(x,b) wie oben definiert. Dann erfiillt R(x,b) als Funk-

tion von z die Integro-Differentialgleichung

cR@my4A+@m%m+A/R@—%®dﬂw

0
oo

+A/H—F@ﬂdwzo,0§x§b (5.2)

T

mit der Randbedingung

R'(b,b) = 0. (5.3)

32
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Beweis

Betrachtet man ein infinitesimales Zeitintervall [0, h] abhéngig davon, ob ein
Schaden im Intervall eintritt und die Hohe des Schadens, falls er eintritt, so
erreicht der Reserveprozess die Barriere b zum Zeitpunkt h, sofern x < b
gilt und kein Schaden bis zum Zeitpunkt h = I’_T‘” eingetreten ist. Damit

erhalten wir

h 00
/)\e (A+0)t / y—x —ct)dF(y)dt
0 T+ct

+ / Ae~(AFo)t / (y — b) dF(y) dt

b
x+ct

h

h
//\e_(’\J”S)t / R(z + ct —y,b)dF(y) dt
0

o0

0
b

/ ‘(“‘”/R b—y,b)dF(y)dt
0

Substituiert man s = x + ¢t

ce

—(A+d)zx

c

o0
(A+6)s

T S
[e.o]

—(A+9d)s
+/)\e c /(y—b)dF(y)ds
b
0

(z,b) = /b)\ec /(y—s) dF(y) ds

/ O Rs—y, dF(y) ds

x

y A+5).5
/)\e c /R(b —y,b)dF(y)ds
0

b
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und differenziert die Gleichung nach x, gilt
oo
—(A+6)z ~Otd)z —(A+6)z

—(A+d)e” «  R(z,b) = —ce R(xz,b) —Xe™ < /(y —xz)dF(y)

T
T

—(A )z
e / R(z — y,b) dF(y)

0
00 T

“ O\t 6)R(2,b) + cR(2,) = —\ /(y ) dF(y) — A / Rz — y,b) dF(y).
T 0

Somit erhalten wir fiir R(z,b) die Gleichung:

cR'(z,b) — (A + 6)R(z,b) + A /(y —z)dF(y)

T

(*)
+A / R(z —y,b)dF(y) = 0. (5.4)
0

Zum Abschluss losen wir das Integral (x) durch partielle Integration:

Jw-2)a8w) = [4ar )~ [ dB ) = [ yaP) - ol - F)

T x x T
x

_ / ydF(y) — / ydF(y) — z[1 — F()]
0

0
—_——

[1-F(y)] d(y)

Il
=3

[1—F(y)]dy — (yF(y)§ /F(y)dy) — [l — F(z)]
0

T

= F(y)dy — 2F(z) + / F(y)dy — z + 2F ()

0
1-F(yldy+ [ F(y)dy— [ 1dy
[rom-]

11— F(y)dy— / 11— F(y)dy = / 1— F(y)) dy.

0 T
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Fiir die Berechnung der Randbedingung R/ (b, b) = 0, sei x = b angenommen.
Betrachtet man R(b,b) abhéngig davon, ob ein Schaden vor oder nach dem
Erreichen der Barriere b eintritt, so folgt

) [ b
R(b,b) = / Ae~ (A1 / (y — b)dF(y) + / R(b—y,b)dF(y)| dt
0 b 0
00 b
— 5 | Ju-narw + [ re-ypare)| . (5.5)
b 0

Setzt man x = b in Gleichung (5.4)

b o0
CR(b,b) = (A + 8)R(b,b) — A / R(b— y,b) dF(y) — A / (y— b) dF (y)
0 b

und vergleicht das Resultat mit der Gleichung (5.5) gilt
R'(b,b) = 0.
|

Bemerkung Fiir ¢ = (1 + 0)\u, kann man die Integro- Differentialglei-
chung (5.2) noch alternativ anschreiben:
(14 OuR'(2.5) ~ (1 + )R(@b) + [ Rla ~,b)dF ()
0

+ [ - Fldw) =0, 0<z<h (5.6)

mit o =

>|

5.1.1 Exponentiell verteilte Schiden

In diesem Abschnitt betrachten wir exponentiell verteilte Schiden und wen-
den die Methoden und Resultate aus dem letzten Kapitel auf R(z,b) an.

Man kann zeigen, dass sich die Integro-Differentialgleichung (5.6), analog
V(x,b), in eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten 2.0rdnung umwandeln lésst.
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Dafiir wendet man den Operator (%—1—6) auf die Integro-Differentialgleichung
(5.6) an und erhlt

(14 0)uR"(z,b) — (1 + )R (z,b) + (1 + 0)BuR (z,b) — (1 + a)BR(z,b)

n <CZC +5> AZR(:U —y,b) dF(y)

:/BR(va)

- (;; n 5) - 7[1 - F(y)]dy

T

Man sieht leicht, dass die linke Seite dieselbe Gestalt hat wie die Diffe-
rentialgleichung (4.13). Fiir die Gleichheit muss noch gezeigt werden, dass
der Ausdruck auf der rechten Seite gleich null ist. Nach Voraussetzung ist
Y ~ Exp(B) mit Verteilungsfunktion F(y) = 1 — e~?¥. Daraus folgt:

d T d =B
(o) |- o) = (G o) (-5 ) =0

T

Somit geniigt R(x,b) derselben Differentialgleichung wie V' (x,b):
1+ 0)uR"(z,b) + (0 — a)R (z,b) — aBR(z,b) =0 (5.7)
Diese Differentialgleichung 16st man mit dem Ansatz
R(z,b) = Doe"™* + D1e®® 0<x<b, r,5Dyp,D;€R (5.8)

durch die Nullstellen r und s des charakteristischen Polynoms der Differen-
tialgleichung:

(1+0)ue+ 0 —a)—aB=0.

Fiir die Berechnung der Konstanten Dy = Dy(b),k = 0,1 verwenden wir
einerseits die Randbedingung R'(b,b) = 0,

R'(b,b) = Dore™ + Dyse®® =0 (5.9)

und setzen R(x,b) aus (5.8) in die Integro-Differentialgleichung (5.6) ein.
Als Resultat erhalten wir:

8 g1
R Ft

Durch Losen der Gleichungen (5.9) und (5.10) kénnen die Konstanten Dy
und D; bestimmt werden. Es ist

_ s+ B)(s+ ) _ o (r T B)(s+5)
D= e P e

(5.10)

(5.11)
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mit
v(b) == re"(r + B) — 5e®(s + B).
Aus rs:—% undr+s:ﬁ+¥ gilt
1
B

und damit kann man die Konstanten noch vereinfachen. Es gilt

(B+7)(B+5)="

A\ sest A\ re’®

“Bev®) V' Bevd)

Die Konstanten in Gleichung (5.8) eingesetzt, ergibt:

Dy =

s + ﬁ + B r r + ﬁ + ﬁ -
- A T@Tbeﬁf _ Sesberm
 Be v(b)

37

(5.12)

(5.13)

Abbildung 5.1 zeigt graphisch die Entwicklung von R(zx,b) fiir verschiedene
Anfangskapitalien. Fiir die Berechnung wurde ¢ = 62.5, 5 = 1, A = 50 und
0 = 0.1 angenommen. Je grofer die Barriere b ist, desto geringer wird der

erwartete diskontierte Verlust.

2,
1.5
R(xb) 11
0.5-

0 T T T 1

0 10 20 30 40

b
| x=10 x=20 x=30 x=50

Abbildung 5.1: R(z,b) als Funktion in b fiir unter-
schiedliche



Kapitel 6

Dickson-Waters Modifikation

Die folgende Idee beruht auf einer Arbeit von David C.M.Dickson und Ho-
ward R.Waters?. Sie schlugen vor, dass Aktionire, die von Dividendenzah-
lungen profitieren auch die Verantwortung fiir den Fall iibernehmen sollten,
dass Ruin eintritt und den Verlust, der nicht durch den Reserveprozess ab-
gedeckt ist, tragen sollten. In diesem Fall liegt das Interesse nicht nur an
der Maximierung der erwarteten Dividendenzahlungen bis zum moéglichen
Ruin, sondern das Ziel wird sein, den Erwartungswert der Differenz aus
den diskontierten Dividenden bis Ruin und dem diskontierten Verlust, zu
maximieren. Folglich gilt es die optimale Barriere b zu finden, sodass

W(x,b) :=V(z,b)-R(z,b) 0<xz<b (6.1)

maximal wird. Wir bezeichnen das optimale b mit 5° und setzen b° > 0
voraus. Somit folgt sofort

0
% W(f]f, b)’b:bo = O (62)

Bemerkung b° ist unabhéingig von x.

In den vorherigen Kapiteln konnten wir zeigen, dass V/(b,b) = 1 und
R'(b,b) = 0 gilt. Somit erhalten fiir W (x,b) die Bedingung

W' (b,b) = 1. (6.3)

Differenziert man diese Gleichung nach b

0
W (b,b) + % W (z, b)|x:b =0.

“Siche [7]

38
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und setzt b = b°, folgt mit Hilfe von (6.2), dass

W”(b°,6°) =0 (6.4)
ist.
Bemerkung In der Finanzliteratur werden die beiden Optimalitéits-
bedingungen (4.9) und (6.4) auch “high contract conditions” genannt.
6.1 Bestimmen der optimalen Barriere 0°

Betrachtet man die Dickson-Waters Modifikation, so gilt es folgende Funk-
tion zu maximieren:

W(z,b) = V(z,b) — R(x,b)

= (Co(b) — Do(b))e"™ + (C1(b) — D1(b))e™ (6.5)
Das optimale Funktional 6° ist die Losung der Gleichung
ng(% b) = (Cy(b) — Dy(b))e™ + (C1(b) — Dy(b))e™ = 0. (6.6)
Somit muss b° die Bedingungen
Ch(B) — DY(b) = 0, (6.7)
Ci(b) = Dy(b) = 0 (6.8)

erfilllen. Die Aquivalenz der beiden Bedingungen zeigt die folgende Rech-
nung. Aus den Gleichungen (4.18) und (5.10) folgt durch Umformung

5 B
B+T(CO_DO)+B+S(01_D1):_1
und durch die Ableitung
]‘ / / ]‘ / /
75—#7“(00 — Dp) + 7/3—1-8(01 - DY) =0,

sieht man, dass die beiden Bedingungen (6.7) und (6.8) tatséchlich dquivalent
sind.

Eine weitere Moglichkeit b° zu bestimmen, ist durch die Bedingung
W"(b°,b°) = 0 gegeben. b° erfiillt die Gleichung

W (1°,0°) = r2(Co(b°) — Do(b°))e™ + s2(C1(b°) — D1(b°))e**” = 0. (6.9)

Die drei Gleichungen (6.7), (6.8) und (6.9) sind implizite Gleichungen fiir b°
und miissen numerisch gelést werden.
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Bemerkung Setzt man z = b* in der Differentialgleichung (4.13), so gilt
unter der Verwendung von V'(b*,0*) = 1 und V" (b*,b*) = 0:

(1+0)p V" (b*,5%) = (0 — a) V/(b",b") —aBV (b*,b*) = 0
—_— =

=0 =1

0 1

= V(50 = — — —. 6.10

) = 25— (6.10)

Nun erfiillt W (z, b) dieselbe Differentialgleichung wie V (x,b). Das bedeutet

fiir z = b° und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (6.3) und (6.4) gilt
ebenfalls

g 1
W(b°,b°) = — — —. 6.11
0 = 5 - (6.11)

6.1.1 Exponentiell verteilte Schiden

Fiir W(x,b), den Erwartungswert der Differenz aus den diskontierten Divi-
denden und dem diskontierten Verlust bis Ruin, gilt:

W (x,b) = V(z,b) — R(z,b)
_ (T‘ _|_5)67‘$ o (S +ﬁ)esz A Terbesac - Sesber;t
B 0 0

Die Gleichungen (6.7) und (6.8) liefern notwendige Bedingungen zur Be-
stimmung der optimalen Barriere b°. Die Konstanten Cy, C1, Do, D1 wurden
unter der Annahme exponentiell verteilter Schiden in den letzten Kapiteln
berechnet. Der Ausdruck C{(b) — D{(b) = 0 bestimmt folgende Bedingung,
sodass %W(x, b) = 0 gilt:

(6.12)

(B+7)r2e™ — (B +5)s%e™ = BAC’%(s = r)el (6.13)

Die Losung dieser Gleichung ist die optimale Barriere b°, die W (z,b) maxi-
miert.
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200

150+

W(x,b) 100 |

50

1
0 20 40 60 80 100

Abbildung 6.1: W (z,b) als Funktion in b fiir unter-
schiedliche

Abbildung 6.1 veranschaulicht W (z,b) als Funktion von b fiir ¢ = 62.5,
B =1, A =50 und 6 = 0.1. Die Losungen der charakteristischen Gleichung
sind » = 0.0077 und s = —0.2061. Die Gleichung (6.13) zeigt, dass die
optimale Barriere b° nicht von dem Anfangskapital z abhingt. In diesem
konkreten Beispiel ist die optimale Barriere ° = 29.59. Abbildung 6.2 zeigt
W (z,b) als Funktion des Anfangskapitals x fiir unterschiedliche Barrieren b.
Man kann erkennen, dass W (x,b°) > W (x,b) fiir b # b° gilt.

500 1

400 4

300 1

W(x,b)
200 1
100 1
0 T T T 1
0 50 100 150 200
X

b=0 b=10 b=15 b=b°=29.59 —— b=50
b=120 —— b=150

Abbildung 6.2: W (x,b) als Funktion in x fiir unter-
schiedliche Barrieren b
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6.2 Vergleich der Barrieren

Dieser Abschnitt beschéiftigt sich mit der Auswirkung der Dickson-Waters
Modifikation auf die optimale Barriere b*. Fiir den Vergleich der Barrieren
b* und b° nehmen wir an, dass die Schéden durch eine Exponentialverteilung

modelliert werden und normieren die Hohe der Schiden mit § = 1. Somit
vereinfacht sich (4.16)

(1+0)&4+0—a)—a=0. (6.14)

Die verbleibenden Parameter in diesem Modell sind 8 und «. Die restlichen
Variablen r, s, Cy, C1, Do, D1, b* und b° héingen nur von den beiden Parame-
tern ab.

Im Kapitel 4.3.2 konnte man unter der Annahme exponentiell verteilter
Schéden eine explizite Losungsformel fiir b* hergeleitet. Das ist jedoch fiir
b° im Allgemeinen nicht moglich. Wir stellen nun einen Algorithmus vor um
b° numerisch zu berechnen. Aus der Gleichung

W(b°,6°) = r*(Co(b°) — Do(b°))e"™ + s*(CL(b°) — D1(b°))e*” =0
folgt, dass b° die Losung von

po L S (Dib) = Ci(h))
r—s  r2(Co(b) — Do(b))

(6.15)

ist. Wir bezeichnen den Ausdruck auf der rechten Seite mit g(b). Weiters
berechnet man by, bo, b3, . .. rekursiv mit der Formel

b1 = g(br). (6.16)

Wir kénnen beobachten, dass die by, sehr schnell gegen b° konvergieren. Eine
genaue Aussage iiber die Konvergenz liefert der folgende Satz.

Satz 6.1 Sei p eine Losung von z = g(z) und M € R. Angenommen es
sei ¢'(p) = 0 und ¢” ist stetig mit |¢”(z)| < M auf einem offenen Intervall I
mit p € 1.

Dann existiert ein § > 0, sodass fiir py € [p— 9, p+ 4| die Folge p,, = g(pn-1),
n > 1 zumindest quadratisch gegen p konvergiert.

Beweis Siehe Burden [8] Theorem 2.9 auf Seite 81.

Mit der Losung b° sind die notwendigen Voraussetzungen des obigen Satzes
erfiillt. Somit konvergieren die by zumindest quadratisch gegen b°.

Als néchstes widmen wir uns der Fragestellung, inwiefern die Dickson-Waters-
Modifikation die optimale Barriere b* beinflusst. Betrachtet man b* und
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die zugehorigen Werte b° fiir verschiedene Paramter o und 6 so sieht man,
dass die Differenz der beiden meist sehr klein ist und 0° stets grofler als b*
gilt®. Abbildung 6.3 zeigt graphisch die Ergebnisse der folgende Tabelle fiir
a = 0.01 und unterschiedliche Sicherheitszuschlige 6.

(6]o1]o02] 03] 04 ] 05] 06 ] 07 ] 08 ]
b* [6,99 | 11,89 [ 13,82 [ 14,47 [ 14,60 [ 14,53 | 14,39 [ 14,22
b° [ 7,69 | 12,24 [ 14,01 | 14,58 | 14,67 | 14,58 | 14,43 [ 14,25

157

14
13
12

Barriere 11

7 T T T T T T 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

b*

be

Abbildung 6.3: Vergleich der optimalen Barrieren
fir f(y) =e ¥,y >0

Lemma 6.2 b° ist strikt grofer als b*

Beweis Wir betrachten
L(,b) = E[e™"T|X(0) = 2],
den erwarteten gegenwértigen Wert von eins fallig zur Ruinzeit.

Bemerkung Als Funktion von § ist diese Funktion die Laplace Transfor-
mierte® der Verteilung der Ruinzeit.

®Die entsprechenden Tabellen findet man im Anhang A.

5Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation, die eine gegebene
Funktion f vom reellen Zeitbereich in eine Funktion F im Spektralbereich iiberfiihrt. De-
finition und umfangreiche Darstellung der Theorie findet man in Biichern der Analysis.
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Als Funktion von z erfiillt L(z,b)":

T

¢L'(z,0) — (A + 8)L(x,b) + A / L(z — y,b) dF(y)

0
+A1—-F(z)]=0 0<x<b (6.17)
Es gilt
0
—L(z,b) <0 (6.18)

0b

und im Fall exponentiell verteilter Schiaden mit Schadenshéhe 5 = 1 ist
aufgrund der Gedéachtnislosigkeit der Exponentialfunktion

R(z,b) = L(x,b).

Daraus kann man folgern, dass

0 0 0 0
und fiir b = °
0 0
0= b W(z,b)|p—po > % V(2 b)|p—po » (6.19)

gilt, wodurch b* < b° gelten muss.
|

Der folgende Satz stammt aus dem Buch Gerber [3] Kapitel 10 Formel (1.16).
Er liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass b* positiv ist.

Satz 6.3 b* ist genau dann positiv,wenn
a>vV1i+6-1 (6.20)
gilt.

Beweis  Wir beniitzen die Eigenschaft, dass r und s Losungen der cha-
rakteristischen Gleichung

(14+60)2+ (0 —a)f —a=0. (6.21)

"Siehe [4]
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sind, und formen die Gleichung

um. s2 und 72 in (6.22) eingesetzt, liefert
1 A— Bs
b* = 1
r—s <A - Br>

A=ala+1)

mit

und

B=0+1(a+1)>2

45

(6.22)

(6.23)

Aus (6.23) folgt, dass b* genau dann positiv ist, wenn B > 0 gilt und das

ist #quivalent zu der Behauptung (6.20).

Bemerkung Angenommen b* und b° sind beide positiv. Dann folgt aus

(6.10) und (6.11) die Gleichheit von
V(b*, %) = W (b°,b°),

wodurch ebenfalls b* < b° gelten muss.



Kapitel 7

Kombinationen von
Exponentialverteilungen

FEine mogliche Erweiterung des Modells ergibt sich dadurch, dass man Ver-
teilungen, meist gleichen Typs, miteinander mischt. Dadurch kann man bei-
spielsweise zugrundeliegende Schadensdaten genauer modellieren oder
Extremwerte 8 einer Stichprobe besser in den Griff bekommen.

Definition 7.1  Angenommen, es gibt n Verteilungen mit den Dichten
fi,--+, fn, mit den Mittelwerten p1,...,u, und den Varianzen o?,..., o2.
Dann ist die Dichte einer Mischung der Verteilungen gegeben durch:

f)=> Aifily), y>0 (7.1)
i=1

Dabei sind Aq, As ... A, diskrete Mischungswahrscheinlichkeiten mit
>, A; = 1. Der Mittelwert der so definierten stochastischen GroBe ist das
gewichtete Mittel der Mittelwerte p;:

E(Y)=> Api=p
i=1
und fiir die Varianz gilt
Var(Y) =Y Ao} + > Ai(pi — ).
i=1 i=1

In dieser Arbeit betrachten wir Kombinationen von Exponentialverteilun-
gen, die zur Modellierung der Schiden herangezogen werden. Somit hat die

8Bezeichnet minimale und maximale Werte einer Stichprobe, die von der
“Standardverteilung” stark abweichen.

46
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Kombination von n Exponentialverteilungen die Dichte
n
Fly) =Y Aigie v, y>0, (7.2)
i=1

mit 0 < f1 < B2 < -+ < Bp und Ay + As + --- + A, = 1. Die Laplace-
Transformierte der Funktion f(y) ist

f) = ;Aiﬁiﬁig- (7.3)

Wendet man den Operator
1];[ +8) (74)

unter Beriicksichtigung von
(o ,Bi)/V(x oy b)dF(y) = BV (eb), i=1,...n  (75)

0

auf die Gleichung
cV'(z,b) — (A +6)V(z,b) + )\/V(:c —y,0)dF(y) =0, 0<z<b (7.6)
0
an, sieht man, dass die Funktion V'(z, b) einer homogenen linearen Differenti-
algleichung n+ 1 Ordnung mit konstanten Koeffizienten geniigt. Fiir R(x, b)

gehen wir analog vor und wenden den Operator (7.4) auf die Gleichung (5.2)
an. Die Losungen koénnen iiber den exponentiellen Ansatz

V(x,b) = ZC’keka, 0<xz<b, (7.7)
k=0

R(z,b) =Y Dpe™™, 0<z<b (7.8)
k=0

bestimmt werden, mit Cy, Di, pr € R, £k =0,1,...,n.
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7.1 Allgemeine Losung der Integro-Differential-
gleichung fiir V(x,b)

Betrachtet man (7.6) und setzt die Gleichungen (7.2) und (7.7) ein, gilt:

(1+0)u Z Crpre’™ — (1 + «) Z Crefr™
k=0 k=0

n n ﬂz s
§ § A;C PrT _ o=BiTy — . 7.9
+i:1k:0 kﬁi—i_pk(e - o

Setzt man die Koeffizienten von e”** gleich null, erhélt man

- Bi
L+ O)ppe — (L+a)+ > A =0, k=0,1,...,n. (7.10)
— Bitore

Folglich sind pg, p1, - .., pn die Losungen der Gleichung
(1+0)ué —(1+a)+ f(&) =0. (7.11)
Der Zusammenhang der Parameter 8; und den Lésungen p; wird im folgen-

den Beispiel illustriert.

Beispiel Fiir n = 2 sind die drei Losungen der Gleichung

B1 B2
Alﬁl +& +A2B2+‘5

immer eindeutig. Es gilt

=1l+a—(1+0)ug (7.12)

po>0>p1 > =01 > pa>—fa
fir Ay >0, Ay > 0 und

po>0>pp > =51 > P2 > po

fiir den Fall, dass A7 > 0 und A < 0 ist. Diese Ungleichungen werden in
den folgenden Abbildungen dargestellt.

\

rBi P1 Po

Abbildung 7.1: Die Losungen von (7.12), fir A; > 0, A2 >0



KAPITEL 7. KOMBINATIONEN VON EXP.-VERTEILUNGEN 49

P1 Po

Abbildung 7.2: Die Losungen von (7.12), fir A7 > 0,42 <0

Zum Abschluss betrachten wir Gleichung (7.9) und setzen die Koeffizienten
von e A% gleich 0. Somit erhalten wir durch

- 1
> Gk =0, i=1,...,n. (7.13)
= "Btk
und der Randbedingung
V/(b,b) =) Crppe’’ =1 (7.14)
k=0

ein n + 1 dimensionales, lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Ko-
effizienten Cy, C1,...,C).

7.2 Allgemeine Losung der Integro-Differential-
gleichung fiir R(x,b)
Fiir die Bestimmung der Koeffizienten Dg, D1, ..., D,, der Gleichung (7.8)

geht man analog dem vorigen Abschnitt vor. Wir substituieren (7.2) und
(7.8) in (5.6) und erhalten dadurch

n n
(1+6) > Dipre’™™ — (14 a) Y Dyelt™
k=0 k=0

n n ,81 . n Az .
+ A;D ePr® — e~ Pim) 4 B =, 7.15
22 ADig I+ 73 (7.15)

Der Koeflizientenvergleich von ef** liefert

(1+0)upk—(1+a)+2Ai bi =0, k=0,1,...,n. (7.16)
i=1

Bi + pr
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Das heift, die Berechnung von pg, p1, ..., p, erfolgt analog V(x,b) durch
die Gleichung (7.11). Fiir die Berechnung der Konstanten setzen wir die
Koeffizienten von e~%% gleich null und erhalten

n

1 1
ZDkﬁi—i—pk =5 (7.17)

k=0

Aus der Beziehung R/(b,b) = 0 folgt,

R(b,b) =Y Dyppre™ =0 (7.18)
k=0

und damit erhalten wir durch (7.17) und (7.18) ein n+1 dimensionales, linea~
res Gleichungssystem zu der Bestimmung der Konstanten Dg, D1,..., D,.

7.3 Exponentiell verteilte Schiden

Fiir die beispielhafte Berechnung von V (x,b) und W (z, b) in den vorherigen
Kapiteln wurde fiir die Schadenshéhe stets p(y) = e ¥,y > 0 angenommen.
Diese Verteilung hat Varianz 1 und eine Schiefe ? von 2. Zum Vergleich be-
trachten wir noch zwei weitere Verteilungen, jeweils eine Kombination von
zwei Exponentialverteilungen mit Erwartungswert 1.

Beispiel 1
1,1 2
=—(= Z(2e7% 1
Beispiel 2
3 s
) =2Ge %) = (3¢),y > 0. (7.20)

Die erste Verteilung ist eine Mischung von zwei Exponentialverteilungen,
mit Varianz gleich 2 und einer Schiefe von 3.36. Die zweite Kombination
stellt die Summe der Exponentialverteilungen mit Parameter A = % und
A = 3 dar. Die Varianz dieser Funktion ist 0,56 und die Schiefe betrégt 1.61.

°Die Schiefe einer Zufallsvariablen ist das zentrale Moment 3.Ordnung, normiert auf
die Standardabweichung. Sie beschreibt die Neigung einer statistischen Verteilung und
zeigt an, wie stark die Verteilung nach rechts (positive Schiefe) oder nach links (negative
Schiefe) geneigt ist. Eine symmetrische Verteilung besitzt eine Schiefe von 0.
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Basierend auf den Daten der Varianz und der Schiefe zeigt Abbildung 7.3
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der drei Funktionen in absteigender Rei-
henfolge.

14 Beispiel | 14 f(y)=e? 14 Beispiel 2

() 08

) )
0.6
04

02

Abbildung 7.3: Dichte der Exponentialverteilungen f(y)

Mit den vorgestellten Methoden aus dem Kapitel 7 wurden die optimalen
Barrieren b* und 0° fiir die beiden Kombinationen ermittelt und in den
folgenden Tabellen gegeniiber gestellt.

a
0 0.0001  0.001 0.002 0.003 0.005 0.01 0.1 0.2 0.5 1
0.10 || 132.40 51.39 31.79 22.64 13.71 5.71 0.77 0.24 0.00 0.00
0.20 97.62 52.14 38.40 30.75 2192 1210 1.02 0.41 0.00 0.00
0.30 81.02 48.16 37.95 32.00 24.67 1557 1.28 0.57 0.00 0.00
0.40 71.42 4478 36.49 31.59 2543 17.36 1.55 0.71 0.00 0.00
0.50 65.19  42.20 35.08 30.85 2549 1829 1.83 0.86 0.00 0.00
0.60 60.82  40.24 33.88 30.11 2531 1878 2.13 1.00 0.08 0.00
0.70 57.59  38.71 3290 2945 25.06 19.04 246 1.13 0.15 0.00
0.80 55.11 37.50 32.09 28.89 2480 19.19 280 1.26 0.22 0.00
0.90 53.16  36.52 31.42 2840 2456 19.26 3.15 1.39 0.29 0.00
1.00 51.58  35.71 30.86 27.99 24.33 19.30 3.51 1.52 0.36 0.00
1.50 46.78  33.21 29.08 26.65 23.56 19.30 5.05 2.13 0.65 0.00
2.00 44.41 31.96 28.17 2596 23.15 19.28 6.08 2.74 0.89 0.11

Tabelle 1: b* fiir f(y) = %(%e—%) +2(2e7%),y >0

«a
[4 0.0001  0.001 0.002 0.003 0.005 0.01 0.1 0.2 0.5 1
0.10 || 13242 51.60 32.16 23.13 14.35 6.50 1.02 0.57 0.08 0.00
0.20 97.62 52.20 38.52 30.93 2221 1258 1.29 0.72 0.15 0.00
0.30 81.02 48.18 38.00 32.08 2482 1586 1.56 0.86 0.22 0.00
0.40 71.43  44.79 36.52 31.64 25.52 17.54 1.84 1.00 0.29 0.00
0.50 65.19 4221 35.10 30.89 2555 1841 2.14 1.14 0.36 0.00
0.60 60.82  40.25 33.90 30.14 2536 1887 246 1.27 042 0.00
0.70 57.59  38.72 3291 2947 25.10 19.12 281 140 048 0.01
0.80 55.12  37.50 32.10 2890 24.83 19.24 3.17 152 0.54 0.05
0.90 53.16  36.52 31.43 2841 24.58 19.31 3.52 1.65 0.59 0.08
1.00 51.58  35.71 30.87 28.00 24.35 19.34 3.87 1.77 0.65 0.11
1.50 46.78  33.21 29.08 26.65 23.56 19.32 5.30 2.38 0.89 0.26
2.00 44.41 31.96 28.17 2597 23.15 19.29 6.26 298 1.10 0.39

Tabelle 2: b° fiir f(y) = (%e*%) +2(2e7%),y >0
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Man kann erkennen, dass stets b* < b° gilt, wobei der Unterschied meist nur
sehr gering ist. Die optimalen Barrieren b* und b° als Funktion von « und 6
sind fallend in «, aber nicht monoton in 6.

o
0 0.0001  0.001 0.002 0.003 0.005 0.01 0.1 0.2 0.5 1

0.10 79.20 37.69 26.04 20.02 13.61 7.24 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 54.91 32.88 26.04 22.06 1720 11.21 0.00 0.00 0.00 0.00
0.30 44.10 2852 23.68 20.82 17.20 1240 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 37.95 25.54 2170 19.42 16.53 1259 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 33.96 23.42 20.18 1826 1581 1245 2.58 0.00 0.00 0.00
0.60 31.15 21.85 19.00 17.32 15.17 1221 3.03 0.00 0.00 0.00
0.70 29.07 20.65 18.08 16.56 14.63 11.96 3.39 0.00 0.00 0.00
0.80 27.45 19.70 17.33 1594 14.16 11.72 3.67 0.00 0.00 0.00
0.90 26.17 18.92 16.72 1542 13.77 11.50 3.90 196 0.00 0.00
1.00 25.12 18.28 16.21 1498 1343 11.29 4.08 217 0.00 0.00
1.50 21.86 16.25 14.56 13.56 12.30 10.57 4.63 288 0.00 0.00
2.00 20.16 15.17 13.67 12,78 11.66 10.14 4.89 3.29 0.00 0.00

3y

Tabelle 3: b* fiir f(y) =2(3e”=2) —1(3e7%¥), y >0

o
0 0.0001  0.001 0.002 0.003 0.005 0.01 0.1 0.2 0.5 1

0.10 79.21 37.69 26.25 2032 14.04 7.86 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 54.91 3291  26.10 22.15 17.34 11.48 0.00 0.00 0.00 0.00
0.30 17.26 2853 23.71 2085 17.26 1254 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 37.95 25.54 2171 19.45 16.57 12,67 2.59 0.00 0.00 0.00
0.50 33.96  23.42 20.19 1827 1584 1250 3.05 0.00 0.00 0.00
0.60 3116 21.86 19.01 17.33 15.19 1225 3.41 0.00 0.00 0.00
0.70 29.07 20.65 18.08 16.57 14.64 11.99 3.70 197 0.00 0.00
0.80 27.45 19.70 17.34 1594 14.17 11.74 3.93 218 0.00 0.00
0.90 26.17 1893 16.72 1543 13.78 11.51 4.12 236 0.00 0.00
1.00 25.12 18.29 16.21 14.99 13.44 11.31 4.27 252 0.00 0.00
1.50 21.86 16.25 14.56 13.56 12.30 10.58 4.73 3.09 0.00 0.00
2.00 20.16 15.17 13.67 12,78 11.67 10.14 496 343 1.62 0.00

3y

Tabelle 4: b° fiir f(y) =2(3e~=2) —1(3e7%¥), y >0

Abschliefilend vergleicht Abbildung 7.4 W (z, b) anhand der beiden gewéhlten
Kombinationen von Exponentialverteilungen. Die Lésungen der charakteris-
tischen Gleichung (7.11) fir @ = 0.025 und # = 0.6 betragen pg = 0.038,
p1 = —0.248 und ps = —1.65 fiir das Beispiel 1 und pg = 0.040, p; = —0.525
und py = —3.37 fiir das Beispiel 2. Die optimale Barrieren wurden anhand
der Gleichungen (7.13), (7.14) sowie (7.17) und (7.18) berechnet. In dem
Beispiel 1 ist die optimale Barriere ° = 10.78, im zweiten gilt b° = 8.40.
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1204

W(x,b) W(x,b)

Abbildung 7.4: W(x,b) als Funktion in b



Anhang A

Tabellen

o
0 0.0001 0.001 0.002 0.003 0.006 0.01 01 02 0.5 1
0.10 || 96.57 4291 28.55 21.39 14.02 6.99 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 || 68.29 39.39 30.47 2535 19.20 11.89 0.00 0.00 0.00 0.00
0.30 || 55.42 34.87 28.47 2470 1997 13.82 0.78 0.00 0.00 0.00
0.40 || 48.05 31.59 26.49 2347 19.63 1447 1.55 0.00 0.00 0.00
0.50 || 43.26 29.22 2490 2233 19.06 14.60 2.21 0.24 0.00 0.00
0.60 || 39.89 27.46 23.64 21.38 1849 14,53 2.77 0.63 0.00 0.00
0.70 || 37.39 26.09 22.63 20.59 1798 14.39 3.23 0.98 0.00 0.00
0.80 || 3546 25.01 21.82 19.93 17.53 14.22 3.62 1.29 0.00 0.00
0.90 || 33.92 2413 21.15 19.38 17.14 14.05 3.94 158 0.00 0.00
1.00 || 32.67 23.41 20.58 1892 16.80 13.89 4.21 1.83 0.00 0.00
1.10 || 31.64 22.80 20.11 18.53 16.51 13.74 4.45 2.06 0.00 0.00
1.20 || 30.77 2228 19.70 18.19 16.26 13.61 4.65 2.27 0.00 0.00
1.30 || 30.02 21.84 1935 17.89 16.04 13.48 4.82 246 0.07 0.00
1.40 || 29.38 2145 19.05 17.63 15.84 1337 497 263 0.19 0.00
1.50 || 28.82 21.12 1878 1741 15.66 13.27 5.10 279 0.31 0.00
1.60 || 28.33 20.82 18.54 17.21 15.51 13.18 5.22 293 043 0.00
1.70 || 27.89 20.55 1833 17.03 15.37 13.10 5.32 3.06 0.54 0.00
1.80 || 27.50 20.32 18.14 16.87 15.25 13.03 542 3.18 0.65 0.00
1.90 | 27.16 20.11 1798 16.72 15.14 1296 5.50 3.29 0.75 0.00
2.00 | 26.84 19.92 1782 16.59 15.04 1290 5.58 3.39 0.84 0.00
210 || 26.56 19.75 17.69 16.48 14.94 1285 5.65 3.48 0.93 0.00
220 || 26.30 19.59 17.56 16.37 14.86 12.80 5.71 3.57 1.02 0.00
2.30 | 26.07 19.45 1745 16.27 14.78 12.75 5.77 3.65 1.10 0.00
240 || 25.85 19.32 1734 16.18 14.71 12,71 5.83 3.73 1.18 0.00
250 | 25.66 19.20 17.25 16.10 14.65 12.67 5.88 3.80 1.26 0.00
2.60 | 2548 19.09 17.16 16.02 14.59 12.64 593 3.87 1.33 0.00
270 || 25.31 18.99 17.08 1596 14.54 12.60 5.97 3.93 1.40 0.00
2.80 || 25.15 18.89 17.00 15.89 14.49 12,57 6.01 3.99 1.47 0.00
290 | 25.01 18.80 16.93 15.83 14.44 12,55 6.05 4.05 1.53 0.00
3.00 | 24.87 18.72 16.87 15.78 1440 12,52 6.09 4.10 1.60 0.00

Tabelle 5: b* fiir f(y) =e ¥,y >0

o4
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o
0 0.0001 0.001 0.002 0.003 0.006 0.01 01 02 0.5 1
0.10 || 96.58 43.05 28.82 21.76 14.53 7.68 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 || 68.30 39.43 30.55 2546 19.39 1224 0.78 0.00 0.00 0.00
0.30 || 55.42 34.88 28.51 24.75 20.06 14.01 1.55 0.24 0.00 0.00
0.40 || 48.05 31.60 26.51 23.50 19.69 14.58 2.22 0.63 0.00 0.00
0.50 || 43.26 29.23 2491 2235 19.10 14.67 2.77 0.98 0.00 0.00
0.60 || 39.89 27.46 23.65 21.39 1852 1458 3.24 1.29 0.00 0.00
0.70 || 37.39 26.09 22.64 20.60 18.00 14.43 3.63 1.58 0.00 0.00
0.80 | 3546 25.01 21.82 1994 1754 1425 396 1.84 0.07 0.00
0.90 | 33.92 24.13 21.15 19.39 17.15 14.08 4.24 2.07 0.19 0.00
1.00 || 32.67 23.41 20.59 18.93 16.81 1391 447 228 0.31 0.00
1.10 || 31.64 22.80 20.11 18.53 16.52 13.76 4.67 2.47 0.43 0.00
1.20 || 30.77 22.28 19.71 18.19 16.27 13.62 4.85 2.64 0.54 0.00
1.30 || 30.02 21.84 1936 17.90 16.04 13.50 5.00 2.80 0.65 0.00
1.40 || 29.38 2145 19.05 17.64 15.85 1339 5.13 294 0.75 0.00
1.50 || 28.82 21.12 18.78 17.41 15.67 13.29 5.25 3.07 0.84 0.00
1.60 || 28.33 20.82 1855 17.21 15.52 13.20 5.35 3.19 0.93 0.00
1.70 || 27.89 20.56 1833 17.03 1538 13.11 545 3.30 1.02 0.00
1.80 || 27.50 20.32 18.15 16.87 15.25 13.04 5.53 3.40 1.11 0.00
1.90 || 2v.16 20.11 1798 16.73 15.14 1297 5.61 3.50 1.19 0.00
2.00 || 26.84 19.92 17.82 16.60 15.04 1291 5.67 3.59 1.26 0.00
2.10 || 26.56 19.75 17.69 16.48 14.95 1285 5.74 3.67 1.33 0.05
220 || 26.30 19.59 17.56 16.37 14.86 12.80 5.80 3.75 1.40 0.10
2.30 || 26.07 19.45 1745 16.27 14.79 1276 5.85 3.82 1.47 0.14
240 || 25.85 19.32 17.34 16.18 14.72 1272 590 3.88 1.54 0.19
250 || 25.66 19.20 17.25 16.10 14.65 12.68 5.95 3.95 1.60 0.24
2.60 || 2548 19.09 17.16 16.03 14.60 12.64 5.99 4.01 1.66 0.28
270 || 25.31 18.99 17.08 1596 14.54 12.61 6.03 4.06 1.71 0.32
2.80 || 25.15 18.89 17.00 15.89 14.49 12,58 6.07 4.12 1.77 0.36
290 || 25.01 18.81 16.93 15.83 14.45 12,55 6.11 4.17 1.82 0.40
3.00 || 24.87 18.72 16.87 15.78 14.40 12,53 6.15 4.22 1.87 0.44

Tabelle 6: b° fiir f(y) =e¢ Y,y >0
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