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1 Lineare Algebra

Die Algebra beschiftigt sich grundséitzlich mit Mengen, mit Operationen zwischen Ele-
menten dieser Mengen und mit den dadurch entstehenden Strukturen, zu denen auch die
algebraischen Basiselemente gehoren.

1.1 Algebraische Basiselemente

1.1.1 Gruppen

Eine Gruppe G besteht aus einer Menge M und aus einer Verkniipfung “x”, welche die
Menge M auf sich selbst abbildet: M x M — M
Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

- Assoziativgesetz: (a X b) x c=a x (b X ¢)

- Es existiert ein neutrales Element n € M: nxa=axn=a

- Es existiert ein inverses Element i € M: i Xxa=a Xi=mn
Gilt zuséatzlich auch das Kommutativgesetz: a x b = b x a, so spricht man von einer
abelschen Gruppe.

1.1.2 Ringe

Ein Ring R besteht aus einer Menge M, und aus zwei Verkniipfungen, der Addition “4”
und der Multiplikation “-”, welche die Menge M auf sich selbst abbilden: M +\ - M — M
Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

- M und “4” bilden eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element “0”

- Fiir M und “” gilt das Assoziativgesetz

- Flir M und “” existiert ein neutrales Element “1”

- Distributivgesetze: a-(b+c¢)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c
Gilt zusétzlich auch das Kommutativgesetz fiir die Verkniipfung “”, so spricht man von
einem kommutativen Ring.

1.1.3 Korper

Ein Korper K besteht aus einer Menge M, und aus zwei Verkniipfungen “+4” und “”,
welche die Menge M auf sich selbst abbilden: M + \ - M — M
Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

- M sowie “4+” und “” bilden einen Ring

- Fiir M\ “0” und “” existiert ein inverses Element
Gilt zusétzlich auch das Kommutativgesetz fiir die Verkniipfung
einem kommutativen Korper.

“.” 8o spricht man von



1.1.4 Strukturerhaltende Abbildungen

Gegeben seien zwei algebraische Strukturen S4 und Sp. Eine Abbildung von S, auf Sp,
welche die algebraische Struktur von S, auf die Bildmenge in Sp iibertréigt, wird Homo-
morphismus genannt. Ist die Abbildung zusétzlich bijektiv, so spricht man von einem
Isomorphismus. Isomorphe Strukturen sind aus algebraischer Sicht gleich. Ein Homo-
morphismus innerhalb der gleichen algebraischen Struktur heifit Endomorphismus. Ein
Isomorphismus innerhalb der gleichen algebraischen Struktur wird als Automorphismus
bezeichnet.

1.2 Vektorriume

1.2.1 Der lineare Vektorraum

Ein linearer Vektorraum ist bereits eine etwas komplexere Struktur, die sich aus mehreren
algebraischen Basiselementen zusammensetzt.

Definition: Der lineare Vektorraum V iiber dem Skalarkérper K besteht aus einer
Menge M, deren Elemente Vektoren “ ¥ ” genannt werden. Zwischen den Vektoren ist
eine Verkniipfung “+” definiert, welche die Menge auf sich selbst abbildet: M + M — M.
Zwischen den Elementen des Skalarkorpers und den Vektoren ist eine Multiplikation *-”
definiert, deren Resultat wiederum ein Vektor ist: K - M — M.

Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

- M und “+” bilden eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element “ 0 ”

- Assoziativgesetz: (a-b) -7 =a- (b- )

- Distributivgesetze: (a4+b)-0=a-U+b-¥ a-(0+ 0

- Fiir das neutrale Element “1” von K gilt: 1 -7 =17
Besteht der Skalarkorper aus der Menge R oder aus der Menge C, wird der Vektorraum
reell beziehungsweise komplex genannt.

—

)=a-U+a-W

Lineare Abhingigkeit: Seien die Vektoren v7,7s,..., 0, Elemente eines Vektor-
raums V iiber K. Diese Vektoren werden als linear abhéngig bezeichnet, falls Skalare
s',s2, ..., s € K existieren - wobei zumindest ein s’ # 0 sein muf - sodass die sich daraus

ergebende Linearkombination den Nullvektor ergibt
0= sty + 820y + - + s*0,, = s'0. (1.1)

Ansonsten gelten die Vektoren als linear unabhéngig.

Basis: Seien die Vektoren 51, 52, e ,l;n linear unabhéngige Elemente eines Vektor-
raums V' iiber K. Diese Vektoren bilden eine Basis B von V, falls jeder Vektor v € V
eindeutig als Linearkombination von by, bs,...,b, mit Koeffizienten v!,v?,...,0v" € K

dargestellt werden kann
U= 1)151 + 1)252 4t v"gn = vll_); (1.2)
Dimension: Die Grofie n gibt die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren

eines Vektorraums V' an. Sie wird Dimension von V' genannt. Ein Vektorraum V ist somit
entweder endlichdimensional oder unendlichdimensional.



Kontravariante Koordinaten: Jeder Vektor ist grundsétzlich ein von der Beschrei-
bung unabhéngiges Element eines Vektorraumes. Die fiir jeden Vektor ¢ durch eine frei
gewiihlte Basis B eindeutig bestimmten Koeffizienten v*, i = 1...n, werden kontravari-
ante Koordinaten des Vektors ¢ beziiglich der Basis B genannt.

Basiswechsel: In einem Vektorraum V iiber K sind alle moglichen Basen gleich-
gestellt. Seien nun B und B’ zwei Basen von V. Man kann nun die Basisvektoren einer
Basis als Linearkombination der jeweils anderen Basivektoren darstellen

g/j = ai bl = CLiji, gz == (uljig,j == dTijg/j. (13)

Die doppelt indizierten Gréfen a’ ;€K und @' ;€K konnen als Matrizen mit konstanten
Elementen aufgefafit werden, wobei der erste Index fiir die Zeilen und der zweite Index fiir
die Spalten steht. Fiir die Transformation der Koordinaten ergibt sich

7 ="V ; =v"a" ;b; = v'b;, 7=0'b; =v'a b =07V,
vt =a' 0", v = a0, (1.4)
i 0= ok i =] _ si
' =a'a vt = atal, =0 (1.5)

Die beiden Matrizen a* j und a’ j sind also zueinander invers.
Ti _ . —1i
i=a g

mit der gleichen Matrix a° ; und die gestrichenen Basisvektoren und Koordinaten mit der

Ist nun a so transformieren die ungestrichenen Basisvektoren und Koordinaten

gleichen Matrix a’ i

1.2.2 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen stellen Bezichungen zwischen Vektorrdumen her, wobei die lineare
Struktur der Vektorrdume erhalten bleibt.

Definition: Gegeben seien zwei Vektorrdume V und W {iber dem gleichen Skalar-
korper K. FEine Abbildung f : V — W wird lineare Abbildung genannt, wenn gilt

f(s'01 + 8°Ty) = s f(T1) + 5° f (Ta). (1.6)

Darstellung durch Matrizen: Gegeben seien der Vektorraum V' mit der Basis By
und der Dimension m, der Vektorraum W mit der Basis Byy und der Dimension n, beide
iitber K, sowie eine lineare Abbildung f : V — W. Dann existiert eine eindeutige n x m
Matrix o’ o sodass fiir die Koordinaten aller Vektoren ¥ € V und die Koordinaten ihrer
Bildvektoren o € W gilt A A

w! =da’ 0" (1.7)
Der Basiswechsel kann somit als eine lineare Abbildung innerhalb eines Vektorraums ver-
standen werden. Jeder Vektor wird auf sich selbst abgebildet.



Komposition: Werden mehrere lineare Abbildungen nacheinander ausgefiihrt, so ist
das Ergebnis wieder eine lineare Abbildung

U S V™ fo: VTS W, faofy UL — WM. (1.8)

Die zugeordnete Matrix ergibt sich aus der Multiplikation der Matrizen der einzelnen
linearen Abbildungen

fi:a",  fa:b",, fao fr:b",a". (1.9)

Ahnlichkeit von Matrizen: Gegeben sei ein Vektorraum V' mit den Basen B und
B’ sowie eine lineare Abbildung f : V — V mit der zugehorigen n x n Matrix a’ ; beztiglich

B. Zwischen den Koordinaten gelte die Transformation: v/ = 1 ivi. Die n x n Matrix
a’* ; der Abbildung f beziiglich B’ ergibt sich folgendermafien

; (1.10)

;-
Der Koordinaten eines Vektors in B’ werden zuerst in die Basis B transformiert. Dort
findet die Abbildung f mit bekannter Matrix a’ ; statt. Es folgt die Riicktransformation
in die Basis B'.
Matrizen a ; und a'l ;» die diese Relation mit beliebiger invertierbarer Matrix tt j» die
immer einer Basistransformation entspricht, erfiillen, werden zueinander dhnlich genannt.
Ahnliche Matrizen besitzen die selben Eigenwerte und die gleiche Spur.

Diagonalisierbarkeit von Matrizen: Eine beliebige n x n Matrix a’ ; wird diago-
nalisierbar genannt, wenn eine diagonale n x n Matrix d* ; existiert, zu der sie dhnlich ist.
Es gilt also

d =t "t (1.11)

Die Eigenwerte von a’ ; und d’ ; sind die Diagonalelemente von d’ o

1.2.3 Der Dualraum

Jedem linearen Vektorraum kann ohne Definition von zuséatzlicher Struktur ein weiterer
linearer Vektorraum, der sogenannte Dualraum zugeordnet werden.

Bilinearformen: Gegeben seien zwei Vektorrdume V und W {iber dem gemeinsamen
Korper K, sowie eine Funktion ¢ : V x W — K. Diese Funktion ¢ wird Bilinearform
genannt, wenn sie in beiden Argumenten linear ist

(s' 0y + 820, W) = stp(Ty, W) + s%p(, W), (1.12)

S 1=

(T, s4b) + s%a) = s (T, W) + s%@(T, Wa). (1.13)

Skalarprodukte: Sei ¢ eine Bilinearform iiber V und W. Sei V) die Menge aller
Vektoren von V, die, gepaart mit allen Elementen von W, das Resultat 0 ergeben und sei
Wy die Menge alle Vektoren von W, die, gepaart mit allen Elementen von V', das Resultat
0 ergeben. Ist nun Vy = {0} und Wy = {0}, so wird die Bilinearform ¢ ausgeartet genannt.
Man spricht dann von einem Skalarpodukt und schreibt



o0, @) — (U,d).
Die Vektorrdume V und W sind dann beziiglich des Skalarproduktes zueinander dual.
Definition: Sei M die Menge der Linearformen & : V — K, die den Vektorraum V

linear auf seinen Koérper K abbilden. Definiert man auf dieser Menge M eine Addition
und eine Multiplikation mit einem Skalar s € K

(O_fl + 622)(?7) = Qy (17) + 622(?7), (1.14)
(s-a)@):=s av), (1.15)
so ergibt die dadurch entstehende Struktur - M mit “+” und “” - einen neuen Vektor-

raum V iiber K. Definiert man weiters eine Bilinearform ¢ : V x V — K gemiB
P(@,7) 1= &(9), (1.16)

so weist diese Bilinearform die Eigenschaften eines Skalarproduktes (@, ) auf. Die Vek-
torrdume V und Vsind somit beziiglich dieses Skalarproduktes zueinander dual, und der
Vektorraum V wird im weiteren als der “eigentliche” Dualraum von V' bezeichnet.

Duale Basis: Die Vektorriume V und V besitzen die gleiche Dimension n. Ist nun in
dem Vektorraum V eine Basis B festgelegt, so kann man durch eine Vorschrift gleichzeitig
auch eine Basis B in V auszeichnen. Die Forderung

b (T) = b (v'b;) = b (b)) = v (1.17)

ist gleichbedeutend mit L '
b (bj) := 6;. (1.18)

Dies ist die Definition der zur Basis B dualen Basis B. Sie bildet den Vektor @ auf seine
kontravarianten Koordinaten v* ab.

Jeder Vektor & des Dualraums V 18t sich eindeutig als Linearkombination von 51, 51, . b
mit Koeffizienten «aq, o, ..., a, € K darstellen

a = abt + 01262 + -+ ang" = aigi. (1.19)

Kovariante Koordinaten: Die fiir jeden Vektor & des Dualraums V durch eine
duale Basis B eindeutig bestimmten Koeffizienten ;, ¢ =1...n, werden kovariante Ko-
ordinaten des Vektors @ beziiglich der Basis B genannt.

Basiswechsel: Aus den Transformationsformeln der Basisvektoren von V bei einem
Basiswechsel lassen sich die entsprechenden Transformationsrelationen fiir die jeweils dua-
len Basisvektoren von V und fiir die kovarianten Koordinaten berechnen

g’j = aijgi, l_); = djig/j,
b'(b;) = o, i) = o,
— Vi=alb, b =ad b, (1.20)
— o aAjaz, o; = djl-o/j (1.21)



Dualraum des Dualraums von V: Jeder Dualraum 1% besitzt als Vektorraum
wiederum einen Dualraum V', das ist die Menge der Linearformen auf V. Die Vektoren
des urspriinglichen Vektorraums V' kénnen durch die Definition

#(a) == a(7) (1.22)

als die gesuchten Linearformen auf V interpretiert werden. Der Vektorraum V ist also zum

Vektorraum V isomorph. Es gilt

51(62) = g,(a]lﬂ) = Oé]gz(g]) = Oéjb](l_);) = ajéf = Q4. (1.23)

Somit bildet die Basis von V die Linearformen & auf ihre Koordinaten ab. Es existiert
eine Art von Symmetrie zwischen V und V.

1.2.4 Der euklidische\pseudoeuklidische Vektorraum

Um in einem reellen Vektorraum Léngen und Winkel messen zu kénnen, muss er mit einer
zusitzlichen Struktur, dem reellen inneren Produkt ausgestattet werden.

Reelle innere Produkte: Gegeben sei ein reeller Vektorraum V und eine Bilinear-
form ¢ : V x V — R, die symmetrisch ist

P(U1,U2) = (U2, T1). (1.24)

Sei weiters Vp die Menge aller Vektoren, die, gepaart mit allen Elementen von V', das
Resultat 0 ergeben. Ist nun V) = {0}, so wird die Bilinearform ausgeartet genannt. Eine
derartige Bilinearform heifit reelles inneres Produkt und man schreibt

p(U1,Ua) — (U1, 02). (1.25)
Gilt fiir die quadratische Form (4, 7)
(#,7) > 0, oder (#,7) <0, oder ((7,7) >0V (7,7) <0), VY&\{0},

so spricht man von einem positiv definiten, negativ definiten oder indefiniten reellen inne-
ren Produkt.

Definition: Ein reeller Vektorraum V', auf dem ein positiv definites\indefinites re-
elles inneres Produkt definiert ist, wird euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum E
genannt.

Als Norm oder Lange eines Vektors ¢ definiert man

7= V@v) \  [[7]=V](@7)] (1.26)

Als Winkel « zwischen zwei Vektoren ¥, Uo bezeichnet man
(U1, 72)

T = 11 1 = 1° (1.27)
o1 [[1] 25 |

CoOs & =

Fiir eine Orthonormalbasis gilt

Die Basisvektoren sind auf die Lénge +1\ £ 1 normiert und zueinander orthogonal. Die
Winkel zwischen ihnen betragen jeweils 7.



Euklidischer\Pseudoeuklidischer Vektorraum und Dualraum: Gegeben sei
ein euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum FE und sein Dualraum E. Durch die
Definition

a(V) := (Ua, D) (1.29)

kann man eine Abbildung 7 : E — FE
a = TU, (1.30)

kreieren. Sie ist linear und bijektiv und stellt daher einen Isomorphismus dar.
Fiir das dazugehorige Skalarprodukt ergibt sich

(@, 0) = (T, V) = @(V) = (Ua, ). (1.31)
Definiert man weiters die folgenden symmetrischen Matrizen
gij == (bi,by), g7 = (770, 7 ), (1.32)

so kann man eine Beziehung zwischen dem Bild der Basis B und der dualen Basis B,
zwischen dem Urbild der dualen Basis B und der Basis B sowie zwischen den kontravari-
anten Koordinaten eines Vektors in E und den kovarianten Koordinaten seines Bildes in
E herstellen

Tgi = gijgj, Tﬁll_)‘i = gijgj, (133)
Uy = vosz, a= algi,
— vof = gijozj, o = gijvaj. (1.34)

Fiir die Transformation von g;; und g% bei einem Basiswechsel errechnet man
gy = V305) = ahad jgu g = dhid' j9'n, (1.35)
g = (7_715‘/1‘,7_715/]') _ dikéjlgkl g9 = aikajlg/kl' (1.36)
Das innere Produkt zweier Vektoren ¢ und ¢ ergibt sich somit zu
(@, ) = u'v’ (b, gj) = u'l g = u'v; = u''I (Y, E’j) =g =u"; (1.37)

Es ist unabhéngig vom verwendeten Koordinatensystem.

1.2.5 Der unitire Vektorraum
Eine Verallgemeinerung des euklidischen Vektorraums von den reellen Zahlen in den Be-

reich der komplexen Zahlen fiihrt zum Begriff des unitédren Vektorraums.

Komplexe innere Produkte: Gegeben sei ein komplexer Vektorraum V und eine
im ersten Argument lineare Abbildung ¢ : V x V — C, mit der Eigenschaft

p(U1,U2) = (U2, T1). (1.38)

Ist diese Abbildung zusétzlich ausgeartet, so definiert man dadurch ein komplexes inneres
Produkt und man schreibt
@(v1,V2) — (U1, Ta). (1.39)



—

Gilt fiir die quadratische Form (4, ¥), die geméf Definition reell sein muss
(#,7) > 0, oder (#,7) <0, oder ((7,7) >0V (7,7) <0), VY&\{0},

so spricht man von einem positiv definiten, negativ definiten oder indefiniten komplexen
inneren Produkt.

Definition: FEin komplexer Vektorraum V', auf dem ein positiv definites komplexes
inneres Produkt definiert ist, wird unitédrer Vektorraum U genannt.
Als Norm oder Linge eines Vektors ¢ definiert man wieder

17 [l= /(5 7). (1.40)
Fiir eine Orthonormalbasis gilt wieder
(bi, bj) = bi5. (1.41)

Die Basisvektoren sind auf die Lange 1 normiert und zueinander orthogonal. Von Winkeln
kann man beim unitéren Vektorraum nicht mehr sprechen.

1.2.6 Spezielle lineare Abbildungen

Ausgehend von der Struktur euklidischer\unitérer Vektorrdume lassen sich lineare Abbil-
dungen mit besonderen Eigenschaften finden.

Adjungierte Abbildungen: Gegeben sei ein euklidischer\unitirer Vektorraum mit
einem beliebigen inneren Produkt (U, 72). Sei weiters ¢ : E — E\U — U eine lineare
Abbildung innerhalb des Vektorraums. Diejenige eindeutig definierte lineare Abbildung
©*, welche die Forderung

(p(¥1), 2) = (¥1, " (¥2)) (1.42)
erfiillt, wird die zu ¢ adjungierte Abbildung ¢* genannt.
Die Matrixdarstellung von ¢ und ¢* beziiglich einer Orthonormalbasis zeigt folgenden
Zusammenhang

o =d,;, — ¢ = aTij\go* = aTij :aTij. (1.43)

Gilt weiters

=9 — aTij:aij\a_Tij:a“j:aij, (1.44)

so spricht man von einer selbstadjungierten Abbildung ¢. Die dazugehérigen Matrizen a j
beziiglich einer Orthonormalbasis sind symmetrisch\hermitesch.

Orthogonale\Unitére Abbildungen: In einem euklidischen\unitiren Vektorraum
mit einem beliebigen inneren Produkt (¥7,72) kénnen bestimmte lineare Abbildungen
¢ : E— E\U — U definiert werden, fiir die gilt

(p(@1), (W) = (T1,Va). (1.45)



Das innere Produkt zweier Vektoren bleibt also nach der Transformation unverindert.
Das hat zur Folge, dass Orthonormalbasen auf Orthonormalbasen abgebildet werden. Der-
artige lineare Abbildungen werden orthogonal\unitir genannt.

Fiir die entsprechenden Matrizen a’ ; beziiglich einer Orthonormalbasis gilt

aijaTjk =5\ aija“k = 5. (1.46)

Sie sind also orthogonale\unitére Matrizen.

1.3 Tensoren

Eine Verallgemeinerung der Bilinearformen auf euklidischen\pseudoeuklidischen Vektor-
raumen E zu Multilinearformen auf euklidischen\pseudoeuklidischen Vektorrdumen FE
fiihrt zum Begriff des Tensors.

1.3.1 Arten von Tensoren

Kovariante Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum F mit der Basis B und der
Dimension N sowie eine Multilinearform ¢ : (E7 X Eo X - - - X Ep,) — R. Sie wird kovarianter
Tensor m-ter Stufe genannt. Es gilt

@(?71,172, N ,Um) = 011'1032 . U;T (p(bil, bi27 PN 7bim) = Ai1i2---im 1}11'17}32 ce 1)%”. (147)
Die Groflen A;,i,..i,, werden als kovariante Koordinaten des Tensors ¢ beziiglich der Basis
B bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B — B’ dndern sich die Koordinaten wie folgt

A,jlj2~~~jm = gp(b/jl , ble, ceey b/jm) = a%.l ainQ ce a’?m Ai1i2...im' (148)
Im Spezialfall m = 1 geht die Multiliearform ¢ in eine Linearform ¢, also in einen Vektor &
des Dualraums FE iiber

o(T1) = v p(by,) = Ay vit = A, BN (T) = o= Ay bt = ;b = a. (1.49)

Kontravariante Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und
der Dimension N sowie eine Multilinearform ¢ : (E; X Eg X -+ X E,) — R. Sie wird
kontravarianter Tensor n-ter Stufe genannt. Es gilt

~1 -2 ny 12 no (Pl T Tin\ _ pitizedin o1 2 n
pl@,as,...,d") = o0, ...a7 0",02,...,b") =B "o ag,..oap . (1.50)

Die Groflen B2+ werden als kontravariante Koordinaten des Tensors ¢ beziiglich der
Basis B bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B — B’ éndern sich die Koordinaten wie folgt

B/ izedn — (1 B3z plin) = djiléji ... d]?n Bt2ein, (1.51)

Im Spezialfall n = 1 geht die Multiliearform ¢ in eine Linearform ¢, also in einen Vektor ¢
des Vektorraums E iiber

p(@) =al o) = B"al, = B'b, (&) —  o=DB"0, =v'b =0 (152



Gemischte Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und der
Dimension N sowie eine Multilinearform ¢ : (Ey X Eg X -+ X Epy X Fy X Fo X+ X E,) — R.
Sie wird gemischter Tensor (m + n)-ter Stufe genannt. Es gilt

— — — -] -2 —-n\ __ 2‘1 2‘2 i 1 2 n —»' —»' —»A —».1 _,.2 .
(U1, Tay o, Uy, &, 7, A7) = V] 0y o vprag g, ool o(biy s big, o, by, 71,072,077
_ g J1g2e-dn, i1, 02 im 1 2 n
=Ly U Vg Uyt OGO (1.53)

Die Groflen TZJ;ZJQ QZZ’ werden als gemischte Koordinaten des Tensors ¢ beziiglich der Basen
B und B bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B — B’ und B — B’ #ndern sich die
Koordinaten wie folgt
lLila...lp 7 X 7 ol ol 1y
T/Ic1122...km = So(b/kl’ b/kw * b/k?m’ v Y v 2 v )
S 0wl L e
=a"}, a'%, - a'y aa’, ooan Tz (1.54)
Skalare: Gegeben sei ein Vektorraum F mit der Basis B und der Dimension N sowie
ein beliebiges Element s des Korpers R. Es wird Tensor 0-ter Stufe oder Skalar genannt.
Bei einem Basiswechsel B — B’ und B — B’ bleibt dieser Tensor unverindert.

1.3.2 Spezielle Tensoren

Symmetrische Tensoren: Dies sind kovariante\kontravariante Tensoren, die bei
einer Vertauschung zweier beliebiger Argumente ihren Wert nicht &ndern

@ (1, 5 Ujy ey Uiy o Tm) = oV, ., Tj, - Vg, o Um) = Ail,-,ij7~7ii,-,im = Ai17~7ii7-7ij7-7im’ (1.55)

<p(o_21, LAl Lal . adt) = Lp(d'l, LA LAl aY) = Brthotsin = Rihstistiein (] 56)

Antisymmetrische Tensoren: Dies sind kovariante\kontravariante Tensoren, die
bei einer Vertauschung zweier beliebiger Argumente das Vorzeichen éndern

@(Ul,-,gj,-,@,-,ﬁm) = —@(61,.,17%,.,27j,.,27m) — A _Ah,.,ii,.,ij,.,ima (157)

1ye58555%i5tm —

(@', . al, . al, ., a") = —p(@l, ., a, ., a’, ., am) — Bilsiisin — _ Bittintiin (] 58)

1.3.3 Verkniipfungen von Tensoren

Addition\Subtraktion: Gegeben seien zwei gemischte Tensoren ¢; und o mit
gleicher Struktur der Argumente. Die Summe)\Differenz von ¢; und 9 ist ein Tensor und
wird folgendermaflen definiert

(ng + @2)(271, .,17m, 621, ,dm) = @1(’[71, .,17m, 621, . d%) + @2(’[71, .,Um,&l, . dm) (159)
Fiir die Koordinaten ergibt sich

Tyl =Tl = Tl (1.60)

b b
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Multiplikation: Gegeben seien zwei gemischte Tensoren ; und o mit jeweils be-
liebiger Struktur der Argumente. Das Tensorprodukt von (1 und 9 ist ein Tensor und
wird folgendermaflen definiert

(801 ® 902)(7717 -76m+87&17 _70—211+t) = @1(617 -7?77717&17 7dm) : 902(617 -71787&17 '7&t)' (161)

Fiir die Koordinaten ergibt sich

Jrednliode o j1edn li..d

T35 imbree = D0y i - T2 Tk (1.62)

AuBere Multiplikation: Gegeben seien zwei kovariante\kontravariante antisym-

metrische Tensoren 1 und ¢o der Stufen m und s \ n und t. Das &uflere Produkt von

1 und 9 ist wieder ein kovarianter\kontravarianter antisymmetrischer Tensor und wird
folgendermafien definiert

11

(801 A 902)(171’ ) 17m+8) = Wg Sign(ﬂ-) (901 ® @2)(gn(1)’ ) 177r(m+s))’ (1'63)
11
(p1 A 802)(521, LAttty = o sign(7m) (p1 ® gpg)(d’”(l), .,d’”(”+t)). (1.64)

Die Abbildung 7 stellt dabei eine Permutation der natiirlichen Zahlen 1..(m+s) \ 1..(n+t)
dar. Das Signum einer Permutation ist im Ausgangszustand +1 und &ndert sich immer
beim Vertauschen zweier Elemente.

1.3.4 Die Darstellung von Tensoren

Allgemeine Darstellung: Mit Hilfe des Tensorproduktes lassen sich Tensoren in
eine sehr anschauliche Darstellung bringen. Sei ¢ ein gemischter Tensor mit beliebiger
Struktur der Argumente

Jn 41 im 1 n
il ugrag,al

=TI e @b @b, . b, (31, G, d', .. "), (1.65)

- S Sl ony 1
QD(Ul,-,’Um,OZ gy & )_Tn

S o = TiEig @bmeb, ®..0b),. (1.66)

1.0

Die Koordinaten und Basisvektoren transformieren bei einem Basiswechsel invers. Der
Tensor ¢ ist also eine von der Beschreibung durch Basen unabhingige Grofle.

Spezielle Darstellung: Kovariante\kontravariante antisymmetrische Tensoren kon-
nen speziell durch das duflere Produkt dargestellt werden

1 L N 1 . L .
©= ﬁAihi%-qim BEADLZNALAD™ \ o= EB“’ZQ""Z" biy Nbig A oAby, (1.67)

11



1.3.5 Tensoroperationen

Verjiingung: Gegeben sei ein gemischter Tensor (m + n)-ter Stufe ¢

TJI Jj- ann@ ®b“® ®b’m®bﬁ® ®b & .. ®bn

01 Bgeem

Anstatt nun wie bisher alle Basisvektoren auf die nachfolgenden Argumente des Tensors
wirken zu lassen, kann man verlangen, dass im Tensor selbst ein bestimmter kovarianter
Basisvektor b% direkt auf einen bestimmten kontravarianten Basisvektor Ejj wirken soll
und die dazugehorigen Argumente gestrichen werden. Dadurch entsteht ein gemischter
Tensor ((m — 1) 4+ (n — 1)-ter Stufe ¢

@ T]l .7] 1.7]]]+1 ]n 521 bll ®..® bzl 1 ® bll+1 R..® blm ® b]1 R..® b] ® gjj+1 R..® g]n

1181038441+
=T fjlfll e el @it @0 @b, ®.0b;, , b, ®..®b;,. (1.68)
Fiir die Koordinaten dieser beiden Tensoren ergibt sich folgende Relation
=1 Jj 1]]+1 ]n J1-- Jj llzjj+1 ]n
1105 1Z1+1 T21 Ai— 1z,zl+1 (169)
Wird diese Prozedur auf ein Tensorprodukt zweier Tensoren angewandt, wobei die beiden

betroffenen Basisvektoren von jeweils einem Tensorfaktor stammen, so spricht man von
einer Uberschiebung der beiden Tensoren.

Transformation Kovarianz-Kontravarianz: Gegeben sei ein gemischter Tensor
(m + n)-ter Stufe ¢. Durch den Isomorphismus 7 zwischen einem euklidischen Vektor-
raum F und seinem Dualraum F kann man dem Tensor @ fiir jedes seiner Argumente ein
duales Gegenstiick ¢ zuordnen. Betrachtet man zum Beispiel das m-te Argument von ¢,
so gilt

BTt ooy Ty, @™, G @Y = (T, oo, Dymet s T, @Y, @), (1.70)

Fiir die Koordinaten dieser beiden Tensoren ergibt sich folgende Relation

jmjm+1---jm+n _ Jmlm Jm+1 ]m+n
i1 =97 i (1.71)
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2 Differentialgeometrie

Dieses Teilgebiet der Mathematik beschéftigt sich mit der Geometrie von verallgemeinerten
gekriimmten R&umen und der damit verbundenen Messung von Léngen, Flichen und
Volumina durch Elemente der Differentialrechnung und Integralrechnung.

2.1 Ebene Riume

Diese Art von Raumen zeichnet sich dadurch aus, dass ihre innere Struktur global, also
vom Ort unabhéngig, als konstant angesehen werden kann. Ebene Rdume stellen also einen
Spezialfall von verallgemeinerten gekriimmten Réumen dar.

2.1.1 Der affine Raum

Algebraische Definition: Gegeben sei eine Menge A von Punkten, ein reeller Vek-
torraum V' mit der Basis B und der Dimension N sowie eine Abbildung v : Ax A =V,
die jeweils zwei Punkten P und @) einen Vektor @' zuordnet. Man schreibt

7 =~(P,Q) = PG. (2.1)

Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:
- Fiir alle P und alle ¥ existiert ein (), sodass ¥/ = ]@
. PO+ QR=PER

Man spricht dann von einem affinen Raum A iiber dem Vektorraum V', der auch als
Tangentialraum 7' von A bezeichnet wird. Die Dimension von A wird der Dimension N
von T gleichgesetzt.

Ist 7 nun ein euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum E, so wird der affine Raum
A speziell euklidischer\pseudoeuklidischer Raum & genannt. Durch die Einfithrung des
reellen inneren Produkts im Tangentialraum 7' ist in weiterer Folge die Messung von
Abstédnden und anderen Groflen auch im affinen Raum A moglich.

Affine Koordinaten: Um Punkte P von A eindeutig identifizieren zu kénnen, muf3
man zunéichst ein Koordinatensystem K definieren. Man wihlt dafiir einen beliebigen
Punkt aus A, bezeichnet ihn als Nullpunkt O und legt eine dazugehérige Basis B in T
fest. Der sich ergebende Vektor

7=0P = &b, (2.2)

wird Ortsvektor von P genannt. Seine Koordinaten z’ werden als affine Koordinaten des
Punktes P beziiglich des Koordinatensystem K bezeichnet. Die implizit definierte Abbil-
dung s : A — RN : P — 2% nennt man Karte x von A beziiglich K.

13



Wechsel des Koordinatensystems: Bei einer Verdnderung des Koordinatensys-
tems von K zu K’ kann es abgesehen von einem Basiswechsel in T' auch zu einem Ver-
schieben des Nullpunktes O in A kommen. Skalare und Tensoren in 7' werden von der
Wahl des Koordinatenursprungs in .4 nicht beeinflufit, ihre Koordinaten transformieren
weiterhin linear und invers zu den Basisvektoren mit den Transformationsmatrizen

oz’ ’ oz’

i _ al . =
a'; =55 'y =57 (2.3)

Der Punkt P ist auch ein von der Art der Beschreibung unabhéngiges Element. Der Orts-
vektor hingegen ist von der Position des Nullpunktes abhéingig. Die affinen Koordinaten
weisen daher im Allgemeinen ein nichtlineares Transformationsverhalten z'/ (2?) auf.

2.1.2 Felder von Tensoren

In der Feldtheorie wird jedem Punkt eines Raumes eine Grofle zugeordnet. In diesem
speziellen Fall handelt es sich dabei um einen euklidischen\pseudoeuklidischen Raum und
um Skalare oder Tensoren des Tangentialraumes.

Skalarfelder: Gegeben sei ein euklidischer\pseudoeuklidischer Raum & der Dimen-
sion N iiber £ mit dem Korper R sowie ein Koordinatensystem K. Eine Abbildung der
Punkte von £ auf Elemente des Korpers von E ¢ : P — s wird Skalarfeld o(P) genannt.
Durch die zusammengesetzte Abbildung s: ook~ :RY — s werden also den Koordi-
naten eines Punktes Elemente des Kérpers s(z*) zugeordnet.

Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von K zu K’ transformiert sich die Funktion
k, das Skalarfeld o(P) bleibt definitionsgemifl unabhéngig und somit dndert sich auch die
Funktion s(x?). Man schreibt

s'(2'7) = s(zb). (2.4)

Felder von eigentlichen Tensoren: Gegeben sei wieder ein euklidischer\pseudo-
euklidischer Raum &£ der Dimension N iiber F mit dem Korper R sowie ein Koordinaten-
system K. Eine Abbildung der Punkte von £ in die Menge der Tensoren von E mit gleicher
Struktur der Argumente 7 : P — ¢ wird eigentliches Tensorfeld 7(P) genannt. Durch die
zusammengesetzte Abbildung ¢ : 7ok : RY — ¢ werden also den Koordinaten eines
Punktes Tensoren gleicher Stufe zugeordnet

p(a') = TP @) ©. 00" @b, ®..00b),. (2.5)
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von K zu K’ transformiert sich die Funktion &,
das Tensorfeld 7(P) bleibt definitionsgem&fi unabhéngig und somit #ndern sich auch die
zu (z') gehdrenden Tensorkoordinaten als Funktionen der Koordinaten der Punkte. Man
schreibt ‘ ‘
H@)=T" 5, @M e et el ©. o,
=T, @) e e el @ . e,
=TI @V R. Qb @b, ®.0b;, = o) (2.6)

i1 m
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mit der dufleren Transformation 7' — 7”\inneren Transformation 77 — 7"

O dxim 9zl o't .
11l _ J1e-dn
T @) = oo S g aage L @) (2.7)
T//ll...ln 13\ T/ll...ln 7 2.8
kl...km(x ) = kl...km(x ). (2.8)

2.1.3 Spezielle Felder von Tensoren

Differentiale: Gegeben sei ein Skalarfeld s(z?) und ein kontravariantes Vektorfeld
w(z?). Durch die Definition
ds(x?)
oxI

ds(x?)

ds(z)w(z) = D

w(z') —  ds(a’) = b (2.9)

wird an jedem Punkt P von & eine Linearform ds(z’) konstruiert. Man nennt sie das
Differential ds(z*) des Skalarfeldes s(z?).
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von K zu K’ gilt

08/ (27) 5, _ 85(;,;'2‘)5]. — ds(a'). (2.10)

Nimmt man nun als spezielles Skalarfeld die Koordinatenfunktionen x? selbst

02 (aF)
- Oxd

w (zF) = wi(2®) —  dal(aF) = &Uz(xk)gj =, (2.11)

dzt (2F)w (") - 57

so spricht man von Koordinatendifferentialen da?. Sie konnen mit den Basisvektoren b der
dualen Basis identifiziert werden, und transformieren definitionsgeméif gleich wie diese
0x'I

dz'l = Wd;c". (2.12)

Differentialformen: Ein kovariantes antisymmetrisches Tensorfeld m-ter Stufe
©(z") kann durch Koordinatendifferentiale dargestellt werden

A 1 o A A
(@') = —Aisin,.im (') d2" Adx® A A datm, (2.13)
m!

und wird deshalb Differentialform m-ten Grades genannt.
Differentialformen vom Grad N kann man auf Grund der antisymmetrischen Eigenschaften
noch weiter vereinfachen

: 1 o 4 4 4
o(z') = ﬁAi17i27,,7,~N(xz) dz Adz A Ndx™ = Ayo n(xt)det Ada® A AdxN . (2.14)

Ein Skalarfeld kann man auch als Differentialform 0-ten Grades ansehen.
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2.1.4 Die Differentiation von Tensoren

Ableitung: Gegeben seien zunichst zwei kontravariante Vektorfelder v(x?) sowie
w(x?). Die Ableitung des Vektorfeldes v(z*) in Richtung von w(z?) ist nun wie folgt defi-
niert

Ve v(z?) := lim l[vj(xi + ewi(xi))gj - vj(xi)gj]

e—0 €
I P N1 ¢ B o () -
— lm =0 ()b i (e = L) :
11_% E[v (z")b; + il bj — v’ (2")bj] Sk bj. (2.15)

Die Ableitung entspricht dabei einem neuen Vektorfeld, das entsteht, wenn man das Vek-
torfeld v(z?) an jedem Punkt P in Richtung von w(z?) zum Nachbarpunkt P’ parallel-
verschiebt, dort mit dem urspriinglichen Vektorfeld v(z?) vergleicht, den Differenzvektor
bildet und diesen wieder dem Punkt P zuordnet.

Durch Verallgemeinerung gelangt man zur Ableitung eines eigentlichen Tensorfeldes: Sei
¢(2") ein eigentliches Tensorfeld beliebiger Stufe und w(x?) ein kontravariantes Vektorfeld.
Die allgemeine Ableitung V,, ¢(z?) von ¢(z*) in Richtung von w(z?) ist ein Tensorfeld der
gleichen Stufe wie ¢(2*) und ist folgendermafien definiert

i i1 dm k7 Tim o 1 Y
Vw p(x') := bxk Wb ®. @0 b, ®.. @b, (2.16)
Fiir ein Skalarfeld ergibt sich sinngem#fl
Vo 8(z') == % wk. (2.17)

Die Ableitung eines Skalarfeldes in Richtung eines Vektorfeldes ist also ident mit der
Wirkung des Differentials des Skalarfeldes auf den Vektor.

AuBere Ableitung: Eine Differentialform ¢(z*) m-ten Grades besitzt zusitzlich zur
normalen Ableitung noch eine &uflere Ableitung. Das Ergebnis ist wiederum eine Differen-
tialform nun aber mit dem Grad (m + 1). Man schreibt

1 9AG i, i (2)
m! oxk

Fiir eine Differentialform O-ten Grades, also ein Skalarfeld, gilt analog

ds(a:i) = 825;2)

Die duflere Ableitung eines Skalarfeldes ist ident mit dem Differential des Skalarfeldes.
Diese Tatsache rechtfertigt die gleiche Schreibweise.

dp(z?) := dz® A da™ A dz® A LA dat (2.18)

dx®. (2.19)

2.1.5 Die Integration von Tensoren im RY

Determinantenfunktionen: Gegeben sei zunéchst ein euklidischer\pseudoeuklidi-
scher Vektorraum E der Dimension N mit dem Korper R und der Basis B. Eine multili-
neare antisymmetrische Funktion d : (F} X Fy x -+ x Ey) = R

d(Ul, ..,Ui, '-aﬁja ..,UN) == Uil .. .’Ué\]fv d(gil, --,biN) = —d(ﬁl, '-aﬁja ..,’[)%, ..,17]\/) (220)
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wird Determinantenfunktion genannt. Nur wenn die N Vektoren im Argument linear un-
abhéngig sind, also eine Basis By bilden, ist diese Funktion auf Grund der Antisymmetrie
ungleich 0. Thre Koordinaten kénnen unter Verwendung des Operators “P”, der eine be-
liebige Permutation der Zahlen 1,2, .., N beschreibt, folgendermaflen zerlegt werden

—

d(biy s bigs -3 bin ) = iy g ing d(B1, bos . .., bN), (2.21)

5i1,i2,..,iN = Slgn(P) \ 0 fiir il,’iQ, ..,iN =P \ ’il,ig, ..,’iN 75 P. (222)
Bei einem Basiswechsel ergibt sich

—,

i1 .12 IN N 7 TN /i 77 U 77
V1 Uy .. .’UN 5i1,i2,..,iN d(bl,bg, e ,bN) =1 12)2 2. N N6i1,i2,..,iN d(b 1,b IEEE ,b N),

-, -,

— d(b'1, V... ) = det(a’;) d(b1, b, ..., by). (2.23)

Orientierung von Basen: Alle moglichen Basen des R kann man in zwei disjunkte
Mengen BT und B~ einteilen. Man nennt sie willkiirlich positiv\negativ orientiert. Sie
sind durch das Vorzeichen der Determinanten der Transformationsmatrizen zwischen ihren
Elementen eindeutig definiert

Bi,By € BT — sign(det(aij)) =1, B;,BbeB — sign(det(aij)) =1, (2.24)

BieBY, BoeB — sign(det(aij)) = -1 (2.25)

Ist also das Vorzeichen der Determinante der Transformationsmatrix zweier Basen positiv,
bleibt die Orientierung erhalten. Es zeigt sich, dass Determinantenfunktionen angewandt
auf Basen gleicher Orientierung das Vorzeichen nicht wechseln.

Euklidische\Pseudoeuklidische Volumenelemente: Gegeben sei nun ein eukli-
discher\pseudoeuklidischer Raum & der Dimension N iiber E' mit dem Koérper R sowie ein
Koordinatensystem K mit der Basis B. Betrachtet man das Kreuzprodukt als Volumen-
element des R? und das Spatprodukt als Volumenelement des R3, so sieht man, dass das
Volumen einerseits von Vektoren abhéngt, die es definieren und weiters eine antisymmetri-
sche Grofle darstellt. Es liegt daher nahe, als Ansatz fiir das euklidische\pseudoeuklidische
Volumenelement des RY eine Determinantenfunktion d(@y, ¥, .., U) einzufiihren. Diese ist
auch durch eine vom Ort unabhéngige Differentialform N-ten Grades €(v1, v, .., Un) dar-
stellbar

e =gdr* Ndx® A . Adz?, (2.26)

6(?71, ..,UN) = Uil . 1)%\752‘17__71'1\,9 dzt A A d.%'N(gl, . EN)
=l v?5i17,,7iNg det(dxi(gj)) =l v%"éil7.,7,~1\,g. (2.27)

Zur Bestimmung von ¢ 148t man € auf eine Orthonormalbasis B wirken und fordert, dass
das Volumens des von diesen Vektoren aufgespannten verallgemeinerten Einheitswiirfels
je nach Orientierung gleich +\ — 1 ist. Es ergibt sich

g=+\—1/| det(gij) | fiir BeBN\B". (2.28)
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Integrale: Um nun das Volumen eines beliebigen N-dimensionalen Bereiches B des
RY messen zu kénnen, ldsst man das Volumenelement auf kleine verallgemeinerte Paral-
lelepipede wirken, die von Vektoren Axigi parallel zu den Basisvektoren gebildet werden.
Nach Summation iiber den Bereich und nach Grenziibergang ergibt sich

V(B) := /gduv1 Adz? A A daY

B

= i det Adz? A .. AdeN (Aztby, Axbs, .. AxND
mlirgoégw x " (A by, Axby, .., Az by)

= i Azt Ax?. AN
Jim 2 g Sal b b

= /gdwlde..de. (2.29)
B

Positiv\negativ orientierten Basen wird ein positives\negatives Volumen zugeordnet.
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems K — K’ ergibt sich

, Ox' Ox't 1.9 + N
V'(B) = det(@m’j)g \ det(@mj) | do*dx®. . dz” = £V(B). (2.30)

B

Bis auf den Vorzeichenwechsel bei einer Anderung der Orientierung der Basis ist das
Volumen vom verwendeten Koordinatensystem unabhéngig.
Jede Differentialform ¢(z?) vom Grad N 1t sich nun in zwei Faktoren zerlegen

. . A )
o(xt) = Az da* Nda? A A daN = ( (@ ))( gdzt Adz® A A dz).
g

Die Grofle %mi) wird dabei als ortsabhiingige Tensordichte bezeichnet. A(x%) und g trans-
formieren gleich, die Dichte ist daher ein Skalar. In Anlehnung an das Integral des euklidi-
schen'\pseudoeuklidischen Volumenelements definiert man nun das Integral einer Differen-
tialform o(z') vom Grad N
NN 2 N A(z") 17,2 3 N i 7172 3 N
A(x')dx” Ndz® AN Ndx” = | ——=gdr dz®..de” = [ A(z")dz dx*..dx". (2.31)
g
B B B

Das Integral einer Differentialform vom Grad NN iiber einen Bereich ergibt somit das mit
der invarianten Tensordichte gewichtete Volumen des Bereichs. Es ist vom verwendeten
Koordinatensystem komplett, also auch von dessen Orientierung, unabhéngig.

2.1.6 Die Integration von Tensoren auf Bereichen im RY

Gegeben sei weiterhin ein euklidischer\pseudoeuklidischer Raum & der Dimension N iiber
E sowie eine Differentialform ¢(z?) vom Grad m . Zusétzlich sei B ein Bereich der Dimen-
sion m, der durch z(u/) parametrisiert ist. Man kann nun an jedem Punkt des Bereichs
ein kleines verallgemeinertes Parallelepiped aufbauen. Seine Kanten sind ident mit den
Tangenten an die Parameterlinien an diesem Punkt
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ox’
Azt by =
xuj ouwl

Lésst man nun die Differentialform auf das verallgemeinerte Parallelepiped wirken, ergibt
sich

(2.32)

A igoim (27) 2™ A da™ A A dx“”(ijl 5j1,Am 2 by ooy AT D)

m IR
1 . , , . o A,
= %Aihi%“’im(xl) Azl Axly. Azl det(de™ da'..dz'™ (b, bj,..bj,,))
1 i Ox1 dx®2. . 9z'm

= —A

ml 2‘171'27“71'”1(5[7 )det(m) Aul Au2 Aum (233)

Nach Summenbildung iiber den Bereich und nach Grenziibergang erhélt man

— /A“,ZQ, i (20) dz A da A LA datm
m!

Ox1dx2. . Hxim

Zl7i27__7im(.%'z) det(m) A’U,l AuQ.. A’U,m

= — lim A

m' Aui—0 B

1 ; Qx oz . dxim L,
= E/Ailﬂéy--,im(x )det(m)du du”..du

Gin iz A2 da® da’™ - (2.34)

i1 Gtz Hypim 1 Agi i
= Sign(det(ax Oz’ O /M

oulou?..0um™ ’’ m)
B

iy in,.. im

Wit Giyia, i = +\—\/\ det((gir iz, ..im )ij) |

Das Integral einer Differentialform vom Grad m iiber einen Bereich ergibt somit eine
Summe von Integralen iiber Projektionen dieses Bereichs auf alle moglichen Koordinaten-
bereiche der gleichen Dimension m. Bei diesen Subintegralen handelt es sich um die mit
den jeweiligen Tensordichten im urspriinglichen Bereich gewichteten Volumina der Pro-
jektionen. Das Integral ist vom verwendeten Koordinatensystem komplett, also auch von
dessen Orientierung, unabhéngig.

2.1.7 Integralsitze fiir Felder von Tensoren

Satz von Stokes im R¥: In einem euklidischen\pseudoeuklidischen Raum & der
Dimension N iiber E sei ¢(x?) eine Differentialform 1-ten Grades. F sei eine beliebige
Fliche parametrisiert durch z‘(u/) sowie S eine zur Ginze auf dieser Fliche liegende
geschlossene Kurve parametrisiert durch x?(u’(s)). An jedem Punkt der Kurve wird ein
kleiner Tangentialvektor an die Kurve definiert

(2.35)

Lésst man nun die Differentialform auf den Tangentialvektor wirken, so erhélt man nach
Summenbildung und Grenziibergang

%Ail(xi) dz't := lim ZA“ ) dz'( Amﬂlb D)
S

Ns—0
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Ox™ Juit uﬂ1
= ?éAil( )8u11 P ds = sign(det( %TJI Hdult. (2.36)
S S

Der Satz von Stokes im System der Parameter u/ fithrt zu

sign(det(

Jult BT ot (z
P ))7{ Tj, (2)du?t = +\ — / 32u1 31152 ))duldu2 (2.37)
‘Fl’rl

mit dem Vorzeichen +\— wenn die Orientierung der Kurve mit\gegen die Orientierung
des Parametersystems der Fliache gewahlt ist. Dieses Integral kann wieder auf Subintegrale
iiber Projektionen auf alle méglichen Koordinatenflichen zuriickgefiihrt werden und man
erhiilt den koordinatenunabhingigen Ausdruck fiir das Ringintegral

%Ail(x )dx't = +\ — sign(det( TN ) 8;“ dz" dz"
S Fin

A .
+\ — /38’2“ A da2. (2.38)

‘FZTL

Das Integral einer Differentialform iiber eine geschlossene Kurve ist also, abgesehen vom
variablen Vorzeichen, ident mit dem Integral der &ufleren Ableitung der Differentialform
iiber eine beliebige eingeschlossene Fléche.

Satz von Gauf8 im R": In einem euklidischen\pseudoeuklidischen Raum & der
Dimension N iiber E sei (%) eine Differentialform 2-ten Grades. V sei ein beliebiges
Volumen parametrisiert durch x'(u?) sowie F eine zur Génze in diesem Volumen liegende
geschlossene Fliche parametrisiert durch z?(u? (a¥)). An jedem Punkt der Fliche wird ein
kleines Parallelogramm bestehend aus zwei Tangentialvektoren an die Parameterlinien der

Flache definiert
ox' oul

ouJ dak
Lésst man nun die Differentialform auf das Parallelogramm wirken, so erhélt man nach
Summenbildung und Grenziibergang

A:Uflk b; := (2.39)

1 o .
o1 j{Aihiz (') dx*? A dz™
| d 1 i i1 i2 J1 J2
=5 E&O Ay (@) dz"™ N dx™ (Ax)y by, Axl

f

83:“ ox'2  ult dul2  QuIt Qul?
AZIJQ

Sa

j2)

B 1.2
Ouﬁ ouJz (8a1 Oa? 0a? Oal da’da

) oo 1 N g
= mgn(det(m)) 5 fz}th (,I )du-hdu-h, (240)
F

Der Satz von GauB im System der Parameter v/ fiihrt zu
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ouiz 1
sign(det( Ou 1832 o1 ?é o (21 dud du??
8T2 3 8T371 (ml) ({9T172(.%'i)
+\ — / Sl I R ) du du®du® (2.41)

mit dem Vorzeichen +\— wenn die Orientierung der Fliche mit\gegen die Orientierung des
Parametersystems des Volumens gewéhlt ist. Dieses Integral kann wieder auf Subintegrale
iiber Projektionen auf alle moglichen Koordinatenvolumina zuriickgefiihrt werden und
man erhélt den koordinatenunabhéngigen Ausdruck fiir das Flidchenintegral

1 PR i . 0r1 9202 OAiyis(2V) 4
5 Ai17z‘2(.%' )d.%'l /\dl‘2 :+\—81gn(det(m 2| / %dgj 1d.%' 2d.7]3
1 0Aiy i (l“l) i i i
=+ —E/del/\de/\dx?’. (242)
V’Ln

Das Integral einer Differentialform tiber eine geschlossene Flédche ist also, abgesehen vom
variablen Vorzeichen, ident mit dem Integral der d&ufleren Ableitung der Differentialform
iiber ein beliebiges eingeschlossenes Volumen.

2.2 Gekriimmte Riume

Diese Art von Rdumen zeichnet sich dadurch aus, dass ihre innere Struktur von Punkt zu
Punkt, also lokal, unterschiedlich sein kann. Gekriimmte Réume stellen eine Verallgemei-
nerung von gekriimmten Fléchen dar.

2.2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Topologischer Raum: Gegeben sei eine Menge M von Punkten und die Menge X,
die eine unechte Teilmenge der Potenzmenge von M darstellt. Die Menge M wird topolo-
gischer Raum 7 genannt, wenn die zu ihr gehérende Menge X' die Anforderungen an eine
Topologie erfiillt:

- Die leere Menge und die Menge M sind Element von X

- Der Durchschnitt von endlich vielen Elementen von X ist wieder Element von X

- Die Vereinigung von beliebig vielen Elementen von & ist wieder Element von X
Durch diese Einschrankungen wird eine beliebige Menge M mit einer Grundstruktur verse-
hen. Ein Element einer Topologie wird offene Menge O genannt. Ihr Komplement beziiglich
T heiit geschlossene Menge G. Eine Teilmenge von T kann sowohl offen als auch geschlos-
sen sein. Die Menge aller offenen Mengen, die ein bestimmtes Element Xy enthalten, wird

als offene Umgebung von Xy, Zf{ (Xo), bezeichnet.

Standardtopologie des R": Als Basis dieser Topologie wird die Menge aller Kugeln

K um Punkte Xy, offene Umgebungen von Xy, bezeichnet, die folgendermaflen definiert
sind

K(Xo,€) = {X eRY|| 2" — 2} |< €}. (2.43)
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Die Menge aller beliebigen Vereinigungen aller moglichen Kugeln um alle moglichen Punk-
te ergibt dann die Standardtopologie S des RY.

Konvergenz: Fine Folge von Elementen von 7, X,,, konvergiert gegen den Punkt

Xo, wenn zu jeder offenen Menge O, die Element von Z,(; (Xo) ist, eine natiirliche Zahl
N(O) existiert, sodass fiir alle n =2 N(O) die Folge X,, in O verlduft. Dies ist die Verall-
gemeinerung des klassischen Konvergenzbegriffs aus dem R¥.

Stetigkeit: Gegeben seien zwei topologische Rdume 77,72 mit den entsprechenden
Topologien X7, Xs. Eine Abbildung f: 77 — T3 wird stetig am Punkt Xy genannt, wenn

fiir alle Elemente Of(x,) von U (f(Xo)) ein Element Oy, von U (Xo) existiert, sodass
das Bild von Ox, eine unechte Teilmenge von Oy y,) ist. Eine Abbildung, die an jedem
Punkt von 7T stetig ist, heifit global stetig auf 7. Auch dies ist die Verallgemeinerung des
klassischen Stetigkeitsbegriffs aus dem RY.

Homd&éomorphismus: Seien f: 77 — T3 und g: T3 — 71 zwei global stetige Abbil-
dungen auf 77 beziehungsweise T3. Gilt zusétzlich g o f = idy; und f o g = idp,, so sind f
und g bijektiv mit ¢ = f~!. Die beiden Riume sind dann topologisch nicht unterscheidbar
also hom6omorph.

Hausdorff-Raum: An einen topologischen Raum 7 und seine Topologie X kann
nun eine zusétzliche Bedingung gestellt werden. Das sogenannte Trennungsaxiom verlangt
folgendes: Seien X; und X5 zwel beliebige ungleiche Punkte von 7. Dann existiert ein

Element Ox, von i, (X1) und ein Element Oy, von U (X2), sodass der Durchschnitt von
Ox, und Ok, leer ist. Der topologische Raum gilt dann als separiert, und wird Hausdorff-
Raum H genannt. In diesem Fall kénnen Folgen X, nur gegen einen Grenzwert konver-
gieren.

Definition: Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M ist nun ein Hausdorff-Raum H,,
an den zwei weitere Forderungen gestellt werden:

- Jeder Punkt von H ist Element von zumindest einer offenen Menge O der Topologie
X mit der folgenden speziellen Eigenschaft: Diese offene Menge ist einem affinen Raum .4
homoomorph. Der von O abgedeckte Bereich By von H kann daher durch ein Koordina-
tensystem K im Tangentialraum 7' von A lokal parametrisiert werden. Die dazugehorige
Abbildung x : Bo — RY : P — 2 nennt man wie schon im flachen Raum Karte x von Bo
beziiglich K. Man spricht in diesem Fall von einer offenen Uberdeckung von .

- Fiir jeden Punkt, der in einem Uberlappungsbereich von zumindest zwei bei einer
offenen Uberdeckung beteiligten offenen Mengen O liegt, gilt: Die Ubergangsfunktion
Kga = kg o k' zwischen seinen Koordinaten in den betroffenen Tangentialrdumen ist
glatt, also beliebig oft differenzierbar. Sie ist im allgemeinen nichtlinear.

Die Dimension der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist ident mit der konstanten Di-
mension N ihrer Tangentialrdume.

Atlas: Eine Vereinigung von Karten von offenen Mengen O, die M iiberdecken,
wird Atlas A genannt. Um die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit komplett
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zu erfassen, geniigt es, einen beliebigen Atlas zusammen mit den Ubergangsfunktionen
zwischen seinen Karten in den Uberlappungsbereichen zu kennen. Die Kenntnis eines
hoherdimensionalen Einbettungsraumes ist bei Vorhandensein eines Atlas zur Beschrei-
bung der differenzierbaren Mannigfaltigkeit nicht notwendig, manchmal existiert so ein
Raum auch iiberhaupt nicht. Im Extremfall reicht zur vollstindigen Uberdeckung eine
einzige offene Menge O mit Karte aus. Die Mannigfaltigkeit M degeneriert in diesem Fall
zu einem flachen, also affinen Raum A.

Differenzierbare Untermannigfaltigkeit: Gegeben seien zwei differenzierbare
Mannigfaltigkeiten M und N der Dimension M und N mit M < N. Die Mannigfaltigkeit
M wird differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N genannt, wenn folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

- Der zu M gehoérende Raum ist topologisch gesehen ein Unterraum des zu N gehéren-
den Raumes. Das bedeutet, die offenen Mengen von M ergeben sich als alle moglichen
Schnittmengen von offenen Mengen von N mit M.

- Fiir jeden Punkt P € M existiert eine Inklusionsabbildung I: M — N, wobei die
dazugehorende Ubergangsfunktion kaaq = kar o Iﬁ:’/_\j zwischen beliebigen Karten in M
und N unendlich oft differenzierbar ist.

- Fir jeden Punkt P € M bildet das Differential der Inklusionsabbildung I: dI:
Tp(M)—Tp(N) den Tangentialraum Tp(M) injektiv in den Tangentialraum Tp(N) ab.

2.2.2 Felder von Tensoren

Eigentlicher Tangentialraum: Gegeben sei ein Punkt Xy auf M und eine Kur-
ve X (t) auf M, die durch den Punkt X, fithrt: X(0) = Xo. Der Punkt Xy, moge im
Uberlappungsbereich zweier Karten mit den Koordinatensystemen K und K’ liegen, in
welchen die Kurve mit 2°(¢) und 2’*(t) beschrieben wird. Durch die Grofe
dz’
g 1=
wird ein am Punkt X liegender, vom Koordinatensystem unabhéngiger Vektor ¥ definiert.
Er wird Tangentenvektor der Kurve in Xy genannt. Die Summe aller méglichen Tangen-
tenvektoren an einem Punkt P von M bildet einen linearen Vektorraum, den eigentlichen
Tangentialraum Tp des Punktes. Seine Dimension ist gleich der Dimension N der Tan-
gentialrdume von M. Der zum eigentlichen Tangentialraum eines Punktes Tp gehtrende
affine Raums Ap “berithrt” die Mannigfaltigkeit M im Normalfall nur an diesem Punkt.
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems gilt

dz'3 (z?) Ox' (x?) dz’ ox'1 (x%)
=T |t=0= “or ’mizmg ’ lt=0= “or ‘xizmé
Eine spezielle Basis im Tangentialraum Tp bilden die Tangentialvektoren an die Koor-
dinatenlinien im Punkt P. Diese Basis wird als Koordinatenbasis mit den Basisvekto-
ren 0, @ = 1..N bezeichnet. Die dazugehorige duale Basis wird von den Basisvektoren
dz' i = 1..N gebildet. Die Bezeichnung der Basisvektoren stammt daher, dass sich die
Ableitungsoperatoren und die Differentiale bei einem Basiswechsel gleich wie die Basis-
vektoren transformieren

V= (2.44)

v o' (2.45)

j 4 i
0xl doit = 9% 4. (2.46)

i = T =
v Oxt " OxJ
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Durch die Einfiihrung eines Tangentialraums an einem Punkt von M ergibt sich folglich
eine Vektorraumstruktur mit verschiedenen Koordinatensystemen, die aus verschiedenen
Karten resultieren und die ein lineares Transformationsverhalten aufweisen. Das bedeu-
tet, man kann punktweise viele Konzepte des flachen Raumes, wie den Aufbau gewisser
Elemente der Tensorrechnug, auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit M {ibertragen.

Skalarfelder: Durch eine Abbildung der Punkte von M auf Elemente des Korpers
der jeweiligen Tangentialriume Tp, o0 : P — s(Tp) wird ein Skalarfeld o(P) auf M
definiert. Fiir das Bild der zusammengesetzten Abbildung s : ocox ! : RY — s in
verschiedenen Koordinatensystemen ergibt sich wieder die Relation

s'(z"7) = s(z?). (2.47)

Felder von eigentlichen Tensoren: Durch eine Abbildung der Punkte von M
auf Tensoren der jeweiligen Tangentialrdume Tp mit gleicher Struktur der Argumente,
T : P — ¢(Tp) wird ein Tensorfeld 7(P) auf M definiert. Fiir die Koordinaten des
Bildes der zusammengesetzten Abbildung ¢ : 7o x™! : RY — ¢ in verschiedenen
Koordinatensystemen ergeben sich wieder die Relationen

ox™ , ox'm o' ox'n . o

li...0n _ dn

T @) = 5o @) e @) S @) S @) T @), (248)
TR, @) = T, (@), (2.49)

Im Unterschied zu den Verhiltnissen im flachen Raum sind die Transformationsmatrizen
nun vom Ort abhéngig.

2.2.3 Die kovariante Ableitung

Die einzelnen Tangentialriume einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M existieren
grundsétzlich vollig unabhéngig voneinander. Um nun Tesoren aus verschiedenen Tan-
gentialrdumen miteinander vergleichen zu konnen, ist es notwendig auf der Mannigfal-
tigkeit M eine zusétzliche Struktur, den affinen Zusammenhang, einzufiihren. Durch ihn
wird die Art der Kriimmung der Mannigfaltikeit festgelegt. Weiters kann aus dem affi-
nen Zusammenhang ein Operator abgeleitet werden, welcher die Tensoren benachbarter
Tangentialrdume zueinander in Beziehung setzt, die kovariante Ableitung.

Affiner Zusammenhang: Um die Richtungsableitung V., v (z%) in einem affinen
Raum auf gekriimmte Raume verallgemeinern zu kénnen fiihrt man den affinen Zusam-
menhang V ein, der wie folgt definiert ist

Vo, 0pi (a') := T} (') 0. (2.50)

Er beschreibt, wie sich der Basisvektor 0,; in Richtung von 0,; in der Néhe des Punktes
P mit den Koordinaten z!, ausgedriickt in der Basis von Tp, dndert. Mit dieser abstrak-
ten Definition der le; (2') wird einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M eine eindeutige
Kriimmung eingepréigt. Auch wenn normalerweise der Basisvektor 0,: entlang von 0,
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auch Anderungen in Komponenten aufweist, die sich nicht im Tangentialraum Tp befin-
den, reicht diese Art der Definition des affinen Zusammenhangs zur eindeutigen Beschrei-
bung der Art der Kriimmung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M vollkommen aus.
Umgekehrt benotigt man bei einer vorgegebenen gekriimmten Mannigfaltigkeit M mit
vorgegebenen Koordinatenbasen aus Sicht eines hoherdimensionalen Einbettungsraumes
zur Bestimmung der [7] k (2!) eine (geometrische) Regel. Sehr gebriuchlich ist die Projek-
tion der Basen der benachbarten Tangentialrdume in den Tangentialraum des Punktes P.
Die Kriimmung selbst ist wiederum eine Eigenschaft absolut unabhéingig vom verwendeten
Koordinatensystem in Tp, die I l’; (2!) allerdings sind keine Tensoren und weisen ein etwas
komplizierteres Transformationsverhalten auf.

Die Abbildung V : v1,v9 — v3 kann als duflere Ableitung einer vektorwertigen 0-Form w1,
also eines Vektors, dessen Koordinatenfunktionen gew6hnliche 0-Formen sind, angewen-
det auf einen Vektor vy verstanden werden. Daraus ergeben sich mit den Skalarfeldern
s(z%),t(2%) und den Vektorfeldern u(x?),v(z?), w(z?) folgende Regeln

Vw(su+tv) = ds(w) u+ s Vyu + dt(w) v + t Vv, (2.51)

V (suttw) U = 8 Vo + 1 Vyyu. (2.52)

Somit kann schliellich die Richtungsableitung eines Vektors v entlang von w in der Nihe
eines Punktes P berechnet werden

Vo v(z?) == w® Vo 4 (v 9,5) = (dv? (D,x) Di + vjvazk Dy )"

vl (
:(%)

; ol (z%)
%%+%@wwz(mk + I oyw*a,,;. (2.53)
In einem flachen Raum verschwinden die Koeffizienten FZ-’} des affinen Zusammenhangs V

und die Formel geht in die normale Richtungsableitung eines Vektors v entlang w iiber.

Definition: FEbenso wie schon im affinen Raum kann nun die Richtungsableitung fiir
Vektorfelder auf eine Richtungsableitung fiir Tensorfelder erweitert werden. Es ergibt sich
die kovariante Ableitung. Sie lautet fiir ein gemischtes Tensorfeld o(z*)

. or I J”( 0]
Vuplat) o= [l i) - T )
FLRT T (2 4+ DT (2 i)} WP de @ .. © dr'™ © Oyjy @ .. © D
(2.54)
Fiir ein Skalarfeld ergibt sich sinngem#fl
- Os(z*
Vo s(z') = # wh, (2.55)

Parallelverschiebung: Wird ein Tensor ¢ entlang eines Vektors w an einem Punkt
P parallelverschoben so erfiillt er folgende Gleichung

YV p(z') = 0. (2.56)
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Er dndert dabei seine Koordinaten in den verschiedenen Tangentialriumen gemif

aT‘Z]ll %7:;( ) Fl T,]l ,]n Fl T]l ]n
— et = [ LT @) o 1T () (2.57)
—TRT T (af) — = T ()] wh.
Gilt weiters _
Vwe(z') =0, Yw, (2.58)

so wird das Tensorfeld (%) in der Niihe des Punktes P als konstant bezeichnet.

2.2.4 Der Kriimmungstensor

Gegeben seien auf einer Mannigfaltigkeit M zwei Vektorfelder v(z%) und w(z*) um einen
Punkt P. Weiters sei u ein Vektor in P. Die Parallelverschiebung auf einer Mannigfaltigkeit
ist auf Grund der Kriimmung grundsétzlich vom Weg abhéingig. Um nun ein Maf fiir die
Kriimmung von M um den Punkt P zu erhalten, verschiebt man den Vektor u entlang
einer infinitesimal kleinen geschlossenen Kurve von P zu P parallel und betrachtet den
dabei entstehenden Differenzvektor:

Von P gelangt man iiber den Vektor Aav(P) zum Punkt P, und von dort iiber den Vektor
Abw(P,) zum Punkt P,. Umgekehrt gelangt man von P iiber den Vektor Abw(P) zum
Punkt P, und von dort iiber den Vektor Aav(P,) zum Punkt P,,. Damit dadurch eine
geschlossene Kurve entsteht, mufl gelten

- Ow' (zF) - Ov' (2F)

_ — (o) ) oy —
Py = Py = [v,w] |p:= (v B W~ )0y |p=0.  (2.59)

Fiir den Weg P — P, — Py, = Py, — P, — P ergibt sich in der Koordinatenbasis von Tp
folgender Differenzvektor

uy —up = Aul 0 = Aa A bulvlwk (8mkfjl(m ) — Ol k(xp) + FhkF F,ilff}g) Oyi

= Aa A bulvlw® R;kl Oyi- (2.60)

Dieses Ergebnis gilt fiir beliebige infinitesimal kleine geschlossene Kurven. Hierbei sind
die Groflen R "y die Koordinaten eines dreifach kovarianten und einfach kontravarianten
Tensors. Er erd Kriimmungstensor des affinen Zusammenhangs V genannt. In einem
flachen Raum verschwindet er.

2.2.5 Der Riemannsche Raum

Um auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M Langen und Winkel messen zu kénnen,
wird an jedem Punkt von M ein positiv definites inneres Produkt eingefiihrt

gij(xk) = (6xlvamf)(xk) (2'61)
Der dazugehorige kovariante Tensor zweiter Stufe wird als Mafitensor bezeichnet

g(z*) = gij(a¥)dz' @ da?. (2.62)
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Der Riemannsche Raum stellt somit eine Verallgemeinerung des euklidischen Raums dar.
Die kovariante Ableitung und der Maflitensor sind nicht unabhéngig voneinander. Bei einer
Parallelverschiebung zweier Vektoren v und v miissen Léngen und Winkel erhalten bleiben

Vwu(ah) =0 V,v(@f) =0 — vy, (u,0) (@) = Vo (W' gij) (2%) = vy (9(u, v)) (%) = 0.
(2.63)
Da die kovariante Ableitung aus Griinden der Eindeutigkeit mit einer Verjiingung ver-

tauscht, ergibt sich
Ve g(zF) =0, Vw. (2.64)

Der Mafitensor ist also beziiglich der kovarianten Ableitung konstant. Diese Forderung
wird Vertréglichkeitsbedingung genannt.

Ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einem Mafitensor g gegeben, so existiert genau
ein torsionsfreier, also symmetrischer affiner Zusammenhang v, der die Vertriglichkeitsbe-
dingung erfiillt. Dies ist der Riemann-Zusammenhang.
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3 Lie-Gruppen

Dieser Bereich der Mathematik ist von enormer Bedeutung fiir die Beschreibung von dem
in der Physik hiufig auftretenden Phénomen der Symmetrie.

3.1 Abstrakte Lie-Gruppen

3.1.1 Definition

Eine abstrakte Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, deren Elemente g gleichzeitig eine unendlich
oft differenzierbare Mannigfaltigkeit bilden, mit folgenden Eigenschaften:

- Die Gruppenbildung G x G — G : (g,h) = g-h

- Die Inversenbildung G — G : g — g~ !
sind unendlich oft differenzierbare Funktionen.

3.1.2 Eigenschaften

Eine auf diese Art definierte Lie-Gruppe G weist automatisch folgende zusétzliche Eigen-
schaften auf: .

- Es existiert eine offene Umgebung des Punktes 1 € G, i/ (1) = U, die einem affinen
Raum A homoomorph ist, mit einer dazugehérigen Kartenabbildung sy : By — RN :
g — 2', sodass gilt

kp(1) =0, ky(g™) =—kulg), Vg€ DBy. (3.1)
- Durch sogenannte Linkstranslationen\Rechtstranslationen
Uk.=n.U \ UF:=U-h, Vhed (3.2)

wird U bijektiv auf andere offene Mengen U, hL \U. ,f von G abgebildet, die somit ebenfalls
einem affinen Raum .4 homomorph sind und ganz G {iberdecken. Fiir diese Bereiche kann
man folgende Kartenabbildungen KyL - BU}% RN g =2\ KUk BU}? RN :g— ot
definieren

rpp(9) = ruh™ -g) \ kyrlg) = rulg-h7h). (3.3)

- Die Ubergangsfunktion der Koordinaten eines Punktes, der im Uberlappungsbereich

mehrerer dieser zuvor definierten Bereiche liegt, kg, = KR © n;i\R, ist unendlich oft
h h
B «@

differenzierbar.
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3.1.3 Die Darstellung von Lie-Gruppen durch Matrizen

Es ist haufig sinnvoll, die Struktur einer abstrakten Lie-Gruppe G an Hand einer Dar-
stellung zu untersuchen. Hierbei wird die Lie-Gruppe G durch einen Gruppenhomomor-
phismus ¢ : G — Aut(S) in die Gruppe der Automorphismen auf einer mathematischen
Struktur S abgebildet. Es gilt also

@(g)op(h) =p(g-h). (3.4)

Zu einer bestimmten Lie-Gruppe G kann es mehrere Moglichkeiten der Darstellung geben.
Handelt es sich bei der mathematischen Struktur S um einen linearen Vektorraum V der
Dimension N iiber dem Skalarkérper K, so werden die Automorphismen durch invertier-
bare N x N Matrizen A, deren Koeffizienten a;; Elemente des Korpers sind, beschrieben.
Diese Matrizen bilden eine Gruppe.

3.2 Matrixgruppen

3.2.1 Die lineare Gruppe

Definition: Die lineare Gruppe besteht aus der Menge aller invertierbaren N x N
Matrizen A mit reellen\komplexen Koeffizienten a;; und wird mit GL(N,R)\GL(N,C)
bezeichnet.

Eigenschaften einer Gruppe: Fiir beliebige Elemente der linearen Gruppe gilt:

- GL x GL — GL: (AB)"! =B71A~!
- Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC)

- Neutrales Element: 1

- Inverses Element: AL

Darstellung: Jedes Element A der linearen Gruppe lé8t sich durch die Exponential-
abbildung exp: N x N — N x N invertierbar, darstellen

A=exp(X) := Z %, A7l = exp(—X). (3.5)

n

Speziell konnen Matrizen A € GL(N,R) mit positiver Determinante in der Exponential-
abbildung durch NV x N Matrizen mit reellen Koeffizienten dargestellt werden.

Der Tangentialraum von 1: Gegeben sei die Menge aller differenzierbaren Kur-
ven A(t) in der linearen Gruppe fiir die gilt: A(0) = 1. Dann bildet die Menge aller
Tangentenvektoren im Einselement A’(t) |;—¢ einen linearen Vektorraum iiber R. Er wird
Tangentialraum von 1, TyGL(N,R) = gl(N,R) \ TyGL(N,C) = gl(N,C) genannt.

Dies ist gleichbedeutend mit folgender Definition

TyGL(N,R) \ TyGL(N,C) := {X | exp(tX) € GL(N,R) \ GL(N,C) ¥t }.  (3.6)

Die Mengen gl(N,R) \ gl(N,C) bestehen somit aus allen N x N Matrizen mit reellen\
komplexen Koeffizienten. Die Dimension des Tangentialraums im Einselement betrégt da-
her N2\ 2N2.
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Eigenschaften einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit: Betrachtet man alle
Elemente von GL(N,R) und g¢i(N,R) \ GL(N,C) und gl(N,C) als Vektoren in einem
RN Q\RQN ? mit der Standardtopologie des RY, so kann die lineare Gruppe GL(N,R) \
GL(N,C) als Lie-Gruppe angesehen werden. Sie erfiillt alle erforderlichen Eigenschaften
einer abstrakten Lie-Gruppe.

Insbesondere bildet die Exponentialfunktion exp(X) eine offene Umgebung V' von 0 in
gl(N,R)\gl(N,C) auf eine offene Umgebung U von 1 in GL(N,R)\GL(N,C) ab. Die
dazugehorige Kartenabbildung ky : By — RY ’ \R2N * ist also durch die Umkehrfunktion
log(Y') gegeben. Man spricht in diesem Fall von einer logarithmischen Karte. Es gilt wie
gefordert

log(1) =0, log(Y ') = —log(Y). (3.7)

Durch Linkstranslationen und Rechtstranslationen gelangt man schliefflich zu einem Atlas
fiir ganz GL(N,R)\GL(N, C). Die Ubergangsfunktionen zwischen den betreffenden Karten
sind unendlich oft differenzierbar.

Die innere “Multiplikation” im Tangentialraum von 1: Gegeben sei die Abbil-
dung Kon(Y)(X):GL — GL, genannt die Konjugation. Sie ordnet fiir ein festes Y € GL
jedem X € GL wiederum ein Element der Gruppe GL zu

Kon(Y)(X):=YXY ™!, mitY € GL. (3.8)
Bildet man von der Konjugation das Differential dKon(Y')(dX) : Tx — Tkon(v)(x)
dKon(Y)(dX) =YdXY ™!, mitY e GL. (3.9)

so wird dadurch der Tangentialraum von X auf den Tangentialraum von Kon(Y)(X) ab-
gebildet. Das Differential der Konjugation in Einselement dKon(Y)(dX) |x=1:71 — 11
wird adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe GL genannt

Ad(Y)(dX) := dKon(Y)(dX) |x—1= (YdXY ") |x—=1, mitY € GL. (3.10)

Sie bildet den Tangentialraum von 1 auf sich selbst ab.

In einem weiteren Schritt kann man das Differential der adjungierten Darstellung von GL
nach dem bisher festen Y € GL im Einselement, dAd(dY)(dX) |y=1 : T4 xT3 — T4, bilden.
Das Resultat wird adjungierte Darstellung des Tangentialraums von 1, Ty G L, genannt

ad(dY)(dX) := dAd(dY)(dX) |y—1= (dYdXY ! + YdXd(Y ™) |xy—1

=(dYdX —dXdY) |xy=1 - (3.11)
Man erhilt eine innere “Multiplikation” von Elementen des Tangentialraums von 1, dY

und dX. Die normale Matrizenmultiplikation hingegen kann auch aus dem Tangentialraum
von 1 herausfiihren.
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Die Lie-Algebra: Ein Vektorraum V iiber R\C, auf dem eine innere Verkniipfung
V x V. — V definiert ist, wird Algebra genannt. Im Speziellen spricht man von einer Lie-
Algebra, wenn die innere Verknpiipfung, in diesem Fall dargestellt durch die Lie-Klammer
[.,.] folgende Forderungen erfiillt:

- Bilinearitit:  [a; X%, b;Y7] = a;b;[X*, Y]

- Antisymmetrie: [V, X]| = —[X,Y]

- Jacobi-Identitdt:  [X,[Y,Z]] +[Y,[Z, X]| + [Z,[X,Y]] =0
Der Tangentialraum der linearen Gruppe GL im Einselement T3 G L erfiillt mit der inneren
“Multiplikation” alle diese Voraussetzungen und bildet somit eine Lie-Algebra.

3.2.2 Die spezielle orthogonale\unitire Gruppe

Definition: Die spezielle orthogonale\ unitére Gruppe besteht aus der Menge aller
invertierbaren N x N Matrizen mit reellen\ komplexen Koeffizienten mit den besonderen

Eigenschaften:
AAT =1\ AAT =1
det(A) =1

Diese Gruppe wird mit SO(N)\SU(N) bezeichnet und bildet eine in Bezug auf die Stan-
dardtopologie des RY abgeschlossene Untergruppe von GL(N,R)\GL(N, C).

Eigenschaften einer Untergruppe: Fiir beliebige Elemente von SO(N)\SU(N)
gilt:
- SO(N) x SO(N) — SO(N): (AB)(AB)T = ABBTAT =1
- SU(N) x SU(N) — SU(N): (AB)(AB)! = ABBTAT =1
jeweils mit: det(AB) = det(A)det(B) =1

Der Tangentialraum von 1: Die Menge aller Tangentenvektoren im Einselement
von differenzierbaren Kurven in der Gruppe SO(N)\SU(N) bildet einen Untervektor-
raum des gl(N,R) \ gl(N,C). Dies ist der Tangentialraum von 1, der mit 73 SO(N) =
so(N)\ T1SU(N) = su(N) bezeichnet wird.

Auch hier gilt die entsprechende Definition

TySO(N) \ Ty SU(N) := {X | exp(tX) € SO(N)\ SU(N) Vvt }. (3.12)

Die speziellen Eigenschaften der Gruppe SO(N)\SU(N) schrinken die Elemente von
so(N)\su(N) folgendermafien ein

ABDAT) =1\ ABAT ) =1 — A'(0) = —-A'(0)T \ A'(0) = —A'(0)T, (3.13)

det(A(t)) =1 — spur(4’(0)) =0

Die Dimension des Tangentialraums von 1 betrégt daher N (N — 1)\ N2 — 1.
Die Exponentialabbildung ist speziell bei der Gruppe SO(N)\SU(N) surjektiv. Das be-
deutet jedes Element der Gruppe SO(N)\SU(N) kann als Bild der Funktion exp(X) mit
X € so(N)\ X € su(NN) dargestellt werden.

(3.14)
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Eigenschaften einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit: Die Gruppe SO(N)
\ SU(N) bildet als abgeschlossene Untergruppe von GL(N,R) \ GL(N,C) ebenfalls eine
Lie-Gruppe. Die Exponentialfunktion exp(X) bildet nun eine offene Umgebung V' von 0
in so(N) \ su(N) auf eine offene Umgebung U von 1 in SO(N)\SU(N) ab. Daraus ergibt
sich wieder eine logarithmische Karte und in weiterer Folge ein Atlas, mit unendlich oft
differenzierbaren Ubergangsfunktionen zwischen den betreffenden Karten.

Die Lie-Algebra: Der Tangentialraum von 1, so(N)\su(NV), bildet mit der inneren
“Multiplikation” seiner Elemente wiederum eine Lie-Algebra.
3.2.3 Exkurs: Die Sphire S3

Definition: Die Sphire S3 beschreibt die Menge aller Punkte in einem R*, die vom
Ursprung oder einem beliebigen Mittelpunkt m die gleiche Entfernung R = 1 besitzen

Ser={d eR'||¢ —m'|=R=1}. (3.15)
Fiihrt man vierdimensionale Kugelkoordinaten 7, «, 9, ¢ ein, mit dem Parameterbereich
0Sr<oc0, O0Zasnw 029w 0Z¢<2m, (3.16)
so ergeben sich die folgenden Relationen

¢" = Rcosa,

¢' = Rsina sin® cos p,

¢> = Rsina sin ¥ sin o,

¢® = Rsina cos?. (3.17)

Fir die Funktionaldeterminante erhilt man

9q° dq' 0¢® 0¢> 3 . 9
——F—F—F— |=R’si in 4. 3.18
|6R(9a(919(9g0| sin” «v sin (3.18)

Eigenschaften: Die wichtigsten geometrischen Gréfien Volumen (4-dimensional),
Oberfliche (3-dimensional) und Umfang eines Kleinkreises (2-dimensional) werden fol-
gendermaflen berechnet

R ™ T 2T
1

V= /dr/da/dvﬂ/dap r3sin? o sin ) = 5772R4, (3.19)
0 0 0 0
m 7r 27

0= /da/dz?/dgp R3sin® a sind = 212 R?, (3.20)
0 0 0
T 27

U= /dﬂ/dgp R?sin? a sind = 47 R*sin® a. (3.21)
0 0
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3.3 Die Gruppe SO3

Die Gruppe SO3 besteht aus der Menge aller invertierbaren 3x3 Matrizen O mit reellen
Koeffizienten fiir die gilt: OOT =1 und det(O) = 1.

3.3.1 Der Tangentialraum von 1

Die Menge aller reeller 3x3 Matrizen Tp, fiir die gilt: Tp = —Tg und spur(7p) = 0, bildet
den Tangentialraum von 1, so3.
Der Ansatz

To := —iw'L; = —i@L, i=1,2,3 (3.22)

fithrt zu einer moglichen 3-dimensionalen reellen Basis —iL; mit den imagindren Matrizen
L;. Diese Basis erfiillt die Forderung einer Lie-Algebra

00 O 0 0 1 0 -1 0
Ly=10 0 —-i|, Ly=|0 0 0], Ly={i 0 0], (3.23)
01 O -1 0 0 0 0 O
[LZ', LJ] = ieijkLk, (324)
spur(LiLj) = 251] (325)

Betrachtet man den Epsilontensor ¢;;;, als Komposition dieser 3x3 Matrizen, so gilt
(Ll)jk = —ieijk. (326)

3.3.2 Die Darstellung der SO3

Jedes Element O der SO3 kann mittels der Exponentialfunktion durch Elemente des Tan-
gentialraums von 1, so3, dargestellt werden

o) = elo = efwi = efiwgwi = o Wl (3.27)
Auf Grund der zyklischen Eigenschaften der Potenzen von L, gilt
O(@) =e Wl =1 —iL,sinw — L2(1 — cosw). (3.28)

Explizit ausgerechnet ergibt sich fiir die allgemeine Darstellung einer SO3-Matrix somit
folgende Form

0@) = (3.29)

T—((e2)? 4+ (e2)?)(1 —cosw)  ele2(1 —cosw) — e sinw eled (1 — cosw) + €2 sinw

ele2 (1 —cosw)+edsinw 1 —((el)?+(e2)?)(1 — cosw) aefj(l —cosw) — el sinw
eled (1 — cosw) — €2 sinw e2e3 (1 — cosw) + e}, sinw —((e})? + (e2)))(1 — cosw)

Diese Darstellung ist allerdings mehrdeutig

O(w,8,) = e w8l = O(w + 27k, &) = e i@ H2mh)aL kel, (3.30)

Ow,&,) = e we&Ll = 021 — w, —&,) = e 1Cr—W)(=e)L (3.31)
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Man beschrinkt sich daher fiir eine eindeutige Darstellung auf folgenden Parameterbereich
fiir &(9, p,w)
0597w, 0Zp<2r, O0SwSm (3.32)

Fiir w = 7 bleibt eine Zweideutigkeit in der Wahl von é,,.
Nachbarelemente von O(@ = 0) = 1 kénnen als O(dd) identifiziert werden

O(di) = e 1%L = 1 — i L, (3.33)

3.3.3 Allgemeine Eigenschaften

Drehungen im R3: Fasst man die Elemente der SO3 als Automorphismen des li-
nearen Vektorraums R? auf, so impliziert die Orthogonalitit, dass die Linge der Vektoren
und die Winkel zwischen den Vektoren bei der Abbildung erhalten bleiben. Orthonormal-
basen werden also auf Orthonormalbasen abgebildet. Durch das positive Vorzeichen der
Determinante bleibt auch die Orientierung der betreffenden Basisvektoren erhalten. Ein
Element der SO3 angewendet auf eine Orthonormalbasis kann somit als reine Drehung
dieser Orthonormalbasis interpretiert werden. Aus geometrischen Uberlegungen erkennt
man, dass dabei €, die Drehachse beschreibt und w den dazugehorigen Drehwinkel angibt.

Beziehung zur Sphire S?: Setzt man filschlicherweise w = «a, so haben die S und

die Gruppe SO3 den gleichen Parameterbereich. Versucht man nun dementsprechend die
Elemente der SO3 kontinuierlich auf der S? zu platzieren, so gelingt dies an allen Punkten
der S? mit Ausnahme des Siidpols. Er besitzt die Parameter a = 7, ¢ und ¢ beliebig.
Alle SO3-Matrizen, die eine Drehung um w = 7 mit unterschiedlichen Drehachsen é,,
beschreiben, entsprechen diesem Punkt. Die Gruppe SO3 ist also einer Sphire S3 nicht
homoomorph, und kann somit auch keine S? in einem R? bilden.
Setzt man hingegen w = 2q, so ist es moglich, alle Elemente der SO3 kontinuierlich auf der
S3 zu platzieren, da dem Siidpol nun nur ein Element der SO3, nimlich eine Drehung um
w = 27 um eine beliebige Drehachse, also die Identitdt 1, entspricht. Gegeniiberliegende
Punkte auf der S? sind dann mit den gleichen SO3-Matrizen besetzt.

Wegzusammenhang: Alle Elemente der SO3 kénnen geméfl der Parametrisierung
in ¥, ¢ und w = r kontinuierlich in einer Vollkugel mit dem Radius 7 platziert wer-
den. Elemente mit w = 7 liegen an der Oberflache dieser Vollkugel, und kommen, jeweils
gespiegelt am Zentrum der Vollkugel, doppelt vor. Ein Weg in der SO3, der an ein Ober-
flichenelement fithrt, kann auch an der entsprechenden Antipode fortgesetzt werden.
Demzufolge gibt es 2 Klassen von geschlossenen Schleifen in der SO3: Einerseits jene mit
keiner oder einer geraden Anzahl von Antipodenspriingen. Sie kénnen durch kontinuierli-
che Verformung auf einen Punkt reduziert werden. Andererseits jene mit einer ungeraden
Anzahl von Antipodenspriingen. Bei einer Reduktion verbleibt immer genau ein Antipo-
densprung. Die SO3 ist somit zweifach wegzusammenh#ngend.

3.3.4 Eulerwinkel

Eine SO3-Drehmatrix benétigt 3 Parameter zu ihrer eindeutigen Bestimmung, den Betrag
und die Richtung von &. Eine derartige Drehung ist jedoch auch durch 3 einzelne auf-
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einanderfolgende Drehungen um raumfeste Achsen darstellbar. So lédsst sich eine Ortho-
normalbasis durch 3 Drehungen um zunéchst kérperfeste Achsen in jede andere beliebige

Position transformieren
O(a}‘) — efid)LS// efi’ﬂLQ/ efinLg . (334)

Fithrt man diese Drehungen auf raumfeste Achsen zuriick, so erhilt man
o) = e ipls =10l iYLy (3.35)

Die Winkel v, ¥ und ¢ werden die Eulerwinkel einer Drehung O(&W) genannt. Sie lassen
sich aus & berechnen. Die Wahl der Achsen und die sich daraus ergebenden Winkel sind
nicht eindeutig.

3.3.5 Konjugationsklassen

Die Drehachse eines beliebigen SO3-Elements, €, = (sin® cos ¢, sin 9 sin ¢, cos ), kann
durch eine Koordinatentransformation im Sinne einer SO3-Drehung um die Achse
€ = (sing, — cos ,0) mit dem Winkel ¢ auf die Form ¢&,’ = (0,0,1) gebracht werden.
Die dazugehorigen Elemente der SO3 liegen am Nullmeridian der oberen Hilfte der S3,
beziehungsweise am Zentrum gespiegelt. Diese Koordinatentransformation ist nicht ein-
deutig, da man zusitzlich &, und\oder €,/ noch um die eigene Achse rotieren lassen kann.
Das fiihrt zu einer Verdnderung von Drehachse und Drehwinkel der Gesamtdrehung.
Somit kann jede SO3-Drehung auf eine Drehung um die z-Achse zuriickgefiihrt werden

O((Ij) _ eiﬁ(sinchl—coschg) O(é},w) e—iﬂ(singoLl—coschg). (336)

Eine derartige Ahnlichkeitstransformation oder Konjugation bildet auf der Menge der
SO3-Matrizen eine Aquivalenzrelation, denn sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Die Spur einer SO3-Matrix, 1+ 2 cos w, bleibt dabei konstant. Somit lésst sich die Gruppe
SO3 in disjunkte Aquivalenzklassen, sogenannte Konjugationsklassen, einteilen, die durch
den Wert der Spur ihrer Elemente eindeutig charakterisiert sind. Sie liegen jeweils auf
einem Breitenkreis der S3.

In der Konjugationsklasse zum Winkel w = 7, dem Aquator der S?, das sind die symme-
trischen SO3-Matrizen mit Ausnahme von 1, liegen alle Diagonalelemente der SO3 mit
Ausnahme von 1

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
Di=|0 -1 0}, D=0 1 0], D3=|0 -1 0]. (3.37)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Daher sind genau die symmetrischen SO3-Matrizen inklusive 1 innerhalb der SO3 diago-
nalisierbar.
3.3.6 Der Riemannsche Raum

Betrachtet man die SO3-Matrizen als Vektoren in einem R?, so bildet die Gruppe SO3
eine dreidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R”. Dieser R? bildet mit
dem standardméffigen konstanten inneren Produkt

gij(z¥) = 1° (3.38)
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einen Riemannschen Raum.
Fiir das innere Produkt zweier SO3-Matrizen O; und Oy gilt somit

O - Oy = Oy - O = 01049, = sp(Of O9) = sp(03 0y). (3.39)
Die Lange einer SO3-Matrix O ergibt sich zu
| O ||= 1/sp(OTO) = V3. (3.40)

Die Elemente der SO3 liegen daher auf einer S® mit dem Radius R = v/3. Die Matrizen im
Tangentialraum eines Gruppenelementes der SO3 stehen somit auf dieses Element normal.
Um auch auf einer SO3 Léngen und Winkel messen zu kénnen, liegt es nahe, das innere
Produkt des R? auf die Tangentialriume der SO3 zu iibertragen. Die SO3 wird damit
ebenfalls zu einem Riemannschen Raum.

3.3.7 Tangentialbasen

Die Basisvektoren des Tangentialraums von 1, eg; = —iL;, stehen wie gefordert normal
auf 1. Sie sind zusitzlich auch zueinander orthogonal und besitzen die Linge /2

eri-1 =—isp(LT1) =0, (3.41)

(e1,) - (en,j) = —sp(LY L;) = 26;;. (3.42)

Die Gruppeneigenschaften der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit SO3 erlauben es,
direkt aus der Tangentialbasis von 1 mogliche Orthogonalbasen fiir den Tangentialraum
jedes beliebigen Gruppenelementes O abzuleiten.
Die rechtsinvariante\linksinvariante Tangentialbasis des Elementes O wird folgendermaflen
definiert

egi = 6]171'0 == —ILZO \ 6671' = 06]1,2‘ == —IOLZ (343)

Diese Basis steht wie gefordert normal auf O und ist ihrerseits ebenfalls orthogonal mit
der Linge /2

egi -0 = —isp((Ll-O)TO) =0 \ eéi -0 = —isp((OLi)TO) =0, (3.44)
5 €6 = —sp((LiO) (L;0)) = 20;5 \ ¢, - €6 ; = —sp((OL;)" (OLy)) = 26;;. (3.45)

Im Folgenden wird nur mehr die rechtsinvariante Tangentialbasis egi — ep,; verwendet.

3.3.8 Die Parametrisierung von Kurven, Flichen, Volumina

Eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit der SO3 wird folgendermafien festgelegt
O(t) := e @O, (3.46)

Der dazugehorige Tangentenvektor an einem Punkt kann als Linearkombination der Tan-
gentialbasis der SO3 desselben Punktes dargestellt werden

80(t) = lim O(t + dt) — O(t)

dt—0 dt = 2b,(t)e0,i(t) = =i026,(1)L;O(t) = —ioi(t) LO(L).

(3.47)
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Somit dreht sich die Matrix O(t) bei einer Bewegung auf der Kurve von O(t) zu O(t + dt)
mit der Winkelgeschwindigkeit (20¢(¢)L
O(t + dt) = O(t) + ,0(t)dt = (1 — ifBor(t)Ldt)O(t) = e~ PoeOLdt ) (y). (3.48)
Die Koordinaten ﬁOt(t) ergeben sich dabei zu
Qoi(t) = w(t)é,(t) + sinw(t) &y (t) + (1 — cosw(t)) (Eu(t) X E(t)). (3.49)

Damit koénnen nun die Lingen von Kurven, sowie der Inhalt von positiv orientierten
Flachen und Volumina auf der SO3 berechnet werden

to [2)

L :/dt\/det((?iO(t)-ajO(t)):/dt\/iH G Il i =t, (3.50)

t1 t1

s2 to

A= //dsdt Vdet(@:0(s,1) - 0;0(s,1))  i.j=s.t,

s1 t1

s2 1o
://dsdt\@Q | Gos(st) x Fouls. 1) |, (3.51)
s1 t1

r2 Sg t2

V= ///dr ds dt \/det(aiO(r73’t) ’ ajO(V”’Sat)) Z,j = T,S,t.

ry s1 t1

ro S2 t2
= [ [ [ardsatv3® | Goutr.s.0) - (Goutr.s.0 x Bt s, | (3.52)
r1 S1 t1

Wiéhlt man im Speziellen die drei Parameterkurven O(w), O(9) und O(¢), so folgt fiir das
gesamte Tangentialvolumen der SO3

T w27

V(S03) :///dwdﬂdgp\/i?’ | Gow - (Foy x Foy) |- 16v2>. (3.53)
0 0 O

3.3.9 Die kovariante Ableitung

Affiner Zusammenhang: Aus der Definition von Kurven auf der SO3 und deren
Ableitung kann die “Verdnderung” der Tangentialbasis bei einer Bewegung entlang einer
Kurve berechnet werden. Dabei wird, um die einzelnen Tangentialbasen miteinander ver-
gleichbar zu machen, die Differenz der Tangentialbasen der Punkte O(t) und O(t + dt)
auf den Tangentialraum des Ausgangspunktes O(t) projiziert. Der durch diese Vorgangs-
weise im Folgenden definierte affine Zusammenhang ist vertriiglich mit dem aus dem R?
induzierten Mafitensor der SO3

OULO()) = Li(—10,()L;000) = 62, ()5 (1L, L] + (L, L;}) O)

= 320 (1) g e i+ {Li. L)) O(1). (354)
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Der erste Summand liegt im Tangentialraum von O(t), der zweite Summand steht normal
darauf. Diese Normalkomponente der Differenz wird also in der weiteren Rechnung einfach
weggelassen und man erhélt fiir den gesuchten affinen Zusammenhang I'o4(t)

g L 1= = .
(%(LiO(t)) = _IQ]Ot(t)i(Lj)ikLkO(t) = —1§QOt(t)LikLkO(t) = —IFOt(t)ikLkO(t),
(3.55)
Toi(t) := Tou(t)L := —QOt( )L. (3.56)
Somit dreht sich der Vektor der Tangentialbasen L;O(t) bei einer Bewegung auf der Kurve
von O(t) zu O(t + dt) mit der Winkelgeschwindigkeit I'o¢(t) = I'o¢(t)L. Er dreht sich also
halb so schnell wie das zugrundeliegende SO3-Element O(t)
LiO(t + dt) = L;O(t) + 9,(L;O(t))dt = (Lix — il 0¢(t)irdt) LyO(t)
= ¢ Hot®udt 1, O(t). (3.57)

Definition: Aus der Definition des affinen Zusammenhangs kann nun die kovariante
Ableitung Doy (t) eines Vektorfeldes v(t) = ¢(t)(—1LO(t)) entlang der Kurve O(t) berech-

net werden
Ov(t) = 0yU(t) (—1LO(t)) + (¢ )8 (—1LO( )
= (Oi1 + iloy(t))0(t) (-1LO(t))
= Doy (t)i(t) (<1LO(1)). (3.58)
Fiir den Paralleltransport eines Vektors gilt daher

Doi(t)i(t) = (Or1 + il o4(t))0(t) = 0. (3.59)

3.3.10 Der Kriimmungstensor

Wie bei einer allgemeinen Mannigfaltigkeit wird auch auf der SO3 das Maf} der Kriimmung
durch die Parallelverschiebung eines Vektors entlang einer infinitesimal kleinen geschlos-
senen Kurve definiert. Hierfiir legt man in die 3 dimensionale Mannigfaltigkeit der SO3
eine beliebige 2 dimensionale Fliche parametrisiert durch O(s,t). Ausgehend von einem
bestimmten Punkt O(s,t) bewegt man sich dann auf der Schleife O(s,t) — O(s+ds,t) —
O(s+ds,t+dt) — O(s,t+dt) — O(s,t). Fiir eine beliebiges Teilstiick dieser Schleife gilt
der allgemeine Ansatz fiir die Parallelverschiebung

F(r +dr) = Tim T (1 —ilon(r + kdr)dr) 5(r) = dO(r)(r). (3.60)

n—oo k=1 n

Entwickelt man nun jedes Teilstiick bis zur zweiten Ordnung und reiht alle 4 Teilstiicke
chronologisch aneinander, so erhélt man implizit die Definition fiir die gesuchte Matrix
des Kriitmmungstensors Rost(s,t) := Rost(s,t)L

U1(s,t) = (dO(s,t + dt) dO(s + ds,t + dt) dO(s + ds,t) dO(s,t)) Uo(s, t)
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= (1 —i(0sToi(s,t) — 0L os(s,t) + 1l 0s(s,t)Toi(s,t) — il ot(s,t) [ 0s(s,t)) dsdt) Uy(s,t)
= (1 — (85T 0¢(s,t) — BT ps(s,t) — Tos(s,t) x Toi(s,t)) L dsdt) Ty (s, t)

= (1 —iRost(s,t) dsdt) Uy(s,t)

= (1 — iRost(s,t) L dsdt) Ty(s, t). (3.61)

Der Differenzvektor in der Tangentialbasis des Punktes O(s,t) lautet somit in kovarianter
Form (siehe Gl. 2.60)

v1(s,t) — vg(s,t) = Av'(s,t) (—=iL;O(s,t)) = vé(s, t) dsdt (iRintS(s, t)) (—iL;O(s,1)).
(3.62)
Der Kritmmungstensor Rps:(s,t) kann auch direkt aus der kovarianten Ableitung berech-
net werden

Rost(s,t) = —i[DOS(S,t),DOt(S,t)]. (3.63)

Die Gruppenelemente der SO3 drehen sich bei einer Bewegung entlang einer Kurve O(r)
mit der Winkelgeschwindigkeit 21 OT(’I“)I_; im Vergleich zur Winkelgeschwindigkeit o, (T)E
der parallel verschobenen Vektoren. Die Forderung, dass man nach dem Umlauf einer
geschlossenen Schleife wieder das urspriingliche Gruppenelement erreicht, fithrt auf eine
Einschrénkung fiir die Koordinaten des affinen Zusammenhangs for(r), die sogenannte
Maurer Cartan Beziehung

0s2T o4 (s,t) — 02T 04 (s, 1) — 2T 04 (s, t) x 2T 04 (s,t) = 0. (3.64)

Die Koordinaten des Kriimmungstensors Eost(s, t) erhalten folglich eine besonders einfa-
che Form

Rost(s,t) = 0sTou(s,t) — 0, Tos(s,t) — Tos(s, t) x To(s,t)

1 — — — —
= 5(88F0t(8,t) — 0tFOS(S,t)) = Tos(s,t) x FOt(S,t). (3.65)

3.4 Die Gruppe SU2

Die Gruppe SU2 besteht aus der Menge aller invertierbaren 2x2 Matrizen U mit komplexen
Koeffizienten fiir die gilt: UUT = 1 und det(U) = 1.

3.4.1 Der Tangentialraum von 1

Die Menge aller komplexer 2x2 Matrizen Ty, fiir die gilt: Ty = —T(TJ und spur(7y) = 0,
bildet den Tangentialraum von 1, su2.
Der Ansatz

Ty = —iw's; = —id3, i=1,2,3 (3.66)

fithrt zu einer mdoglichen 3-dimensionalen komplexen Basis —is; mit den Pauli Matrizen
o;. Diese Basis erfiillt die Forderung einer Lie-Algebra

1 1/0 1 1 1 /0 —i 1 1/1 0
81—501—§<1 0>’ 82—5"2—§<i 0>’ 33—5"3—§<o _1>’ (3.67)

03, 05] = 2i€ijn0%, 53, 85] = i€gksk, (3.68)
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. . 1
00 = 1€;;k0F + 6ija 885 = §1€ijk5k + Z(SZ] (369)

In Analogie zur SO3 wird im Weiteren auf Grund des gleichen Kommutators —is; und
nicht —io; als Basis des Tangentialraums von 1 herangezogen.
3.4.2 Die Darstellung der SU2

Jedes Element U der SU2 kann mittels der Exponentialfunktion durch Elemente des Tan-
gentialraums von 1, su2, dargestellt werden

U((I)') _ eTU _ e—iﬁgz e—iw€w§: e—iwsw. (3.70)
Auf Grund der zyklischen Eigenschaften der Potenzen von s, gilt
U@) =e @ =1 cos(%) —i2s,, sin(%). (3.71)

Explizit ausgerechnet ergibt sich fiir die allgemeine Darstellung einer SU2-Matrix somit
folgende Form

E o 3 . ﬂ _ 2 . E o 1 . E
U@) = (snfs EihE, et (372)
e, sin g —ie, sin & cos 5 + ieg, sin
Diese Darstellung ist allerdings mehrdeutig
U(w,&,) = e e = U(w 4 4nk, €,) = e {(WHimh)eLs keZ, (3.73)
Ulw,,) = e we = U(dr — w, —@,) = e (@) (=€)3 (3.74)

Man beschrénkt sich daher fiir eine eindeutige Darstellung auf folgenden Parameterbereich
fiir &(9, o, w)
097w, 0Zep<2r, 0=ZwS 2T (3.75)

Fiir w = 27 bleibt die Wahl von €, vollkommen unbestimmt.
Nachbarelemente von U(& = 0) = 1 konnen als U(dW) identifiziert werden

U(d@) = e 1995 = 1 — idw5. (3.76)

3.4.3 Allgemeine Eigenschaften

Drehungen im C?: Fasst man die Elemente der SU2 als Automorphismen des li-
nearen Vektorraums C? auf, so impliziert die Unitaritét, dass die Linge und das innere
Produkt der abgebildeten Vektoren erhalten bleiben. Orthonormalbasen werden also auf
Orthonormalbasen abgebildet. In Analogie zur SO3 spricht man dann von abstrakten Dre-
hungen im C? indem man mit €, die abstrakte Drehachse und mit w den dazugehérigen
Drehwinkel bezeichnet.

Beziehung zur Sphiire S3: Der Parameterbereich von «, 9 und ¢ auf einer S? ist
mit w = 2« ident mit dem Parameterbereich von w, ¢ und ¢ auf der SU2. Versucht man
nun, dementsprechend die Elemente der SU2 kontinuierlich auf der S zu platzieren, so
gelingt dies im Gegensatz zur SO3 an allen Punkten der S3. Dies ist deshalb méglich,
weil alle Elemente der SU2 mit w = 27 und beliebiger Drehachse durch die negative
Einheitsmatrix — 1 reprisentiert werden, welche mit dem Siidpol der S? identifiziert werden
kann. Die Gruppe der SU2 ist also einer S* hom6omorph.
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Wegzusammenhang: Alle Elemente der SU2 kénnen geméfl der Parametrisierung
in 9, ¢ und w = r kontinuierlich in einer Vollkugel mit dem Radius 27 platziert werden.
Elemente mit w = 27 liegen an der Oberfliche dieser Vollkugel, und entsprechen alle der
negativen Einheit —1. Ein Weg in der SU2, der an die Oberfliche fithrt, kann an einem
beliebigen anderen Punkt der Oberfliche fortgesetzt werden, ohne dass man in diesem
Bild von einem Sprung sprechen muss, da die Verbindung zweier Oberflichenpunkte durch
einen beliebigen Weg auf der Oberfliche immer der gleichen Matrix —1 entspricht.
Demzufolge gibt es nur eine Klassen von geschlossenen Schleifen, die alle auf einen Punkt
reduziert werden koénnen. Die SU2 ist somit einfach wegzusammenhéngend.

3.4.4 Eulerwinkel

Eine SU2-Drehmatrix benttigt 3 Parameter zu ihrer eindeutigen Bestimmung, den Be-
trag und die Richtung von &. Eine derartige Drehung ist jedoch auch durch 3 einzelne
aufeinanderfolgende Drehungen um raumfeste Achsen darstellbar. Eine direkte Analogie
zur SO3 ermoglicht die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel. Fiir zwei Matrizen X und Y
lautet sie folgendermaflen

eX eV = ZXY) (3.77)
1 1 1
Z(X,Y) =X +Y + XY+ S XY - S Y] +.. (3.78)

Die nicht angeschriebenen Glieder der unendlichen Reihe Z(X,Y') enthalten ausschliefilich
Verschachtelungen von Kommutatoren von X und Y. Da die L; € SO3 und die s; € SU2
die gleichen Kommutatorbeziehungen erfiillen, ist die resultierende Drehung &3 zweier
aufeinanderfolgenden Drehungen mit ; und s in beiden Gruppen ident. Somit kann das
Ergebnis fiir die Eulerwinkel der SO3 direkt in die SU2 {ibernommen werden

U(Q) = e ¥ssgiVs2givss, (3.79)

Die Winkel ¥, ¥ und ¢ werden die Eulerwinkel einer Drehung U (&) genannt. Sie lassen
sich aus & berechnen. Die Wahl der Achsen und die sich daraus ergebenden Winkel sind
nicht eindeutig.

3.4.5 Konjugationsklassen

Die Drehachse eines beliebigen SU2-Elements, €, = (sin ) cos ¢, sin 9 sin ¢, cos ¢), kann
in Analogie zur SO3 durch eine Koordinatentransformation im Sinne einer SU2-Drehung
ebenfalls um die anschauliche Achse € = (sin ¢, — cos ¢, 0) mit dem anschaulichen Winkel
¥ auf die Form &, = (0,0,1) gebracht werden. Die dazugehorigen Elemente der SU2
liegen am Nullmeridian der S?. Diese Koordinatentransformation ist nicht eindeutig. Eine
zusiitzliche Rotation von €, und\oder &,” um die eigene Achse verindert wieder Achse
und Winkel der resultierenden Gesamtdrehung.

Somit kann jede SU2-Drehung auf eine Drehung um die z-Achse zuriickgefithrt werden

U(ﬁ) _ eiﬁ(sincpsl—coscpsg) U(é;,w) e—iﬂ(singosl—cosgosg). (380)

Die durch derartige Ahnlichkeitstransformationen gebildeten Aquivalenzklassen oder Kon-
jugationsklassen sind wiederum durch die Spur ihrer Elemente, 2 cos 5, eindeutig charak-
terisiert und liegen jeweils auf einem Breitenkreis der S3.
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In der Konjugationsklasse zum einem Winkel w liegen jeweils 2 Diagonalelemente der SU2

e73 0 e'2 0
D _= s w D = Tw . 381
1 < 0 €1§> 3 2 ( 0 6_15> ( )

Fir w = 0,27 fallen diese beiden Elemente zusammen. Daher sind alle SU2-Matrizen
innerhalb der SU2 diagonalisierbar.

3.4.6 Der Riemannsche Raum

Betrachtet man die SU2-Matrizen als Vektoren in einem R®, so bildet die Gruppe SU2
eine dreidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R®. Dieser R® bildet mit
dem standardméfigen konstanten inneren Produkt

gij(z*) =18 (3.82)

einen Riemannschen Raum.
Fiir das innere Produkt zweier SU2-Matrizen U; und Us gilt somit

Uy - Uy = Us - Uy = Re(sp(UlUs)) = Re(sp(UJUY)). (3.83)

Die Lange einer SU2-Matrix U ergibt sich zu
| U ||= \/Re(sp(UtD)) = V2. (3.84)

Die Elemente der SU2 liegen daher grundsitzlich auf einer S7 mit dem Radius R = /2.
Die Matrizen im Tangentialraum eines Gruppenelementes der SU2 stehen somit auf dieses
Element normal. Durch das Ubertragen des inneren Produkts des R® auf die Tangenti-
alrdume der SU2 wird diese selbst zu einem Riemannschen Raum.

Zusiétzlich kann jede SU2-Matrix als Linearkombination von 4 linear unabhéngigen Vek-
toren des R® dargestellt werden

U(&) = cos g (1) + &, sin g (—i6) = qo (1) + 7 (—i5), (3.85)

@ +q*=1 (3.86)

Diese 4 linear unabhéngigen Vektoren bg, b1, by und b3 bilden eine Orthogonalbasis eines
R* und besitzen die Linge v/2

bo-bp=1-1=Re(sp(lil)) =2, (3.87)
bo-bi = 1 - (—io;) = Re (—isp(17a;)) = 0, (3.88)
bi - bj = (—io;) - (—io;) = Re (sp(o] ;) = 20;;. (3.89)

Die Gruppe der SU2 liegt daher im Speziellen in einem R*, in dem sie eine verallgemeinerte
S? mit dem Radius R = v/2 bildet. Die Elemente der SU2, U(&), werden daher hiiufig auch
mit Q(&), mit J = 2d, bezeichnet, um diese Identitit zu betonen.
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3.4.7 Tangentialbasen

Die Basisvektoren des Tangentialraums von 1, eq; = —is;, stehen wie gefordert normal

auf 1. Sie sind zusétzlich auch zueinander orthogonal und besitzen die Lénge %

e1;-1=Re(isp(s/ 1)) =0, (3.90)

(1) - (e1,7) = Re(sp(sls;)) = %5@'- (3.91)
Die Gruppeneigenschaften der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit SU2 erlauben es,
direkt aus der Tangentialbasis von 1 mogliche Orthogonalbasen fiir den Tangentialraum
jedes beliebigen Gruppenelementes U abzuleiten.
Die rechtsinvariante\linksinvariante Tangentialbasis des Elementes U wird folgendermaflen
definiert
egi = eMU = —iSiU \ 6572~ = Ue]u‘ = —iUSZ‘. (3.92)

Diese Basis steht wie gefordert normal auf U und ist ihrerseits ebenfalls orthogonal mit

.. 1
der Linge 7

et - U =TRe(isp((s;U)'U)) =0 \ ef; U =Re(isp((Us;)'V)) =0, (3.93)

el vell, = Re(sp((s:0) (5,0))) = 5055 \ ebyiveby,; = Re(sp((Usi) (Us;))) = 5 (3.94)

Im Folgenden wird nur mehr die rechtsinvariante Tangentialbasis 651‘ — ey, verwendet.

3.4.8 Die Parametrisierung von Kurven, Flichen, Volumina

Eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit der SU2 wird folgendermaflen festgelegt
U(t) := e 903, (3.95)

Der dazugehorige Tangentenvektor an einem Punkt kann wieder als Linearkombination
der Tangentialbasis der SU2 desselben Punktes dargestellt werden

Ut+dt)-U(t ; ; =

o U(t) = lim (£ +di) ®) = Oy (t)eyi(t) = =102, (1)s;U(t) = —i2u:(4)SU(t).
dt—0 dt ’

(3.96)

Somit dreht sich die Matrix U(t) bei einer Bewegung auf der Kurve von U(t) zu U (t + dt)

—

mit der Winkelgeschwindigkeit (2¢4(t)s

Ut +dt) = Ut) + U 1) dt = (1 — iy (t)3dt)U (1) = e 120 O5dr (1) (3.97)
Die Koordinaten ﬁUt(t) ergeben sich dabei zu
Q) = W)y (t) + sinw(t) €,(t) + (1 — cosw(t)) (s (t) X Eu(t)). (3.98)

Damit koénnen nun die Laéngen von Kurven, sowie der Inhalt von positiv orientierten
Fldchen und Volumina auf der SU2 berechnet werden

7 P -
L :/dt \/det(BiU(t) -0;U(t)) :/dt(—2) | Que(t) I, 4,5 =t, (3.99)
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s2 1o

A = //dsdt \/det(aiU(s,t) -0;U(s,1)) i,j =s,t,

s1 t1

s2 12

://dsdt(%)QH Gua(s,t) x Fua(s,t) || (3.100)

ro Sg t2

V= ///drdet \/det(aiU(“S’t) -0iU(r, s,1)) i,j =781

Ty s1 t1

ro S2 2
:///drdsdt(

r1 S1 t1

1

V2

Wé&hlt man im Speziellen die drei Parameterkurven U(w), U(9) und U(y), so folgt fiir das
gesamte Tangentialvolumen der SU2

) 3N Bur(r,s,t) - (Qus(r, s,t) x Bu(r, s, 1)) |, (3.101)

2w 27

V(SU2) = O/O/O/dwdﬂdgp(%)‘? | Buw - (Pug x Duy) ||= 4v272. (3.102)

Dies entspricht der 3-dimensionalen Oberfliche einer verallgemeinerten S? mit dem Radius

R=||U |=v2.

3.4.9 Die kovariante Ableitung

Affiner Zusammenhang: Aus der Definition von Kurven auf der SU2 und deren
Ableitung kann analog zur SO3 die “Veréinderung” der Tangentialbasis bei einer Bewegung
entlang einer Kurve berechnet werden. Dabei wird, um die einzelnen Tangentialbasen
miteinander vergleichbar zu machen, die Differenz der Tangentialbasen der Punkte U(t)
und U(t 4 dt) auf den Tangentialraum des Ausgangspunktes U(t) projiziert. Der durch
diese Vorgangsweise im Folgenden definierte affine Zusammenhang ist vertréglich mit dem
aus dem R® induzierten MaStensor der SU2

. ) . ) 1
Ou(s:iU (b)) = si(—i82;,(t)s;U(t)) = —1Q]Ut(t)§([si, 5] + {si,8;}) U(t)
. j 1. 1
= _IQJUt(t)a(leiijk + 5621) U(t) (3103)
Der erste Summand liegt im Tangentialraum von U (t), der zweite Summand steht normal

darauf. Diese Normalkomponente der Differenz wird also in der weiteren Rechnung einfach
weggelassen und man erhélt fiir den gesuchten affinen Zusammenhang Iy (t)

Ou(s:U (1)) = —i23, (1)

g - .
Q(Lj)ikSkU(t) = —159Ut(t)LikSkU(t) = —ily(t)insiU(t),

(3.104)
Tye(t) == Ty(t)L := = Gy (t)L. (3.105)
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Somit dreht sich der Vektor der Tangentialbasen s;U (t) bei einer Bewegung auf der Kurve
von U(t) zu U(t + dt) mit der Winkelgeschwindigkeit I7(t) = I'y+(t)L. Er dreht sich also
“halb” so schnell wie das zugrundeliegende SU2-Element U (¢)

SiU(t + dt) = SiU(t) + 8t(SiU(t))dt = (lik — iFUt(t)ikdt)SkU(t)
= e TrWandt g, Ty (1), (3.106)

Definition: Aus der Definition des affinen Zusammenhangs kann nun wiederum die
kovariante Ableitung Dy (t) eines Vektorfeldes v(t) = ¥(t)(—i5U(t)) entlang der Kurve
U(t) berechnet werden

Opu(t) = 0pU(t) (18U (1)) + 0(t) O (-15U (1))
= (0L + il (t ))77( ) (-i8U (1))
= Dy ()(t) (15U (2)). (3.107)

Fiir den Paralleltransport eines Vektors gilt daher
Dy (t)0(t) = (01 + il (t))d(t) = 0. (3.108)

3.4.10 Der Kriimmungstensor

Verschiebt man nun wiederum einen Vektor entlang einer infinitesimal kleinen geschlosse-
nen Kurve auf der SU2, die durch U(s,t) — U(s+ds,t) — U(s+ds,t+dt) — U(s,t+dt) —
U (s,t) parametrisiert ist, parallel, so ldsst sich daraus ein Ma$ fiir die Kriitmmung der SU2
ableiten.
Fiir ein beliebiges Teilstiick dieser Schleife gilt der allgemeine Ansatz fiir die Parallelver-
schiebung

. dr dr .

U(r +dr) = lim H (]1 —ily,(r+k— ) )U(r) = dO(r)v(r). (3.109)

n—oo k=1 n

Entwickelt man nun jedes Teilstiick bis zur zweiten Ordnung und reiht alle 4 Teilstiicke
chronologisch aneinander, so erhélt man implizit die Definition fiir die gesuchte Matrix
des Kriitmmungstensors Rys(s,t) := ﬁUst(s, t)E

U1(s,t) = (dO(s,t + dt) dO(s + ds,t + dt) dO(s + ds,t) dO(s,t)) To(s, 1)
= (1 —i(0sIve(s,t) — Olys(s,t) + 1l us(s, t)[ue(s,t) — ilye(s, t)[us(s,t)) dsdt) vp(s,t)
= (1 —i(0sTe(s,t) — 0T ys(s,t) — Tys(s, t) x Lie(s, t)) L dsdt) Ty (s, t)
= (1 —iRys(s,t) dsdt) vo(s,t)
= (1 — iRys(s,t) L dsdt) Go(s, t). (3.110)

Fiir den Differenzvektor in der Tangentialbasis des Punktes U(s,t) ergibt sich in kovari-
anter Schreibweise (siehe Gl. 2.60)

v1(s,t) — vo(s,t) = Avi(s, t) (—is;U(s, 1)) = vé(s, t) dsdt (iR}jjts(s, t)) (—is;U(s,t)).
(3.111)

46



Eine alternative Darstellung des Kriimmungstensors liefert wieder der Kommutator der

kovarianten Ableitung
RUSt(S,t) = —i[DUS(S,t),DUt(S,t)]. (3.112)

Die Gruppenelemente der SU2 drehen sich bei einer Bewegung entlang einer Kurve U(r)
mit der Winkelgeschwindigkeit 27, (r)§ im Vergleich zur Winkelgeschwindigkeit Iy, (r)L
der parallel verschobenen Vektoren. Damit die Verdnderung eines SU2-Elementes U(r)
wegunabhéingig ist, muss wieder die Maurer Cartan Beziehung gelten

0520 7¢(s,t) — 02Ty 5(s,t) — 2Ty s(s,t) X 204 (s,t) = 0. (3.113)

Die Koordinaten des Kriitmmungstensors Rys(s,t) nehmen damit eine besonders einfache
Form an

Rust(s,t) = 0L e(s,t) — 0L rs(s,t) — Tys(s,t) x Tie(s,t)
_ %(Gsfm(s,t) O Fy(5,8)) = Frs(s,t) x Fua(s, b). (3.114)
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4 Die klassische Feldtheorie

Teilchen konnen in der Physik durch mathematische Punkte mit gewissen Eigenschaften,
aber auch durch zeitlich und r&umlich unendlich ausgedehnte Felder mit den gleichen
Eigenschaften beschrieben werden.

4.1 Die nichtrelativistische Mechanik

Zur Beschreibung eines mechanischen Systems stehen mehrere gleichwertige Modelle zur
Verfiigung, die voneinander abgeleitet werden koénnen, und je nach konkreter Aufgaben-
stellung ihre Anwendung finden.

4.1.1 Das D’Alembertsche Prinzip

Betrachtet man ein beliebiges mechanisches System zu einem Zeitpunkt ¢, so kann man
gedanklich an jedem Systempunkt eine infinitesimal kleine lokale virtuelle Verschiebung
0Z(t, Z) durchfiihren, die jedoch zumindest physikalisch moglich sein muss. Multipliziert
man nun diese Verschiebung mit dem Newtonschen Kraftgesetz in einem Inertialsystem,
f(t, &) = p(t, #)Z(t, ), und integriert {iber das gesamte Volumen, so erhilt man

SA(t) = / B F(t, 7)05(t, 7) = / B p(t, 7)1, F)OT(L T) = / dm(t, ) #(t, 7)0T(t, 7).
14 \% m
(4.1)

Die bei der virtuellen Verschiebung von inneren und dufleren Kréiften geleistete Arbeit
0A(t) entspricht dem Masseintegral iiber das Inprodukt von lokaler Beschleunigung und
lokalem Verschiebungsvektor.

4.1.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Ein Spezialfall des D’Alembertschen Prinzips ergibt sich, wenn eine stationdre Kraftdichte
f(&) aus einer stationdren Potentialdichte v(¥) ableitbar ist

—

(@) = —gradv(Z) <  rot f(&) = 0. (4.2)
Man spricht dann von einem konservativen System. Die bei der virtuellen Verschiebung

geleistete Arbeit 0 A(t) entspricht nun der Abnahme der potentiellen Energie des Korpers
—0V(t), und man erhilt mit der kinetischen Energie des Korpers T'(t)

SA(t) = =6V (t) = / dm(t,T) Z(t, Z)6T(t, &) = 4 / dm(t, ) Z(t, T)6T(t, &) — O6T(t).
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Integriert man nun iiber die Zeit und lasst die Variation zum Anfangszeitpunkt ¢ty und zum
Endzeitpunkt ¢; verschwinden, so ergibt sich fiir die Wirkung S und die Lagrangefunktion
L(t)

5T (to, T) = 0, ST (ty, ) = 0, (4.4)
58 = 6/dt L(t) = 6/dt T(t) - V(t) = 0. (4.5)

Ein beobachtbares Verhalten eines beliebigen mechanischen Systems weist also bei gege-
benen Anfangswerten und Endwerten ein Minimum der Wirkung S auf.

4.1.3 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Gegeben sei ein beliebiges mechanisches System. Etwaige Zwangsbedingungen kénnen die
Freiheitsgrade dieses Systems einschrinken. Man geht in diesem Fall von den Ortsko-
ordinaten ¥ zu verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢ iiber, die diese Zwangsbedingungen
bereits berticksichtigen, und die verbleibenden Freiheitsgrade beschreiben. Ein System mit
n Freiheitsgraden besitzt dann im allgemeinen Fall folgende Lagrange-Funktion L

L:L(qi,qi,t), 1=1...n. (46)

Variiert man nun die dazugehorige Wirkung S bei an den Réndern festgehaltenen Werten
¢; nach den verallgemeinerten Koordinaten ¢; und deren Ableitungen ¢; und setzt das
Ergebnis gleich Null, so lassen sich daraus, unter der Voraussetzung, dass die dg;(t) ebenso
wie die ¢;(t) voneinander unabhéngig sind, die Bewegungsgleichungen des Systems ableiten

t1

1
oL
prg L (] - 4'
0S /dt5 (gi, di,t) / 3ql P7 ql)&h 0, (4.7)
to
oL d 0L
= _ = _. 4.
aqi dt@qz 0 ( 8)

Das sind die Euler-Lagrange-Gleichungen. Sie bestehen aus n Differentialgleichungen 2.
Ordnung.

4.1.4 Der Hamilton-Formalismus

Zu jedem verallgemeinerten Freiheitsgrad ¢; kann man einen verallgemeinerten Impuls p;

definieren OL(gr. 6o, 1)
qis iy
= 2D b 49
p o0, (4.9)

Unterzieht man nun die Lagrange-Funktion L(g;, ¢;,t) diesbeziiglich einer Legendre Trans-
formation, so gelangt man zur Hamilton-Funktion H(g;,p;,t). Sie beschreibt die Gesamt-
energie E(g;,p;,t) des Systems

E(qi,pi,t) := H(qi,pi, t) == pr 4x(qi» vis t) — L4, Gi(qi» pis 1), 1). (4.10)
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Durch partielle Ableitungen von H nach ¢; und p; erhdlt man alternative Bewegungsglei-
chungen

OH 0qr 0L  OL 0g

_ _9r 02 %%k _ 4.11
dq; Pk J¢i  0qi  Odi 0g; P (4-11)
OH . dqr,  OL 0qy .

_ _ oL — 4.12
op TP T Bgpop (4.12)

Das sind die Hamilton-Gleichungen. Sie bestehen aus 2n Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, und gelten genau dann, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen gelten.

4.1.5 Das Noether-Theorem
Fiir das Wirkungsintegral S eines mechanischen Systems gilt der folgende Satz:

“Jede differenzierbare Transformationsgruppe, also Lie-Gruppe, die das Wirkungsintegral
S unverdndert ldsst, bedingt eine dazugehorige Erhaltungsgrofie.”

Bei dieser abstrakten Transformation mit dem kontinuierlichen Symmetrieparameter o
gehen ¢t und ¢; in ¢’ und ¢ iiber
t' =t 4 6t(gi, Gi, t) =t + T(qi, Gis ) dc, (4.13)
4(t') = ai(t) + 0qi(qi, 4ir t) = qi(t) + Qi(qi i, t) dev. (4.14)
Ausgehend von der wie folgt definierten Invarianz unter einer derartigen Transformation
erhilt man

ty to
S’:/dt’L(qg,qg,t’) :S:/dtL(qi,q'i,t), (4.15)
t) t1
Fod o oL
dt Z((S2 4 — L) ot — Z26g;) = 0. 4.1
5 [ GG - Dt S =0 (4.16)

t1
Da der Integrationsbereich beliebig ist, muss der Integrand ident Null sein. Dies fithrt zum
Erhalt des Noetherstromes jy

d. d, oL, oL
N = a((a—%qz -L)T - a—qu,) = 0. (4.17)

Die Physik eines abgeschlossenen Systems und damit auch dessen Wirkung S sind unter
Translationen in der Zeit und im Ort invariant. Die Lagrangefunktion eines derartigen
Systems héngt nur von ¢; ab, L = L(¢;). Eingesetzt in die Gleichungen des Noether-
Theorems ergibt sich bei einer Translation in der Zeit 6t = const und d¢; = 0 und daraus
folgt der Erhalt der Gesamtenergie

d 0L d d
Im Fall der Translation des Ortes sind die erhaltenen Groflen mit ¢ = 0 und d¢g; = const

gleich den verallgemeinerten Impulsen p; des Systems
d OL d

d0oLy_d _, 4.1
7' og) ~ @l " (4.19)
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4.2 Die relativistische Mechanik

4.2.1 Der Minkowski-Raum M*

Ausgangspunkt sei ein beliebiges Inertialsystem S, mathematisch beschrieben durch einen
4-dimensionalen reellen Raum, parametrisiert durch die Koordinaten ct, x, vy, z. Jedes phy-
sikalische Ereignis kann einem Punkt dieses Raumes zugeordnet werden. Vektoren in die-
sem Raum, x = 2#9,,, mit dem Koordinatenvektor

= (ct,z,y,2)T, w=0,1,2,3 (4.20)

und einer globalen Basis d,, werden Vierervektoren genannt. Alle Punktteilchen des Uni-
versums durchlaufen eine individuelle Weltlinie, parametrisiert durch p, die durch den
Vierervektor

2 (p) := (ct(p), z(p), y(p): 2(p))" (4.21)

eindeutig charakterisiert ist. Die Beziechungen zwischen den Weltlinien aller Punkte werden
durch die Gesetze der Physik bestimmt.
In diesem Inertialsystem S gilt fiir die Ausbreitung des Lichts

(ct)? — (2 + > +2%) = 0. (4.22)

In einem anderen Inertialsystem S’, das sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit v ge-
geniiber dem urspriinglichen Inertialsystem S bewegt und zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit S
synchronisiert ist, gilt ebenfalls, experimentell unterlegt

(ct)?— (@2 +y %+ 7%) =0. (4.23)

Eine Koordinatentransformation, beschrieben durch die Matrizen A, und Aﬂ” , die diese
Forderung erfiillt, nennt man Lorentz-Transformation

't = A" 2, zh, = A, (4.24)

Speziell fiir eine Bewegung von S’ gegeniiber S in positive z-Richtung mit der Geschwin-
digkeit v erhédlt man

vy =By 0 0
=By v 0 0 v 1
T 9 R by _
AF, 0 o 1 ol B R Vi det(A") =1. (4.25)
0 0 0 1

Die Lorentz-Transformation lésst also die Orientierung von Basen gleich.

Im Weiteren definiert man in diesem Vektorraum ein inneres Produkt (z,z). Um nun den
Ausdruck ((ct)? — (22 + y? + 22)) zu einem Lorentz-Skalar werden zu lassen, ergibt sich
fiir die Koordinaten g, dieses inneren Produktes

10 0 O
0 -1 0 0

G =0ud) =0 o _1 o (4.26)
0 0 0 -1
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Daraus folgt
(€1 — (2 44+ 2%) = e g = (2,2) = a0, = (et) 2 — (/> 4y 2 +2'7), (427

Gy = AN Gor = G- (4.28)

Die Metrik g,,, ist also in allen Inertialsystemen konstant.

Der Minkowski-Raum M?* ist somit ein 4-dimensionaler flacher pseudoeuklidischer Vektor-
raum mit den Orthonormalbasen 9,, und 8;, die verschiedenen Inertialsystemen entspre-
chen, und durch Lorentz-Transformationen ineinander iibergefiihrt werden kénnen.

4.2.2 Punktteilchen

Die mit ¢ parametrisierte Weltlinie eines Punktteilchens, z#(t) = (ct,z(t), y(t), z(t))T, sei

(
gegeben. Fiir das dazugehérige infinitesimale Wegelement dz#(t) gilt

drtdz, = (cdt)? — (da? + dy? + d2?) = (cdt)'? — (da'? + dy' * + d2'?), (4.29)

dztd 2 1 / 12 1
c2 c2 o c2 ,}/

Im Ruhesystem des Punktteilchens wird also dr zu dt’. Die neu definierte Invariante dr
entspricht daher der verstrichenen Eigenzeit des Punktteilchens.

Davon ausgehend werden nun die Vierergeschwindigkeit v# und die Viererbeschleunigung
at des Punktteilchens mit der neu parametrisierten Weltlinie x#(¢(7)) folgendermafien

definiert )
dx* dx* c do*  d°zH
P — = y— = S, P — = ——. 4.31
Y ar  at ! <v> “ dr dr? (431)
Dieses Punktteilchen mit der Lorentz-invarianten Masse m besitzt den Viererimpuls p*
1
lp
p'u‘ = me'u‘ = m’y <§> = <C pjrel) y p‘upu = ’I’)’L2C2. (432)

Die zeitliche Verdnderung des Viererimpulses p* fiihrt zur Definition der Viererkraft F*

d d dlp. dlp .
FH .= Epﬂ =mat = ’Y@p“ =9 <dt(cipjrel)> =7 <dt(cﬁfe )) ) (433)
dt

Aus dem Lorentz-Skalar F*dx, = 0 ldsst sich fiir ein konservatives System die Erhaltung
der Gesamtenergie eines Punktteilchens herleiten

Frdx, = y(dEfei — Fdr) = y(dEge — dA) = 0, (4.34)

FEtvei := Ep + Eyin = mc® + m(y — 1)02. (4.35)

In einem konservativen System entspricht die am Teilchen geleistete Arbeit dA der Ab-
nahme der potentiellen Energie —dF,,; und man erhilt nach Integration iiber die Zeit

AEgei +dEBpot =0 = Eges i= Eei + Epot = const. (4.36)
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4.3 Die relativistische Feldtheorie

Ausgehend von der nichtrelativistischen Mechanik kénnen alle dort geltenden Gesetze
durch Analogien auf nichtrelativistische Felder iibertragen werden. Definiert man diese
Gesetze fiir Felder gleichzeitig kovariant, also als Vierervektor\Vierertensor Gleichungen,
so wird die Feldtheorie automatisch relativistisch.

4.3.1 Definition eines Feldes

Gegeben sei ein mechanisches System mit n Freiheitsgraden, die durch die verallgemei-
nerten Ortskoordinaten ¢;(t) i = 1,2,...,n beschrieben werden. In einem ersten Schritt
ldsst man die Anzahl n der Freiheitsgrade gegen unendlich gehen und ordnet sie Punkten
des M* zu

) i=12,....n — ) i=12,...,00.

In einem zweiten Schritt passt man die Anzahl der Freiheitsgrade so an, dass jedem Punkt
des M* genau ein Freiheitsgrad zugeordnet werden kann

at) i=1,2,....00 — ¢(t7).

Man erhélt somit ein kontinuierliches Skalarfeld ¢(x#). Ordnet man jedem Punkt des M*
mehrere Freihietsgrade zu, so ergeben sich Vektorfelder 7 (z#) und Tensorfelder TH (z*).

4.3.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Gegeben sei ein Vektorfeld T%(z*). Die zugehérige, nun von unendlich vielen Freiheits-
graden abhingige Lagrangefunktion L(t) ldsst sich als Integral iiber eine Lagrangedichte
L (T (xt),0,T"(x*), z*) anschreiben

L(t) = / 3z L(T" (2"),0,T" (zH), z1). (4.37)

Eine weitere Integration iiber die Zeit ergibt wiederum die Wirkung S des Systems
S— / dtL(t) = % / dha £ (T (@), 8, T" (a), ). (4.38)
Um die Feldtheorie relativistisch korrekt zu formulieren, muss die Lagrangedichte £ so
gewihlt werden, dass die Wirkung unter Lorentztransformationen forminvariant bleibt.

Denn nur dann ist gewéhrleistet, dass die sich ergebenden Bewegungsgleichungen ebenfalls,
wie gefordert, forminvariant sind. Es muss also gelten

s=1 / dhx £ (T (2), 0, T (a), ) = §' = © / dha! £ (T (), 8,17 ('), a'™),

c c
(4.39)

dz’ =] det(A") | d'z = d'z,
— L(TY ("), 0,T" (x#),at) = L (T (&™), 0, T" (x™), z™). (4.40)

Variiert man nun die Wirkung S, bei an den Réndern festgehaltenen Werten von T (z#),
nach den verallgemeinerten Freiheitsgraden 7% (z#) und deren Ableitungen 9,7 (z*) und
setzt das Ergebnis gleich Null, so lassen sich unter der Voraussetzung, dass die §7"(x*)

54



ebenso wie die T%(x*) unabhéngig sind, daraus die Bewegungsgleichungen des Feldes ab-
leiten

oL oL

_1 4 v Vo _1 4 _ v o__
0SS = c/d xoL(T",0,T",at) = c/d x(GT” 8“86MT”)5T =0, (4.41)
oL oL
5 orv 9o, TV 0 (4.42)

Das sind die Euler-Lagrange-Gleichungen des Vektorfeldes T (z#).

4.3.3 Der Hamilton-Formalismus

In Analogie zu einem mechanischen System kann man zu jedem verallgemeinerten Frei-
heitsgrad TV (xz*) wieder eine verallgemeinerte Impulsdichte 7, (z#) definieren

_ 19L(T"(a"), 0, T" (aH), zH)

By .
(2t c Q00T (xH)

(4.43)

Eine Legendretransformation der Lagrangedichte £ (T (z*), 0, 1" (x#), 2*) — L («*) fiihrt
zur Hamiltondichte H(x*)

H(z") = emy(2#) 0T () — L (z#). (4.44)

Die Gesamtenergie des Vektorfeldes E(t) erhélt man durch Integration der Hamiltondichte
H(z#) tiber die Ortskoordinaten

E(t) := / >z H(x"). (4.45)

4.3.4 Das Noether-Theorem

Ausgangspunkt ist wieder ein zu einem Vektorfeld T"(x*) gehoriges Wirkungsintegral
S, dessen Variable z# und T%(z*) einer abstrakten Transformation mit den konstanten
Symmetrieparametern o unterzogen werden

o' =zt 4 6 (T, 0, T, k) = 2k + Xt ba?, (4.46)
T (@) = T (a#) + 6T (T", T, &) = T" () + Y50 (4.47)

Um nun ErhaltungsgréBen des Vektorfeldes T%(z#) zu generieren, muss die Wirkung S
unter derartigen Transformationen auf folgende Art und Weise unveréndert bleiben

z'h oy
g1 /d4x’£(T’”(:ﬂ’“),%T’”(az’“),x’“) =S = l/clA‘l“C(T'J(CU“),(%TIJ(“?M)’35“)’
C:L./H cxu
1 1
- y o (4.48
L 4 TV _ gHt A TY) = 0. 4.4
— - /d m((aauT”a)‘ g)\ﬁ)ém 86“’1—1”5 )=0 (4.49)
Ty
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Der Integrationsbereich kann beliebig gewéhlt werden. Also muss der Integrand ident Null
sein. Dies fiihrt zum Erhalt der Noetherstrome jjf p

oL
00, T"

T — gh L)X — oL YY) =0. (4.50)

aﬂjﬁp = Ou(( P90, P

Die Physik eines abgeschlossenen Systems, in der Feldtheorie also die Physik eines freien
Feldes, und damit auch die dazugehorige Wirkung S, sind unter Translationen des Feldes
in der Zeit und im Ort invariant. Die Lagrangedichte £ eines derartigen Feldes hingt nicht
explizit von z# ab, £ = L(T"(«*),0,T"(z")). In der Notation des Noether-Theorems im-
pliziert eine Translation in der Zeit und im Ort dx* = const und §7% = 0. Dies fiihrt zu
einer Erhaltungsgrofie ©# (z#), die man als kanonischen Energie-Impuls-Tensor bezeich-
net. Dieser ist grundsétzlich nicht symmetrisch

oL
00, T?

0,0M = 8, o'TP — g L) = 0. (4.51)

Aus dem kanonischen Energie-Impuls-Tensor ©#”(z#) ldsst sich der kanonische Viererim-
puls des freien Feldes p{. (t) definieren

1 1 oL

Plean(t) = = /d rO% = - /d 7 5o T~ oL (4.52)
1 oL 1 1

Plan(t) = ~ /d v 80Tpa TP~ L=~ /d zemp TP — L = —B(1), (4.53)

Dian(t) = - /d x aaoTpa TP = - /d xcm,0'TP = plt). (4.54)

Die Ausdriicke in den Integralen von %E(t) und p(¢t) kénnen sich von den tatséchlichen
Energiedichten und Impulsdichten des freien Feldes um Divergenzterme unterscheiden.
Diese Divergenzterme fallen allerdings unter der Annahme von natiirlichen Randbedin-
gungen bei der Integration weg.

Integriert man die Divergenz des kanonischen Energie-Impuls-Tensors iiber den gesam-
ten Ortsraum und iiber einen bestimmten Zeitraum und setzt wieder die Endlichkeit des
Feldes T"(2*) voraus, so wird auch der Viererimpuls p{. (¢) zu einer Erhaltungsgrofe

to “+o00
/cdt / d*z 9,0M" =0 — pl (t2) =pl _(t1) = const. (4.55)
t1 —00

4.4 Die relativistische Elektrodynamik

4.4.1 Grundgleichungen

Feldgleichungen und Kraftgleichung: Die Basis dieser relativistischen Feldtheo-
rie bilden die Maxwellgleichungen zusammen mit der Kontinuitétsgleichung, die in mikro-
skopischer Sicht folgendermaflen lauten
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divD = p — dAD = /d?’:v Py (4.56)
\%4

)%
divB =0 — dAB =0, (4.57)
)%
B=-25 . 5~ [aiB (4.58)
ro = —— S = —— .
ot ot '
DA A
. - 0. . D ..
rot H=j+ ED = dsH = [ dAj+ g dA D, (4.59)
DA A A
divi= -2 — gij=_2 / &3 (4.60)
ivj=—— =—— x :
ov \%4
. = ~ > 7 1 2 2 —
mit D = ¢FE, B = uoH, = ¢, Jj = pu. (4.61)
€040

—

Dazu kommt die Gleichung fiir die Lorentzkraft f auf eine Ladungsdichte p in einem
elektromagnetischen Feld

ool

f=p(E+7xB). (4.62)

Potentiale: Die Felder E und B lassen sich aus einem Skalarpotential ¢ und ei-
nem Vektorpotential A ableiten. Diese Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt, sondern
unterliegen einer Eichfreiheit

E:=—grad ¢ — %ff, B :=rot A4, (4.63)
/ 0 A7 Y
¢ =¢— EA’ A= A+ grad A. (4.64)

Feldstirketensor: Aus diesen Grofien lassen sich eine Viererstromdichte j*, ein
Viererpotential A* und ein antisymmetrischer Feldstéirketensor F* definieren

1
YL — CB — cp — B B — K AH = E? 4.65
J <]> (ln—}») ’}/U pov, . <A ’ ( . )

1 1 1
0 —ipr _lpv _lpg=

1
1p=» 0 —B* BY
FHY .= QM AY — 9V AF = | ¢ 4.66
lpz _py B* 0
Cc

Lorentztransformationen: Als zweistufiger kontravarianter Tensor im M?* trans-
formiert sich der Feldstarketensor folgendermaflen

F'™ = A1 A% FP (4.67)

Speziell bei einer Bewegung von S’ gegeniiber S in positiver z-Richtung mit der Geschwin-
digkeit v erhédlt man
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E"" = E”, E"Y = y(EY —vB?), E"* = ~y(E* +vBY), (4.68)

B = B®, BY =~ (BY + C%EZ), B = ~(B* — :—QEy). (4.69)

Feldgleichungen und Kraftgleichung kovariant: Die Maxwellgleichungen und
die Kontinuitéitsgleichung kénnen nunmehr in relativistischer Notation angeschrieben wer-
den, die homogenen Maxwellgleichungen sind dabei automatisch durch die Definition des
Feldstarketensors F'* erfiillt

QFM +MF + 9" F' =0,  9,F" = poj”, (4.70)

85" = 0. (4.71)

Die Lorentzkraftdichte f auf eine Ladungsverteilung p kann man wiederum in den Vierer-
kraftvektor F'* integrieren

d d 4 (L) L(1E,)
FH:Epf;:,yapﬁzr}/(dtdc_’ a>:,y<dt c’ a)

.
:'y/d3x <Cp;-}»E> :’y/d%F“”jy :’y/d?’xf“. (4.72)

Energie-Impuls-Tensor und Viererimpuls: Die hier implizit definierte Vierer-
kraftdichte f*, welche auf die Ladungen wirkt, lédsst sich als Divergenz eines zweistufigen
symmetrischen Tensors T+ darstellen. Er wird symmetrischer Energie-Impuls-Tensor des
elektromagnetischen Feldes genannt

1 1
= 0T = =0, (o FEY g Epr F) (4.73)

Die Komponenten dieses Tensors beinhalten die Energiedichte wep,, die Impulsdichte Gep,,
die Energiestromdichte Sey, sowie den Maxwellschen Spannungstensor Tiy;;

1, = 1 -
T% = ~(eoE* + —B?) = wem, (4.74)
2 Ho
. ) S L ) 1 .
T% = TP = ¢yc (E x B)' = cg’, = =Sk, (4.75)
C
ij ji i 1 I i 1 2 L =
TY =T9" = —(EoE B+ —B'B) — —62‘j (EoE + —B )) = _TMij- (476)

o 2 Ho
Das raumliche Integral iiber die Energiedichte wey, und die Impulsdichte gep ergibt den
Viererimpuls des elektromagnetischen Feldes php, (t)

P (t) = % / B3z THO — % / &z <;}le ) - <l§mf?g)> . (4.77)
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Kovarianter Viererimpuls: Der so definierte Viererimpuls phm (t) ist aber nur fiir
das freie elektromagnetische Feld ein Vierervektor. Bei einem Vorhandensein von Quel-
len muss die Definition kovariant durchgefiihrt werden. Man sucht zu diesem Zweck ein
Ruhesystem des Feldes, in dem der Dreierimpuls pem () verschwindet, kontrahiert den
Energie-Impuls-Tensor T} mit einem in die positive Zeitrichtung weisenden Vierervektor
der Lénge 1, nf, und integriert iiber die invarianten Ortskoordinaten 7 dieses Systems

1 LB ovol(t 1
Pheovo (to) == p /dsﬂfo T8 o, = (c ko(%O( 0)> . nh= (6) , (4.78)
1 3 1 Blov(to)
p{fév(to) = /d x0T "), = <cﬁf<oz(t0) = A‘;pﬁovo(to). (4.79)

Nur im quellenfreien Fall stimmen also die Energien E[  und Ej_ sowie die Impulse p
und 7, iiberein.

Durch die Einfiihrung einer invarianten elektromagnetischen Masse memo(tg) im gewihlten
Ruhesystem des Feldes kann der kovariante Viererimpuls des Feldes analog dem eines
Teilchens angeschrieben werden

1
memO(tO) = C_QEkoVO(tO)a (480)
1 o memO(tO)c i _ Memo(to)ye
pkovO(tO) - < 0 > ) pkov(to) - (_memo(to)’yﬁ ’ (481)
ow 7 / _ 2 2
Preovo (20) Provou (o) = Piloy (to) Proviu(to) = memo(to)c” (4.82)

Bilanzgleichungen: Somit kénnen auch die Bilanzgleichungen der Elektrodynamik
in relativistischer Notation angegeben werden. In Integralform lauten sie wie folgt

‘ d d :
/ Bx (0, T+ F"j5,)=0 — P + 2Pl = — / d*x 0, T7", (4.83)
d d - .
w=0: @Eem + EEla =— ¢ dA Sem Energiesatz, (4.84)
)%
, d ; d ; j
p=1i: 7 Pem + 2P = dAn Ty Impulssatz. (4.85)
ov

Der Viererimpuls phy (¢) eines freien Feldes bleibt also erhalten.

4.4.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Die relativistische Elektrodynamik kann man als relativistische Feldtheorie des Eichfeldes
AY(z#) auffassen. Eine geeignete Lagrangedichte £ dieses Eichfeldes AY(z#), das in Wech-
selwirkung mit einem Quellterm j¥(z*) steht, als Funktion von A”(z*), d,A"(z*) und
J¥(z#) ldsst sich folgendermaflen konstruieren

1
LAY (@), 0, A" (@), (2#)) i= = =P B = Ay, (4.86)

29



Durch Variation der dazugehorigen Wirkung S
1
S = - /d4x£ (AY(z"),0,A" ("), 7" (a*)) (4.87)
nach den verallgemeinerten Freiheitsgraden A”(x#) und deren Ableitungen 09, A" (x#) erhélt

man wiederum die Bewegungsgleichungen des Eichfeldes AY(z#)

oL ., oL _
0Av ~ 09, Av

0 — 9 F" = s, (4.88)

Explizit ausgerechnet ergeben die Euler-Lagrange-Gleichungen des Eichfeldes A (z*) die
inhomogenen Maxwellgleichungen. Die homogenen Maxwellgleichungen sind keine Bewe-
gungsgleichungen im eigentlichen Sinn.

4.4.3 Der Hamilton-Formalismus

Am Beginn wird wieder eine zum verallgemeinerten Freiheitsgrad A”(x*) gehorige verall-
gemeinerte Impulsdichte 7, (z*) definiert

[N V(ipht) qv
1 9L (A" (x#), 8, A" (2), 5") _ Lo, (4.89)

my .—
m (@) : c 00y AY (zH) HoC

Zur Hamiltondichte #H(z#) gelangt man wiederum iiber eine Legendretransformation der
Lagrangedichte £ (A”(z*), 0, A" (a#), j¥(2x*)) — L(x*)

1 = 1 B}
H(zt) := emy(zt)0pAY (zH) — L (zM) = §(EOE2 + ,U_BQ) +eEgrad ¢+ A'j,.  (4.90)
0

Die Integration der Hamiltondichte H(z*) iiber die Ortskoordinaten liefert schliefllich die
Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes E(t)

E(t) = /d?’x?{(aﬂ“) = /d3x%(eoﬁ2 + iéQ) —/d%ﬁj: Eom(t) + Eyw(t). (4.91)

Die Gesamtenergie setzt sich also zusammen aus einem Term fiir die Energie des elektro-
magnetischen Feldes, fiir sich alleine betrachtet, und einem Term, der die Wechselwirkung
dieses Feldes mit den Ladungen beschreibt.

4.4.4 Das Noether-Theorem

Betrachtet man nun ein freies elektromagnetisches Feld, so héingt dessen Lagrangedichte £
nicht explizit von z# ab, da der Quellterm ;¥ (z#) verschwindet, £ = L (A" (z#), 0, A" (z")).
Die dazugehorige Wirkung S muss unter Translationen in der Zeit und im Ort invariant
sein. Das Noether-Theorem liefert in diesem Fall den kanonischen Energie-Impuls-Tensor
OH (xH) als Erhaltungsgrofe

0,0" = 8,(—2E_av 4 — gvr)

90, A7
O (R AP £ g, BT — 0, (T — L FRarAY) = 0. (4.92)
po * 4po po
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Der kanonische Energie-Impuls-Tensor ©#” unterscheidet sich also vom symmetrischen
Energie-Impuls-Tensor T"” durch den Term %F 0P AV, Der mit Hilfe des kanonischen
Energie-Impuls-Tensors ©* definierte Viererimpuls des freien Feldes p“kan(t) sieht folgen-
dermaflen aus

1 1 oL
H P 3 Op _— — 3 mAL Ope 4.
Dlean (1) c/d x O c/d xaaoApa gHrL, (4.93)
0 1 3 1 2 1 52 . = 1 1
Dian(t) = — [ &’z (z(e0E* + —B*) + €9 div(E¢)) = —Een (t) = —E(t), (4.94)
c 2 Lo c c
_ 1 I S
Phanlt) = / P (coc (B x BY + coediv(BA) = pom(t) = BE). (4.95)

Da die beiden Divergenzterme bei der Integration unter natiirlichen Randbedingungen
verschwinden, ist also der kanonische Viererimpuls p{, (¢) des freien Feldes ident dem
zuvor definierten Viererimpuls phy (t) des freien Feldes.

4.4.5 Duale Transformationen

Definition: Gegeben sei ein elektromagnetisches Feld ohne Quellen E und B mit
den dazugehorigen Maxwellgleichungen

| @

divE =0, divB=0, rotFE = —%g, rot B = E. (4.96)

1
2

Q

t

Man kann nun eine Transformation der physikalischen Gréfien E und B auf die zunichst
rein mathematischen Grofien £/ und B’ definieren

<£§> = <‘;‘ §> <£§,) ., aB70€eR (4.97)

Sollen diese GréBen E' und B’ physikalische Felder beschreiben, so miissen sie ebenfalls
die quellenfreien Maxwellgleichungen erfiillen

- = - 0 = = 10
divEk’' =0, divB'=0, rtotE = —aB/, rot B’ = c_QQE/ (4.98)

Dies schriankt die moglichen Elemente der Transformationsmatrix folgendermaflen ein
v =—p, J=a. (4.99)

Sollen weiters alle physikalisch relevanten Grofien des neuen Feldes, w'em, cg'ly, = 197L
und 7"yp;; mit den entsprechenden GriBen des urspriinglichen Feldes iibereinstimmen, so
erhidlt man eine Transformationsmatrix mit nur einem verbleibenden Freiheitsgrad, dem

Winkel ¢
E [ cosp sing E’ (4.100)
cB] ~ \—sing cosyp cB' | '

Eine derartige Transformation wird duale Transformation genannt.
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Alternative Darstellung der Elektrodynamik ohne Quellen: Somit ist es
moglich, das Viererpotential des urspriinglichen Feldes A“(ﬁ, é) und Funktionen die-
ses Viererpotentials als Funktionen des neuen Feldes E' und B’ , gekennzeichnet mit dem
hochgestellten Index “d”, anzugeben

AME,B) =4*(E' B, F"(E,B)=%"(E' B, L(E,B)=9%%(E B). (4.101)

Alle physikalisch relevanten Grofien des urspriinglichen Feldes E und B lassen sich aus dem
Viererpotential A*(E, B) = U~ (E’, B') berechnen. Da sich diese Grofien bei einer dualen
Transformation nicht &ndern, kénnen auch die physikalisch relevanten Gréfien des neuen
Feldes E' und B’ mit den gewohnten Formeln durch das Viererpotential U#(E’, B') dar-
gestellt werden. Eine duale Transformation fiihrt somit zu einer alternativen Darstellung
der Elektrodynamik ohne Quellen durch ein unterschiedliches Viererpotential A*.

Duale Transformationen mit 5: Ein Spezialfall ergibt sich fiir den Transformati-
onswinkel ¢ = 5. Dabei gehen die Felder E und B komplett ineinander iiber

E =cB, cB=-FE. (4.102)

Fiir das duale Viererpotential U#(E’, B') — U#(E, B) und den dualen Feldstirketensor
dprv(E'. B') — 9FHv(E| B) erhilt man

_ . 1~ .
¢B = —grad % — %%4, —~E =rot Y, (4.103)
C
Lo 1dy(E, B
(i, ) = (c%((ﬁ g)) , (4.104)
0 -B° _BY _pB*

B* 0 ip= _lpgy
v —lp= o Lpe
B> lpv _lp= 0

(B, B) = o"UY(E, B) — 0"UH(E, B) = (4.105)

Dieser spezielle duale Feldstérketensor 9 kann auch direkt mit Hilfe des vierstufigen
komplett antisymmetrischen Epsilontensors ¢#¥°" aus dem normalen Feldstérketensor F*
berechnet werden. Er wird in der Literatur allgemein mit *F*¥ bezeichnet

1
dFMV — K §6MVO'TFUT7 mit 60123 -1 (4106)

In weiterer Folge beziehen sich alle mit “d” indizierten Groflen speziell auf duale Trans-
formationen mit ¢ = 7.
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5 Solitonen

5.1 Das allgemeine Soliton

Es gibt zwei Voraussetzungen, die vorhanden sein miissen, um ein Soliton bilden zu kénnen:
Nichtlinearitdt und Dispersion

5.1.1 Die Nichtlinearitit

Ausgangspunkt seien bestimmte nichtlineare partielle Differentialgleichungen in ¢ und &,
welche analytische Losungen 1 (t, Z) besitzen. Weiters sollen diese Differentialgleichungen
linearisiert werden konnen. Man erhilt dabei die Losungen (¢, ¥) als Ndherung fiir klei-
ne Werte von (¢, %). Als Ansatz fiir diese linearisierte Losung (¢, Z) wahlt man die
kontinuierliche Superposition von ebenen Wellen, 1[1(w,l;) e iWt=kT) it den jeweiligen
Amplituden )(w, E)

Dt ) = ﬁ / dos / B P(w, F) o @R, (5.1)

Dies entspricht einer 4-dimensionalen Fouriertransformation. Eingesetzt in die linearisierte
Differentialgleichung erhélt man eine Gleichung in w und E, die sogenannte Dispersionsre-
lation

w = w(k). (5.2)

Als Losung der linearisierten Differentialgleichung ergibt sich somit eine Superposition
von ebenen Wellen mit beliebigen Wellenvektoren k und beliebigen Amplituden, wobei die
Winkelgeschwindigkeit w der einzelnen Wellen die Dispersionsrelation erfiillen muss.

5.1.2 Die Dispersion

Jede ebene Welle, (w(k), k) e iw(R1—kT) | gie Losung der linearisierten Differentialglei-
chung ist, breitet sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢;; = % in Richtung von k aus. Je

-

nach Art der Funktion w(k) unterscheidet man nun zwei Félle:

— w(k) =w(k) =const-k — ci; = const  keine Dispersion (5.3)

Das durch die linearisierte Differentialgleichung beschriebene Ausbreitungsmedium ist iso-
trop und die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ ist zusétzlich unabhéngig von k. Ein belie-
biges, durch Superposition derartiger gleichgerichteter ebener Wellen zusammengestelltes
Wellenpaket bleibt also erhalten und breitet sich mit der Geschwindigkeit ¢;; in Richtung

von k aus.

— w(k)=1£(k) -k — ¢y =f(k) Dispersion (5.4)



Das Ausbreitungsmedium muss nun nicht mehr isotrop sein. Auf jeden Fall ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit c; zumindest abhéngig von k. Jedes beliebige gleichgerichtete
Wellenpaket zerflief3t.

5.1.3 Definition

Die analytischen Losungen einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung in ¢ und Z,
¥ (t, Z), konnen ebenfalls durch eine Fouriertransformation als kontinuierliche Superpositi-
on von ebenen Wellen dargestellt werden. Im Gegensatz zur linearisierten Differentialglei-
chung sind die einzelnen Wellen nun keine Lésung der nichtlinearen Differentialgleichung
mehr und sie erfiillen auch nicht die Dispersionsrelation der linearisierten Differentialglei-
chung. Bei Vorliegen von Dispersion kann es nun Losungen der nichtlinearen Differenti-
algleichung geben, die im zeitlichen Verlauf ihre Form beibehalten, also nicht zerflielen.
Betrachtet man in diesem Zusammenhang als Anfangsbedingung einen beliebigen Zustand,
der sich im Uberschneidungsgebiet der Zustandriume der nichtlinearen und der linearisier-
ten Differentialgleichung befindet, so wird dieser Zustand im linearisierten Fall auf Grund
der Dispersion immer zerflieBen. Bestimmte Zustinde dieses Uberlappungsgebietes sind al-
lerdings so beschaffen, dass sich nichtlineare Effekte und Dispersion gerade neutralisieren,
das heifit, durch die gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Wellen des Wellenpaketes
in Folge der Nichtlinearitit werden sozusagen die im linearisierten Fall schnelleren Wel-
len verlangsamt und die langsameren Wellen beschleunigt und das alles genau auf einen
exakten Wert der Geschwindigkeit. Derartige Losungen einer nichtlinearen Differentialglei-
chung mit Dispersion, ¥s(t, Z), kénnen als sich bewegende Teilchen interpretiert werden.
Sie werden Solitonen genannt.

5.2 Sinus-Gordon-Solitonen

Es existiert eine sehr grofie Anzahl nichtlinearer Differentialgleichungen in ¢ und & mit Di-
spersion. Dies ldsst wiederum auf eine Vielzahl verschiedenster Solitonen schlieflen. Einen
wichtigen und bekannten Vertreter dieser Gattung stellen die Sinus-Gordon-Solitonen dar.

5.2.1 Die Sinus-Gordon-Wellengleichung

Dies ist eine partielle Differentialgleichung von 2.0rdnung in ¢ und & mit einem nichtli-
nearen Sinusterm. Im 1-dimensionalen Fall lautet sie in allgemeiner Form

321/1(’5795) 282¢(t7x)

52 0 5,2 + wd sinap(t, z) = 0. (5.5)
Durch die Einfithrung der dimensionslosen Groflien T und X erhilt man die normalisierte
Form
PY(T.X) YT, X) | . wo
T2 T ax? +siny(T, X) =0, mit T :=wot, X := gx. (5.6)

Die dazugehérige linearisierte Differentialgleichung mit der Losung (¢, x) weist Disper-

sion auf
0% (t, x) B 5 0% (t, )

52 c 92 + wgz/)l(t, x) =0, (5.7)
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(t,x) = (2;)2 /dw/dk (w, k) e7i@tk) (5.8)

w(k) ), W wp

Die Voraussetzungen fiir solitonische Losungen sind also erfiillt.

5.2.2 Das mechanische Analogon

Das durch die Sinus-Gordon-Wellengleichung beschriebene nichtlineare Medium kann gut
durch ein mechanisches Modell veranschaulicht werden. Man betrachtet dazu eine Kette
aus Pendeln mit der Masse m und der Léange [, die durch Drehfedern mit der Federkon-
stante 8 mit ihren jeweiligen Nachbarn gekoppelt sind. Der Abstand zwischen den Pendeln
betrage a. Auf die einzelnen Pendel wirken also Torsionskrifte und die Schwerkraft. Be-
zeichnet man mit ©(t) den Winkel der Auslenkung, so liefert der Drallsatz fiir das n-te
Pendel

d*6,(t)
dt2

e = —B(On(t) ~ Ouer(1)) — B(Ou(t) ~ Oupa(1)) — mglsinOu (), (5.11)

PPOu(t)

25—~ 3 (On1(t) = 20,() + Onpa () + wisin O, (t) =0, (5.12)
2
) 9 @ I} 9 mgl
mit CO = W, wO = W (513)

Fiir den Fall, dass sich die Auslenkung ©(t) von Pendel zu Pendel nur geringfiigig un-
terscheidet, 8 > mgl, kann man die Differenzengleichung in eine Differentialgleichung
umwandeln, 6,,(t) — O(t,z), und man erhilt nach Normalisierung wiederum die norma-
lisierte Sinus-Gordon-Wellengleichung

?e(T,X) 0%°0(T,X) . . wo
572 T axe +sinO(T,X) =0, mit T :=wet, X := am. (5.14)

5.2.3 Analytische Lésungen

Grundsitzlich existiert zur Sinus-Gordon-Wellengleichung eine Vielzahl an analytischen
Losungen. Zwei davon sollen im Folgenden kurz dargestellt werden, ndmlich Losungen fiir
einzelne Solitonen und Lésungen fiir eine Kombination von zwei Solitonen.

Ein-Soliton-Lésungen: Kink\Antikink: Fiir ein einzelnes Soliton muss die be-

treffende Losung Ogo (T, X) durch ein lokales Wellenpaket, das entweder steht oder sich

mit konstanter normierter Geschwindigkeit v = % = %% = %v bewegt und dabei im
zeitlichen Verlauf seine Form beibehélt, dargestellt werden kénnen

Os01(T, X ) := Ogo1(X — uT') = Oge1(S). (5.15)
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Lésst man die Sinus-Gordon-Wellengleichung auf einen derartigen Ansatz wirken, so erhélt
man als Losung

S — 5o
Vioa?

Die normierte Geschwindigkeit u liegt also im Bereich —1 < u < +1. Die tatséchliche
Geschwindigkeit des Solitons erreicht daher die Werte —c¢y < v < +c¢g. Diese Grenzge-
schwindigkeit ¢ ist die Geschwindigkeit von ebenen Wellen, die sich als Losungen der all-
gemeinen Sinus-Gordon-Wellengleichung bei einem Fehlen des Sinusterms, der die Schwer-
kraft beriicksichtigt, ergeben. Sie ist auf Grund des Versuchsaufbaus mit massebehafteten
Federn und Pendeln auch ohne vorhandene Schwerkraft immer kleiner als die Lichtge-
schwindigkeit c¢. Die Konstante Sy wird im Weiteren auf Null gesetzt. Je nach Vorzeichen
im Exponenten spricht man von einem Kink (+) oder einem Antikink (—)

Os01(S) = 4arctan(exp(+ ))s mit  So = Xo —uTp, O(Sp) == (5.16)

. v
Ok\a (5) = 4arctan(exp(£7s015)), mit 5ol ' = ——=, [sol = o (5.17)

Der Winkel O\ 4(S) eines Kinks\Antikinks bewegt sich also von Ox\a(S) = 0\27 bei
S = —00 zu O\ (S) = 27\0 bei S = +oo. Hierbei wird einem Kink\Antikink definiti-
onsgemif eine negative\positive Helizitidt zugeordnet. Die Funktionen Ok\ A(S) — m, also
die Auslenkungen bezogen auf die Auslenkung 7 bei Sy = 0, sind antisymmetrisch

Ox\a(S) — = —(Ox\a(—5) — 7). (5.18)

Streng mathematisch gesehen ist ein Soliton somit iiber den ganzen 1-dimensionalen Raum
verteilt. In einer physikalischen Ndherung kann man es aber als lokalisiert betrachten. Die
gewohnte Unterscheidung zwischen einem Teilchen und seinem Feld existiert allerdings
nicht mehr.

Zwei-Solitonen-Lésungen: Um nun Losungen fiir mehrere Solitonen zu erhalten,
wird als neuer Ansatz Gy (7', X) eine Verallgemeinerung der Losung O, (S) fiir ein Soli-
ton gewihlt. Die Arcustangens-Funktion, die als ddmpfender Faktor fiir die Lokalisierung
der Solitonen verantwortlich ist, wird beibehalten

F(X)
G(T)

Oang(T, X) := 4arctan (5.19)

Setzt man diesen Ansatz in die Sinus-Gordon-Wellengleichung ein, so ergeben sich nach
Trennung der Variablen 7" und X zwei charakteristische Differentialgleichungen

(2—2)2 = PG+ (1 — 1)G? - n?, (5.20)
(;l—f()? = —*F* + P’ F% 4+ n”. (5.21)

Die Wahl der Konstanten ¢, b und n, die von der Trennung der Variablen und von der
Integration stammen, bestimmt im Weiteren die Art der Losung.
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Kink-Kink-Loésungen: Fir ¢ = 0, b > 1 und n # 0 erhilt man die Losung
Oxk (T, X), welche die Kollision zweier Kinks beschreibt

Okk (T, X) = 4arctan(u sinh(yg0 X ) sech(ysouT’)), mit 0<wu<l1. (5.22)

Diese Funktion ist antisymmetrisch in X und symmetrisch in T'. Zur Zeit T = —oo laufen
zwei Kinks von X = —o0o\ X = 400 mit den anfinglichen Geschwindigkeiten +u\ — u
aufeinander zu. Diese beiden Kinks drehen immer von O = =27 — 0\ O = 0 — +27.
Zum Zeitpunkt 7" = 0 treffen sie sozusagen bei X = 0 aufeinander, um dann wieder
in Richtung ihrer Ausgangspositionen X = —oo\ X = 400 zuriickzulaufen, die sie zur
Zeit T = +oo mit den letztendlichen Geschwindigkeiten —u\ + w erreichen. Die beiden
Solitonen werden zwar auf Grund gegenseitiger Beeinflussung in der Nidhe von X = 0
merklich deformiert, konnen einander jedoch nicht durchdringen, da sie gleiche Helizitét
besitzen. Sie prallen also aneinander ab.

Antikink-Kink-Losungen: Fiir ¢ # 0, b > 1 und n = 0 erhéilt man die Losung
Oak (T, X), welche die Kollision eines Antikinks mit einem Kink beschreibt

1
Ok (T, X) = 4arctan(— sech(vgq X)) sinh(ygouT)), mit 0<u<l1. (5.23)
u

Diese Funktion ist symmetrisch in X und antisymmetrisch in T'. Zur Zeit T' = —oo lauft ein
Antikink\Kink von X = —oo\ X = 400 mit den anfinglichen Geschwindigkeiten +u\ —u
auf den Ursprung zu. Das Antikink\Kink dreht von ©4 = 0 - —27\ O = —27 — 0.
Die entgegengesetzte Helizitdt bewirkt, dass sich dabei das Antikink und das Kink beim
aufeinander Zulaufen immer mehr auflésen. Zum Zeitpunkt 7' = 0, dem theoretischen
Treffpunkt, existieren die beiden Solitonen als solche iiberhaupt nicht mehr, sie haben
sich zur Génze annihiliert, denn es gilt: Oax (T = 0,X) = 0. All ihre Energie steckt zu
diesem Zeitpunkt in der kinetischen Energie der Drehfederpendelkette. Auf Grund der
Antisymmetrie der Losung in der Zeit, bildet sich fiir 7' > 0 wieder ein Antikink\Kink,
nun aber im gegeniiberliegenden Bereich X > 0\X < 0. Beide entfernen sich wieder vom
Ursprung. Das Antikink\Kink dreht jetzt allerdings von ©4 = 427 — 0\ O = 0 — +27.
Bei T' = +o0 befinden sich nun die beiden Solitonen bei X = +o00\ X = —oo mit den
letztendlichen Geschwindigkeiten +u\ —u. Das Antikink und das Kink haben sich also bis
auf eine Phasenverschiebung quasi ungestort durchdrungen.

Weitere Zwei-Solitonen-Losungen: AbschlieBend wére noch zu sagen, dass zu
jeder beliebigen Losung der Sinus-Gordon-Wellengleichung @ (7', X') auf Grund der un-
geraden Sinus Funktion eine weitere Losung O_(T, X) := —60, (T, X)) exisitiert. Im Falle
von solitonischen Losungen vertauschen dabei Kink und Antikink ihre Rollen.

5.2.4 Lorentztransformationen

Die Sinus-Gordon-Wellengleichung in ihrer allgemeinen Form ist invariant gegeniiber ei-
ner speziellen Lorentztransformation, Ag.[;, die in der Welt der Drehfederpendelkette die
Grenzgeschwindigkeit ¢y besitzt
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9%6(t,x)  ,0%(t,x)

92 02 + wisinO(t,z) =0, (5.24)
520 (. 1! 2O (t'. 1
TONT) _gPOUT)  Bsmo' () =0, it a = Asfia”. (5.25)

Die auf diese Weise definierten Systeme S’ sind allerdings rein mathematisch und kei-
nesfalls reale Inertialsysteme. Diese Invarianz fiihrt jedoch dazu, dass ein im Laborsys-
tem bewegtes Soliton gegeniiber einem im Laborsystem ruhenden Soliton im Sinne dieser
Transformation mit ¢y lorentzkontrahiert ist

Osalt, x) = darctan (exp(Eso— (@ — vt)), (5.26)
0

1

O30l |1=0,020 = OSol [v=0 — T |1=0,v2£0 = T y=0 - (5.27)

0.
Fir v — ¢ degeneriert die Funktion der Auslenkungen Og, zu einer Stufenfunktion.
Um nun die tatséchliche Ausdehnung eines mit der Geschwindigkeit v bewegten Solitons
in dessen Ruhesystem zu ermitteln, muss die mit ¢y lorentzkontrahierte Lénge eines im
Laborsystem ruhenden Solitons mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ wieder distrahiert werden

(5.28)

TRuhe = — /= TLab < ZLab-
Vi-%

Da die Grenzgeschwindigkeit ¢y immer kleiner als ¢ ist, wird auch im Ruhesystem des
bewegten Solitons dessen Ausdehnung mit v — ¢y verschwindend klein.

5.2.5 Energie und Impuls

Drei Terme bilden die Gesamtenergie eines Gliedes der Drehfederpendelkette: Die kineti-
sche Energie der Pendelmasse auf Grund der Rotation, die potentielle Energie der Feder
auf Grund der Torsion und die potentielle Energie der Pendelmasse auf Grund der Schwer-
kraft. Die Energie der gesamten Kette mit N Gliedern lautet somit

N

E = Z %le(
n=1

Falls die Auslenkung von Pendel zu Pendel wieder nur geringfiigig variiert, 5 > mgl,
lasst sich die Summe in ein Integral umwandeln, ©,(t) — ©(t,x), und man erhilt nach
Normierung

Oy (1)
d

D)2 1 15(0,1(0) — Ou(0)* +mgl(1 — cos0,(1). (520

X
mi? /dX %(a@(T,X))QJrl(a@(T,X)

7 2 _
E = ——Cowo 5T 5" ax )°+ (1 —cosO(T, X)). (5.30)

X1

Fiir ein freies Soliton mit der bekannten Losung ©Ogq(S) ergibt sich somit folgende Ge-
samtenergie Fgq

ml? wy 9 9
Esq = 87 5750160 = M SolVS0lC) = £ SolVSol- (5.31)
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Hierbei wurde dem Soliton in der Welt der Drehfederpendelkette mit der Grenzgeschwin-
digkeit ¢y eine Ruhemasse mggo und eine Ruheenergie Fygo zugeteilt, die sich aus dem
Vergleich mit den entsprechenden Gréflen eines freien Teilchens in der realen Welt ergeben.
In diesem Sinne l&sst sich fiir ein Soliton auch ein Impuls pg, definieren

DSol = 10 S0l VS0l U- (5.32)

5.2.6 Die Wechselwirkung zwischen Solitonen

Da, mathematisch gesehen, ein Soliton unendliche Ausdehnung besitzt, impliziert ein
gleichzeitiges Vorhandensein von zwei Solitonen mit endlichem Abstand immer gegenseiti-
ge Beeinflussung mit daraus resultierender Deformation. Es existieren dann, streng genom-
men, nicht mehr zwei richtige Solitonen, sondern es gibt nur mehr Auslenkungsmuster, die,
in Abhingigkeit von Solitonenart und von gegenseitigem Abstand, Ahnlichkeiten mit zwei
Solitonen aufweisen. In einer einfachen Betrachtungsweise werden nun die Aufenthaltsorte
der Solitonen mit den Amplituden © = +7 identifiziert, sofern derartige Auslenkungen
iiberhaupt existieren.

Wechselwirkung zwischen zwei gleichartigen Solitonen: Ausgangspunkt der
Betrachtung ist zum Beispiel die Losung Oxk (T, X ), bei der zwei Kinks aufeinander zulau-
fen, aneinander abprallen und sich dann wiederum voneinander entfernen. Zum Zeitpunkt
T = 0, dem Umkehrzeitpunkt, gilt

00xk (T, X)

a7 [7=0 = 0. (5.33)

Alle Pendel, und somit auch die beiden Kinks, ruhen. Wenn man den ruhenden defor-
mierten Kinks weiterhin die Ruhemasse mggo zuordnet, so ist die anfingliche kinetische
Energie der Kinks Tk zur Génze in potentielle Energie Vi iibergegangen

2Vk |7=0 = 2T |7=—o0 = 2mosol(Ys0l — 1)} (5.34)

Die beiden Kinks befinden sich zum Zeitpunkt 7= 0 an den Stellen +X|

Oxxk (0, X) = 4arctan(usinh(vsq X)) =, (5.35)
1

- Xo= arsinh(—). (5.36)
7YSol U

Eine charakteristische Grofe fiir die gegenseitige Abstoflung ist nun durch die potentielle
Energie beider Kinks zum Zeitpunkt 7' = 0, 2V |7—0, in Abhéngigkeit vom dazugehorigen
Abstand, D = 2Xj, gegeben. Durch die Elimination von u aus den Bestimmungsgleichun-
gen fiir 2Vk |7—o und X erhilt man die gewiinschte Verkniipfung beider Gréfien

u:\/1—+v, (5.37)
(1+ WI;()])Q
— D=2X,= QH%VK arsinh( ! - ). (5.38)
2Ep sol - W
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Dies ist nun die Umkehrfunktion der gesuchten Funktion 2V (D). Diese potentielle Energie
lésst sich allerdings nur fiir zwei Grenzfille explizit darstellen:

-2 (D) 00 — D—0:

1 1
D~ 2—p—arsinh(1)  —  2Vk(D) =~ 4Epsol arsinh(l)ﬁ (5.39)
2E0 501
-2V (D) -0 — D—oo:

1 1

D ~ 2arsinh - 2Vk(D) = Bysol——5—7—— ~ 4Epso1 e ©

( — ) k(D) ~ Eysol (D) = 1) 0Sol

(+ EOé(ol)

(5.40)
Die von vielen realen Teilchen gewohnte %—Abhéingigkeit der potentiellen Energie geht
also fiir groflere Distanzen in eine exponentielle Abhéngigkeit tiber.

Wechselwirkung zwischen zwei verschiedenartigen Solitonen: Als Ausgangs-

punkt der Betrachtung wéhlt man nun zum Beispiel die Losung Ok (T, X), bei der sich ein
Kink mit der Geschwindigkeit « in Richtung steigender X-Werte bewegt, sowie die Losung
Oka(T, X) := —Oak(T, X), bei der sich ein Kink\Antikink von X = —oo\ X = 400 kom-
mend begegnen und danach quasi ungestort weiterlaufen.
Eine charakteristische Grofle fiir die gegenseitige Anziehung ist nun der Zeitvorsprung,
den ein in X = —oo mit der Geschwindigkeit u startendes Kink mit entgegenkommendem
Antikink gegeniiber einem gleichzeitig in X = —oo ebenfalls mit der Geschwindigkeit u
weglaufenden freien Kink gewinnt, wenn beide in £ = 400 mit der gleichen Geschwidigkeit
u ankommen. Fiir das kollidierende Kink kann man nur fiir die Zeit —co < T < —T™ und
+T* < T < +00 mit der noch zu bestimmenden Gréflie T einen Ort angeben, denn in der
Zeit —T* < T < +T* existiert die Amplitude des Kinks 7 fiir T' < 0 und —7 fiir T > 0
nicht, da sich die beiden Solitonen gegenseitig auflésen

1
Oxar,x) = —4 arctan(a sech(ygo1X) sinh(ygouT)) = =, (5.41)
1
cosh(ygo1 X) = —sinh(ygqul’) 2 1, (5.42)
u
T2 arsinh(u) = T*. (5.43)
YSolU

Man erhélt somit fiir die Ortsfunktion des kollidierenden Kinks Xx kon(7')

1 1
Xkkon(T) = — arcosh(——sinh(ygouT))), T = -T7, (5.44)
“Sol U
1
Xkkon(T) = arcosh(— sinh(vygquT)), T = +T7, (5.45)
“Sol U
XKkoll(_T*) = XKkoll(+T*) =0. (5.46)
Das kollidierende Kink verschwindet also in dieser Betrachtungsweise zu T' = —T™ im

Nullpunkt und taucht zu T' = +T* ebendort wieder auf.
Die Ortsfunktion des freien Kinks Xk fei(77) ist zu jeder Zeit definiert. Man erhélt

Ok (T, X) = 4arctan(exp(vyso (X — uT))) =, (5.47)
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XK frei(T) =uT. (548)

Um nun das kollidierende und das freie Kink zu synchronisieren, wéhlt man als Ver-
gleichszeitpunkt aus Symmetriegriinden zunédchst T = 0, einen Zeitpunkt, zu dem sich
beide Kinks im Punkt X = 0 befinden. Bildet man nun in den beiden Ortsfunktionen
den Limes T — oo, so sieht man, dass das kollidierende Kink dem freien Kink um AT
vorauseilt

1 1 1
lim Xgon(7T) = In(— exp(ysquT)) = uT + In— =uT + AX, (5.49)
T—o0 7Sol U TSol U
lim Xk fei(T) = uT, (5.50)
T—o0
AX 1 1
AT = — = In— > 0. (5.51)
u YSolU U
Wiirde man nun beide Kinks im Punkt X = —oo gleichzeitig starten lassen, so ergébe

sich fiir das kollidierende Kink beim Vergleich bis zum Punkt X = 400 ein doppelter
Zeitvorsprung von 2 A T

Im Grenzfall v — 1 wird 2 A T verschwindend klein. Das kollidierende Kink kann durch
die anziehende Wechselwirkung mit dem Antikink nicht mehr beschleunigt werden, oder,
anders ausgedriickt, die Ruheenergie des kollidierenden Kinks, Egsol = mgsolca, die bei
dessen Auflésung und spiterer Wiederbildung fiir zusétzliche Geschwindigkeit sorgt, ist
bei unendlicher Gesamtenergie Fgo = mg solfySolc% bedeutungslos.

5.3 Reale Teilchen als Solitonen

Die zuvor angefiihrten analytischen Losungen der normierten eindimensionalen Sinus-
Gordon-Wellengleichung, welche ein oder mehrere lokalisierte Wellenpakete beschreiben,
sind zun&chst rein mathematischer Natur.

Das mechanische Analogon erlaubt es , diese Solitonen, topologisch gesehen, als Verwin-
dung einer Drehfederpendelkette um 27 mit einer, je nach Geschwindigkeit, eindeutigen
Struktur zu interpretieren. Ein einzelnes Soliton kann somit durch kontinuierliche Ver-
formung der Drehfederpendelkette bei festgehaltenen Enden nicht eliminiert werden. Des
Weiteren wird es durch das mechanische Modell méglich, den Solitonen wichtige Teilchen-
eigenschaften wie Energie, Masse und Impuls zuzuschreiben. Trotzdem handelt es sich
dabei immer um fiktive Teilchen, da die Grenzgeschwindigkeit der Teilchen in dieser zwei-
dimensionalen Welt auf Grund des mechanischen Versuchsaufbaus immer um vieles kleiner
als die Lichtgeschwindigkeit c ist.

Um nun ein reales Teilchen durch ein Soliton zu beschreiben, sind die folgenden notwen-
digen Bedingungen zu erfiillen:

- Zur Beschreibung eines Teilchens in 1 + 1 Dimensionen benétigt man einen inneren
Freiheitsgrad, die Variable ¢ (T, X). Jedem Zeit-Raum-Punkt in dieser zweidimensionalen
Welt wird durch diesen inneren Freiheitsgrad ein Element einer S! zugeordnet, wobei fiir
ein freies Teilchen diese S! genau einmal abgedeckt wird. Eine derartige Beschreibung ist
frei von etwaigen Singularitéten. Ein reales Teilchen in 14 3 Dimensionen wird daher drei
von der Zeit und vom Ort abhingige innere Freiheitsgrade, wi(T,X ) i =1,2,3, besitzen
miissen. Ein moglicher Kanditat fiir diese Freiheitsgrade wéren in Analogie zum Sinus-
Gordon-Modell Elemente einer S3.
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- Die dazugehorigen drei Wellengleichungen miissen als Bewegungsgleichungen des Teil-
chens invariant gegen die Lorentztransformation mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ sein.

- Alle bekannten Teilcheneigenschaften und Krifte zwischen den Teilchen miissen sich,
wie beim mechanischen Analogon, direkt aus den drei inneren Freiheitsgraden z/)i(T,)_f )
ableiten lassen.

Eine Moglichkeit, ein reales Teilchen, im Speziellen ein Elektron\Positron, auf diese Art
und Weise zu konstruieren, wird im Weiteren beschrieben.
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6 Das Elektron als SU2-Soliton

Ein Elektron kann als Soliton mit drei inneren Freiheitsgraden aufgefasst werden. Dabei
wird jedem Punkt des M* ein Element der Lie-Gruppe SU2, die einer verallgemeinerten S3
entspricht, zugeordnet. Damit erhélt man eine Verallgemeinerung des 1+ 1 dimensionalen
Sinus-Gordon-Modells auf 1 + 3 Dimensionen. Die wichtigsten Entwicklungsschritte, die
zu diesem Modell fiithren, sollen im Folgenden analysiert werden. Im Unterschied zu den
Sinus-Gordon-Solitonen sind zunéchst die Wellengleichugen nicht bekannt, sondern erge-
ben sich im weiteren Verlauf aus den an die physikalische Realitéit angepassten inneren
Freiheitsgraden des Systems.

6.1 Der Dirac-Monopol
6.1.1 Duale Transformation

Ausgangspunkt sei ein freies Elektron, das im Ursprung ruht. Das herkémmliche Modell,
in dem dieses Elektron als Punktladung p(Z) = ¢d%(Z) angesehen wird, ist mit dem Auf-
bau eines Solitons, das ohne eigentliches Zentrum nur als Feld der inneren Freiheitsgrade
rdumlich unendlich ausgedehnt existieren soll, nicht vereinbar. Der Raum muss daher als
ladungsfrei angenommen werden. Im statischen Fall gilt dann

div E(Z) = 0, rot E(Z) = 0. (6.1)
Das bestehende messbare radiale E-Feld, E(Z) = Treor? €r, bleibt natiirlich erhalten und

muss in weiterer Folge, wie alle anderen messbaren Teilcheneigenschaften, aus den noch
zu definierenden inneren Freiheitsgraden ableitbar sein.

Diese Konstellation entspricht der Aufgabenstellung , mit der sich Paul Dirac konfrontiert
sah, als er versuchte, einen radialsymmetrischen magnetischen Monopol auf Basis der Max-
wellgleichungen, also ohne existierende magnetische Ladungen, zu konstruieren. Da sich
die Ausgangssituation im Vakuum befindet, liegt es nahe, zuerst eine duale Transformati-
on mit dem Winkel ¢ = § durchzufiihren (siehe Gl. 4.102), und dann der Argumentation
von Paul Dirac zu folgen. Fiir das Potential des F-Feldes ergibt sich

—

E(%) = —crot U(7). (6.2)

Das Feld des elektrischen Monopols wird also durch das duale Vektorpotential %(f) be-
schrieben, das somit als einziges mogliches Bindeglied zu den drei inneren Freiheitsgraden
verbleibt. Das eigentliche Potential des elektrischen Monopols ¢(Z) wird in dieser Hinsicht
im Weiteren keine Rolle spielen.
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6.1.2 Definition

Um nun ein Vektorpotential 4(Z) zu erhalten, das ein E-Feld eines im Ursprung ruhen-
den elektrischen Monopols erzeugt, berechnet man den elektrischen Fluss &(r, h) einer
Punktladung durch eine Kugelkalotte in Abhéngigkeit von deren Radius r und der Hohe
h =r(l—cos¥)

d(h) 27
S . e - _— a
D(r, h) :/dAE(x) = —/ dv /dapr2 SHM?47T€0T2 = —c/dA rot U(z) = —07{ ds4(z),
A(r,h) 0 0 A(r,h) QA(r,h) ( )
6.3
dro s = e 1—cos? e sin ¢
AP (Z) = = . 6.4
” () dmege  rsind dege (1 4 cos V) (64)

Dieses Vektorpotential U(z) und somit auch das resultierende E-Feld E(Z) sind im Bereich
¥ = 7 nicht definiert. Dies ist verstidndlich, denn das E-Feld ist als Rotor des Vektorpoten-
tials quellenfrei. Der elektrische Fluss, der in eine fast geschlossene Kugelkalotte eintritt,
muss diese auch irgendwo wieder verlassen. Genau das passiert im Bereich der negati-
ven z-Achse. Man sieht das, wenn man das Vektorpotential %(f) mit dem Parameter e
regularisiert und danach das E-Feld berechnet

e sin

AR o/ =

ATE - 6.5

(@:€) dmege (1 + € + cos )’ (6.5)

R, = 1ot TR(E, ) =~ (1= 2 ) Bn(@) + Bue(d
o T dmegr? (14 e+cosd)2” " str L) €/
(6.6)

Das regularisierte E-Feld ER(E, €) teilt sich also auf in das normale E-Feld eines Elektrons
Enor(f) und ein zusitzliches E-Feld Estr(f, €), das nur im Bereich der negativen z-Achse
ungleich Null ist und entgegengesetzte Orientierung aufweist. Dies ist der Dirac-String. Er
fithrt den, zur nicht vorhandenen negativen elektrischen Ladung des Elektrons laufenden,
elektrischen Fluss entlang der negativen z-Achse wieder ins Unendliche ab, wie man aus
dem Fluss @, von ER(f, €) durch eine geschlossene Kugeloberfliche erkennt

e—0 €0 €0

- hr% 7{ dAER(Z,¢) = f{ dA Epor(T) + lim ¢ dA Eg(Z,€) = —— + — =0. (6.7)
€E—r
oV oV oV

Eine derartige Feldkonstellation wird Dirac-Monopol genannt.

6.1.3 Das topologische Analogon

Die Existenz des Dirac-Strings macht es erforderlich, dass man zur Beschreibung des F-
Feldes eines elektrischen Monopols zumindest zwei nichtregularisierte Vektorpotentiale
benétigt. Das kénnten zum Beispiel folgende Vektorpotentiale sein

1+ cos®
¢ IV (68)

dvN e 1—cos? drs
A 19 = A 19 =
(Ta 9 SD) 47TEOC r sin 19 64,0’ (T’ 9 QD)

dmwege  rsind

Das so definierte Vektorpotential AN (r, 9, 0)\US (1, 9, @) bestizt den Dirac-String auf der
negativen\positiven z-Achse.
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Diese Situation erinnert stark an die Verhéltnisse, die man vorfindet, wenn man versucht,
eine Kugel mit Radius R zu parametrisieren. Es bedarf wieder zumindest zweier Karten.
Man kann zu diesem Zweck die Methode der stereographischen Projektion wéhlen. Da-
bei werden, ausgehend von einem Projektionszentrum auf der Oberfliche, alle anderen
Punkte der Kugel durch geradlinige Projektion auf die Tangentialebene des dem Pro-
jektionszentrum gegeniiberliegenden Punktes abgebildet. Definiert man nun als Projekti-
onszentrum den Siidpol\Nordpol, so erhilt man zwei Karten, ky und kg, die jeweils nur
am Siidpol\Nordpol eine Singularitéit aufweisen. Dies ist der entscheidende Hinweis auf
einen moglichen Zusammenhang zwischen den physikalischen Feldgrofen im M* und to-
pologischen Verhiltnissen auf einer Kugeloberfliiche in einem inneren Raum R3. Er wird
in weiterer Folge zur Definition der inneren Freiheitsgrade und den daraus ableitbaren
physikalischen Groflen des elektrischen Monopols fiihren.

6.1.4 Der Zusammenhang Ortsraum und innerer Raum

Sucht man nun nach topologischen Gréfien, die in Analogie zum nicht regularisierten Vek-
torpotential UN(r, 9, ©)\U5 (r,9, ) iiberall auf dieser Kugel aufier am Siidpol\Nordpol
definiert sind, so bieten sich als Ausgangspunkt zwei Mengen von lokalen Koordinaten-
systemen an: Man legt dabei zwei beliebige zueinander parallele Koordinatensysteme
in den Tangentialraum der beiden Pole und verschiebt sie dann bis zum jeweilig ge-
geniiberliegenden Pol, indem man den Winkel zum betreffenden Meridian konstant lésst.
Man erhélt so fiir jeden Punkt der Kugel aufler fiir die Pole zwei lokale Koordinatensyste-
me e%\I und ef’. Eine fundamentale Grofle, die sich aus dieser Konstellation ableiten lésst, ist
die Winkelgeschwindigkeit I'N(s);, und I'$(s);, mit der die Koordinatensysteme bei einer
Bewegung entlang eines Weges s(¢, ) auf der Kugeloberfléche rotieren, wenn man sie ana-
log der Vorgehensweise bei der SO3 und SU2 durch Weglassen der Normalkomponente bei
der Differenzbildung miteinander vergleichbar macht (siehe Gl. 3.54 und 3.103). Im vor-
liegenden Fall fiihrt dieser Ansatz zu einer SO2-Rotation der lokalen Koordinatensysteme,
und man erhélt speziell fiir die Koordinatensysteme des Nordpols

. N o N
eN(s + ds) = e TN )irds N5y — (cos(F (s)ds) —sin(I7} (s)ds)> -
k

sin(IN(s)ds)  cos(IN(s)ds) ) () (69)

mi N(s)ik :=I'N(s 0 - . .
Cew=re (] ) (6.10)

Um nun I (s) zu erhalten, berechnet man zuerst I')¥(6, ¢) und Fg(@, ¢). Dazu rollt man
den einen Meridian tangierenden Zylinder beziehungsweise den einen Breitenkreis tangie-
renden Kegel in einer Ebene ab und kann dann die Rotation der lokalen Koordinatensys-
teme direkt ablesen. Es ergibt sich

IN(,¢) =0, I(0,¢) =1-cos, (6.11)
FN(R9¢)—M—O FN(R9¢)—F‘E(9’¢)—1_COSH (6.12)
SO R o seVH T T Rsin® — Rsinf '

I'Y(R,0,¢)ds = TNy(R,0,¢)dsg + [hy(R,0,¢)dss. (6.13)
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Auf Grund der Ahnlichkeit von I'N,(R,0,¢) mit UN?(r, 9, ) und von F%(R,H,(ﬁ) mit
UNC(r 9, p) kann man nun jedem Punkt im R? des ruhenden elektrischen Monopols mit
den Ortskoodinaten 7, ¥ und ¢ einen Punkt auf der Einheitssphiire S? im inneren Raum
mit den gleichen Winkelkoordinaten § = ¢ und ¢ = ¢ zuordnen. Das den Punkten im R3
zugeordnete Element der S? wird {iblicherweise durch seinen Ortsvektor im inneren Raum,
7(Z), mit der Lénge 1 ausgedriickt. Fiir die eben definierte Konstellation gilt also

=

(%) =

(6.14)

8

B
Dieses Feld wird auf Grund seiner besonderen Form Dirac-Igel genannt.
Bewegt man sich nun im Ortsraum vom Punkt Z zum Punkt & + dZ, so durchliuft man
gleichzeitig einen infinitesimalen Weg auf der Oberfliche der Einheitskugel und die an
diesen Oberflichenpunkten definierten lokalen Koordinatensysteme fiihren eine, dem Weg
entsprechende, infinitesimale Rotation aus

. N — X 5
N(F 4 di) = e Lor @i da? Nz

— e_i(l—g\lr(rvﬂvﬂo)ik dsr+ TNy (r,9,0) ik dsg+ T, (1,0,0) ik dsy) eg (), (6.15)

Fg(r,ﬂ,gp) - 07 Fleg(T,ﬂ,gO) - FsNG(raﬂagp)a FsNgo(rﬂ% (P) - FSN¢>(T7197Q0) (616)

Daraus folgt die gesuchte Abhéngigkeit der Groflen des Ortsraums von Grofien des inneren
Raums

AN(r,9, ) = ™(r, v, ). (6.17)

4mepc

Eine analoge Rechnung fiir die Koordinatensysteme des Siidpols liefert das Ergebnis

S (r, 0, ) = 5(r,0,¢). (6.18)

dmege

Hierbei handelt es sich um ein statisches Problem. Die kovariante Verallgemeinerung der
obigen Zusammenhénge lautet folgendermaflen

S (zh 4 dat) = oI @ dot NS () (6.19)
dAN\S p( .1t € N\S (.t ; N\S Fé\I\S
AT = — e, mit I, = | R |- (6.20)

6.1.5 Eichungen

Auch die dualen Potentiale U N\S#(z#) kénnen lokal umgeeicht werden
NS (gh) = UNSB(gh) + 91 X (1), (6.21)

Eine Umeichung im Ortsraum darf die zugeordneten Elemente der S? nicht veréndern. Die
Form des Dirac-Igels bleibt auch nach der Eichung erhalten

7 (z") = (ah). (6.22)



Weiters muss die Proportionalitit zwischen UN\S#(z#) und I'N\S#(z#) eichunabhiingig
sein, um physikalische Relevanz zu besitzen

AAN\S oy — € FN\S'u(p
(") Ireoc ("), (6.23)
S NSy = PN\SH(ghy ﬂaux(xu)_ (6.24)

Eine lokale Umeichung im Ortsraum fiihrt also zu einem Verdrehen der lokalen Tangenti-
albasen der Punkte auf der S2, die den Punkten im Ortsraum eichunabhingig zugeordnet
sind. Ein und dasselbe lokale Koordinatensystem auf der S? kann somit, je nach Ortszu-
gehorigkeit, unterschiedlich gedreht werden. Umgekehrt entspricht ein, iber den Ortsraum
kontinuierliches, lokales Verdrehen der Tangentialbasen von 7i(z#) automatisch einer loka-
len Umeichung der dualen Potentiale U N\S#(z#).

6.1.6 Folgerungen

Der Dirac-Igel beschreibt bereits die fundamentale Beziehung zwischen den Feldgrofien
cines elektrischen Monopols im Ortsraum, E(Z) = —crot 4(Z), und zugeordneten geo-
metrischen Grofen I’ (Z) in einem inneren Raum. Er besitzt allerdings einen Makel: Die
verwendeten Vektorpotentiale %N\S(f) sind auf der negativen\positiven z-Achse nicht de-
finiert. Dies entspricht im inneren Raum der Tatsache, dass es unméglich ist, auf einer S?
2-dimensionale Koordinatensysteme kontinuierlich zu platzieren. Die Einheitskugel selbst
ist jedoch vollkommen symmetrisch, und so liegt es nahe, in einer unzulédnglichen Be-
schreibung der S? durch 2-dimensionale Tangentialbasen die Ursache fiir die auftretenden
Singularitdten auszumachen.

6.2 Der Wu-Yang-Monopol
6.2.1 Definition

Um die Singularitét des Dirac-Strings zu eliminieren, bietet es sich an, ein 3-dimensio-
nales lokales Koordinatensystem zur Beschreibung der Tangentialriume der S? zu ver-
wenden. Die Mannigfaltigkeit der SU2, in diesem Zusammenhang in weiterer Folge auch
Farbraum genannt, bietet mit ihrem Aquator, also mit allen Elementen U (&) mit w = =,
eine Moglichkeit, diese Forderung zu erfiillen (siche Gl. 3.71)

= —ifd, mit w=2a, 7>=1.
(6.25)
Alle Elemente des Aquators liegen auf einer verallgemeinerten S? mit dem Radius R = v/2.
In der Orthogonalbasis dieses inneren Raums, —i#, mit der Linge v/2, besitzt der Vektor
n wie gefordert die Lange 1. Die lokalen orthogonalen Tangentialbasen der SU2, eg; =
—i%aiQ, mit der Lénge %, sind 3-dimensional und iiberall auf der SU2 kontinuierlich

definiert. Jedes Element des Aquators wird wiederum durch den Vektor 7 ausgedriickt.
Die Zuordnung zum Ortsraum bleibt gleich. Es gilt also weiterhin

U(&) |w=r = Q(a) la=z = Tcosa —ifiG sine [o=x

—

x
| Z |

Diese Funktion ist nun iiberall im Ortsraum, also auch auf der gesamten z-Achse sinnvoll,

weil die betreffenden Tangentialbasen existieren. Dieses Feld wird Wu-Yang-Igel genannt.
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6.2.2 Grundgleichungen

Im Unterschied zur S? fiihren die lokalen Koordinatensysteme bei einer Bewegung auf
der SU2 keine SO2-Rotationen, sondern SO3-Rotationen aus. Am Aquator lauten die
Formeln fiir die entsprechenden Drehungen der SU2-Elemente @Q(2*) und der dazugehor-
igen Tangentialbasen eg ;(z#) sowie fiir die Koordinaten des Kriimmungstensors éﬂy(x“)
(siche GL. 3.96, 3.97, 3.98, 3.104, 3.105, 3.106, 3.114)

—

Oy = 21 X 0,1, (6.27)

1=
0,Q=—150,5Q =  9uni=—igGuLixmy, (6.28)

Q2! + dat') = efi%ﬁ“(xﬂ)&dl‘”@(x“) - ni(at +dat) = efi%ﬁ“(w)iikdwnk(x“),

(6.29)

I =i x 0, (6.30)

Oueq,i = —i ik €eq,k; (6.31)

eq,i(z! + dzt) = e_iF”(x“)““dx“er(x“), (6.32)
. 1 . . R,

Ry = 50uTy = 0,13) = Ty x I, = 8,7 x 0,7, (6.33)

Es zeigt sich, dass 7i(z#) mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit I,(2*);;, rotiert, wie der
Vektor ég(z#) der entsprechenden Tangentialbasen. Setzt man die Drehung von 7i(z*)
allgemein an, so erhélt man

(i tdat) = (") 40,7 (e ) dat = e D@L Gy — (i) —i( By, (") L) A (2t dat,
— _‘ﬁu = _‘ﬁM” + (_jﬁuj_ = ﬁ(ﬁéﬁu) + 71 X 0;”7. (6.34)

Die Koordinaten I,(z*) = #i(z*) x 9,7 (z") entsprechen also dem Normalanteil von

2 (@) beztiglich 7i(z#). Die Drehung von 7i(z*) erfolgt somit auf dem kiirzest moglichen

Weg, also ohne Rotation um die eigene Achse.

Aus der Proportionalitit zwischen den farbskalaren Grofen UH(z#) und I'*(z#) wird nun

eine Abhéngigkeit zwischen farbvektoriellen Grofien (siehe Gl. 6.20)

(& €

av _
K (o) — () = —
) 4mepc ) 4mepc

F(zH) x O (2. (6.35)

Es ist somit moglich, direkt aus dem Feld 7i(z#) das neu definierte farbvektorielle Vie-
rerpotential U#(z#) des elektrischen Monopols zu berechnen. Man erhélt das sogenannte
Wu-Yang-Potential

e 1

25 (pH AL () — —
dmege Tew(x ), (")

47Teeoc % €o(@").
(6.36)
Diese farbvektoriellen Groflen miissen im Weiteren zu farbskalaren Groéflen umgeformt
werden, um sie mit dem bekannten farbskalaren Viererpotential 4#(z*) einer elektrischen
Punktladung vergleichen zu kénnen. Eine Eichtransformation ist ein Mechanismus, der
genau das bewerkstelligen kann.

Woar) =0, W) =0, W)=
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6.2.3 Eichungen

Jedem Punkt des M* wird dabei eine SO3-Matrix 2g(2#) zugeordnet, die den Vektor der
Paulimatrizen & lokal dreht

& (z") = Qg (aM)a, mit Qg(zt) = e wr@)n@)L (6.37)

Dies fiihrt einerseits dazu, dass sich das Koordinatensystem des R3, in dem sich das
zum Punkt a# gehorige SU2-Element Q(x*) befindet, dreht. Q(a*) selbst bleibt dabei
unverdndert

Q= —in'd = —-in¢ — 7 = Q. (6.38)

Andererseits kommt es auch im Tangentialraum von @Q(z*) zu einer Rotation der Basis
. 1 / . 1
Qi = ~150:Q = QEij(_l)io'jQ = Opijeq.;. (6.39)

Das Drehen der lokalen Koordinatensysteme im Tangentialraum von @Q(x*) entspricht
wiederum einem kontinuierlich verinderten I H(xz#) und somit einer Umeichung des farb-
vektoriellen Viererpotentials %“(m“).

Fiir die Verdnderung von @Q(z*) erhélt man

'1 = '1 = — —
0uQ = —1§QLO/Q = —15(2“0@ — QL = (82, (6.40)
Aus der Verénderung der gedrehten Tangentialbasen e'Qﬂ-(x“) wird I'"*(z#) definiert
ueq: = —il ik eq .- (6.41)

Die Forderung, dass die Parallelverschiebung eines Vektors v von der Eichung unbeeinflusst
bleiben muss, fithrt zur expliziten Darstellung von I'"#(z#) und " (xH)

D,0= (0,1 +il,)t=0 <+— AQﬁ24@1+JDW:0, (6.42)
— I, = Qp(I, —i0,1) 24, (6.43)

— I, = sl + O, (6.44)

“(_jEM = MWEéZ,JE + sin wEBMeZJE + (1 — COS wE)(éLJE X 8M€wE)- (6.45)

Daraus lisst sich nun die Veréinderung von 7i’(z*) ableiten
Ouit’ = —iI,, . (6.46)

Die Gleichung fiir die Entwicklung von 7i’(z#) ist also forminvariant unter Eichtransfor-
mationen. Die Koordinaten I" "M (zH) werden nun allerdings generell nicht mehr normal auf
ii'(z") stehen. Der Ansatz fiir I"*(z#) in Bezug auf @' (z) muss daher ein Allgemeiner
sein (siche Gl. 6.34)

Ly =i (1) + it x 8y’ = i (i Fpy) + 71 x Qi (6.47)

Bei der Berechnung von R;W(x“) muss man beriicksichtigen, dass die Proportionalitét

—

I(z") = %ﬁu(:ﬂ“) nach der Eichung nicht mehr existiert. Damit gilt auch die Maurer
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Cartan Gleichung nicht mehr (siehe Gl. 3.114), und man muss auch fiir R}, (z*) auf den
allgemeinen Ansatz zuriickgreifen (siche Gl. 3.110)

R, =R, L= 0,0,—0,I,—I,xI,)L=QuR,,LOL = QuR, 0, (6.48)

- R, =R (6.49)

Die Koordinaten des Kriimmungstensors éuy(x“) verhalten sich also unter Eichtransfor-
mationen wie die Koordinaten eines Vektors.

6.2.4 Die Parallel-Eichung

Diese spezielle Eichung ermdoglicht es, das farbvektorielle Viererpotential Cl‘f“(x“) in ein
farbskalares Viererpotential U*(2#) zu transformieren. Man dreht dabei lokal den Vektor
der Paulimatritzen & derart, dass die resultierenden Vektoren 7i'(z*) in die Z-Richtung
des inneren Raumes zeigen. Verwendet man wieder die inneren Winkelkoordinaten 6(z*)
und ¢(z*), so ergibt sich

7 = Qpit = %Ll = &y, (6.50)
I, =i (i Og,) = (1 — cos 0)9,6¢7, (6.51)
R, = 0,0, —0,I, = sin0(9,00,¢ — 9,00,0)éz. (6.52)

Die GréBe I"#(z#), die ja die Veréinderung von i'(2*) beschreibt, kann nur mehr eine zu
i/ (x#) parallele Komponente aufweisen, die einer gegenseitigen Verdrehung der paralle-
len Vektoren 7i’(z#) entspricht. Somit zeigt auch éLy(x“) in die innere Z-Richtung. Die
Parallel-Eichung ist allerdings eine singulire Eichung, da sie fiir Vektoren 7i(x*), die in die
zur Eichung entgegengesetzte innere Richtung weisen, nicht definiert ist.

6.2.5 Das farbskalare Viererpotential

Fiihrt man nun die Parallel-Eichung speziell fiir den Wu-Yang-Igel durch, so erhélt man

I (a#) = (L=cos? < 0 >)5Z. (6.53)

rsind  \ €y

Unterstellt man wiederum gleichbleibende Proportionalitéit zwischen U (z#) und I (),
so kann man jetzt ein farbskalares Viererpotential U’*(x#) aus der einzig verbleibenden
inneren Z-Komponente von I"*(x#) definieren

i (g = — I (zh), (6.54)

dmege

— %W(CCM) =

e 1—cos? [0
 dwege  rsind

€

> = YNk (g1, (6.55)

Das so erhaltene farbskalare Viererpotential U/#(z#) ist also exakt gleich dem friiher de-
finierten Viererpotential UN#(z#), das beim Dirac-Monopol fiir den gesamten M? mit
Ausnahme der negativen z-Achse definiert wurde. Eine Umeichung aller Vektoren 7i(z#)
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in Richtung der negativen inneren Z-Achse fiithrt analog zu einem farbskalaren Viererpo-
tential U (z*), das dem Viererpotential Y4S#(z#) entspricht. Im Unterschied zum Dirac-
Monopol entsteht aber beim Wu-Yang-Monopol die Singularitéit nicht durch die Art der
Beschreibung selbst, sondern findet ihre Ursache in der Singularitét der Parallel-Eichung.
Das am Beginn der Eichung stehende Wu-Yang-Potential beschreibt den elektrischen Mo-
nopol mit Ausnahme des Nullpunkts singularitéitenfrei.

6.2.6 Der farbskalare Feldstirketensor

Motiviert durch die besondere Form der Koordinaten des Kriimmungstensors in der Paral-
lel-Eichung, RLU (xH) = 8ﬂf Y (zh) — 8, ,.(z!"), lassen sich auf eine, unter Eichtransforma-
tionen notwendig forminvariante Art und Weise die farbvektoriellen Feldstérketensoren
A (z1) sowie YF(z#) und damit auch die farbvektoriellen Feldgrofen E’¢ und B’
sowie E' und B’ definieren (siche Gl 4.105)

= R = g — o, (6.56)
TEQC
. . 1 . S

P = ——4;6003“” = 5(3“%4” — O"UAm), (6.57)

0 _RB* — B glz 0 _B‘x _BY _p?

ap | BT 0 RER —lEY g, (BT 0 pET LBV

= B’/y _ lE/z 0 lE/x y = By _ lEZ 0 lEm

C C C C
B* lpw _lpmz g B* lgv _lpz

(6.58)

Analog der Vorgehensweise beim farbskalaren Viererpotential " (x#) ldsst sich auch
hier der farbskalare Feldstirketensor YF'#¥(z#) aus der einzig verbliebenen inneren Z-
Komponente des farbvektoriellen Feldstérketensors 9F/# (zH) ablesen.

Um nun, im allgemeinen Fall unabhéngig von einer speziellen Eichung, aus dem farb-
vektoriellen Feldstérketensor 9+ (z#) auf wieder forminvariante Weise den farbskalaren
cichinvarianten Feldstiirketensor 9F/# (z#) = 9FH (z#) zu erhalten, bictet es sich an, das
innere Produkt von /M (z#) mit i (z#) sowie von FH(z#) mit 7F(a*) zu bilden, denn
beide Multiplikanden zeigen unter Eichtransformationen ein einfaches vektorielles Trans-
formationsverhalten (siehe Gl. 6.38, 6.49)

Apiny = dp g (6.59)
dpmy = dpmv g = dF ! = A, (6.60)

6.2.7 Die Energiedichte

Ausgehend von der relativistischen Elektrodynamik folgt fiir die eichunabhéngige Lagran-
gedichte Yqp, (2#) und daraus fiir die eichunabhiingige Energiedichte Hem () = YHem (2#)
fiir den M* ohne den Ursprung
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4po
=~ (P ) =~ P E) ')
_ _ﬁdﬁuudﬁuy _ _EEOE‘%’E“@" (6.61)
Heom = Tom + Wem = %OEZE’ = %O(Eiﬁ)(ﬁiﬁ) = %OEZE’ (6.62)

6.2.8 Die Abelsche Eichfreiheit

Ein Feld 7/(2*) in beliebiger Eichung besitzt immer noch einen speziellen verbleibenden
Eichfreiheitsgrad, ndmlich lokale abelsche Rotationen mit der SO3-Matrix {2z, (z#) um die
eigene Achse

" (at) = Qga(a)d (), mit g, (z) = e_i“‘“:‘"*(”w)ﬁ,(”C“)E7 (6.63)
7" = Qpait! = i, (6.64)

I =T+ Ouweail, (6.65)

R, =R, =R, (6.66)

Die Vektoren 7’ (x*) und éLy(x“) bleiben also unveréindert, und f;(m“) erhilt einen weite-
ren Term, welcher die zusitzliche gegenseitige Verdrehung der Vektoren 77’ beriicksichtigt.
In der Parallel-Eichung erhilt man daraus fiir das farbskalare Viererpotential U”*(z#) die
gewohnte Eichfreiheit aus der Elektrodynamik

e

Y = dm O wEa. (6.67)

4mepc

In Anlehnung an diese Zusammenhénge werden die farbvektoriellen Gréfien auch als nicht
abelsch bezeichnet, und diejenigen farbskalaren Groflen, welche sich als Projektion der
farbvektoriellen Grolen auf 7i(x#) ergeben, werden auch abelsch genannt.

6.3 Der SU2-Monopol

6.3.1 Definition

Um die verbleibende Singularitit des Wu-Yang-Monopols im Ursprung des M* zu elimi-
nieren, bietet es sich an, statt nur des Aquators der SU2, die gesamte obere Halbkugel der
SU2 zur Beschreibung eines elektrischen Monopols heranzuziehen

U(@) = Q(d) = 1 cosa — inid sin a, mit w=2qa, 0=« , A2=1. (6.68)

[IA
|y

Die Zuordnung des Vektors 7i(z#) zum M?* bleibt gleich

=

A(zh) == (6.69)

8
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Die rotationssymmetrische Funktion a(a*) = (| # |) wird so definiert, dass der Ursprung
frei von Singularitdten ist, und dass der SU2-Monopol fiir groffe Entfernungen in einen
Wu-Yang-Monopol iibergeht

a(0) =0, a(co) = —. (6.70)

Der genaue Funktionsverlauf von «a(| Z |) ergibt sich aus der Minimierung der Gesamt-
energie des Monopols, wie spéter gezeigt werden wird. Dieses Feld wird SU2-Igel genannt.

6.3.2 Grundgleichungen

Alle Gleichungen, die beim Wu-Yang-Monopol zur Beschreibung seiner physikalischen FEi-
genschaften aus der Topologie hergeleitet wurden, miissen nicht nur in weiter Entfernung
gelten, sondern miissen sich auch auf den Kern des SU2-Monopols iibertragen lassen. Aus-
gehend von dem nun allgemeinen f“(m“) der SU2 sind dies folgende Formeln (siehe GI.
6.35, 6.57, 6.60, 6.61, 6.62)

fﬂ = Oy, + sin a cos a 0,7 + sin®a (7 x 9,,7), (6.71)
O 6.72
drege (6.72)
B 1 . . .
dpm . — 5(3%%“ — VUM, dpwv . — dpuv g (6.73)
1 o o I
dEem = d%m - dvem = _—dFﬂdeﬂy = —E_OEZEZ, (674)
4#0 2
Hem = Tom + Wem = %OE’E (6.75)

Im Gegensatz zu der Situation in weiten Entfernungen vom Zentrum gilt die Gleichheit von
(AFmv ﬁ)(dﬁwﬁ) und dFH dﬁW im Innenraum des SU2-Monopols nicht mehr, da hier die
GréBen 9F# (¢#) und 7(2*) im Allgemeinen nicht mehr zueinander parallel stehen. Daher
ist der nun getroffene Ansatz fiir %Lep (2*) und somit auch fiir Hem(ac“) prinzipiell eine
freie Wahl. Bemerkenswert dabei ist, dass die Komponenten von 9F° Hv(zt), die normal auf

fi(z*) stehen, im farbskalaren Feldstirketensor YF#(z#) keine Beriicksichtigung finden,
aber gleichzeitig einen Beitrag zur Lagrangedichte 9%y, (2#) und Energiedichte Hep, (2*)
leisten. Ein SU2-Monopol in der nun getroffenen Definition besteht also aus mehr, als nur
aus seinem farbskalaren elektromagnetischen Feld.

6.3.3 Das E-Feld
Fiir das farbvektorielle E-Feld Ez(m“) erhélt man in Kugelkoordinaten folgende Werte

. . L. 1

Br=cW e = - = (P x [%0) = - = sin? 6.76
¢ 471'60( % ) dreg 12 sin"acér, (6.76)

- - -, _ 1da

BV — e — & (e oy = £ 2 %%Gnae 6.77
¢ 471'60( % ) dmeg T dr seree (6.77)

~ . o . 1da

B9 = dFr — _ Forx iy =_—_% “%%Gnaeg 6.78
¢ 471'60( % ) dmeg T dr St (6.78)
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mit € =cosaé€y +sinae,, €= —sinaéy+ cosaé,.

Im Limes r — 0\r — oo, und bei Verwendung einer Profilfunktion a(r) = arctan -, die
spéater hergeleitet wird, ergibt sich folgendes Bild

i Eren) — ¢ Lo N T I

}%E (2") = 4reg rl e\ TlggoE (z%) = dreg 12 e (6:79)
, e 1 _,

lim EV(z#) = ——— ¢, lim EY(zt) = :

lim B (") a2 \ lim EY(z") =0, (6.80)
- e 1 _

im EP(zh) — — s ' @ (ph) —

}L)I%E (a) o 3% \ rlggoE (z#) = 0. (6.81)

Von den farbskalaren E-FeldgroBen Ei(z#) = E*(z*)i(x*) bleibt iiberall nur E (2*) erhal-
ten. Dieses Feld strebt fiir kleine Abstdnde im Gegensatz zur herkdmmlichen Elektrody-
namik nicht gegen unendlich sondern gegen einen endlichen Wert, ist somit allerdings im
Ursprung weiterhin nicht definiert. Fiir grofle Absténde erhélt man das gewohnte E-Feld
eines elektrischen Monopols

LI comeny ¢ 1.
}’%E(x )_ 47‘(‘60 ’I“ger \ rhﬂIgoE(x )_ 47‘(‘60 T2€r' (682)

6.3.4 Die Energie

Die elektromagnetische Feldenergie des Monopols Fep, (t) kann auf Grund der sphérischen
Symmetrie durch ein Integral {iber r dargestellt werden

Fom = / P Hom = / Bz (BB + BB 4 B2 E*)

e? sinta d 9
= I /dr (2—702 + (% cos a)”). (6.83)

Eine Streckung der Profilfunktion a(r) — a(%) mit A > 1 fiihrt zu einer Verringerung der
Energie Eepn(t)

sin*a(L T
Bupy = & /dr( ()‘)—i—(icosoz(—))Q): Eon. (6.84)

dmeg 272 dr

Ein derartiger Monopol kann daher nicht stabil sein. So wie beim Sinus-Gordon-Soliton
die potentielle Energie der Schwerkraft ein ZerflieBen des Solitons verhindert, benétigt
auch der SU2-Monopol einen potentiellen Energieterm Fpq(2*) zu seiner Stabilisierung.
Eine potentielle Energiedichte Hpot(2#) muss fiir groe Absténde gegen Null gehen, da-
mit die gesamte potentielle Energie nach oben beschrankt ist und muss weiters immer
positiv sein, damit eine Streckung der Profilfunktion a(r) zu einer Erhéhung der potenti-
ellen Energie fithrt und damit einem Auseinanderlaufen des Monopols entgegenwirkt. Der
folgende Ansatz als Funktion der Topologie beriicksichtigt diese Forderungen

e? e @ (zM) e?  cos?ma(r)
Algo(zh)) = 0 = , meé&N.
(4m)%e (20(=")) (4m)%eo 14 (4m)%eq T
(6.85)

Hpot (zH) ==
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Die GroBe rg gewithrleistet die richtige Dimension von Hpet(2#). Somit kénnen nun die
Funktionen 9€(z#), H(x*) und E(t) fiir den SU2-Monopol in ihrer entgiiltigen Form an-
geschrieben werden

1 o s €0 —

UL =T — W — Hpot = —4—MOdFWdFW — Hpot = —EOE’E’ — Hpots (6.86)
d d €0 7 7%

H="Tem + Vem + /Hpot = EE E' + /Hpot, (687)

e? sin*o* d N .
E — mOCQ — Eem + Epot — /dgl‘H = 47-[-60700 /dp (2—p2 + (d—p COS «x )2 + p2 COSQmOZ ),
(6.88)

Hierbei wurde dem SU2-Monopol eine Ruhemasse mg(t) zugeordnet.

Die tatsdchliche Energiefunktion Ej(¢) mit bestimmtem a*(p) findet ihr Minimum als
Funktion von A bei A = 1. Daraus lésst sich eine Beziehung zwischen Eep () und Epo(t)
im Energieminimum ableiten. Sie wird Hobart-Derrick-Theorem genannt

d d d 1
aE)\ |>\:1 = a(Eem)\ + Epot)\) |>\:1 = a(erm + >‘3Epot) |>\:1 = 0, (6'89)

—  Eom = 3Epo. (6.90)

6.3.5 Die Stabilisierung

Die einzige variierbare Bestimmungsgrofe fiir die Energie E(t) eines SU2-Monopols ist die
Funktion a*(p). Um nun diese Energie fiir eine stabile Solionenkonfiguration zu minimie-
ren, muss man die Variation des Energiefunktionals 0 E[a*(p)] gleich Null setzen

Bl (o)) 1= [ dg %ww = Elo*(p) + 60" (0)] - Elo*(p)] =0, (6.91)

d? . (1 —cos’a*)cosa*
— dp (d—p2 cosa” + 2

Da die Variationen da*(p) voneinander unabhingig sind, erhilt man als Bestimmungsglei-
chung fiir die Funktion a*(p), die einer Minimumenergie entspricht

—mp? cos®™a*) sina*da* = 0. (6.92)

d2 1— 2 % *
7,2 08 a* + (1 = cos (; Jeosa” _ mp? cos®™ o =0, (6.93)
p p
—  o*(p) =arctanp, mit m = 3. (6.94)

Ein mogliches Ergebnis fiir a*(p) ist also die bereits fiir das Sinus-Gordon-Soliton charak-
teristische Arcustangens-Funktion (siehe Gl. 5.16).
Fiir die Energie eines SU2-Monopols E(t) ergibt sich somit explizit

62

T
= — =0,511 MeV — = 2. 21 fm. 6.95
degrg 4 ’ ¢ "0 oL ( )
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Die Energieanteile des radialen E-Feldes, des tangentialen E-Feldes und der potentiellen
Energie stehen dabei in einem Verhéltnis von 2 : 1 : 1. Die radialen Energiedichten des
tangentialen E-Feldes und der potentiellen Energie sind sehr stark in der Néhe des Zen-
trums konzentriert und fallen dann verh&ltnisméfig schnell asymptotisch gegen Null ab.
Integriert man nun diese Anteile zum Beispiel nur bis zu einem Wert von p = 10, was
einem Radius » = 107 entspricht, so vernachldssigt man dabei lediglich 0,08 7 der Ge-
samtenergie eines Solitons. Die Energieanteile des radialen E-Feldes sind im Gegensatz
dazu allerdings langreichweitig.

6.3.6 Lorentztransformationen

Die SU2-Elemente Q(d(z*)) werden den Punkten im M* unabhingig vom verwendeten
Koordinatensystem zugeordnet. Die Koordinaten g,(d@(z*)) a = 1,2,3,4 von Q(d(z"))
sind daher Lorentzskalare. Speziell fiir ein, gegeniiber einem ruhenden Soliton mit der
Geschwindigkeit v in positive z-Richtung bewegtes System S’ erhilt man

Qa(z,y,2)) = Q@' +vt'), ¢/, 2)) = QA" (2" + vt),y/, ') = Q& (ct', 2"/, (z’)% |
6.96
- dE@™) =a@"), @) =al@”), 7@ =ah). (6.97)

Der SU2-Monopol ist im System S’ lorentzkontrahiert und bewegt sich mit der Geschwin-
digkeit v in negative z’-Richtung. Das bewegte Teilchen bleibt also rein auf Grund der
Relativitdtstheorie in seiner Form erhalten. Eine weitere wichtige Figenschaft von Solito-
nen ist somit erfiillt.

Die topologischen Gréflen des Solitons transformieren sich wie folgt

8,Q' (™) = =T, (z")3Q' ("), (6.98)
— IR = AR TV (2. (6.99)

Aus den transformierten topologischen Gréflen des Solitons lassen sich nun die farbvek-
toriellen und farbskalaren elektromagnetischen Feldgréfien im System S’ ableiten, wenn
man den diesbeziiglichen Formeln die notwendige Lorentzinvarianz unterstellt

Wh(a't) = —ﬁ;ocf’“(x’“) = M4 (at), (6.100)

A _ %(6’“%”’ — Yy = A%Alfodﬁpﬁ (6.101)

e fe, BY — yEY. E* = yE7, (6.102)
B =, BY = gy, B =By BV, (6109
dpruy _ dfw g _ AHpAVUdeU7 (6.104)

E"™ = E*, E" = ~FEY, E’* = ~E?, (6.105)
B =, BY = m%Ez, B = —57%5]9. (6.106)

Das Ergebnis steht in Einklang mit den Transformationsformeln der Elektrodynamik fiir
elektromagnetische Felder (siehe Gl. 4.68 und 4.69).
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6.3.7 Der Viererimpuls

Die Berechnung der Energie E’(t') des Solitons im System S’ erfolgt wieder iiber die
betreffenden forminvarianten Gleichungen aus dem Ruhesystem

1 €
dpr _ dar _dyy druvdy _ it S0 S
L= 7;m Vem pot - _4/L0 L FHV pot - 2MOB ‘B" EZEZ pot7 (6 107)
1 5,5,
H =T+ W + Hpor = S B"B" + E”E” + Hpor. (6.108)

Integriert man zu fester Zeit ¢’ und beniitzt das Hobart-Derrick-Theorem (siehe Gl. 6.90),
so erhilt man folgendes Transformationsverhalten von FE(t)

E = / B’ " =~ / BrH =~E = myyc®. (6.109)

Im Vergleich mit der Energie eines Sinus-Gordon-Solitons entspricht dabei die magnetische
Feldenergie der kinetischen Energie der Pendel, die elektrische Feldenergie der Torsions-
energie der Drehfeder und die potentielle Energie ist, wie schon erwihnt, das Analogon
zur Energie der Schwerkraft.

Fiir die Definition des Impulses eines Solitons p”(¢') im System S’ macht man einen zur
Definition der Energie E'(t') folgerichtigen Ansatz. Bei Integration zu fester Zeit ¢’ und
wieder unter Verwendung des Hobart-Derrick-Theorems (siche Gl. 6.90) ergibt sich

p /d3 ' T .= /dgl'/ €0 (E_u’lyB’/z o E_w'lzély)
= —%y/d‘g’x?—l = ——7E = —mo, (6.110)

— P = —moyv. (6.111)

Der dazugehérige Viererimpuls p'(t’) des Solitons ist vergleichbar mit dem eines realen
freien Teilchens und transformiert auch dementsprechend

LEN\# moye \” L1E\" moc\”
o (e = MY = A () = an (T 112
p"‘p; =p'py = mac?. (6.113)
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7 Allgemeine SU2-Felder

Im Folgenden werden zuerst die Verhéltnisse in allgemeinen SU2-Feldkonstellationen un-
tersucht, um dann in einem letzten Schritt einen Spezialfall dieser SU2-Felder, den soge-
nannten elektrodynamischen Grenzfall, der einer bestimmten Menge von Anfangsbedin-
gungen entspricht, mit der herkémmlichen Elektrodynamik vergleichen zu kénnen.

7.1 Fundamentale Beziehungen

7.1.1 Grundgleichungen

Ausgehend von dem Feld eines SU2-Monopols kénnen folgende Relationen auf allgemeine
SU2-Feldkonstellationen ibertragen werden (siehe Gl. 6.72, 6.73, 6.86)

. e -
dgn = —4mocr“, (7.1)

dpmy — %(aﬂdﬁ” — grimy, dpmv — dpmv g (7.2)
P — —%eﬂ”f’”dﬁm, FM = Frvg, (7.3)
AU = MTm — Wem — Hpot = —%}mdﬁwdﬁw — Hpor- (7.4)

7.1.2 Bewegungsgleichungen

Die Variation der Lagrangedichte eines SU2-Feldes, 9£(&, 0,d), erfolgt generell nach den
verallgemeinerten Freiheitsgraden des Systems und nach deren Ableitungen, & und 0,d&

8(&,8,d) = L(a +6d,0,(d + 6d)) — UL(A, 0,q). (7.5)
Hierbei wird lokal fiir jedes Q(&) der Winkel & variiert

0Q(d) = Q(d + 0d) — Q(a). (7.6)

Alternativ dazu kann man auch lokal Q(&) mit einem Nachbarelement von 1, Q(5),
multiplizieren, und man erhélt
0Q(@) = QAR - Q(@). (7.7)

Daraus ergibt sich eine alternative Variation der Lagrangedichte (&, 9,,@)

8L(,8,@,08,8,08) = L(d,8,d,55,0,08) — L(a,,d)
e2 ~ d

= G (@O o A= 005 (T x (P X TV)). - (78)
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Die Bewegungsgleichungen des Systems errechnet man wieder durch Variation der dazu-
gehorigen Wirkung 45

1 " "
645 = = / d*z 69£(&,0,4d,68,0,683) = 0, (7.9)
c
d s
— d—/l +0,(I, x (I'" xI"))=0. (7.10)
q0
Um das Ergebnis in eine anschauliche Form zu bringen, bietet es sich an, eine farbvekto-

rielle Impulsdichte 7, (z#) und ihre verallgemeinerte Form 74 (z") zu definieren (siche Gl.

4.43)
0L (a, 0,a)

L
Fala) = T (7.11)
OUL(E,0,8)  D0L(d,0,d)  00UL(d,D,d)
211 () 2 0ud) _ 2 Ou®) _ 2 ) 12
- Tl 00,0 860, 90,00 (7.12)

Aufgrund der alternativen Variation der Lagrangedichte 9£(a, 0,,Q) lautet die entgiiltige
Definition der Impulsdichte 7#(x*) folgendermaflen

Th(h) = 00, 0, {5 0,08) _ ¢ (I, x ('™ x IT')). (7.13)
80,633 (4m)%e

Diese Impulsdichte 7#(2*) kann auch direkt aus der Lagrangedichte 9£(@, 0,,0) berechnet
werden

8IL(a, 8,@, 083, 8,008) = 609C(a,0,a, 00, (8,05 — 2L, x 68)) = 09L(a, 8,@,63,0T,), (7.14)

8 (&,8,a, 88,07, 0c(a,0,a
S qn(er) = 207G, 0,6,06,00,) _ 0T, 9,8) (7.15)
04l or,
Die Grofe I u(zt), die ja proportional zu 0,Q(z") ist, kann somit als verallgemeinerte
Geschwindigkeit interpretiert werden.
Die Bewegungsgleichungen lauten schliefflich in ihrer anschaulichen Form

d
8u7?“(:6‘u) = _E/Hpot(x“)- (7.16)

7.1.3 Quantenzahlen

Topologische Ladung: Betrachtet man nun eine beliebige S1-Feldkonfiguration im
Sinus-Gordon-Modell, so ist die Anzahl der Umdrehungen der Pendelkette bei endlicher
Ausdehnung der Verteilung der potentiellen Energie zu einem Zeitpunkt gequantelt. So-
lange das Feld endlich bleibt, ist diese Quantenzahl zeitlich stabil. Diese Uberlegung
kann auf beliebige, in Bezug auf die potentielle Energie endliche SU2-Feldkonfigurationen
ibertragen werden. Man erhélt dabei die zeitlich konstante Quantenzahl Qyop , die topo-
logische Ladung. Sie gibt an, wie oft beim Durchlaufen des gesamten Ortsraumes zu einem
Zeitpunkt ¢ das dazugehorige Tangentialvolumen der SU2 bedeckt wird (siehe Gl. 3.101
und 3.102)
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1 1 — — —
Qtop ‘= 7o /dxdydz —= (2,(£2y x §2,) =

dxdydz (L, x ), 1
V(SU2) 22 /xyz (Iy x 1), (7.17)

212

1
— Qtop S §Z0 (718)

Dadurch kann man der gesamten SU2-Feldkonfiguration einen Spin s zuordnen, der somit
ebenfalls quantisiert ist

1 . ~
s Qun = g5 | [ dedydz Ty < 1) | (7.19)

1
- se;No. (7.20)

In kovarianter Formulierung wird die topologische Ladung Qo auch zu einem Lorentz-
skalar

272 31
Durch den Vergleich mit der allgemeinen kovarianten Definition einer Ladung ldsst sich eine
topologische Viererstromdichte jt‘gp definieren, die, bedingt durch die zeitliche Konstanz
von Qtop, automatisch die Kontinuitétsgleichung erfiillt

11 S =
Qtop = /FM(FV x Ip)dat A dx” A daP. (7.21)

1 1 Lo " 11
QtOp == /FM(FV X Fp) dl’u /\ dxy /\ dxp == _g /GMVPO'jg)p dx“ /\ dw” /\ de’ (722)
C o

272 3!
. CPtop c 1 ouvp A (1 al 2 154 o
- o (7 =——"Pr ([, xI,)=———1I,F", 7.23
Jtop (jtop > 22 3!6 M( P) 3er 1o H ( )
S B, =0, (7.24)

Die topologische Ladung eines endlichen Volumens V', Qopv (), ist nicht gequantelt und
auch zeitlich nicht konstant, da topologische Strome, ﬁop df_f, in das Volumen eindrin-
gen konnen, und es auch wieder verlassen konnen. Das kovariant definierte Integral ist
allerdings weiterhin ein Lorentzskalar

11

Qiopv (t) := 30 / €pvpoJtop AT A dx¥ N dz”. (7.25)
%4

Elektrische Ladung: Im Gegensatz zum Sinus-Gordon-Modell besitzen allgemeine,
in Bezug auf die potentielle Energie endliche SU2-Felder auf Grund der hoheren Anzahl an
Freiheitsgraden noch eine weitere charakteristische Quantenzahl, ndmlich die Windungs-
zahl Z. Sie gibt an, wie oft beim Durchlaufen einer beliebigen geschlossenen Fléche im
Ortsraum zu einem Zeitpunkt ¢, welche den gesamten potentiellen Feldanteil umschlief3t,
die dazugehorige Aquatorfliche der SU2 bedeckt wird (siehe Gl. 3.100). Die Windungszahl
Z ist ebenfalls zeitlich konstant und lautet mit nach aulen gerichteter Fliche F(u,v)

Z = m j{ du dv %ﬁ(ﬁu x 3,) = % j{ dudv (L x I)
F ) )
_ % 7§ dudv i((7 x D) x (7T X Dyii)) = ﬁ f{ dudv (O x Dyil),  (7.26)
Fu,v) )
- Ze. (7.27)
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Dadurch kann man der gesamten SU2-Feldkonfiguration eine elektrische Ladung Q. zu-
ordnen, die ebenfalls quantisiert ist

Qe = —€Z = —— jé dudv (T, x T), (7.28)
F(uv
= Qe € —€Zy. (7.29)

In kovarianter Formulierung wird die elektrische Ladung Q. ebenfalls zu einem Lorentz-
skalar. Dieses Fliachenintegral kann dann mit Hilfe des Satzes von Gaufl in ein Volums-
integral umgewandelt werden (sieche Gl. 2.42). Die nach aufien orientierte Fliche F'(u,v)
und ein rechtshéndig orientiertes inneres Volumen Vi (r, s, t) verlangen dabei ein positives
Vorzeichen

Qo = —i% ﬁ(fu x I) dat A da? = —%% / Bu(ﬁ(fy X fp)) dxt A dx¥ A da?.
F(u,v) Vin(7,8,t)

(7.30)

Durch den Vergleich mit der allgemeinen kovarianten Definition einer Ladung lasst sich

wieder eine elektrische Viererstromdichte ] definieren, die, bedingt durch die zeitliche

Konstanz von ¢, automatisch die Kontlnultatsglelchung erfiillt

1 R _ 11
Qo = _412— / Ou(i(L, x I)) dat' A da” Nda? = 230 / €pvpo Jq Azt Ndx” A da?,
c
Vin(r,s,t) Vin(r,s,t)
(7.31)
o CPel 366 1 comp — — o
N _ 9,ii(F, x [)) = — 9, 7" 7.32
Jel = (Jel > R il x Ip) = (7.52)
X i) (7.33)

Die elektrische Ladung eines endlichen Volumens V, Qelv( ), ist nicht gequantelt und auch
zeitlich nicht konstant, da elektrische Strome, ]el dA in das Volumen eindringen kénnen,
und es auch wieder verlassen kénnen. Das kovariant definierte Integral ist allerdings wei-
terhin ein Lorentzskalar

11

Qarv(t) == T

/e,wp(,]eldx Adz” A dxP. (7.34)
|4

Homdéomorphie: Beliebige SU2-Feldkonfigurationen, die durch kontinuierliche De-
formation bei endlicher Gesamtenergie, also bei festgehaltenen Feldwerten im Unendlichen,
ineinander iiberfiihrbar sind, kénnen topologisch nicht voneinander unterschieden werden.
Sie sind homéomorph und weisen damit den gleichen Satz von Quantenzahlen Qo und
Qe auf. Umgekehrt stellt auch die Gleichheit der beiden Quantenzahlen bereits eine hin-
reichende Bedingung fiir die HomG6omorphie dar.

7.1.4 Arten von Solitonen

Alle stabilen elektrischen SU2-Monopole kénnen durch die 4 moglichen Kombinationen
der jeweils betragsméBig kleinsten von Null verschiedenen Quantenzahlen Qyop = :I:% und
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Qo1 = e charakterisiert werden:

Qtop = +% \ Qe = —e — Monopol: go > 0\ 7i(z") = —1—% Elektron mit Spin up
Qtop = —% \ Qe = —e — Monopol: gy <0\ 7i(a") = % Elektron mit Spin down
Qtop = +% \ Qe = +e — Monopol: gy < 0\ 7i(aH) = —% Positron mit Spin up
Qtop = —% \ Qo = +e — Monopol: ¢o > 0 \ 7i(z#) = —% Positron mit Spin down

Stabile magnetische Monopole sind bei Verwendung von dualen Potentialen durch SU2-
Felder nicht darstellbar.

7.1.5 Feldgleichungen

Ausgehend von der Darstellung der beiden farbvektoriellen Feldstérketensoren F HY ()
und 9F# (z#) kénnen fiir beliebige SU2-Feldkonfigurationen jeweils zwei farbvektorielle
Viererstromdichten je’f (z#) und jhag(z*) definiert werden, welche auf Grund der Antisym-
metrie der beiden Feldstérketensoren automatisch die Kontinuitétsgleichung erfiillen, und
zu den farbvektoriellen Feldgleichungen fithren

v CPel 1 v ecl o A ~ v
=2 =—9,FW = ——— "7 9,(, x I,)qy =0, 0 =0, (7.35
Jelq <Je1a > 110 ut'a Ar 3 € u( p X )a vlel, ( )
— divE, = —Pely = 0, rot B, = [10Jel, +c—20tEa = c—zatEa, (7.36)

0
-V . [CPmaga | ._ druv _ € = =17 -y _

Jmaga = (;maga > =0, Fl" = _477608“(FM x I')q, Ovjmag. = 0, (7.37)
— div ga = Pmagas rot Ea = _jmaga - atéa. (738)

Die dazugehérigen zwei farbskalaren Viererstromdichten j/(z#) und jfag(z#) und die
farbskalaren Feldgleichungen erhélt man wiederum durch Divergenzbildung der farbskala-
ren Feldstirketensoren F*(z#) und 4FH (zH)

. CPel 1 dec 1 o - oo .

Jel == (j‘j) = %(%FW = =03 €PP70,((I'y x I'y)i), dvjn =0, (7.39)
o= 1 - R 1 -
— div E' = —pq, rot B = pojel + 50 E, (7.40)
€0 C

v (Pmag) g dpr — . © g (PR x )7 Byjt., =0, (7.41
Jmag (jmag> G 4meg ull ), vImag  (741)
— div B = Pmag: rot E = —fmag —9,B. (7.42)
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Diese Feldgleichungen sind linear. Es gilt also das Superpositionsprinzip.
Aus einer Invarianten der farbvektoriellen Feldstirketensoren ldsst sich eine Beziehung
zwischen den farbvektoriellen Feldgroflen ableiten

Frig, =0 —  E'B =0, (7.43)

7.1.6 Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Der Ansatz fiir den kanonischen Energie-Impuls-Tensor ©*¥ (z#) entspricht dem eines Vek-
torfeldes in der relativistischen Feldtheorie, wobei man nun @(z*) und 0,d(x") in der
Lagrangedichte 9£(a, 0,0) als verallgemeinerte Freiheitsgrade des Systems interpretiert

(siehe Gl. 4.51)

v 8d£ v v ad£ =17 v 62 = ~ =1 a v
O = == 0" — g de = 6?1“ — g™ = _(477)260@“ x T) (I x I'P) — g"ic
H H
1 1o o 1 15 o
- _%dF‘;dF”p + g“"(—4lu0 AEPo R 4+ Hopot).- (7.44)

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor O#"(xH) ist bereits symmetrisch und somit ident
dem dazugehérigen symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T+ (x*). Seine Koordinaten-
funktionen sehen folgendermaflen aus

S 1 = =
1% = 2E'E + 20 BB+ My =, (7.45)
A . o 1 .
TV = T = ¢y eijkEjBk =cqg' = -5, (7.46)
C
g g 1 oo oo 1 = -
T =T = —(oF B + - BB — (%OEZE’ + 5 BB = Hoa) = ~Taiy. (747)

7.1.7 Die Trennung Teilchen und Feld

Zunichst gibt es auch bei den SU2-Solitonen wie bei den Sinus-Gordon-Solitonen kei-
nen Unterschied zwischen einem Teilchen und seinem Feld. Es gelten die Bewegungsglei-
chungen fiir das gesamt SU2-Feld. Sie sind ein 1 + 3 dimensionales Analogon zur Sinus-
Gordon-Wellengleichung. Auf Grund der héheren Anzahl innerer Freiheitsgrade ist es je-
doch moglich, den symmetrischen Energie-Impuls-Tensor 7" (z#) in zwei Summanden
TR (z#) und TE" (z#), die ebenfalls Tensoren sind, fiir Teilchen und Feld aufzuspalten.
Zu diesem Zweck zerlegt man zunéichst die farbvektoriellen Felder 9F# (z#) und F/ (zt)
iiberall in die Komponenten normal und parallel zu 7i(z#)

dﬁ;w _ dﬁiﬂl + dFWV

. = BV 4 B (7.48)

Die normalen Anteile dﬁi“/(x“) und ﬁi“j(x“) sowie die potentielle Energiedichte Hpor (2#)
werden dem Subsystem “Teilchen” zugerechnet, wihrend die parallelen Anteile dﬁ'ft Y(zh)
und F_’]f‘ Y(z#) dem Subsystem “Feld” zugeschrieben werden. Man erhélt somit

TH = T 4 Th, (7.49)
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14 pazm 1 4= poam
T = —%dFﬁdeﬁP + 9" (L= FLF L po + Hpor), (7.50)

20
€0 = = 1 = =
T — EOEiEi + %3131 + Hpot = wr, (7.51)
) ) i ) 1 .
T = TP = egceijr B, BY = cgh = -5, (7.52)

TY =Ty = —(eoEiEiJr%BiBi—% (5°E1E1+2—mBiBi—Hpot)) = —Twrij, (7.53)

1 1
TH = — —dprdpvp 4 guv_— dppodp 7.54
70— Opigi L opipgi (7.55)
2 240
A . , 1
T = T = eyceijr B9 BY = cgh = =Sk, (7.56)
C
3 y N y 1 .
TH = T8 = —(eB'E + —B'BI — 6 (LE'E' + — B'B")) = —Tyypyj. (7.57)
Ho 2 2410

7.1.8 Der Viererimpuls

Man kann nun wiederum einen allgemeinen Viererimpuls p*(t) des SU2-Feldes definieren,
der einerseits in Einklang steht mit der entsprechenden Definition in der Elektrodynamik,
und andererseits auch die getroffenen Anséitze bei der speziellen Feldkonfiguration des
SU2-Monopols bestitigt (siehe Gl. 4.77, 6.108, 6.109, 6.110)

P() = %/d%T“G _ %/d?’x <;‘J§> _ (%gt(?) . (7.58)

Auf Grund der Divergenzfreiheit von T+ (x*), wie spéter gezeigt werden wird, ist p*(t)
ein Vierervektor und zusétzlich Erhaltungsgrofe.

Der kovariante Viererimpuls pﬁov(t) eines SU2-Feldes lautet in Analogie zu den entspre-
chenden Gleichungen der Elektrodynamik (siehe Gl. 4.78, 4.79, 4.80)

1 v lE oV t m t C
Palto) =+ [ g Ting, = (o0 C0)) - (Moo, (7.59
c 0 0
1 ¢ Bhov(to) mo(to)ye
!/ tn) = = dBCC T/lu,yni/ — <c_) kov \t0 _ o\to 2. 7.60
pkov( 0) c / 0 pﬁov(to) —mo(to)’ﬂ) ( )
Pleowo(10) Provou (to) = Pl (f0) Poviu(to) = mg(to)”. (7.61)

Beide Viererimpulse sind in allen Systemen ident.
Dementsprechend kénnen auch den beiden Subsystemen, Teilchen und Feld, die allgemei-
nen Viererimpulse p.(t) beziehungsweise pii(t) zugeordnet werden

pH(t) = ph(t) + pi(t), (7.62)
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Pia(t) == % / BT = % / B (;}2) = Cﬁg?) , (7.63)

P(t) = %/d%TgO = %/d% (;}i) = (%’%?) : (7.64)

Die Energie-Impuls-Tensoren T¢” (z#) und 15" (z*) sind, wie spéter gezeigt werden wird,
grundsétzlich nicht divergenzfrei. Daher sind die so definierten Vierergréfien von Teilchen
und Feld keine Vierervektoren mehr und auch von der Zeit abhéngig.

Das Ruhesystem eines beliebigen Feldes in Wechselwirkung ist nicht mehr eindeutig, son-
dern frei wihlbar. Dariiber hinaus sind die Mengen der moglichen Ruhesysteme der Sys-
teme Teilchen und Feld, Sy und Sy, nicht unbedingt ident. Das fithrt dazu, dass die
kovariant definierten Viererimpulse der beiden Subsysteme, pli (¢) und p{, i (t), generell
nicht mehr zum kovarianten Viererimpuls des Gesamtsystems addiert werden koénnen

1 1 Brovro (ty mro (to)c
p{:ovTO/ (tO/) = E /dgx(]’ T"%/no'u = (c ¢ 0 ( ) = 6(‘ ) > (765)
1 v L Bxovror (tor mpo (tor)c
o) 1= ¢ [ o = (5 000 ) = (M)
In einem beliebigem System S’ lauten diese kovarianten Viererimpulse folgendermafen
1 LB vt (tor) mro (ty)ye
1 t) = = d?’:ﬂ ST ) — <C_) kovT \tO _ T0’ (Lo e 767
Provr (o) c/ T Povr (tor) —mro (o) Y0 (7.67)
1 L B vovr (tor) mpor (tor)ye
Hopter) == [ dzgr T ), = (cq R I N 7.68
P kov (to7) c/ ortE T Pkovr (tor) —myor (tor ) YU (7.68)
p{:ovTO/ (tO/ )pkovTO/;L(tO/) = p/{:ovT (tO’ )plkOVTu(tO’) = m’QI‘O/ (tO/)Cz, (769)
Pl v (tor ) Provioru(tor) = P'h o (tor )P koviu(tor) = mign (tor)c?. (7.70)

7.1.9 Kraftgleichungen

Definiert man nun in Analogie zur Elektrodynamik eine Viererkraftdichte f*(x*) des SU2-
Feldes, so ldasst sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen zeigen, dass diese verschwindet

fH () := =0, T"H(z*) = 0. (7.71)

Die vom SU2-Feld lokal pro Zeiteinheit abgegebene Energiedichte und Impulsdichte ist
Null. Umgekehrt kann man unter der Annahme, dass das SU2-Feld frei ist, die Bewegungs-
gleichungen direkt, also ohne Variation der Lagrangedichte, herleiten. Die Gleichungen fiir
die Kraftdichte und die Bewegungsgleichungen sind also dquivalent.

Durch die Aufteilung der Viererkraftdichte f#(z*) in die entsprechenden Summanden fiir
Teilchen und Feld gelangt man zu den Viererkraftdichten ff(z*) und ff(2#), die beide
Subsysteme aufeinander ausiiben. Es handelt sich dabei um interne Kréfte

= f’lrl + fF = _al/T';'u - &/Tﬁ/“- (7.72)
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Unter Einbeziehung der Feldgleichungen erhilt man explizit fiir die vom Feldsystem auf
das Teilchensystem wirkende Viererkraftdichte f&(z#)

. 1 .
Ié‘L = Fuu]elu + —dFM Jmagv (773)
Hoc
fF = EE]el + EB]maga (774)
. - - - 1 - 1- _
fﬁw = Epel +jel x B + W(CBpmag - Ejmag X E) (775)

Die Kraftgleichungen sind also in Bezug auf die elektromagnetischen Felder und deren
Quellen symmetrisch.
7.1.10 Bilanzgleichungen

Allgemeine Betrachtung: An jedem Punkt im Ortsraum herrscht ein dynamisches
Gleichgewicht

f& = -1z, (7.76)
1 1 ; 1 1 i
1 i 1 i
—EathF + @TM,M = EathT — ajTM,Tji. (7.78)

Diese Gleichungen représentieren Kontinuitétsgleichungen fiir Energiedichten und Impuls-
dichten in beiden Subsystemen mit der zusétzlichen Moglichkeit des Austausches zwischen
den Systemen. Ein Uberschuss an Energiedichte\Impulsdichte im System Feld an einem
Punkt erhoht entweder die Energiedichte\Impulsdichte am selben Punkt im System Teil,
oder wird in Form von Quellen von Energiestromdichten\Impulsstromdichten im System
Teil an Nachbarpunkte weitergegeben, oder umgekehrt.

In Integralform lauten die Bilanzgleichungen unter der Annahme von natiirlichen Rand-
bedingungen folgendermaflen

/ R / £, (7.79)

d d1 w d d1 w
L N F :_M:__/d3 ). 7.80
at’F T Tdte / N <c§p> at’T " ate | ¢ \ear (7.80)

Die internen Energiestromdichten\Impulsstromdichten in jeweils beiden Systemen gleichen
sich also aus. Auch in einer Gesamtbetrachtung tauschen die Subsysteme Teilchen und Feld
Energie\Impuls aus. Was bleibt, ist allerdings die Energieerhaltung\Impulserhaltung des
Gesamtsystems.

Beispiel Monopol: Betrachtet man zum Beispiel einen freien, positiv geladenen
SU2-Monopol, so kénnen die zuvor beschriebenen Verhiltnisse gut illustriert werden.
Im Ruhesystem dieses Solitons gilt
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ff=0=—f3=0, (7.81)

. . . — . € —. -
fio=Elpa = —fi = ~0; (0B B\ — 85 (5 ELEL — Hpor)), (7.82)

/ Brfh=0=— / Bz fh =0, (7.83)

Die Energie des Solitons ist in dessen Ruhesystem im Verhéltnis 1 : 1 auf das System
Teil und das System Feld aufgeteilt (siehe Gl. 6.95). Daran &ndert sich auch nichts, denn
es wird lokal keine Energiedichte pro Zeiteinheit ausgetauscht. Das System Teilchen wird
allerdings vom eigenen E-Feld auf Grund einer positiven Ladungsdichte radial nach aufien
gedriickt. Die dazugehorige Dichte der Gegenkraft wird durch die Divergenz des Span-
nungstensors des Teilchens aufgebaut. Es handelt sich dabei um Normalspannungen und
Schubspannungen, die von der Normalkomponente des farbvektoriellen E-Feldes und von
der potentiellen Energiedichte gebildet werden. Das Integral iiber die Viererkraftdichten
beider Systeme verschwindet. In Summe wird also weder Leistung ausgetauscht noch wird
gegenseitig Kraft aufeinander ausgeiibt. Die Subsysteme Teilchen und Feld bleiben zeitlich
unverdndert.

Im Laborsystem sehen die Verhéltnisse folgendermaflen aus

1, .,
/% = EE/ZJ/& = - /OT, (7-84)
P = Bl + e hB =~ %, (7.85)

/ P fh=0=— / d*z’ f' = 0. (7.86)

Das Feld gibt in der, in Bewegungsrichtung gesehen, vorderen Hélfte des Solitons Leistung
ab und nimmt in der hinteren Hélfte die gleiche Leistung wieder auf. Die von einer positi-
ven Ladungsdichte verursachten expansiven Krifte existieren auch im Laborsystem. Dazu
kommen nun noch Kréfte, die von der Wechselwirkung des eigenen B-Feldes mit der elek-
trischen Stromdichte stammen. Ganz allgemein flielen dabei die Energiestrome und die
Impulsstrome innerhalb und zwischen den beiden Subsystemen derart, dass die Form des
bewegten Teilchens und des mitbewegten Feldes unveréindert bleibt. Die Integrale iiber die
beiden Viererkraftdichten verschwinden wieder. Energie und Impuls sowohl vom Teilchen
als auch vom Feld bleiben somit konstant.

7.2 Der elektrodynamische Grenzfall
7.2.1 Definition

Um das Modell der allgemeinen SU2-Felder mit der geltenden Elektrodynamik vergleichbar
zu machen, muss man eine Naherung durchfiihren. Zunichst wihlt man die Anfangsbedin-
gungen eines SU2-Feldes, in diesem Fall Ort und Geschwindigkeit von beteiligten Solito-
nen, derart, dass die einzelnen Teilchen noch als quasi frei angesehen werden kénnen. Der
Anteil an der Ruheenergie eines freien Solitons, der vom Subsystem Teilchen stammt, ist,
im Gegensatz zum Anteil, der dem Subsystem Feld zuzurechnen ist, lokal stark begrenzt
(siehe Gl. 6.95). Um dieser Tatsache Rechnung zu tragen, legt man um das Zentrum jedes
beteiligten Monopols in dessen anfinglichen Ruhesystem eine Sphéire mit einem Radius

98



von einigen 1y und definiert die eingeschlossenen Innenrdume als Kerne der Solitonen.
Im gesamten verbleibenden Aulenraum, der im Weiteren als Limes bezeichnet wird, ver-
nachlissigt man alle Groflen, die zum Subsystem Teilchen dieses speziellen SU2-Feldes
gehéren, in dem man dort a(z*) ident auf § setzt. Es gilt dann, wie im Folgenden gezeigt
werden wird, in jedem Inertialsystem
a(z!) == — Q(a(a")) = —in(z")d — dﬁi‘"(m“) =0, ﬁi“’(x“) =0, Hpot(zt)=0.
(7.87)
Das Subsystem Feld der gesamten SU2-Feldkonfiguration bleibt also unveréndert, wihrend
das gesamte Subsystem Teilchen durch einzelne, raumlich voneinander getrennte Subsys-
teme gendhert wird.
Weiters sei vorausgesetzt, dass die Solitonen durch eine weitere Einschriankung der An-
fangsbedingungen wiahrend des gesamten Streuprozesses als solche erhalten bleiben, dass
also die Kernbereiche der einzelnen Solitonen nie iiberlappen, sodass immer ein geschlosse-
ner Limesbereich um die Kerne bestehen bleibt. Dariiber hinaus soll der Abstand zwischen
den Solitonen immer zumindest eine Gréflenordnung iiber den Kernabmessungen liegen.
Die Monopole werden unter diesen zusétzlichen Voraussetzungen nach der Streuung wie-
der als quasi freie Teilchen im Unendlichen landen.
In einem letzten Schritt betrachtet man die gesamte Anordnung aus einer Entfernung, in
der die Ausdehnung der Solitonenkerne zu Punkten degeneriert.

b 3

7.2.2 Grundgleichungen

Im Limesbereich vereinfachen sich diese Gleichungen folgendermafien

A — __ ¢ pu_ _

4dmege 4mepc

(7 x 71), (7.88)

dgm = Lndiv _grdiny = C(mii x gvi), A = A o G = dpavy
2 4dmege
(7.89)
. 1 . . .

FH = —;“”’”C‘Fpa = 8WEOCeﬂ”P<’(apﬁ X O,t), FH = P« FHV = PV

(7.90)
1
U =T = Wy = ——FIF,. (7.91)
4po

7.2.3 Bewegungsgleichungen

Existenz einer farbskalaren magnetischen Viererstromdichte: Das Wegfallen
der potentiellen Energiedichte Hpot(2#) im reinen Feldbereich zwischen den Solitonenker-
nen macht die Bewegungsgleichungen homogen, und fiihrt zu 3 Gleichungen fiir den Vektor

i (9(zt), p(z"))
@W:%@@xﬁmzm (7.92)
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= 0ycO, FM = 0,iijl g = 0. (7.93)

Betrachtet man im Folgenden ein reines 7i-Feld, so sind als Anfangsbedingungen zu ei-
nem Zeitpunkt ¢y auf den ersten Blick J(¢,Z) |, und ¢(t, %) |4, sowie die 1.Ableitungen
OV(t, T) |1, und Opp(t,T) |4, frei wihlbar. Daraus ergeben sich im Weiteren die restli-
chen 1.Ableitungen 0;9(t, %) |y, und 0;p(t, T) |4, sowie die 2.Ableitungen 0;0,9(t, %) |4,
0;0p(t, @) |1y, 0;0;0(t, %) |, und 0;0;(t, &) |¢,. Zu bestimmen bleiben also lediglich die
2.Ableitungen in der Zeit 029(t, ) |4, und 02¢(t, T) |, -

Die aus diesen 3 Gleichungen resultierenden Bedingungen fiir ¢(z#) und ¢(2*) sind im
Folgenden aufgelistet

0,9 Dyyip (0" 0" p — 0”9 D) = 0, (7.94)
0,0 0, (019 0¥ o — 0¥ 9 ) = 0, (7.95)
B0 Dy (9"9 0 p — 0”9 D) = 0. (7.96)

Die erste Gleichung enthélt keine 2.Ableitungen in der Zeit, muss aber auf der Trajek-
torie des 7i-Feldes iiberall und jederzeit gelten, und fiithrt somit zu einer Einschriankung
der generell moglichen Anfangsbedingungen. Von den urspriinglich angenommenen 4 Frei-
heitsgraden sind also letztendlich maximal 3 Freiheitsgrade frei wéhlbar. Die anderen
beiden Gleichungen stellen die eigentlichen Bewegungsgleichungen zur Bestimmung von
029(t, T) |4, und von 92 p(t,T) s, dar.

Verschwinden der farbskalaren magnetischen Viererstromdichte: FEin Spezi-
alfall der allgemeinen Losung der im Limes homogenen Bewegungsgleichungen ergibt sich
aus einem Vergleich mit der Elektrodynamik durch die zusétzliche Forderung

cd, S = 0. (7.97)

= ]rl;lag
Betrachtet man wieder ein reines 77-Feld, so muss man, um die magnetische Viererstrom-
dichte jhag(2*) zum Verschwinden zu bringen, die oben angefiihrten 3 Bestimmungsglei-
chungen fiir 9(z#) und ¢(z*) folgendermaflen spezifizieren

0,9 (919 8% — 8”9 D) = 0, (7.98)

8y (919 8" p — 8”9 D) = 0. (7.99)

Die erste Gleichung besteht nun aus 4 Einzelgleichungen, welche die moéglichen Anfangs-
bedingungen stark einschréinken. Auch die zweite Gleichung besitzt 4 Bestandteile. Fiir
i = 0 erhélt man eine zusétzliche Gleichung ohne 2. Ableitungen in der Zeit und somit
eine weitere Beschrinkung der Anfangsbedingungen. Von den verbleibenden 3 eigentlichen
Bewegungsgleichungen fiir g = i zur Bestimmung von 029(t,¥) |, und von 92¢(t, T) |4,
muss eine Gleichung redundant sein.

7.2.4 Quantenzahlen

Die topologische Viererstromdichte jf,, (z*) sowie die elektrische Viererstromdichte jg (z*)
verschwinden im Auflenraum der Solitonenkerne
c

e 1 o — — — —
Jeop = 5331 KPP (it x 0,M) (07 X Opit) = 0, (7.100)
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o 3ecl e .

Jel = = 31¢ HPo,1i(0,M x 0,1) = 0. (7.101)
Die topologische\elektrische Ladung Qtop, \Qel, der einzelnen beteiligten Monopole bleibt
somit wiahrend des gesamten Streuprozesses erhalten. Aulerdem sind diese Ladungen un-

abhingig vom gewéhlten Bezugssystem

Qtop, = / dzx dy dz prop = / dedydz T(Ty x T,) = Qtop, = / dz’ dy' d2' ploy,

272
VKern; VKern; Vkemi
(7.102)
Qel, = / drdydz pe = —i—; / dx dy dz Bx((fy X fz)ﬁ) = Q'ell, = / da’ dy' d2' pl;.
VKern; VKern,; Viern,
(7.103)

Die Quantenzahlen der gesamten SU2-Feldkonfiguration Qiop und Qe ergeben sich somit
immer als Summe der entsprechenden Quantenzahlen der beteiligten Solitonen.

7.2.5 Feldgleichungen

Auch die farbvektoriellen Feldgleichungen sowie die farbskalaren Feldgleichungen weisen
im Limes Vereinfachungen auf

o 1 =
Jel = M—%F"” =0, (7.104)
0
i d= e - .
Jmag = COFM = “Ireg 0, (0" x 9"1), (7.105)
1
Jeol = M—%F =0, (7.106)
0
. e N N\ —
g = COLFH = — - 0,,((0"7i x 8" i)i). (7.107)

Ein freier elektrischer Monopol besitzt im Auflenbereich zwar eine farbvektorielle magneti-
sche Viererstromdichte j;’flag(x“), die farbskalare magnetische Viererstromdichte jhag(2*)
verschwindet dort allerdings. Unterstellt man nun, dass dies auch im Limesbereich von mit-
einander wechselwirkenden Solitonen zutrifft, so wird dieser Auflenbereich der Solitonen
komplett frei von farbskalaren Ladungen und Stromen, die farbskalaren Feldgleichungen
werden homogen.

Aus einer Invarianten der farbskalaren Feldstirketensoren ldsst sich nun eine Beziehung
zwischen den farbskalaren Feldgréflen ableiten

F™ip, =0 — E'B' =0. (7.108)

Die farbskalaren Felder E und B stehen also iiberall im Limes aufeinander normal.

7.2.6 Maxwellgleichungen

Grundsitzlich gelten im Model der SU2-Solitonen {iberall die Feldgleichungen mit den
kontinuierlichen farbvektoriellen und farbskalaren Viererstromdichten jé‘l(a:“), Jhag (),
Jh (@) und jhag(2#). Unter den im elektrodynamischen Grenzfall definierten Vorausset-
zungen und unter der zuvor getroffenen Annahme des vollstéindigen Verschwindens von
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farbskalaren Ladungen und Stémen im Limesbereich, lassen sich diese Feldgleichungen in
eine anschauliche makroskopische Form bringen.
Die als quasi freie Solitonen startenden Teilchen besitzen in ihren Kernen je nach Art und
jeweils vom Bezugssystem unabhéngig eine farbskalare elektrische Ladung Q¢, = +e und
eine farbskalare magnetische Ladung Qumag, = 0

Qel, = /d:cdydzpel = —z—;/dﬂ:dydzam((fy x I,)it) = Qu,= /dx/dy/dzlplel ~te,

VKerni VKern,L' i{erni
(7.109)
(& = =0\ =
Qmagi:/dx dy dz pmag = —47T606/d3: dy dz 0;(I''xI')i) = Q;nagi:/dx/ dy’ dz’p;nag: 0.
VKerni VKerni Vi{erni
(7.110)

Diese elektromagnetischen Ladungen bleiben auf Grund der angenommenen fehlenden
farbskalaren elektromagnetischen Viererstromdichten im Auflenraum im zeitlichen Ver-
lauf fiir jedes Soliton erhalten. Farbskalare elektrische oder magnetische Stréme sind in
den jeweiligen Ruhesystemen zu Beginn der Streuung ebenfalls nicht vorhanden.

Sobald sich die Teilchen nun gegenseitig beeinflussen, und ihre geradlinigen Bahnen verlas-
sen, konnen sich in den Kernen paarweise neue farbskalare elektromagnetische Ladungen
bilden. Auch interne farbskalare elektromagnetische Stréme kénnen nun auftreten. Dabei
miissen die Kontinuitétsgleichungen gewahrt bleiben. Diese zusétzlichen Effekte in den
Kernen konnen, solange sich die Monopole nicht zu nahe kommen, vernachléssigt werden,
da sie auf die, von den Solitonen erzeugten elektromagnetischen Felder in ausreichender
Entfernung keinerlei Einfluss haben. Ein Beobachter, der sich gem#fl Voraussetzung in,
im Vergleich zu den Kernabmessungen grofler Entfernung zu den Solitonen befindet, kann
diese Effekte nicht einmal direkt registrieren, er sieht nur Punktladungen, die sich auf
ihren Bahnen Z;(t) bewegen.

In dieser Sichtweise werden die zunéchst kontinuierlichen farbskalaren Viererstromdichten
JE (@) und jhag (2*) nun diskret, und die fiir allgemeine SU2-Felder geltenden farbskalaren
Feldgleichungen degenerieren zu den Maxwellgleichungen

j]lsel (x“) — <C_,?De1 (CU“)> _ E < CQeli(S?’(f— jl(g%?(t)) _ ZC/dTi Qeli54($“—$f(ﬁ))vf(7’i),

jDel (xﬂ) Cgeli(;3 (f - fz (t)) dt
(7.111)
-V chm (x“)> < chag'63 (f - fz (t)) )
gty = (L Dmae =3 s ) =, 7.112
]Dmag ( ) ( FDinag (1’“) i Qmagi 53 (1‘ -7 (t)) dd;t(t) ( )
.y v 1 v
aMF;Ll/ e MojDeﬂ aMdF“ — szmag = O (7113)

7.2.7 Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Auf Grund der im elektrodynamischen Grenzfall herrschenden Bedingungen mit n wech-
selwirkenden Solitonen ist es moglich, den kanonischen Energie-Impuls-Tensor TH (z#)
des SU2-Feldes noch etwas genauer zu spezifizieren.

Zuallererst zerlegt man die farbvektoriellen Feldstérketensoren Y (z#) und FH (zt)
gemif dem Superpositionsprinzip, sowie die potentielle Energiedichte Hpot(2#) auf Grund
der rdumlichen Trennung, in die zu den einzelnen Solitonen gehérenden Bestandteile
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a= nd—» v n dRur nd—» v -
v yydppy _ sdpey sy dpe P =
178 =1 LTS Tl i

M3

5 n n
uy o uv uv
P FY= R FY+ S EY O (1.114)

Hpot = X Hoor,. (7.115)

Der Energie-Impuls-Tensor des Subsystems Teilchen T4 (z#) setzt sich somit aus n Sum-
manden T{fly(x“) zusammen, die den einzelnen Solitonenkernen zugeordnet werden kénnen.
Gemischte Terme treten keine auf, da sich die Bereiche der Kerne nicht iiberlappen

n
T = STY, (7.116)
uv 1 dit pdpt vp uv 1 di7  podr?
Iy, = ——F N Fi " + ¢ (——Fi 1" Fil po + Hpot,)- (7.117)
o 410

Fiir den Energie-Impuls-Tensor des Subsystems Feld 75" (z*) erhéilt man somit neben den
n Termen fiir die einzelnen Monopole T; Iffl”(x“) zusétzlich auch noch die, allerdings nur
mehr paarweise symmetrischen Wechselwirkungsterme Tlé‘i”j ()

n n o n
uwo % %
e =21, +i§1j§1i;ﬁjTFij’ (7.118)
2 1 dpp dpvp 7Y 1 drpod
v 1 1
T{‘fi]’ = —%dF@'ﬂde}‘Vp + ng4_M0dEpodFjpo‘ (7120)

SchlieBlich kann man mit diesen Definitionen auch einem Soliton in Wechselwirkung einen
Energie-Impuls-Tensor T/ (z#) zuweisen

T =T + T (7.121)

)

7.2.8 Der Viererimpuls

Fiir die zuvor im elektrodynamischen Grenzfall neu definierten Subsysteme lassen sich
sofort die dazugehorigen Viererimpulse angeben

pr(t) = X oy, (0), (7.122)
1 1 WT. 1p (1)
L) == [ 2T = —/d3 Ti) = (el 7.123
pTZ() C/ x T; c x cgr, pTl(t) ) ( )
u _ n " n n "
pe(t) = Zpp, () + 5 5 P, (), (7.124)

1 1 WF, iE (t)
)= | a7 == /d3 i) = (T 12
pFi( ) c / T c o CgF, PF, (t) ’ (7 5)

1 1 WF, 1Ep (1)
H e—— 3 po _ - 3 Fig ) — [ c™Fi
P, () =~ /d T T = - /d T (C!?F) ( o, () ) (7.126)



Py (t) = pip, (t) + P, (1) (7.127)

Alle die hier dargestellten Viererimpulse sind grundsétzlich keine Vierervektoren. Nach
Auswahl der jeweils entsprechenden Ruhesysteme kénnen allerdings wieder fiir alle diese
Subsysteme kovariante Viererimpulse definiert werden.

7.2.9 Kraftgleichungen

Auch die Viererkraftdichten fiir die Subsysteme Teilchen und Feld, ff(z#) und f&(z*),
lassen sich im elektrodynamischen Grenzfall noch weiter aufteilen

n n
fh = = 1o = _ElayT;:‘, (7.128)
[ N 1 SR R 1 LT SR N W s (7.129)
L A P Py L R L B P TR LD '

Unter Einbeziehung der farbskalaren Feldgleichungen fiir jeden Monopol, gelangt man
explizit zu den Viererkraftdichten fﬁfl (z*) und fﬁfij (z*), die von den einzelnen Subsystemen
Feld auf die Subsysteme Teilchen ausgeiibt werden

. 1 , . )
Jel; = Q%FZ‘ : Jinag, = COLFL" (7.130)
M MY L q MY
= F Jetw + —F}" jmag,v- (7.131)
‘ Hoc

v - 1 v . v - 1 v .
f[ffij + fﬁfﬂ = F;'M jelju + ﬁdﬂu ]magju + F}M Jel;v + ﬁdFjH Jmag,v- (7132)

7.2.10 Bilanzgleichungen

Setzt man die Bilanzgleichungen an einem beliebigen Punkt im Ortsraum zunéchst ganz
allgemein an, so ergibt sich
I TS 1D S (L S 7
=— . 133
izlf Tt i=1j=1 i#] T, i:lfTi ( )
Diese Gleichungen kénnen im Bereich des Kernes eines bestimmten Solitons, bezeichnet
mit dem Index ¢, erheblich vereinfacht werden

e+ 3 (fho+ ) =1 (7.134)
* J=1li#j v Ji i

Die Viererkraftdichte des Gesamtfeldes im Kern ¢ setzt sich somit zusammen aus der
Viererkraftdichte des Eigenfeldes fﬁfl (z*) und der Summe der Viererkraftdichten aus allen
moglichen Wechselwirkungsanteilen des Eigenfeldes mit den Fremdfeldern flf“L,] (xH).

Ausgehend von der Integralform der Bilanzgleichungen, erstellt fiir den Kern mit Index
i, und nach Zusammenfassung der farbskalaren elektromagnetischen Felder dF]H Y(z#) und

F1"(2#) aller anderen Solitonen zu einem Fremdfeld YF” () und F{”(2*), erhilt man
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eine allgemeine Bestimmungsgleichung fiir die zeitliche Entwicklung des Viererimpulses
des betreffenden Solitons p!'(t)

— / &’z 0, T" + / B z (fF +fk) = / &’z 0, Ty, (7.135)
VKern 1 VKern i VKern i
dF = 5 dp FIY = s R (7.136)
J=1li#j J j=1i#£j J

d d d
— — + = d3 el;v FMV ‘ma v 7.137
dtp dtpT dth / v ( " l Hoc Jmag; ) ( )

VKerni

Betrachtet man also den gesamten Kern eines Solitons, so werden dabei Energie und Im-
puls pro Zeiteinheit, die auf das Subsystem Teil des Solitons von den entsprechenden
Wechselwirkungsanteilen des Feldes iibertragen werden, teilweise an das Subsystem Feld
des Solitons weitergegeben. Dies ist auch notwendig, damit das Eigenfeld die erforderliche
Energieéinderung\Impulsédnderung pro Zeiteinheit erfahrt, und somit die Maxwellgleichun-
gen immer erfiillt bleiben.

7.2.11 Coulombkrifte und Lorentzkrifte

Solange sich, wie in der Definition des elektrodynamischen Grenzfalls vorausgesetzt, die
einzelnen Monopole bei der Wechselwirkung nicht zu nahe kommen, kénnen die Bestim-
mungsgroffen der Verdnderung des Viererimpulses eines Solitons noch weiter spezifiziert
werden. Das Fremdfeld ist dann im Verhéltnis zum Eigenfeld verschwindend klein und
kann im Bereich des Kernes als konstant angenommen werden. Das zuvor beschriebene
stabile lokale dynamische Gleichgewicht in Bezug auf die Viererkraftdichte zwischen dem
Teilchenanteil und dem Feldanteil eines freien Solitons erfahrt nun durch das Fremdfeld
aller anderen Solitonen eine nur schwache Storung. Es bildet sich ein neues Gleichgewicht.
Ein Monopol in Wechselwirkung mit einer variablen Geschwindigkeit seines Zentrumsele-
mentes wird sich, bildlich gesprochen, im Vergleich zu einem, zu jedem Zeitpunkt gleich
schnell und in die gleiche Richtung bewegten freien Monopol auf Grund seiner, durch das
Eigenfeld verursachten starken Vorspannung in jedem Inertialsystem nur geringfiigig de-
formieren. Etwaige marginale Verschiebungen der bestehenden farbskalaren elektrischen
Ladungsdichte, sowie mdogliche farbskalare elektromagnetische Ladungspaarbildungen mit
den dazugehorigen neuen farbskalaren elektromagnetischen Viererstromdichten kénnen
somit schon alleine auf Grund ihrer geringen Grofle vernachlissigt werden. Auch die Ge-
schwindigkeit der verbleibenden farbskalaren elektrischen Ladungsdichte kann iiberall im
Kern mit der momentanen Geschwindigkeit des Zentrumselementes gleichgesetzt werden.
Alle diese Abschitzungen fiir das Soliton in Wechselwirkung fiihren zu einer Verdnderung
des Viererimpulses des Monopols, die man bei einem realen Elektron oder Positron in
einem Fremdfeld beobachten kann

d

dt N — /d3x (F“Vjely+u— Fuyjmagl ) /d3.7] Ffr ]ely

VKern i VKern i
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1@ 7 17 7,
_ / B . cEfr_.Zeli . ~ | . CEfr Qelﬂiz . . (7138)
Efr Pel; + Jel; X Bfr Efr Qeli + Qeli vy X Bfr
Kernt

Nachdem der allgemeine Viererimpuls eines Solitons in Wechselwirkung im elektrodyna-
mischen Grenzfall zu jeder Zeit durch den kovarianten Viererimpuls eines gleich bewegten

freien Solitons angenéhert werden kann, werden sich auch die Bahnen der an der Streuung

beteiligten Monopole denen von realen Teilchen mit der Ruhemasse eines freien Solitons
bei gleichen Anfangsbedingungen angleichen.
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8 Conclusio

SU2-Feldkonfigurationen mit drei zusétzlichen inneren Freiheitsgraden ermoglichen den
Aufbau einer symmetrischen Elektrodynamik auf klassischer Basis mit der grundsétzlichen
Gleichstellung von elektrischen und magnetischen Viererstromdichten in den Feldgleichun-
gen. Eichtransformationen der dazugehorigen Viererpotentiale finden dabei ihren Ursprung
in der Geometrie und werden durch Drehungen lokaler Koordinatensysteme im inneren
Raum erzeugt. Die 4 moglichen stabilen Monopole sind alle elektrischer Natur und kénnen
im Rahmen der speziellen Relativitiatstheorie als Solitonen mit, auf Grund der Reichweite
ihres dazugehorigen Gesamtfeldes, theoretisch unendlicher Ausdehnung betrachtet wer-
den. Elektronen und Positronen sind somit keine Punktteilchen mehr, sondern besitzen
eine innere Struktur, die quasi frei von Singularitéten ist. Die Quantelung von Ladung und
Spin ergibt sich ebenfalls aus der Geometrie. Durch die Verkniipfung der magnetischen
Feldgréfen mit zeitlichen Anderungen des SU2-Feldes, konnen in diesem Modell stabile
magnetische Monopole allerdings nicht existieren.

Grundsétzlich ist jedes SU2-Feld, und somit auch ein Soliton immer Teilchen und Feld
zugleich. Eine generelle Aufspaltung des Energie-Impuls-Tensors einer beliebigen SU2-
Feldkonfiguration in zwei Summanden, die man als Teilchenanteil und als Feldanteil in-
terpretieren kann, fithrt speziell fiir einen Monopol zu einem néherungsweise ridumlich
begrenzten Teilchen und zu einem dazugehorigen langreichweitigen Feld. Die Kraftglei-
chungen zwischen diesen beiden Subsystemen sind ebenfalls symmetrisch.

Die Maxwellsche Elektrodynamik ergibt sich im SU2-Feldmodell als Spezialfall, der ganz
bestimmten Anfangsbedingungen geniigen muss, bei denen existierende elektrische Mono-
pole in ausreichender Entfernung aneinander gestreut werden. Unter diesen Voraussetzun-
gen koénnen dann die symmetrischen linearen Feldgleichungen, makroskopisch gesehen, zu
den Maxwellgleichungen vereinfacht werden und aus den symmetrischen Kraftgleichungen
sind die Formeln fiir die Coulombkrifte und Lorentzkréfte ableitbar. Auch die Bahnen
der gestreuten Solitonen gleichen denen von realen Teilchen mit konstanter Ruhemasse.
Somit lassen sich in diesem speziellen Fall auch die nichtlinearen Bewegungsgleichungen
eines SU2-Feldes néherungsweise 16sen, und zwar indirekt durch die Analyse der makro-
skopischen Bewegungen der beteiligten Monopole.
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