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1 Lineare Algebra

Die Algebra beschäftigt sich grundsätzlich mit Mengen, mit Operationen zwischen Ele-
menten dieser Mengen und mit den dadurch entstehenden Strukturen, zu denen auch die
algebraischen Basiselemente gehören.

1.1 Algebraische Basiselemente

1.1.1 Gruppen

Eine Gruppe G besteht aus einer Menge M und aus einer Verknüpfung “×”, welche die
Menge M auf sich selbst abbildet: M ×M →M

Folgende Bedingungen müssen erfüllt sein:
· Assoziativgesetz: (a× b)× c = a× (b× c)
· Es existiert ein neutrales Element n ∈M : n× a = a× n = a

· Es existiert ein inverses Element i ∈M : i× a = a× i = n

Gilt zusätzlich auch das Kommutativgesetz: a × b = b × a, so spricht man von einer
abelschen Gruppe.

1.1.2 Ringe

Ein Ring R besteht aus einer Menge M , und aus zwei Verknüpfungen, der Addition “+”
und der Multiplikation “·”, welche die Menge M auf sich selbst abbilden: M + \ ·M →M

Folgende Bedingungen müssen erfüllt sein:
· M und “+” bilden eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element “0”
· Für M und “·” gilt das Assoziativgesetz
· Für M und “·” existiert ein neutrales Element “1”
· Distributivgesetze: a · (b+ c) = a · b+ a · c (a+ b) · c = a · c+ b · c

Gilt zusätzlich auch das Kommutativgesetz für die Verknüpfung “·”, so spricht man von
einem kommutativen Ring.

1.1.3 Körper

Ein Körper K besteht aus einer Menge M , und aus zwei Verknüpfungen “+” und “·”,
welche die Menge M auf sich selbst abbilden: M + \ ·M →M

Folgende Bedingungen müssen erfüllt sein:
· M sowie “+” und “·” bilden einen Ring
· Für M\“0” und “·” existiert ein inverses Element

Gilt zusätzlich auch das Kommutativgesetz für die Verknüpfung “·”, so spricht man von
einem kommutativen Körper.
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1.1.4 Strukturerhaltende Abbildungen

Gegeben seien zwei algebraische Strukturen SA und SB. Eine Abbildung von SA auf SB ,
welche die algebraische Struktur von SA auf die Bildmenge in SB überträgt, wird Homo-
morphismus genannt. Ist die Abbildung zusätzlich bijektiv, so spricht man von einem
Isomorphismus. Isomorphe Strukturen sind aus algebraischer Sicht gleich. Ein Homo-
morphismus innerhalb der gleichen algebraischen Struktur heißt Endomorphismus. Ein
Isomorphismus innerhalb der gleichen algebraischen Struktur wird als Automorphismus
bezeichnet.

1.2 Vektorräume

1.2.1 Der lineare Vektorraum

Ein linearer Vektorraum ist bereits eine etwas komplexere Struktur, die sich aus mehreren
algebraischen Basiselementen zusammensetzt.

Definition: Der lineare Vektorraum V über dem Skalarkörper K besteht aus einer
Menge M , deren Elemente Vektoren “ ~v ” genannt werden. Zwischen den Vektoren ist
eine Verknüpfung “+” definiert, welche die Menge auf sich selbst abbildet: M +M →M .
Zwischen den Elementen des Skalarkörpers und den Vektoren ist eine Multiplikation “·”
definiert, deren Resultat wiederum ein Vektor ist: K ·M →M .
Folgende Bedingungen müssen erfüllt sein:
· M und “+” bilden eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element “ ~0 ”
· Assoziativgesetz: (a · b) · ~v = a · (b · ~v)
· Distributivgesetze: (a+ b) · ~v = a · ~v + b · ~v a · (~v + ~w) = a · ~v + a · ~w
· Für das neutrale Element “1” von K gilt: 1 · ~v = ~v

Besteht der Skalarkörper aus der Menge R oder aus der Menge C, wird der Vektorraum
reell beziehungsweise komplex genannt.

Lineare Abhängigkeit: Seien die Vektoren ~v1, ~v2, . . . , ~vk Elemente eines Vektor-
raums V über K. Diese Vektoren werden als linear abhängig bezeichnet, falls Skalare
s1, s2, . . . , sk ∈ K existieren - wobei zumindest ein si 6= 0 sein muß - sodass die sich daraus
ergebende Linearkombination den Nullvektor ergibt

~0 = s1~v1 + s2~v2 + · · ·+ sk~vk = si~vi. (1.1)

Ansonsten gelten die Vektoren als linear unabhängig.

Basis: Seien die Vektoren ~b1,~b2, . . . ,~bn linear unabhängige Elemente eines Vektor-
raums V über K. Diese Vektoren bilden eine Basis B von V , falls jeder Vektor ~v ∈ V

eindeutig als Linearkombination von ~b1,~b2, . . . ,~bn mit Koeffizienten v1, v2, . . . , vn ∈ K

dargestellt werden kann

~v = v1~b1 + v2~b2 + · · ·+ vn~bn = vi~bi. (1.2)

Dimension: Die Größe n gibt die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren ~v
eines Vektorraums V an. Sie wird Dimension von V genannt. Ein Vektorraum V ist somit
entweder endlichdimensional oder unendlichdimensional.
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Kontravariante Koordinaten: Jeder Vektor ist grundsätzlich ein von der Beschrei-
bung unabhängiges Element eines Vektorraumes. Die für jeden Vektor ~v durch eine frei
gewählte Basis B eindeutig bestimmten Koeffizienten vi, i = 1 . . . n, werden kontravari-
ante Koordinaten des Vektors ~v bezüglich der Basis B genannt.

Basiswechsel: In einem Vektorraum V über K sind alle möglichen Basen gleich-
gestellt. Seien nun B und B′ zwei Basen von V . Man kann nun die Basisvektoren einer
Basis als Linearkombination der jeweils anderen Basivektoren darstellen

~b′j = ai j
~bi = aT

j
i
~bi, ~bi = ă

j
i
~b′j = ăT i j

~b′j. (1.3)

Die doppelt indizierten Größen aij ∈ K und ăij ∈ K können als Matrizen mit konstanten
Elementen aufgefaßt werden, wobei der erste Index für die Zeilen und der zweite Index für
die Spalten steht. Für die Transformation der Koordinaten ergibt sich

~v = v′j~b′j = v′jai j~bi = vi~bi, ~v = vi~bi = viă
j
i
~b′j = v′j~b′j ,

vi = ai jv
′j, v′j = ă

j
iv
i, (1.4)

vi = ai j ă
j
kv
k → ai j ă

j
k = δik. (1.5)

Die beiden Matrizen ai j und ă
i
j sind also zueinander invers.

Ist nun aT i j = a−1i
j , so transformieren die ungestrichenen Basisvektoren und Koordinaten

mit der gleichen Matrix ăi j und die gestrichenen Basisvektoren und Koordinaten mit der

gleichen Matrix aij .

1.2.2 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen stellen Beziehungen zwischen Vektorräumen her, wobei die lineare
Struktur der Vektorräume erhalten bleibt.

Definition: Gegeben seien zwei Vektorräume V und W über dem gleichen Skalar-
körper K. Eine Abbildung f : V →W wird lineare Abbildung genannt, wenn gilt

f(s1~v1 + s2~v2) = s1f(~v1) + s2f(~v2). (1.6)

Darstellung durch Matrizen: Gegeben seien der Vektorraum V mit der Basis BV
und der Dimension m, der Vektorraum W mit der Basis BW und der Dimension n, beide
über K, sowie eine lineare Abbildung f : V → W . Dann existiert eine eindeutige n ×m
Matrix ai j , sodass für die Koordinaten aller Vektoren ~v ∈ V und die Koordinaten ihrer
Bildvektoren ~w ∈W gilt

wj = a
j
iv
i. (1.7)

Der Basiswechsel kann somit als eine lineare Abbildung innerhalb eines Vektorraums ver-
standen werden. Jeder Vektor wird auf sich selbst abgebildet.
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Komposition: Werden mehrere lineare Abbildungen nacheinander ausgeführt, so ist
das Ergebnis wieder eine lineare Abbildung

f1 : U
l → V m, f2 : V

m →W n, f2 ◦ f1 : U l → W n. (1.8)

Die zugeordnete Matrix ergibt sich aus der Multiplikation der Matrizen der einzelnen
linearen Abbildungen

f1 : a
m
l, f2 : b

n
m, f2 ◦ f1 : bnmaml. (1.9)

Ähnlichkeit von Matrizen: Gegeben sei ein Vektorraum V mit den Basen B und
B′ sowie eine lineare Abbildung f : V → V mit der zugehörigen n×nMatrix ai j bezüglich

B. Zwischen den Koordinaten gelte die Transformation: v′j = t−1j
iv
i. Die n × n Matrix

a′i j der Abbildung f bezüglich B′ ergibt sich folgendermaßen

a′i j = t−1i
ka
k
lt
l
j. (1.10)

Der Koordinaten eines Vektors in B′ werden zuerst in die Basis B transformiert. Dort
findet die Abbildung f mit bekannter Matrix ai j statt. Es folgt die Rücktransformation
in die Basis B′.
Matrizen ai j und a′i j, die diese Relation mit beliebiger invertierbarer Matrix tij , die
immer einer Basistransformation entspricht, erfüllen, werden zueinander ähnlich genannt.
Ähnliche Matrizen besitzen die selben Eigenwerte und die gleiche Spur.

Diagonalisierbarkeit von Matrizen: Eine beliebige n×n Matrix ai j wird diago-

nalisierbar genannt, wenn eine diagonale n× n Matrix di j existiert, zu der sie ähnlich ist.
Es gilt also

di j = t−1i
ka
k
lt
l
j. (1.11)

Die Eigenwerte von ai j und d
i
j sind die Diagonalelemente von di j.

1.2.3 Der Dualraum

Jedem linearen Vektorraum kann ohne Definition von zusätzlicher Struktur ein weiterer
linearer Vektorraum, der sogenannte Dualraum zugeordnet werden.

Bilinearformen: Gegeben seien zwei Vektorräume V undW über dem gemeinsamen
Körper K, sowie eine Funktion ϕ : V ×W → K. Diese Funktion ϕ wird Bilinearform
genannt, wenn sie in beiden Argumenten linear ist

ϕ(s1~v1 + s2~v2, ~w) = s1ϕ(~v1, ~w) + s2ϕ(~v2, ~w), (1.12)

ϕ(~v, s1 ~w1 + s2 ~w2) = s1ϕ(~v, ~w1) + s2ϕ(~v, ~w2). (1.13)

Skalarprodukte: Sei ϕ eine Bilinearform über V und W . Sei V0 die Menge aller
Vektoren von V , die, gepaart mit allen Elementen von W , das Resultat 0 ergeben und sei
W0 die Menge alle Vektoren von W , die, gepaart mit allen Elementen von V , das Resultat
0 ergeben. Ist nun V0 = {~0} undW0 = {~0}, so wird die Bilinearform ϕ ausgeartet genannt.
Man spricht dann von einem Skalarpodukt und schreibt
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ϕ(~v, ~w) → 〈~v, ~w〉.

Die Vektorräume V und W sind dann bezüglich des Skalarproduktes zueinander dual.

Definition: Sei M̃ die Menge der Linearformen ~α : V → K, die den Vektorraum V

linear auf seinen Körper K abbilden. Definiert man auf dieser Menge M̃ eine Addition
und eine Multiplikation mit einem Skalar s ∈ K

(~α1 + ~α2)(~v) := ~α1(~v) + ~α2(~v), (1.14)

(s · ~α)(~v) := s ~α(~v), (1.15)

so ergibt die dadurch entstehende Struktur - M̃ mit “+” und “·” - einen neuen Vektor-
raum Ṽ über K. Definiert man weiters eine Bilinearform ϕ : Ṽ × V → K gemäß

ϕ(~α,~v) := ~α(~v), (1.16)

so weist diese Bilinearform die Eigenschaften eines Skalarproduktes 〈~α,~v〉 auf. Die Vek-
torräume Ṽ und V sind somit bezüglich dieses Skalarproduktes zueinander dual, und der
Vektorraum Ṽ wird im weiteren als der “eigentliche” Dualraum von V bezeichnet.

Duale Basis: Die Vektorräume Ṽ und V besitzen die gleiche Dimension n. Ist nun in
dem Vektorraum V eine Basis B festgelegt, so kann man durch eine Vorschrift gleichzeitig
auch eine Basis B̃ in Ṽ auszeichnen. Die Forderung

~bi(~v) = ~bi(vj~bj) = vj~bi(~bj) := vi (1.17)

ist gleichbedeutend mit
~bi(~bj) := δij . (1.18)

Dies ist die Definition der zur Basis B dualen Basis B̃. Sie bildet den Vektor ~v auf seine
kontravarianten Koordinaten vi ab.
Jeder Vektor ~α des Dualraums Ṽ läßt sich eindeutig als Linearkombination von ~b1,~b1, ..,~bn

mit Koeffizienten α1, α2, . . . , αn ∈ K darstellen

~α = α1
~b1 + α2

~b2 + · · ·+ αn~b
n = αi~b

i. (1.19)

Kovariante Koordinaten: Die für jeden Vektor ~α des Dualraums Ṽ durch eine
duale Basis B̃ eindeutig bestimmten Koeffizienten αi, i = 1 . . . n, werden kovariante Ko-
ordinaten des Vektors ~α bezüglich der Basis B̃ genannt.

Basiswechsel: Aus den Transformationsformeln der Basisvektoren von V bei einem
Basiswechsel lassen sich die entsprechenden Transformationsrelationen für die jeweils dua-
len Basisvektoren von Ṽ und für die kovarianten Koordinaten berechnen

~b′j = ai j
~bi, ~bi = ă

j
i
~b′j,

~bi(~bj) := δij ,
~b′i(~b′j) := δij ,

→ ~b′j = ă
j
i
~bi, ~bi = aij

~b′j, (1.20)

→ α′
j = aijαi, αi = ă

j
iα

′
j . (1.21)

5



Dualraum des Dualraums von V : Jeder Dualraum Ṽ besitzt als Vektorraum
wiederum einen Dualraum ˜̃

V , das ist die Menge der Linearformen auf Ṽ . Die Vektoren ~v
des ursprünglichen Vektorraums V können durch die Definition

~v( ~α) := ~α(~v) (1.22)

als die gesuchten Linearformen auf Ṽ interpretiert werden. Der Vektorraum V ist also zum

Vektorraum ˜̃
V isomorph. Es gilt

~bi(~α) = ~bi(αj~b
j) = αj~bi(~b

j) = αj~b
j(~bi) = αjδ

j
i = αi. (1.23)

Somit bildet die Basis von V die Linearformen ~α auf ihre Koordinaten ab. Es existiert
eine Art von Symmetrie zwischen V und Ṽ .

1.2.4 Der euklidische\pseudoeuklidische Vektorraum

Um in einem reellen Vektorraum Längen und Winkel messen zu können, muss er mit einer
zusätzlichen Struktur, dem reellen inneren Produkt ausgestattet werden.

Reelle innere Produkte: Gegeben sei ein reeller Vektorraum V und eine Bilinear-
form ϕ : V × V → R, die symmetrisch ist

ϕ(~v1, ~v2) = ϕ(~v2, ~v1). (1.24)

Sei weiters V0 die Menge aller Vektoren, die, gepaart mit allen Elementen von V , das
Resultat 0 ergeben. Ist nun V0 = {~0}, so wird die Bilinearform ausgeartet genannt. Eine
derartige Bilinearform heißt reelles inneres Produkt und man schreibt

ϕ(~v1, ~v2)→ (~v1, ~v2). (1.25)

Gilt für die quadratische Form (~v,~v)

(~v,~v) > 0, oder (~v,~v) < 0, oder ((~v,~v) > 0 ∨ (~v,~v) < 0), ∀~v \{~0},
so spricht man von einem positiv definiten, negativ definiten oder indefiniten reellen inne-
ren Produkt.

Definition: Ein reeller Vektorraum V , auf dem ein positiv definites\indefinites re-
elles inneres Produkt definiert ist, wird euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum E

genannt.
Als Norm oder Länge eines Vektors ~v definiert man

‖ ~v ‖=
√

(~v,~v) \ ‖ ~v ‖=
√

| (~v,~v) |. (1.26)

Als Winkel α zwischen zwei Vektoren ~v1, ~v2 bezeichnet man

cosα =
(~v1, ~v2)

‖ ~v1 ‖ ‖ ~v2 ‖
. (1.27)

Für eine Orthonormalbasis gilt

(~bi,~bj) = +δij \ (~bi,~bj) = ±δij. (1.28)

Die Basisvektoren sind auf die Länge +1\ ± 1 normiert und zueinander orthogonal. Die
Winkel zwischen ihnen betragen jeweils π

2 .

6



Euklidischer\Pseudoeuklidischer Vektorraum und Dualraum: Gegeben sei
ein euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum E und sein Dualraum Ẽ. Durch die
Definition

~α(~v) := (~vα, ~v) (1.29)

kann man eine Abbildung τ : E → Ẽ

~α := τ~vα (1.30)

kreieren. Sie ist linear und bijektiv und stellt daher einen Isomorphismus dar.
Für das dazugehörige Skalarprodukt ergibt sich

〈~α,~v〉 = 〈τ~vα, ~v〉 = ~α(~v) = (~vα, ~v). (1.31)

Definiert man weiters die folgenden symmetrischen Matrizen

gij := (~bi,~bj), gij := (τ−1~bi, τ−1~bj), (1.32)

so kann man eine Beziehung zwischen dem Bild der Basis B und der dualen Basis B̃,
zwischen dem Urbild der dualen Basis B̃ und der Basis B sowie zwischen den kontravari-
anten Koordinaten eines Vektors in E und den kovarianten Koordinaten seines Bildes in
Ẽ herstellen

τ~bi = gij~b
j, τ−1~bi = gij~bj, (1.33)

~vα = v iα
~bi, ~α = αi~b

i,

→ v iα = gijαj , αi = gijv
j
α . (1.34)

Für die Transformation von gij und g
ij bei einem Basiswechsel errechnet man

g′ij = (~b′i,~b′j) = akia
l
jgkl gij = ăkiă

l
jg

′
kl, (1.35)

g′ij = (τ−1~b′i, τ−1~b′j) = ăi kă
j
lg
kl gij = ai ka

j
lg

′kl. (1.36)

Das innere Produkt zweier Vektoren ~u und ~v ergibt sich somit zu

(~u,~v) = uivj(~bi,~bj) = uivjgij = uivi = u′iv′j(~b′i,~b
′
j) = u′iv′jg′ij = u′iv′i. (1.37)

Es ist unabhängig vom verwendeten Koordinatensystem.

1.2.5 Der unitäre Vektorraum

Eine Verallgemeinerung des euklidischen Vektorraums von den reellen Zahlen in den Be-
reich der komplexen Zahlen führt zum Begriff des unitären Vektorraums.

Komplexe innere Produkte: Gegeben sei ein komplexer Vektorraum V und eine
im ersten Argument lineare Abbildung ϕ : V × V → C, mit der Eigenschaft

ϕ(~v1, ~v2) = ϕ(~v2, ~v1). (1.38)

Ist diese Abbildung zusätzlich ausgeartet, so definiert man dadurch ein komplexes inneres
Produkt und man schreibt

ϕ(~v1, ~v2)→ (~v1, ~v2). (1.39)
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Gilt für die quadratische Form (~v,~v), die gemäß Definition reell sein muss

(~v,~v) > 0, oder (~v,~v) < 0, oder ((~v,~v) > 0 ∨ (~v,~v) < 0), ∀~v \{~0},

so spricht man von einem positiv definiten, negativ definiten oder indefiniten komplexen
inneren Produkt.

Definition: Ein komplexer Vektorraum V , auf dem ein positiv definites komplexes
inneres Produkt definiert ist, wird unitärer Vektorraum U genannt.
Als Norm oder Länge eines Vektors ~v definiert man wieder

‖ ~v ‖=
√

(~v,~v). (1.40)

Für eine Orthonormalbasis gilt wieder

(~bi,~bj) = δij . (1.41)

Die Basisvektoren sind auf die Länge 1 normiert und zueinander orthogonal. Von Winkeln
kann man beim unitären Vektorraum nicht mehr sprechen.

1.2.6 Spezielle lineare Abbildungen

Ausgehend von der Struktur euklidischer\unitärer Vektorräume lassen sich lineare Abbil-
dungen mit besonderen Eigenschaften finden.

Adjungierte Abbildungen: Gegeben sei ein euklidischer\unitärer Vektorraum mit
einem beliebigen inneren Produkt (~v1, ~v2). Sei weiters ϕ : E → E\U → U eine lineare
Abbildung innerhalb des Vektorraums. Diejenige eindeutig definierte lineare Abbildung
ϕ∗, welche die Forderung

(ϕ(~v1), ~v2) = (~v1, ϕ
∗(~v2)) (1.42)

erfüllt, wird die zu ϕ adjungierte Abbildung ϕ∗ genannt.
Die Matrixdarstellung von ϕ und ϕ∗ bezüglich einer Orthonormalbasis zeigt folgenden
Zusammenhang

ϕ ≡ ai j → ϕ∗ ≡ aT i j \ ϕ∗ ≡ aT i j = a†i j. (1.43)

Gilt weiters
ϕ∗ = ϕ → aT i j = ai j \ aT i j = a†i j = ai j , (1.44)

so spricht man von einer selbstadjungierten Abbildung ϕ. Die dazugehörigen Matrizen ai j
bezüglich einer Orthonormalbasis sind symmetrisch\hermitesch.

Orthogonale\Unitäre Abbildungen: In einem euklidischen\unitären Vektorraum
mit einem beliebigen inneren Produkt (~v1, ~v2) können bestimmte lineare Abbildungen
ϕ : E → E\U → U definiert werden, für die gilt

(ϕ(~v1), ϕ(~v2)) = (~v1, ~v2). (1.45)
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Das innere Produkt zweier Vektoren bleibt also nach der Transformation unverändert.
Das hat zur Folge, dass Orthonormalbasen auf Orthonormalbasen abgebildet werden. Der-
artige lineare Abbildungen werden orthogonal\unitär genannt.
Für die entsprechenden Matrizen ai j bezüglich einer Orthonormalbasis gilt

ai ja
T j

k = δi k \ ai ja†j k = δi k. (1.46)

Sie sind also orthogonale\unitäre Matrizen.

1.3 Tensoren

Eine Verallgemeinerung der Bilinearformen auf euklidischen\pseudoeuklidischen Vektor-
räumen E zu Multilinearformen auf euklidischen\pseudoeuklidischen Vektorräumen E

führt zum Begriff des Tensors.

1.3.1 Arten von Tensoren

Kovariante Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und der
Dimension N sowie eine Multilinearform ϕ : (E1×E2×· · ·×Em)→ R. Sie wird kovarianter
Tensor m-ter Stufe genannt. Es gilt

ϕ(~v1, ~v2, . . . , ~vm) = vi11 v
i2
2 . . . v

im
m ϕ(~bi1 ,

~bi2 , . . . ,
~bim) = A i1i2...im v

i1
1 v

i2
2 . . . v

im
m . (1.47)

Die Größen Ai1i2...im werden als kovariante Koordinaten des Tensors ϕ bezüglich der Basis
B bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B → B′ ändern sich die Koordinaten wie folgt

A ′
j1j2...jm = ϕ(~b′j1 ,~b

′
j2 , . . . ,

~b′jm) = ai1j1a
i2
j2
. . . aimjm A i1i2...im . (1.48)

Im Spezialfall m = 1 geht die Multiliearform ϕ in eine Linearform ϕ, also in einen Vektor ~α
des Dualraums Ẽ über

ϕ(~v1) = vi11 ϕ(
~bi1) = Ai1v

i1
1 = Ai1

~bi1(~v1) → ϕ = Ai1
~bi1 = αi~b

i = ~α. (1.49)

Kontravariante Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und
der Dimension N sowie eine Multilinearform ϕ : (Ẽ1 × Ẽ2 × · · · × Ẽn) → R. Sie wird
kontravarianter Tensor n-ter Stufe genannt. Es gilt

ϕ(~α1, ~α2, . . . , ~αn) = α1
i1α

2
i2 . . . α

n
in ϕ(

~bi1 ,~bi2 , . . . ,~bin) = B i1i2...in α1
i1α

2
i2 . . . α

n
in . (1.50)

Die Größen Bi1i2...in werden als kontravariante Koordinaten des Tensors ϕ bezüglich der
Basis B̃ bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B̃ → B̃′ ändern sich die Koordinaten wie folgt

B ′ j1j2...jn = ϕ(~b′j1 ,~b′j2 , . . . ,~b′jn) = ă
j1
i1
ă
j2
i2
. . . ă

jn
in
B i1i2...in . (1.51)

Im Spezialfall n = 1 geht die Multiliearform ϕ in eine Linearform ϕ, also in einen Vektor ~v
des Vektorraums E über

ϕ(~α1) = α1
i1 ϕ(

~bi1) = Bi1α1
i1 = Bi1~bi1(~α

1) → ϕ = Bi1~bi1 = vi~bi = ~v. (1.52)
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Gemischte Tensoren: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und der
Dimension N sowie eine Multilinearform ϕ : (E1×E2×· · ·×Em×Ẽ1×Ẽ2×· · ·×Ẽn)→ R.
Sie wird gemischter Tensor (m+ n)-ter Stufe genannt. Es gilt

ϕ(~v1, ~v2, ., ~vm, ~α
1, ~α2, ., ~αn) = vi11 v

i2
2 . . . v

im
m α1

j1
α2
j2
. . . αnjn ϕ(

~bi1 ,
~bi2 , .,

~bim ,
~bj1 ,~bj2 , .,~bjn)

= T
j1j2...jn
i1i2...im

vi11 v
i2
2 . . . v

im
m α1

j1α
2
j2 . . . α

n
jn . (1.53)

Die Größen T j1j2...jni1i2...im
werden als gemischte Koordinaten des Tensors ϕ bezüglich der Basen

B und B̃ bezeichnet. Bei einem Basiswechsel B → B′ und B̃ → B̃′ ändern sich die
Koordinaten wie folgt

T ′ l1l2...ln
k1k2...km

= ϕ(~b′k1 ,~b
′
k2 , .,

~b′km ,~b
′l1 ,~b′l2 , .,~b′ln)

= ai1k1a
i2
k2
. . . aimkm ă

l1
j1
ăl2j2 . . . ă

ln
jn
T
j1j2...jn
i1i2...im

. (1.54)

Skalare: Gegeben sei ein Vektorraum E mit der Basis B und der Dimension N sowie
ein beliebiges Element s des Körpers R. Es wird Tensor 0-ter Stufe oder Skalar genannt.
Bei einem Basiswechsel B → B′ und B̃ → B̃′ bleibt dieser Tensor unverändert.

1.3.2 Spezielle Tensoren

Symmetrische Tensoren: Dies sind kovariante\kontravariante Tensoren, die bei
einer Vertauschung zweier beliebiger Argumente ihren Wert nicht ändern

ϕ(~v1, ., ~vj , ., ~vi, ., ~vm) = ϕ(~v1, ., ~vi, ., ~vj , ., ~vm) → A i1,.,ij,.,ii,.,im = A i1,.,ii,.,ij ,.,im, (1.55)

ϕ(~α1, ., ~αj , ., ~αi, ., ~αn) = ϕ(~α1, ., ~αi, ., ~αj , ., ~αn)→ B i1,.,ij,.,ii,.,in = B i1,.,ii,.,ij ,.,in. (1.56)

Antisymmetrische Tensoren: Dies sind kovariante\kontravariante Tensoren, die
bei einer Vertauschung zweier beliebiger Argumente das Vorzeichen ändern

ϕ(~v1, ., ~vj , ., ~vi, ., ~vm) = −ϕ(~v1, ., ~vi, ., ~vj , ., ~vm) → A i1,.,ij,.,ii,.,im = −A i1,.,ii,.,ij ,.,im, (1.57)

ϕ(~α1, ., ~αj , ., ~αi, ., ~αn) = −ϕ(~α1, ., ~αi, ., ~αj , ., ~αn)→ B i1,.,ij,.,ii,.,in = −B i1,.,ii,.,ij,.,in . (1.58)

1.3.3 Verknüpfungen von Tensoren

Addition\Subtraktion: Gegeben seien zwei gemischte Tensoren ϕ1 und ϕ2 mit
gleicher Struktur der Argumente. Die Summe\Differenz von ϕ1 und ϕ2 ist ein Tensor und
wird folgendermaßen definiert

(ϕ1 ± ϕ2)(~v1, ., ~vm, ~α
1, ., ~αn) := ϕ1(~v1, ., ~vm, ~α

1, ., ~αn)± ϕ2(~v1, ., ~vm, ~α
1, ., ~αn). (1.59)

Für die Koordinaten ergibt sich

T3
j1...jn
i1...im

= T1
j1...jn
i1...im

± T2 j1...jni1...im
. (1.60)
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Multiplikation: Gegeben seien zwei gemischte Tensoren ϕ1 und ϕ2 mit jeweils be-
liebiger Struktur der Argumente. Das Tensorprodukt von ϕ1 und ϕ2 ist ein Tensor und
wird folgendermaßen definiert

(ϕ1 ⊗ ϕ2)(~v1, ., ~vm+s, ~α
1, ., ~αn+t) := ϕ1(~v1, ., ~vm, ~α

1, ., ~αn) · ϕ2(~v1, ., ~vs, ~α
1, ., ~αt). (1.61)

Für die Koordinaten ergibt sich

T3
j1...jnl1...lt
i1...imk1...ks

= T1
j1...jn
i1...im

· T2 l1...ltk1...ks
. (1.62)

Äußere Multiplikation: Gegeben seien zwei kovariante\kontravariante antisym-
metrische Tensoren ϕ1 und ϕ2 der Stufen m und s \ n und t. Das äußere Produkt von
ϕ1 und ϕ2 ist wieder ein kovarianter\kontravarianter antisymmetrischer Tensor und wird
folgendermaßen definiert

(ϕ1 ∧ ϕ2)(~v1, ., ~vm+s) :=
1

m!

1

s!

∑

π

sign(π) (ϕ1 ⊗ ϕ2)(~vπ(1), ., ~vπ(m+s)), (1.63)

(ϕ1 ∧ ϕ2)(~α
1, ., ~αn+t) :=

1

n!

1

t!

∑

π

sign(π) (ϕ1 ⊗ ϕ2)(~α
π(1), ., ~απ(n+t)). (1.64)

Die Abbildung π stellt dabei eine Permutation der natürlichen Zahlen 1..(m+s) \ 1..(n+t)
dar. Das Signum einer Permutation ist im Ausgangszustand +1 und ändert sich immer
beim Vertauschen zweier Elemente.

1.3.4 Die Darstellung von Tensoren

Allgemeine Darstellung: Mit Hilfe des Tensorproduktes lassen sich Tensoren in
eine sehr anschauliche Darstellung bringen. Sei ϕ ein gemischter Tensor mit beliebiger
Struktur der Argumente

ϕ(~v1, ., ~vm, ~α
1, ., ~αn) = T

j1...jn
i1...im

vi11 . . . v
im
m α1

j1 . . . α
n
jn

= T
j1...jn
i1...im

~bi1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjn(~v1, ., ~vm, ~α1, ., ~αn), (1.65)

→ ϕ = T
j1...jn
i1...im

~bi1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjn . (1.66)

Die Koordinaten und Basisvektoren transformieren bei einem Basiswechsel invers. Der
Tensor ϕ ist also eine von der Beschreibung durch Basen unabhängige Größe.

Spezielle Darstellung: Kovariante\kontravariante antisymmetrische Tensoren kön-
nen speziell durch das äußere Produkt dargestellt werden

ϕ =
1

m!
A i1,i2,..,im

~bi1 ∧~bi2 ∧ .. ∧~bim \ ϕ =
1

n!
B i1,i2,..,in~bi1 ∧~bi2 ∧ .. ∧~bin . (1.67)
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1.3.5 Tensoroperationen

Verjüngung: Gegeben sei ein gemischter Tensor (m+ n)-ter Stufe ϕ

ϕ = T
j1...jj ...jn
i1...ii...im

~bi1 ⊗ ..⊗~bii ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjj ⊗ ..⊗~bjn .

Anstatt nun wie bisher alle Basisvektoren auf die nachfolgenden Argumente des Tensors
wirken zu lassen, kann man verlangen, dass im Tensor selbst ein bestimmter kovarianter
Basisvektor ~bii direkt auf einen bestimmten kontravarianten Basisvektor ~bjj wirken soll
und die dazugehörigen Argumente gestrichen werden. Dadurch entsteht ein gemischter
Tensor ((m− 1) + (n − 1)-ter Stufe ϕ̄

ϕ̄ = T
j1...jj−1jjjj+1...jn
i1...ii−1iiii+1...im

δiijj
~bi1 ⊗ ..⊗~bii−1 ⊗~bii+1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjj−1

⊗~bjj+1
⊗ ..⊗~bjn

= T̄
j1...jj−1jj+1...jn
i1...ii−1ii+1...im

~bi1 ⊗ ..⊗~bii−1 ⊗~bii+1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjj−1
⊗~bjj+1

⊗ ..⊗~bjn . (1.68)
Für die Koordinaten dieser beiden Tensoren ergibt sich folgende Relation

T̄
j1...jj−1jj+1...jn
i1...ii−1ii+1...im

= T
j1...jj−1iijj+1...jn
i1...ii−1iiii+1...im

. (1.69)

Wird diese Prozedur auf ein Tensorprodukt zweier Tensoren angewandt, wobei die beiden
betroffenen Basisvektoren von jeweils einem Tensorfaktor stammen, so spricht man von
einer Überschiebung der beiden Tensoren.

Transformation Kovarianz-Kontravarianz: Gegeben sei ein gemischter Tensor
(m + n)-ter Stufe ϕ. Durch den Isomorphismus τ zwischen einem euklidischen Vektor-
raum E und seinem Dualraum Ẽ kann man dem Tensor ϕ für jedes seiner Argumente ein
duales Gegenstück ϕ̃ zuordnen. Betrachtet man zum Beispiel das m-te Argument von ϕ,
so gilt

ϕ̃(~vα1 , .., ~vαm−1 , ~αm, ~αm+1, .., ~αm+n) := ϕ(~vα1 , .., ~vαm−1 , ~vαm , ~αm+1, .., ~αm+n). (1.70)

Für die Koordinaten dieser beiden Tensoren ergibt sich folgende Relation

T̃
jmjm+1...jm+n

i1...im−1
= g jmimT

jm+1...jm+n

i1...im−1im
. (1.71)
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2 Differentialgeometrie

Dieses Teilgebiet der Mathematik beschäftigt sich mit der Geometrie von verallgemeinerten
gekrümmten Räumen und der damit verbundenen Messung von Längen, Flächen und
Volumina durch Elemente der Differentialrechnung und Integralrechnung.

2.1 Ebene Räume

Diese Art von Räumen zeichnet sich dadurch aus, dass ihre innere Struktur global, also
vom Ort unabhängig, als konstant angesehen werden kann. Ebene Räume stellen also einen
Spezialfall von verallgemeinerten gekrümmten Räumen dar.

2.1.1 Der affine Raum

Algebraische Definition: Gegeben sei eine Menge A von Punkten, ein reeller Vek-
torraum V mit der Basis B und der Dimension N sowie eine Abbildung γ : A×A → V ,
die jeweils zwei Punkten P und Q einen Vektor ~v zuordnet. Man schreibt

~v = γ(P,Q) =
−−→
PQ. (2.1)

Folgende Bedingungen müssen erfüllt sein:

· Für alle P und alle ~v existiert ein Q, sodass ~v =
−−→
PQ

· −−→PQ+
−−→
QR =

−→
PR

Man spricht dann von einem affinen Raum A über dem Vektorraum V , der auch als
Tangentialraum T von A bezeichnet wird. Die Dimension von A wird der Dimension N

von T gleichgesetzt.
Ist T nun ein euklidischer\pseudoeuklidischer Vektorraum E, so wird der affine Raum
A speziell euklidischer\pseudoeuklidischer Raum E genannt. Durch die Einführung des
reellen inneren Produkts im Tangentialraum T ist in weiterer Folge die Messung von
Abständen und anderen Größen auch im affinen Raum A möglich.

Affine Koordinaten: Um Punkte P von A eindeutig identifizieren zu können, muß
man zunächst ein Koordinatensystem K definieren. Man wählt dafür einen beliebigen
Punkt aus A, bezeichnet ihn als Nullpunkt O und legt eine dazugehörige Basis B in T

fest. Der sich ergebende Vektor

~v =
−−→
OP = xi~bi (2.2)

wird Ortsvektor von P genannt. Seine Koordinaten xi werden als affine Koordinaten des
Punktes P bezüglich des Koordinatensystem K bezeichnet. Die implizit definierte Abbil-
dung κ : A → R

N : P → xi nennt man Karte κ von A bezüglich K.
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Wechsel des Koordinatensystems: Bei einer Veränderung des Koordinatensys-
tems von K zu K ′ kann es abgesehen von einem Basiswechsel in T auch zu einem Ver-
schieben des Nullpunktes O in A kommen. Skalare und Tensoren in T werden von der
Wahl des Koordinatenursprungs in A nicht beeinflußt, ihre Koordinaten transformieren
weiterhin linear und invers zu den Basisvektoren mit den Transformationsmatrizen

ai j =
∂xi

∂x′j
, ăi j =

∂x′i

∂xj
. (2.3)

Der Punkt P ist auch ein von der Art der Beschreibung unabhängiges Element. Der Orts-
vektor hingegen ist von der Position des Nullpunktes abhängig. Die affinen Koordinaten
weisen daher im Allgemeinen ein nichtlineares Transformationsverhalten x′j(xi) auf.

2.1.2 Felder von Tensoren

In der Feldtheorie wird jedem Punkt eines Raumes eine Größe zugeordnet. In diesem
speziellen Fall handelt es sich dabei um einen euklidischen\pseudoeuklidischen Raum und
um Skalare oder Tensoren des Tangentialraumes.

Skalarfelder: Gegeben sei ein euklidischer\pseudoeuklidischer Raum E der Dimen-
sion N über E mit dem Körper R sowie ein Koordinatensystem K. Eine Abbildung der
Punkte von E auf Elemente des Körpers von E σ : P → s wird Skalarfeld σ(P ) genannt.
Durch die zusammengesetzte Abbildung s : σ ◦ κ−1 : RN → s werden also den Koordi-
naten eines Punktes Elemente des Körpers s(xi) zugeordnet.
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von K zu K ′ transformiert sich die Funktion
κ, das Skalarfeld σ(P ) bleibt definitionsgemäß unabhängig und somit ändert sich auch die
Funktion s(xi). Man schreibt

s′(x′j) = s(xi). (2.4)

Felder von eigentlichen Tensoren: Gegeben sei wieder ein euklidischer\pseudo-
euklidischer Raum E der Dimension N über E mit dem Körper R sowie ein Koordinaten-
system K. Eine Abbildung der Punkte von E in die Menge der Tensoren von E mit gleicher
Struktur der Argumente τ : P → ϕ wird eigentliches Tensorfeld τ(P ) genannt. Durch die
zusammengesetzte Abbildung ϕ : τ ◦ κ−1 : RN → ϕ werden also den Koordinaten eines
Punktes Tensoren gleicher Stufe zugeordnet

ϕ(xi) = T
j1...jn
i1...im

(xi)~bi1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjn . (2.5)

Bei einemWechsel des Koordinatensystems vonK zuK ′ transformiert sich die Funktion κ,
das Tensorfeld τ(P ) bleibt definitionsgemäß unabhängig und somit ändern sich auch die
zu ϕ(xi) gehörenden Tensorkoordinaten als Funktionen der Koordinaten der Punkte. Man
schreibt

ϕ′(x′j) = T ′′ l1...ln
k1...km

(x′j)~b′k1 ⊗ ..⊗~b′km ⊗~b′l1 ⊗ ..⊗~b′ln
= T ′ l1...ln

k1...km
(xi)~b′k1 ⊗ ..⊗~b′km ⊗~b′l1 ⊗ ..⊗~b′ln

= T
j1...jn
i1...im

(xi)~bi1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjn = ϕ(xi) (2.6)
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mit der äußeren Transformation T → T ′\inneren Transformation T ′ → T ′′

T ′ l1...ln
k1...km

(xi) =
∂xi1

∂x′k1
. . .

∂xim

∂x′km
∂x′l1

∂xj1
. . .

∂x′ln

∂xjn
T
j1...jn
i1...im

(xi), (2.7)

T ′′ l1...ln
k1...km

(x′j) = T ′ l1...ln
k1...km

(xi). (2.8)

2.1.3 Spezielle Felder von Tensoren

Differentiale: Gegeben sei ein Skalarfeld s(xi) und ein kontravariantes Vektorfeld
w(xi). Durch die Definition

ds(xi)w(xi) :=
∂s(xi)

∂xj
wj(xi) → ds(xi) =

∂s(xi)

∂xj
~bj (2.9)

wird an jedem Punkt P von E eine Linearform ds(xi) konstruiert. Man nennt sie das
Differential ds(xi) des Skalarfeldes s(xi).
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von K zu K ′ gilt

ds′(x′j) =
∂s′(x′j)
∂x′i

~b′i =
∂s(xi)

∂xj
~bj = ds(xi). (2.10)

Nimmt man nun als spezielles Skalarfeld die Koordinatenfunktionen xi selbst

dxi(xk)w(xk) :=
∂xi(xk)

∂xj
wj(xk) = wi(xk) → dxi(xk) =

∂xi(xk)

∂xj
~bj = ~bi, (2.11)

so spricht man von Koordinatendifferentialen dxi. Sie können mit den Basisvektoren ~bi der
dualen Basis identifiziert werden, und transformieren definitionsgemäß gleich wie diese

dx′j =
∂x′j

∂xi
dxi. (2.12)

Differentialformen: Ein kovariantes antisymmetrisches Tensorfeld m-ter Stufe
ϕ(xi) kann durch Koordinatendifferentiale dargestellt werden

ϕ(xi) =
1

m!
A i1,i2,..,im(x

i) dxi1 ∧ dxi2 ∧ .. ∧ dxim , (2.13)

und wird deshalb Differentialform m-ten Grades genannt.
Differentialformen vom GradN kann man auf Grund der antisymmetrischen Eigenschaften
noch weiter vereinfachen

ϕ(xi) =
1

N !
A i1,i2,..,iN (x

i) dxi1 ∧dxi2 ∧ ..∧dxiN = A 1,2,..,N(x
i) dx1 ∧dx2∧ ..∧dxN . (2.14)

Ein Skalarfeld kann man auch als Differentialform 0-ten Grades ansehen.
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2.1.4 Die Differentiation von Tensoren

Ableitung: Gegeben seien zunächst zwei kontravariante Vektorfelder v(xi) sowie
w(xi). Die Ableitung des Vektorfeldes v(xi) in Richtung von w(xi) ist nun wie folgt defi-
niert

▽w v(x
i) := lim

ǫ→0

1

ǫ
[vj(xi + ǫwi(xi))~bj − vj(xi)~bj ]

= lim
ǫ→0

1

ǫ
[vj(xi)~bj +

∂vj(xi)

∂xk
ǫwk~bj − vj(xi)~bj ] =

∂vj(xi)

∂xk
wk~bj. (2.15)

Die Ableitung entspricht dabei einem neuen Vektorfeld, das entsteht, wenn man das Vek-
torfeld v(xi) an jedem Punkt P in Richtung von w(xi) zum Nachbarpunkt P ′ parallel-
verschiebt, dort mit dem ursprünglichen Vektorfeld v(xi) vergleicht, den Differenzvektor
bildet und diesen wieder dem Punkt P zuordnet.
Durch Verallgemeinerung gelangt man zur Ableitung eines eigentlichen Tensorfeldes: Sei
ϕ(xi) ein eigentliches Tensorfeld beliebiger Stufe und w(xi) ein kontravariantes Vektorfeld.
Die allgemeine Ableitung ▽w ϕ(x

i) von ϕ(xi) in Richtung von w(xi) ist ein Tensorfeld der
gleichen Stufe wie ϕ(xi) und ist folgendermaßen definiert

▽w ϕ(x
i) :=

∂T
j1...jn
i1...im

(xi)

∂xk
wk~bi1 ⊗ ..⊗~bim ⊗~bj1 ⊗ ..⊗~bjn . (2.16)

Für ein Skalarfeld ergibt sich sinngemäß

▽w s(x
i) :=

∂s(xi)

∂xk
wk. (2.17)

Die Ableitung eines Skalarfeldes in Richtung eines Vektorfeldes ist also ident mit der
Wirkung des Differentials des Skalarfeldes auf den Vektor.

Äußere Ableitung: Eine Differentialform ϕ(xi)m-ten Grades besitzt zusätzlich zur
normalen Ableitung noch eine äußere Ableitung. Das Ergebnis ist wiederum eine Differen-
tialform nun aber mit dem Grad (m+ 1). Man schreibt

dϕ(xi) :=
1

m!

∂A i1,i2,..,im(x
i)

∂xk
dxk ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ .. ∧ dxim . (2.18)

Für eine Differentialform 0-ten Grades, also ein Skalarfeld, gilt analog

ds(xi) :=
∂s(xi)

∂xk
dxk. (2.19)

Die äußere Ableitung eines Skalarfeldes ist ident mit dem Differential des Skalarfeldes.
Diese Tatsache rechtfertigt die gleiche Schreibweise.

2.1.5 Die Integration von Tensoren im R
N

Determinantenfunktionen: Gegeben sei zunächst ein euklidischer\pseudoeuklidi-
scher Vektorraum E der Dimension N mit dem Körper R und der Basis B. Eine multili-
neare antisymmetrische Funktion d : (E1 × E2 × · · · × EN )→ R

d(~v1, .., ~vi, .., ~vj , .., ~vN ) = vi11 . . . v
iN
N d(~bi1 , ..,

~biN ) = −d(~v1, .., ~vj , .., ~vi, .., ~vN ) (2.20)
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wird Determinantenfunktion genannt. Nur wenn die N Vektoren im Argument linear un-
abhängig sind, also eine Basis B~v bilden, ist diese Funktion auf Grund der Antisymmetrie
ungleich 0. Ihre Koordinaten können unter Verwendung des Operators “P”, der eine be-
liebige Permutation der Zahlen 1, 2, .., N beschreibt, folgendermaßen zerlegt werden

d(~bi1 ,
~bi2 , . . . ,

~biN ) = δi1,i2,..,iN d(
~b1,~b2, . . . ,~bN ), (2.21)

δi1,i2,..,iN = sign(P) \ 0 für i1, i2, .., iN = P \ i1, i2, .., iN 6= P. (2.22)

Bei einem Basiswechsel ergibt sich

vi11 v
i2
2 . . . v

iN
N δi1,i2,..,iN d(

~b1,~b2, . . . ,~bN ) = v′1
i1v′2

i2 . . . v′N
iN δi1,i2,..,iN d(

~b′1,~b
′
2, . . . ,~b

′
N ),

→ d(~b′1,~b
′
2, . . . ,~b

′
N ) = det(aij) d(

~b1,~b2, . . . ,~bN ). (2.23)

Orientierung von Basen: Alle möglichen Basen des RN kann man in zwei disjunkte
Mengen B+ und B− einteilen. Man nennt sie willkürlich positiv\negativ orientiert. Sie
sind durch das Vorzeichen der Determinanten der Transformationsmatrizen zwischen ihren
Elementen eindeutig definiert

B1, B2 ∈ B+ → sign(det(aij)) = 1, B1, B2 ∈ B− → sign(det(ai j)) = 1, (2.24)

B1 ∈ B+ , B2 ∈ B− → sign(det(ai j)) = −1. (2.25)

Ist also das Vorzeichen der Determinante der Transformationsmatrix zweier Basen positiv,
bleibt die Orientierung erhalten. Es zeigt sich, dass Determinantenfunktionen angewandt
auf Basen gleicher Orientierung das Vorzeichen nicht wechseln.

Euklidische\Pseudoeuklidische Volumenelemente: Gegeben sei nun ein eukli-
discher\pseudoeuklidischer Raum E der Dimension N über E mit dem Körper R sowie ein
Koordinatensystem K mit der Basis B. Betrachtet man das Kreuzprodukt als Volumen-
element des R2 und das Spatprodukt als Volumenelement des R3, so sieht man, dass das
Volumen einerseits von Vektoren abhängt, die es definieren und weiters eine antisymmetri-
sche Größe darstellt. Es liegt daher nahe, als Ansatz für das euklidische\pseudoeuklidische
Volumenelement des RN eine Determinantenfunktion d(~v1, ~v2, .., ~vN ) einzuführen. Diese ist
auch durch eine vom Ort unabhängige Differentialform N -ten Grades ǫ(~v1, ~v2, .., ~vN ) dar-
stellbar

ǫ = g dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN , (2.26)

ǫ(~v1, .., ~vN ) = vi11 . . . v
iN
N δi1,..,iNg dx

1 ∧ .. ∧ dxN (~b1, ..,~bN )

= vi11 . . . v
iN
N δi1,..,iNg det(dxi(~bj)) = vi11 . . . v

iN
N δi1,..,iNg. (2.27)

Zur Bestimmung von g läßt man ǫ auf eine Orthonormalbasis B wirken und fordert, dass
das Volumens des von diesen Vektoren aufgespannten verallgemeinerten Einheitswürfels
je nach Orientierung gleich +\ − 1 ist. Es ergibt sich

g = +\ −
√

| det(gij) | für B ∈ B+\B−. (2.28)
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Integrale: Um nun das Volumen eines beliebigen N -dimensionalen Bereiches B des
R
N messen zu können, lässt man das Volumenelement auf kleine verallgemeinerte Paral-

lelepipede wirken, die von Vektoren △xi~bi parallel zu den Basisvektoren gebildet werden.
Nach Summation über den Bereich und nach Grenzübergang ergibt sich

V(B) :=
∫

B

g dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN

:= lim
△xi→0

∑

△B
g dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN (△x1~b1,△x2~b2, ..,△xN~bN )

= lim
△xi→0

∑

△B
g △x1△x2..△xN

=

∫

B

g dx1dx2..dxN . (2.29)

Positiv\negativ orientierten Basen wird ein positives\negatives Volumen zugeordnet.
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems K → K ′ ergibt sich

V ′(B) =
∫

B

det(
∂xi

∂x′j
) g | det(∂x

′i

∂xj
) | dx1dx2..dxN = ±V(B). (2.30)

Bis auf den Vorzeichenwechsel bei einer Änderung der Orientierung der Basis ist das
Volumen vom verwendeten Koordinatensystem unabhängig.
Jede Differentialform ϕ(xi) vom Grad N läßt sich nun in zwei Faktoren zerlegen

ϕ(xi) = A(xi) dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN = (
A(xi)

g
)( g dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN ).

Die Größe A(xi)
g wird dabei als ortsabhängige Tensordichte bezeichnet. A(xi) und g trans-

formieren gleich, die Dichte ist daher ein Skalar. In Anlehnung an das Integral des euklidi-
schen\pseudoeuklidischen Volumenelements definiert man nun das Integral einer Differen-
tialform ϕ(xi) vom Grad N

∫

B

A(xi) dx1 ∧ dx2 ∧ .. ∧ dxN :=

∫

B

A(xi)

g
g dx1dx2..dxN =

∫

B

A(xi) dx1dx2..dxN . (2.31)

Das Integral einer Differentialform vom Grad N über einen Bereich ergibt somit das mit
der invarianten Tensordichte gewichtete Volumen des Bereichs. Es ist vom verwendeten
Koordinatensystem komplett, also auch von dessen Orientierung, unabhängig.

2.1.6 Die Integration von Tensoren auf Bereichen im R
N

Gegeben sei weiterhin ein euklidischer\pseudoeuklidischer Raum E der Dimension N über
E sowie eine Differentialform ϕ(xi) vom Grad m . Zusätzlich sei B ein Bereich der Dimen-
sion m, der durch xi(uj) parametrisiert ist. Man kann nun an jedem Punkt des Bereichs
ein kleines verallgemeinertes Parallelepiped aufbauen. Seine Kanten sind ident mit den
Tangenten an die Parameterlinien an diesem Punkt
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△xiuj ~bi :=
∂xi

∂uj
△uj~bi. (2.32)

Lässt man nun die Differentialform auf das verallgemeinerte Parallelepiped wirken, ergibt
sich

1

m!
A i1,i2,..,im(x

i) dxi1 ∧ dxi2 ∧ .. ∧ dxim(△xj1
u1
~bj1 ,△xj2u2~bj2 , ..,△x

jm
um
~bjm)

=
1

m!
A i1,i2,..,im(x

i)△xj1
u1
△xj2

u2
..△xjmum det(dxi1dxi2 ..dxim(~bj1

~bj2 ..
~bjm))

=
1

m!
A i1,i2,..,im(x

i) det(
∂xi1∂xi2 ..∂xim

∂u1∂u2..∂um
)△u1△u2..△um. (2.33)

Nach Summenbildung über den Bereich und nach Grenzübergang erhält man

1

m!

∫

B

A i1,i2,..,im(x
i) dxi1 ∧ dxi2 ∧ .. ∧ dxim

:=
1

m!
lim

△uj→0

∑

△B
A i1,i2,..,im(x

i) det(
∂xi1∂xi2 ..∂xim

∂u1∂u2..∂um
)△u1△u2..△um

=
1

m!

∫

B

A i1,i2,..,im(x
i) det(

∂xi1∂xi2 ..∂xim

∂u1∂u2..∂um
) du1du2..dum

= sign(det(
∂xi1∂xi2 ..∂xim

∂u1∂u2..∂um
))

1

m!

∫

B

A i1,i2,..,im(x
i)

gi1,i2,..,im
gi1,i2,..,im dx

i1dxi2 ..dxim , (2.34)

mit gi1,i2,..,im = +\−
√

| det((gi1,i2,..,im)ij) |.
Das Integral einer Differentialform vom Grad m über einen Bereich ergibt somit eine
Summe von Integralen über Projektionen dieses Bereichs auf alle möglichen Koordinaten-
bereiche der gleichen Dimension m. Bei diesen Subintegralen handelt es sich um die mit
den jeweiligen Tensordichten im ursprünglichen Bereich gewichteten Volumina der Pro-
jektionen. Das Integral ist vom verwendeten Koordinatensystem komplett, also auch von
dessen Orientierung, unabhängig.

2.1.7 Integralsätze für Felder von Tensoren

Satz von Stokes im R
N : In einem euklidischen\pseudoeuklidischen Raum E der

Dimension N über E sei ϕ(xi) eine Differentialform 1-ten Grades. F sei eine beliebige
Fläche parametrisiert durch xi(uj) sowie S eine zur Gänze auf dieser Fläche liegende
geschlossene Kurve parametrisiert durch xi(uj(s)). An jedem Punkt der Kurve wird ein
kleiner Tangentialvektor an die Kurve definiert

△xis~bi :=
∂xi

∂uj
∂uj

∂s
△s~bi. (2.35)

Lässt man nun die Differentialform auf den Tangentialvektor wirken, so erhält man nach
Summenbildung und Grenzübergang
∮

S

A i1(x
i) dxi1 := lim

△s→0

∑

△S
A i1(x

i) dxi1(△xj1s ~bj1)
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=

∮

S

A i1(x
i)
∂xi1

∂uj1
∂uj1

∂s
ds = sign(det(

∂uj1

∂s
))

∮

S

Tj1(x
i)duj1 . (2.36)

Der Satz von Stokes im System der Parameter uj führt zu

sign(det(
∂uj1

∂s
))

∮

S

Tj1(x
i)duj1 = +\ −

∫

Fin

(
∂T2(x

i)

∂u1
− ∂T1(x

i)

∂u2
) du1du2 (2.37)

mit dem Vorzeichen +\− wenn die Orientierung der Kurve mit\gegen die Orientierung
des Parametersystems der Fläche gewählt ist. Dieses Integral kann wieder auf Subintegrale
über Projektionen auf alle möglichen Koordinatenflächen zurückgeführt werden und man
erhält den koordinatenunabhängigen Ausdruck für das Ringintegral

∮

S

A i1(x
i) dxi1 = +\ − sign(det(

∂xi1∂xi2

∂u1∂u2
))

∫

Fin

∂Ai2(x
i)

∂xi1
dxi1dxi2

= +\ −
∫

Fin

∂Ai2(x
i)

∂xi1
dxi1 ∧ dxi2 . (2.38)

Das Integral einer Differentialform über eine geschlossene Kurve ist also, abgesehen vom
variablen Vorzeichen, ident mit dem Integral der äußeren Ableitung der Differentialform
über eine beliebige eingeschlossene Fläche.

Satz von Gauß im R
N : In einem euklidischen\pseudoeuklidischen Raum E der

Dimension N über E sei ϕ(xi) eine Differentialform 2-ten Grades. V sei ein beliebiges
Volumen parametrisiert durch xi(uj) sowie F eine zur Gänze in diesem Volumen liegende
geschlossene Fläche parametrisiert durch xi(uj(ak)). An jedem Punkt der Fläche wird ein
kleines Parallelogramm bestehend aus zwei Tangentialvektoren an die Parameterlinien der
Fläche definiert

△xiak ~bi :=
∂xi

∂uj
∂uj

∂ak
△ak~bi. (2.39)

Lässt man nun die Differentialform auf das Parallelogramm wirken, so erhält man nach
Summenbildung und Grenzübergang

1

2!

∮

F

A i1,i2(x
i) dxi2 ∧ dxi1

:=
1

2!
lim

△ak→0

∑

△F
A i1,i2(x

i) dxi1 ∧ dxi2(△xj1
a1
~bj1 ,△xj2a2~bj2)

=
1

2!

∮

F

A i1,i2(x
i)
∂xi1

∂uj1

∂xi2

∂uj2
(
∂uj1

∂a1
∂uj2

∂a2
− ∂uj1

∂a2
∂uj2

∂a1
) da1da2

= sign(det(
∂uj1∂uj2

∂a1∂a2
))

1

2!

∮

F

Tj1,j2(x
i)duj1duj2 . (2.40)

Der Satz von Gauß im System der Parameter uj führt zu
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sign(det(
∂uj1∂uj2

∂a1∂a2
))

1

2!

∮

F

Tj1,j2(x
i)duj1duj2

= +\ −
∫

Vin

(
∂T2,3(x

i)

∂u1
+
∂T3,1(x

i)

∂u2
+
∂T1,2(x

i)

∂u3
) du1du2du3 (2.41)

mit dem Vorzeichen +\− wenn die Orientierung der Fläche mit\gegen die Orientierung des
Parametersystems des Volumens gewählt ist. Dieses Integral kann wieder auf Subintegrale
über Projektionen auf alle möglichen Koordinatenvolumina zurückgeführt werden und
man erhält den koordinatenunabhängigen Ausdruck für das Flächenintegral

1

2!

∮

F

A i1,i2(x
i) dxi1 ∧ dxi2 = +\ − sign(det(

∂xi1∂xi2∂xi3

∂u1∂u2∂u3
))

1

2!

∫

Vin

∂Ai2,i3(x
i)

∂xi1
dxi1dxi2dxi3

= +\ − 1

2!

∫

Vin

∂Ai2,i3(x
i)

∂xi1
dxi1 ∧ dxi2 ∧ dxi3 . (2.42)

Das Integral einer Differentialform über eine geschlossene Fläche ist also, abgesehen vom
variablen Vorzeichen, ident mit dem Integral der äußeren Ableitung der Differentialform
über ein beliebiges eingeschlossenes Volumen.

2.2 Gekrümmte Räume

Diese Art von Räumen zeichnet sich dadurch aus, dass ihre innere Struktur von Punkt zu
Punkt, also lokal, unterschiedlich sein kann. Gekrümmte Räume stellen eine Verallgemei-
nerung von gekrümmten Flächen dar.

2.2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Topologischer Raum: Gegeben sei eine Menge M von Punkten und die Menge X ,
die eine unechte Teilmenge der Potenzmenge von M darstellt. Die Menge M wird topolo-
gischer Raum T genannt, wenn die zu ihr gehörende Menge X die Anforderungen an eine
Topologie erfüllt:
· Die leere Menge und die Menge M sind Element von X
· Der Durchschnitt von endlich vielen Elementen von X ist wieder Element von X
· Die Vereinigung von beliebig vielen Elementen von X ist wieder Element von X

Durch diese Einschränkungen wird eine beliebige MengeM mit einer Grundstruktur verse-
hen. Ein Element einer Topologie wird offene Menge O genannt. Ihr Komplement bezüglich
T heißt geschlossene Menge G. Eine Teilmenge von T kann sowohl offen als auch geschlos-
sen sein. Die Menge aller offenen Mengen, die ein bestimmtes Element X0 enthalten, wird

als offene Umgebung von X0,
o

U (X0), bezeichnet.

Standardtopologie des RN : Als Basis dieser Topologie wird die Menge aller Kugeln
K um Punkte X0, offene Umgebungen von X0, bezeichnet, die folgendermaßen definiert
sind

K(X0, ǫ) := {X ∈ R
N | | xi − xi0 |< ǫ}. (2.43)
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Die Menge aller beliebigen Vereinigungen aller möglichen Kugeln um alle möglichen Punk-
te ergibt dann die Standardtopologie S des RN .

Konvergenz: Eine Folge von Elementen von T , Xn, konvergiert gegen den Punkt

X0, wenn zu jeder offenen Menge O, die Element von
o

U (X0) ist, eine natürliche Zahl
N(O) existiert, sodass für alle n ≧ N(O) die Folge Xn in O verläuft. Dies ist die Verall-
gemeinerung des klassischen Konvergenzbegriffs aus dem R

N .

Stetigkeit: Gegeben seien zwei topologische Räume T1,T2 mit den entsprechenden
Topologien X1,X2. Eine Abbildung f : T1 → T2 wird stetig am Punkt X0 genannt, wenn

für alle Elemente Of(X0) von
o

U (f(X0)) ein Element OX0
von

o

U (X0) existiert, sodass
das Bild von OX0

eine unechte Teilmenge von Of(X0) ist. Eine Abbildung, die an jedem
Punkt von T stetig ist, heißt global stetig auf T . Auch dies ist die Verallgemeinerung des
klassischen Stetigkeitsbegriffs aus dem R

N .

Homöomorphismus: Seien f : T1 → T2 und g: T2 → T1 zwei global stetige Abbil-
dungen auf T1 beziehungsweise T2. Gilt zusätzlich g ◦ f = idT1 und f ◦ g = idT2 , so sind f
und g bijektiv mit g = f−1. Die beiden Räume sind dann topologisch nicht unterscheidbar
also homöomorph.

Hausdorff-Raum: An einen topologischen Raum T und seine Topologie X kann
nun eine zusätzliche Bedingung gestellt werden. Das sogenannte Trennungsaxiom verlangt
folgendes: Seien X1 und X2 zwei beliebige ungleiche Punkte von T . Dann existiert ein

Element OX1
von

o

U (X1) und ein Element OX2
von

o

U (X2), sodass der Durchschnitt von
OX1

und OX2
leer ist. Der topologische Raum gilt dann als separiert, und wird Hausdorff-

Raum H genannt. In diesem Fall können Folgen Xn nur gegen einen Grenzwert konver-
gieren.

Definition: Eine differenzierbare MannigfaltigkeitM ist nun ein Hausdorff-RaumH,
an den zwei weitere Forderungen gestellt werden:
· Jeder Punkt von H ist Element von zumindest einer offenen Menge O der Topologie

X mit der folgenden speziellen Eigenschaft: Diese offene Menge ist einem affinen Raum A
homöomorph. Der von O abgedeckte Bereich BO von H kann daher durch ein Koordina-
tensystem K im Tangentialraum T von A lokal parametrisiert werden. Die dazugehörige
Abbildung κ : BO → R

N : P → xi nennt man wie schon im flachen Raum Karte κ von BO
bezüglich K. Man spricht in diesem Fall von einer offenen Überdeckung von H.
· Für jeden Punkt, der in einem Überlappungsbereich von zumindest zwei bei einer

offenen Überdeckung beteiligten offenen Mengen O liegt, gilt: Die Übergangsfunktion
κβα = κβ ◦ κ−1

α zwischen seinen Koordinaten in den betroffenen Tangentialräumen ist
glatt, also beliebig oft differenzierbar. Sie ist im allgemeinen nichtlinear.
Die Dimension der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist ident mit der konstanten Di-
mension N ihrer Tangentialräume.

Atlas: Eine Vereinigung von Karten von offenen Mengen O, die M überdecken,
wird Atlas A genannt. Um die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit komplett
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zu erfassen, genügt es, einen beliebigen Atlas zusammen mit den Übergangsfunktionen
zwischen seinen Karten in den Überlappungsbereichen zu kennen. Die Kenntnis eines
höherdimensionalen Einbettungsraumes ist bei Vorhandensein eines Atlas zur Beschrei-
bung der differenzierbaren Mannigfaltigkeit nicht notwendig, manchmal existiert so ein
Raum auch überhaupt nicht. Im Extremfall reicht zur vollständigen Überdeckung eine
einzige offene Menge O mit Karte aus. Die MannigfaltigkeitM degeneriert in diesem Fall
zu einem flachen, also affinen Raum A.

Differenzierbare Untermannigfaltigkeit: Gegeben seien zwei differenzierbare
MannigfaltigkeitenM und N der Dimension M und N mit M < N . Die Mannigfaltigkeit
M wird differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N genannt, wenn folgende Bedingun-
gen erfüllt sind:
· Der zuM gehörende Raum ist topologisch gesehen ein Unterraum des zu N gehören-

den Raumes. Das bedeutet, die offenen Mengen von M ergeben sich als alle möglichen
Schnittmengen von offenen Mengen von N mitM.
· Für jeden Punkt P ∈ M existiert eine Inklusionsabbildung I: M → N , wobei die

dazugehörende Übergangsfunktion κNM = κN ◦ κ−1
M zwischen beliebigen Karten in M

und N unendlich oft differenzierbar ist.
· Für jeden Punkt P ∈ M bildet das Differential der Inklusionsabbildung I: dI:

TP (M)→TP (N ) den Tangentialraum TP (M) injektiv in den Tangentialraum TP (N ) ab.

2.2.2 Felder von Tensoren

Eigentlicher Tangentialraum: Gegeben sei ein Punkt X0 auf M und eine Kur-
ve X(t) auf M, die durch den Punkt X0 führt: X(0) = X0. Der Punkt X0 möge im
Überlappungsbereich zweier Karten mit den Koordinatensystemen K und K ′ liegen, in
welchen die Kurve mit xi(t) und x′i(t) beschrieben wird. Durch die Größe

vi :=
dxi

dt
|t=0 (2.44)

wird ein am PunktX0 liegender, vom Koordinatensystem unabhängiger Vektor ~v definiert.
Er wird Tangentenvektor der Kurve in X0 genannt. Die Summe aller möglichen Tangen-
tenvektoren an einem Punkt P vonM bildet einen linearen Vektorraum, den eigentlichen
Tangentialraum TP des Punktes. Seine Dimension ist gleich der Dimension N der Tan-
gentialräume von M. Der zum eigentlichen Tangentialraum eines Punktes TP gehörende
affine Raums AP “berührt” die Mannigfaltigkeit M im Normalfall nur an diesem Punkt.
Bei einem Wechsel des Koordinatensystems gilt

v′j =
dx′j(xi)
dt

|t=0=
∂x′j(xi)
∂xi

|xi=xi0
dxi

dt
|t=0=

∂x′j(xi)
∂xi

|xi=xi0 v
i. (2.45)

Eine spezielle Basis im Tangentialraum TP bilden die Tangentialvektoren an die Koor-
dinatenlinien im Punkt P . Diese Basis wird als Koordinatenbasis mit den Basisvekto-
ren ∂xi i = 1..N bezeichnet. Die dazugehörige duale Basis wird von den Basisvektoren
dxi i = 1..N gebildet. Die Bezeichnung der Basisvektoren stammt daher, dass sich die
Ableitungsoperatoren und die Differentiale bei einem Basiswechsel gleich wie die Basis-
vektoren transformieren

∂xi
′ =

∂xj

∂xi′
∂xj , dxi′ =

∂xi′

∂xj
dxj. (2.46)
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Durch die Einführung eines Tangentialraums an einem Punkt vonM ergibt sich folglich
eine Vektorraumstruktur mit verschiedenen Koordinatensystemen, die aus verschiedenen
Karten resultieren und die ein lineares Transformationsverhalten aufweisen. Das bedeu-
tet, man kann punktweise viele Konzepte des flachen Raumes, wie den Aufbau gewisser
Elemente der Tensorrechnug, auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit M übertragen.

Skalarfelder: Durch eine Abbildung der Punkte von M auf Elemente des Körpers
der jeweiligen Tangentialräume TP , σ : P → s(TP ) wird ein Skalarfeld σ(P ) auf M
definiert. Für das Bild der zusammengesetzten Abbildung s : σ ◦ κ−1 : RN → s in
verschiedenen Koordinatensystemen ergibt sich wieder die Relation

s′(x′j) = s(xi). (2.47)

Felder von eigentlichen Tensoren: Durch eine Abbildung der Punkte von M
auf Tensoren der jeweiligen Tangentialräume TP mit gleicher Struktur der Argumente,
τ : P → ϕ(TP ) wird ein Tensorfeld τ(P ) auf M definiert. Für die Koordinaten des
Bildes der zusammengesetzten Abbildung ϕ : τ ◦ κ−1 : R

N → ϕ in verschiedenen
Koordinatensystemen ergeben sich wieder die Relationen

T ′ l1...ln
k1...km

(xi) =
∂xi1

∂x′k1
(x′j) . . .

∂xim

∂x′km
(x′j)

∂x′l1

∂xj1
(xi) . . .

∂x′ln

∂xjn
(xi)T j1...jn

i1...im
(xi), (2.48)

T ′′ l1...ln
k1...km

(x′j) = T ′ l1...ln
k1...km

(xi). (2.49)

Im Unterschied zu den Verhältnissen im flachen Raum sind die Transformationsmatrizen
nun vom Ort abhängig.

2.2.3 Die kovariante Ableitung

Die einzelnen Tangentialräume einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M existieren
grundsätzlich völlig unabhängig voneinander. Um nun Tesoren aus verschiedenen Tan-
gentialräumen miteinander vergleichen zu können, ist es notwendig auf der Mannigfal-
tigkeit M eine zusätzliche Struktur, den affinen Zusammenhang, einzuführen. Durch ihn
wird die Art der Krümmung der Mannigfaltikeit festgelegt. Weiters kann aus dem affi-
nen Zusammenhang ein Operator abgeleitet werden, welcher die Tensoren benachbarter
Tangentialräume zueinander in Beziehung setzt, die kovariante Ableitung.

Affiner Zusammenhang: Um die Richtungsableitung ▽w v (x
i) in einem affinen

Raum auf gekrümmte Räume verallgemeinern zu können führt man den affinen Zusam-
menhang ▽ ein, der wie folgt definiert ist

▽∂
xj
∂xi (x

l) := Γ kij (x
l) ∂xk . (2.50)

Er beschreibt, wie sich der Basisvektor ∂xi in Richtung von ∂xj in der Nähe des Punktes
P mit den Koordinaten xl, ausgedrückt in der Basis von TP , ändert. Mit dieser abstrak-
ten Definition der Γ kij (x

l) wird einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM eine eindeutige
Krümmung eingeprägt. Auch wenn normalerweise der Basisvektor ∂xi entlang von ∂xj
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auch Änderungen in Komponenten aufweist, die sich nicht im Tangentialraum TP befin-
den, reicht diese Art der Definition des affinen Zusammenhangs zur eindeutigen Beschrei-
bung der Art der Krümmung einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM vollkommen aus.
Umgekehrt benötigt man bei einer vorgegebenen gekrümmten Mannigfaltigkeit M mit
vorgegebenen Koordinatenbasen aus Sicht eines höherdimensionalen Einbettungsraumes
zur Bestimmung der Γ kij (x

l) eine (geometrische) Regel. Sehr gebräuchlich ist die Projek-
tion der Basen der benachbarten Tangentialräume in den Tangentialraum des Punktes P .
Die Krümmung selbst ist wiederum eine Eigenschaft absolut unabhängig vom verwendeten
Koordinatensystem in TP , die Γ

k
ij (x

l) allerdings sind keine Tensoren und weisen ein etwas
komplizierteres Transformationsverhalten auf.
Die Abbildung ▽ : v1, v2 → v3 kann als äußere Ableitung einer vektorwertigen 0-Form v1,
also eines Vektors, dessen Koordinatenfunktionen gewöhnliche 0-Formen sind, angewen-
det auf einen Vektor v2 verstanden werden. Daraus ergeben sich mit den Skalarfeldern
s(xi), t(xi) und den Vektorfeldern u(xi), v(xi), w(xi) folgende Regeln

▽w(su+ tv) = ds(w)u + s▽wu+ dt(w) v + t▽wv, (2.51)

▽(sv+tw)u = s▽vu+ t▽wu. (2.52)

Somit kann schließlich die Richtungsableitung eines Vektors v entlang von w in der Nähe
eines Punktes P berechnet werden

▽w v(x
i) := wk ▽∂

xk
(vj ∂xj ) = (dvj (∂xk) ∂xj + vj▽∂

xk
∂xj )w

k

= (
∂vj(xi)

∂xl
δlk∂xj + Γ ljk∂xlv

j)wk = (
∂vj(xi)

∂xk
+ Γ

j
lkv

l)wk∂xj . (2.53)

In einem flachen Raum verschwinden die Koeffizienten Γ kij des affinen Zusammenhangs ▽
und die Formel geht in die normale Richtungsableitung eines Vektors v entlang w über.

Definition: Ebenso wie schon im affinen Raum kann nun die Richtungsableitung für
Vektorfelder auf eine Richtungsableitung für Tensorfelder erweitert werden. Es ergibt sich
die kovariante Ableitung. Sie lautet für ein gemischtes Tensorfeld ϕ(xi)

▽w ϕ(x
i) :=

[∂T
j1...jn
i1...im

(xi)

∂xk
− Γ li1kT

j1...jn
l...im

(xi)− ..− Γ limkT
j1...jn
il...l

(xi)

+Γ j1lk T
l...jn
i1...im

(xi) + ..+ Γ
jn
lk T

j1...l
i1...im

(xi)
]

wk dxi1 ⊗ ..⊗ dxim ⊗ ∂xj1 ⊗ ..⊗ ∂xjn .
(2.54)

Für ein Skalarfeld ergibt sich sinngemäß

▽w s(x
i) :=

∂s(xi)

∂xk
wk. (2.55)

Parallelverschiebung: Wird ein Tensor ϕ entlang eines Vektors w an einem Punkt
P parallelverschoben so erfüllt er folgende Gleichung

▽w ϕ(x
i) = 0. (2.56)
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Er ändert dabei seine Koordinaten in den verschiedenen Tangentialräumen gemäß

∂T
j1...jn
i1...im

(xi)

∂xk
wk =

[

+ Γ li1kT
j1...jn
l...im

(xi) + ..+ Γ limkT
j1...jn
il...l

(xi)

−Γ j1lk T
l...jn
i1...im

(xi)− ..− Γ jnlk T
j1...l
i1...im

(xi)
]

wk.

(2.57)

Gilt weiters
▽w ϕ(x

i) = 0, ∀w, (2.58)

so wird das Tensorfeld ϕ(xi) in der Nähe des Punktes P als konstant bezeichnet.

2.2.4 Der Krümmungstensor

Gegeben seien auf einer Mannigfaltigkeit M zwei Vektorfelder v(xi) und w(xi) um einen
Punkt P . Weiters sei u ein Vektor in P . Die Parallelverschiebung auf einer Mannigfaltigkeit
ist auf Grund der Krümmung grundsätzlich vom Weg abhängig. Um nun ein Maß für die
Krümmung von M um den Punkt P zu erhalten, verschiebt man den Vektor u entlang
einer infinitesimal kleinen geschlossenen Kurve von P zu P parallel und betrachtet den
dabei entstehenden Differenzvektor:
Von P gelangt man über den Vektor △a v(P ) zum Punkt Pa und von dort über den Vektor
△bw(Pa) zum Punkt Pab. Umgekehrt gelangt man von P über den Vektor △bw(P ) zum
Punkt Pb und von dort über den Vektor △a v(Pb) zum Punkt Pba. Damit dadurch eine
geschlossene Kurve entsteht, muß gelten

Pab = Pba ⇐⇒ [v,w] |P := (vj
∂wi(xk)

∂xj
− wj ∂v

i(xk)

∂xj
)∂xi |P = 0. (2.59)

Für den Weg P → Pa → Pab = Pba → Pb → P ergibt sich in der Koordinatenbasis von TP
folgender Differenzvektor

u1 − u0 = △ui ∂xi = △a△ b ujvlwk (∂xkΓ
i
jl(x

p)− ∂xlΓ ijk(xp) + Γ ihkΓ
h
jl − Γ ihlΓ hjk) ∂xi

= △a△ b ujvlwk Rijkl ∂xi . (2.60)

Dieses Ergebnis gilt für beliebige infinitesimal kleine geschlossene Kurven. Hierbei sind
die Größen Rijkl die Koordinaten eines dreifach kovarianten und einfach kontravarianten
Tensors. Er wird Krümmungstensor des affinen Zusammenhangs ▽ genannt. In einem
flachen Raum verschwindet er.

2.2.5 Der Riemannsche Raum

Um auf einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM Längen und Winkel messen zu können,
wird an jedem Punkt vonM ein positiv definites inneres Produkt eingeführt

gij(x
k) := (∂xi , ∂xj )(x

k). (2.61)

Der dazugehörige kovariante Tensor zweiter Stufe wird als Maßtensor bezeichnet

g(xk) := gij(x
k)dxi ⊗ dxj . (2.62)
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Der Riemannsche Raum stellt somit eine Verallgemeinerung des euklidischen Raums dar.
Die kovariante Ableitung und der Maßtensor sind nicht unabhängig voneinander. Bei einer
Parallelverschiebung zweier Vektoren u und v müssen Längen und Winkel erhalten bleiben

▽w u(x
k) = 0 ▽w v(x

k) = 0 → ▽w (u, v)(xk) = ▽w (uivjgij)(x
k) = ▽w (g(u, v))(xk) = 0.

(2.63)
Da die kovariante Ableitung aus Gründen der Eindeutigkeit mit einer Verjüngung ver-
tauscht, ergibt sich

▽w g(x
k) = 0, ∀w. (2.64)

Der Maßtensor ist also bezüglich der kovarianten Ableitung konstant. Diese Forderung
wird Verträglichkeitsbedingung genannt.
Ist eine MannigfaltigkeitM zusammen mit einem Maßtensor g gegeben, so existiert genau
ein torsionsfreier, also symmetrischer affiner Zusammenhang ▽, der die Verträglichkeitsbe-
dingung erfüllt. Dies ist der Riemann-Zusammenhang.
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3 Lie-Gruppen

Dieser Bereich der Mathematik ist von enormer Bedeutung für die Beschreibung von dem
in der Physik häufig auftretenden Phänomen der Symmetrie.

3.1 Abstrakte Lie-Gruppen

3.1.1 Definition

Eine abstrakte Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, deren Elemente g gleichzeitig eine unendlich
oft differenzierbare Mannigfaltigkeit bilden, mit folgenden Eigenschaften:
· Die Gruppenbildung G×G→ G : (g, h)→ g · h
· Die Inversenbildung G→ G : g → g−1

sind unendlich oft differenzierbare Funktionen.

3.1.2 Eigenschaften

Eine auf diese Art definierte Lie-Gruppe G weist automatisch folgende zusätzliche Eigen-
schaften auf:
· Es existiert eine offene Umgebung des Punktes 1 ∈ G,

o

U (1) = U , die einem affinen
Raum A homöomorph ist, mit einer dazugehörigen Kartenabbildung κU : BU → R

N :
g → xi, sodass gilt

κU (1) = 0, κU (g
−1) = −κU (g), ∀g ∈ BU . (3.1)

· Durch sogenannte Linkstranslationen\Rechtstranslationen

ULh := h · U \ URh := U · h, ∀h ∈ G (3.2)

wird U bijektiv auf andere offene Mengen ULh \URh von G abgebildet, die somit ebenfalls
einem affinen Raum A homöomorph sind und ganz G überdecken. Für diese Bereiche kann
man folgende Kartenabbildungen κUL

h
: BUL

h
→ R

N : g → xi \ κUR
h
: BUR

h
→ R

N : g → xi

definieren
κUL

h
(g) := κU (h

−1 · g) \ κUR
h
(g) := κU (g · h−1). (3.3)

· Die Übergangsfunktion der Koordinaten eines Punktes, der im Überlappungsbereich
mehrerer dieser zuvor definierten Bereiche liegt, κβα = κ

U
L\R
hβ

◦ κ−1

U
L\R
hα

, ist unendlich oft

differenzierbar.
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3.1.3 Die Darstellung von Lie-Gruppen durch Matrizen

Es ist häufig sinnvoll, die Struktur einer abstrakten Lie-Gruppe G an Hand einer Dar-
stellung zu untersuchen. Hierbei wird die Lie-Gruppe G durch einen Gruppenhomomor-
phismus ϕ : G → Aut(S) in die Gruppe der Automorphismen auf einer mathematischen
Struktur S abgebildet. Es gilt also

ϕ(g) ◦ ϕ(h) = ϕ (g · h). (3.4)

Zu einer bestimmten Lie-Gruppe G kann es mehrere Möglichkeiten der Darstellung geben.
Handelt es sich bei der mathematischen Struktur S um einen linearen Vektorraum V der
Dimension N über dem Skalarkörper K, so werden die Automorphismen durch invertier-
bare N ×N Matrizen A, deren Koeffizienten aij Elemente des Körpers sind, beschrieben.
Diese Matrizen bilden eine Gruppe.

3.2 Matrixgruppen

3.2.1 Die lineare Gruppe

Definition: Die lineare Gruppe besteht aus der Menge aller invertierbaren N × N
Matrizen A mit reellen\komplexen Koeffizienten aij und wird mit GL(N,R)\GL(N,C)
bezeichnet.

Eigenschaften einer Gruppe: Für beliebige Elemente der linearen Gruppe gilt:

· GL×GL→ GL: (AB)−1 = B−1A−1

· Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC)
· Neutrales Element: 1

· Inverses Element: A−1

Darstellung: Jedes Element A der linearen Gruppe läßt sich durch die Exponential-
abbildung exp: N ×N → N ×N invertierbar, darstellen

A = exp(X) :=
∑

n

Xn

n!
, A−1 = exp(−X). (3.5)

Speziell können Matrizen A ∈ GL(N,R) mit positiver Determinante in der Exponential-
abbildung durch N ×N Matrizen mit reellen Koeffizienten dargestellt werden.

Der Tangentialraum von 1: Gegeben sei die Menge aller differenzierbaren Kur-
ven A(t) in der linearen Gruppe für die gilt: A(0) = 1. Dann bildet die Menge aller
Tangentenvektoren im Einselement A′(t) |t=0 einen linearen Vektorraum über R. Er wird
Tangentialraum von 1, T

1

GL(N,R) = gl(N,R) \ T
1

GL(N,C) = gl(N,C) genannt.
Dies ist gleichbedeutend mit folgender Definition

T
1

GL(N,R) \ T
1

GL(N,C) := {X | exp(tX) ∈ GL(N,R) \ GL(N,C) ∀t }. (3.6)

Die Mengen gl(N,R) \ gl(N,C) bestehen somit aus allen N × N Matrizen mit reellen\
komplexen Koeffizienten. Die Dimension des Tangentialraums im Einselement beträgt da-
her N2 \ 2N2.
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Eigenschaften einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit: Betrachtet man alle
Elemente von GL(N,R) und gl(N,R) \ GL(N,C) und gl(N,C) als Vektoren in einem
R
N2\R2N2

mit der Standardtopologie des R
N, so kann die lineare Gruppe GL(N,R) \

GL(N,C) als Lie-Gruppe angesehen werden. Sie erfüllt alle erforderlichen Eigenschaften
einer abstrakten Lie-Gruppe.
Insbesondere bildet die Exponentialfunktion exp(X) eine offene Umgebung V von 0 in
gl(N,R)\gl(N,C) auf eine offene Umgebung U von 1 in GL(N,R)\GL(N,C) ab. Die
dazugehörige Kartenabbildung κU : BU → R

N2\R2N2

ist also durch die Umkehrfunktion
log(Y ) gegeben. Man spricht in diesem Fall von einer logarithmischen Karte. Es gilt wie
gefordert

log(1) = 0, log(Y −1) = − log(Y ). (3.7)

Durch Linkstranslationen und Rechtstranslationen gelangt man schließlich zu einem Atlas
für ganz GL(N,R)\GL(N,C). Die Übergangsfunktionen zwischen den betreffenden Karten
sind unendlich oft differenzierbar.

Die innere “Multiplikation” im Tangentialraum von 1: Gegeben sei die Abbil-
dung Kon(Y )(X) :GL→ GL, genannt die Konjugation. Sie ordnet für ein festes Y ∈ GL
jedem X ∈ GL wiederum ein Element der Gruppe GL zu

Kon(Y )(X) := Y XY −1, mit Y ∈ GL. (3.8)

Bildet man von der Konjugation das Differential dKon(Y )(dX) :TX → TKon(Y )(X)

dKon(Y )(dX) = Y dXY −1, mit Y ∈ GL. (3.9)

so wird dadurch der Tangentialraum von X auf den Tangentialraum von Kon(Y)(X) ab-
gebildet. Das Differential der Konjugation in Einselement dKon(Y )(dX) |X=1 :T1 → T

1

wird adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe GL genannt

Ad(Y )(dX) := dKon(Y )(dX) |X=1= (Y dXY −1) |X=1, mit Y ∈ GL. (3.10)

Sie bildet den Tangentialraum von 1 auf sich selbst ab.
In einem weiteren Schritt kann man das Differential der adjungierten Darstellung von GL
nach dem bisher festen Y ∈ GL im Einselement, dAd(dY )(dX) |Y=1 :T1×T1 → T

1

, bilden.
Das Resultat wird adjungierte Darstellung des Tangentialraums von 1, T

1

GL, genannt

ad(dY )(dX) := dAd(dY )(dX) |Y=1= (dY dXY −1 + Y dXd(Y −1)) |X,Y=1

=(dY dX − dXdY ) |X,Y=1 . (3.11)

Man erhält eine innere “Multiplikation” von Elementen des Tangentialraums von 1, dY
und dX. Die normale Matrizenmultiplikation hingegen kann auch aus dem Tangentialraum
von 1 herausführen.

31



Die Lie-Algebra: Ein Vektorraum V über R\C, auf dem eine innere Verknüpfung
V × V → V definiert ist, wird Algebra genannt. Im Speziellen spricht man von einer Lie-
Algebra, wenn die innere Verknpüpfung, in diesem Fall dargestellt durch die Lie-Klammer
[., .] folgende Forderungen erfüllt:
· Bilinearität: [aiX

i, bjY
j] = aibj[X

i, Y j]
· Antisymmetrie: [Y,X] = −[X,Y ]
· Jacobi-Identität: [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

Der Tangentialraum der linearen Gruppe GL im Einselement T
1

GL erfüllt mit der inneren
“Multiplikation” alle diese Voraussetzungen und bildet somit eine Lie-Algebra.

3.2.2 Die spezielle orthogonale\unitäre Gruppe

Definition: Die spezielle orthogonale\ unitäre Gruppe besteht aus der Menge aller
invertierbaren N ×N Matrizen mit reellen\ komplexen Koeffizienten mit den besonderen
Eigenschaften:
· AAT = 1 \ AA† = 1
· det(A) = 1

Diese Gruppe wird mit SO(N)\SU(N) bezeichnet und bildet eine in Bezug auf die Stan-
dardtopologie des RN abgeschlossene Untergruppe von GL(N,R)\GL(N,C).

Eigenschaften einer Untergruppe: Für beliebige Elemente von SO(N)\SU(N)
gilt:
· SO(N)× SO(N)→ SO(N): (AB)(AB)T = ABBTAT = 1
· SU(N)× SU(N)→ SU(N): (AB)(AB)† = ABB†A† = 1

jeweils mit: det(AB) = det(A) det(B) = 1

Der Tangentialraum von 1: Die Menge aller Tangentenvektoren im Einselement
von differenzierbaren Kurven in der Gruppe SO(N)\SU(N) bildet einen Untervektor-
raum des gl(N,R) \ gl(N,C). Dies ist der Tangentialraum von 1, der mit T

1

SO(N) =
so(N) \ T

1

SU(N) = su(N) bezeichnet wird.
Auch hier gilt die entsprechende Definition

T
1

SO(N) \ T
1

SU(N) := {X | exp(tX) ∈ SO(N) \ SU(N) ∀t }. (3.12)

Die speziellen Eigenschaften der Gruppe SO(N)\SU(N) schränken die Elemente von
so(N)\su(N) folgendermaßen ein

A(t)AT (t) = 1 \ A(t)A†(t) = 1 → A′(0) = −A′(0)T \ A′(0) = −A′(0)†, (3.13)

det(A(t)) = 1 → spur(A′(0)) = 0. (3.14)

Die Dimension des Tangentialraums von 1 beträgt daher 1
2N(N − 1) \N2 − 1.

Die Exponentialabbildung ist speziell bei der Gruppe SO(N)\SU(N) surjektiv. Das be-
deutet jedes Element der Gruppe SO(N)\SU(N) kann als Bild der Funktion exp(X) mit
X ∈ so(N) \X ∈ su(N) dargestellt werden.
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Eigenschaften einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit: Die Gruppe SO(N)
\ SU(N) bildet als abgeschlossene Untergruppe von GL(N,R) \ GL(N,C) ebenfalls eine
Lie-Gruppe. Die Exponentialfunktion exp(X) bildet nun eine offene Umgebung V von 0
in so(N) \ su(N) auf eine offene Umgebung U von 1 in SO(N)\SU(N) ab. Daraus ergibt
sich wieder eine logarithmische Karte und in weiterer Folge ein Atlas, mit unendlich oft
differenzierbaren Übergangsfunktionen zwischen den betreffenden Karten.

Die Lie-Algebra: Der Tangentialraum von 1, so(N)\su(N), bildet mit der inneren
“Multiplikation” seiner Elemente wiederum eine Lie-Algebra.

3.2.3 Exkurs: Die Sphäre S3

Definition: Die Sphäre S3 beschreibt die Menge aller Punkte in einem R
4, die vom

Ursprung oder einem beliebigen Mittelpunkt m die gleiche Entfernung R = 1 besitzen

S3
m,R := {qi ∈ R

4 | | qi −mi |= R = 1}. (3.15)

Führt man vierdimensionale Kugelkoordinaten r, α, ϑ, ϕ ein, mit dem Parameterbereich

0 ≦ r ≦∞, 0 ≦ α ≦ π, 0 ≦ ϑ ≦ π, 0 ≦ ϕ < 2π, (3.16)

so ergeben sich die folgenden Relationen

q0 = R cosα,

q1 = R sinα sinϑ cosϕ,

q2 = R sinα sinϑ sinϕ,

q3 = R sinα cos ϑ. (3.17)

Für die Funktionaldeterminante erhält man

| ∂q
0 ∂q1 ∂q2 ∂q3

∂R ∂α ∂ϑ ∂ϕ
|= R3 sin2 α sinϑ. (3.18)

Eigenschaften: Die wichtigsten geometrischen Größen Volumen (4-dimensional),
Oberfläche (3-dimensional) und Umfang eines Kleinkreises (2-dimensional) werden fol-
gendermaßen berechnet

V =

R
∫

0

dr

π
∫

0

dα

π
∫

0

dϑ

2π
∫

0

dϕ r3 sin2 α sinϑ =
1

2
π2R4, (3.19)

O =

π
∫

0

dα

π
∫

0

dϑ

2π
∫

0

dϕ R3 sin2 α sinϑ = 2π2R3, (3.20)

U =

π
∫

0

dϑ

2π
∫

0

dϕ R2 sin2 α sinϑ = 4πR2 sin2 α. (3.21)
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3.3 Die Gruppe SO3

Die Gruppe SO3 besteht aus der Menge aller invertierbaren 3x3 Matrizen O mit reellen
Koeffizienten für die gilt: OOT = 1 und det(O) = 1.

3.3.1 Der Tangentialraum von 1

Die Menge aller reeller 3x3 Matrizen TO, für die gilt: TO = −T TO und spur(TO) = 0, bildet
den Tangentialraum von 1, so3.
Der Ansatz

TO := −iωiLi = −i~ω~L, i = 1, 2, 3 (3.22)

führt zu einer möglichen 3-dimensionalen reellen Basis −iLi mit den imaginären Matrizen
Li. Diese Basis erfüllt die Forderung einer Lie-Algebra

L1 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , L2 =





0 0 i
0 0 0
−i 0 0



 , L3 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , (3.23)

[Li, Lj ] = iǫijkLk, (3.24)

spur(LiLj) = 2δij . (3.25)

Betrachtet man den Epsilontensor ǫijk als Komposition dieser 3x3 Matrizen, so gilt

(Li)jk = −iǫijk. (3.26)

3.3.2 Die Darstellung der SO3

Jedes Element O der SO3 kann mittels der Exponentialfunktion durch Elemente des Tan-
gentialraums von 1, so3, dargestellt werden

O(~ω) = eTO = e−i~ω~L = e−iω~eω~L = e−iωLω . (3.27)

Auf Grund der zyklischen Eigenschaften der Potenzen von Lω gilt

O(~ω) = e−iωLω = 1− iLω sinω − L2
ω(1− cosω). (3.28)

Explizit ausgerechnet ergibt sich für die allgemeine Darstellung einer SO3-Matrix somit
folgende Form

O(~ω) = (3.29)




1− ((e2ω)
2 + (e3ω)

2)(1− cosω) e1ωe
2
ω(1− cosω)− e3ω sinω e1ωe

3
ω(1− cosω) + e2ω sinω

e1ωe
2
ω(1− cosω) + e3ω sinω 1− ((e1ω)

2 + (e3ω)
2)(1− cosω) e2ωe

3
ω(1− cosω)− e1ω sinω

e1ωe
3
ω(1− cosω)− e2ω sinω e2ωe

3
ω(1− cosω) + e1ω sinω 1− ((e1ω)

2 + (e2ω)
2)(1 − cosω)



 .

Diese Darstellung ist allerdings mehrdeutig

O(ω,~eω) = e−iω~eω~L = O(ω + 2πk,~eω) = e−i(ω+2πk)~eω~L, k ∈ Z, (3.30)

O(ω,~eω) = e−iω~eω~L = O(2π − ω,−~eω) = e−i(2π−ω)(−~eω)~L. (3.31)
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Man beschränkt sich daher für eine eindeutige Darstellung auf folgenden Parameterbereich
für ~ω(ϑ,ϕ, ω)

0 ≦ ϑ ≦ π, 0 ≦ ϕ < 2π, 0 ≦ ω ≦ π. (3.32)

Für ω = π bleibt eine Zweideutigkeit in der Wahl von ~eω.
Nachbarelemente von O(~ω = 0) = 1 können als O(d~ω) identifiziert werden

O(d~ω) = e−id~ω~L = 1− id~ω~L. (3.33)

3.3.3 Allgemeine Eigenschaften

Drehungen im R
3: Fasst man die Elemente der SO3 als Automorphismen des li-

nearen Vektorraums R3 auf, so impliziert die Orthogonalität, dass die Länge der Vektoren
und die Winkel zwischen den Vektoren bei der Abbildung erhalten bleiben. Orthonormal-
basen werden also auf Orthonormalbasen abgebildet. Durch das positive Vorzeichen der
Determinante bleibt auch die Orientierung der betreffenden Basisvektoren erhalten. Ein
Element der SO3 angewendet auf eine Orthonormalbasis kann somit als reine Drehung
dieser Orthonormalbasis interpretiert werden. Aus geometrischen Überlegungen erkennt
man, dass dabei ~eω die Drehachse beschreibt und ω den dazugehörigen Drehwinkel angibt.

Beziehung zur Sphäre S3: Setzt man fälschlicherweise ω = α, so haben die S3 und
die Gruppe SO3 den gleichen Parameterbereich. Versucht man nun dementsprechend die
Elemente der SO3 kontinuierlich auf der S3 zu platzieren, so gelingt dies an allen Punkten
der S3 mit Ausnahme des Südpols. Er besitzt die Parameter α = π, ϑ und ϕ beliebig.
Alle SO3-Matrizen, die eine Drehung um ω = π mit unterschiedlichen Drehachsen ~eω
beschreiben, entsprechen diesem Punkt. Die Gruppe SO3 ist also einer Sphäre S3 nicht
homöomorph, und kann somit auch keine S3 in einem R

9 bilden.
Setzt man hingegen ω = 2α, so ist es möglich, alle Elemente der SO3 kontinuierlich auf der
S3 zu platzieren, da dem Südpol nun nur ein Element der SO3, nämlich eine Drehung um
ω = 2π um eine beliebige Drehachse, also die Identität 1, entspricht. Gegenüberliegende
Punkte auf der S3 sind dann mit den gleichen SO3-Matrizen besetzt.

Wegzusammenhang: Alle Elemente der SO3 können gemäß der Parametrisierung
in ϑ, ϕ und ω = r kontinuierlich in einer Vollkugel mit dem Radius π platziert wer-
den. Elemente mit ω = π liegen an der Oberfläche dieser Vollkugel, und kommen, jeweils
gespiegelt am Zentrum der Vollkugel, doppelt vor. Ein Weg in der SO3, der an ein Ober-
flächenelement führt, kann auch an der entsprechenden Antipode fortgesetzt werden.
Demzufolge gibt es 2 Klassen von geschlossenen Schleifen in der SO3: Einerseits jene mit
keiner oder einer geraden Anzahl von Antipodensprüngen. Sie können durch kontinuierli-
che Verformung auf einen Punkt reduziert werden. Andererseits jene mit einer ungeraden
Anzahl von Antipodensprüngen. Bei einer Reduktion verbleibt immer genau ein Antipo-
densprung. Die SO3 ist somit zweifach wegzusammenhängend.

3.3.4 Eulerwinkel

Eine SO3-Drehmatrix benötigt 3 Parameter zu ihrer eindeutigen Bestimmung, den Betrag
und die Richtung von ~ω. Eine derartige Drehung ist jedoch auch durch 3 einzelne auf-
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einanderfolgende Drehungen um raumfeste Achsen darstellbar. So lässt sich eine Ortho-
normalbasis durch 3 Drehungen um zunächst körperfeste Achsen in jede andere beliebige
Position transformieren

O(~ω) = e−iψL3′′ e−iϑL2′ e−iϕL3 . (3.34)

Führt man diese Drehungen auf raumfeste Achsen zurück, so erhält man

O(~ω) = e−iϕL3e−iϑL2e−iψL3 . (3.35)

Die Winkel ψ, ϑ und ϕ werden die Eulerwinkel einer Drehung O(~ω) genannt. Sie lassen
sich aus ~ω berechnen. Die Wahl der Achsen und die sich daraus ergebenden Winkel sind
nicht eindeutig.

3.3.5 Konjugationsklassen

Die Drehachse eines beliebigen SO3-Elements, ~eω = (sinϑ cosϕ, sin ϑ sinϕ, cos ϑ), kann
durch eine Koordinatentransformation im Sinne einer SO3-Drehung um die Achse
~e = (sinϕ,− cosϕ, 0) mit dem Winkel ϑ auf die Form ~eω

′ = (0, 0, 1) gebracht werden.
Die dazugehörigen Elemente der SO3 liegen am Nullmeridian der oberen Hälfte der S3,
beziehungsweise am Zentrum gespiegelt. Diese Koordinatentransformation ist nicht ein-
deutig, da man zusätzlich ~eω und\oder ~eω ′ noch um die eigene Achse rotieren lassen kann.
Das führt zu einer Veränderung von Drehachse und Drehwinkel der Gesamtdrehung.
Somit kann jede SO3-Drehung auf eine Drehung um die z-Achse zurückgeführt werden

O(~ω) = eiϑ(sinϕL1−cosϕL2) O(~ez, ω) e
−iϑ(sinϕL1−cosϕL2). (3.36)

Eine derartige Ähnlichkeitstransformation oder Konjugation bildet auf der Menge der
SO3-Matrizen eine Äquivalenzrelation, denn sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Die Spur einer SO3-Matrix, 1+2 cos ω, bleibt dabei konstant. Somit lässt sich die Gruppe
SO3 in disjunkte Äquivalenzklassen, sogenannte Konjugationsklassen, einteilen, die durch
den Wert der Spur ihrer Elemente eindeutig charakterisiert sind. Sie liegen jeweils auf
einem Breitenkreis der S3.
In der Konjugationsklasse zum Winkel ω = π, dem Äquator der S3, das sind die symme-
trischen SO3-Matrizen mit Ausnahme von 1, liegen alle Diagonalelemente der SO3 mit
Ausnahme von 1

D1 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 , D2 =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 , D3 =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 . (3.37)

Daher sind genau die symmetrischen SO3-Matrizen inklusive 1 innerhalb der SO3 diago-
nalisierbar.

3.3.6 Der Riemannsche Raum

Betrachtet man die SO3-Matrizen als Vektoren in einem R
9, so bildet die Gruppe SO3

eine dreidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R9. Dieser R9 bildet mit
dem standardmäßigen konstanten inneren Produkt

gij(x
k) = 19 (3.38)
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einen Riemannschen Raum.
Für das innere Produkt zweier SO3-Matrizen O1 und O2 gilt somit

O1 ·O2 = O2 · O1 = O1ijO2ij = sp(OT1 O2) = sp(OT2 O1). (3.39)

Die Länge einer SO3-Matrix O ergibt sich zu

‖ O ‖=
√

sp(OTO) =
√
3. (3.40)

Die Elemente der SO3 liegen daher auf einer S8 mit dem Radius R =
√
3. Die Matrizen im

Tangentialraum eines Gruppenelementes der SO3 stehen somit auf dieses Element normal.
Um auch auf einer SO3 Längen und Winkel messen zu können, liegt es nahe, das innere
Produkt des R

9 auf die Tangentialräume der SO3 zu übertragen. Die SO3 wird damit
ebenfalls zu einem Riemannschen Raum.

3.3.7 Tangentialbasen

Die Basisvektoren des Tangentialraums von 1, e
1,i = −iLi, stehen wie gefordert normal

auf 1. Sie sind zusätzlich auch zueinander orthogonal und besitzen die Länge
√
2

e
1,i · 1 = −i sp(LTi 1) = 0, (3.41)

(e
1,i) · (e1,j) = − sp(LTi Lj) = 2δij . (3.42)

Die Gruppeneigenschaften der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit SO3 erlauben es,
direkt aus der Tangentialbasis von 1 mögliche Orthogonalbasen für den Tangentialraum
jedes beliebigen Gruppenelementes O abzuleiten.
Die rechtsinvariante\linksinvariante Tangentialbasis des Elementes O wird folgendermaßen
definiert

eRO,i := e
1,iO = −iLiO \ eLO,i := Oe

1,i = −iOLi. (3.43)

Diese Basis steht wie gefordert normal auf O und ist ihrerseits ebenfalls orthogonal mit
der Länge

√
2

eRO,i ·O = −i sp((LiO)TO) = 0 \ eLO,i · O = −i sp((OLi)TO) = 0, (3.44)

eRO,i · eRO,j = − sp((LiO)T (LjO)) = 2δij \ eLO,i · eLO,j = − sp((OLi)
T (OLj)) = 2δij . (3.45)

Im Folgenden wird nur mehr die rechtsinvariante Tangentialbasis eRO,i → eO,i verwendet.

3.3.8 Die Parametrisierung von Kurven, Flächen, Volumina

Eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit der SO3 wird folgendermaßen festgelegt

O(t) := e−i~ω(t)~L. (3.46)

Der dazugehörige Tangentenvektor an einem Punkt kann als Linearkombination der Tan-
gentialbasis der SO3 desselben Punktes dargestellt werden

∂tO(t) = lim
dt→0

O(t+ dt)−O(t)

dt
= Ωi

Ot(t)eO,i(t) = −iΩi
Ot(t)LiO(t) = −i ~ΩOt(t)~LO(t).

(3.47)
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Somit dreht sich die Matrix O(t) bei einer Bewegung auf der Kurve von O(t) zu O(t+ dt)
mit der Winkelgeschwindigkeit ~ΩOt(t)~L

O(t+ dt) = O(t) + ∂tO(t)dt = (1− i ~ΩOt(t)~Ldt)O(t) = e−i ~ΩOt(t)~LdtO(t). (3.48)

Die Koordinaten ~ΩOt(t) ergeben sich dabei zu

~ΩOt(t) = ω̇(t)~eω(t) + sinω(t) ~̇eω(t) + (1− cosω(t)) (~eω(t)× ~̇eω(t)). (3.49)

Damit können nun die Längen von Kurven, sowie der Inhalt von positiv orientierten
Flächen und Volumina auf der SO3 berechnet werden

L =

t2
∫

t1

dt

√

det(∂iO(t) · ∂jO(t)) =

t2
∫

t1

dt
√
2 ‖ ~ΩOt(t) ‖, i, j = t, (3.50)

A =

s2
∫

s1

t2
∫

t1

ds dt

√

det(∂iO(s, t) · ∂jO(s, t)) i, j = s, t,

=

s2
∫

s1

t2
∫

t1

ds dt
√
2 2 ‖ ~ΩOs(s, t)× ~ΩOt(s, t) ‖, (3.51)

V =

r2
∫

r1

s2
∫

s1

t2
∫

t1

dr ds dt

√

det(∂iO(r, s, t) · ∂jO(r, s, t)) i, j = r, s, t.

=

r2
∫

r1

s2
∫

s1

t2
∫

t1

dr ds dt
√
2 3 ‖ ~ΩOr(r, s, t) · ( ~ΩOs(r, s, t) × ~ΩOt(r, s, t)) ‖, (3.52)

Wählt man im Speziellen die drei Parameterkurven O(ω), O(ϑ) und O(ϕ), so folgt für das
gesamte Tangentialvolumen der SO3

V (SO3) =

π
∫

0

π
∫

0

2π
∫

0

dω dϑ dϕ
√
2 3 ‖ ~ΩOω · ( ~ΩOϑ × ~ΩOϕ) ‖= 16

√
2π2. (3.53)

3.3.9 Die kovariante Ableitung

Affiner Zusammenhang: Aus der Definition von Kurven auf der SO3 und deren
Ableitung kann die “Veränderung” der Tangentialbasis bei einer Bewegung entlang einer
Kurve berechnet werden. Dabei wird, um die einzelnen Tangentialbasen miteinander ver-
gleichbar zu machen, die Differenz der Tangentialbasen der Punkte O(t) und O(t + dt)
auf den Tangentialraum des Ausgangspunktes O(t) projiziert. Der durch diese Vorgangs-
weise im Folgenden definierte affine Zusammenhang ist verträglich mit dem aus dem R

9

induzierten Maßtensor der SO3

∂t(LiO(t)) = Li(−iΩj
Ot(t)LjO(t)) = −iΩj

Ot(t)
1

2
([Li, Lj ] + {Li, Lj})O(t)

= −iΩj
Ot(t)

1

2
(iǫijkLk + {Li, Lj})O(t). (3.54)
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Der erste Summand liegt im Tangentialraum von O(t), der zweite Summand steht normal
darauf. Diese Normalkomponente der Differenz wird also in der weiteren Rechnung einfach
weggelassen und man erhält für den gesuchten affinen Zusammenhang ΓOt(t)

∂t(LiO(t)) = −iΩj
Ot(t)

1

2
(Lj)ikLkO(t) = −i1

2
~ΩOt(t)~LikLkO(t) = −iΓOt(t)ikLkO(t),

(3.55)

ΓOt(t) := ~ΓOt(t)~L :=
1

2
~ΩOt(t)~L. (3.56)

Somit dreht sich der Vektor der Tangentialbasen LkO(t) bei einer Bewegung auf der Kurve
von O(t) zu O(t+ dt) mit der Winkelgeschwindigkeit ΓOt(t) = ~ΓOt(t)~L. Er dreht sich also
halb so schnell wie das zugrundeliegende SO3-Element O(t)

LiO(t+ dt) = LiO(t) + ∂t(LiO(t))dt = (1ik − iΓOt(t)ikdt)LkO(t)

= e−iΓOt(t)ikdtLkO(t). (3.57)

Definition: Aus der Definition des affinen Zusammenhangs kann nun die kovariante
Ableitung DOt(t) eines Vektorfeldes v(t) = ~v(t)(−i~LO(t)) entlang der Kurve O(t) berech-
net werden

∂tv(t) = ∂t~v(t) (−i~LO(t)) + ~v(t) ∂t(−i~LO(t))

= (∂t1+ iΓOt(t))~v(t) (−i~LO(t))

= DOt(t)~v(t) (−i~LO(t)). (3.58)

Für den Paralleltransport eines Vektors gilt daher

DOt(t)~v(t) = (∂t1+ iΓOt(t))~v(t) = 0. (3.59)

3.3.10 Der Krümmungstensor

Wie bei einer allgemeinen Mannigfaltigkeit wird auch auf der SO3 das Maß der Krümmung
durch die Parallelverschiebung eines Vektors entlang einer infinitesimal kleinen geschlos-
senen Kurve definiert. Hierfür legt man in die 3 dimensionale Mannigfaltigkeit der SO3
eine beliebige 2 dimensionale Fläche parametrisiert durch O(s, t). Ausgehend von einem
bestimmten Punkt O(s, t) bewegt man sich dann auf der Schleife O(s, t)→ O(s+ds, t)→
O(s+ ds, t+ dt)→ O(s, t+ dt)→ O(s, t). Für eine beliebiges Teilstück dieser Schleife gilt
der allgemeine Ansatz für die Parallelverschiebung

~v(r + dr) = lim
n→∞

n

Π
k=1

(1− iΓOr(r + k
dr

n
)
dr

n
)~v(r) = dO(r)~v(r). (3.60)

Entwickelt man nun jedes Teilstück bis zur zweiten Ordnung und reiht alle 4 Teilstücke
chronologisch aneinander, so erhält man implizit die Definition für die gesuchte Matrix
des Krümmungstensors ROst(s, t) := ~ROst(s, t)~L

~v1(s, t) = (dO(s, t+ dt) dO(s + ds, t+ dt) dO(s + ds, t) dO(s, t))~v0(s, t)
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= (1− i(∂sΓOt(s, t)− ∂tΓOs(s, t) + iΓOs(s, t)ΓOt(s, t)− iΓOt(s, t)ΓOs(s, t)) dsdt)~v0(s, t)

= (1− i(∂s ~ΓOt(s, t)− ∂t ~ΓOs(s, t)− ~ΓOs(s, t)× ~ΓOt(s, t)) ~L dsdt)~v0(s, t)

= (1− iROst(s, t) dsdt)~v0(s, t)

= (1− i~ROst(s, t) ~L dsdt)~v0(s, t). (3.61)

Der Differenzvektor in der Tangentialbasis des Punktes O(s, t) lautet somit in kovarianter
Form (siehe Gl. 2.60)

v1(s, t)− v0(s, t) = △vi(s, t) (−iLiO(s, t)) = v
j
0(s, t) dsdt (iR

i
Ojts(s, t)) (−iLiO(s, t)).

(3.62)
Der Krümmungstensor ROst(s, t) kann auch direkt aus der kovarianten Ableitung berech-
net werden

ROst(s, t) = −i[DOs(s, t),DOt(s, t)]. (3.63)

Die Gruppenelemente der SO3 drehen sich bei einer Bewegung entlang einer Kurve O(r)
mit der Winkelgeschwindigkeit 2~ΓOr(r)~L im Vergleich zur Winkelgeschwindigkeit ~ΓOr(r)~L
der parallel verschobenen Vektoren. Die Forderung, dass man nach dem Umlauf einer
geschlossenen Schleife wieder das ursprüngliche Gruppenelement erreicht, führt auf eine
Einschränkung für die Koordinaten des affinen Zusammenhangs ~ΓOr(r), die sogenannte
Maurer Cartan Beziehung

∂s2~ΓOt(s, t)− ∂t2~ΓOs(s, t)− 2~ΓOs(s, t)× 2~ΓOt(s, t) = 0. (3.64)

Die Koordinaten des Krümmungstensors ~ROst(s, t) erhalten folglich eine besonders einfa-
che Form

~ROst(s, t) = ∂s ~ΓOt(s, t)− ∂t ~ΓOs(s, t)− ~ΓOs(s, t)× ~ΓOt(s, t)

=
1

2
(∂s ~ΓOt(s, t)− ∂t ~ΓOs(s, t)) = ~ΓOs(s, t)× ~ΓOt(s, t). (3.65)

3.4 Die Gruppe SU2

Die Gruppe SU2 besteht aus der Menge aller invertierbaren 2x2 Matrizen U mit komplexen
Koeffizienten für die gilt: UU † = 1 und det(U) = 1.

3.4.1 Der Tangentialraum von 1

Die Menge aller komplexer 2x2 Matrizen TU , für die gilt: TU = −T †
U und spur(TU ) = 0,

bildet den Tangentialraum von 1, su2.
Der Ansatz

TU := −iωisi = −i~ω~s, i = 1, 2, 3 (3.66)

führt zu einer möglichen 3-dimensionalen komplexen Basis −isi mit den Pauli Matrizen
σi. Diese Basis erfüllt die Forderung einer Lie-Algebra

s1 =
1

2
σ1 =

1

2

(

0 1
1 0

)

, s2 =
1

2
σ2 =

1

2

(

0 −i
i 0

)

, s3 =
1

2
σ3 =

1

2

(

1 0
0 −1

)

, (3.67)

[σi, σj ] = 2iǫijkσk, [si, sj] = iǫijksk, (3.68)

40



σiσj = iǫijkσk + δij , sisj =
1

2
iǫijksk +

1

4
δij . (3.69)

In Analogie zur SO3 wird im Weiteren auf Grund des gleichen Kommutators −isi und
nicht −iσi als Basis des Tangentialraums von 1 herangezogen.

3.4.2 Die Darstellung der SU2

Jedes Element U der SU2 kann mittels der Exponentialfunktion durch Elemente des Tan-
gentialraums von 1, su2, dargestellt werden

U(~ω) = eTU = e−i~ω~s = e−iω~eω~s = e−iωsω . (3.70)

Auf Grund der zyklischen Eigenschaften der Potenzen von sω gilt

U(~ω) = e−iωsω = 1 cos(
ω

2
)− i2sω sin(

ω

2
). (3.71)

Explizit ausgerechnet ergibt sich für die allgemeine Darstellung einer SU2-Matrix somit
folgende Form

U(~ω) =

(

cos ω2 − ie3ω sin
ω
2 −e2ω sin ω

2 − ie1ω sin
ω
2

e2ω sin
ω
2 − ie1ω sin

ω
2 cos ω2 + ie3ω sin

ω
2

)

. (3.72)

Diese Darstellung ist allerdings mehrdeutig

U(ω,~eω) = e−iω~eω~s = U(ω + 4πk,~eω) = e−i(ω+4πk)~eω~s, k ∈ Z, (3.73)

U(ω,~eω) = e−iω~eω~s = U(4π − ω,−~eω) = e−i(4π−ω)(−~eω)~s. (3.74)

Man beschränkt sich daher für eine eindeutige Darstellung auf folgenden Parameterbereich
für ~ω(ϑ,ϕ, ω)

0 ≦ ϑ ≦ π, 0 ≦ ϕ < 2π, 0 ≦ ω ≦ 2π. (3.75)

Für ω = 2π bleibt die Wahl von ~eω vollkommen unbestimmt.
Nachbarelemente von U(~ω = 0) = 1 können als U(d~ω) identifiziert werden

U(d~ω) = e−id~ω~s = 1− id~ω~s. (3.76)

3.4.3 Allgemeine Eigenschaften

Drehungen im C
2: Fasst man die Elemente der SU2 als Automorphismen des li-

nearen Vektorraums C
2 auf, so impliziert die Unitarität, dass die Länge und das innere

Produkt der abgebildeten Vektoren erhalten bleiben. Orthonormalbasen werden also auf
Orthonormalbasen abgebildet. In Analogie zur SO3 spricht man dann von abstrakten Dre-
hungen im C

2 indem man mit ~eω die abstrakte Drehachse und mit ω den dazugehörigen
Drehwinkel bezeichnet.

Beziehung zur Sphäre S3: Der Parameterbereich von α, ϑ und ϕ auf einer S3 ist
mit ω = 2α ident mit dem Parameterbereich von ω, ϑ und ϕ auf der SU2. Versucht man
nun, dementsprechend die Elemente der SU2 kontinuierlich auf der S3 zu platzieren, so
gelingt dies im Gegensatz zur SO3 an allen Punkten der S3. Dies ist deshalb möglich,
weil alle Elemente der SU2 mit ω = 2π und beliebiger Drehachse durch die negative
Einheitsmatrix−1 repräsentiert werden, welche mit dem Südpol der S3 identifiziert werden
kann. Die Gruppe der SU2 ist also einer S3 homöomorph.
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Wegzusammenhang: Alle Elemente der SU2 können gemäß der Parametrisierung
in ϑ, ϕ und ω = r kontinuierlich in einer Vollkugel mit dem Radius 2π platziert werden.
Elemente mit ω = 2π liegen an der Oberfläche dieser Vollkugel, und entsprechen alle der
negativen Einheit −1. Ein Weg in der SU2, der an die Oberfläche führt, kann an einem
beliebigen anderen Punkt der Oberfläche fortgesetzt werden, ohne dass man in diesem
Bild von einem Sprung sprechen muss, da die Verbindung zweier Oberflächenpunkte durch
einen beliebigen Weg auf der Oberfläche immer der gleichen Matrix −1 entspricht.
Demzufolge gibt es nur eine Klassen von geschlossenen Schleifen, die alle auf einen Punkt
reduziert werden können. Die SU2 ist somit einfach wegzusammenhängend.

3.4.4 Eulerwinkel

Eine SU2-Drehmatrix benötigt 3 Parameter zu ihrer eindeutigen Bestimmung, den Be-
trag und die Richtung von ~ω. Eine derartige Drehung ist jedoch auch durch 3 einzelne
aufeinanderfolgende Drehungen um raumfeste Achsen darstellbar. Eine direkte Analogie
zur SO3 ermöglicht die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel. Für zwei Matrizen X und Y
lautet sie folgendermaßen

eX eY = eZ(X,Y ), (3.77)

Z(X,Y ) = X + Y +
1

2
[X,Y ] +

1

12
[X, [X,Y ]]− 1

12
[Y, [X,Y ]] + . . . . (3.78)

Die nicht angeschriebenen Glieder der unendlichen Reihe Z(X,Y ) enthalten ausschließlich
Verschachtelungen von Kommutatoren von X und Y . Da die Li ∈ SO3 und die si ∈ SU2
die gleichen Kommutatorbeziehungen erfüllen, ist die resultierende Drehung ~ω3 zweier
aufeinanderfolgenden Drehungen mit ~ω1 und ~ω2 in beiden Gruppen ident. Somit kann das
Ergebnis für die Eulerwinkel der SO3 direkt in die SU2 übernommen werden

U(~ω) = e−iϕs3e−iϑs2e−iψs3 . (3.79)

Die Winkel ψ, ϑ und ϕ werden die Eulerwinkel einer Drehung U(~ω) genannt. Sie lassen
sich aus ~ω berechnen. Die Wahl der Achsen und die sich daraus ergebenden Winkel sind
nicht eindeutig.

3.4.5 Konjugationsklassen

Die Drehachse eines beliebigen SU2-Elements, ~eω = (sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cos ϑ), kann
in Analogie zur SO3 durch eine Koordinatentransformation im Sinne einer SU2-Drehung
ebenfalls um die anschauliche Achse ~e = (sinϕ,− cosϕ, 0) mit dem anschaulichen Winkel
ϑ auf die Form ~eω

′ = (0, 0, 1) gebracht werden. Die dazugehörigen Elemente der SU2
liegen am Nullmeridian der S3. Diese Koordinatentransformation ist nicht eindeutig. Eine
zusätzliche Rotation von ~eω und\oder ~eω ′ um die eigene Achse verändert wieder Achse
und Winkel der resultierenden Gesamtdrehung.
Somit kann jede SU2-Drehung auf eine Drehung um die z-Achse zurückgeführt werden

U(~ω) = eiϑ(sinϕs1−cosϕs2) U(~ez, ω) e
−iϑ(sinϕs1−cosϕ s2). (3.80)

Die durch derartige Ähnlichkeitstransformationen gebildeten Äquivalenzklassen oder Kon-
jugationsklassen sind wiederum durch die Spur ihrer Elemente, 2 cos ω2 , eindeutig charak-
terisiert und liegen jeweils auf einem Breitenkreis der S3.
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In der Konjugationsklasse zum einem Winkel ω liegen jeweils 2 Diagonalelemente der SU2

D1 =

(

e−iω
2 0

0 ei
ω
2

)

, D2 =

(

ei
ω
2 0

0 e−iω
2

)

. (3.81)

Für ω = 0, 2π fallen diese beiden Elemente zusammen. Daher sind alle SU2-Matrizen
innerhalb der SU2 diagonalisierbar.

3.4.6 Der Riemannsche Raum

Betrachtet man die SU2-Matrizen als Vektoren in einem R
8, so bildet die Gruppe SU2

eine dreidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R8. Dieser R8 bildet mit
dem standardmäßigen konstanten inneren Produkt

gij(x
k) = 18 (3.82)

einen Riemannschen Raum.
Für das innere Produkt zweier SU2-Matrizen U1 und U2 gilt somit

U1 · U2 = U2 · U1 = Re(sp(U †
1U2)) = Re(sp(U †

2U1)). (3.83)

Die Länge einer SU2-Matrix U ergibt sich zu

‖ U ‖=
√

Re(sp(U †U)) =
√
2. (3.84)

Die Elemente der SU2 liegen daher grundsätzlich auf einer S7 mit dem Radius R =
√
2.

Die Matrizen im Tangentialraum eines Gruppenelementes der SU2 stehen somit auf dieses
Element normal. Durch das Übertragen des inneren Produkts des R

8 auf die Tangenti-
alräume der SU2 wird diese selbst zu einem Riemannschen Raum.
Zusätzlich kann jede SU2-Matrix als Linearkombination von 4 linear unabhängigen Vek-
toren des R8 dargestellt werden

U(~ω) = cos
ω

2
(1) + ~eω sin

ω

2
(−i~σ) = q0 (1) + ~q (−i~σ), (3.85)

q20 + ~q 2 = 1. (3.86)

Diese 4 linear unabhängigen Vektoren b0, b1, b2 und b3 bilden eine Orthogonalbasis eines
R
4 und besitzen die Länge

√
2

b0 · b0 = 1 · 1 = Re (sp(1†1)) = 2, (3.87)

b0 · bi = 1 · (−iσi) = Re (−i sp(1†σi)) = 0, (3.88)

bi · bj = (−iσi) · (−iσj) = Re (sp(σ†iσi)) = 2δij . (3.89)

Die Gruppe der SU2 liegt daher im Speziellen in einem R
4, in dem sie eine verallgemeinerte

S3 mit dem Radius R =
√
2 bildet. Die Elemente der SU2, U(~ω), werden daher häufig auch

mit Q(~α), mit ~ω = 2~α, bezeichnet, um diese Identität zu betonen.
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3.4.7 Tangentialbasen

Die Basisvektoren des Tangentialraums von 1, e
1,i = −isi, stehen wie gefordert normal

auf 1. Sie sind zusätzlich auch zueinander orthogonal und besitzen die Länge 1√
2

e
1,i · 1 = Re(i sp(s†i1)) = 0, (3.90)

(e
1,i) · (e1,j) = Re(sp(s†isj)) =

1

2
δij . (3.91)

Die Gruppeneigenschaften der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit SU2 erlauben es,
direkt aus der Tangentialbasis von 1 mögliche Orthogonalbasen für den Tangentialraum
jedes beliebigen Gruppenelementes U abzuleiten.
Die rechtsinvariante\linksinvariante Tangentialbasis des Elementes U wird folgendermaßen
definiert

eRU,i := e
1,iU = −isiU \ eLU,i := Ue

1,i = −iUsi. (3.92)

Diese Basis steht wie gefordert normal auf U und ist ihrerseits ebenfalls orthogonal mit
der Länge 1√

2

eRU,i · U = Re(i sp((siU)†U)) = 0 \ eLU,i · U = Re(i sp((Usi)
†U)) = 0, (3.93)

eRU,i·eRU,j = Re(sp((siU)†(sjU))) =
1

2
δij \ eLU,i·eLU,j = Re(sp((Usi)

†(Usj))) =
1

2
δij . (3.94)

Im Folgenden wird nur mehr die rechtsinvariante Tangentialbasis eRU,i → eU,i verwendet.

3.4.8 Die Parametrisierung von Kurven, Flächen, Volumina

Eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit der SU2 wird folgendermaßen festgelegt

U(t) := e−i~ω(t)~s. (3.95)

Der dazugehörige Tangentenvektor an einem Punkt kann wieder als Linearkombination
der Tangentialbasis der SU2 desselben Punktes dargestellt werden

∂tU(t) = lim
dt→0

U(t+ dt)− U(t)

dt
= Ωi

Ut(t)eU,i(t) = −iΩi
Ut(t)siU(t) = −i ~ΩUt(t)~s U(t).

(3.96)
Somit dreht sich die Matrix U(t) bei einer Bewegung auf der Kurve von U(t) zu U(t+ dt)
mit der Winkelgeschwindigkeit ~ΩUt(t)~s

U(t+ dt) = U(t) + ∂tU(t)dt = (1− i ~ΩUt(t)~sdt)U(t) = e−i ~ΩUt(t)~sdtU(t). (3.97)

Die Koordinaten ~ΩUt(t) ergeben sich dabei zu

~ΩUt(t) = ω̇(t)~eω(t) + sinω(t) ~̇eω(t) + (1− cosω(t)) (~eω(t)× ~̇eω(t)). (3.98)

Damit können nun die Längen von Kurven, sowie der Inhalt von positiv orientierten
Flächen und Volumina auf der SU2 berechnet werden

L =

t2
∫

t1

dt

√

det(∂iU(t) · ∂jU(t)) =

t2
∫

t1

dt (
1√
2
) ‖ ~ΩUt(t) ‖, i, j = t, (3.99)
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A =

s2
∫

s1

t2
∫

t1

ds dt

√

det(∂iU(s, t) · ∂jU(s, t)) i, j = s, t,

=

s2
∫

s1

t2
∫

t1

ds dt (
1√
2
) 2 ‖ ~ΩUs(s, t)× ~ΩUt(s, t) ‖, (3.100)

V =

r2
∫

r1

s2
∫

s1

t2
∫

t1

dr ds dt

√

det(∂iU(r, s, t) · ∂jU(r, s, t)) i, j = r, s, t.

=

r2
∫

r1

s2
∫

s1

t2
∫

t1

dr ds dt (
1√
2
) 3 ‖ ~ΩUr(r, s, t) · ( ~ΩUs(r, s, t) × ~ΩUt(r, s, t)) ‖, (3.101)

Wählt man im Speziellen die drei Parameterkurven U(ω), U(ϑ) und U(ϕ), so folgt für das
gesamte Tangentialvolumen der SU2

V (SU2) =

2π
∫

0

π
∫

0

2π
∫

0

dω dϑ dϕ (
1√
2
) 3 ‖ ~ΩUω · ( ~ΩUϑ × ~ΩUϕ) ‖= 4

√
2π2. (3.102)

Dies entspricht der 3-dimensionalen Oberfläche einer verallgemeinerten S3 mit dem Radius
R =‖ U ‖=

√
2.

3.4.9 Die kovariante Ableitung

Affiner Zusammenhang: Aus der Definition von Kurven auf der SU2 und deren
Ableitung kann analog zur SO3 die “Veränderung” der Tangentialbasis bei einer Bewegung
entlang einer Kurve berechnet werden. Dabei wird, um die einzelnen Tangentialbasen
miteinander vergleichbar zu machen, die Differenz der Tangentialbasen der Punkte U(t)
und U(t + dt) auf den Tangentialraum des Ausgangspunktes U(t) projiziert. Der durch
diese Vorgangsweise im Folgenden definierte affine Zusammenhang ist verträglich mit dem
aus dem R

8 induzierten Maßtensor der SU2

∂t(siU(t)) = si(−iΩj
Ut(t)sjU(t)) = −iΩj

Ut(t)
1

2
([si, sj ] + {si, sj})U(t)

= −iΩj
Ut(t)

1

2
(iǫijksk +

1

2
δij)U(t). (3.103)

Der erste Summand liegt im Tangentialraum von U(t), der zweite Summand steht normal
darauf. Diese Normalkomponente der Differenz wird also in der weiteren Rechnung einfach
weggelassen und man erhält für den gesuchten affinen Zusammenhang ΓUt(t)

∂t(siU(t)) = −iΩj
Ut(t)

1

2
(Lj)ikskU(t) = −i1

2
~ΩUt(t)~LikskU(t) = −iΓUt(t)ikskU(t),

(3.104)

ΓUt(t) := ~ΓUt(t)~L :=
1

2
~ΩUt(t)~L. (3.105)
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Somit dreht sich der Vektor der Tangentialbasen skU(t) bei einer Bewegung auf der Kurve
von U(t) zu U(t+ dt) mit der Winkelgeschwindigkeit ΓUt(t) = ~ΓUt(t)~L. Er dreht sich also
“halb” so schnell wie das zugrundeliegende SU2-Element U(t)

siU(t+ dt) = siU(t) + ∂t(siU(t))dt = (1ik − iΓUt(t)ikdt)skU(t)

= e−iΓUt(t)ikdtskU(t). (3.106)

Definition: Aus der Definition des affinen Zusammenhangs kann nun wiederum die
kovariante Ableitung DUt(t) eines Vektorfeldes v(t) = ~v(t)(−i~s U(t)) entlang der Kurve
U(t) berechnet werden

∂tv(t) = ∂t~v(t) (−i~s U(t)) + ~v(t) ∂t(−i~sU(t))

= (∂t1+ iΓUt(t))~v(t) (−i~s U(t))

= DUt(t)~v(t) (−i~s U(t)). (3.107)

Für den Paralleltransport eines Vektors gilt daher

DUt(t)~v(t) = (∂t1+ iΓUt(t))~v(t) = 0. (3.108)

3.4.10 Der Krümmungstensor

Verschiebt man nun wiederum einen Vektor entlang einer infinitesimal kleinen geschlosse-
nen Kurve auf der SU2, die durch U(s, t)→ U(s+ds, t)→ U(s+ds, t+dt)→ U(s, t+dt)→
U(s, t) parametrisiert ist, parallel, so lässt sich daraus ein Maß für die Krümmung der SU2
ableiten.
Für ein beliebiges Teilstück dieser Schleife gilt der allgemeine Ansatz für die Parallelver-
schiebung

~v(r + dr) = lim
n→∞

n

Π
k=1

(1− iΓUr(r + k
dr

n
)
dr

n
)~v(r) = dO(r)~v(r). (3.109)

Entwickelt man nun jedes Teilstück bis zur zweiten Ordnung und reiht alle 4 Teilstücke
chronologisch aneinander, so erhält man implizit die Definition für die gesuchte Matrix
des Krümmungstensors RUst(s, t) := ~RUst(s, t)~L

~v1(s, t) = (dO(s, t+ dt) dO(s + ds, t+ dt) dO(s + ds, t) dO(s, t))~v0(s, t)

= (1− i(∂sΓUt(s, t)− ∂tΓUs(s, t) + iΓUs(s, t)ΓUt(s, t)− iΓUt(s, t)ΓUs(s, t)) dsdt)~v0(s, t)

= (1− i(∂s ~ΓUt(s, t)− ∂t ~ΓUs(s, t)− ~ΓUs(s, t)× ~ΓUt(s, t)) ~L dsdt)~v0(s, t)

= (1− iRUst(s, t) dsdt)~v0(s, t)

= (1− i~RUst(s, t) ~L dsdt)~v0(s, t). (3.110)

Für den Differenzvektor in der Tangentialbasis des Punktes U(s, t) ergibt sich in kovari-
anter Schreibweise (siehe Gl. 2.60)

v1(s, t)− v0(s, t) = △vi(s, t) (−isiU(s, t)) = v
j
0(s, t) dsdt (iR

i
Ujts(s, t)) (−isiU(s, t)).

(3.111)
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Eine alternative Darstellung des Krümmungstensors liefert wieder der Kommutator der
kovarianten Ableitung

RUst(s, t) = −i[DUs(s, t),DUt(s, t)]. (3.112)

Die Gruppenelemente der SU2 drehen sich bei einer Bewegung entlang einer Kurve U(r)
mit der Winkelgeschwindigkeit 2~ΓUr(r)~s im Vergleich zur Winkelgeschwindigkeit ~ΓUr(r)~L
der parallel verschobenen Vektoren. Damit die Veränderung eines SU2-Elementes U(r)
wegunabhängig ist, muss wieder die Maurer Cartan Beziehung gelten

∂s2~ΓUt(s, t)− ∂t2~ΓUs(s, t)− 2~ΓUs(s, t)× 2~ΓUt(s, t) = 0. (3.113)

Die Koordinaten des Krümmungstensors ~RUst(s, t) nehmen damit eine besonders einfache
Form an

~RUst(s, t) = ∂s ~ΓUt(s, t)− ∂t ~ΓUs(s, t)− ~ΓUs(s, t)× ~ΓUt(s, t)

=
1

2
(∂s ~ΓUt(s, t)− ∂t ~ΓUs(s, t)) = ~ΓUs(s, t)× ~ΓUt(s, t). (3.114)
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4 Die klassische Feldtheorie

Teilchen können in der Physik durch mathematische Punkte mit gewissen Eigenschaften,
aber auch durch zeitlich und räumlich unendlich ausgedehnte Felder mit den gleichen
Eigenschaften beschrieben werden.

4.1 Die nichtrelativistische Mechanik

Zur Beschreibung eines mechanischen Systems stehen mehrere gleichwertige Modelle zur
Verfügung, die voneinander abgeleitet werden können, und je nach konkreter Aufgaben-
stellung ihre Anwendung finden.

4.1.1 Das D’Alembertsche Prinzip

Betrachtet man ein beliebiges mechanisches System zu einem Zeitpunkt t, so kann man
gedanklich an jedem Systempunkt eine infinitesimal kleine lokale virtuelle Verschiebung
δ~x(t, ~x) durchführen, die jedoch zumindest physikalisch möglich sein muss. Multipliziert
man nun diese Verschiebung mit dem Newtonschen Kraftgesetz in einem Inertialsystem,
~f(t, ~x) = ρ(t, ~x)~̈x(t, ~x), und integriert über das gesamte Volumen, so erhält man

δA(t) =

∫

V

d3x ~f(t, ~x)δ~x(t, ~x) =

∫

V

d3x ρ(t, ~x)~̈x(t, ~x)δ~x(t, ~x) =

∫

m

dm(t, ~x) ~̈x(t, ~x)δ~x(t, ~x).

(4.1)
Die bei der virtuellen Verschiebung von inneren und äußeren Kräften geleistete Arbeit
δA(t) entspricht dem Masseintegral über das Inprodukt von lokaler Beschleunigung und
lokalem Verschiebungsvektor.

4.1.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Ein Spezialfall des D’Alembertschen Prinzips ergibt sich, wenn eine stationäre Kraftdichte
~f(~x) aus einer stationären Potentialdichte v(~x) ableitbar ist

~f(~x) = − grad v(~x) ⇐⇒ rot ~f(~x) = 0. (4.2)

Man spricht dann von einem konservativen System. Die bei der virtuellen Verschiebung
geleistete Arbeit δA(t) entspricht nun der Abnahme der potentiellen Energie des Körpers
−δV (t), und man erhält mit der kinetischen Energie des Körpers T (t)

δA(t) = −δV (t) =

∫

m

dm(t, ~x) ~̈x(t, ~x)δ~x(t, ~x) =
d

dt

∫

m

dm(t, ~x) ~̇x(t, ~x)δ~x(t, ~x) − δT (t).

(4.3)
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Integriert man nun über die Zeit und lässt die Variation zum Anfangszeitpunkt t0 und zum
Endzeitpunkt t1 verschwinden, so ergibt sich für die Wirkung S und die Lagrangefunktion
L(t)

δ~x(t0, ~x) = 0, δ~x(t1, ~x) = 0, (4.4)

δS := δ

t1
∫

t0

dtL(t) := δ

t1
∫

t0

dt T (t)− V (t) = 0. (4.5)

Ein beobachtbares Verhalten eines beliebigen mechanischen Systems weist also bei gege-
benen Anfangswerten und Endwerten ein Minimum der Wirkung S auf.

4.1.3 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Gegeben sei ein beliebiges mechanisches System. Etwaige Zwangsbedingungen können die
Freiheitsgrade dieses Systems einschränken. Man geht in diesem Fall von den Ortsko-
ordinaten ~x zu verallgemeinerten Ortskoordinaten ~q über, die diese Zwangsbedingungen
bereits berücksichtigen, und die verbleibenden Freiheitsgrade beschreiben. Ein System mit
n Freiheitsgraden besitzt dann im allgemeinen Fall folgende Lagrange-Funktion L

L = L(qi, q̇i, t), i = 1 . . . n. (4.6)

Variiert man nun die dazugehörige Wirkung S bei an den Rändern festgehaltenen Werten
qi nach den verallgemeinerten Koordinaten qi und deren Ableitungen q̇i und setzt das
Ergebnis gleich Null, so lassen sich daraus, unter der Voraussetzung, dass die δqi(t) ebenso
wie die qi(t) voneinander unabhängig sind, die Bewegungsgleichungen des Systems ableiten

δS =

t1
∫

t0

dt δL(qi, q̇i, t) =

t1
∫

t0

dt (
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
) δqi = 0, (4.7)

→ ∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. (4.8)

Das sind die Euler-Lagrange-Gleichungen. Sie bestehen aus n Differentialgleichungen 2.
Ordnung.

4.1.4 Der Hamilton-Formalismus

Zu jedem verallgemeinerten Freiheitsgrad qi kann man einen verallgemeinerten Impuls pi
definieren

pi :=
∂L(qi, q̇i, t)

∂q̇i
. (4.9)

Unterzieht man nun die Lagrange-Funktion L(qi, q̇i, t) diesbezüglich einer Legendre Trans-
formation, so gelangt man zur Hamilton-Funktion H(qi, pi, t). Sie beschreibt die Gesamt-
energie E(qi, pi, t) des Systems

E(qi, pi, t) := H(qi, pi, t) := pk q̇k(qi, pi, t)− L(qi, q̇i(qi, pi, t), t). (4.10)
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Durch partielle Ableitungen von H nach qi und pi erhält man alternative Bewegungsglei-
chungen

∂H

∂qi
= pk

∂q̇k

∂qi
− ∂L

∂qi
− ∂L

∂q̇k

∂q̇k

∂qi
= −ṗi, (4.11)

∂H

∂pi
= q̇i + pk

∂q̇k

∂pi
− ∂L

∂q̇k

∂q̇k

∂pi
= q̇i. (4.12)

Das sind die Hamilton-Gleichungen. Sie bestehen aus 2n Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, und gelten genau dann, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen gelten.

4.1.5 Das Noether-Theorem

Für das Wirkungsintegral S eines mechanischen Systems gilt der folgende Satz:

“Jede differenzierbare Transformationsgruppe, also Lie-Gruppe, die das Wirkungsintegral
S unverändert lässt, bedingt eine dazugehörige Erhaltungsgröße.”

Bei dieser abstrakten Transformation mit dem kontinuierlichen Symmetrieparameter α
gehen t und qi in t

′ und q′i über

t′ = t+ δt(qi, q̇i, t) = t+ T (qi, q̇i, t) δα, (4.13)

q′i(t
′) = qi(t) + δqi(qi, q̇i, t) = qi(t) +Qi(qi, q̇i, t) δα. (4.14)

Ausgehend von der wie folgt definierten Invarianz unter einer derartigen Transformation
erhält man

S′ =

t′2
∫

t′1

dt′ L(q′i, q̇
′
i, t

′) = S =

t2
∫

t1

dtL(qi, q̇i, t), (4.15)

→
t2
∫

t1

dt
d

dt
((
∂L

∂q̇i
q̇i − L) δt −

∂L

∂q̇i
δqi) = 0. (4.16)

Da der Integrationsbereich beliebig ist, muss der Integrand ident Null sein. Dies führt zum
Erhalt des Noetherstromes jN

d

dt
jN =

d

dt
((
∂L

∂q̇i
q̇i − L)T −

∂L

∂q̇i
Qi) = 0. (4.17)

Die Physik eines abgeschlossenen Systems und damit auch dessen Wirkung S sind unter
Translationen in der Zeit und im Ort invariant. Die Lagrangefunktion eines derartigen
Systems hängt nur von q̇i ab, L = L(q̇i). Eingesetzt in die Gleichungen des Noether-
Theorems ergibt sich bei einer Translation in der Zeit δt = const und δqi = 0 und daraus
folgt der Erhalt der Gesamtenergie E

d

dt
(
∂L

∂q̇i
q̇i − L) =

d

dt
(pi q̇i − L) =

d

dt
E = 0. (4.18)

Im Fall der Translation des Ortes sind die erhaltenen Größen mit δt = 0 und δqi = const
gleich den verallgemeinerten Impulsen pi des Systems

d

dt
(
∂L

∂q̇i
) =

d

dt
pi = 0. (4.19)
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4.2 Die relativistische Mechanik

4.2.1 Der Minkowski-Raum M

4

Ausgangspunkt sei ein beliebiges Inertialsystem S, mathematisch beschrieben durch einen
4-dimensionalen reellen Raum, parametrisiert durch die Koordinaten ct, x, y, z. Jedes phy-
sikalische Ereignis kann einem Punkt dieses Raumes zugeordnet werden. Vektoren in die-
sem Raum, x = xµ∂µ, mit dem Koordinatenvektor

xµ := (ct, x, y, z)T , µ = 0, 1, 2, 3 (4.20)

und einer globalen Basis ∂µ werden Vierervektoren genannt. Alle Punktteilchen des Uni-
versums durchlaufen eine individuelle Weltlinie, parametrisiert durch ρ, die durch den
Vierervektor

xµ(ρ) := (ct(ρ), x(ρ), y(ρ), z(ρ))T (4.21)

eindeutig charakterisiert ist. Die Beziehungen zwischen den Weltlinien aller Punkte werden
durch die Gesetze der Physik bestimmt.
In diesem Inertialsystem S gilt für die Ausbreitung des Lichts

(ct)2 − (x2 + y2 + z2) = 0. (4.22)

In einem anderen Inertialsystem S′, das sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit v ge-
genüber dem ursprünglichen Inertialsystem S bewegt und zum Zeitpunkt t = 0 mit S
synchronisiert ist, gilt ebenfalls, experimentell unterlegt

(ct)′ 2 − (x′ 2 + y′ 2 + z′ 2) = 0. (4.23)

Eine Koordinatentransformation, beschrieben durch die Matrizen Λ
µ
ν und Λ ν

µ , die diese
Forderung erfüllt, nennt man Lorentz-Transformation

x′µ = Λµνx
ν , x′µ = Λ ν

µ xν . (4.24)

Speziell für eine Bewegung von S′ gegenüber S in positive x-Richtung mit der Geschwin-
digkeit v erhält man

Λµν =









γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









, β :=
v

c
, γ :=

1
√

1− β2
, det(Λµν) = 1. (4.25)

Die Lorentz-Transformation lässt also die Orientierung von Basen gleich.
Im Weiteren definiert man in diesem Vektorraum ein inneres Produkt (x, x). Um nun den
Ausdruck ((ct)2 − (x2 + y2 + z2)) zu einem Lorentz-Skalar werden zu lassen, ergibt sich
für die Koordinaten gµν dieses inneren Produktes

gµν = (∂µ, ∂ν) =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









. (4.26)
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Daraus folgt

(ct)2 − (x2 + y2 + z2) = xµxνgµν = (x, x) = x′µx′νg′µν = (ct)′ 2− (x′ 2 + y′ 2 + z′ 2), (4.27)

g′µν = Λ σ
µ Λ

τ
ν gστ = gµν . (4.28)

Die Metrik gµν ist also in allen Inertialsystemen konstant.
Der Minkowski-RaumM4 ist somit ein 4-dimensionaler flacher pseudoeuklidischer Vektor-
raum mit den Orthonormalbasen ∂µ und ∂′µ, die verschiedenen Inertialsystemen entspre-
chen, und durch Lorentz-Transformationen ineinander übergeführt werden können.

4.2.2 Punktteilchen

Die mit t parametrisierte Weltlinie eines Punktteilchens, xµ(t) = (ct, x(t), y(t), z(t))T , sei
gegeben. Für das dazugehörige infinitesimale Wegelement dxµ(t) gilt

dxµdxµ = (cdt) 2 − (dx2 + dy2 + dz2) = (cdt)′ 2 − (dx′ 2 + dy′ 2 + dz′ 2), (4.29)

dτ :=

√

dxµdxµ

c2
= dt

√

1− v2

c2
= dt

1

γ
= dt′

√

1− v′ 2

c2
= dt′

1

γ′
. (4.30)

Im Ruhesystem des Punktteilchens wird also dτ zu dt′. Die neu definierte Invariante dτ
entspricht daher der verstrichenen Eigenzeit des Punktteilchens.
Davon ausgehend werden nun die Vierergeschwindigkeit vµ und die Viererbeschleunigung
aµ des Punktteilchens mit der neu parametrisierten Weltlinie xµ(t(τ)) folgendermaßen
definiert

vµ :=
dxµ

dτ
= γ

dxµ

dt
= γ

(

c

~v

)

, aµ :=
dvµ

dτ
=
d2xµ

dτ2
. (4.31)

Dieses Punktteilchen mit der Lorentz-invarianten Masse m besitzt den Viererimpuls pµ

pµ := mvµ = mγ

(

c

~v

)

=

(

1
cEfrei

~p

)

, pµpµ = m2c2. (4.32)

Die zeitliche Veränderung des Viererimpulses pµ führt zur Definition der Viererkraft Fµ

Fµ :=
d

dτ
pµ = maµ = γ

d

dt
pµ = γ

(

d
dt(

1
cEfrei)
d
dt~p

)

= γ

(

d
dt(

1
cEfrei)
~F

)

. (4.33)

Aus dem Lorentz-Skalar Fµdxµ = 0 lässt sich für ein konservatives System die Erhaltung
der Gesamtenergie eines Punktteilchens herleiten

Fµdxµ = γ(dEfrei − ~F ~dx) = γ(dEfrei − dA) = 0, (4.34)

Efrei := E0 + Ekin = mc2 +m(γ − 1)c2. (4.35)

In einem konservativen System entspricht die am Teilchen geleistete Arbeit dA der Ab-
nahme der potentiellen Energie −dEpot und man erhält nach Integration über die Zeit

dEfrei + dEpot = 0 → Eges := Efrei + Epot = const. (4.36)
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4.3 Die relativistische Feldtheorie

Ausgehend von der nichtrelativistischen Mechanik können alle dort geltenden Gesetze
durch Analogien auf nichtrelativistische Felder übertragen werden. Definiert man diese
Gesetze für Felder gleichzeitig kovariant, also als Vierervektor\Vierertensor Gleichungen,
so wird die Feldtheorie automatisch relativistisch.

4.3.1 Definition eines Feldes

Gegeben sei ein mechanisches System mit n Freiheitsgraden, die durch die verallgemei-
nerten Ortskoordinaten qi(t) i = 1, 2, . . . , n beschrieben werden. In einem ersten Schritt
lässt man die Anzahl n der Freiheitsgrade gegen unendlich gehen und ordnet sie Punkten
des M4 zu

qi(t) i = 1, 2, . . . , n → qi(t) i = 1, 2, . . . ,∞.
In einem zweiten Schritt passt man die Anzahl der Freiheitsgrade so an, dass jedem Punkt
des M4 genau ein Freiheitsgrad zugeordnet werden kann

qi(t) i = 1, 2, . . . ,∞ → φ(t, ~x).

Man erhält somit ein kontinuierliches Skalarfeld φ(xµ). Ordnet man jedem Punkt des M4

mehrere Freihietsgrade zu, so ergeben sich Vektorfelder T µ(xµ) und Tensorfelder T µν(xµ).

4.3.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Gegeben sei ein Vektorfeld T ν(xµ). Die zugehörige, nun von unendlich vielen Freiheits-
graden abhängige Lagrangefunktion L(t) lässt sich als Integral über eine Lagrangedichte
L (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ) anschreiben

L(t) =

∫

d3xL (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ). (4.37)

Eine weitere Integration über die Zeit ergibt wiederum die Wirkung S des Systems

S =

∫

dtL(t) =
1

c

∫

d4xL (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ). (4.38)

Um die Feldtheorie relativistisch korrekt zu formulieren, muss die Lagrangedichte L so
gewählt werden, dass die Wirkung unter Lorentztransformationen forminvariant bleibt.
Denn nur dann ist gewährleistet, dass die sich ergebenden Bewegungsgleichungen ebenfalls,
wie gefordert, forminvariant sind. Es muss also gelten

S =
1

c

∫

d4xL (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ) = S′ =
1

c

∫

d4x′ L (T ′ν(x′µ), ∂′µT
′ν(x′µ), x′µ),

(4.39)
d4x′ = | det(Λµν) | d4x = d4x,

→ L (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ) = L (T ′ν(x′µ), ∂′µT
′ν(x′µ), x′µ). (4.40)

Variiert man nun die Wirkung S, bei an den Rändern festgehaltenen Werten von T ν(xµ),
nach den verallgemeinerten Freiheitsgraden T ν(xµ) und deren Ableitungen ∂µT

ν(xµ) und
setzt das Ergebnis gleich Null, so lassen sich unter der Voraussetzung, dass die δT ν(xµ)
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ebenso wie die T ν(xµ) unabhängig sind, daraus die Bewegungsgleichungen des Feldes ab-
leiten

δS =
1

c

∫

d4x δL (T ν , ∂µT ν , xµ) =
1

c

∫

d4x (
∂L
∂T ν

− ∂µ
∂L

∂∂µT ν
)δT ν = 0, (4.41)

→ ∂L
∂T ν

− ∂µ
∂L

∂∂µT ν
= 0. (4.42)

Das sind die Euler-Lagrange-Gleichungen des Vektorfeldes T ν(xµ).

4.3.3 Der Hamilton-Formalismus

In Analogie zu einem mechanischen System kann man zu jedem verallgemeinerten Frei-
heitsgrad T ν(xµ) wieder eine verallgemeinerte Impulsdichte πν(x

µ) definieren

πν(x
µ) :=

1

c

∂L (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ)
∂∂0T ν(xµ)

. (4.43)

Eine Legendretransformation der Lagrangedichte L (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ)→ L (xµ) führt
zur Hamiltondichte H(xµ)

H(xµ) := cπν(x
µ)∂0T

ν(xµ)− L (xµ). (4.44)

Die Gesamtenergie des Vektorfeldes E(t) erhält man durch Integration der Hamiltondichte
H(xµ) über die Ortskoordinaten

E(t) :=

∫

d3xH(xµ). (4.45)

4.3.4 Das Noether-Theorem

Ausgangspunkt ist wieder ein zu einem Vektorfeld T ν(xµ) gehöriges Wirkungsintegral
S, dessen Variable xµ und T ν(xµ) einer abstrakten Transformation mit den konstanten
Symmetrieparametern αρ unterzogen werden

x′µ = xµ + δxµ(T ν , ∂µT
ν , xµ) = xµ +Xµ

ρδα
ρ, (4.46)

T ′ν(x′µ) = T ν(xµ) + δT ν(T ν , ∂µT
ν , xµ) = T ν(xµ) + Y ν

ρδα
ρ. (4.47)

Um nun Erhaltungsgrößen des Vektorfeldes T ν(xµ) zu generieren, muss die Wirkung S
unter derartigen Transformationen auf folgende Art und Weise unverändert bleiben

S′ =
1

c

x′
µ
2

∫

x′
µ
1

d4x′ L (T ′ν(x′µ), ∂′µT
′ν(x′µ), x′µ) = S =

1

c

x
µ
2
∫

x
µ
1

d4xL (T ν(xµ), ∂µT ν(xµ), xµ),

(4.48)

→ 1

c

x
µ
2
∫

x
µ
1

d4x ((
∂L

∂∂µT ν
∂λT

ν − gµλL)δxλ −
∂L

∂∂µT ν
δT ν) = 0. (4.49)
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Der Integrationsbereich kann beliebig gewählt werden. Also muss der Integrand ident Null
sein. Dies führt zum Erhalt der Noetherströme j µNρ

∂µj
µ
Nρ := ∂µ((

∂L
∂∂µT ν

∂λT
ν − gµλL)Xλ

ρ −
∂L

∂∂µT ν
Y ν
ρ) = 0. (4.50)

Die Physik eines abgeschlossenen Systems, in der Feldtheorie also die Physik eines freien
Feldes, und damit auch die dazugehörige Wirkung S, sind unter Translationen des Feldes
in der Zeit und im Ort invariant. Die Lagrangedichte L eines derartigen Feldes hängt nicht
explizit von xµ ab, L = L(T ν(xµ), ∂µT ν(xµ)). In der Notation des Noether-Theorems im-
pliziert eine Translation in der Zeit und im Ort δxµ = const und δT ν = 0. Dies führt zu
einer Erhaltungsgröße Θµν(xµ), die man als kanonischen Energie-Impuls-Tensor bezeich-
net. Dieser ist grundsätzlich nicht symmetrisch

∂µΘ
µν := ∂µ(

∂L
∂∂µT ρ

∂νT ρ − gµνL) = 0. (4.51)

Aus dem kanonischen Energie-Impuls-Tensor Θµν(xµ) lässt sich der kanonische Viererim-
puls des freien Feldes pµkan(t) definieren

p
µ
kan(t) :=

1

c

∫

d3xΘ0µ =
1

c

∫

d3x
∂L

∂∂0T ρ
∂µT ρ − g0µL, (4.52)

p0kan(t) =
1

c

∫

d3x
∂L

∂∂0T ρ
∂0T ρ − L =

1

c

∫

d3x cπρ∂
0T ρ − L =

1

c
E(t), (4.53)

pikan(t) =
1

c

∫

d3x
∂L

∂∂0T ρ
∂iT ρ =

1

c

∫

d3x cπρ∂
iT ρ = ~p(t). (4.54)

Die Ausdrücke in den Integralen von 1
cE(t) und ~p(t) können sich von den tatsächlichen

Energiedichten und Impulsdichten des freien Feldes um Divergenzterme unterscheiden.
Diese Divergenzterme fallen allerdings unter der Annahme von natürlichen Randbedin-
gungen bei der Integration weg.
Integriert man die Divergenz des kanonischen Energie-Impuls-Tensors über den gesam-
ten Ortsraum und über einen bestimmten Zeitraum und setzt wieder die Endlichkeit des
Feldes T ν(xµ) voraus, so wird auch der Viererimpuls pµkan(t) zu einer Erhaltungsgröße

t2
∫

t1

cdt

+∞
∫

−∞

d3x ∂µΘ
µν = 0 → p

µ
kan(t2) = p

µ
kan(t1) = const. (4.55)

4.4 Die relativistische Elektrodynamik

4.4.1 Grundgleichungen

Feldgleichungen und Kraftgleichung: Die Basis dieser relativistischen Feldtheo-
rie bilden die Maxwellgleichungen zusammen mit der Kontinuitätsgleichung, die in mikro-
skopischer Sicht folgendermaßen lauten
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div ~D = ρ ⇐⇒
∮

∂V

d ~A ~D =

∫

V

d3x ρ, (4.56)

div ~B = 0 ⇐⇒
∮

∂V

d ~A ~B = 0, (4.57)

rot ~E = − ∂

∂t
~B ⇐⇒

∮

∂A

d~s ~E = − ∂

∂t

∫

A

d ~A ~B, (4.58)

rot ~H = ~j +
∂

∂t
~D ⇐⇒

∮

∂A

d~s ~H =

∫

A

d ~A~j +
∂

∂t

∫

A

d ~A ~D, (4.59)

div~j = − ∂

∂t
ρ ⇐⇒

∮

∂V

d ~A~j = − ∂

∂t

∫

V

d3x ρ, (4.60)

mit ~D = ǫ0 ~E, ~B = µ0 ~H,
1

ǫ0µ0
= c2, ~j = ρ~v. (4.61)

Dazu kommt die Gleichung für die Lorentzkraft ~f auf eine Ladungsdichte ρ in einem
elektromagnetischen Feld

~f = ρ ( ~E + ~v × ~B). (4.62)

Potentiale: Die Felder ~E und ~B lassen sich aus einem Skalarpotential φ und ei-
nem Vektorpotential ~A ableiten. Diese Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt, sondern
unterliegen einer Eichfreiheit

~E := − gradφ− ∂

∂t
~A, ~B := rot ~A, (4.63)

φ′ = φ− ∂

∂t
Λ, ~A′ = ~A+ gradΛ. (4.64)

Feldstärketensor: Aus diesen Größen lassen sich eine Viererstromdichte jµ, ein
Viererpotential Aµ und ein antisymmetrischer Feldstärketensor Fµν definieren

jµ :=

(

cρ
~j

)

=

(

cρ

ρ~v

)

=
ρ

γ
vµ = ρ0v

µ, Aµ :=

(1
c
φ
~A

)

, (4.65)

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ =









0 −1
cE

x −1
cE

y −1
cE

z

1
cE

x 0 −Bz By

1
c
Ey Bz 0 −Bx

1
c
Ez −By Bx 0









. (4.66)

Lorentztransformationen: Als zweistufiger kontravarianter Tensor im M

4 trans-
formiert sich der Feldstärketensor folgendermaßen

F ′µν = ΛµρΛ
ν
σF

ρσ. (4.67)

Speziell bei einer Bewegung von S′ gegenüber S in positiver x-Richtung mit der Geschwin-
digkeit v erhält man
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E′x = Ex, E′y = γ(Ey − vBz), E′z = γ(Ez + vBy), (4.68)

B′x = Bx, B′y = γ(By +
v

c2
Ez), B′z = γ(Bz − v

c2
Ey). (4.69)

Feldgleichungen und Kraftgleichung kovariant: Die Maxwellgleichungen und
die Kontinuitätsgleichung können nunmehr in relativistischer Notation angeschrieben wer-
den, die homogenen Maxwellgleichungen sind dabei automatisch durch die Definition des
Feldstärketensors Fµν erfüllt

∂σFµν + ∂µF νσ + ∂νF σµ = 0, ∂µF
µν = µ0j

ν , (4.70)

∂µj
µ = 0. (4.71)

Die Lorentzkraftdichte ~f auf eine Ladungsverteilung ρ kann man wiederum in den Vierer-
kraftvektor Fµ integrieren

Fµ =
d

dτ
p
µ
la = γ

d

dt
p
µ
la = γ

(

d
dt
(1
c
Ela)

d
dt~pla

)

= γ

(

d
dt
(1
c
Ela)
~F

)

= γ

∫

d3x

(

1
cρ~v

~E
~f

)

= γ

∫

d3xFµνjν = γ

∫

d3x fµ. (4.72)

Energie-Impuls-Tensor und Viererimpuls: Die hier implizit definierte Vierer-
kraftdichte fµ, welche auf die Ladungen wirkt, lässt sich als Divergenz eines zweistufigen
symmetrischen Tensors T µν darstellen. Er wird symmetrischer Energie-Impuls-Tensor des
elektromagnetischen Feldes genannt

fµ = −∂νT νµ = −∂ν (−
1

µ0
F νρF

µρ +
1

4µ0
gνµFστF

στ ). (4.73)

Die Komponenten dieses Tensors beinhalten die Energiedichte ωem, die Impulsdichte ~gem,
die Energiestromdichte ~Sem sowie den Maxwellschen Spannungstensor TMij

T 00 =
1

2
(ǫ0 ~E

2 +
1

µ0
~B2) = ωem, (4.74)

T 0i = T i0 = ǫ0c ( ~E × ~B)i = cgiem =
1

c
Siem, (4.75)

T ij = T ji = −(ǫ0EiEj +
1

µ0
BiBj − 1

2
δij (ǫ0 ~E

2 +
1

µ0
~B2)) = −TMij . (4.76)

Das räumliche Integral über die Energiedichte ωem und die Impulsdichte ~gem ergibt den
Viererimpuls des elektromagnetischen Feldes pµem(t)

pµem(t) :=
1

c

∫

d3xT µ0 =
1

c

∫

d3x

(

ωem

c~gem

)

=

(

1
cEem(t)
~pem(t)

)

. (4.77)
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Kovarianter Viererimpuls: Der so definierte Viererimpuls pµem(t) ist aber nur für
das freie elektromagnetische Feld ein Vierervektor. Bei einem Vorhandensein von Quel-
len muss die Definition kovariant durchgeführt werden. Man sucht zu diesem Zweck ein
Ruhesystem des Feldes, in dem der Dreierimpuls ~pem(t) verschwindet, kontrahiert den
Energie-Impuls-Tensor T µν0 mit einem in die positive Zeitrichtung weisenden Vierervektor
der Länge 1, nµ0 , und integriert über die invarianten Ortskoordinaten ~x0 dieses Systems

p
µ
kov0(t0) :=

1

c

∫

d3x0 T
µν
0 n0ν =

(1
c
Ekov0(t0)

~0

)

, n
µ
0 =

(

1
~0

)

, (4.78)

p′µkov(t0) :=
1

c

∫

d3x0 T
′µνn′ν =

(

1
c
E′

kov(t0)
~p ′
kov(t0)

)

= Λµρ p
ρ
kov0(t0). (4.79)

Nur im quellenfreien Fall stimmen also die Energien E′
em und E′

kov sowie die Impulse ~p ′
em

und ~p ′
kov überein.

Durch die Einführung einer invarianten elektromagnetischen Massemem0(t0) im gewählten
Ruhesystem des Feldes kann der kovariante Viererimpuls des Feldes analog dem eines
Teilchens angeschrieben werden

mem0(t0) :=
1

c2
Ekov0(t0), (4.80)

p
µ
kov0(t0) =

(

mem0(t0)c
~0

)

, p′µkov(t0) =
(

mem0(t0)γc
−mem0(t0)γ~v

)

, (4.81)

p
µ
kov0(t0) pkov0µ(t0) = p′µkov(t0) p

′
kovµ(t0) = m2

em0(t0)c
2. (4.82)

Bilanzgleichungen: Somit können auch die Bilanzgleichungen der Elektrodynamik
in relativistischer Notation angegeben werden. In Integralform lauten sie wie folgt

∫

d3x (∂νT
νµ + Fµνjν) = 0 → d

dt
pµem +

d

dt
p
µ
la = −

∫

d3x ∂jT
jµ, (4.83)

µ = 0 :
d

dt
Eem +

d

dt
Ela = −

∮

∂V

d ~A ~Sem Energiesatz, (4.84)

µ = i :
d

dt
piem +

d

dt
pila =

∮

∂V

dAnjTMji Impulssatz. (4.85)

Der Viererimpuls pµem(t) eines freien Feldes bleibt also erhalten.

4.4.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Die relativistische Elektrodynamik kann man als relativistische Feldtheorie des Eichfeldes
Aν(xµ) auffassen. Eine geeignete Lagrangedichte L dieses Eichfeldes Aν(xµ), das in Wech-
selwirkung mit einem Quellterm jν(xµ) steht, als Funktion von Aν(xµ), ∂µA

ν(xµ) und
jν(xµ) lässt sich folgendermaßen konstruieren

L (Aν(xµ), ∂µAν(xµ), jν(xµ)) := −
1

4µ0
FµνFµν −Aµjµ. (4.86)
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Durch Variation der dazugehörigen Wirkung S

S =
1

c

∫

d4xL (Aν(xµ), ∂µAν(xµ), jν(xµ)) (4.87)

nach den verallgemeinerten Freiheitsgraden Aν(xµ) und deren Ableitungen ∂µA
ν(xµ) erhält

man wiederum die Bewegungsgleichungen des Eichfeldes Aν(xµ)

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂∂µAν
= 0 → ∂µF

µν = µ0j
ν . (4.88)

Explizit ausgerechnet ergeben die Euler-Lagrange-Gleichungen des Eichfeldes Aν(xµ) die
inhomogenen Maxwellgleichungen. Die homogenen Maxwellgleichungen sind keine Bewe-
gungsgleichungen im eigentlichen Sinn.

4.4.3 Der Hamilton-Formalismus

Am Beginn wird wieder eine zum verallgemeinerten Freiheitsgrad Aν(xµ) gehörige verall-
gemeinerte Impulsdichte πν(x

µ) definiert

πν(x
µ) :=

1

c

∂L (Aν(xµ), ∂µAν(xµ), jν)
∂∂0Aν(xµ)

= − 1

µ0c
F 0
ν . (4.89)

Zur Hamiltondichte H(xµ) gelangt man wiederum über eine Legendretransformation der
Lagrangedichte L (Aν(xµ), ∂µAν(xµ), jν(xµ))→ L(xµ)

H(xµ) := cπν(x
µ)∂0A

ν(xµ)− L (xµ) = 1

2
(ǫ0 ~E

2 +
1

µ0
~B2) + ǫ0 ~E grad φ+Aµjµ. (4.90)

Die Integration der Hamiltondichte H(xµ) über die Ortskoordinaten liefert schließlich die
Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes E(t)

E(t) :=

∫

d3xH(xµ) =
∫

d3x
1

2
(ǫ0 ~E

2 +
1

µ0
~B2)−

∫

d3x ~A~j = Eem(t) + Eww(t). (4.91)

Die Gesamtenergie setzt sich also zusammen aus einem Term für die Energie des elektro-
magnetischen Feldes, für sich alleine betrachtet, und einem Term, der die Wechselwirkung
dieses Feldes mit den Ladungen beschreibt.

4.4.4 Das Noether-Theorem

Betrachtet man nun ein freies elektromagnetisches Feld, so hängt dessen Lagrangedichte L
nicht explizit von xµ ab, da der Quellterm jν(xµ) verschwindet, L = L (Aν(xµ), ∂µAν(xµ)).
Die dazugehörige Wirkung S muss unter Translationen in der Zeit und im Ort invariant
sein. Das Noether-Theorem liefert in diesem Fall den kanonischen Energie-Impuls-Tensor
Θµν(xµ) als Erhaltungsgröße

∂µΘ
µν := ∂µ(

∂L
∂∂µAρ

∂νAρ − gµνL)

= ∂µ(−
1

µ0
Fµρ∂

νAρ +
1

4µ0
gµνFστF

στ ) = ∂µ(T
µν − 1

µ0
Fµρ∂

ρAν) = 0. (4.92)
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Der kanonische Energie-Impuls-Tensor Θµν unterscheidet sich also vom symmetrischen
Energie-Impuls-Tensor T µν durch den Term 1

µ0
F
µ
ρ∂

ρAν . Der mit Hilfe des kanonischen

Energie-Impuls-Tensors Θµν definierte Viererimpuls des freien Feldes pµkan(t) sieht folgen-
dermaßen aus

p
µ
kan(t) :=

1

c

∫

d3xΘ0µ =
1

c

∫

d3x
∂L

∂∂0Aρ
∂µAρ − g0µL, (4.93)

p0kan(t) =
1

c

∫

d3x (
1

2
(ǫ0 ~E

2 +
1

µ0
~B2) + ǫ0 div( ~Eφ)) =

1

c
Eem(t) =

1

c
E(t), (4.94)

pikan(t) =
1

c

∫

d3x (ǫ0c ( ~E × ~B)i + ǫ0cdiv( ~EA
i)) = ~pem(t) = ~p(t). (4.95)

Da die beiden Divergenzterme bei der Integration unter natürlichen Randbedingungen
verschwinden, ist also der kanonische Viererimpuls pµkan(t) des freien Feldes ident dem
zuvor definierten Viererimpuls pµem(t) des freien Feldes.

4.4.5 Duale Transformationen

Definition: Gegeben sei ein elektromagnetisches Feld ohne Quellen ~E und ~B mit
den dazugehörigen Maxwellgleichungen

div ~E = 0, div ~B = 0, rot ~E = − ∂

∂t
~B, rot ~B =

1

c2
∂

∂t
~E. (4.96)

Man kann nun eine Transformation der physikalischen Größen ~E und ~B auf die zunächst
rein mathematischen Größen ~E′ und ~B′ definieren

(

~E

c ~B

)

=

(

α β

γ δ

)

(

~E′

c ~B′

)

, α, β, γ, δ ∈ R. (4.97)

Sollen diese Größen ~E′ und ~B′ physikalische Felder beschreiben, so müssen sie ebenfalls
die quellenfreien Maxwellgleichungen erfüllen

div ~E′ = 0, div ~B′ = 0, rot ~E′ = − ∂

∂t
~B′, rot ~B′ =

1

c2
∂

∂t
~E′. (4.98)

Dies schränkt die möglichen Elemente der Transformationsmatrix folgendermaßen ein

γ = −β, δ = α. (4.99)

Sollen weiters alle physikalisch relevanten Größen des neuen Feldes, ω′
em, cg

′i
em = 1

c
S′i

em

und T ′
Mij mit den entsprechenden Größen des ursprünglichen Feldes übereinstimmen, so

erhält man eine Transformationsmatrix mit nur einem verbleibenden Freiheitsgrad, dem
Winkel ϕ

(

~E

c ~B

)

=

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

(

~E′

c ~B′

)

. (4.100)

Eine derartige Transformation wird duale Transformation genannt.
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Alternative Darstellung der Elektrodynamik ohne Quellen: Somit ist es
möglich, das Viererpotential des ursprünglichen Feldes Aµ( ~E, ~B) und Funktionen die-
ses Viererpotentials als Funktionen des neuen Feldes ~E′ und ~B′, gekennzeichnet mit dem
hochgestellten Index “d”, anzugeben

Aµ( ~E, ~B) = dAµ( ~E′, ~B′), Fµν( ~E, ~B) = dFµν( ~E′, ~B′), L( ~E, ~B) = dL( ~E′, ~B′). (4.101)

Alle physikalisch relevanten Größen des ursprünglichen Feldes ~E und ~B lassen sich aus dem
Viererpotential Aµ( ~E, ~B) = dAµ( ~E′, ~B′) berechnen. Da sich diese Größen bei einer dualen
Transformation nicht ändern, können auch die physikalisch relevanten Größen des neuen
Feldes ~E′ und ~B′ mit den gewohnten Formeln durch das Viererpotential dAµ( ~E′, ~B′) dar-
gestellt werden. Eine duale Transformation führt somit zu einer alternativen Darstellung
der Elektrodynamik ohne Quellen durch ein unterschiedliches Viererpotential Aµ.

Duale Transformationen mit π
2 : Ein Spezialfall ergibt sich für den Transformati-

onswinkel ϕ = π
2 . Dabei gehen die Felder ~E und ~B komplett ineinander über

~E = c ~B′, c ~B = − ~E′. (4.102)

Für das duale Viererpotential dAµ( ~E′, ~B′) → dAµ( ~E, ~B) und den dualen Feldstärketensor
dFµν( ~E′, ~B′)→ dFµν( ~E, ~B) erhält man

c ~B = − grad dφ− ∂

∂t
d~A, −1

c
~E = rot d~A, (4.103)

dAµ( ~E, ~B) =

(

1
c
dφ( ~E, ~B)
d~A( ~E, ~B)

)

, (4.104)

dFµν( ~E, ~B) = ∂µdAν( ~E, ~B)− ∂νdAµ( ~E, ~B) =









0 −Bx −By −Bz

Bx 0 1
cE

z −1
cE

y

By −1
cE

z 0 1
cE

x

Bz 1
c
Ey −1

c
Ex 0









. (4.105)

Dieser spezielle duale Feldstärketensor dFµν kann auch direkt mit Hilfe des vierstufigen
komplett antisymmetrischen Epsilontensors ǫµνστ aus dem normalen Feldstärketensor Fµν

berechnet werden. Er wird in der Literatur allgemein mit ∗Fµν bezeichnet

dFµν = ∗Fµν =
1

2
ǫµνστFστ , mit ǫ0123 = 1. (4.106)

In weiterer Folge beziehen sich alle mit “d” indizierten Größen speziell auf duale Trans-
formationen mit ϕ = π

2 .
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5 Solitonen

5.1 Das allgemeine Soliton

Es gibt zwei Voraussetzungen, die vorhanden sein müssen, um ein Soliton bilden zu können:
Nichtlinearität und Dispersion

5.1.1 Die Nichtlinearität

Ausgangspunkt seien bestimmte nichtlineare partielle Differentialgleichungen in t und ~x,
welche analytische Lösungen ψ(t, ~x) besitzen. Weiters sollen diese Differentialgleichungen
linearisiert werden können. Man erhält dabei die Lösungen ψl(t, ~x) als Näherung für klei-
ne Werte von ψ(t, ~x). Als Ansatz für diese linearisierte Lösung ψl(t, ~x) wählt man die

kontinuierliche Superposition von ebenen Wellen, ψ̃(ω,~k) e−i(ωt−~k~x), mit den jeweiligen
Amplituden ψ̃(ω,~k)

ψl(t, ~x) :=
1

(2π)4

∫

dω

∫

d3k ψ̃l(ω,~k) e
−i(ωt−~k~x). (5.1)

Dies entspricht einer 4-dimensionalen Fouriertransformation. Eingesetzt in die linearisierte
Differentialgleichung erhält man eine Gleichung in ω und ~k, die sogenannte Dispersionsre-
lation

ω = ω(~k). (5.2)

Als Lösung der linearisierten Differentialgleichung ergibt sich somit eine Superposition
von ebenen Wellen mit beliebigen Wellenvektoren ~k und beliebigen Amplituden, wobei die
Winkelgeschwindigkeit ω der einzelnen Wellen die Dispersionsrelation erfüllen muss.

5.1.2 Die Dispersion

Jede ebene Welle, ψ̃l(ω(~k), ~k) e
−i(ω(~k)t−~k~x), die Lösung der linearisierten Differentialglei-

chung ist, breitet sich mit der Phasengeschwindigkeit c~k =
ω(~k)
k in Richtung von ~k aus. Je

nach Art der Funktion ω(~k) unterscheidet man nun zwei Fälle:

− ω(~k) = ω(k) = const · k → c~k = const keine Dispersion (5.3)

Das durch die linearisierte Differentialgleichung beschriebene Ausbreitungsmedium ist iso-
trop und die Ausbreitungsgeschwindigkeit c~k ist zusätzlich unabhängig von k. Ein belie-
biges, durch Superposition derartiger gleichgerichteter ebener Wellen zusammengestelltes
Wellenpaket bleibt also erhalten und breitet sich mit der Geschwindigkeit c~k in Richtung

von ~k aus.

− ω(~k) = f(~k) · k → c~k = f(~k) Dispersion (5.4)
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Das Ausbreitungsmedium muss nun nicht mehr isotrop sein. Auf jeden Fall ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit c~k zumindest abhängig von k. Jedes beliebige gleichgerichtete
Wellenpaket zerfließt.

5.1.3 Definition

Die analytischen Lösungen einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung in t und ~x,
ψ(t, ~x), können ebenfalls durch eine Fouriertransformation als kontinuierliche Superpositi-
on von ebenen Wellen dargestellt werden. Im Gegensatz zur linearisierten Differentialglei-
chung sind die einzelnen Wellen nun keine Lösung der nichtlinearen Differentialgleichung
mehr und sie erfüllen auch nicht die Dispersionsrelation der linearisierten Differentialglei-
chung. Bei Vorliegen von Dispersion kann es nun Lösungen der nichtlinearen Differenti-
algleichung geben, die im zeitlichen Verlauf ihre Form beibehalten, also nicht zerfließen.
Betrachtet man in diesem Zusammenhang als Anfangsbedingung einen beliebigen Zustand,
der sich im Überschneidungsgebiet der Zustandräume der nichtlinearen und der linearisier-
ten Differentialgleichung befindet, so wird dieser Zustand im linearisierten Fall auf Grund
der Dispersion immer zerfließen. Bestimmte Zustände dieses Überlappungsgebietes sind al-
lerdings so beschaffen, dass sich nichtlineare Effekte und Dispersion gerade neutralisieren,
das heißt, durch die gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Wellen des Wellenpaketes
in Folge der Nichtlinearität werden sozusagen die im linearisierten Fall schnelleren Wel-
len verlangsamt und die langsameren Wellen beschleunigt und das alles genau auf einen
exakten Wert der Geschwindigkeit. Derartige Lösungen einer nichtlinearen Differentialglei-
chung mit Dispersion, ψS(t, ~x), können als sich bewegende Teilchen interpretiert werden.
Sie werden Solitonen genannt.

5.2 Sinus-Gordon-Solitonen

Es existiert eine sehr große Anzahl nichtlinearer Differentialgleichungen in t und ~x mit Di-
spersion. Dies lässt wiederum auf eine Vielzahl verschiedenster Solitonen schließen. Einen
wichtigen und bekannten Vertreter dieser Gattung stellen die Sinus-Gordon-Solitonen dar.

5.2.1 Die Sinus-Gordon-Wellengleichung

Dies ist eine partielle Differentialgleichung von 2.Ordnung in t und ~x mit einem nichtli-
nearen Sinusterm. Im 1-dimensionalen Fall lautet sie in allgemeiner Form

∂2ψ(t, x)

∂t2
− c20

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ ω2

0 sinψ(t, x) = 0. (5.5)

Durch die Einführung der dimensionslosen Größen T und X erhält man die normalisierte
Form

∂2ψ(T,X)

∂T 2
− ∂2ψ(T,X)

∂X2
+ sinψ(T,X) = 0, mit T := ω0t, X :=

ω0

c0
x. (5.6)

Die dazugehörige linearisierte Differentialgleichung mit der Lösung ψl(t, x) weist Disper-
sion auf

∂2ψl(t, x)

∂t2
− c20

∂2ψl(t, x)

∂x2
+ ω2

0ψl(t, x) = 0, (5.7)
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ψl(t, x) =
1

(2π)2

∫

dω

∫

dk ψ̃l(ω, k) e
−i(ωt−kx), (5.8)

→ ω(k) = ±
√

ω2
0 + c20k

2 = ±ω0

√

1 +
c20k

2

ω2
0

, (5.9)

→ ck =
ω(k)

k
= ±

√

c20 +
ω2
0

k2
= ±c0

√

1 +
ω2
0

c20k
2
. (5.10)

Die Voraussetzungen für solitonische Lösungen sind also erfüllt.

5.2.2 Das mechanische Analogon

Das durch die Sinus-Gordon-Wellengleichung beschriebene nichtlineare Medium kann gut
durch ein mechanisches Modell veranschaulicht werden. Man betrachtet dazu eine Kette
aus Pendeln mit der Masse m und der Länge l, die durch Drehfedern mit der Federkon-
stante β mit ihren jeweiligen Nachbarn gekoppelt sind. Der Abstand zwischen den Pendeln
betrage a. Auf die einzelnen Pendel wirken also Torsionskräfte und die Schwerkraft. Be-
zeichnet man mit Θ(t) den Winkel der Auslenkung, so liefert der Drallsatz für das n-te
Pendel

ml2
d2Θn(t)

dt2
= −β(Θn(t)−Θn−1(t))− β(Θn(t)−Θn+1(t))−mgl sinΘn(t), (5.11)

d2Θn(t)

dt2
− c20
a2

(Θn−1(t)− 2Θn(t) +Θn+1(t)) + ω2
0 sinΘn(t) = 0, (5.12)

mit c20 :=
a2β

ml2
, ω2

0 :=
mgl

ml2
. (5.13)

Für den Fall, dass sich die Auslenkung Θ(t) von Pendel zu Pendel nur geringfügig un-
terscheidet, β ≫ mgl, kann man die Differenzengleichung in eine Differentialgleichung
umwandeln, Θn(t) → Θ(t, x), und man erhält nach Normalisierung wiederum die norma-
lisierte Sinus-Gordon-Wellengleichung

∂2Θ(T,X)

∂T 2
− ∂2Θ(T,X)

∂X2
+ sinΘ(T,X) = 0, mit T := ω0t, X :=

ω0

c0
x. (5.14)

5.2.3 Analytische Lösungen

Grundsätzlich existiert zur Sinus-Gordon-Wellengleichung eine Vielzahl an analytischen
Lösungen. Zwei davon sollen im Folgenden kurz dargestellt werden, nämlich Lösungen für
einzelne Solitonen und Lösungen für eine Kombination von zwei Solitonen.

Ein-Soliton-Lösungen: Kink\Antikink: Für ein einzelnes Soliton muss die be-
treffende Lösung ΘSol(T,X) durch ein lokales Wellenpaket, das entweder steht oder sich
mit konstanter normierter Geschwindigkeit u = dX

dT = 1
c0
dx
dt = 1

c0
v bewegt und dabei im

zeitlichen Verlauf seine Form beibehält, dargestellt werden können

ΘSol(T,X) := ΘSol(X − uT ) = ΘSol(S). (5.15)
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Lässt man die Sinus-Gordon-Wellengleichung auf einen derartigen Ansatz wirken, so erhält
man als Lösung

ΘSol(S) = 4 arctan(exp(± S − S0√
1− u2

)), mit S0 = X0 − uT0, Θ(S0) = π. (5.16)

Die normierte Geschwindigkeit u liegt also im Bereich −1 < u < +1. Die tatsächliche
Geschwindigkeit des Solitons erreicht daher die Werte −c0 < v < +c0. Diese Grenzge-
schwindigkeit c0 ist die Geschwindigkeit von ebenen Wellen, die sich als Lösungen der all-
gemeinen Sinus-Gordon-Wellengleichung bei einem Fehlen des Sinusterms, der die Schwer-
kraft berücksichtigt, ergeben. Sie ist auf Grund des Versuchsaufbaus mit massebehafteten
Federn und Pendeln auch ohne vorhandene Schwerkraft immer kleiner als die Lichtge-
schwindigkeit c. Die Konstante S0 wird im Weiteren auf Null gesetzt. Je nach Vorzeichen
im Exponenten spricht man von einem Kink (+) oder einem Antikink (−)

ΘK\A(S) = 4 arctan(exp(±γSolS)), mit γSol :=
1

√

1− β2Sol
, βSol :=

v

c0
. (5.17)

Der Winkel ΘK\A(S) eines Kinks\Antikinks bewegt sich also von ΘK\A(S) = 0\2π bei
S = −∞ zu ΘK\A(S) = 2π\0 bei S = +∞. Hierbei wird einem Kink\Antikink definiti-
onsgemäß eine negative\positive Helizität zugeordnet. Die Funktionen ΘK\A(S) − π, also
die Auslenkungen bezogen auf die Auslenkung π bei S0 = 0, sind antisymmetrisch

ΘK\A(S)− π = −(ΘK\A(−S)− π). (5.18)

Streng mathematisch gesehen ist ein Soliton somit über den ganzen 1-dimensionalen Raum
verteilt. In einer physikalischen Näherung kann man es aber als lokalisiert betrachten. Die
gewohnte Unterscheidung zwischen einem Teilchen und seinem Feld existiert allerdings
nicht mehr.

Zwei-Solitonen-Lösungen: Um nun Lösungen für mehrere Solitonen zu erhalten,
wird als neuer Ansatz ΘAllg(T,X) eine Verallgemeinerung der Lösung ΘSol(S) für ein Soli-
ton gewählt. Die Arcustangens-Funktion, die als dämpfender Faktor für die Lokalisierung
der Solitonen verantwortlich ist, wird beibehalten

ΘAllg(T,X) := 4 arctan
F (X)

G(T )
. (5.19)

Setzt man diesen Ansatz in die Sinus-Gordon-Wellengleichung ein, so ergeben sich nach
Trennung der Variablen T und X zwei charakteristische Differentialgleichungen

(
dG

dT
)2 = q2G4 + (b2 − 1)G2 − n2, (5.20)

(
dF

dX
)2 = −q2F 4 + b2F 2 + n2. (5.21)

Die Wahl der Konstanten q, b und n, die von der Trennung der Variablen und von der
Integration stammen, bestimmt im Weiteren die Art der Lösung.
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Kink-Kink-Lösungen: Für q = 0, b > 1 und n 6= 0 erhält man die Lösung
ΘKK(T,X), welche die Kollision zweier Kinks beschreibt

ΘKK(T,X) = 4 arctan(u sinh(γSolX) sech(γSoluT )), mit 0 < u < 1. (5.22)

Diese Funktion ist antisymmetrisch in X und symmetrisch in T . Zur Zeit T = −∞ laufen
zwei Kinks von X = −∞\X = +∞ mit den anfänglichen Geschwindigkeiten +u\ − u
aufeinander zu. Diese beiden Kinks drehen immer von ΘK = −2π → 0 \ΘK = 0→ +2π.
Zum Zeitpunkt T = 0 treffen sie sozusagen bei X = 0 aufeinander, um dann wieder
in Richtung ihrer Ausgangspositionen X = −∞\X = +∞ zurückzulaufen, die sie zur
Zeit T = +∞ mit den letztendlichen Geschwindigkeiten −u\ + u erreichen. Die beiden
Solitonen werden zwar auf Grund gegenseitiger Beeinflussung in der Nähe von X = 0
merklich deformiert, können einander jedoch nicht durchdringen, da sie gleiche Helizität
besitzen. Sie prallen also aneinander ab.

Antikink-Kink-Lösungen: Für q 6= 0, b > 1 und n = 0 erhält man die Lösung
ΘAK(T,X), welche die Kollision eines Antikinks mit einem Kink beschreibt

ΘAK(T,X) = 4 arctan(
1

u
sech(γSolX) sinh(γSoluT )), mit 0 < u < 1. (5.23)

Diese Funktion ist symmetrisch inX und antisymmetrisch in T . Zur Zeit T = −∞ läuft ein
Antikink\Kink von X = −∞\X = +∞ mit den anfänglichen Geschwindigkeiten +u\−u
auf den Ursprung zu. Das Antikink\Kink dreht von ΘA = 0 → −2π \ΘK = −2π → 0.
Die entgegengesetzte Helizität bewirkt, dass sich dabei das Antikink und das Kink beim
aufeinander Zulaufen immer mehr auflösen. Zum Zeitpunkt T = 0, dem theoretischen
Treffpunkt, existieren die beiden Solitonen als solche überhaupt nicht mehr, sie haben
sich zur Gänze annihiliert, denn es gilt: ΘAK(T = 0,X) = 0. All ihre Energie steckt zu
diesem Zeitpunkt in der kinetischen Energie der Drehfederpendelkette. Auf Grund der
Antisymmetrie der Lösung in der Zeit, bildet sich für T > 0 wieder ein Antikink\Kink,
nun aber im gegenüberliegenden Bereich X > 0\X < 0. Beide entfernen sich wieder vom
Ursprung. Das Antikink\Kink dreht jetzt allerdings von ΘA = +2π → 0 \ΘK = 0→ +2π.
Bei T = +∞ befinden sich nun die beiden Solitonen bei X = +∞\X = −∞ mit den
letztendlichen Geschwindigkeiten +u\−u. Das Antikink und das Kink haben sich also bis
auf eine Phasenverschiebung quasi ungestört durchdrungen.

Weitere Zwei-Solitonen-Lösungen: Abschließend wäre noch zu sagen, dass zu
jeder beliebigen Lösung der Sinus-Gordon-Wellengleichung Θ+(T,X) auf Grund der un-
geraden Sinus Funktion eine weitere Lösung Θ−(T,X) := −Θ+(T,X) exisitiert. Im Falle
von solitonischen Lösungen vertauschen dabei Kink und Antikink ihre Rollen.

5.2.4 Lorentztransformationen

Die Sinus-Gordon-Wellengleichung in ihrer allgemeinen Form ist invariant gegenüber ei-
ner speziellen Lorentztransformation, ΛSol

µ
ν , die in der Welt der Drehfederpendelkette die

Grenzgeschwindigkeit c0 besitzt
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∂2Θ(t, x)

∂t2
− c20

∂2Θ(t, x)

∂x2
+ ω2

0 sinΘ(t, x) = 0, (5.24)

→ ∂2Θ′(t′, x′)
∂t′2

− c20
∂2Θ′(t′, x′)

∂x′2
+ ω2

0 sinΘ
′(t′, x′) = 0, mit x′µ = ΛSol

µ
νx

ν . (5.25)

Die auf diese Weise definierten Systeme S′ sind allerdings rein mathematisch und kei-
nesfalls reale Inertialsysteme. Diese Invarianz führt jedoch dazu, dass ein im Laborsys-
tem bewegtes Soliton gegenüber einem im Laborsystem ruhenden Soliton im Sinne dieser
Transformation mit c0 lorentzkontrahiert ist

ΘSol(t, x) = 4 arctan(exp(±γSol
ω0

c0
(x− vt))), (5.26)

ΘSol |t=0,v 6=0 = ΘSol |v=0 → x |t=0,v 6=0 =
1

γSol
x |v=0 . (5.27)

Für v → c0 degeneriert die Funktion der Auslenkungen ΘSol zu einer Stufenfunktion.
Um nun die tatsächliche Ausdehnung eines mit der Geschwindigkeit v bewegten Solitons
in dessen Ruhesystem zu ermitteln, muss die mit c0 lorentzkontrahierte Länge eines im
Laborsystem ruhenden Solitons mit der Lichtgeschwindigkeit c wieder distrahiert werden

xRuhe =

√

1− v2

c20
√

1− v2

c2

xLab < xLab. (5.28)

Da die Grenzgeschwindigkeit c0 immer kleiner als c ist, wird auch im Ruhesystem des
bewegten Solitons dessen Ausdehnung mit v → c0 verschwindend klein.

5.2.5 Energie und Impuls

Drei Terme bilden die Gesamtenergie eines Gliedes der Drehfederpendelkette: Die kineti-
sche Energie der Pendelmasse auf Grund der Rotation, die potentielle Energie der Feder
auf Grund der Torsion und die potentielle Energie der Pendelmasse auf Grund der Schwer-
kraft. Die Energie der gesamten Kette mit N Gliedern lautet somit

E =

N
∑

n=1

1

2
ml2(

dΘn(t)

dt
)2 +

1

2
β(Θn+1(t)−Θn(t))2 +mgl(1− cosΘn(t)). (5.29)

Falls die Auslenkung von Pendel zu Pendel wieder nur geringfügig variiert, β ≫ mgl,
lässt sich die Summe in ein Integral umwandeln, Θn(t) → Θ(t, x), und man erhält nach
Normierung

E =
ml2

a
c0 ω0

X2
∫

X1

dX
1

2
(
∂Θ(T,X)

∂T
)2 +

1

2
(
∂Θ(T,X)

∂X
)2 + (1− cosΘ(T,X)). (5.30)

Für ein freies Soliton mit der bekannten Lösung ΘSol(S) ergibt sich somit folgende Ge-
samtenergie ESol

ESol = 8
ml2

a

ω0

c0
γSolc

2
0 = m0 SolγSolc

2
0 = E0 SolγSol. (5.31)
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Hierbei wurde dem Soliton in der Welt der Drehfederpendelkette mit der Grenzgeschwin-
digkeit c0 eine Ruhemasse m0 Sol und eine Ruheenergie E0 Sol zugeteilt, die sich aus dem
Vergleich mit den entsprechenden Größen eines freien Teilchens in der realen Welt ergeben.
In diesem Sinne lässt sich für ein Soliton auch ein Impuls ~pSol definieren

~pSol := m0 SolγSol~v. (5.32)

5.2.6 Die Wechselwirkung zwischen Solitonen

Da, mathematisch gesehen, ein Soliton unendliche Ausdehnung besitzt, impliziert ein
gleichzeitiges Vorhandensein von zwei Solitonen mit endlichem Abstand immer gegenseiti-
ge Beeinflussung mit daraus resultierender Deformation. Es existieren dann, streng genom-
men, nicht mehr zwei richtige Solitonen, sondern es gibt nur mehr Auslenkungsmuster, die,
in Abhängigkeit von Solitonenart und von gegenseitigem Abstand, Ähnlichkeiten mit zwei
Solitonen aufweisen. In einer einfachen Betrachtungsweise werden nun die Aufenthaltsorte
der Solitonen mit den Amplituden Θ = ±π identifiziert, sofern derartige Auslenkungen
überhaupt existieren.

Wechselwirkung zwischen zwei gleichartigen Solitonen: Ausgangspunkt der
Betrachtung ist zum Beispiel die Lösung ΘKK(T,X), bei der zwei Kinks aufeinander zulau-
fen, aneinander abprallen und sich dann wiederum voneinander entfernen. Zum Zeitpunkt
T = 0, dem Umkehrzeitpunkt, gilt

∂ΘKK(T,X)

∂T
|T=0 = 0. (5.33)

Alle Pendel, und somit auch die beiden Kinks, ruhen. Wenn man den ruhenden defor-
mierten Kinks weiterhin die Ruhemasse m0 Sol zuordnet, so ist die anfängliche kinetische
Energie der Kinks TK zur Gänze in potentielle Energie VK übergegangen

2VK |T=0 = 2TK |T=−∞ = 2m0 Sol(γSol − 1)c20. (5.34)

Die beiden Kinks befinden sich zum Zeitpunkt T = 0 an den Stellen ±X0

ΘKK(0,X) = 4 arctan(u sinh(γSolX)) = π, (5.35)

→ X0 =
1

γSol
arsinh(

1

u
). (5.36)

Eine charakteristische Größe für die gegenseitige Abstoßung ist nun durch die potentielle
Energie beider Kinks zum Zeitpunkt T = 0, 2VK |T=0, in Abhängigkeit vom dazugehörigen
Abstand, D = 2X0, gegeben. Durch die Elimination von u aus den Bestimmungsgleichun-
gen für 2VK |T=0 und X0 erhält man die gewünschte Verknüpfung beider Größen

u =

√

1− 1

(1 + 2VK
2E0 Sol

)2
, (5.37)

→ D = 2X0 = 2
1

1 + 2VK
2E0 Sol

arsinh(
1

√

1− 1

(1+
2VK

2E0 Sol
)2

). (5.38)
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Dies ist nun die Umkehrfunktion der gesuchten Funktion 2VK(D). Diese potentielle Energie
lässt sich allerdings nur für zwei Grenzfälle explizit darstellen:

- 2VK(D) →∞ → D → 0 :

D ≈ 2
1

2VK
2E0 Sol

arsinh(1) → 2VK(D) ≈ 4E0 Sol arsinh(1)
1

D
(5.39)

- 2VK(D) → 0 → D →∞ :

D ≈ 2 arsinh(
1

√

1− 1

(1+
2VK

E0 Sol
)

) → 2VK(D) ≈ E0 Sol
1

(sinh2(D2 )− 1)
≈ 4E0 Sol e

−D

(5.40)
Die von vielen realen Teilchen gewohnte 1

D -Abhängigkeit der potentiellen Energie geht
also für größere Distanzen in eine exponentielle Abhängigkeit über.

Wechselwirkung zwischen zwei verschiedenartigen Solitonen: Als Ausgangs-
punkt der Betrachtung wählt man nun zum Beispiel die Lösung ΘK(T,X), bei der sich ein
Kink mit der Geschwindigkeit u in Richtung steigender X-Werte bewegt, sowie die Lösung
ΘKA(T,X) := −ΘAK(T,X), bei der sich ein Kink\Antikink von X = −∞\X = +∞ kom-
mend begegnen und danach quasi ungestört weiterlaufen.
Eine charakteristische Größe für die gegenseitige Anziehung ist nun der Zeitvorsprung,
den ein in X = −∞ mit der Geschwindigkeit u startendes Kink mit entgegenkommendem
Antikink gegenüber einem gleichzeitig in X = −∞ ebenfalls mit der Geschwindigkeit u
weglaufenden freien Kink gewinnt, wenn beide in x = +∞ mit der gleichen Geschwidigkeit
u ankommen. Für das kollidierende Kink kann man nur für die Zeit −∞ < T ≦ −T ∗ und
+T ∗ ≦ T < +∞ mit der noch zu bestimmenden Größe T ∗ einen Ort angeben, denn in der
Zeit −T ∗ < T < +T ∗ existiert die Amplitude des Kinks π für T < 0 und −π für T > 0
nicht, da sich die beiden Solitonen gegenseitig auflösen

ΘKA(T,X) = −4 arctan(
1

u
sech(γSolX) sinh(γSoluT )) = −π, (5.41)

cosh(γSolX) =
1

u
sinh(γSoluT ) ≧ 1, (5.42)

T ≧
1

γSolu
arsinh(u) = T ∗. (5.43)

Man erhält somit für die Ortsfunktion des kollidierenden Kinks XKkoll(T )

XKkoll(T ) = −
1

γSol
arcosh(−1

u
sinh(γSoluT )), T ≦ −T ∗, (5.44)

XKkoll(T ) =
1

γSol
arcosh(

1

u
sinh(γSoluT )), T ≧ +T ∗, (5.45)

XKkoll(−T ∗) = XKkoll(+T
∗) = 0. (5.46)

Das kollidierende Kink verschwindet also in dieser Betrachtungsweise zu T = −T ∗ im
Nullpunkt und taucht zu T = +T ∗ ebendort wieder auf.
Die Ortsfunktion des freien Kinks XK frei(T ) ist zu jeder Zeit definiert. Man erhält

ΘK(T,X) = 4 arctan(exp(γSol(X − uT ))) = π, (5.47)
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XK frei(T ) = uT. (5.48)

Um nun das kollidierende und das freie Kink zu synchronisieren, wählt man als Ver-
gleichszeitpunkt aus Symmetriegründen zunächst T = 0, einen Zeitpunkt, zu dem sich
beide Kinks im Punkt X = 0 befinden. Bildet man nun in den beiden Ortsfunktionen
den Limes T → ∞, so sieht man, dass das kollidierende Kink dem freien Kink um △T
vorauseilt

lim
T→∞

XKkoll(T ) =
1

γSol
ln(

1

u
exp(γSoluT )) = uT +

1

γSol
ln

1

u
= uT +△X, (5.49)

lim
T→∞

XK frei(T ) = uT, (5.50)

△T =
△X
u

=
1

γSolu
ln

1

u
> 0. (5.51)

Würde man nun beide Kinks im Punkt X = −∞ gleichzeitig starten lassen, so ergäbe
sich für das kollidierende Kink beim Vergleich bis zum Punkt X = +∞ ein doppelter
Zeitvorsprung von 2△ T .
Im Grenzfall u → 1 wird 2△ T verschwindend klein. Das kollidierende Kink kann durch
die anziehende Wechselwirkung mit dem Antikink nicht mehr beschleunigt werden, oder,
anders ausgedrückt, die Ruheenergie des kollidierenden Kinks, E0 Sol = m0 Solc

2
0, die bei

dessen Auflösung und späterer Wiederbildung für zusätzliche Geschwindigkeit sorgt, ist
bei unendlicher Gesamtenergie ESol = m0 SolγSolc

2
0 bedeutungslos.

5.3 Reale Teilchen als Solitonen

Die zuvor angeführten analytischen Lösungen der normierten eindimensionalen Sinus-
Gordon-Wellengleichung, welche ein oder mehrere lokalisierte Wellenpakete beschreiben,
sind zunächst rein mathematischer Natur.
Das mechanische Analogon erlaubt es , diese Solitonen, topologisch gesehen, als Verwin-
dung einer Drehfederpendelkette um 2π mit einer, je nach Geschwindigkeit, eindeutigen
Struktur zu interpretieren. Ein einzelnes Soliton kann somit durch kontinuierliche Ver-
formung der Drehfederpendelkette bei festgehaltenen Enden nicht eliminiert werden. Des
Weiteren wird es durch das mechanische Modell möglich, den Solitonen wichtige Teilchen-
eigenschaften wie Energie, Masse und Impuls zuzuschreiben. Trotzdem handelt es sich
dabei immer um fiktive Teilchen, da die Grenzgeschwindigkeit der Teilchen in dieser zwei-
dimensionalen Welt auf Grund des mechanischen Versuchsaufbaus immer um vieles kleiner
als die Lichtgeschwindigkeit c ist.
Um nun ein reales Teilchen durch ein Soliton zu beschreiben, sind die folgenden notwen-
digen Bedingungen zu erfüllen:

- Zur Beschreibung eines Teilchens in 1 + 1 Dimensionen benötigt man einen inneren
Freiheitsgrad, die Variable ψ(T,X). Jedem Zeit-Raum-Punkt in dieser zweidimensionalen
Welt wird durch diesen inneren Freiheitsgrad ein Element einer S1 zugeordnet, wobei für
ein freies Teilchen diese S1 genau einmal abgedeckt wird. Eine derartige Beschreibung ist
frei von etwaigen Singularitäten. Ein reales Teilchen in 1+3 Dimensionen wird daher drei
von der Zeit und vom Ort abhängige innere Freiheitsgrade, ψi(T, ~X) i = 1, 2, 3, besitzen
müssen. Ein möglicher Kanditat für diese Freiheitsgrade wären in Analogie zum Sinus-
Gordon-Modell Elemente einer S3.
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- Die dazugehörigen drei Wellengleichungen müssen als Bewegungsgleichungen des Teil-
chens invariant gegen die Lorentztransformation mit der Lichtgeschwindigkeit c sein.

- Alle bekannten Teilcheneigenschaften und Kräfte zwischen den Teilchen müssen sich,
wie beim mechanischen Analogon, direkt aus den drei inneren Freiheitsgraden ψi(T, ~X)
ableiten lassen.
Eine Möglichkeit, ein reales Teilchen, im Speziellen ein Elektron\Positron, auf diese Art
und Weise zu konstruieren, wird im Weiteren beschrieben.
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6 Das Elektron als SU2-Soliton

Ein Elektron kann als Soliton mit drei inneren Freiheitsgraden aufgefasst werden. Dabei
wird jedem Punkt desM4 ein Element der Lie-Gruppe SU2, die einer verallgemeinerten S3

entspricht, zugeordnet. Damit erhält man eine Verallgemeinerung des 1+1 dimensionalen
Sinus-Gordon-Modells auf 1 + 3 Dimensionen. Die wichtigsten Entwicklungsschritte, die
zu diesem Modell führen, sollen im Folgenden analysiert werden. Im Unterschied zu den
Sinus-Gordon-Solitonen sind zunächst die Wellengleichugen nicht bekannt, sondern erge-
ben sich im weiteren Verlauf aus den an die physikalische Realität angepassten inneren
Freiheitsgraden des Systems.

6.1 Der Dirac-Monopol

6.1.1 Duale Transformation

Ausgangspunkt sei ein freies Elektron, das im Ursprung ruht. Das herkömmliche Modell,
in dem dieses Elektron als Punktladung ρ(~x) = qδ3(~x) angesehen wird, ist mit dem Auf-
bau eines Solitons, das ohne eigentliches Zentrum nur als Feld der inneren Freiheitsgrade
räumlich unendlich ausgedehnt existieren soll, nicht vereinbar. Der Raum muss daher als
ladungsfrei angenommen werden. Im statischen Fall gilt dann

div ~E(~x) = 0, rot ~E(~x) = 0. (6.1)

Das bestehende messbare radiale E-Feld, ~E(~x) = −e
4πǫ0r2

~er, bleibt natürlich erhalten und
muss in weiterer Folge, wie alle anderen messbaren Teilcheneigenschaften, aus den noch
zu definierenden inneren Freiheitsgraden ableitbar sein.
Diese Konstellation entspricht der Aufgabenstellung , mit der sich Paul Dirac konfrontiert
sah, als er versuchte, einen radialsymmetrischen magnetischen Monopol auf Basis der Max-
wellgleichungen, also ohne existierende magnetische Ladungen, zu konstruieren. Da sich
die Ausgangssituation im Vakuum befindet, liegt es nahe, zuerst eine duale Transformati-
on mit dem Winkel ϕ = π

2 durchzuführen (siehe Gl. 4.102), und dann der Argumentation
von Paul Dirac zu folgen. Für das Potential des E-Feldes ergibt sich

~E(~x) = −c rot d~A(~x). (6.2)

Das Feld des elektrischen Monopols wird also durch das duale Vektorpotential d~A(~x) be-
schrieben, das somit als einziges mögliches Bindeglied zu den drei inneren Freiheitsgraden
verbleibt. Das eigentliche Potential des elektrischen Monopols φ(~x) wird in dieser Hinsicht
im Weiteren keine Rolle spielen.
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6.1.2 Definition

Um nun ein Vektorpotential d~A(~x) zu erhalten, das ein E-Feld eines im Ursprung ruhen-
den elektrischen Monopols erzeugt, berechnet man den elektrischen Fluss Φ(r, h) einer
Punktladung durch eine Kugelkalotte in Abhängigkeit von deren Radius r und der Höhe
h = r(1− cos ϑ)

Φ(r, h) =

∫

A(r,h)

d ~A ~E(~x) = −
ϑ(h)
∫

0

dϑ

2π
∫

0

dϕ r2 sinϑ
e

4πǫ0r2
= −c

∫

A(r,h)

d ~A rot d~A(~x) = −c
∮

∂A(r,h)

d~s d~A(~x),

(6.3)

→ dAϕ(~x) =
e

4πǫ0c

1− cos ϑ

r sinϑ
=

e

4πǫ0c

sinϑ

r(1 + cos ϑ)
. (6.4)

Dieses Vektorpotential d~A(~x) und somit auch das resultierende E-Feld ~E(~x) sind im Bereich
ϑ = π nicht definiert. Dies ist verständlich, denn das E-Feld ist als Rotor des Vektorpoten-
tials quellenfrei. Der elektrische Fluss, der in eine fast geschlossene Kugelkalotte eintritt,
muss diese auch irgendwo wieder verlassen. Genau das passiert im Bereich der negati-
ven z-Achse. Man sieht das, wenn man das Vektorpotential d~A(~x) mit dem Parameter ǫ
regularisiert und danach das E-Feld berechnet

dARϕ(~x, ǫ) =
e

4πǫ0c

sinϑ

r(1 + ǫ+ cos ϑ)
, (6.5)

~ER(~x, ǫ) = −c rot d~AR(~x, ǫ) = − e

4πǫ0r2
(1− 2ǫ+ ǫ2

(1 + ǫ+ cos ϑ)2
)~er = ~Enor(~x) + ~Estr(~x, ǫ).

(6.6)

Das regularisierte E-Feld ~ER(~x, ǫ) teilt sich also auf in das normale E-Feld eines Elektrons
~Enor(~x) und ein zusätzliches E-Feld ~Estr(~x, ǫ), das nur im Bereich der negativen z-Achse
ungleich Null ist und entgegengesetzte Orientierung aufweist. Dies ist der Dirac-String. Er
führt den, zur nicht vorhandenen negativen elektrischen Ladung des Elektrons laufenden,
elektrischen Fluss entlang der negativen z-Achse wieder ins Unendliche ab, wie man aus
dem Fluss Φtot von ~ER(~x, ǫ) durch eine geschlossene Kugeloberfläche erkennt

Φtot = lim
ǫ→0

∮

∂V

d ~A ~ER(~x, ǫ) =

∮

∂V

d ~A ~Enor(~x) + lim
ǫ→0

∮

∂V

d ~A ~Estr(~x, ǫ) = −
e

ǫ0
+
e

ǫ0
= 0. (6.7)

Eine derartige Feldkonstellation wird Dirac-Monopol genannt.

6.1.3 Das topologische Analogon

Die Existenz des Dirac-Strings macht es erforderlich, dass man zur Beschreibung des E-
Feldes eines elektrischen Monopols zumindest zwei nichtregularisierte Vektorpotentiale
benötigt. Das könnten zum Beispiel folgende Vektorpotentiale sein

d~AN(r, ϑ, ϕ) :=
e

4πǫ0c

1− cos ϑ

r sinϑ
~eϕ,

d~A S(r, ϑ, ϕ) := − e

4πǫ0c

1 + cosϑ

r sinϑ
~eϕ. (6.8)

Das so definierte Vektorpotential d~AN(r, ϑ, ϕ)\d~A S(r, ϑ, ϕ) bestizt den Dirac-String auf der
negativen\positiven z-Achse.

74



Diese Situation erinnert stark an die Verhältnisse, die man vorfindet, wenn man versucht,
eine Kugel mit Radius R zu parametrisieren. Es bedarf wieder zumindest zweier Karten.
Man kann zu diesem Zweck die Methode der stereographischen Projektion wählen. Da-
bei werden, ausgehend von einem Projektionszentrum auf der Oberfläche, alle anderen
Punkte der Kugel durch geradlinige Projektion auf die Tangentialebene des dem Pro-
jektionszentrum gegenüberliegenden Punktes abgebildet. Definiert man nun als Projekti-
onszentrum den Südpol\Nordpol, so erhält man zwei Karten, κN und κS, die jeweils nur
am Südpol\Nordpol eine Singularität aufweisen. Dies ist der entscheidende Hinweis auf
einen möglichen Zusammenhang zwischen den physikalischen Feldgrößen im M

4 und to-
pologischen Verhältnissen auf einer Kugeloberfläche in einem inneren Raum R

3. Er wird
in weiterer Folge zur Definition der inneren Freiheitsgrade und den daraus ableitbaren
physikalischen Größen des elektrischen Monopols führen.

6.1.4 Der Zusammenhang Ortsraum und innerer Raum

Sucht man nun nach topologischen Größen, die in Analogie zum nicht regularisierten Vek-
torpotential d~AN(r, ϑ, ϕ)\d~A S(r, ϑ, ϕ) überall auf dieser Kugel außer am Südpol\Nordpol
definiert sind, so bieten sich als Ausgangspunkt zwei Mengen von lokalen Koordinaten-
systemen an: Man legt dabei zwei beliebige zueinander parallele Koordinatensysteme
in den Tangentialraum der beiden Pole und verschiebt sie dann bis zum jeweilig ge-
genüberliegenden Pol, indem man den Winkel zum betreffenden Meridian konstant lässt.
Man erhält so für jeden Punkt der Kugel außer für die Pole zwei lokale Koordinatensyste-
me eNi und eSi . Eine fundamentale Größe, die sich aus dieser Konstellation ableiten lässt, ist
die Winkelgeschwindigkeit ΓN

s (s)ik und Γ
S
s (s)ik, mit der die Koordinatensysteme bei einer

Bewegung entlang eines Weges s(ϑ,ϕ) auf der Kugeloberfläche rotieren, wenn man sie ana-
log der Vorgehensweise bei der SO3 und SU2 durch Weglassen der Normalkomponente bei
der Differenzbildung miteinander vergleichbar macht (siehe Gl. 3.54 und 3.103). Im vor-
liegenden Fall führt dieser Ansatz zu einer SO2-Rotation der lokalen Koordinatensysteme,
und man erhält speziell für die Koordinatensysteme des Nordpols

eNi (s+ ds) = e−iΓN
s (s)ikds eNk (s) =

(

cos(ΓN
s (s)ds) − sin(ΓN

s (s)ds)
sin(ΓN

s (s)ds) cos(ΓN
s (s)ds)

)

ik

eNk (s), (6.9)

mit ΓN
s (s)ik := ΓN

s (s)

(

0 −i
i 0

)

ik

. (6.10)

Um nun ΓN
s (s) zu erhalten, berechnet man zuerst ΓN

θ (θ, φ) und ΓN
φ (θ, φ). Dazu rollt man

den einen Meridian tangierenden Zylinder beziehungsweise den einen Breitenkreis tangie-
renden Kegel in einer Ebene ab und kann dann die Rotation der lokalen Koordinatensys-
teme direkt ablesen. Es ergibt sich

ΓN
θ (θ, φ) = 0, ΓN

φ (θ, φ) = 1− cos θ, (6.11)

ΓN
s θ(R, θ, φ) =

ΓN
θ (θ, φ)

R
= 0, ΓN

s φ(R, θ, φ) =
ΓN
φ (θ, φ)

R sin θ
=

1− cos θ

R sin θ
, (6.12)

ΓN
s (R, θ, φ)ds = ΓN

s θ(R, θ, φ)dsθ + ΓN
s φ(R, θ, φ)dsφ. (6.13)
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Auf Grund der Ähnlichkeit von ΓN
s θ(R, θ, φ) mit dANϑ(r, ϑ, ϕ) und von ΓN

s φ(R, θ, φ) mit
dANϕ(r, ϑ, ϕ) kann man nun jedem Punkt im R

3 des ruhenden elektrischen Monopols mit
den Ortskoodinaten r, ϑ und ϕ einen Punkt auf der Einheitssphäre S2 im inneren Raum
mit den gleichen Winkelkoordinaten θ = ϑ und φ = ϕ zuordnen. Das den Punkten im R

3

zugeordnete Element der S2 wird üblicherweise durch seinen Ortsvektor im inneren Raum,
~n(~x), mit der Länge 1 ausgedrückt. Für die eben definierte Konstellation gilt also

~n(~x) =
~x

| ~x | . (6.14)

Dieses Feld wird auf Grund seiner besonderen Form Dirac-Igel genannt.
Bewegt man sich nun im Ortsraum vom Punkt ~x zum Punkt ~x + d~x, so durchläuft man
gleichzeitig einen infinitesimalen Weg auf der Oberfläche der Einheitskugel und die an
diesen Oberflächenpunkten definierten lokalen Koordinatensysteme führen eine, dem Weg
entsprechende, infinitesimale Rotation aus

eNi (~x+ d~x) = e
−iΓN

xj
(~x)ik dx

j

eNk (~x)

= e−i(ΓN
s r(r,ϑ,ϕ)ik dsr+Γ

N
sϑ(r,ϑ,ϕ)ik dsϑ+Γ

N
s ϕ(r,ϑ,ϕ)ik dsϕ) eNk (~x), (6.15)

ΓN
s r(r, ϑ, ϕ) = 0, ΓN

s ϑ(r, ϑ, ϕ) = ΓN
s θ(r, ϑ, ϕ), ΓN

sϕ(r, ϑ, ϕ) = ΓN
s φ(r, ϑ, ϕ). (6.16)

Daraus folgt die gesuchte Abhängigkeit der Größen des Ortsraums von Größen des inneren
Raums

d~AN(r, ϑ, ϕ) =
e

4πǫ0c
~ΓN(r, ϑ, ϕ). (6.17)

Eine analoge Rechnung für die Koordinatensysteme des Südpols liefert das Ergebnis

d~A S(r, ϑ, ϕ) =
e

4πǫ0c
~Γ S(r, ϑ, ϕ). (6.18)

Hierbei handelt es sich um ein statisches Problem. Die kovariante Verallgemeinerung der
obigen Zusammenhänge lautet folgendermaßen

e
N\S
i (xµ + dxµ) = e−iΓ

N\S
µ (xµ)ik dx

µ

e
N\S
k (xµ), (6.19)

dAN\Sµ(xµ) = − e

4πǫ0c
ΓN\Sµ(xµ), mit ΓN\S

µ :=

(

Γ
N\S
0
~ΓN\S

)

. (6.20)

6.1.5 Eichungen

Auch die dualen Potentiale dAN\Sµ(xµ) können lokal umgeeicht werden

dAN\S ′µ(xµ) = dAN\Sµ(xµ) + ∂µX(xµ). (6.21)

Eine Umeichung im Ortsraum darf die zugeordneten Elemente der S2 nicht verändern. Die
Form des Dirac-Igels bleibt auch nach der Eichung erhalten

~n′(xµ) = ~n(xµ). (6.22)
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Weiters muss die Proportionalität zwischen dAN\Sµ(xµ) und ΓN\Sµ(xµ) eichunabhängig
sein, um physikalische Relevanz zu besitzen

dAN\S ′µ(xµ) = − e

4πǫ0c
ΓN\S ′µ(xµ), (6.23)

→ ΓN\S ′µ(xµ) = ΓN\Sµ(xµ)− 4πǫ0c

e
∂µX(xµ). (6.24)

Eine lokale Umeichung im Ortsraum führt also zu einem Verdrehen der lokalen Tangenti-
albasen der Punkte auf der S2, die den Punkten im Ortsraum eichunabhängig zugeordnet
sind. Ein und dasselbe lokale Koordinatensystem auf der S2 kann somit, je nach Ortszu-
gehörigkeit, unterschiedlich gedreht werden. Umgekehrt entspricht ein, über den Ortsraum
kontinuierliches, lokales Verdrehen der Tangentialbasen von ~n(xµ) automatisch einer loka-
len Umeichung der dualen Potentiale dAN\Sµ(xµ).

6.1.6 Folgerungen

Der Dirac-Igel beschreibt bereits die fundamentale Beziehung zwischen den Feldgrößen
eines elektrischen Monopols im Ortsraum, ~E(~x) = −c rot d~A(~x), und zugeordneten geo-
metrischen Größen ~Γ (~x) in einem inneren Raum. Er besitzt allerdings einen Makel: Die
verwendeten Vektorpotentiale d~AN\S(~x) sind auf der negativen\positiven z-Achse nicht de-
finiert. Dies entspricht im inneren Raum der Tatsache, dass es unmöglich ist, auf einer S2

2-dimensionale Koordinatensysteme kontinuierlich zu platzieren. Die Einheitskugel selbst
ist jedoch vollkommen symmetrisch, und so liegt es nahe, in einer unzulänglichen Be-
schreibung der S2 durch 2-dimensionale Tangentialbasen die Ursache für die auftretenden
Singularitäten auszumachen.

6.2 Der Wu-Yang-Monopol

6.2.1 Definition

Um die Singularität des Dirac-Strings zu eliminieren, bietet es sich an, ein 3-dimensio-
nales lokales Koordinatensystem zur Beschreibung der Tangentialräume der S2 zu ver-
wenden. Die Mannigfaltigkeit der SU2, in diesem Zusammenhang in weiterer Folge auch
Farbraum genannt, bietet mit ihrem Äquator, also mit allen Elementen U(~ω) mit ω = π,
eine Möglichkeit, diese Forderung zu erfüllen (siehe Gl. 3.71)

U(~ω) |ω=π = Q(~α) |α=π
2
= 1 cosα− i~n~σ sinα |α=π

2
= −i~n~σ, mit ω = 2α, ~n2 = 1.

(6.25)
Alle Elemente des Äquators liegen auf einer verallgemeinerten S2 mit dem Radius R =

√
2.

In der Orthogonalbasis dieses inneren Raums, −i~σ, mit der Länge
√
2, besitzt der Vektor

~n wie gefordert die Länge 1. Die lokalen orthogonalen Tangentialbasen der SU2, eQ,i =
−i12σiQ, mit der Länge 1√

2
, sind 3-dimensional und überall auf der SU2 kontinuierlich

definiert. Jedes Element des Äquators wird wiederum durch den Vektor ~n ausgedrückt.
Die Zuordnung zum Ortsraum bleibt gleich. Es gilt also weiterhin

~n(xµ) :=
~x

| ~x | . (6.26)

Diese Funktion ist nun überall im Ortsraum, also auch auf der gesamten z-Achse sinnvoll,
weil die betreffenden Tangentialbasen existieren. Dieses Feld wird Wu-Yang-Igel genannt.
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6.2.2 Grundgleichungen

Im Unterschied zur S2 führen die lokalen Koordinatensysteme bei einer Bewegung auf
der SU2 keine SO2-Rotationen, sondern SO3-Rotationen aus. Am Äquator lauten die
Formeln für die entsprechenden Drehungen der SU2-Elemente Q(xµ) und der dazugehör-
igen Tangentialbasen eQ,i(x

µ) sowie für die Koordinaten des Krümmungstensors ~Rµν(x
µ)

(siehe Gl. 3.96, 3.97, 3.98, 3.104, 3.105, 3.106, 3.114)

~Ωµ = 2~n× ∂µ~n, (6.27)

∂µQ = −i1
2
~Ωµ~σQ → ∂µni = −i

1

2
~Ωµ~Lik nk, (6.28)

Q(xµ + dxµ) = e−i 1
2
~Ωµ(xµ)~σdxµQ(xµ) → ni(x

µ + dxµ) = e−i 1
2
~Ωµ(xµ)~Likdx

µ

nk(x
µ),
(6.29)

~Γµ = ~n× ∂µ~n, (6.30)

∂µeQ,i = −iΓµik eQ,k, (6.31)

eQ,i(x
µ + dxµ) = e−iΓµ(xµ)ikdx

µ

eQ,k(x
µ), (6.32)

~Rµν =
1

2
(∂µ ~Γν − ∂ν ~Γµ) = ~Γµ × ~Γν = ∂µ~n× ∂ν~n. (6.33)

Es zeigt sich, dass ~n(xµ) mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit Γµ(x
µ)ik rotiert, wie der

Vektor ~eQ(x
µ) der entsprechenden Tangentialbasen. Setzt man die Drehung von ~n(xµ)

allgemein an, so erhält man

~n(xµ+dxµ) = ~n(xµ)+∂µ~n(x
µ)dxµ = e−i ~Ω~nµ(x

µ)~Ldxµ~n(xµ) = ~n(xµ)−i( ~Ω~n µ(xµ)~L)~n(xµ)dxµ,

→ ~Ω~n µ = ~Ω~n µ‖ + ~Ω~n µ⊥ = ~n(~n ~Ω~n µ) + ~n× ∂µ~n. (6.34)

Die Koordinaten ~Γµ(x
µ) = ~n(xµ) × ∂µ~n(x

µ) entsprechen also dem Normalanteil von
~Ω~nµ(x

µ) bezüglich ~n(xµ). Die Drehung von ~n(xµ) erfolgt somit auf dem kürzest möglichen
Weg, also ohne Rotation um die eigene Achse.
Aus der Proportionalität zwischen den farbskalaren Größen dAµ(xµ) und Γ µ(xµ) wird nun
eine Abhängigkeit zwischen farbvektoriellen Größen (siehe Gl. 6.20)

d~Aµ(xµ) := − e

4πǫ0c
~Γ µ(xµ) = − e

4πǫ0c
~n(xµ)× ∂µ~n(xµ). (6.35)

Es ist somit möglich, direkt aus dem Feld ~n(xµ) das neu definierte farbvektorielle Vie-
rerpotential d~Aµ(xµ) des elektrischen Monopols zu berechnen. Man erhält das sogenannte
Wu-Yang-Potential

d~A 0(xµ) = 0, d~Ar(xµ) = 0, d~Aϑ(xµ) =
e

4πǫ0c

1

r
~eϕ(x

µ), d~Aϕ(xµ) = − e

4πǫ0c

1

r
~eϑ(x

µ).

(6.36)
Diese farbvektoriellen Größen müssen im Weiteren zu farbskalaren Größen umgeformt
werden, um sie mit dem bekannten farbskalaren Viererpotential dAµ(xµ) einer elektrischen
Punktladung vergleichen zu können. Eine Eichtransformation ist ein Mechanismus, der
genau das bewerkstelligen kann.
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6.2.3 Eichungen

Jedem Punkt des M4 wird dabei eine SO3-Matrix ΩE(x
µ) zugeordnet, die den Vektor der

Paulimatrizen ~σ lokal dreht

~σ′(xµ) = ΩE(x
µ)~σ, mit ΩE(x

µ) = e−iωE(x
µ)~eωE(x

µ)~L. (6.37)

Dies führt einerseits dazu, dass sich das Koordinatensystem des R3, in dem sich das
zum Punkt xµ gehörige SU2-Element Q(xµ) befindet, dreht. Q(xµ) selbst bleibt dabei
unverändert

Q = −i~n′~σ′ = −i~n~σ → ~n′ = ΩE~n. (6.38)

Andererseits kommt es auch im Tangentialraum von Q(xµ) zu einer Rotation der Basis

e′Q,i = −i
1

2
σ′iQ = ΩEij(−i)

1

2
σjQ = ΩEijeQ,j. (6.39)

Das Drehen der lokalen Koordinatensysteme im Tangentialraum von Q(xµ) entspricht
wiederum einem kontinuierlich veränderten ~Γ µ(xµ) und somit einer Umeichung des farb-
vektoriellen Viererpotentials d~Aµ(xµ).
Für die Veränderung von Q(xµ) erhält man

∂µQ = −i1
2
~Ω′
µ~σ

′Q = −i1
2
~Ωµ~σQ → ~Ω′

µ = ΩE
~Ωµ. (6.40)

Aus der Veränderung der gedrehten Tangentialbasen e′Q,i(x
µ) wird Γ ′µ(xµ) definiert

∂µe
′
Q,i = −iΓ ′

µik e
′
Q,k. (6.41)

Die Forderung, dass die Parallelverschiebung eines Vektors v von der Eichung unbeeinflusst
bleiben muss, führt zur expliziten Darstellung von Γ ′µ(xµ) und ~Γ ′µ(xµ)

Dµ~v = (∂µ1+ iΓµ)~v = 0 ←→ D′
µ~v

′ = (∂µ1+ iΓ ′
µ)~v

′ = 0, (6.42)

→ Γ ′
µ = ΩE(Γµ − i∂µ1)Ω

T
E , (6.43)

→ ~Γ ′
µ = ΩE

~Γµ + ~ΩEµ, (6.44)

~ΩEµ = ∂µωE~eωE + sinωE∂µ~eωE + (1− cosωE)(~eωE × ∂µ~eωE). (6.45)

Daraus lässt sich nun die Veränderung von ~n′(xµ) ableiten

∂µ~n
′ = −iΓ ′

µ~n
′. (6.46)

Die Gleichung für die Entwicklung von ~n′(xµ) ist also forminvariant unter Eichtransfor-
mationen. Die Koordinaten ~Γ ′µ(xµ) werden nun allerdings generell nicht mehr normal auf
~n′(xµ) stehen. Der Ansatz für ~Γ ′µ(xµ) in Bezug auf ~n′(xµ) muss daher ein Allgemeiner
sein (siehe Gl. 6.34)

~Γ ′
µ = ~n′(~n′ ~Γ ′

µ) + ~n′ × ∂µ~n′ = ~n′(~n′ ~ΩEµ) + ~n′ × ∂µ~n′. (6.47)

Bei der Berechnung von R′
µν(x

µ) muss man berücksichtigen, dass die Proportionalität
~Γµ(x

µ) = 1
2
~Ωµ(x

µ) nach der Eichung nicht mehr existiert. Damit gilt auch die Maurer

79



Cartan Gleichung nicht mehr (siehe Gl. 3.114), und man muss auch für R′
µν(x

µ) auf den
allgemeinen Ansatz zurückgreifen (siehe Gl. 3.110)

R′
µν = ~R′

µν
~L = (∂µ ~Γ

′
ν − ∂ν ~Γ ′

µ − ~Γ ′
µ × ~Γ ′

ν)
~L = ΩE

~Rµν~LΩ
T
E = ΩERµνΩ

T
E , (6.48)

→ ~R′
µν = ΩE

~Rµν . (6.49)

Die Koordinaten des Krümmungstensors ~Rµν(x
µ) verhalten sich also unter Eichtransfor-

mationen wie die Koordinaten eines Vektors.

6.2.4 Die Parallel-Eichung

Diese spezielle Eichung ermöglicht es, das farbvektorielle Viererpotential d~Aµ(xµ) in ein
farbskalares Viererpotential dAµ(xµ) zu transformieren. Man dreht dabei lokal den Vektor
der Paulimatritzen ~σ derart, dass die resultierenden Vektoren ~n′(xµ) in die Z-Richtung
des inneren Raumes zeigen. Verwendet man wieder die inneren Winkelkoordinaten θ(xµ)
und φ(xµ), so ergibt sich

~n′ = ΩE~n = eiθ~eφ
~L~n = ~eZ , (6.50)

~Γ ′
µ = ~n′(~n′ ~ΩEµ) = (1− cos θ)∂µφ~eZ , (6.51)

~R′
µν = ∂µ ~Γ

′
ν − ∂ν ~Γ ′

µ = sin θ(∂µθ∂νφ− ∂νθ∂µφ)~eZ . (6.52)

Die Größe ~Γ ′µ(xµ), die ja die Veränderung von ~n′(xµ) beschreibt, kann nur mehr eine zu
~n′(xµ) parallele Komponente aufweisen, die einer gegenseitigen Verdrehung der paralle-
len Vektoren ~n′(xµ) entspricht. Somit zeigt auch ~R′

µν(x
µ) in die innere Z-Richtung. Die

Parallel-Eichung ist allerdings eine singuläre Eichung, da sie für Vektoren ~n(xµ), die in die
zur Eichung entgegengesetzte innere Richtung weisen, nicht definiert ist.

6.2.5 Das farbskalare Viererpotential

Führt man nun die Parallel-Eichung speziell für den Wu-Yang-Igel durch, so erhält man

~Γ ′
µ(x

µ) = (
1− cos ϑ

r sinϑ

(

0
~eϕ

)

)~eZ . (6.53)

Unterstellt man wiederum gleichbleibende Proportionalität zwischen d~A′µ(xµ) und ~Γ ′µ(xµ),
so kann man jetzt ein farbskalares Viererpotential dA′µ(xµ) aus der einzig verbleibenden
inneren Z-Komponente von ~Γ ′µ(xµ) definieren

d~A′µ(xµ) = − e

4πǫ0c
~Γ ′µ(xµ), (6.54)

→ dA′µ(xµ) :=
e

4πǫ0c

1− cos ϑ

r sinϑ

(

0
~eϕ

)

= dANµ(xµ). (6.55)

Das so erhaltene farbskalare Viererpotential dA′µ(xµ) ist also exakt gleich dem früher de-
finierten Viererpotential dANµ(xµ), das beim Dirac-Monopol für den gesamten M4 mit
Ausnahme der negativen z-Achse definiert wurde. Eine Umeichung aller Vektoren ~n(xµ)
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in Richtung der negativen inneren Z-Achse führt analog zu einem farbskalaren Viererpo-
tential dA′µ(xµ), das dem Viererpotential dASµ(xµ) entspricht. Im Unterschied zum Dirac-
Monopol entsteht aber beim Wu-Yang-Monopol die Singularität nicht durch die Art der
Beschreibung selbst, sondern findet ihre Ursache in der Singularität der Parallel-Eichung.
Das am Beginn der Eichung stehende Wu-Yang-Potential beschreibt den elektrischen Mo-
nopol mit Ausnahme des Nullpunkts singularitätenfrei.

6.2.6 Der farbskalare Feldstärketensor

Motiviert durch die besondere Form der Koordinaten des Krümmungstensors in der Paral-
lel-Eichung, ~R′

µν(x
µ) = ∂µ ~Γ

′
ν(x

µ) − ∂ν ~Γ ′
µ(x

µ), lassen sich auf eine, unter Eichtransforma-
tionen notwendig forminvariante Art und Weise die farbvektoriellen Feldstärketensoren
d~F ′µν(xµ) sowie d~Fµν(xµ) und damit auch die farbvektoriellen Feldgrößen ~E′i und ~B′i

sowie ~Ei und ~Bi definieren (siehe Gl. 4.105)

d~F ′µν := − e

4πǫ0c
~R′µν = ∂µd~A′ν − ∂νd~A′µ, (6.56)

d~Fµν := − e

4πǫ0c
~Rµν =

1

2
(∂µd~Aν − ∂νd~Aµ), (6.57)

d~F ′µν :=











0 − ~B′x − ~B′y − ~B′z

~B′x 0 1
c
~E′z −1

c
~E′y

~B′y −1
c
~E′z 0 1

c
~E′x

~B′z 1
c
~E′y −1

c
~E′x 0











, d~Fµν :=











0 − ~Bx − ~By − ~Bz

~Bx 0 1
c
~Ez −1

c
~Ey

~By −1
c
~Ez 0 1

c
~Ex

~Bz 1
c
~Ey −1

c
~Ex 0











.

(6.58)

Analog der Vorgehensweise beim farbskalaren Viererpotential dA′µ(xµ) lässt sich auch
hier der farbskalare Feldstärketensor dF ′µν(xµ) aus der einzig verbliebenen inneren Z-
Komponente des farbvektoriellen Feldstärketensors d~F ′µν(xµ) ablesen.
Um nun, im allgemeinen Fall unabhängig von einer speziellen Eichung, aus dem farb-
vektoriellen Feldstärketensor d~F ′µν(xµ) auf wieder forminvariante Weise den farbskalaren
eichinvarianten Feldstärketensor dF ′µν(xµ) = dFµν(xµ) zu erhalten, bietet es sich an, das
innere Produkt von d~F ′µν(xµ) mit ~n′(xµ) sowie von d~Fµν(xµ) mit ~n(xµ) zu bilden, denn
beide Multiplikanden zeigen unter Eichtransformationen ein einfaches vektorielles Trans-
formationsverhalten (siehe Gl. 6.38, 6.49)

dF ′µν := d~F ′µν~n′, (6.59)

dFµν := d~Fµν~n = d~F ′µν~n′ = dF ′µν . (6.60)

6.2.7 Die Energiedichte

Ausgehend von der relativistischen Elektrodynamik folgt für die eichunabhängige Lagran-
gedichte dLem(xµ) und daraus für die eichunabhängige Energiedichte Hem(x

µ) = dHem(x
µ)

für den M4 ohne den Ursprung
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dLem = dTem − dVem = − 1

4µ0

dFµνdFµν = −ǫ0
2
EiEi

= − 1

4µ0
(d~Fµν~n)(d~Fµν~n) = −

ǫ0

2
( ~Ei~n)( ~Ei~n)

= − 1

4µ0

d~Fµνd~Fµν = −ǫ0
2
~Ei ~Ei, (6.61)

Hem = dTem + dVem =
ǫ0

2
EiEi =

ǫ0

2
( ~Ei~n)( ~Ei~n) =

ǫ0

2
~Ei ~Ei. (6.62)

6.2.8 Die Abelsche Eichfreiheit

Ein Feld ~n′(xµ) in beliebiger Eichung besitzt immer noch einen speziellen verbleibenden
Eichfreiheitsgrad, nämlich lokale abelsche Rotationen mit der SO3-Matrix ΩEa(x

µ) um die
eigene Achse

~σ′′(xµ) = ΩEa(x
µ)~σ′(xµ), mit ΩEa(x

µ) = e−iωEa(x
µ)~n′(xµ)~L, (6.63)

~n′′ = ΩEa~n
′ = ~n′, (6.64)

~Γ ′′
µ = ~Γ ′

µ + ∂µωEa~n
′, (6.65)

~R′′
µν = ΩEa

~R′
µν = ~R′

µν . (6.66)

Die Vektoren ~n′(xµ) und ~R′
µν(x

µ) bleiben also unverändert, und ~Γ ′
µ(x

µ) erhält einen weite-
ren Term, welcher die zusätzliche gegenseitige Verdrehung der Vektoren ~n′ berücksichtigt.
In der Parallel-Eichung erhält man daraus für das farbskalare Viererpotential dA′′µ(xµ) die
gewohnte Eichfreiheit aus der Elektrodynamik

dA′′µ = dA′µ − e

4πǫ0c
∂µωEa. (6.67)

In Anlehnung an diese Zusammenhänge werden die farbvektoriellen Größen auch als nicht
abelsch bezeichnet, und diejenigen farbskalaren Größen, welche sich als Projektion der
farbvektoriellen Größen auf ~n(xµ) ergeben, werden auch abelsch genannt.

6.3 Der SU2-Monopol

6.3.1 Definition

Um die verbleibende Singularität des Wu-Yang-Monopols im Ursprung des M4 zu elimi-
nieren, bietet es sich an, statt nur des Äquators der SU2, die gesamte obere Halbkugel der
SU2 zur Beschreibung eines elektrischen Monopols heranzuziehen

U(~ω) = Q(~α) = 1 cosα− i~n~σ sinα, mit ω = 2α, 0 ≦ α ≦
π

2
, ~n2 = 1. (6.68)

Die Zuordnung des Vektors ~n(xµ) zum M

4 bleibt gleich

~n(xµ) :=
~x

| ~x | . (6.69)
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Die rotationssymmetrische Funktion α(xµ) = α(| ~x |) wird so definiert, dass der Ursprung
frei von Singularitäten ist, und dass der SU2-Monopol für große Entfernungen in einen
Wu-Yang-Monopol übergeht

α(0) = 0, α(∞) =
π

2
. (6.70)

Der genaue Funktionsverlauf von α(| ~x |) ergibt sich aus der Minimierung der Gesamt-
energie des Monopols, wie später gezeigt werden wird. Dieses Feld wird SU2-Igel genannt.

6.3.2 Grundgleichungen

Alle Gleichungen, die beim Wu-Yang-Monopol zur Beschreibung seiner physikalischen Ei-
genschaften aus der Topologie hergeleitet wurden, müssen nicht nur in weiter Entfernung
gelten, sondern müssen sich auch auf den Kern des SU2-Monopols übertragen lassen. Aus-
gehend von dem nun allgemeinen ~Γ µ(xµ) der SU2 sind dies folgende Formeln (siehe Gl.
6.35, 6.57, 6.60, 6.61, 6.62)

~Γµ = ∂µα~n+ sinα cosα∂µ~n+ sin2α (~n× ∂µ~n), (6.71)

d~Aµ := − e

4πǫ0c
~Γ µ, (6.72)

d~Fµν :=
1

2
(∂µd~Aν − ∂νd~Aµ), dFµν := d~Fµν~n, (6.73)

dLem = dTem − dVem := − 1

4µ0

d~Fµνd~Fµν = −ǫ0
2
~Ei ~Ei, (6.74)

Hem = dTem + dVem :=
ǫ0

2
~Ei ~Ei. (6.75)

Im Gegensatz zu der Situation in weiten Entfernungen vom Zentrum gilt die Gleichheit von
(d~Fµν~n)(d~Fµν~n) und d~Fµνd~Fµν im Innenraum des SU2-Monopols nicht mehr, da hier die

Größen d~Fµν(xµ) und ~n(xµ) im Allgemeinen nicht mehr zueinander parallel stehen. Daher
ist der nun getroffene Ansatz für dLem(xµ) und somit auch für Hem(x

µ) prinzipiell eine
freie Wahl. Bemerkenswert dabei ist, dass die Komponenten von d~Fµν(xµ), die normal auf
~n(xµ) stehen, im farbskalaren Feldstärketensor dFµν(xµ) keine Berücksichtigung finden,
aber gleichzeitig einen Beitrag zur Lagrangedichte dLem(xµ) und Energiedichte Hem(x

µ)
leisten. Ein SU2-Monopol in der nun getroffenen Definition besteht also aus mehr, als nur
aus seinem farbskalaren elektromagnetischen Feld.

6.3.3 Das E-Feld

Für das farbvektorielle E-Feld ~Ei(xµ) erhält man in Kugelkoordinaten folgende Werte

~Er = cd~Fϑϕ = − e

4πǫ0
(~Γ sϑ × ~Γ sϕ) = − e

4πǫ0

1

r2
sin2α~er, (6.76)

~Eϑ = cd~Fϕr = − e

4πǫ0
(~Γ sϕ × ~Γ sr) = − e

4πǫ0

1

r

dα

dr
sinα~eξ, (6.77)

~Eϕ = cd~F rϑ = − e

4πǫ0
(~Γ sr × ~Γ sϑ) = − e

4πǫ0

1

r

dα

dr
sinα~eη, (6.78)
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mit ~eξ = cosα~eϑ + sinα~eϕ, ~eη = − sinα~eϑ + cosα~eϕ.

Im Limes r → 0 \ r →∞ , und bei Verwendung einer Profilfunktion α(r) = arctan r
r0
, die

später hergeleitet wird, ergibt sich folgendes Bild

lim
r→0

~Er(xµ) = − e

4πǫ0

1

r20
~er \ lim

r→∞
~Er(xµ) = − e

4πǫ0

1

r2
~er, (6.79)

lim
r→0

~Eϑ(xµ) = − e

4πǫ0

1

r20
~eϑ \ lim

r→∞
~Eϑ(xµ) = 0, (6.80)

lim
r→0

~Eϕ(xµ) = − e

4πǫ0

1

r20
~eϕ \ lim

r→∞
~Eϕ(xµ) = 0. (6.81)

Von den farbskalaren E-Feldgrößen Ei(xµ) = ~Ei(xµ)~n(xµ) bleibt überall nur Er(xµ) erhal-
ten. Dieses Feld strebt für kleine Abstände im Gegensatz zur herkömmlichen Elektrody-
namik nicht gegen unendlich sondern gegen einen endlichen Wert, ist somit allerdings im
Ursprung weiterhin nicht definiert. Für große Abstände erhält man das gewohnte E-Feld
eines elektrischen Monopols

lim
r→0

~E(xµ) = − e

4πǫ0

1

r20
~er \ lim

r→∞
~E(xµ) = − e

4πǫ0

1

r2
~er. (6.82)

6.3.4 Die Energie

Die elektromagnetische Feldenergie des Monopols Eem(t) kann auf Grund der sphärischen
Symmetrie durch ein Integral über r dargestellt werden

Eem =

∫

d3xHem =
ǫ0

2

∫

d3x ( ~Er ~Er + ~Eϑ ~Eϑ + ~Eϕ ~Eϕ)

=
e2

4πǫ0

∫

dr (
sin4α

2r2
+ (

d

dr
cosα)2). (6.83)

Eine Streckung der Profilfunktion α(r)→ α( rλ ) mit λ > 1 führt zu einer Verringerung der
Energie Eem(t)

Eemλ :=
e2

4πǫ0

∫

dr (
sin4α( rλ )

2r2
+ (

d

dr
cosα(

r

λ
))2) =

1

λ
Eem. (6.84)

Ein derartiger Monopol kann daher nicht stabil sein. So wie beim Sinus-Gordon-Soliton
die potentielle Energie der Schwerkraft ein Zerfließen des Solitons verhindert, benötigt
auch der SU2-Monopol einen potentiellen Energieterm Epot(x

µ) zu seiner Stabilisierung.
Eine potentielle Energiedichte Hpot(x

µ) muss für große Abstände gegen Null gehen, da-
mit die gesamte potentielle Energie nach oben beschränkt ist und muss weiters immer
positiv sein, damit eine Streckung der Profilfunktion α(r) zu einer Erhöhung der potenti-
ellen Energie führt und damit einem Auseinanderlaufen des Monopols entgegenwirkt. Der
folgende Ansatz als Funktion der Topologie berücksichtigt diese Forderungen

Hpot(x
µ) :=

e2

(4π)2ǫ0
Λ(q0(x

µ)) :=
e2

(4π)2ǫ0

q2m0 (xµ)

r40
=

e2

(4π)2ǫ0

cos2mα(r)

r40
, m ∈ N.

(6.85)
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Die Größe r40 gewährleistet die richtige Dimension von Hpot(x
µ). Somit können nun die

Funktionen dL(xµ), H(xµ) und E(t) für den SU2-Monopol in ihrer entgültigen Form an-
geschrieben werden

dL = dTem − dVem −Hpot := −
1

4µ0

d~Fµνd~Fµν −Hpot = −
ǫ0

2
~Ei ~Ei −Hpot, (6.86)

H = dTem + dVem +Hpot :=
ǫ0

2
~Ei ~Ei +Hpot, (6.87)

E = m0c
2 = Eem +Epot =

∫

d3xH =
e2

4πǫ0r0

∫

dρ (
sin4α∗

2ρ2
+ (

d

dρ
cosα∗)2 + ρ2 cos2mα∗),

(6.88)

mit ρ :=
r

r0
, α∗(ρ) := α(r).

Hierbei wurde dem SU2-Monopol eine Ruhemasse m0(t) zugeordnet.
Die tatsächliche Energiefunktion Eλ(t) mit bestimmtem α∗(ρ) findet ihr Minimum als
Funktion von λ bei λ = 1. Daraus lässt sich eine Beziehung zwischen Eem(t) und Epot(t)
im Energieminimum ableiten. Sie wird Hobart-Derrick-Theorem genannt

d

dλ
Eλ |λ=1 =

d

dλ
(Eemλ + Epotλ) |λ=1 =

d

dλ
(
1

λ
Eem + λ3Epot) |λ=1 = 0, (6.89)

→ Eem = 3Epot. (6.90)

6.3.5 Die Stabilisierung

Die einzige variierbare Bestimmungsgröße für die Energie E(t) eines SU2-Monopols ist die
Funktion α∗(ρ). Um nun diese Energie für eine stabile Solionenkonfiguration zu minimie-
ren, muss man die Variation des Energiefunktionals δE[α∗(ρ)] gleich Null setzen

δE[α∗(ρ)] :=
∫

dq
δE[α∗(ρ)]
δα∗(q)

δα∗(q) := E[α∗(ρ) + δα∗(ρ)]− E[α∗(ρ)] = 0, (6.91)

→
∫

dρ (
d2

dρ2
cosα∗ +

(1− cos2α∗) cosα∗

ρ2
−mρ2 cos2m−1α∗) sinα∗δα∗ = 0. (6.92)

Da die Variationen δα∗(ρ) voneinander unabhängig sind, erhält man als Bestimmungsglei-
chung für die Funktion α∗(ρ), die einer Minimumenergie entspricht

d2

dρ2
cosα∗ +

(1− cos2α∗) cosα∗

ρ2
−mρ2 cos2m−1α∗ = 0, (6.93)

→ α∗(ρ) = arctan ρ, mit m = 3. (6.94)

Ein mögliches Ergebnis für α∗(ρ) ist also die bereits für das Sinus-Gordon-Soliton charak-
teristische Arcustangens-Funktion (siehe Gl. 5.16).
Für die Energie eines SU2-Monopols E(t) ergibt sich somit explizit

E =
e2

4πǫ0r0

π

4
= 0, 511MeV → r0 = 2, 21 fm. (6.95)
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Die Energieanteile des radialen E-Feldes, des tangentialen E-Feldes und der potentiellen
Energie stehen dabei in einem Verhältnis von 2 : 1 : 1. Die radialen Energiedichten des
tangentialen E-Feldes und der potentiellen Energie sind sehr stark in der Nähe des Zen-
trums konzentriert und fallen dann verhältnismäßig schnell asymptotisch gegen Null ab.
Integriert man nun diese Anteile zum Beispiel nur bis zu einem Wert von ρ = 10, was
einem Radius r = 10 r0 entspricht, so vernachlässigt man dabei lediglich 0, 08 � der Ge-
samtenergie eines Solitons. Die Energieanteile des radialen E-Feldes sind im Gegensatz
dazu allerdings langreichweitig.

6.3.6 Lorentztransformationen

Die SU2-Elemente Q(~α(xµ)) werden den Punkten im M

4 unabhängig vom verwendeten
Koordinatensystem zugeordnet. Die Koordinaten qa(~α(x

µ)) a = 1, 2, 3, 4 von Q(~α(xµ))
sind daher Lorentzskalare. Speziell für ein, gegenüber einem ruhenden Soliton mit der
Geschwindigkeit v in positive x-Richtung bewegtes System S′ erhält man

Q(~α(x, y, z)) = Q(~α(γ(x′ + vt′), y′, z′)) = Q(~α′′((x′ + vt′), y′, z′)) = Q(~α′(ct′, x′, y′, z′)),
(6.96)

→ ~α′(x′µ) = ~α(xµ), α′(x′µ) = α(xµ), ~n′(x′µ) = ~n(xµ). (6.97)

Der SU2-Monopol ist im System S′ lorentzkontrahiert und bewegt sich mit der Geschwin-
digkeit v in negative x′-Richtung. Das bewegte Teilchen bleibt also rein auf Grund der
Relativitätstheorie in seiner Form erhalten. Eine weitere wichtige Eigenschaft von Solito-
nen ist somit erfüllt.
Die topologischen Größen des Solitons transformieren sich wie folgt

∂′µQ
′(x′µ) = −i~Γ ′

µ(x
′µ)~σQ′(x′µ), (6.98)

→ ~Γ ′µ(x′µ) = Λµν
~Γ ν(xµ). (6.99)

Aus den transformierten topologischen Größen des Solitons lassen sich nun die farbvek-
toriellen und farbskalaren elektromagnetischen Feldgrößen im System S′ ableiten, wenn
man den diesbezüglichen Formeln die notwendige Lorentzinvarianz unterstellt

d~A′µ(x′µ) = − e

4πǫ0c
~Γ ′µ(x′µ) = Λµν

d~Aν(xµ), (6.100)

d~F ′µν =
1

2
(∂′µd~A′ν − ∂′νd~A′µ) = ΛµρΛ

ν
σ
d~F ρσ , (6.101)

~E′x = ~Ex, ~E′y = γ ~Ey, ~E′z = γ ~Ez , (6.102)

~B′x = 0, ~B′y = βγ
1

c
~Ez, ~B′z = −βγ 1

c
~Ey, (6.103)

dF ′µν = d~F ′µν~n′ = ΛµρΛ
ν
σ
dF ρσ, (6.104)

E′x = Ex, E′y = γEy, E′z = γEz , (6.105)

B′x = 0, B′y = βγ
1

c
Ez, B′z = −βγ 1

c
Ey. (6.106)

Das Ergebnis steht in Einklang mit den Transformationsformeln der Elektrodynamik für
elektromagnetische Felder (siehe Gl. 4.68 und 4.69).
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6.3.7 Der Viererimpuls

Die Berechnung der Energie E′(t′) des Solitons im System S′ erfolgt wieder über die
betreffenden forminvarianten Gleichungen aus dem Ruhesystem

dL′ = dT ′
em−dV ′em−H′

pot = −
1

4µ0
d~F ′µνd~F ′

µν−H′
pot =

1

2µ0
~B′i ~B′i− ǫ0

2
~E′i ~E′i−H′

pot, (6.107)

H′ = dT ′
em + dV ′em +H′

pot =
1

2µ0
~B′i ~B′i +

ǫ0

2
~E′i ~E′i +H′

pot. (6.108)

Integriert man zu fester Zeit t′ und benützt das Hobart-Derrick-Theorem (siehe Gl. 6.90),
so erhält man folgendes Transformationsverhalten von E(t)

E′ =
∫

d3x′H′ = γ

∫

d3xH = γE = m0γc
2. (6.109)

Im Vergleich mit der Energie eines Sinus-Gordon-Solitons entspricht dabei die magnetische
Feldenergie der kinetischen Energie der Pendel, die elektrische Feldenergie der Torsions-
energie der Drehfeder und die potentielle Energie ist, wie schon erwähnt, das Analogon
zur Energie der Schwerkraft.
Für die Definition des Impulses eines Solitons ~p ′(t′) im System S′ macht man einen zur
Definition der Energie E′(t′) folgerichtigen Ansatz. Bei Integration zu fester Zeit t′ und
wieder unter Verwendung des Hobart-Derrick-Theorems (siehe Gl. 6.90) ergibt sich

p′x =

∫

d3x′ g′x :=

∫

d3x′ ǫ0 ( ~E
′y ~B′z − ~E′z ~B′y)

= − v
c2
γ

∫

d3xH = − v

c2
γE = −m0γv, (6.110)

→ ~p ′ = −m0γ~v. (6.111)

Der dazugehörige Viererimpuls p′µ(t′) des Solitons ist vergleichbar mit dem eines realen
freien Teilchens und transformiert auch dementsprechend

p′µ =

(

1
c
E′

~p ′

)µ

=

(

m0γc

−m0γ~v

)µ

= Λµν p
ν = Λµν

(

1
c
E

~p

)ν

= Λµν

(

m0c
~0

)ν

, (6.112)

p′µp′µ = pµpµ = m2
0c

2. (6.113)
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7 Allgemeine SU2-Felder

Im Folgenden werden zuerst die Verhältnisse in allgemeinen SU2-Feldkonstellationen un-
tersucht, um dann in einem letzten Schritt einen Spezialfall dieser SU2-Felder, den soge-
nannten elektrodynamischen Grenzfall, der einer bestimmten Menge von Anfangsbedin-
gungen entspricht, mit der herkömmlichen Elektrodynamik vergleichen zu können.

7.1 Fundamentale Beziehungen

7.1.1 Grundgleichungen

Ausgehend von dem Feld eines SU2-Monopols können folgende Relationen auf allgemeine
SU2-Feldkonstellationen übertragen werden (siehe Gl. 6.72, 6.73, 6.86)

d~Aµ = − e

4πǫ0c
~Γ µ, (7.1)

d~Fµν =
1

2
(∂µd~Aν − ∂νd~Aµ), dFµν = d~Fµν~n, (7.2)

~Fµν = −1

2
ǫµνρσd~Fρσ , Fµν = ~Fµν~n, (7.3)

dL = dTem − dVem −Hpot = −
1

4µ0

d~Fµνd~Fµν −Hpot. (7.4)

7.1.2 Bewegungsgleichungen

Die Variation der Lagrangedichte eines SU2-Feldes, dL(~α, ∂µ~α), erfolgt generell nach den
verallgemeinerten Freiheitsgraden des Systems und nach deren Ableitungen, ~α und ∂µ~α

δdL(~α, ∂µ~α) = dL(~α+ δ~α, ∂µ(~α+ δ~α))− dL(~α, ∂µ~α). (7.5)

Hierbei wird lokal für jedes Q(~α) der Winkel ~α variiert

δQ(~α) = Q(~α+ δ~α)−Q(~α). (7.6)

Alternativ dazu kann man auch lokal Q(~α) mit einem Nachbarelement von 1, Q(δ~β),
multiplizieren, und man erhält

δQ(~α) = Q(δ~β)Q(~α)−Q(~α). (7.7)

Daraus ergibt sich eine alternative Variation der Lagrangedichte dL(~α, ∂µ~α)

δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, ∂µδ~β) = dL(~α, ∂µ~α, δ~β, ∂µδ~β)− dL(~α, ∂µ~α)

=
e2

(4π)2ǫ0
((~q δ~β)

d

dq0
Λ− ∂µδ~β (~Γν × (~Γ µ × ~Γ ν))). (7.8)
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Die Bewegungsgleichungen des Systems errechnet man wieder durch Variation der dazu-
gehörigen Wirkung dS

δdS =
1

c

∫

d4x δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, ∂µδ~β) = 0, (7.9)

→ ~q
d

dq0
Λ+ ∂µ(~Γν × (~Γ µ × ~Γ ν)) = 0. (7.10)

Um das Ergebnis in eine anschauliche Form zu bringen, bietet es sich an, eine farbvekto-
rielle Impulsdichte ~πα(x

µ) und ihre verallgemeinerte Form ~π
µ
α(xµ) zu definieren (siehe Gl.

4.43)

~πα(x
µ) :=

∂dL(~α, ∂µ~α)
∂∂0~α

, (7.11)

→ ~πµα(x
µ) :=

∂dL(~α, ∂µ~α)
∂∂µ~α

=
∂δdL(~α, ∂µ~α)

∂δ∂µ~α
=
∂δdL(~α, ∂µ~α)

∂∂µδ~α
. (7.12)

Aufgrund der alternativen Variation der Lagrangedichte dL(~α, ∂µ~α) lautet die entgültige
Definition der Impulsdichte ~πµ(xµ) folgendermaßen

~πµ(xµ) :=
∂δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, ∂µδ~β)

∂∂µδ~β
= − e2

(4π)2ǫ0
(~Γν × (~Γ µ × ~Γ ν)). (7.13)

Diese Impulsdichte ~πµ(xµ) kann auch direkt aus der Lagrangedichte dL(~α, ∂µ~α) berechnet
werden

δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, ∂µδ~β) = δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, (∂µδ~β−2~Γµ×δ~β)) = δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, δ ~Γµ), (7.14)

→ ~πµ(xµ) =
∂δdL(~α, ∂µ~α, δ~β, δ ~Γµ)

∂δ ~Γµ
=
∂dL(~α, ∂µ~α)

∂ ~Γµ
. (7.15)

Die Größe ~Γµ(x
µ), die ja proportional zu ∂µQ(xµ) ist, kann somit als verallgemeinerte

Geschwindigkeit interpretiert werden.
Die Bewegungsgleichungen lauten schließlich in ihrer anschaulichen Form

∂µ~π
µ(xµ) = − d

d~α
Hpot(x

µ). (7.16)

7.1.3 Quantenzahlen

Topologische Ladung: Betrachtet man nun eine beliebige S1-Feldkonfiguration im
Sinus-Gordon-Modell, so ist die Anzahl der Umdrehungen der Pendelkette bei endlicher
Ausdehnung der Verteilung der potentiellen Energie zu einem Zeitpunkt gequantelt. So-
lange das Feld endlich bleibt, ist diese Quantenzahl zeitlich stabil. Diese Überlegung
kann auf beliebige, in Bezug auf die potentielle Energie endliche SU2-Feldkonfigurationen
übertragen werden. Man erhält dabei die zeitlich konstante Quantenzahl Qtop , die topo-
logische Ladung. Sie gibt an, wie oft beim Durchlaufen des gesamten Ortsraumes zu einem
Zeitpunkt t das dazugehörige Tangentialvolumen der SU2 bedeckt wird (siehe Gl. 3.101
und 3.102)
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Qtop :=
1

V (SU2)

∫

dx dy dz
1

2
√
2
~Ωx( ~Ωy × ~Ωz) =

1

2π2

∫

dx dy dz ~Γx(~Γy × ~Γz), (7.17)

→ Qtop ∈
1

2
Z0. (7.18)

Dadurch kann man der gesamten SU2-Feldkonfiguration einen Spin s zuordnen, der somit
ebenfalls quantisiert ist

s :=| Qtop |=
1

2π2
|
∫

dx dy dz ~Γx(~Γy × ~Γz) |, (7.19)

→ s ∈ 1

2
N0. (7.20)

In kovarianter Formulierung wird die topologische Ladung Qtop auch zu einem Lorentz-
skalar

Qtop =
1

2π2
1

3!

∫

~Γµ(~Γν × ~Γρ) dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ. (7.21)

Durch den Vergleich mit der allgemeinen kovarianten Definition einer Ladung lässt sich eine
topologische Viererstromdichte jµtop definieren, die, bedingt durch die zeitliche Konstanz
von Qtop, automatisch die Kontinuitätsgleichung erfüllt

Qtop =
1

2π2
1

3!

∫

~Γµ(~Γν × ~Γρ) dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ = 1

c

1

3!

∫

ǫµνρσj
σ
top dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ, (7.22)

→ jσtop =

(

cρtop
~jtop

)

=
c

2π2
1

3!
ǫσµνρ ~Γµ(~Γν × ~Γρ) = −

2

3eπ

1

µ0
~Γµ ~F

µσ, (7.23)

→ ∂µj
µ
top = 0. (7.24)

Die topologische Ladung eines endlichen Volumens V , Qtop V (t), ist nicht gequantelt und

auch zeitlich nicht konstant, da topologische Ströme, ~jtop d ~A, in das Volumen eindrin-
gen können, und es auch wieder verlassen können. Das kovariant definierte Integral ist
allerdings weiterhin ein Lorentzskalar

QtopV (t) :=
1

c

1

3!

∫

V

ǫµνρσj
σ
top dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ. (7.25)

Elektrische Ladung: Im Gegensatz zum Sinus-Gordon-Modell besitzen allgemeine,
in Bezug auf die potentielle Energie endliche SU2-Felder auf Grund der höheren Anzahl an
Freiheitsgraden noch eine weitere charakteristische Quantenzahl, nämlich die Windungs-
zahl Z. Sie gibt an, wie oft beim Durchlaufen einer beliebigen geschlossenen Fläche im
Ortsraum zu einem Zeitpunkt t, welche den gesamten potentiellen Feldanteil umschließt,
die dazugehörige Äquatorfläche der SU2 bedeckt wird (siehe Gl. 3.100). Die Windungszahl
Z ist ebenfalls zeitlich konstant und lautet mit nach außen gerichteter Fläche F (u, v)

Z :=
1

AÄqu(SU2)

∮

F (u,v)

du dv
1

2
~n( ~Ωu × ~Ωv) =

1

4π

∮

F (u,v)

du dv ~n(~Γu × ~Γv)

=
1

4π

∮

F (u,v)

du dv ~n((~n × ∂u~n)× (~n× ∂v~n)) =
1

4π

∮

F (u,v)

du dv ~n(∂u~n× ∂v~n), (7.26)

→ Z ∈ Z0. (7.27)
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Dadurch kann man der gesamten SU2-Feldkonfiguration eine elektrische Ladung Qel zu-
ordnen, die ebenfalls quantisiert ist

Qel := −eZ = − e

4π

∮

F (u,v)

du dv ~n(~Γu × ~Γv), (7.28)

→ Qel ∈ −eZ0. (7.29)

In kovarianter Formulierung wird die elektrische Ladung Qel ebenfalls zu einem Lorentz-
skalar. Dieses Flächenintegral kann dann mit Hilfe des Satzes von Gauß in ein Volums-
integral umgewandelt werden (siehe Gl. 2.42). Die nach außen orientierte Fläche F (u, v)
und ein rechtshändig orientiertes inneres Volumen Vin(r, s, t) verlangen dabei ein positives
Vorzeichen

Qel = −
e

4π

1

2!

∮

F (u,v)

~n(~Γµ × ~Γν) dx
µ ∧ dxν = − e

4π

1

2!

∫

Vin(r,s,t)

∂µ(~n(~Γν × ~Γρ)) dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ.

(7.30)
Durch den Vergleich mit der allgemeinen kovarianten Definition einer Ladung lässt sich
wieder eine elektrische Viererstromdichte jµel definieren, die, bedingt durch die zeitliche
Konstanz von Qel, automatisch die Kontinuitätsgleichung erfüllt

Qel = −
e

4π

1

2!

∫

Vin(r,s,t)

∂µ(~n(~Γν × ~Γρ)) dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ = 1

c

1

3!

∫

Vin(r,s,t)

ǫµνρσ j
σ
el dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ,

(7.31)

→ jσel =

(

cρel
~jel

)

= −3ec

4π

1

3!
ǫσµνρ ∂µ~n(~Γν × ~Γρ) =

1

µ0
∂µF

µσ , (7.32)

→ ∂µj
µ
el = 0. (7.33)

Die elektrische Ladung eines endlichen Volumens V , QelV (t), ist nicht gequantelt und auch
zeitlich nicht konstant, da elektrische Ströme, ~jel d ~A, in das Volumen eindringen können,
und es auch wieder verlassen können. Das kovariant definierte Integral ist allerdings wei-
terhin ein Lorentzskalar

QelV (t) :=
1

c

1

3!

∫

V

ǫµνρσj
σ
el dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ. (7.34)

Homöomorphie: Beliebige SU2-Feldkonfigurationen, die durch kontinuierliche De-
formation bei endlicher Gesamtenergie, also bei festgehaltenen Feldwerten im Unendlichen,
ineinander überführbar sind, können topologisch nicht voneinander unterschieden werden.
Sie sind homöomorph und weisen damit den gleichen Satz von Quantenzahlen Qtop und
Qel auf. Umgekehrt stellt auch die Gleichheit der beiden Quantenzahlen bereits eine hin-
reichende Bedingung für die Homöomorphie dar.

7.1.4 Arten von Solitonen

Alle stabilen elektrischen SU2-Monopole können durch die 4 möglichen Kombinationen
der jeweils betragsmäßig kleinsten von Null verschiedenen Quantenzahlen Qtop = ±1

2 und
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Qel = ±e charakterisiert werden:

Qtop = +
1

2
\ Qel = −e −→ Monopol: q0 > 0 \ ~n(xµ) = +

~x

| ~x | Elektron mit Spin up

Qtop = −1

2
\ Qel = −e −→ Monopol: q0 < 0 \ ~n(xµ) = +

~x

| ~x | Elektron mit Spin down

Qtop = +
1

2
\ Qel = +e −→ Monopol: q0 < 0 \ ~n(xµ) = − ~x

| ~x | Positron mit Spin up

Qtop = −1

2
\ Qel = +e −→ Monopol: q0 > 0 \ ~n(xµ) = − ~x

| ~x | Positron mit Spin down

Stabile magnetische Monopole sind bei Verwendung von dualen Potentialen durch SU2-
Felder nicht darstellbar.

7.1.5 Feldgleichungen

Ausgehend von der Darstellung der beiden farbvektoriellen Feldstärketensoren ~Fµν(xµ)
und d~Fµν(xµ) können für beliebige SU2-Feldkonfigurationen jeweils zwei farbvektorielle
Viererstromdichten ~j µel (x

µ) und ~j µmag(xµ) definiert werden, welche auf Grund der Antisym-
metrie der beiden Feldstärketensoren automatisch die Kontinuitätsgleichung erfüllen, und
zu den farbvektoriellen Feldgleichungen führen

j νel a :=

(

cρel a
~jel a

)

:=
1

µ0
∂µF

µν
a = −3ec

4π

1

3!
ǫνµρσ ∂µ(~Γρ × ~Γσ)a = 0, ∂νj

ν
el a = 0, (7.35)

→ div ~Ea =
1

ǫ0
ρel a = 0, rot ~Ba = µ0~jel a+

1

c2
∂t ~Ea =

1

c2
∂t ~Ea, (7.36)

j νmag a
:=

(

cρmag a

~jmag a

)

:= c∂µ
dFµνa = − e

4πǫ0
∂µ(~Γ

µ × ~Γ ν)a, ∂νj
ν
mag a

= 0, (7.37)

→ div ~Ba = ρmag a , rot ~Ea = −~jmag a − ∂t ~Ba. (7.38)

Die dazugehörigen zwei farbskalaren Viererstromdichten j
µ
el (x

µ) und j
µ
mag(xµ) und die

farbskalaren Feldgleichungen erhält man wiederum durch Divergenzbildung der farbskala-
ren Feldstärketensoren Fµν(xµ) und dFµν(xµ)

jνel :=

(

cρel
~jel

)

:=
1

µ0
∂µF

µν = −3ec

4π

1

3!
ǫνµρσ ∂µ((~Γρ × ~Γσ)~n), ∂νj

ν
el = 0, (7.39)

→ div ~E =
1

ǫ0
ρel, rot ~B = µ0~jel +

1

c2
∂t ~E, (7.40)

jνmag :=

(

cρmag

~jmag

)

:= c∂µ
dFµν = − e

4πǫ0
∂µ((~Γ

µ × ~Γ ν)~n), ∂νj
ν
mag = 0, (7.41)

→ div ~B = ρmag, rot ~E = −~jmag − ∂t ~B. (7.42)
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Diese Feldgleichungen sind linear. Es gilt also das Superpositionsprinzip.
Aus einer Invarianten der farbvektoriellen Feldstärketensoren lässt sich eine Beziehung
zwischen den farbvektoriellen Feldgrößen ableiten

~Fµνd~Fµν = 0 → ~Ei ~Bi = 0. (7.43)

7.1.6 Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Der Ansatz für den kanonischen Energie-Impuls-Tensor Θµν(xµ) entspricht dem eines Vek-
torfeldes in der relativistischen Feldtheorie, wobei man nun ~α(xµ) und ∂µ~α(x

µ) in der
Lagrangedichte dL(~α, ∂µ~α) als verallgemeinerte Freiheitsgrade des Systems interpretiert
(siehe Gl. 4.51)

Θµν :=
∂dL
∂∂µ~α

∂ν~α− gµνdL =
∂dL
∂ ~Γµ

~Γ ν − gµνdL = − e2

(4π)2ǫ0
(~Γ µ × ~Γρ)(~Γ

ν × ~Γ ρ)− gµνdL

= − 1

µ0

d~Fµρ
d~F νρ + gµν(

1

4µ0

d~F ρσd~Fρσ +Hpot). (7.44)

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor Θµν(xµ) ist bereits symmetrisch und somit ident
dem dazugehörigen symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T µν(xµ). Seine Koordinaten-
funktionen sehen folgendermaßen aus

T 00 =
ǫ0

2
~Ei ~Ei +

1

2µ0
~Bi ~Bi +Hpot = ω, (7.45)

T 0i = T i0 = ǫ0c ǫijk ~E
j ~Bk = cgi =

1

c
Si, (7.46)

T ij = T ji = −(ǫ0 ~Ei ~Ej +
1

µ0
~Bi ~Bj − δij (

ǫ0

2
~Ei ~Ei +

1

2µ0
~Bi ~Bi −Hpot)) = −TMij. (7.47)

7.1.7 Die Trennung Teilchen und Feld

Zunächst gibt es auch bei den SU2-Solitonen wie bei den Sinus-Gordon-Solitonen kei-
nen Unterschied zwischen einem Teilchen und seinem Feld. Es gelten die Bewegungsglei-
chungen für das gesamt SU2-Feld. Sie sind ein 1 + 3 dimensionales Analogon zur Sinus-
Gordon-Wellengleichung. Auf Grund der höheren Anzahl innerer Freiheitsgrade ist es je-
doch möglich, den symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T µν(xµ) in zwei Summanden
T
µν
T (xµ) und T

µν
F (xµ), die ebenfalls Tensoren sind, für Teilchen und Feld aufzuspalten.

Zu diesem Zweck zerlegt man zunächst die farbvektoriellen Felder d~Fµν(xµ) und ~Fµν(xµ)
überall in die Komponenten normal und parallel zu ~n(xµ)

d~Fµν = d~F
µν
⊥ + d~F

µν
‖ , ~Fµν = ~F

µν
⊥ + ~F

µν
‖ . (7.48)

Die normalen Anteile d~F
µν
⊥ (xµ) und ~F

µν
⊥ (xµ) sowie die potentielle Energiedichte Hpot(x

µ)

werden dem Subsystem “Teilchen” zugerechnet, während die parallelen Anteile d~F
µν
‖ (xµ)

und ~F
µν
‖ (xµ) dem Subsystem “Feld” zugeschrieben werden. Man erhält somit

T µν = T
µν
T + T

µν
F , (7.49)
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T
µν
T := − 1

µ0

d~F⊥
µ
ρ
d~F⊥

νρ + gµν(
1

4µ0

d~F⊥
ρσd~F⊥ρσ +Hpot), (7.50)

T 00
T =

ǫ0

2
~Ei⊥ ~E

i
⊥ +

1

2µ0
~Bi
⊥ ~B

i
⊥ +Hpot = ωT, (7.51)

T 0i
T = T i0T = ǫ0c ǫijk ~E

j
⊥
~Bk
⊥ = cgiT =

1

c
SiT, (7.52)

T
ij
T = T

ji
T = −(ǫ0 ~Ei⊥ ~Ej⊥+

1

µ0
~Bi
⊥ ~B

j
⊥−δij (

ǫ0

2
~Ei⊥ ~E

i
⊥+

1

2µ0
~Bi
⊥ ~B

i
⊥−Hpot)) = −TM,Tij , (7.53)

T
µν
F := − 1

µ0

dFµρ
dF νρ + gµν

1

4µ0

dF ρσdFρσ, (7.54)

T 00
F =

ǫ0

2
EiEi +

1

2µ0
BiBi = ωF, (7.55)

T 0i
F = T i0F = ǫ0c ǫijkE

jBk = cgiF =
1

c
SiF, (7.56)

T
ij
F = T

ji
F = −(ǫ0EiEj +

1

µ0
BiBj − δij (

ǫ0

2
EiEi +

1

2µ0
BiBi)) = −TM,Fij . (7.57)

7.1.8 Der Viererimpuls

Man kann nun wiederum einen allgemeinen Viererimpuls pµ(t) des SU2-Feldes definieren,
der einerseits in Einklang steht mit der entsprechenden Definition in der Elektrodynamik,
und andererseits auch die getroffenen Ansätze bei der speziellen Feldkonfiguration des
SU2-Monopols bestätigt (siehe Gl. 4.77, 6.108, 6.109, 6.110)

pµ(t) :=
1

c

∫

d3xT µ0 =
1

c

∫

d3x

(

ω

c~g

)

=

(

1
c
E(t)
~p(t)

)

. (7.58)

Auf Grund der Divergenzfreiheit von T µν(xµ), wie später gezeigt werden wird, ist pµ(t)
ein Vierervektor und zusätzlich Erhaltungsgröße.
Der kovariante Viererimpuls pµkov(t) eines SU2-Feldes lautet in Analogie zu den entspre-
chenden Gleichungen der Elektrodynamik (siehe Gl. 4.78, 4.79, 4.80)

p
µ
kov0(t0) :=

1

c

∫

d3x0 T
µν
0 n0ν =

(1
cEkov0(t0)

~0

)

=

(

m0(t0)c
~0

)

, (7.59)

p′µkov(t0) =
1

c

∫

d3x0 T
′µνn′ν =

(

1
c
E′

kov(t0)
~p ′
kov(t0)

)

=

(

m0(t0)γc
−m0(t0)γ~v

)

, (7.60)

p
µ
kov0(t0) pkov0µ(t0) = p′µkov(t0) p

′
kovµ(t0) = m2

0(t0)c
2. (7.61)

Beide Viererimpulse sind in allen Systemen ident.
Dementsprechend können auch den beiden Subsystemen, Teilchen und Feld, die allgemei-
nen Viererimpulse pµT(t) beziehungsweise p

µ
F(t) zugeordnet werden

pµ(t) = p
µ
T(t) + p

µ
F(t), (7.62)
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p
µ
T(t) :=

1

c

∫

d3xT
µ0
T =

1

c

∫

d3x

(

ωT

c~gT

)

=

(

1
cET(t)
~pT(t)

)

, (7.63)

p
µ
F(t) :=

1

c

∫

d3xT
µ0
F =

1

c

∫

d3x

(

ωF

c~gF

)

=

(

1
cEF(t)
~pF(t)

)

. (7.64)

Die Energie-Impuls-Tensoren T µνT (xµ) und T µνF (xµ) sind, wie später gezeigt werden wird,
grundsätzlich nicht divergenzfrei. Daher sind die so definierten Vierergrößen von Teilchen
und Feld keine Vierervektoren mehr und auch von der Zeit abhängig.
Das Ruhesystem eines beliebigen Feldes in Wechselwirkung ist nicht mehr eindeutig, son-
dern frei wählbar. Darüber hinaus sind die Mengen der möglichen Ruhesysteme der Sys-
teme Teilchen und Feld, S0′ und S0′′ , nicht unbedingt ident. Das führt dazu, dass die
kovariant definierten Viererimpulse der beiden Subsysteme, pµkovT(t) und p

µ
kovF(t), generell

nicht mehr zum kovarianten Viererimpuls des Gesamtsystems addiert werden können

p
µ
kovT0′(t0′) :=

1

c

∫

d3x0′ T
µν
T0′n0′ν =

(1
cEkovT0′(t0′)

~0

)

=

(

mT0′(t0′)c
~0

)

, (7.65)

p
µ
kovF0′′(t0′′) :=

1

c

∫

d3x0′′ T
µν
F0′′n0′′ν =

(1
c
EkovF0′′(t0′′)

~0

)

=

(

mF0′′(t0′′)c
~0

)

. (7.66)

In einem beliebigem System S′ lauten diese kovarianten Viererimpulse folgendermaßen

p′µkovT(t0′) =
1

c

∫

d3x0′ T
′µν
T n′ν =

(

1
cE

′
kovT(t0′)

~p ′
kovT(t0′)

)

=

(

mT0′(t0′)γc
−mT0′(t0′)γ~v

)

, (7.67)

p′µkovF(t0′′) =
1

c

∫

d3x0′′ T
′µν
F n′ν =

(

1
cE

′
kovF(t0′′)

~p ′
kovF(t0′′)

)

=

(

mF0′′(t0′′)γc
−mF0′′(t0′′)γ~v

)

, (7.68)

p
µ
kovT0′(t0′)pkovT0′µ(t0′) = p′µkovT(t0′)p

′
kovTµ(t0′) = m2

T0′(t0′)c
2, (7.69)

p
µ
kovF0′′(t0′′)pkovF0′′µ(t0′′) = p′µkovF(t0′′)p

′
kovFµ(t0′′) = m2

F0′′(t0′′)c
2. (7.70)

7.1.9 Kraftgleichungen

Definiert man nun in Analogie zur Elektrodynamik eine Viererkraftdichte fµ(xµ) des SU2-
Feldes, so lässt sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen zeigen, dass diese verschwindet

fµ(xµ) := −∂νT νµ(xµ) = 0. (7.71)

Die vom SU2-Feld lokal pro Zeiteinheit abgegebene Energiedichte und Impulsdichte ist
Null. Umgekehrt kann man unter der Annahme, dass das SU2-Feld frei ist, die Bewegungs-
gleichungen direkt, also ohne Variation der Lagrangedichte, herleiten. Die Gleichungen für
die Kraftdichte und die Bewegungsgleichungen sind also äquivalent.
Durch die Aufteilung der Viererkraftdichte fµ(xµ) in die entsprechenden Summanden für
Teilchen und Feld gelangt man zu den Viererkraftdichten f

µ
T(x

µ) und f
µ
F(x

µ), die beide
Subsysteme aufeinander ausüben. Es handelt sich dabei um interne Kräfte

fµ = f
µ
T + f

µ
F := −∂νT νµT − ∂νT

νµ
F . (7.72)
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Unter Einbeziehung der Feldgleichungen erhält man explizit für die vom Feldsystem auf
das Teilchensystem wirkende Viererkraftdichte fµF(x

µ)

f
µ
F = Fµνjel ν +

1

µ0c
dFµνjmag ν , (7.73)

f0F =
1

c
~E~jel +

1

µ0c
~B~jmag, (7.74)

f iF = ~Eρel +~jel × ~B +
1

µ0c
(c ~Bρmag −

1

c
~jmag × ~E). (7.75)

Die Kraftgleichungen sind also in Bezug auf die elektromagnetischen Felder und deren
Quellen symmetrisch.

7.1.10 Bilanzgleichungen

Allgemeine Betrachtung: An jedem Punkt im Ortsraum herrscht ein dynamisches
Gleichgewicht

f
µ
F = −fµT, (7.76)

−1

c
∂tωF −

1

c
∂iS

i
F =

1

c
∂tωT +

1

c
∂iS

i
T, (7.77)

−1

c
∂tcg

i
F + ∂jTM,Fji =

1

c
∂tcg

i
T − ∂jTM,Tji. (7.78)

Diese Gleichungen repräsentieren Kontinuitätsgleichungen für Energiedichten und Impuls-
dichten in beiden Subsystemen mit der zusätzlichen Möglichkeit des Austausches zwischen
den Systemen. Ein Überschuss an Energiedichte\Impulsdichte im System Feld an einem
Punkt erhöht entweder die Energiedichte\Impulsdichte am selben Punkt im System Teil,
oder wird in Form von Quellen von Energiestromdichten\Impulsstromdichten im System
Teil an Nachbarpunkte weitergegeben, oder umgekehrt.
In Integralform lauten die Bilanzgleichungen unter der Annahme von natürlichen Rand-
bedingungen folgendermaßen

∫

d3x f
µ
F = −

∫

d3x f
µ
T, (7.79)

− d

dt
p
µ
F = − d

dt

1

c

∫

d3x

(

ωF

c~gF

)

=
d

dt
p
µ
T =

d

dt

1

c

∫

d3x

(

ωT

c~gT

)

. (7.80)

Die internen Energiestromdichten\Impulsstromdichten in jeweils beiden Systemen gleichen
sich also aus. Auch in einer Gesamtbetrachtung tauschen die Subsysteme Teilchen und Feld
Energie\Impuls aus. Was bleibt, ist allerdings die Energieerhaltung\Impulserhaltung des
Gesamtsystems.

Beispiel Monopol: Betrachtet man zum Beispiel einen freien, positiv geladenen
SU2-Monopol, so können die zuvor beschriebenen Verhältnisse gut illustriert werden.
Im Ruhesystem dieses Solitons gilt

97



f0F = 0 = −f0T = 0, (7.81)

f iF = Eiρel = −f iT = −∂j (ǫ0 ~Ej⊥ ~Ei⊥ − δji (
ǫ0

2
~Ei⊥ ~E

i
⊥ −Hpot)), (7.82)

∫

d3x f
µ
F = 0 = −

∫

d3x f
µ
T = 0. (7.83)

Die Energie des Solitons ist in dessen Ruhesystem im Verhältnis 1 : 1 auf das System
Teil und das System Feld aufgeteilt (siehe Gl. 6.95). Daran ändert sich auch nichts, denn
es wird lokal keine Energiedichte pro Zeiteinheit ausgetauscht. Das System Teilchen wird
allerdings vom eigenen E-Feld auf Grund einer positiven Ladungsdichte radial nach außen
gedrückt. Die dazugehörige Dichte der Gegenkraft wird durch die Divergenz des Span-
nungstensors des Teilchens aufgebaut. Es handelt sich dabei um Normalspannungen und
Schubspannungen, die von der Normalkomponente des farbvektoriellen E-Feldes und von
der potentiellen Energiedichte gebildet werden. Das Integral über die Viererkraftdichten
beider Systeme verschwindet. In Summe wird also weder Leistung ausgetauscht noch wird
gegenseitig Kraft aufeinander ausgeübt. Die Subsysteme Teilchen und Feld bleiben zeitlich
unverändert.
Im Laborsystem sehen die Verhältnisse folgendermaßen aus

f ′0F =
1

c
E′ij′iel = −f ′0T, (7.84)

f ′iF = E′iρ′el + ǫijkj
′j
elB

′k = −f ′iT, (7.85)
∫

d3x′ f ′µF = 0 = −
∫

d3x′ f ′µT = 0. (7.86)

Das Feld gibt in der, in Bewegungsrichtung gesehen, vorderen Hälfte des Solitons Leistung
ab und nimmt in der hinteren Hälfte die gleiche Leistung wieder auf. Die von einer positi-
ven Ladungsdichte verursachten expansiven Kräfte existieren auch im Laborsystem. Dazu
kommen nun noch Kräfte, die von der Wechselwirkung des eigenen B-Feldes mit der elek-
trischen Stromdichte stammen. Ganz allgemein fließen dabei die Energieströme und die
Impulsströme innerhalb und zwischen den beiden Subsystemen derart, dass die Form des
bewegten Teilchens und des mitbewegten Feldes unverändert bleibt. Die Integrale über die
beiden Viererkraftdichten verschwinden wieder. Energie und Impuls sowohl vom Teilchen
als auch vom Feld bleiben somit konstant.

7.2 Der elektrodynamische Grenzfall

7.2.1 Definition

Um das Modell der allgemeinen SU2-Felder mit der geltenden Elektrodynamik vergleichbar
zu machen, muss man eine Näherung durchführen. Zunächst wählt man die Anfangsbedin-
gungen eines SU2-Feldes, in diesem Fall Ort und Geschwindigkeit von beteiligten Solito-
nen, derart, dass die einzelnen Teilchen noch als quasi frei angesehen werden können. Der
Anteil an der Ruheenergie eines freien Solitons, der vom Subsystem Teilchen stammt, ist,
im Gegensatz zum Anteil, der dem Subsystem Feld zuzurechnen ist, lokal stark begrenzt
(siehe Gl. 6.95). Um dieser Tatsache Rechnung zu tragen, legt man um das Zentrum jedes
beteiligten Monopols in dessen anfänglichen Ruhesystem eine Sphäre mit einem Radius
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von einigen r0 und definiert die eingeschlossenen Innenräume als Kerne der Solitonen.
Im gesamten verbleibenden Außenraum, der im Weiteren als Limes bezeichnet wird, ver-
nachlässigt man alle Größen, die zum Subsystem Teilchen dieses speziellen SU2-Feldes
gehören, in dem man dort α(xµ) ident auf π2 setzt. Es gilt dann, wie im Folgenden gezeigt
werden wird, in jedem Inertialsystem

α(xµ) =
π

2
→ Q(~α(xµ)) = −i~n(xµ)~σ → d~F

µν
⊥ (xµ) = 0, ~F

µν
⊥ (xµ) = 0, Hpot(x

µ) = 0.

(7.87)
Das Subsystem Feld der gesamten SU2-Feldkonfiguration bleibt also unverändert, während
das gesamte Subsystem Teilchen durch einzelne, räumlich voneinander getrennte Subsys-
teme genähert wird.
Weiters sei vorausgesetzt, dass die Solitonen durch eine weitere Einschränkung der An-
fangsbedingungen während des gesamten Streuprozesses als solche erhalten bleiben, dass
also die Kernbereiche der einzelnen Solitonen nie überlappen, sodass immer ein geschlosse-
ner Limesbereich um die Kerne bestehen bleibt. Darüber hinaus soll der Abstand zwischen
den Solitonen immer zumindest eine Größenordnung über den Kernabmessungen liegen.
Die Monopole werden unter diesen zusätzlichen Voraussetzungen nach der Streuung wie-
der als quasi freie Teilchen im Unendlichen landen.
In einem letzten Schritt betrachtet man die gesamte Anordnung aus einer Entfernung, in
der die Ausdehnung der Solitonenkerne zu Punkten degeneriert.

7.2.2 Grundgleichungen

Im Limesbereich vereinfachen sich diese Gleichungen folgendermaßen

d~Aµ = − e

4πǫ0c
~Γ µ = − e

4πǫ0c
(~n× ∂µ~n), (7.88)

d~Fµν =
1

2
(∂µd~Aν − ∂νd~Aµ) = − e

4πǫ0c
(∂µ~n× ∂ν~n), dFµν = d~Fµν~n ↔ d~Fµν = dFµν~n,

(7.89)

~Fµν = −1

2
ǫµνρσd~Fρσ =

e

8πǫ0c
ǫµνρσ(∂ρ~n× ∂σ~n), Fµν = ~Fµν~n ↔ ~Fµν = Fµν~n,

(7.90)

dL = dTem − dVem = − 1

4µ0

dFµνdFµν . (7.91)

7.2.3 Bewegungsgleichungen

Existenz einer farbskalaren magnetischen Viererstromdichte: Das Wegfallen
der potentiellen Energiedichte Hpot(x

µ) im reinen Feldbereich zwischen den Solitonenker-
nen macht die Bewegungsgleichungen homogen, und führt zu 3 Gleichungen für den Vektor
~n (ϑ(xµ), ϕ(xµ))

∂µ~π
µ =

ec

4π
∂µ(~Γν × d~Fµν) = 0, (7.92)
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→ ∂ν~nc∂µ
dFµν = ∂ν~nj

ν
mag = 0. (7.93)

Betrachtet man im Folgenden ein reines ~n-Feld, so sind als Anfangsbedingungen zu ei-
nem Zeitpunkt t0 auf den ersten Blick ϑ(t, ~x) |t0 und ϕ(t, ~x) |t0 sowie die 1.Ableitungen
∂tϑ(t, ~x) |t0 und ∂tϕ(t, ~x) |t0 frei wählbar. Daraus ergeben sich im Weiteren die restli-
chen 1.Ableitungen ∂iϑ(t, ~x) |t0 und ∂iϕ(t, ~x) |t0 , sowie die 2.Ableitungen ∂j∂tϑ(t, ~x) |t0 ,
∂j∂tϕ(t, ~x) |t0 , ∂j∂iϑ(t, ~x) |t0 und ∂j∂iϕ(t, ~x) |t0 . Zu bestimmen bleiben also lediglich die
2.Ableitungen in der Zeit ∂2t ϑ(t, ~x) |t0 und ∂2t ϕ(t, ~x) |t0 .
Die aus diesen 3 Gleichungen resultierenden Bedingungen für ϑ(xµ) und ϕ(xµ) sind im
Folgenden aufgelistet

∂µϑ∂νϕ (∂µϑ∂νϕ− ∂νϑ∂µϕ) = 0, (7.94)

∂µϑ∂ν(∂
µϑ∂νϕ− ∂νϑ∂µϕ) = 0, (7.95)

∂µϕ∂ν(∂
µϑ∂νϕ− ∂νϑ∂µϕ) = 0. (7.96)

Die erste Gleichung enthält keine 2.Ableitungen in der Zeit, muss aber auf der Trajek-
torie des ~n-Feldes überall und jederzeit gelten, und führt somit zu einer Einschränkung
der generell möglichen Anfangsbedingungen. Von den ursprünglich angenommenen 4 Frei-
heitsgraden sind also letztendlich maximal 3 Freiheitsgrade frei wählbar. Die anderen
beiden Gleichungen stellen die eigentlichen Bewegungsgleichungen zur Bestimmung von
∂2t ϑ(t, ~x) |t0 und von ∂2t ϕ(t, ~x) |t0 dar.

Verschwinden der farbskalaren magnetischen Viererstromdichte: Ein Spezi-
alfall der allgemeinen Lösung der im Limes homogenen Bewegungsgleichungen ergibt sich
aus einem Vergleich mit der Elektrodynamik durch die zusätzliche Forderung

c∂µ
dFµν = jνmag = 0. (7.97)

Betrachtet man wieder ein reines ~n-Feld, so muss man, um die magnetische Viererstrom-
dichte jµmag(xµ) zum Verschwinden zu bringen, die oben angeführten 3 Bestimmungsglei-
chungen für ϑ(xµ) und ϕ(xµ) folgendermaßen spezifizieren

∂µϑ (∂
µϑ∂νϕ− ∂νϑ∂µϕ) = 0, (7.98)

∂ν (∂
µϑ∂νϕ− ∂νϑ∂µϕ) = 0. (7.99)

Die erste Gleichung besteht nun aus 4 Einzelgleichungen, welche die möglichen Anfangs-
bedingungen stark einschränken. Auch die zweite Gleichung besitzt 4 Bestandteile. Für
µ = 0 erhält man eine zusätzliche Gleichung ohne 2. Ableitungen in der Zeit und somit
eine weitere Beschränkung der Anfangsbedingungen. Von den verbleibenden 3 eigentlichen
Bewegungsgleichungen für µ = i zur Bestimmung von ∂2t ϑ(t, ~x) |t0 und von ∂2t ϕ(t, ~x) |t0
muss eine Gleichung redundant sein.

7.2.4 Quantenzahlen

Die topologische Viererstromdichte jσtop(x
µ) sowie die elektrische Viererstromdichte jσel(x

µ)
verschwinden im Außenraum der Solitonenkerne

jσtop =
c

2π2
1

3!
ǫσµνρ(~n× ∂µ~n)(∂ν~n× ∂ρ~n) = 0, (7.100)
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jσel = −
3ec

4π

1

3!
ǫσµνρ∂µ~n(∂ν~n× ∂ρ~n) = 0. (7.101)

Die topologische\elektrische Ladung Qtopi\Qeli der einzelnen beteiligten Monopole bleibt
somit während des gesamten Streuprozesses erhalten. Außerdem sind diese Ladungen un-
abhängig vom gewählten Bezugssystem

Qtopi
=

∫

VKerni

dx dy dz ρtop =
1

2π2

∫

VKerni

dx dy dz ~Γx(~Γy × ~Γz) = Q′
topi

=

∫

V′
Kerni

dx′ dy′ dz′ ρ′top,

(7.102)

Qeli =

∫

VKerni

dx dy dz ρel = −
3e

4π

∫

VKerni

dx dy dz ∂x((~Γy × ~Γz)~n) = Q′
eli =

∫

V′
Kerni

dx′ dy′ dz′ ρ′el.

(7.103)
Die Quantenzahlen der gesamten SU2-Feldkonfiguration Qtop und Qel ergeben sich somit
immer als Summe der entsprechenden Quantenzahlen der beteiligten Solitonen.

7.2.5 Feldgleichungen

Auch die farbvektoriellen Feldgleichungen sowie die farbskalaren Feldgleichungen weisen
im Limes Vereinfachungen auf

~j νel =
1

µ0
∂µ ~F

µν = 0, (7.104)

~j νmag = c∂µ
d~Fµν = − e

4πǫ0
∂µ(∂

µ~n× ∂ν~n), (7.105)

jνel =
1

µ0
∂µF

µν = 0, (7.106)

jνmag = c∂µ
dFµν = − e

4πǫ0
∂µ((∂

µ~n× ∂ν~n)~n). (7.107)

Ein freier elektrischer Monopol besitzt im Außenbereich zwar eine farbvektorielle magneti-
sche Viererstromdichte ~jµmag(xµ), die farbskalare magnetische Viererstromdichte jµmag(xµ)
verschwindet dort allerdings. Unterstellt man nun, dass dies auch im Limesbereich von mit-
einander wechselwirkenden Solitonen zutrifft, so wird dieser Außenbereich der Solitonen
komplett frei von farbskalaren Ladungen und Strömen, die farbskalaren Feldgleichungen
werden homogen.
Aus einer Invarianten der farbskalaren Feldstärketensoren lässt sich nun eine Beziehung
zwischen den farbskalaren Feldgrößen ableiten

FµνdFµν = 0 → EiBi = 0. (7.108)

Die farbskalaren Felder ~E und ~B stehen also überall im Limes aufeinander normal.

7.2.6 Maxwellgleichungen

Grundsätzlich gelten im Model der SU2-Solitonen überall die Feldgleichungen mit den
kontinuierlichen farbvektoriellen und farbskalaren Viererstromdichten ~j

µ
el(x

µ), ~jµmag(xµ),
j
µ
el(x

µ) und jµmag(xµ). Unter den im elektrodynamischen Grenzfall definierten Vorausset-
zungen und unter der zuvor getroffenen Annahme des vollständigen Verschwindens von
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farbskalaren Ladungen und Stömen im Limesbereich, lassen sich diese Feldgleichungen in
eine anschauliche makroskopische Form bringen.
Die als quasi freie Solitonen startenden Teilchen besitzen in ihren Kernen je nach Art und
jeweils vom Bezugssystem unabhängig eine farbskalare elektrische Ladung Qeli = ±e und
eine farbskalare magnetische Ladung Qmagi = 0

Qeli =

∫

VKerni

dx dy dz ρel = −
3e

4π

∫

VKerni

dx dy dz ∂x((~Γy × ~Γz)~n) = Q′
eli

=

∫

V′
Kerni

dx′ dy′ dz′ ρ′el = ±e,

(7.109)

Qmagi=

∫

VKerni

dx dy dz ρmag = −
e

4πǫ0c

∫

VKerni

dx dy dz ∂i((~Γ
i×~Γ 0)~n) = Q′

magi
=

∫

V′
Kerni

dx′ dy′ dz′ρ′mag= 0.

(7.110)
Diese elektromagnetischen Ladungen bleiben auf Grund der angenommenen fehlenden
farbskalaren elektromagnetischen Viererstromdichten im Außenraum im zeitlichen Ver-
lauf für jedes Soliton erhalten. Farbskalare elektrische oder magnetische Ströme sind in
den jeweiligen Ruhesystemen zu Beginn der Streuung ebenfalls nicht vorhanden.
Sobald sich die Teilchen nun gegenseitig beeinflussen, und ihre geradlinigen Bahnen verlas-
sen, können sich in den Kernen paarweise neue farbskalare elektromagnetische Ladungen
bilden. Auch interne farbskalare elektromagnetische Ströme können nun auftreten. Dabei
müssen die Kontinuitätsgleichungen gewahrt bleiben. Diese zusätzlichen Effekte in den
Kernen können, solange sich die Monopole nicht zu nahe kommen, vernachlässigt werden,
da sie auf die, von den Solitonen erzeugten elektromagnetischen Felder in ausreichender
Entfernung keinerlei Einfluss haben. Ein Beobachter, der sich gemäß Voraussetzung in,
im Vergleich zu den Kernabmessungen großer Entfernung zu den Solitonen befindet, kann
diese Effekte nicht einmal direkt registrieren, er sieht nur Punktladungen, die sich auf
ihren Bahnen ~xi(t) bewegen.
In dieser Sichtweise werden die zunächst kontinuierlichen farbskalaren Viererstromdichten
j
µ
el(x

µ) und jµmag(xµ) nun diskret, und die für allgemeine SU2-Felder geltenden farbskalaren
Feldgleichungen degenerieren zu den Maxwellgleichungen

jνDel
(xµ) :=

(

cρDel
(xµ)

~jDel
(xµ)

)

= Σ
i

(

cQeliδ
3(~x− ~xi(t))

Qeliδ
3(~x− ~xi(t))d~xi(t)dt

)

= Σ
i
c

∫

dτiQeliδ
4(xµ−xµi (τi))v

µ
i (τi),

(7.111)

jνDmag
(xµ) :=

(

cρDmag(x
µ)

~jDmag(x
µ)

)

= Σ
i

(

cQmagiδ
3(~x− ~xi(t))

Qmagiδ
3(~x− ~xi(t))d~xi(t)dt

)

= 0, (7.112)

∂µF
µν = µ0j

ν
Del
, ∂µ

dFµν =
1

c
jνDmag

= 0. (7.113)

7.2.7 Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Auf Grund der im elektrodynamischen Grenzfall herrschenden Bedingungen mit n wech-
selwirkenden Solitonen ist es möglich, den kanonischen Energie-Impuls-Tensor T µν(xµ)
des SU2-Feldes noch etwas genauer zu spezifizieren.
Zuallererst zerlegt man die farbvektoriellen Feldstärketensoren d~Fµν(xµ) und ~Fµν(xµ)
gemäß dem Superpositionsprinzip, sowie die potentielle Energiedichte Hpot(x

µ) auf Grund
der räumlichen Trennung, in die zu den einzelnen Solitonen gehörenden Bestandteile
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d~Fµν =
n

Σ
i=1

d~F
µν
i =

n

Σ
i=1

d~F
µν
i⊥ +

n

Σ
i=1

d~F
µν
i‖ ,

~Fµν =
n

Σ
i=1

~F
µν
i =

n

Σ
i=1

~F
µν
i⊥ +

n

Σ
i=1

~F
µν
i‖ , (7.114)

Hpot =
n

Σ
i=1
Hpoti . (7.115)

Der Energie-Impuls-Tensor des Subsystems Teilchen T µνT (xµ) setzt sich somit aus n Sum-
manden T µνTi

(xµ) zusammen, die den einzelnen Solitonenkernen zugeordnet werden können.
Gemischte Terme treten keine auf, da sich die Bereiche der Kerne nicht überlappen

T
µν
T =

n

Σ
i=1
T
µν
Ti
, (7.116)

T
µν
Ti

:= − 1

µ0

d~Fi⊥
µ
ρ
d~Fi⊥

νρ + gµν(
1

4µ0

d~Fi⊥
ρσd~Fi⊥ρσ +Hpoti). (7.117)

Für den Energie-Impuls-Tensor des Subsystems Feld T µνF (xµ) erhält man somit neben den
n Termen für die einzelnen Monopole T µνFi

(xµ) zusätzlich auch noch die, allerdings nur
mehr paarweise symmetrischen Wechselwirkungsterme T µνFij

(xµ)

T
µν
F =

n

Σ
i=1
T
µν
Fi

+
n

Σ
i=1

n

Σ
j=1 i 6=j

T
µν
Fij
, (7.118)

T
µν
Fi

:= − 1

µ0

dFi
µ
ρ
dFi

νρ + gµν
1

4µ0

dFi
ρσdFiρσ, (7.119)

T
µν
Fij

:= − 1

µ0

dFi
µ
ρ
dFj

νρ + gµν
1

4µ0

dFi
ρσdFjρσ. (7.120)

Schließlich kann man mit diesen Definitionen auch einem Soliton in Wechselwirkung einen
Energie-Impuls-Tensor T µνi (xµ) zuweisen

T
µν
i := T

µν
Ti

+ T
µν
Fi
. (7.121)

7.2.8 Der Viererimpuls

Für die zuvor im elektrodynamischen Grenzfall neu definierten Subsysteme lassen sich
sofort die dazugehörigen Viererimpulse angeben

p
µ
T(t) =

n

Σ
i=1
p
µ
Ti
(t), (7.122)

p
µ
Ti
(t) :=

1

c

∫

d3xT
µ0
Ti

=
1

c

∫

d3x

(

ωTi

c~gTi

)

=

(

1
cETi

(t)
~pTi

(t)

)

, (7.123)

p
µ
F(t) =

n

Σ
i=1
p
µ
Fi
(t) +

n

Σ
i=1

n

Σ
j=1 i 6=j

p
µ
Fij

(t), (7.124)

p
µ
Fi
(t) :=

1

c

∫

d3xT
µ0
Fi

=
1

c

∫

d3x

(

ωFi

c~gFi

)

=

(

1
c
EFi

(t)
~pFi

(t)

)

, (7.125)

p
µ
Fij

(t) :=
1

c

∫

d3xT
µ0
Fij

=
1

c

∫

d3x

(

ωFij

c~gFij

)

=

(

1
cEFij

(t)
~pFij

(t)

)

, (7.126)
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p
µ
i (t) := p

µ
Ti
(t) + p

µ
Fi
(t). (7.127)

Alle die hier dargestellten Viererimpulse sind grundsätzlich keine Vierervektoren. Nach
Auswahl der jeweils entsprechenden Ruhesysteme können allerdings wieder für alle diese
Subsysteme kovariante Viererimpulse definiert werden.

7.2.9 Kraftgleichungen

Auch die Viererkraftdichten für die Subsysteme Teilchen und Feld, fµT(x
µ) und f

µ
F(x

µ),
lassen sich im elektrodynamischen Grenzfall noch weiter aufteilen

f
µ
T =

n

Σ
i=1
f
µ
Ti

:= −
n

Σ
i=1
∂νT

νµ
Ti
, (7.128)

f
µ
F =

n

Σ
i=1
f
µ
Fi

+
n

Σ
i=1

n

Σ
j=1 i 6=j

f
µ
Fij

:= −
n

Σ
i=1
∂νT

νµ
Fi
−

n

Σ
i=1

n

Σ
j=1 i 6=j

∂νT
νµ
Fij
. (7.129)

Unter Einbeziehung der farbskalaren Feldgleichungen für jeden Monopol, gelangt man
explizit zu den Viererkraftdichten fµFi

(xµ) und fµFij
(xµ), die von den einzelnen Subsystemen

Feld auf die Subsysteme Teilchen ausgeübt werden

jνeli =
1

µ0
∂µF

µν
i , jνmagi

= c∂µ
dF

µν
i , (7.130)

f
µ
Fi

= F
µν
i jeliν +

1

µ0c
dF

µν
i jmagiν , (7.131)

f
µ
Fij

+ f
µ
Fji

= F
µν
i jeljν +

1

µ0c
dF

µν
i jmagjν + F

µν
j jeliν +

1

µ0c
dF

µν
j jmagiν . (7.132)

7.2.10 Bilanzgleichungen

Setzt man die Bilanzgleichungen an einem beliebigen Punkt im Ortsraum zunächst ganz
allgemein an, so ergibt sich

n

Σ
i=1
f
µ
Fi

+
n

Σ
i=1

n

Σ
j=1 i 6=j

f
µ
Fij

= −
n

Σ
i=1
f
µ
Ti
. (7.133)

Diese Gleichungen können im Bereich des Kernes eines bestimmten Solitons, bezeichnet
mit dem Index i, erheblich vereinfacht werden

f
µ
Fi

+
n

Σ
j=1 i 6=j

(fµFij
+ f

µ
Fji

) = −fµTi
. (7.134)

Die Viererkraftdichte des Gesamtfeldes im Kern i setzt sich somit zusammen aus der
Viererkraftdichte des Eigenfeldes fµFi

(xµ) und der Summe der Viererkraftdichten aus allen
möglichen Wechselwirkungsanteilen des Eigenfeldes mit den Fremdfeldern fµFij

(xµ).
Ausgehend von der Integralform der Bilanzgleichungen, erstellt für den Kern mit Index
i, und nach Zusammenfassung der farbskalaren elektromagnetischen Felder dF

µν
j (xµ) und

F
µν
j (xµ) aller anderen Solitonen zu einem Fremdfeld dF

µν
fr (xµ) und Fµνfr (xµ), erhält man
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eine allgemeine Bestimmungsgleichung für die zeitliche Entwicklung des Viererimpulses
des betreffenden Solitons pµi (t)

−
∫

VKern i

d3x ∂νT
νµ
Fi

+

∫

VKern i

d3x
n

Σ
j=1 i 6=j

(fµFij
+ f

µ
Fji

) =

∫

VKern i

d3x ∂νT
νµ
Ti
, (7.135)

dF
µν
fr :=

n

Σ
j=1 i 6=j

dF
µν
j , F

µν
fr :=

n

Σ
j=1 i 6=j

F
µν
j , (7.136)

−→ d

dt
p
µ
i =

d

dt
p
µ
Ti

+
d

dt
p
µ
Fi

=

∫

VKern i

d3x (Fµνfr jeliν +
1

µ0c
dF

µν
fr jmagiν). (7.137)

Betrachtet man also den gesamten Kern eines Solitons, so werden dabei Energie und Im-
puls pro Zeiteinheit, die auf das Subsystem Teil des Solitons von den entsprechenden
Wechselwirkungsanteilen des Feldes übertragen werden, teilweise an das Subsystem Feld
des Solitons weitergegeben. Dies ist auch notwendig, damit das Eigenfeld die erforderliche
Energieänderung\Impulsänderung pro Zeiteinheit erfährt, und somit die Maxwellgleichun-
gen immer erfüllt bleiben.

7.2.11 Coulombkräfte und Lorentzkräfte

Solange sich, wie in der Definition des elektrodynamischen Grenzfalls vorausgesetzt, die
einzelnen Monopole bei der Wechselwirkung nicht zu nahe kommen, können die Bestim-
mungsgrößen der Veränderung des Viererimpulses eines Solitons noch weiter spezifiziert
werden. Das Fremdfeld ist dann im Verhältnis zum Eigenfeld verschwindend klein und
kann im Bereich des Kernes als konstant angenommen werden. Das zuvor beschriebene
stabile lokale dynamische Gleichgewicht in Bezug auf die Viererkraftdichte zwischen dem
Teilchenanteil und dem Feldanteil eines freien Solitons erfährt nun durch das Fremdfeld
aller anderen Solitonen eine nur schwache Störung. Es bildet sich ein neues Gleichgewicht.
Ein Monopol in Wechselwirkung mit einer variablen Geschwindigkeit seines Zentrumsele-
mentes wird sich, bildlich gesprochen, im Vergleich zu einem, zu jedem Zeitpunkt gleich
schnell und in die gleiche Richtung bewegten freien Monopol auf Grund seiner, durch das
Eigenfeld verursachten starken Vorspannung in jedem Inertialsystem nur geringfügig de-
formieren. Etwaige marginale Verschiebungen der bestehenden farbskalaren elektrischen
Ladungsdichte, sowie mögliche farbskalare elektromagnetische Ladungspaarbildungen mit
den dazugehörigen neuen farbskalaren elektromagnetischen Viererstromdichten können
somit schon alleine auf Grund ihrer geringen Größe vernachlässigt werden. Auch die Ge-
schwindigkeit der verbleibenden farbskalaren elektrischen Ladungsdichte kann überall im
Kern mit der momentanen Geschwindigkeit des Zentrumselementes gleichgesetzt werden.
Alle diese Abschätzungen für das Soliton in Wechselwirkung führen zu einer Veränderung
des Viererimpulses des Monopols, die man bei einem realen Elektron oder Positron in
einem Fremdfeld beobachten kann

d

dt
p
µ
i =

∫

VKern i

d3x (Fµνfr jeliν +
1

µ0c
dF

µν
fr jmagiν) ≈

∫

VKern i

d3x F
µν
fr jeliν
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=

∫

VKern i

d3x

(

1
c
~Efr
~jeli

~Efr ρeli +
~jeli × ~Bfr

)

≈
(

1
c
~EfrQeli~vi

~EfrQeli +Qeli ~vi × ~Bfr

)

. (7.138)

Nachdem der allgemeine Viererimpuls eines Solitons in Wechselwirkung im elektrodyna-
mischen Grenzfall zu jeder Zeit durch den kovarianten Viererimpuls eines gleich bewegten
freien Solitons angenähert werden kann, werden sich auch die Bahnen der an der Streuung
beteiligten Monopole denen von realen Teilchen mit der Ruhemasse eines freien Solitons
bei gleichen Anfangsbedingungen angleichen.
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8 Conclusio

SU2-Feldkonfigurationen mit drei zusätzlichen inneren Freiheitsgraden ermöglichen den
Aufbau einer symmetrischen Elektrodynamik auf klassischer Basis mit der grundsätzlichen
Gleichstellung von elektrischen und magnetischen Viererstromdichten in den Feldgleichun-
gen. Eichtransformationen der dazugehörigen Viererpotentiale finden dabei ihren Ursprung
in der Geometrie und werden durch Drehungen lokaler Koordinatensysteme im inneren
Raum erzeugt. Die 4 möglichen stabilen Monopole sind alle elektrischer Natur und können
im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie als Solitonen mit, auf Grund der Reichweite
ihres dazugehörigen Gesamtfeldes, theoretisch unendlicher Ausdehnung betrachtet wer-
den. Elektronen und Positronen sind somit keine Punktteilchen mehr, sondern besitzen
eine innere Struktur, die quasi frei von Singularitäten ist. Die Quantelung von Ladung und
Spin ergibt sich ebenfalls aus der Geometrie. Durch die Verknüpfung der magnetischen
Feldgrößen mit zeitlichen Änderungen des SU2-Feldes, können in diesem Modell stabile
magnetische Monopole allerdings nicht existieren.
Grundsätzlich ist jedes SU2-Feld, und somit auch ein Soliton immer Teilchen und Feld
zugleich. Eine generelle Aufspaltung des Energie-Impuls-Tensors einer beliebigen SU2-
Feldkonfiguration in zwei Summanden, die man als Teilchenanteil und als Feldanteil in-
terpretieren kann, führt speziell für einen Monopol zu einem näherungsweise räumlich
begrenzten Teilchen und zu einem dazugehörigen langreichweitigen Feld. Die Kraftglei-
chungen zwischen diesen beiden Subsystemen sind ebenfalls symmetrisch.
Die Maxwellsche Elektrodynamik ergibt sich im SU2-Feldmodell als Spezialfall, der ganz
bestimmten Anfangsbedingungen genügen muss, bei denen existierende elektrische Mono-
pole in ausreichender Entfernung aneinander gestreut werden. Unter diesen Voraussetzun-
gen können dann die symmetrischen linearen Feldgleichungen, makroskopisch gesehen, zu
den Maxwellgleichungen vereinfacht werden und aus den symmetrischen Kraftgleichungen
sind die Formeln für die Coulombkräfte und Lorentzkräfte ableitbar. Auch die Bahnen
der gestreuten Solitonen gleichen denen von realen Teilchen mit konstanter Ruhemasse.
Somit lassen sich in diesem speziellen Fall auch die nichtlinearen Bewegungsgleichungen
eines SU2-Feldes näherungsweise lösen, und zwar indirekt durch die Analyse der makro-
skopischen Bewegungen der beteiligten Monopole.
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