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Kurzfassung

In der heutigen Zeit ist MATLAB/Simulink wohl eine der meist benutzten Simula-
tionsumgebungen. Sowohl im Umfang der Bibliothek als auch in der Vielseitigkeit der
numerischen Verfahren bietet Simulink sehr viele Moglichkeiten, Modelle einfach und
effizient zu simulieren.

Ein wichtiger Bestandteil von Simulink sind numerische Differentialgleichungsléser. Sie
haben die Aufgabe die Losung von kontinuierlichen Systemen approximativ zu berech-
nen, da zumeist keine Moglichkeit besteht diese auf analytischem Weg zu ermittelt. Diese
Verfahren miissen aufgrund begrenzter Ressourcen (Computersystem) entweder die Zeit
oder den Zustand des kontinuierlichen Systems diskretisieren. Tatsache ist, dass jeder
in Simulink integrierter Differentialgleichungsloser die Zeit diskretisiert. In dieser Ar-
beit werden wir sehen, dass es eine Vielzahl von Systemen gibt, bei denen diese Loser
Schwichen aufweisen. Ein Beispiel dafiir sind Modelle, in denen die jeweiligen Parameter
einen Zeitpunkt definieren, in welchem es zu einer unstetigen Anderung des Zustandes
kommt. Dieser Zeitpunkt wird kiinftig auch als Diskontinuitét bezeichnet. Modelle mit
dieser Eigenschaft werden in dieser Arbeit 6fter herangezogen.

Damit Simulink auch mit dieser Problemstellung in Zukunft besser umgehen kann, wurde
im Laufe dieser Arbeit ein Differentialgleichungsloser nach dem Quantized State System
(kurz: QSS) Formalismus implementiert. Dieser unterscheidet sich ganz wesentlich von
den in Simulink zur Verfiigung stehenden Losern, da beim QSS-Verfahren nicht die Zeit,
sondern der Zustand diskretisiert wird. Anders als bei zeitorientierten Verfahren werden
hier Diskontinuitdten immer auf direktem Weg erkannt.

Diese Arbeit beschiftigt sich im Wesentlichen mit der Umsetzung und Anwendung des
QSS-Verfahrens. Die ausgewéhlten Beispiele in dieser Arbeit sollen einen Eindruck schaf-
fen, wie sehr sich das Verhalten des QSS-Verfahrens von dem Verhalten zeitdiskreter Ver-
fahren unterscheidet. Auflerdem beinhaltet diese Arbeit einen theoretischen Abschnitt,
der den Fehler und die Stabilitdt des QSS-Verfahrens untersucht.

il



Abstract

Nowadays MATLAB/Simulink is probably one of the most used simulation software.
Simulink provides a large library of blocks and many capabilities of numerical tools for
a simple and efficient simulation.

An important part of Simulink are the numerical differential solvers. Their task is to
solve continuous systems in an approximatelly way, because in most cases there exists
no analytical methode to get the solution of this systems. Numerical solvers are always
faced with finite ressources (like a computersystem). This is the reason, that they have
to discretise the time or the state. The fact is, that all in Simulink integrated solvers
discretise the time. But not always this method leads to good results. Later we will
see, that there exists many continuous systems, where these solvers get in trouble. One
example are models, which have discontinuities.

To deal with this problem this master thesis presents a solver based on the Quantized
State System (QSS) which solves such systems by discretising the state rather then the
time. The big advantage of this approach is that the solver handles discontinuities in a
direct way.

This master thesis contains the implementation of this solver and its usage with some
selected models. This models show the difference in the behaviour between the QSS
method and the conventional time-discrete methods. Beneath that this master thesis
encloses a theoretical part where the error and the stability of the QSS method are
discussed.
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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Ausgangslage

Fiir das Losen von gewohnlichen Differentialgleichungssystemen werden meist konven-
tionelle Verfahren eingesetzt. Gemeint sind numerische Verfahren, welche die Zeitachse
diskretisieren, wiahrend die Zustandsvariable beliebige Werte annehmen kann. Da die
Losung dieser Systeme von der Abtastung der Zeitachse abhéngt, kénnen sie auch als
zeitorientierte Verfahren bezeichnet werden. Beispiele sind die Runge-Kutta-Verfahren,
welche wohl die bekanntesten Einschrittverfahren sind.

Die Bandbreite von zeitorientierten Verfahren ist heutzutage grofi und sehr vielseitig,
sodass es fiir zahlreiche Probleme ein geeignetes gibt. Trotz allem gibt es noch immer
viele Modelle einer speziellen Klasse, die mit den bewédhrten Verfahren nur mit hohem
Aufwand simuliert werden kénnen. Die Ursache dafiir finden wir in der grundsétzlichen
Vorgehensweise, ndmlich in der Orientierung nach der Zeit.

Denken wir an ein Modell, das aufgrund bestimmter Werte der Parametern eine un-
stetige Anderung im Zustand hat, so sind zumeist Probleme an diesem Zeitpunkt (Dis-
kontinuitdt) vorprogrammiert. Die Orientierung nach der Zeit bringt mit sich, dass Dis-
kontinuitédten iibersehen werden und deshalb grofie Fehler auftreten. Dies fiithrt dazu,
dass Integrationsschritte iiber Diskontinuitdten speziell behandelt werden miissen. Der
zusétzlich betriebene Aufwand, diese Zeitpunkte zu lokalisieren kann sich sehr rasch ne-
gativ auf die Performance auswirken.

Ein weiterer Kritikpunkt vieler Modelle stellt die synchrone Auswertung der Zusténde
nach jedem Zeitschritt dar. Das im Kapitel 2.1 vorgestellte Verfahren wird uns zeigen,
dass Auswertungen auch asynchron erfolgen kénnen. Man koénnte sich dies auch so vor-
stellen, dass jeder Integrator mit seiner eigenen Schrittlinge arbeitet. Gerade in gréfleren
Modellen kann ein selbsténdig arbeitender Integrator wesentliche Vorteile in der Perfor-
mance schaffen.
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Im nachsten Abschnitt werden wir die Idee eines nicht zeitorientierten Verfahrens ken-
nenlernen.

1.2 Motivation

Betrachten wir zunichst eine gewohnlichen DGL. Dafiir sei G C R™™! ein Gebiet,
(to, o) € G, die Funktion f € C(G,R") und o € R™. Sei nun x(t) die Losung des
Anfangswertproblems

(t) = f(t, (1)),
Q?(to) = Xg.

Dieses kontinuierliche System wollen wir jetzt numerisch 16sen und zwar nicht mit Hilfe
eines zeitorientierten Verfahrens. Wir gehen deshalb von einem System aus, in dem die
Zeitachse kontinuierlich belassen wird, dafiir aber die Zustidnde diskretisiert werden.
Mit diesem Tausch bekommt das System eine neue Orientierung. Formuliert man dieses
Problem in eine Frage, so wollen wir zukiinftig nicht mehr wissen:

e _Welchen Zustand nimmt das System nach einem bestimmten Zeitschritt an?“
sondern:

o Wieviel Zeit muss vergehen, damit das System einen bestimmten Zustand an-
nimmt?*

Ein Zustandswechsel ist somit ein Ereignis fiir unser zukiinftiges System, weshalb wir es
auch als ein ereignisorientiertes System bezeichnen werden. Auswertungen werden somit
nur bei Ereignissen durchgefiihrt.

Zur Veranschaulichung dient uns folgendes Beispiel.

Beispiel 1.2.1. Gegeben sei eine gewchnliche Differentialgleichung;:

z(t) = —x(t) + 3
z(0) =0

Wir wollen dieses System in seinem Zustand diskretisieren und machen dies mit ¢(t) =
|xz(t)] (x(t) wird ganzzahlig abgerundet). Dadurch erhalten wir ein neues, ein quanti-
siertes System:

(1.1)
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Die GroBe z(t) stellt nun die Losung des Systems (1.1) dar. Dieses quantisierte System
kann mit dem in Abschnitt 2.2 vorgestelltem DEVS-Formalismus beschrieben werden
und anschlieend mit diskreten Simulationsverfahren exakt gelost werden. In diesem
Fall ist das System (1.1) aber nicht allzu schwer zu l6sen, weshalb wir es auch manuell
nachrechnen konnen:

= q(0) =0
2(0) = 3 = der néchste Zustand wird bei t = 1/3 erreicht: ¢(1/3) =1
#(1/3) = —1+3=2= q(1/2+1/3) = q(5/6) = 2
#(5/6) = —2+3=1= q(1+5/6) =3
#(11/6) = =3+ 3 =0= q(At + 11/6) = 3, fir jedes At >0

-
3.5¢ —X(t)

2.5¢

15¢

0.5/ 1

Abbildung 1.1: Losung x(t) des quantisierten Systems (1.1)

Diese einfache Methode aus dem obigen Beispiel, nur den Zustand x(¢) abzurunden,
funktioniert nicht in jedem System. In vielen Fillen kann dies zu unendlich vielen Aus-
wertungen in einem beschréankten Zeitintervall fithren, sodass diese Systeme fiir diskrete
Simulationsverfahren nicht legitim sind. Folgendes Beispiel demonstriert dieses Problem.

Beispiel 1.2.2. Das System (1.1) des vorangegangenen Beispiels wird hier geringfiigig
gedndert:

&(t) = —q(t) +5/2 (1.2)

Die Losung dieses Systems ist

#(2/5) = —1+5/2=3/2 = q(2/3 + 2/5) = q(1+1/15) =2

= q(0) =0
()—5/2:5q( /5) =

(2/
B(1+1/15) = —2+5/2=1/2 = ¢(3+1/15) =3
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Das heift, des System (1.1) nimmt im Zeitpunkt £ = 3+ 1/15 den Zustand 3 an. Es gilt
q(t) = 2(t) = 3. Werten wir nun die Funktion #(¢) an £ = 3 + 1/15 aus, so kommt es zu
einem Vorzeichenwechsel bei #(t). Da x(f) = 3, bedeutet das fiir die Abrundungsfunktion
q(t), dass sie im gleichem Augenblick den Wert von 3 auf 2 revidieren muss, hingegen der
Wert von z(#) unverdndert bleibt. Dies ist nun der Ausléser fiir eine endlose Oszillation
zwischen den Werten ¢(t) = 2 und ¢(¢) = 3 im Zeitpunkt . Dieses System hat sich leider
festgelaufen.

- - q®
35 ——x(1)

2.5r |
|

157 :
|

0.5¢

Abbildung 1.2: Losung des quantisierten Systems (1.2)

1.3 Aufgabenstellung

Die Losung des Problems aus dem vorangegangenen Beispiel liegt im Quantized State
System (kurz: QSS), welches wir im Kapitel 2.1 kennenlernen. Mithilfe dieser Ubersetzung
kénnen wir ein kontinuierliches System in ein quantisiertes umwandeln und anschliefend
mit einem diskreten Simulationsverfahren lésen.

Ein Teilbereich dieser Arbeit befasst sich mit der Implementierung des quantisierten
Integrators, basierend auf dem QSS-Formalismus, in Simulink. Diese Implementierung,
die im Wesentlichen aus den Blocken der SimEvents Bibliothek besteht, ist fiir kon-
tinuierliche Systeme einsetzbar. Im Kapitel 4 wird die Funktionsweise des Integrators
beschrieben.

Dieser QSS-Integrator wird anhand von Modellen getestet (siche Kapitel 5). Anschlie-
Bend werden die daraus resultierenden Losungen und die dafiir benotigten Ressourcen
des QSS-Verfahrens mit denen der zeitdiskreten Losern gegeniibergestellt.

Weiters wird im Kapitel 3 der Fehleranalyse und Stabilitdt des QSS-Formalismus ein
theoretischer Abschnitt gewidmet. Die wichtigsten Aspekte, die wir dort diskutieren,
sind Genauigkeit und Effizienz dieses Verfahrens.



Kapitel 2
Zustandsdiskrete Simulation

2.1 Quantized State System (QSS)

Die Definitionen und Sétze in diesem Textabschnitt sind aus der Arbeit von Ernesto Kof-
man und Sergio Junco [1] entnommen. Wir lernen hier ein Methode kennen, die ein kon-
tinuierliches in ein ereignisorientiertes System zu wandeln ermdéglicht und gleichzeitig ga-
rantiert keine unendlich schnellen Oszillationen im Zustand zu haben. Der Schliissel dafiir
besteht in einer neue Quantisierungsfunktion, welche gewisse Zustandswechsel verzogert.

Definition 2.1.1 (hysteretische Quantisierungsfunktion). Sei @ = {Qq, Q1, @2, ..., Q. },
wobel Qo < Q1 <--- < Q,und Q; € R fiir 0 < i < r. Sei €2 eine Menge von stiickweise
linearen Trajektorien, x € Q und b :  — Q eine Abbildung: z — b(z) = ¢. Erfiillt die
Trajetorie ¢ nun die Bedingung

Qn fallst =t
glt) = { G ) = Qe Aall )= QA T (2.10)
Qi1 fallsz(t) =Qi—€e AN q(t7)=0Q; N i>0

q(t~) sonst

und
0 falls x(t5) < Qo

m=<r fallsz(t) > Q, : (2.1b)
g falls Qj < ZL’(t()) < Qj—i—l

so ist b die hysteretische Quantisierungsfunktion.



Kapitel 2 Zustandsdiskrete Simulation

Qo und @), geben dabei den minimal bzw. maximal moglichen Zustand und e die Hystere-
sebreite an. Wiirden wir von einer einheitlichen Gréfie des Quantums ausgehen, das heifit
AQ = Q; — Q;_ fiir alle 1 < ¢ < r, so hiitte die hysteretische Quantisierungsfunktion
die Gestalt, wie sie in Abb. 2.1 dargestellt ist.

q(t)
Qo

Qo

Qo Q, x()
Abbildung 2.1: hysteretische Quantisierungsfunktion

Definition 2.1.2 (Quantized State System). Betrachten wir ein kontinuierliches System
in der Zustandsraumdarstellung

und transformieren dieses mit Hilfe der oben definierten hysteretischen Quantisierungs-
funktion in

@(t) = f(q(t), u(t)), (2.2)

so ist dieses das Quantized State System. In diesem System kann jede Komponente ihre
eigene Zustandsmenge verwenden.

Abb. 2.2 zeigt das Blockdiagramm des Systems (2.2).

Pl

M e

Abbildung 2.2: Blockdiagramm des Quantized State Systems
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In diesem Diagramm sehen wir die stationdre Funktion f(q(t),w(t)) und die quantisier-
ten Integratoren. Die Ableitung von «(t) wird hier als d, bezeichnet. Spéter werden wir
sehen, dass der Zustand des quantisierten Integrators nur bei Ein- und Ausgangsereig-
nissen aktualisiert wird.

In allen zukiinftigen Beispielen werden wir mit der Variablen ¢(¢) (oder g,(t)) immer
den quantisierten Zustand von z(t) beschreiben.

Grundsatzliche Eigenschaften des QSS-Verfahrens

Wir mochten hier genauer diskutieren ob das System (2.2) alle Voraussetzungen mit-
bringt, immer ein legitimes Modell fiir diskrete Simulationsverfahren zu beschreiben.
Dabei spielt der nichste Satz eine entscheidende Rolle.

Satz 2.1.3. Sei ein QSS-System gegeben wie (2.2), [ stetig und beschrdankt in einem
beschrankten Gebiet und die Eingangsvariable u(t) beschrinkt und stickweise konstant,
dann sind auch die Trajektorien von q(t) stickweise konstant.

Beweis. Sei q(t) € R" und ¢;(t) der j-te Eintrag von q(t). Aus der Defintion von b(z)
(2.1) folgt einerseits

QOJ' S QJ(t> S QTJ'7 vj

und andererseits ||q(t)|| < oo (@, steht fiir den j-ten Eintrag des i-ten Zustandes).
Aus der Beschrinktheit von f folgt, dass ein M € RT existiert mit

— M < i(t) < M. (2.3a)

Nach der Integration beider Seiten

t

t t
—Mdt < /g‘cj(t)dt < [ Mdt

M) 1) — (1) < Mt 1) (2:30)

xj(to) — M(t — to) zi(t) < wj(te) + M(t - to)

sehen wir, dass die Trajektorien von z;(t) stetig und beschriankt bleiben. Gehen wir
davon aus, dass x;(t) = ¢;(t) = Q;;, dann folgt aus (2.1) und (2.3a), dass

fiir jedes
min (Qi1; — Qi €)
At < Atyin = —— .
- M
Mit At,,;, haben wir also ein Zeitintervall gefunden, welches mindestens durchlaufen
werden muss, damit ¢;(¢) einen zweiten Wert annehmen kann. O
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Jetzt wissen wir:
e ¢(t) hat stiickweise konstante Ausgangstrajektorien.
Daraus folgen direkt die Eigenschaften der anderen Grofien:
e d.(t) hat stiickweise konstante Trajektorien.
e x(t) hat stetige und stiickweise lineare Trajektorien.

q(t) und d,(t) zeigen uns, dass das QSS-Verfahren stiickweise konstante Eingangs- und
Ausgangsgrofien hat. Es ldsst sich also mit einem diskreten Simulationsverfahren simu-
lieren.

2.2 Discrete Event System Specification (DEVS)

Der DEVS-Formalismus wurde von Bernard Zeigler [2] im Jahr 1976 vorgestellt. In dieser
Arbeit werden wir nur die einfachste Variante, das Atomare DEVS-Modell kennenlernen.

Definition 2.2.1 (atomares DEVS-Modell). Ein atomares DEVS-Modell ist ein Tupel
folgender Form:
M= <X7 Y, Sa ta, 6int; 5627t7 /\>

Dabei gilt:

e X ist die Menge der Eingangsereignisse.

Y ist die Menge der Ausgangsereignisse.

S ist die Menge der (aufeinanderfolgenden) Zustéande.
e ta:S — Ry U{+o0} ist jene Funktion, welche die Laufzeit des Zustandes vorgibt.

® i o S — S ist die interne Transitionsfunktion (oder interne Zustandsiibergangs-
funktion), welche bei einem Ausgangsereignis ausgefiithrt wird. Sie gibt jenen Zu-
stand vor, den das Modell nach Ablauf von ta(s) einnimmt.

® Oyt @ S X ]Ra“ x X — S ist die externe Transitionsfunktion (oder externe Zu-
standsiibergangsfunktion). Sie wird fiir jedes Eingangsereignis benotigt. deq (S, te, )
ist neben dem neuen Eingangssignal z, auch vom derzeitigen Zustand s und von
der Zeit t., die seit dem letzten Ereignis vergangen ist, abhéngig.

e \: S — Y ist die Ausgangsfunktion. Ist die Laufzeit des Zustandes erreicht, so
setzt diese Funktion das entsprechende Ausgangsereignis.
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Um sich ein besseres Bild der Funktionsweise dieses Formalismus machen zu koénnen,
sehen wir uns nun ein Beispiel an.

Beispiel 2.2.2. Gegeben sei folgendes DEVS-Modell:
X - Y = S - No

oo fallss=0
ta(s) = q ,

S sonst
dint(s) =s—1
Oext(S,te,x) = + 2
As)=2-s

Wir nehmen an, dass es am Eingang X zu 2 Ereignissen
z(0)=0 und z(2)=1

kommt. Da bereits zu Beginn ¢ = 0 ein Eingangsereignis vorliegt und 9.,; unabhéngig
vom Zustand ist, ist die Angabe eines Anfangswertes sy = s(0) iiberfliissig. Abb. 2.3
zeigt das Verhalten dieses Modells.

¢ Eingangsereignis [ ¢ O

Ausgangsereignis ext
5t e < 5r —— Zustand s

int

Abbildung 2.3: Verhalten des DEVS-Modells

Dieses Modell ist so konstruiert, dass es beim letzten Eingangsereignis x = n nach
n + 2 internen Zustandswechseln die Ruhelage s = 0 einnimmt, da ta(0) = oco. Fiir den
Ausgang bedeutet dies, dass der Wert y = 2 das kleinst mogliche Ereignis ist.

Jetzt kennen wir die Funktionsweise des DEVS-Formalismus und konnen ihn nun auf
unser urspriingliches Problem anwenden.



Kapitel 2 Zustandsdiskrete Simulation

2.3 Umsetzung des QSS-Verfahrens in den
DEVS-Formalismus

Prinzipiell gibt es einige Moglichkeiten, ein QSS-System als ein DEVS-Modell zu be-
schreiben. Aufgrund der asynchronen Arbeitsweise ist es oft effizienter, fiir jedes Subsys-
tem einen eigenen quantisierten Integrator zu verwenden und diesen mithilfe der Ein-
und Ausgangsgréfien zu einem gekoppelten DEVS-Modell zu verkniipfen. Wir kénnen
diesen Integrator des QSS-Verfahrens wie in Abb. 2.2 als Blockdiagramm dargestellt, als
ein atomares DEVS-Modell beschreiben.

Wir betrachten also nur eine Komponente des QSS-Systems. Jede Anderung von ¢(t)
definiert somit ein Ausgangsereignis im DEVS-Modell und jede Anderung von d,(t)
ein Eingangsereignis. Der stiickweise lineare Zustand z(t) stellt im DEVS-Modell den
Zustand s; dar, welcher nur im Zeitpunkt eines Ereignisses aktualisiert werden muss.
Ernesto Kofman und Sergio Junco [1] definieren das atomare DEVS-Modell des QSS-
Systems wie folgt:

M; = (X,Y, S, ta, dint, Ocxt, \) (2.4a)
wobei:
X=Y=R
S=R*xZ xR, U{+occ}, mitsecSunds=(z,d,,i,0)
ta(s) =
Sint(5) = (w+a dy, dy, i+ sgn(dy), o) (2.4b)
Oeat(5,ter do) = (T + te - dy, doy i, 0)
A(8) = Qitsgn(da)

Die interne Transitionsfunktion d;,; wird also bei jedem neuen Ausgangsereignis (= Zu-
standsdnderung) ausgefiihrt. Die Variable aAlx, so wie d,, beschreiben die Ableitung des
Zustandes am Integratoreingang. Kommt es zu einem Eingangsereignis, so wird die ex-
terne Transitionsfunktion d.,, ausgefiihrt, fiir welche CZI den aktuellen und d, den vorigen
Wert der Ableitung angeben. Die benétigten Zeiten oy und o5 fiir einen Zustandswechsel
von ¢(t) werden dabei wie folgt berechnet:

Quta(o+ode) falls d, > 0

oy = { @) g g, < (2.4¢)
00 falls d, = 0
Qe —(wtleds)  falls d, > 0

oy = <+t5|i;——|<@—> falls d, < 0 (2.4d)
00 falls d, =0

10
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Eigenschaften des QSS-Verfahrens

Wie man ein kontinuierliches in ein ereignisorientiertes System umformen kann, zeigt
Kapitel 2. Am Beginn einer Simulation besteht die Moglichkeit zu wéhlen, ob die Zeit
oder der Zustand diskretisiert wird. Das QSS-System geht zwar sehr effizient mit Ereig-
nissen um, kann jedoch bei glatten Losungen zumeist nicht mit einem zeitorientierten
Verfahren mithalten. Man denke z.B. an die Verfahren héherer Ordnung mit adapti-
ver Schrittweitensteuerung. Mochte man auf die Vorteile der zeitorientierten Verfahren
nicht verzichten und trotzdem an den Ereignissen interessiert sein, so konnte folgende
Methode von Interesse sein.

Henon-Methode

Die Methode von Michel Hénon [3] ermdglicht mit einem beliebigen zeitorientierten Ver-
fahren die Losung einer DGL zu finden. Wurde bei einem Integrationsschritt ein Ereignis
(z.B. eine Nullstelle) verpasst, so wie es iiblicherweise bei einem zeitorientierten Verfah-
ren vorkommt, so wird hier das Ereignis nicht durch iteratives Anndhern lokalisiert. Die
Henon-Methode wandelt stattdessen das zeitorientierte System in ein ereignisorientiertes
um. Die Differenz des Zustandes zum verpassten Ereignis stellt somit einen Integrati-
onsschritt dar, in dem der Konsistenzfehler gleicher Ordnung wie der im zeitorientierten
Fall ist. Anschlieffend wechselt man zuriick in das urspriingliche System und orientiert
sich wieder nach der Zeit. Der grundsétzliche Vorgang dieser Methode wird anhand fol-
genden Beispiels gezeigt:

11
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Gegeben sei ein autonomes DGL-System:

dx
d_tl = f1<$1, ce ,]}N)
: (3.1a)
dx
= Il e

Fiir dieses Bsp. betrachten wir zunéchst die Ereignisfunktion S(x) = xy — a, wobei a
eine Konstante ist. Die Frage lautet nun, in welchem Zeitpunkt ¢ ist S(z) = 0. Dazu
wird die DGL (3.1a) so lange integriert, bis es zu einem Vorzeichenwechsel bei S(x)
kommt, diesen Wert bezeichnen wir im Folgenden mit S. Da « eine von t abhéngige
GroBe im System (3.1a) beschreibt, muss dieses umgewandelt werden. Dazu dividieren
wir die (N — 1)-ten Gleichungen durch die N-te Gleichung und invertieren die N-te
Gleichung dieses Systems:

dr _ h
dry B In
dry-1 SN-1 (3.1b)
R
dt 1
dey — fw

Dieses System wird nun entweder an dem Zeitpunkt vor bzw. nach dem Erkennen des
Ereignisses gelost. Je nach Festlegung miissen die entsprechenden Anfangswerte (fiir
diesen Zeitpunkt berechneten Zustidnde) gewéhlt werden. Der Wert der Ereignisfunk-
tion an dem entsprechenden Zeitpunkt dient als Schrittweite fiir das neue System, so
ist z.B. Az = —S jene Schrittweite, falls wir vom zuletzt berechneten Wert ausgehen.
Nach diesem Integrationsschritt wechselt man wieder in das urspriingliche System (3.1a).

Mit der Henon-Methode ist es also moglich, die Orientierung bei auftretenden Ereig-
nissen kurzzeitig zu dndern. Man sollte damit rechnen, dass diese Methode nicht in
jeder Situation funktioniert, z.B. wenn der Zeitpunkt der Transformation im Verhéltnis
zur Kriimmung der Losungskurve noch zu weit vom Ereigniszeitpunkt weg ist. Ein wei-
terer Unterschied zum QSS-Verfahren besteht darin, dass die direkte Erkennung der
Ereignisse nicht gegeben ist, da die Henon-Methode immer erst nach dem Verpassen in
die Ereignisorientierung wechselt. Zuséatzlich muss noch erwédhnt werden, dass es sich
bei der Henon-Methode, im Gegensatz zum QSS-Verfahren, um ein synchrones Verfah-
ren handelt. Welches der beiden Verfahren schlussendlich effizienter arbeitet, ist von der
Héaufigkeit der auftretenden Ereignisse abhingig.

Nun werden wir auf die wesentlichen Eigenschaften des QSS-Verfahrens eingehen.

12
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3.1 Stabilitat und Konvergenz

Das QSS-Verfahren behélt einige Eigenschaften des kontinuierlichen Systems bei, um ei-
ne gute Qualitét der numerischen Losung zu garantieren [1]. In diesem Abschnitt werden
wir die Stabilitdt und Konvergenz des QSS-System genauer diskutieren. Um beginnen
zu konnen, miissen wir noch folgenden Begriff einfiihren.

Definition 3.1.1. Betrachten wir ein System, welches gegeben ist durch die Differenti-
algleichung

&= f(x(t)),
so spricht man von einer Ruhelage & (auch Gleichgewicht oder Fixpunkt), falls fiir alle
t gilt: f(&) =0.

Eine wichtige Eigenschaft des Quantized State Systems ist, dass Ruhelagen des origina-
len Systems erhalten bleiben.

Satz 3.1.2 (Erhaltung der Ruhelage [1]). Sei ein kontinuierliches System ohne Ein-
gangssignal (3.2a) und das dementsprechende QSS-System (3.2b) gegeben

&(t) = f(z(t)), (3.2a)
&(t) = f(q(t)), (3.2b)

dann ist * = & genau dann eine Ruhelage von (3.2a), falls ¢ = & eine Ruhelage von

(3.2b) ist.

Dieser Satz gilt ebenso fiir Systeme mit konstanter Eingangsvariable w. Dieser Satz sagt
nichts dariiber aus, dass das quantisierte System dadurch automatisch eine Ruhelage
hat (womdglich ist & ¢ Q, wobei Q die Menge aller Zusténde ist, welche q(t) annehmen
kann).

Nun koénnen wir folgenden Stabilitdtsbegriff definieren.

Definition 3.1.3. Sei & eine Ruhelage einer gewohnlichen Differentialgleichung &(t) =
f(x(t)), soist &

e stabil (im Sinne von Ljapunow), falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass V¢ >
0 und fiir alle Trajektorien @(¢) mit ||x(0) — &|| < J, die Ungleichung ||z (t) — &| <
e erfiillt ist,

o asymptotisch stabil, falls & stabil ist und die Trajektorien gleichméfBig gegen die
Ruhelage konvergieren: tlim |lx(t) — 2| = 0.
—00
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Um zu zeigen, dass eine Ruhelage eines dynamisches Systems asymptotisch stabil ist,
wird die Existenz einer zugehorigen Ljapunow-Funktion bewiesen, welche hier nicht wei-
ter beschrieben wird. Die Definition kann bei Rolf Unbehauen [4] nachgelesen werden.
Bevor wir uns mit der Stabilitdt des QSS-Systems beschéftigen, sei noch erwéhnt, dass
dieses System nicht asymptotisch stabil sein kann, solange die Ruhelage & ¢ Q.

Falls das kontinuierliche System (3.2a) eine asymptotisch stabile Ruhelage & hat (u.a.
existiert dann eine Ljapunow-Funktion), dann stellt der nichste Satz sicher, dass fiir eine
beliebige Umgebung D, mit & € D, eine Quantisierung gefunden werden kann, sodass
die Losung von (3.2b) in dieser Umgebung bleibt. Anwendungen werden zeigen (Abb.
3.2 im Beispiel 3.3.1), dass die Losungskurve des QSS-Systems um den Ruhepunkt oszil-
liert, aber beschréinkt bleibt. Die Abweichung zur exakten Losung héngt dann von der
gewahlten Quantisierung ab.

Satz 3.1.4 (Stabilitdt des QSS-Verfahrens [1]). Es sei ein kontinuierliches System wie
in (3.2a) gegeben und zusdtzlich sei f(x(t)) stetig differenzierbar. Weiters sei das System
in der Ruhelage & = 0 asymptotisch stabil und D eine offene Umgebung von & in der
die zeitliche Ableitung der entsprechenden Ljapunov-Funktion V(x) negativ definit ist.
Zusdtzlich betrachtet man eine weitere Umgebung D1 C D, welche durch die Niveaulinie
zum Niveau Vi beschrinkt ist, d.h. D1 = {x € D|V(x) < Vi}.

Dann findet man zu einer beliebigen offenen Umgebung Dy C Dy, die durch ein Niveauli-
nie zum Niveau Vo < Vi beschrdnkt ist, eine geeignete Quantisierung, dessen Trajektorie
in Dy startet und in das Innere von Dy konvergiert.

Beweis. Definieren wir uns eine neue Variable Ax(t) = q(t) — x(t) und setzten dies in
(3.2b) ein, so erhalten wir
z(t) = f((x(t) + Ax(t)). (3.3a)

Betrachten wir die Umgebung D3 = D \ Dy, so folgt aus der negativen Definitheit von
V(x), dass ein s > 0 existiert mit:

V(z) < —s, Va(t) € Ds

Nun definieren wir die neuen Funktionen

a(x, Azx) = (VV(x), f(x + Ax)), (3.3b)
ay(Ax) = mSél[I)) alx, Ax), (3.3¢)

welche in Az (t) stetig sind und folgende Beziehungen erfiillen:

a(0) = sup a(z, 0) = sup (VV(x), f(x)) = sup V(x) < —s (3.3d)

xED3 x€D3 xeD3
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Fiir eine Zahl sy : 0 < 51 < s kann jetzt eine positive Zahl r gefunden werden mit
|Az| < r, (3.3¢e)

sodass
ay(Ax) < —s;. (3.3f)

Sei x(t) eine Losung des Systems (3.3a) mit dem Anfangswert (0) = o € D3 und
wurde eine Quantisierung gewahlt, wie es (3.3e) vorschreibt, dann folgt

3a).3. 3.3f)
V(). &) CIB Ay O3 (3.32)

Solange x(t) € Ds, ist die obige Bedingung erfiillt. Bei der Integration der linken und
rechten Seite bekommen wir folgende Ungleichung;:

(VV(@), &) < s

V(CE) < =5

t t
/V(m)dt<—/ sydt
0 0

V(z(t)) — V(xo) < —s1 -1
V(x(t)) < V(xo) —s1-t

Wir sehen, dass V(x(t)) (ausgewertet entlang der Losung x(t)) durch eine streng mo-
noton fallende Funktion beschréinkt ist. Da auflerdem V(xo) < Vi (V] ist das Niveau,
welches D; einschriankt), wird die Trajektorie von @(t) die Umgebung D; nicht mehr
verlassen.

Mithilfe von V5 (Niveau, welches Dy einschrénkt) konnen wir die benotigte Zeit ¢y fest-
stellen, wann die Trajektorie Dy erreicht:

‘/2 — V(mo) < —81- tg
Sty < V(CE()) — ‘/2
V(CBO) — ‘/2

51

ty <

Der Einfachheit halber wollen wir nun ein Quantum A() betrachten, das einheitlich und
in allen Komponenten von x(t) € R" gleich grof ist. Selbiges wollen wir auch fiir die
Hysteresebreite e fordern. Da jede Komponente von Ax(t) kleiner sein muss als das
Maximum von AQ und ¢, wird die Bedingung (3.3e) wie folgt erreicht:

|Az(t)]] < vn - max(AQ, €)

max(AQ, €) < %
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Dieser Satz gilt ebenso fiir Systeme, die ihre Ruhelage & nicht im Ursprung oder einen
konstanten Eingang w(t) haben.

Der néchste Satz beschéftigt sich mit der Konvergenz des QSS-Systems.

Satz 3.1.5 (Konvergenz des QSS-Verfahrens [1]). Betrachten wir ein kontinuierliches
System wie (3.2a) und das zugehirige QSS-System (3.2b). Sei D eine (beschrinkte)
Umgebung

D = {m = (.Il, ,l’n) | on < T < er}

auf welcher die Funktion f(x) lipschitzstetig ist. Haben wir zu einem Anfangswert x(0) =
xo eine Losung ¢(t) des kontinuierlichen Systems vorliegen, mit ¢(t) € Dy C D. Sei
¢q(t) die Losung des QSS-Verfahrens mit dem gleichen Anfangswert q(0) = xq, so
konvergiert ¢g(t) — @(t), falls max(Q;—1;, — Qy;, €) — 0.

Der Beweis dieses Satzes haben Ernesto Kofman und Sergio Junco [1] erbracht. Ge-
nauso wie in den vorigen Sétzen lasst sich dieser fiir Systeme & = f(x,u) mit einer
Eingangsvariable w(t) erweitern. Die Funktion f(x,u) muss dann in beiden Variablen
x und w lokal lipschitzstetig sein. Wir wissen jetzt, dass die Losung des quantisierten
Systems (3.2b) gegen die Losung des kontinuierlichen Systems (3.2a) konvergiert, falls
das maximale Quantum A und die Hysteresebreite € hinreichend klein gewéhlt werden.

3.2 Fehleranalyse

Aus dem vorangegangenen Abschnitt ist ersichtlich, dass der Fehler des QSS-Verfahrens
von der Wahl der Quantisierung abhéngt. Auf diesen Zusammenhang zwischen dem Si-
mulationsfehler und der Quantisierung gehen wir ndher ein, betrachten allerdings nur
lineare zeitinvariante Systeme (kurz: LZI-Systeme), die eine wichtige Rolle in der Sys-
temtheorie einnehmen. Fiir diese Systeme fordern wir aulerdem, dass sie asymptotisch
stabil [5] sind. Folgender Satz inklusive Beweis stammt von Frangois E. Cellier und
Ernesto Kofman [6].

Satz 3.2.1. Sei x,4(t) die (analytische) Losung des LZI-Systems
To(t) = A-xo(t) + B - u(t), (3.4a)

in welchem die Matriz A diagonalisierbar ist, A = V-A-V ' und das Hurwitzkriterium!
erfillt. Sei x(t) die Losung des entsprechenden QSS-Systems

@(t) = A-q(t) + B -u(t), (3.4b)

IErfiillt A dieses Kriterium, so besitzt sie nur Eigenwerte mit negativen Realteil und gewihrleistet
dadurch die asymptotische Stabilitét des Systems (nachzulesen in Rolf Unbehauen [4]).
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welche vom selben Anfangswert startet wie xq4(t). Dann ist der mazimale Fehler be-
schrinkt durch:

lx(t) — xa(t)| X |V - }Re{A}_1 -A‘ : |V’1| -AQ (3.4c)

Der Betrag |.| wird dabei komponentenweise angewendet. Fiir eine Matrix M heifit das,
dass in |M| fiir jeden Eintrag m;; € C der Betrag gebildet wird. Fiir die Vergleichs-
operation < fiir zwei Vektoren a, b € R gilt: a < b<=q; < b; fiir 1 <7 < n.

Beweis. Betrachten wir die Losung @ (t) des quantisierten Systems (3.4b), dann lésst sich
dieses auch anschreiben als:

z(t)=A-[z(t) + Az(t)] + B - u(t) (3.5a)

Wir definieren den Fehler nun mit e(t) = x(t) — x4 (t). Wenn wir die Gleichung (3.4a)
von (3.5a) subtrahieren erhalten wir

é(t)=A-le(t) + Ax(t)]. (3.5b)
Zunachst betrachten wir wieder den eindimensionalen Fall:
é(t) =a- [e(t) + Ax(t)] (3.5¢)

Seien alle vorkommenden Grofien e(t), a und Az(t) aus C. Aufgrund des asymptotisch
stabilen Systems gilt Re{a} < 0. Wir kénnen auBerdem eine positive Zahl w finden,
sodass |Az| < w (w héngt von der gewdhlten Quantisierung ab). Driicken wir den
Fehler in Polarkoordinaten aus

und setzen diesen Fehler in die Gleichung (3.5¢) ein, so erhalten wir:
(1) - 0 4 plt) - €O i 0(t) = a- [p(1) - O + Aa()]
Eine Division beider Seiten durch ¢?® fiihrt zu
pE) +p(t) - i-0(t) = a- [p(t) + Az(t) - e D]
Betrachten wir davon nur den Realteil, dann gilt:
p(t) = Re{a} - p(t) + Re {a - Az(t) - e_w(t)}

< Re{a} - p(t) + [a] - |Az(t)]

< Refa} + |o(0) + Lot o]
a | w]

= Re{a} - {p@ - ‘Re{a}
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Da die Losungen den selben Anfangswert haben, ist der Fehler zu Beginn gleich 0. Da
p(t) = |e(t)], gilt insbesonders p(0) = 0 und da auBerdem Re{a} < 0, muss in jedem

Zeitpunkt gelten, dass

)] = 0l0) < |

Falls p(t) diese Schranke erreicht, wiirde p(t) negativ werden und demnach p(t) wieder
fallen.

Gehen wir nun vom allgemeinen, mehrdimensionalen Fall aus und beschrénken uns
zunéchst darauf, dass die Matrix A aus der Gleichung (3.50) eine Diagonalmatrix ist,
deren Eintrige a;;, Re{a;;} < 0 erfiillen. Dadurch kénnen wir den vorigen, eindimensio-
nalen Fall fiir jede Komponente anwenden. Machen wir die Einschrankung

- w.

Ax(t) = w,
dann gilt auch hier fiir den Fehler:
e(t) = [Re{A} " A| - w (3.5d)

Sei die Matrix A aus der Gleichung (3.5b) zwar keine Diagonalmatrix, aber zumindest
diagonalisierbar und erfiille das Hurwitz-Kriterium, dann kénnen wir sie mit ihrer dia-
gonalen Eigenwertmatrix A (und der Eigenvektormatrix V') darstellen:

A=V A V! (3.5¢)

Betrachten wir unser QSS-System (3.5a) und definieren AQ als jenen Vektor, welcher in
jeder Komponente das maximale Quantum bzw. die maximale Hysteresebreite enthélt,
so gilt

|Az(t)] = AQ.

Wir definieren nun eine neue Variable
z2(t) =V e(t).
Schreiben wir die Gleichung (3.5b) nun mit dieser neuen Variable an, so erhalten wir
e(t)y=V - -z2(t)=A- [V -z(t)+ Ax(t)].
Formen wir diese nach £(¢) um und setzen (3.5¢) ein, so ergibt dies
2t) =V 1 AV - 2(t) + Ax(t)]
=A-[z)+ V' Az()]. (3.5f)

Nun gilt zum einen

V7 Az(t)| = [V AQ

und zum anderen ist aufgrund der Vorausetzung die Matrix A eine Diagonalmatrix.
Damit hat die Gleichung (3.5f) die Gestalt von (3.5b) und es gilt die Ungleichung
(3.5d) auch hier:

2(0)] < [Re{A} - A]- [V AQ
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Die Multiplikation beider Seiten mit |V'| ergibt
eI 2 V- z()] = [V]- [Re{A}™ - A] - [V7'] - AQ,
sodass wir schlussendlich die Aussage des Satzes bewiesen haben:
[z(t) — za(t)] 2 |V]- |[Re{A} - A|- [V AQ

]

Auffallend ist, dass der maximale Fehler nur von der Matrix A und vom gewahlten
Quantum abhéngt und iiber die gesamte Simulationsdauer konstant bleibt. Es muss
noch erwidhnt werden, dass im QSS-Verfahren erster Ordnung die Anzahl der Schritte
linear mit der gewiinschten Genauigkeit wéchst.

3.3 Verhalten des QSS-Verfahrens bei steifen
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt gehen wir auf das Verhalten des QSS-Verfahrens bei steifen Proble-
men ein. Erwihnenswert ist, dass es sich bei diesem QSS-System nach wie vor um ein
explizites Verfahren handelt. Aus diesem Grund werden wir in diesem Abschnitt auch
keine impliziten Verfahren als Vergleich wahlen. Wir beginnen mit einem einfachen Bei-
spiel.

Beispiel 3.3.1. Gegeben sei folgende Differentialgleichung:

B(t) = Ma(t) —p),  xz(0)=1 (3.6)

Wiéhlen wir A = —100, so haben wir eine steife Differentialgleichung vorliegen. Zunéchst
betrachten wir p = 0. In Abb. 3.1 sehen wir die Losung des QSS-Verfahrens mit einem
gewihltem Quantum von 1, AQ = 1. Die Losung wird mit nur einem Zustandswechsel
erreicht.
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QSS: AQ=g=1
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Abbildung 3.1: Losung des QSS-Verfahrens fiir p = 0

Setzen wir nun im néchsten Schritt p = 0.1 und AQ = 0.2. Das hat zur Auswirkung,
dass das System keine Ruhelage & mehr besitzt.

| | |
2F | — QSS: AQ=¢=0.2
\ — - — - exp. Euler: Schrittweite=0.025

\ — — — analytische Ldsung
15r / I ‘ I

! | | [ |
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Abbildung 3.2: Vergleich der Oszillationen des QSS- und Eulerverfahrens
In Abb. 3.2 sehen wir einen Vergleich zwischen dem QSS-Verfahren und dem expliziten

Eulerverfahren. Beide Verfahren oszillieren um die Ruhelage & = 0.1. Dennoch ist das
Verhalten der Oszillationen unterschiedlich. Wahrend sich die numerische Losung des
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zeitorientierten Verfahrens bei dquidistanter Schrittweite immer mehr von der Losung
entfernt, bleibt der Fehler des QSS-Verfahrens beschrankt. In diesem Vergleich ist also

das QSS-Verfahren ganz klar dem zeitdiskreten vorzuziehen, da der Fehler durch |AQ)|
beschrankt ist.

Im néchsten Beispiel werden wir sehen, dass das QSS-Verfahren nur begrenzt fiir steife
Systeme einsetzbar ist. Eine hohere Steifigkeitsrate hat auch beim QSS-System negative
Auswirkungen in der Oszillation.

Beispiel 3.3.2. Hier betrachten wir eine Differentialgleichung

a1 (t) = (1),

B(t) = =107 - (w1(t) + 2a(t)) + p,
welche eine Steifigkeitsrate von x ~ 1000 hat. Im Allgemeinen spricht man von einem
steifen Problem, falls x > 1. Fiir das System & = A - x ist

max {|Re)\;| : Re\; < 0}
~ min {|Re\i| : Re); < 0}
wobei \; die Eigenwerte der Matrix A sind.
Fiir das obige System (3.7) betrachten wir das Anfangswertproblem x;(0) = 0, 22(0) =
10 mit der Konstanten p = 10*. Um diese DGL mit dem QSS-Verfahren zu lésen wihlen
wir ein Quantum von AQ = 1. Als Vergleich verwenden wir wieder ein zeitdiskreten

Verfahren, diesmal aber das Runge-Kutta-Verfahren von Dormand und Prince mit einer
relativen Toleranz von 1073,

(3.7)

10p

——— 10
! —— QSS: Anzahl d. Zustandswechsel = 10
- - —~RK45: Anz. d. verw. Gitterpkte. = 1510

a0, x,(0
a,0. %,(0)

—— QSS: Anzahl d. Zustandswechsel = 10
- - —RK45: Anz. d. verw. Gitterpkte. = 1510

0 1 2 3 4 5
t

Abbildung 3.3: Ergebnisse des QSS- und RK45-Verfahrens

In Abb. 3.3 sehen wir, dass das QSS-Verfahren trotz dieser Problemstellung ein er-
staunlich gutes Ergebnis liefert. Fiir die numerische Losung benétigt es deutlich weniger
Auswertungen als das RK45-Verfahren.

Allerdings stellt diese gute Losung des QSS-Verfahrens eine Ausnahme dar, weshalb wir
die DGL (3.7) geringfiigig &ndern, indem wir die Konstante p auf 9500 setzen.
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10p

——@QSS: Anz. d. Zustandswechsel = 2500
- - ~RK45: Anz. d. verw. Gitterpkte. = 1511
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—— QSS: Anzahl d. Zustandswechsel = 10 0r
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Abbildung 3.4: im rechten Bild hat die Losung des QSS-Verfahrens sehr schnelle
Oszillationen

Die Abb. 3.4 zeigt, dass die neue DGL fiir das QSS-Verfahren schwerer zu lésen ist.

Es sind nun Oszillationen entstanden, welche aufgrund der hohen Steifigkeitsrate sehr
schnell sind.

Zur Losung dieses Problems dient eine implizite Methode des QSS-Verfahrens. Gezeigt
wird die Funktionsweise des Verfahrens nach Frangois E. Cellier und Ernesto Kofman [6].

Backward Quantized State System (BQSS)

Die Idee des impliziten QSS-Verfahrens ist dem des Backward Eulerverfahrens (BE)
dghnlich. Falls wir den Zustand im néchstem Zeitpunkt t;,; kennen, so konnen wir f;
sauswerten“ und erhalten die notwendige Ableitung zum Zeitpunkt ¢5,:

Tipoy = [i( Qi1 Us1)

Im Gegensatz zum BE, in welchem f; nicht ausgewertet werden kann, sondern aufgelost
werden muss, ist dieser Vorgang beim BQSS nicht notig. Wir wissen, dass es fiir den
quantisierten Zustand ¢;, ,, nur zwei Moglichkeiten gibt, ¢;,, = ¢;, &= AQ. Dafiir muss
der Integrator beim BQSS in der Lage sein, die stationére Funktion f auszuwerten, da-
mit das Verhalten der Ableitung bekannt ist.

Ein weiterer Vorteil ist die lokale Behandlung des Problems. Das heifit, fiihrt ein Inte-
grator gerade einen Zustandswechsel durch, gilt es zu berechnen, welchen Zustand er

in Zukunft haben wird, wihrend die anderen Integratoren ihren Zustand unverédndert
belassen.
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Wir lernen nun eine Variante eines impliziten QSS-Verfahren kennen:

1.

Es kommt in diesem Augenblick in der i-ten Komponente zu einem Zustandswech-
sel, sodass ¢; = Q.

. Wir iiberpriifen, ob der néchste Zustand von ¢; = @ + AQ ist, indem wir ihn mit

t; = fi(g,u) auswerten und davon ausgehen, dass @; > 0.

. War die Annahme richtig, so kénnen wir die Zeit fiir den néichsten Zustandswechsel

o; berechnen.

Wir iiberpriifen, ob der néchste Zustand von ¢; = @ — AQ ist, indem wir ihn mit
t; = fi(g,u) auswerten und davon ausgehen, dass @; < 0.

. War die Annahme richtig, so kénnen wir ¢; berechnen.

. Waren beide Annahmen richtig oder beide falsch, so ist dies ein Indiz fiir eine

Oszillation dieses Zustandes, weshalb wir o; = oo setzen und auf das néchste
Eingangsereignis warten.

War hingegen genau eine Annahme richtig, so belassen wir das bereits berechnete
0;.
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Umsetzung des QSS-Verfahrens in
Simulink

4.1 SimEvents und Simulink

Der quantisierte Integrator des QSS-Verfahrens lédsst sich in der Simulationsumgebung
Simulink mithilfe der SimEvents-Bibliothek implementieren. Die Blocke aus dieser Bi-
bliothek arbeiten entweder mit ereignisbasierten Signalen oder mit sogenanten , En-
titaten“, die wir zukiinftig mit S bezeichnen werden.

In der Implementierung des Integrators gibt es zu jedem Zeitpunkt genau eine Entitét,
welche fiir den Integratorzustand verantwortlich ist. Bei jedem Eingangs- oder Aus-
gangsereignis wird somit eine neue Entitdt erzeugt, die den Zustand des Integrators
aktualisiert. Es sei erwahnt, dass eine Entitat S selbst keinen Wert annehmen kann. Es
ist aber mdglich, ihr verschiedene Attribute zuzuweisen. Diese Attribute erleichtern die
Umsetzung von Berechnungen, wie z.B. den Zustand z(t) oder die bendtigte Zeit bis
zum néchsten Zustandswechsel von ¢(¢). Wir kénnen also sagen, dass sich die Entitét
und ihre Attribute mit dem Zustand s des QSS-Integrators im atomaren DEVS-Modell
vergleichen lassen.

Um bei einem Ereignis eine Entitat erzeugen zu konnen, werden Entitdtsgeneratoren
verwendet. Fiir jede Aufgabe (Eingangsereignis, Ausgangsereignis, Intitialisierung und
Zuriicksetzen) wird ein eigener Generator benutzt.

Ein weiterer wichtiger Block in Simulink stellt der Single-Server dar, der so konfiguriert
werden kann, dass die Weiterleitung der Entitét fiir eine bestimmt Zeit verzégert wird.
Simulink nennt diese Zeit ,,Service-Time", welche den Zeitpunkt des néchsten Zustands-
wechsels beschreibt.
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4.2 QSS-Modell in Simulink

Der quantisierte Integrator ist in Simulink mit einem einheitlichen Quantum AQ und
einer fixen Hysteresebreite ¢ implementiert.

In diesem Abschnitt betrachten wir aus Griinden der einfacheren Darstellung nur den
quantisierten Zustand ¢(t), obwohl intern mit einem Index ¢ € Z gerechnet und erst fiir
das Ausgangssignal ¢ =i - AQ berechnet wird. Wir umgehen damit gréfere Rundungs-
fehler von ¢(t).

In Abb. 4.1 sehen wir einen Uberblick der Implementierung des QSS-Integrators in Si-
mulink. Bei den mit Farbe umrandeten Blocken handelt es sich um:

e Entitdtsgeneratoren und Anfangswerte (blau)
e Berechnung von z(t) und o (griin)

e Entitétsserver (rot)

e Berechnung von ¢(t) (gelb)

Diese Blécke nehmen eine wichtige Rolle in der Funktionsweise des Integrators ein, wes-
wegen wir sie noch genauer beschreiben werden. Wie die Subsysteme fiir die Berechungen
von x(t), o und ¢(t) aussehen ist im Anhang A.1 zu finden.

Entitdtsgeneratoren und Anfangswerte

Der Integrator besitzt insgesamt vier Entitédtsgeneratoren.

Einer der Generatoren erzeugt am Simulationsstart eine Entitéat Sy, die nur den Zweck
hat, das Modell zu initialisieren. Dementsprechend existiert diese Entitédt nur am Start
der Simulation. Zusétzlich sind im Integrator die Anfangswerte

2(0) = o,
0 = 2] - a0

gesetzt, um einerseits am Beginn das gesamte System zu initialisieren und andererseits
mit den Berechnungen im Integrator beginnen zu kénnen.

Kommt es zu einem Ausgangsereignis, d.h. am Ausgang wurde ¢(t) neu gesetzt, so er-
zeugt ein anderer Generator die Entitit S™¢.

Andert sich die Ableitung d,(t) am Eingang, iibernimmt dies wiederum ein anderer Ge-
nerator. Die so entstandene Entitit bezeichnen wir mit St

Falls wir den Integrator zuriicksetzen mdochten, wie im Beispiel 5.2.4, dann {ibernimmt
der vierte Generator diese Aufgabe. Die dadurch entstandene Entitdt S™° hat eine
dghnliche Aufgaben wie Sp.

25



yurnuag ut Sunserjuowaidu-g§t) (T Sunpriqqy

r———-
I

#d

For] |
GqD‘ I :ﬁ new q -
initial Value: qC | =r — o - -
bt il ous deke 1 g N oUT 1
previous dx ~ X N i T N
new i i P |
service time1j— mL ServiceTime Single Server -to |
State q Event Filter - signal I hold an entity
never executes the % IN oyr o INF |tiII the next transitior
r()% s[fgg;;'; o Entity Sink1 Get Attribute2 Entity Sink - T - -
= qo
==
= it 1
Logical ) 1
Operator 'E'T time X
previous dx |
1 |'L ! previous x |
. | |
Initial Value: xC'» ~ dx
_E|_r,i service time|
previous time I
' I
D (o)) Event Filter
© S Pl sttex
Clock  Timed to
Event Signal4
T = ==n time
Dt o I X
H—ive @, i - |
dx ouT \—» dx OUT, IN“OUT]
1| ext. Transition |l IN1:“"OUT BUT Hﬁ\lerviceTime +
| #dl—| IN2"™ — /=7 :
—ts @, | l Set Attribute1
I ouT| Path Combiner1 i(q0) time e X
. — 1 . . R dx—
I int. Transitior P L& ouT JIN ouTh IN2:SouT IN ouTh N ime
| Pt et [
©UT I | INOYT) IN IN3 . Single Server 3 - to avoid & OUT
| —— _ - Set Attribute3 Path Combinel  gtatistical relative to entity Got Attribute
- | Initializatior I FIWI—‘ E(ime
xneu | | x0 i—t i & ouT INOUT}
ve QUTh—1 L = =NouTh ﬁ\)j( Single Server 2 - to avoid
reset I Single Server - o avoid Set Attributes ~ Statistical relative to entity
Reset

Statistical relative to entity



Kapitel 4 Umsetzung des QSS-Verfahrens in Simulink

Die Entitédten werden mithilfe des ,,Path-Combiner“ zusammengefasst. In vielen Model-
len kann es passieren, dass zwei Generatoren eine Entitédt im selben Moment erzeugen.
Es kommt zu einer Blockade einer dieser Generatoren, da eine Entitéit jenen Weg neh-
men muss, der bereits von der anderen belegt ist. Um dieses Problem zu umgehen, kann
man den Generatoren Prioritdten zuweisen. Eine weitere Konfiguration ldsst zu, dass
im Falle einer Blockade Entitédten verworfen werden. Dies ermoglicht in der Simulink-
Implementierung eine kontrollierte Abwicklung der Entitéiten.

Berechnung von z,, und o,

Wir wissen nun, dass Entitdten immer nur durch Ereignisse erzeugt werden. Auch die
Berechnungen werden nur zu Zeitpunkten von Ereignissen durchgefiihrt. Im folgenden
bezeichnen wir die Entitét als S, mit fortlaufendem n € Ny (5,11 ist die auf S,, folgende
Entitét). Das hochgestellte int im Fall S/ dient nur als zusétzlicher Hinweis. Jedem
S, sind die Attribute Zeitpunkt der Entstehung t,, evakter Zustand x,, quantisierter
Zustand gy, Ableitung d, , und Dauer bis zum néchsten Zustandswechsel o, zugewiesen.
Diese Informationen dienen immer der darauffolgenden Entitét. Noch zu erwahnen ist,
dass in der Implementierung selbst nicht zwischen den Entititen S¢* und S unter-
schieden wird (dies wird noch im Abschnitt 4.3.3 dargestellt).

Das Attribut z,, wird durch

falls n =0
Tpo1+dyn_1 - (tn —tn—1) sonst

und o,, durch

0 falls n =0
1 d8Qtn folls >0 A dyp >0

Op = xn—(q gwll—d | (41b)
Dt falls n >0 A dyy <0
00 fallsn >0 A dx,nzo

berechnet.
Wurden der Entitéat S, alle Attribute zugewiesen, so kommt sie in den Entitatsserver.

Entitatsserver

In diesem Server verbleibt jede Entitéit S, genau o, lang. Da wir einen ,,Single-Server®
verwenden (d.h. es gibt Platz fiir nur eine Entitét), konnen wir diesen zusétzlich so
konfigurieren, dass S,, im Falle einer neu eintreffenden Entitét S, ; verworfen wird. In
dieser Situation handelt es sich ausschlieBlich um S¢%,, eine durch ein Eingangsereignis

erzeugte Entitét.

Berechnung von ¢,

Verbleibt die Entitdt S,, bis zum néchsten Zustandswechsel im Server (S, verldsst den
Server erst nach Ablauf von ), so wird der Ausgangszustand ¢,,+1 neu gesetzt. Ist diese
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Entitédt nicht jene, welche zur Initialisierung verwendet wird, so kommt es zu einem Zu-
standswechsel am Ausgang, d.h. ¢,11 = ¢, = AQ. Diese Anderung lésst sich formulieren
als

Qo falls n =0
In1 =\ ¢ +AQ fallsn>0 A dy, >0. (4.2)
g —AQ fallsn>0 A d,, <0

4.3 Weitere Anmerkungen zur Implementierung

Es ist von Interesse, eine moglichst hohe Kompatibilitit zwischen dem Integrator und
den Blocken in Simulink zu erreichen. Es gibt verschiedene Arten von Blocken, die einen
arbeiten mit zeit-, die anderen mit ereignisbasierten und manche mit beiden Signalen.
Da der implementierte QSS-Integrator Elemente aus der SimEvents-Bibliothek enthélt,
arbeitet dieser ausschlieBlich mit ereignisbasierten Signalen. Verwenden wir in einem
Modell nun auch Blocke, welche nur mit zeitbasierten Signalen arbeiten kénnen, so
miissen wir uns fiir diese eine Adaption iiberlegen.

4.3.1 Kommunikation zwischen ereignis- und zeitbasierten Blécken

Oft ist zielfithrend aus Blocken, die nur mit zeitbasierten Signalen arbeiten, ein ,, Atomic
Subsystem*® zu erzeugen (siehe Abb. 4.2). Existiert zu einem zeitbasierten Block auch
ein dquivalenter ereignisbasierter Block, ist es in dieser Situation effizienter diesen zu
verwenden.

dx x0=1 q _ /™

Q=01

A 4
A 4

Scope Scope

Qss Qss

0 In1 ¢
Out1

=0
Constant In2 ke 0

Switch

Vv

Subsystem Constant

Abbildung 4.2: Der ,,Switch“-Block kann mit ereignisbasierten Signalen nicht umgehen,
deshalb muss er in ein , Atomic Subsystem* gelegt werden

Eine andere Kommunikationsmoglichkeit bieten auch die ,,Gateway“-Blocke aus der
SimEvents-Bibliothek. Dabei besteht das Problem, dass Simulink beim Lésen eine alge-
braische Schleife hat. Dieses Problem kann man mit dem Einbau einer Verzogerung (z.B.
mit dem , Unitdelay“-Block am Integratorausgang) umgehen. Es sollte beriicksichtigt
werden, dass in jedem Integrationsschritt die stationdre Funktion mit dem vorherigen
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Zustand ausgewertet wird und es deshalb zu einem grofien Fehler kommen kann.

Um genau diesen Fehler gering zu halten, sei noch jene Methode erwihnt, die die sta-
tiondre Funktion bei jedem Ausgangsereignis doppelt ausfiihrt. Das heifit, wenn es bei
einem Integrator zu einem Zustandswechsel kommt, wird der Ausgangswert zwei Mal in-
nerhalb kurzer Zeit fiir das System gesetzt. Diese Zeit beschreibt, wie lange das System
mit dem vorigen und falschen Wert rechnet, der durch den ,,Unitdelay“-Block verur-
sacht wird. Die Methode erfordert viel Rechenaufwand, hat aber zur vorigen Methode
eine wesentlich bessere numerische Losung.

Die soeben genannten Methoden sehen wir uns am folgenden Beispiel an:

Zum Loésen der DGL verwenden wir ein Quantum von A = 0.1.

In Abb. 4.3 sehen wir, dass die numerischen Losungen der Variante des ,,Atomic Sub-
systems“ und der ,,Doppelten Auswertung“ beinahe dieselben sind. Im Gegensatz zu
diesen Varianten kommt es durch das Zwischenschalten des ,, Unitdelay“-Blocks zu einer
grofler Abweichung der analytischen Losung. Deshalb kommen nur die zwei erst genann-
ten Methoden in Frage. Vergleichen wir diese noch in der Performance, so ist die Variante

des ,,Atomic Subsystems* die beste.

30001 |
—— Atomic Subsystem: t=2.9438 /;‘
25001 Unit-Delay, 2faches ausw.: t=5.3198 i
- = Unit-Delay: t=2.3062 ///’«
- — —analytische Losun i
2000[ y g /i
= '
g /
_= 1500+ /7/;
=] Fe
1000} //
/)
/'/
Ve
500f i
0 i
0 2 4 6 8

Abbildung 4.3: Gegeniiberstellung der Varianten

4.3.2 Umsetzung mit und ohne eingebetteter Matlabfunktion

Im Hinblick auf die Performance in Simulink erscheint es besser zu sein, auf eingebettete
Matlabfunktionen zu verzichten.

In Abb. 4.4 sehen wir die Simulation des Stabpendels (siehe auch Kapitel 5.1.1), fiir
welche der QSS-Integrator ohne einer eingebetteten Matlabfunktion um 18% schneller
arbeitet als jener, der auf diese zuriickgreift. Fiir beide Integratoren wird das gleiche
Quantum AQ = 0.01 und die gleiche Hysteresebreite € = 10™* verwendet.
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—— QSS mit Matlabfkt.: t=2.1794
- — QSS ohne Matlabfkt.: t=1.7991

q(t), x(t)

0 10 20 30 40 50
t

Abbildung 4.4: Stabpendel: Performancegewinn durch Verzicht auf Matlabfunktionen

4.3.3 Unterscheidung zwischen S¢! und S

Wie in Abschnitt 4.2 dargestellt kennt das in Simulink umgesetzte QSS-Verfahren keine
Unterscheidung in den Berechnungen zwischen Eingangs- und Ausgangsereignissen. Fiir
jede Entitit, sowohl fiir S¢** als auch fiir S, wird x, und o, auf gleichem Weg be-
rechnet. Wollte man in der Theorie Auswertungen einsparen, miisste man im Falle eines
Ausgangsereignisses die Attribute fiir S einfacher berechnen (#hnlich wie es auch im
DEVS-Modell mit den Funktionen d..; und 8;,; ist). Wurde eine Entitidt S erzeugt, so
wissen wir:

X falls n =0
Tn =4 Gn fallsn >0 A dyp_1 >0 (4.3a)
(0 +AQ —¢ fallsn>0 A dpp1 <0

;

0 falls n =0
A9 fallsn>0 A s n(dy 1) = sgn(dyn,

o, = |dz,n| g ( , 1) g ( , ) (43b)
‘dace,n‘ falls n >0 A Sgn(dﬂ%?’b—l) 7é Sgn(dx,n> 7£ 0

00 fallsn >0 A dy,, =0

\

Zuséatzlich lasst sich in der Berechnung von z,, und o, jeweils noch ein Fall einsparen,
falls e = AQ gewéhlt wird.

Im Rahmen der Diplomarbeit wurde auch diese Methode, in der zwischen S¢* und
St unterschieden wird, implementiert. Obwohl die Umsetzung einige Auswertungen
einspart, ist die Rechenzeit durch die groflere Anzahl von benétigten Blocken in den
meisten Simulationen gegeniiber der Implementierung aus Abschnitt 4.2, in dem nicht
zwischen S und S unterschieden wird, sogar gestiegen. Aus diesem Grund wurde
nicht zwischen S und S unterschieden.
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Beispiele

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit verschiedenen Modellen, welche wir mit
dem QSS-Verfahren simulieren. Anhand der ausgewéhlten Beispiele wollen wir eine
bessere Vorstellung iiber das Verhalten des Verfahrens, einschliefilich dessen Stéirken
und Schwichen bekommen. Als Vergleich dienen auch zeitorientierte Loser. Die dafiir
gewahlten Modelle werden in zwei Kategorien eingeteilt, Modelle mit glatter Losung und
Modelle mit Diskontinuitéaten.

5.1 Modelle mit glatter Losung
5.1.1 Stabpendel

Hier betrachten wir ein Modell des Stabpendels [7]. Der eingeschlossene Winkel zwischen
Stab und Aufhéngepunkt wird als ¢ bezeichnet. Die Beschleunigung dieses Pendels ist
durch folgende Differentialgleichung definiert:

p(t) = - simlp(t) — = (1)

Der zweite Summand beschreibt die Dampfung, in dem k fiir den Dampfungsfaktor steht
und m fiir Masse. Weiters steht g fiir die Erdgravitation und [ fiir die Lange des Stabes.
Fiir dieses Modell werden wir zukiinftig [ und m immer den Wert 1 zuweisen und den
Déampfungsfaktor k = 0.3 festlegen.

Fiir die Simulation betrachten wir das Modell mit den Anfangswerten ¢(0) = 2 - 7 und
»(0) =0.

Die Losungsparameter des QSS-Verfahrens wéhlen wir unterschiedlich. Fiir den ersten
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Integrator, welcher die Beschleunigung zur Geschwindigkeit integriert (¢ — ¢), verwen-
den wir ein Quantum von AQ; = 0.1 und fiir den zweiten (¢ — ) AQy = 0.01. Als
Hysteresebreite legen wir fiir beide Intergratoren e = 107 fest.

Als Gegeniiberstellung dient die numerische Losung von zwei zeitorientierten Verfahren,
das explizite Eulerverfahren mit einer Schrittweite h = 0.01 und das RK-Verfahren von
Dormand und Prince (kurz: RK45) mit einer relativen Toleranz von 1075.

Qss

— — —RK45
| — — exp. Euler

Abbildung 5.1: numerische Losungen des Stabpendels

Abb. 5.1 stellt die verschiedenen numerischen Losungen der Differentialgleichung dar.
Vergleicht man die Anzahl der Zustandsdnderungen des QSS-Systems bzw. die Anzahl
der (verwendeten) Gitterpunkte der zeitorientierten Verfahren in den ersten 10 Sekunden
(Tabelle 5.1), so sieht man, dass das RK45-Verfahren deutlich effizienter arbeitet. Es sei
erwahnt, dass in diesem Modell ein Zustandswechsel des QSS-Systems einer Auswertung
der stationéren Funktion entspricht.

Anzahl der Zustandswechsel
Integrator (¢ — ¢) | Integrator (¢ — @)
QSS 247 801
Anzahl der (verwendeten) Gitterpunkte
RK45 116
e. Euler 1000

Tabelle 5.1: Modell Anzahl der Gitterpunkte bzw. Zustandswechsel im Intervall [0, 10]

In Abb. 5.2 sehen wir den weiteren Verlauf der Losung. Es ist zu erkennen, dass der
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Fehler des QSS-Verfahrens durch das Quantum begrenzt wird und der Zustand bereits
sehr bald zu oszillieren beginnt.

i —Qss 3.155[ 0ss
- - ~RK45 - - -RK45
3.2¢ —-— exp. Euler - — exp. Euler
3.15¢
5 3.5} | N A 5
= Y VT 7 -
= \ 3145
& ] &
3.1f
3.14 ‘
3.05}
20 25 30 35 40 45 50 60 70 80 90 100

Abbildung 5.2: numerische Losungen des Stabpendels, links ist der Ausschnitt [20, 45]
und rechts ist der Ausschnitt [50,100] zu sehen

Auch wenn im Gegensatz zu den anderen numerischen Losungen die Konvergenz des
QSS-Verfahrens gegen die Ruhelage nicht gegeben ist (aber hochstens um AQ abweicht),
nimmt die Anzahl der Auswertungen bei der Oszillation deutlich ab. Einen Eindruck
davon gibt die Tabelle 5.2.

Anzahl der (verwendeten) Auswertungen
Integrator (¢ — ¢) | Integrator (¢ — ¢)

QSS 4 2
RK45 14
e. Euler 1000

Tabelle 5.2: Anzahl der (verwendeten) Auswertungen im Intervall ¢ € [90, 100]

5.1.2 Sinusfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir nun eine Sinusschwingung mit dem QSS-Verfahren si-
mulieren. Dazu betrachten wir folgendes System:

(5.1)

Die Losung zu den Anfangswerten x(0) = 0 und #(0) = a ist die Sinusfunktion z(t) =
sin(a - t). Die Konstante a beschreibt somit die Kreisfrequenz, welche hier immer den
Wert 2 - 7 annimmt. In Abb. 5.3 sehen wir das Simulinkmodell.
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0 N
|_{>Scope1 Scope
o WIER o o 8% e
QsSs1 QSSs2
-(aAZ)’4
Gain

Abbildung 5.3: Simulinkmodel der Sinusfunktion

Um die Anzahl der Zustandswechsel auf beide Integratoren gleichméfig zu verteilen,
wéhlen wir fiir den ersten Integrator (# — &, in Abb. 5.3 als ,,QSS1“ bezeichnet) AQ; =
0.1 und fiir den zweiten (& — x, ,,QSS2“) AQy = 0.1 - a. Die Hysteresebreite € wird in
beiden Fillen gleich wie das Quantum gewéhlt.

In Abb. 5.4 zeigt die Losung des QSS-Systems bei einer Simulationszeit von 2 s.

15¢
@ Start
10l —#— Zustandswechsel
©
5 L
5% s
S = 0
o
_5 L
-15/(——Qss 101
- — —analytische Lésung
_2 I I L J _15 1 1 L J
0 0.5 1 15 2 -2 -1 0 1 2

t q()

Abbildung 5.4: Sinusschwingung mit wachsender Amplitude beim QSS-Verfahren, das
rechte Bild zeigt das Phasenportait mit allen Zustandswechseln

Die Amplitude der Losung des QSS-Systems wéchst sehr schnell. Dies ist die Konse-
quenz daraus, dass dieses Verfahren kein symmetrischer Algorithmus ist. Cellier, Kof-
man, Migoni, Bortolotto [8] weisen auf dieses Problem hin. Sie entwickelten zusétzlich
eine zentralisierte Variante CQSS (englisch: centered QSS), welche eine Zusammenset-

zung zweier dezentralisierter Verfahren, QSS und BQSS, ist und mit solchen Problemen
gut umgehen kann.
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Man kann trotzdem mit dem klassischen QSS-Verfahren eine gute Losung erhalten, wenn

man die Hysteresebreite kleiner wihlt. Abb. 5.5 zeigt die deutlich bessere Losung durch
eine 10°-fache Minimierung von e.

0.51 0.5

—QSSs
- — —analytische Lésung !

—QsSss
\ |~ — —analytische Ldsung

q(), x(t)
o

aq), x(t)
o

-0.5¢ -0.5¢

\
1000

999 999.5

Abbildung 5.5: Sinusschwingung, links der Ausschnitt [0,2], rechts der Ausschnitt
(998, 1000]

Sogar bei einer Simulationsdauer von 1000 s kommt es hochstens zu einer Verzégerung
der Schwingung, aber zu keinem Zuwachs der Amplitude. Dies sehen wir auch im Pha-

senportait der Losung, Abb. 5.6 (Anmerkung: den rot markierten Zustand nimmt das
System nur einmal an).

@ Start i
;; 04 ® 2. Zustand
;‘ —*— Zustandswechsel

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 5.6: Phasenportait der Sinusschwinung iiber eine Simulationszeit von 1000 s
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5.2 Modelle mit Diskontinuitaten

Wir wissen bereits, dass das QSS-Verfahren Diskontinuitéaten auf direktem Weg erkennt.
Fiir konventionelle Verfahren, die zeitorientiert arbeiten, trifft dies nicht zu. Um groflere
Fehler einzuschréinken, fiihren diese zusétzliche Berechnungen durch, um den Zeitpunkt
der Diskontinuitét zu lokalisieren (siehe Frangois E. Cellier und Ernesto Kofman [6]).
Bei einer groflen Anzahl von Diskontinuitédten sind zeitorientierte Verfahren nicht mehr
effizient genug, abgesehen vom Ressourcenverbrauch gibt es weitere Aspekte, welche das
QSS-Verfahren interessant machen.

Im néchste Abschnitt betrachten wir elektronische Schaltungen und wollen uns néher
mit Diskontinuitdten beschéftigen, welche ein Schalter erzeugt.

5.2.1 Abwartswandler

Ein Abwirtswandler (englisch: buck converter) ist ein Gleichspannungswandler, der die
Eingangsspannung auf eine gewiinschte Ausgangsspannung reduziert. Wir betrachten
hier eine einfache Form des Abwiértswandlers. Die Aufgabe dieser Schaltung ist, die
am KEingang anliegende Gleichspannung U, mit Hilfe von Schaltvorgédngen und eines
festgelegten Energiespeichers in Form einer Induktivitéit an eine gewiinschten Ausgangs-
spannung ugr anzupassen, siehe Abb. 5.7.

UQC) ug up R

Abbildung 5.7: Schaltung eines einfachen Abwéirtswandlers (Modell A)

Dieses Modell wird durch eine Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben. Sei nun
uy, die Spannung an der Induktivitéit, so wissen wir u.a. von der Maschenregel

di

L=
dt

=ur =ug—uUp =ug —1-R.

Die explizite Darstellung der Differentialgleichung lautet nun
di . us — i1-R
a L
Zumeist werden die Schaltzeiten im Vorhinein bestimmt. Hier wollen wir aber einen

geregelten Abwiartswandler betrachten. Dazu vergleichen wir die tatséchliche Ausgangs-
spannung ug mit einer Sollspannung urgr und schalten U, entweder weg oder dazu. Die
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Spannung ug in Abb. 5.7 beschreibt dabei die Schalterstellungen:

Uy falls Ur < UREF
us =
0  sonst

Beispiel 5.2.1 (geregelter Abwértswandler (Modell A)). Eine Spannungsquelle Uy =
10V, eine Induktivitdt L = 0.1 H und ein Widerstand R = 1002 sind gegeben. Der
Anfangswert des Stroms betrégt i(0) = 0 A.

Wir wollen dieses Modell nun mit dem QSS-Verfahren simulieren. Haben wir das Ziel, bei
einer Spannungsabweichung von z.B. Aug = 0.1V zu schalten, so werden wir feststellen,
dass dies mit dem QSS-Verfahren sehr gut funktioniert. Dafiir miissen wir lediglich den
richtigen Losungsparameter fiir den Strom wéhlen:

AUR 0.1 _3
AQ=e=—Tp =15 =10

Fiir den tatsichlichen Zustand ist es wichtig, dass € héchstens als 1073 gewihlt wird,
da e fiir die Verzogerung verantwortlich ist. Zu klein sollte sie allerdings nicht gewéhlt
werden, da sonst eine zu hohe Schaltfrequenz erhalten wird. Die Abb. 5.8 zeigt die
variierende Sollspannung urgr und die zugehorige Losung des QSS-Systems. In der
Simulationszeit von 0.02 s kommt es dabei zu 890 Zustandsinderungen, davon wird
770-mal die Schalterposition geéndert. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, dass
immer der richtige Schaltzeitpunkt gefunden wird und man dadurch ein gleichméfiges
Schaltmuster bekommt. Dass dies bei einem zeitorientierten Verfahren, wie z.B. dem
expl. Eulerverfahren oder dem RK45-Verfahren nicht moglich ist, zeigt Abb. 5.8.

—QSS Qss
Urer 71t - * ~exp. Euler: h=1.5*10"°
- © ~RK45: rel. Toleranz=10°
7.05¢
24
>
o 7
\ )’
T ————— 695, l ;
o ‘ ‘ ‘ ‘ 6.9 : ~ : ‘ ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.0112 0.0113 0.0114 0.0115 0.0116 0.0117

t t

Abbildung 5.8: Ausgangsspannung des Abwirtswandlers, rechts ein Vergleich mit zwei
zeitorientierten Verfahren

In Abb. 5.9 sehen wir einen Ausschnitt der Losung fiir ¢ € [0,107%] und die Schaltzeit-
punkte. Es gilt: Bei konstanter Spannung ur muss geschaltet werden.
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6,
Py
QSs
— - — Schaltzeitpunkte Prrleieir el
Aar s Py by byt
o
o Pyt by
2r ““\‘\‘\‘\‘\‘\‘
Lyt
Pyttt
0 s x 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8
t xlO3
10
8k
(/)6k
=}
4k
2k
Ok 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
t x10°

Abbildung 5.9: Spannungen des Abwiirtswandlers fiir ¢ € [0, 1073]

Wir wollen das Modell wie in Abb. 5.7 ein wenig verédndern, indem wir zusétzlich einen
Kondensator C' parallel zum Widerstand R schalten. Dieser hat lediglich die Aufgabe,
die Spannung am Ausgang zusétzlich zu glatten. Abb. 5.10 zeigt das neue Modell.

U0l<> ug C = ur R

Abbildung 5.10: Schaltung eines Abwértswandlers (Modell B)

Nun gilt folgender Zusammenhang:

di

L'@ZUS—UR

du o u
C’~—dtR:z—zR:z——;

Daraus erhalten wir ein Differentialgleichungssystem:
d i 0 -1 i
UR ¢ T RC Ur
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Eine zusitzliche Anderung im Modell liegt im Verzicht auf die Regelung. Das heift, wir
geben die Schaltzeit vor, die im Vorhinein berechnet wurde. Das zugehorige Simulink-
modell hat folgende Gestalt:

i urR

x0=0 x0=0

P19 g=0.001 q N N Dydx Q=01 a9
— % c 4|—'> +
ES duC
Qss1 R c Qss?

Out1

* uL
diL uS
L

Abbildung 5.11: Simulinkmodell des Abwiértswandlers (Modell B)

Beispiel 5.2.2 (gesteuerter Abwéartswandler (Modell B)). Fiir dieses Beispiel verwen-
den wir die gleichen Komponenten wie im Beispiel 5.2.1. Der zusétzliche Kondensator
hat den Wert C' = 107> F". Der Schalter, welcher diesmal nicht geregelt wird, schal-
tet abwechselnd fiir die Dauer tg;n ~ 3,226 - 1073s die Spannung U, dazu und fiir
tavs ~ 1,429 - 10735 weg. Die Zeiten tgry und tays wurden aus der Losung des vo-
rigen Beispiels, bei einer konstanten Ausgangsspannung ur = 7V entnommen. Als
Losungsparameter wihlen wir fiir den ersten Integrator (%z’ — 14, in Abb. 5.11 wird
dieser ,QSS1“ genannt) A@; = 0.001 und fiir den zweiten (ig — ug) AQs = 0.1. Die
Hysteresebreite € wird in beiden Fillen wieder gleich dem Quantum gewéhlt. In Abb.

5.12 sehen wir den Verlauf der Ausgangsspannung und des Gesamtstroms.
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Abbildung 5.12: rechts ist der Gesamtstrom abgebildet, links die Ausgangsspannung

Abb. 5.13 zeigt das Verhalten einer zeitorientierten Methode, konkret jenes des RK45-
Verfahrens. Es zeigt sich, dass Simulink diese Verfahren insofern optimiert, indem Schalt-
zeitpunkte fiir die Schrittweitensteuerung beriicksichtigt werden. Das RK45-Verfahren
hat mit einer relativen Toleranz von 1072 deshalb gleich viele Auswertungen wie Schalt-
zeitpunkte.

Betrachten wir die Losung des QSS-Verfahrens, so zeigen die Abb. 5.12 und 5.13 eine
sehr langsam oszillierende Losung des Stromes und der Spannung. Es ist bemerkens-
wert, dass es trotz vieler Schaltvorginge zu wenigen Zustandsdnderungen kommt. Im
Zeitintervall [0.09,0.1] kommt der Schalter auf 430 Schaltvorgénge. Fiir den ersten Inte-
grator ,,QSS1“ bedeutet dies, dass mindestens 430 Eingangsereignisse anliegen. In Abb.
5.12 sehen wir, dass er trotzdem gerade einmal 4 Zustandsénderungen hat, dass zur
Folge hat, dass am zweiten Integrator ,(QSS2“ nur 4 Eingangsereignisse gezihlt werden.
Viele Auswertungen werden damit eingespart. Durch die asynchrone Arbeitsweise des
QSS-Verfahrens werden somit rechenintensive Simulationen (wie bei der Spannung ug)
vereinfacht.

Diese Fahigkeit haben zeitorientierte Verfahren nicht.
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8.2 —QSSs

©
>

Abbildung 5.13: gesteuerter Abwértswandler, Ausschnitt aus den Losungen der unter-
schiedlichen Verfahren

Die Methode einen Rechteckpuls (wie im obigen Bsp. ug) bei konstanter Schaltfrequenz

und einem variierenden Tastverhaltnis (%) zu modulieren wird auch Pulsweiten-

modulation (PWM) genannt. Die folgende Abb. zeigt, wie man 80 % einer urspriinglichen
Gleichspannung mithilfe eines Ségezahnsignals von 1 kH z, welche gleichzeitig der Schalt-
frequenz bestimmt, erreicht:

0.8 o ;j‘d\
o6 , , !
0.4F !

0.2 b

0.8

0.6

0.2r

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Abbildung 5.14: Pulsweitenmodulation, Abtastung eines Ségezahnsignals von 1 kH z
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5.2.2 Vierquadrantensteller

Ein Modell aus der Antriebstechnik weist einige Ahnlichkeiten mit den zwei vorigen
Beispielen auf. Der Vierquadrantensteller besteht aus vier Schaltern oder Transistoren

und wird in der Praxis oft fiir die Ansteuerung eines Gleichstrommotors verwendet, siehe
dazu Abb. 5.15.

D2 D4

Abbildung 5.15: Vierquadrantensteller [9]

Diese vier Schalter werden mit einem PWM-Signal betrieben, sodass verschiedene Be-
triebsmodi wie Beschleunigung, Bremsvorgang (inklusive Riickspeisung, Notbremsung)
oder Leerlauf eines Gleichstrommotors moglich sind, und das alles in Vor- und Riick-
wirtslauf (nachzulesen in Rolf Fischer [10]). Fiir unser Modell werden wir nur den
Beschleunigungs- und Bremsvorgang in Vorwértsrichtung betrachten, d.h. der Schal-
ter ,,Sc“ in Abb. 5.15 wird hier nicht angesteuert.

Unser Modell [11] eines Gleichstrommotors besteht aus einem elektrotechnischen

Us = UMK + UR + UL, (52&)

und einem mechanischen Teil

[-&=M-k-. (5.2b)

In der ersten Gleichung (5.2a) beschreibt ug die Spannung der Versorgung, welche
abhéngig von den Schalterstellungen entweder 100V oder 0V betragt. ugy x ist jene
Spannung, die der Motor erzeugt. Sie ist somit abhéngig von der Winkelgeschwindigkeit
w, mit der der Motor in Betrieb ist. Fiir unser Modell verwenden wir ugyx = 0.8 - W.
ug ist der Spannungsabfall beim ohm’schen Widerstand R = 12 und u; die Spannung
an der Induktivitdt L = 0.5 H.

In der zweiten Gleichung (5.2b) beschreibt I das Massetragheitsmoment, das wir I =
1 kg - m? setzen. Fiir das Drehmoment des Motors wihlen wir M = 0.8 - 7 und fiir die
Déampfungskonstante des Motors k = 0.01 Nm - s.

Wir wollen dieses Modell nun simulieren. Der Motor soll aus dem Stillstand bis zu einer

gewiinschten Geschwindigkeit beschleunigen, danach im Leerlauf betrieben werden und
zum Schluss abbremsen. Abb. 5.16 zeigt ein Signal, welches diesen Vorgang darstellt. Der

42



Kapitel 5 Beispiele

positive Anteil des Signals wird dabei von dem Ségezahnsignal abgetastet, welches die
Schaltzeiten von S, vorgibt. Der negative Anteil wird eigensténdig fiir Sp abgetastet.
Die Abtastungen haben dabei eine Frequenz von 1kH z.

[
[
0.5r Beschleunigung: Leerlauf: |, Bremsvorgang:
S N getaktet SD geschl. | SB getaktet
ok S, geschlossen S, geschlossen
! [
-05f ! \
[
[
-1 1 ! L 1 1 J
0 5 10 15 20

Abbildung 5.16: Referenzspannung

Fiir das QSS-Verfahren verwenden wir als Losungsparameter AQ) = € = 0.5. Als Ge-
geniiberstellung wihlen wir wieder das RK45-Verfahren mit einer relativen Toleranz von
1073, Abb. 5.17 zeigt die numerischen Losungen beider Verfahren. Wie auch im letzten
Beispiel haben die QSS-Integratoren sehr wenige Zustandsdnderungen. Der erste Inte-
grator (&0 — ) weist insgesamt 397 und der zweite (4i — i) 394 Zustandsénderungen
auf. Das RK45-Verfahren verwendet fiir diese Simulation hingegen 29082 Gitterpunkte.

100 .
TTTe= | —QSs
- - -RK45
80+
_ 60f
— 3
o .3
o
40+
201
L L L Il O L L L "]
5 10 15 20 0 5 10 15 20

t t

Abbildung 5.17: links ist der Gesamtstrom abgebildet, rechts die Drehzahl

Interessant ist auch das Verhalten der Verfahren im Intervall ¢ € [8,12], in dem der
Motor im Leerlauf betrieben wird, siehe Abb. 5.18. In diesem Modell wird dafiir nur
der Schalter Sp geschlossen. Der Strom baut sich anschliefend innerhalb kiirzester Zeit
ab, bis er 0 A betrdgt und auf den Motor nur mehr die Dampfung wirkt. Das QSS-
Verfahren setzt dies mustergiiltig um. In der Zeit ¢ € [8,12] hat der erste Intergrator

(4i — i) 0 und der zweite (> — &) 6 Zustandséinderungen. Da in dieser Zeit auch
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kein PWM-Signal anliegt, gibt es insgesamt nur 6 Zeitpunkte, zu denen Auswertungen
gemacht werden. Das RK45-Verfahren, welches das Ereignis ¢ = 0 A verpasst (der Strom
wird falschlicherweise iiber die Diode D1 zuriickgespeist ), muss hier mehr Auswertungen
tatigen. Die Losung des RK45-Verfahrens muss dadurch sogar im Leerlaufbetrieb auf 480
Gitterpunkte zuriickgreifen.

Ir 100
[ ——QSss —QSs
| -~ ~RK45
0.5
. o
I \H Ml\ H M Wi \W | ﬂg \ﬂJ,
- m ”‘HIWLL N \‘N \“‘\»\‘M’“\:ﬂ M ‘N‘ %W\‘ H“ ““{nﬂ‘uuh’
© _05 UHN‘N fu‘\u‘:\".\‘i\m‘lh\ i ‘”\ "
‘H‘““‘ﬂlw‘“”‘” ! I \ ‘ i ‘ ﬂ ‘J
o i
g
MH”
| | I
-1.5r ol
L L L L L Il 92 L L L I}
8 9 10 11 12 13 10 11 12 13

t

t

Abbildung 5.18: Ausschnitt der Losung im Intervall [8.5,13], in welchem der Motor u.a.
im Leerlauf betrieben wird

5.2.3 Fadenpendel mit Uberschlag (mit kartesischen Koordinaten)

Wir wollen ein Fadenpendel mit Uberschlag mit dem QSS-Verfahren simulieren. Dafiir
wird das Modell mit kartesischen Koordinaten betrachtet, in dem das Pendel zwei
Zustinde annehmen kann, die Pendelphase und die Fallphase. Als Ubergang von dem
einen in den anderen Zustand werden zwei Ereignisse benétigt, der Ubergang in die Fall-
phase und der Ubergang in die Pendelphase.

Zunachst wird die Pendelphase in der Kreisbahn betrachtet, welche einerseits durch
die Zwangsbedingung (5.3b) und andererseits durch folgende Differentialgleichung be-
schrieben wird:

B(t) = —k-a(t) + A(t) - (1)
g(t) = —k-y(t) + A1) -y(t) — g

In der VleorSChreibweise ist diese
0 )
9g 7

wobei x(t) die Position, &(t) die Geschwindigkeit und &(t) die Beschleunigung des Pen-
dels beschreiben. Bei den zwei Konstanten steht ¢ fiir die Erdgravitation und & fiir eine

(5.3a)

i@:—hﬂ®+Mﬂm®—(
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Démpfung (k > 0) bzw. Verstarkung (k < 0) der Geschwindigkeit.
Die Variable A hat die Aufgabe, beide Komponenten der Differentialgleichung richtig
zu koppeln, damit die Losungskurve auf der Kreisbahn bleibt. Sei [ die Fadenldnge des
Pendels, welche in diesem Abschnitt immer den Wert 1 hat, dann konnen wir folgende
Bedingung aufstellen:

2 4yt =12 (5.3b)

Leiten wir zweimal nach t ab, so bekommen wir

zxr+yy =0,
ix+ %+ gy +9° =0. (5.3¢c)

Wir kénnen jetzt in die Gleichung (5.3c¢) die Komponenten der Differentialgleichung
(5.3a) fiir §j(t) bzw. Z(t) einsetzen. Die Gleichung, welche wir dadurch erhalten, kénnen
wir durch A explizit darstellen und erhalten dadurch die fehlende Verkniipfungsbedingung:

k(zz +gy) — (2> +9°) + gy

\ —
x2 + 92

Es wird nun der Ubergang in die Fallphase beschrieben. Dieses Ereignis tritt auf, falls
das Pendel aufgrund zu geringer Geschwindigkeit keinen vollen Uberschlag schafft und
deshalb von der Kreisbahn abkommt. Um diesen Zeitpunkt zu erhalten werden die auf
das Pendel wirkenden Kréfte beobachtet. Die Voraussetzung fiir den Verbleib in der
Kreisbahn ist, dass die Zentrifugalkraft F; grofier als die Radialkraft Fr ist

Fz(t) > FR(t). (54&)
Diese Krafte sind definiert durch

Fg(t) =m- g - cos(p(t)),

wobei cos(p) = ¥ und ¢ die Winkelgeschwindigkeit ist. Da & normiert ist, lasst sich ¢ als
Projektion der Geschwindigkeit auf die Tangente des Beriithrungspunkts der Kreishahn
ganz einfach mit dem Inneren Produkt darstellen:

¢ = (&, "), wobei x+ = ( Y )

—X

Ist Bedingung (5.4a) nicht erfiillt, so nimmt das Pendel den zweiten moglichen Zustand,
die Fallphase, an. Fiir diese wird folgende DGL verwendet:

Ist das Pendel in der Fallphase, so beschreibt das zweite Ereignis den Ubergang in die
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Pendelphase. Das ist jener Zeitpunkt, in dem das Pendel die urspriingliche Kreisbahn
erneut kreuzt. Dies ist erfiillt, falls der Abstand des Pendels zum Ursprung grofler gleich
der Fadenlénge [ ist:

z(t)? + y(t)? > I?

In diesem Ereignis wird der Integrator, der die Beschleunigung zur Geschwindigkeit
integriert (& — @) zuriickgesetzt, und das Pendel geht in die Pendelphase (5.3a) tiber.
Den neuen Anfangswert gibt dabei der letzte Wert der Winkelgeschwindigkeit ¢(t) vor.
Das heifit, wir miissen ¢(¢) in die kartesischen Koordinaten zuriicktransformieren. Es
gilt nun folgender Zusammenhang zwischen ¢(t) und &(¢):

£ (5)=domts

X . Yy .
T =cos(p) o= ¢
t=y-$

Analog ldsst sich auch g(t) berechnen, und wir erhalten dadurch den neuen Anfangswert:

wneu—(_x) 4 r ¥

Beispiel 5.2.3. In diesem Beispiel sehen wir das Verhalten des Modells. Als Anfangs-
werte und Losungsparameter des QSS-Verfahrens wéhlen wir:

m(O):<(1)), ¢(0):<_38), AQ=10"3%  e=5-10""*

Zusétzlich legen wir eine starke Dampfung k = 1.5 fest, um eine nicht allzu lange Simu-
lationsdauer zu haben.

Abb. 5.19 zeigt die Losung dieses Systems. Im linken Bild sehen wir die Losungskurve
des Fadenpendels iiber die gesamte Simulationsdauer, rechts eine Gegeniiberstellung
der Position (x-Koordinate), der auf das Pendel wirkenden Kréfte und der Winkel-
geschwindigkeit.
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Abbildung 5.19: Losung des Fadenpendels mit einem Fallzustand

Im néchsten Beispiel wollen wir genauer beobachten, wie sich das quantisierte System
dieses Modells iiber einen ldngeren Zeitraum verhélt.

Beispiel 5.2.4. Dazu betrachten wir das Modell ohne Dampfung (kK = 0) und mit den
Anfangswerten

Als Quantum und Hysteresebreite wihlen wir diesmal:
AQ =103, e=10""

Mit diesen Einstellungen schafft das Pendel weder einen Uberschlag noch kommt es
in den Fallzustand. Sie demonstrieren, dass das QSS-Verfahren beim Simulieren dieses
Pendels keine Probleme hat. In Abb. 5.20 sehen wir die Losung der Simulation iiber eine
Dauer von 100 s. Obwohl das Pendel in dieser Zeit 42 Perioden hat, bleiben die Gréfien
Position und Winkelgeschwindigkeit erhalten.
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Abbildung 5.20: Losung des Fadenpendels ohne Dampfung und ohne Uberschlag

Diese gute Losung des QSS-Verfahrens erhélt man nur in diesem Fall. Nehmen wir bei
der gleichen Konfiguration eine Dédmpfung von k = 0.025 an, so sehen wir in Abb. 5.21,
dass die Fadenldnge nicht mehr erhalten bleibt.

15¢

D_>~ oF-—— - — - — - — - - — - — — — — I
-06
o8 -0.5 -
) ) ) ] ) ) ) —— Fadenlange des Pendels
08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1 e max Auslenkung der Winkelgeschw./4
Ay — — —durchschnittliche Winkelgeschw./4
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

t

Abbildung 5.21: Losung des Fadenpendels mit Dampfung k£ = 0.025

Die Losungen des QSS-Verfahrens neigen meistens dazu, in den Ursprung zu konvergie-
ren. Wahlt man die Hysteresebreite € fiir das Verfahren nahe bei 0, so erhélt man eine
Losungskurve, die sich zu Beginn umgekehrt verhilt und sich ins Auflere orientiert. Das
folgende Beispiel wird uns dies demonstrieren.
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Beispiel 5.2.5. Wir sehen uns ein System mit folgenden Parametern an:
1 . 0 73 75
x(0) = N z(0) = I AQ =107", e=25-10

Wéhlen wir fiir die Dampfung wieder k = 0, so liegt ein Pendel mit endlosen Uberschléigen
vor. Abb. 5.22 zeigt die Losung bei einer Simulationsdauer von 100 s.

057,

/| —— Start
i | auBerster Abschnitt

I der Trajektorie

_ Trajektorie in der
108. Umkreisung

\ —

_05 0 5 L =
' —— Fadenlange des Pendels
0.4F - | — — max. Auslenkung der Winkelgeschw./10
1l ‘ _ ‘ ‘ - — —durchschnittliche Winkelgeschw./10
-1 -05 c? 05 1 0 20 40 60 80 100
X t

Abbildung 5.22: Losung des QSS-Verfahrens mit Uberschlag und ohne Dampfung

Im linken Bild sind nur die wesentlichen Trajektorienabschnitte zu sehen. Die graue
Flidche entspricht der gesamten Losung des QSS-Verfahrens in der vorgegebenen Si-
mulationszeit. Im rechten Bild sehen wir die typische Kriimmung der Fadenlénge bzw.
Winkelgeschwindigkeit, welche die Neigung des System zum Ursprung zeigt. Zu beachten
ist, dass in dieser Abb. die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit nur den Mittelwert
vom Maximum und Minimum pro Uberschlag beschreibt.

Zum Vergleich betrachten wir, wie sich das explizite Eulerverfahren in diesem Modell
verhilt. Als dquidistante Schrittweite wihlen wir dafiir A = 10~*. In der Simulationsdau-
er von 100 s entspricht dies 10° Auswertungen, die das Verfahren benotigt. Beim QSS-
Verfahren kommt der Integrator, der die Geschwindigkeit zum Ort integriert (& — x)
hingegen mit etwa 811 - 10> Auswertungen (oder Zustandswechsel) aus. Mit 5.9 - 10°
Auswertungen bendétigt der zweite Integrator (£ — &) deutlich mehr (der relative Feh-
ler ist hier dafiir geringer). Es sei noch erwéhnen, dass die asynchrone Arbeitsweise des
QSS-Verfahrens hier nicht unbedingt von Vorteil ist, da bei allen Anderungen, egal ob
es sich um die Geschwindkeit oder die Position handelt, immer die gleiche stationére
Funktion ausgewertet werden muss.

In Abb. 5.23 sehen wir nun die Losung des Eulerverfahrens. Anders als beim QSS-
Verfahren tendiert hier das Pendel mit wachsender Geschwindigkeit in das AuBere zu
schwingen.
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Abbildung 5.23: Losung des expliziten Eulerverfahrens mit Uberschlag und ohne
Déampfung

Anhand dieser Beispiele haben wir gesehen wie schwierig dieses Modell fiir das QSS-
Verfahren ist. Am Rande muss allerdings erwéhnt werden, das dies nicht aulergewohnlich
ist und auch viele andere numerische Verfahren hierfiir nicht geeignet sind. Die Ursache
finden wir in der Zwangsbedingung (5.3b), die erst nach zweimaligen Ableiten fiir (5.3a)
verwendet wird und deshalb Informationen verloren gehen. Dies wird in der Literatur
auch als , Drift-Off“-Effekt bezeichnet. In [12] wird auf diese Schwierigkeit eingegangen
und verschiedene Methoden, die dieses Problem speziell behandeln studiert.

5.2.4 Hipfender Ball

In diesem Abschnitt betrachten wir die Simulation des einfachsten Modells des hiipfenden
Balles (englisch: Bouncing Ball). Das Modell wird einerseits durch die Fallphase des Bal-
les mit

o(t) = —g,
@(t) = v(t)

und andererseits durch das Ereignis des Aufpralls beschrieben. In diesem Modell wird
vorrausgesetzt, dass sich der Ball immer {iber dem ebenen Boden, der eine konstante
Hohe von 0m hat, befindet.

In der obigen DGL (5.5) beschreibt v(t) die vertikale Geschwindigkeit, ¢ die Erdgravita-
tion und x(¢) den Abstand des Balles zum Boden. Diese DGL kann auch so interpretiert
werden, dass sich der Ball mit konstanter horizontaler Geschwindigkeit von 1m/s be-
wegt. Der Anfangswert vy kann beliebig gewahlt werden, hingegen muss zy zumindest die
Hohe des Bodens haben. Die einzige Reibung, die wir hier betrachten, findet im Ereignis

(5.5)
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des Aufpralls ¢ statt. In diesem Moment muss der Integrator, welcher die Beschleu-
nigung zur Geschwindigkeit integriert (v(t) — wv(t), in Abb. 5.24 wird dieser ,,QSS1¢
genannt) auf den neuen Anfangswert vy = k - v(#) zuriickgesetzt werden. Die Konstante
k € (—1,0) beschreibt in dieser Gleichung die Stofzahl.

¢} > >
-9.81 »| dx Geschwindigkeit Position

P reset =8 | dx x0= |—

> Q=0.1 q > Q=0.1 q

»(x0(res)

Qss1 Qss2
* |
StofRzahl
Convert =0

Signalwandlung Vergleich mit Héhe=C

Abbildung 5.24: Simulinkmodell des Hiipfenden Balles in der Ebene (Modell A)

Beispiel 5.2.6 (Hiipfender Ball in der Ebene (Modell A)). In diesem Beispiel wollen
wir das Verhalten verschiedener Systeme zum Zeitpunkt des Aufpralls gegeniiberstellen.
Als Anfangswerte wihlen wir hierfiir xo = 5 und vy = 8 und als Stoflkonstante kK = —0.6.
Als Vergleich zum quantiserten System wéhlen wir das Runge-Kutta-Verfahren von Dor-
mand und Prince. Um gleiche Bedingungen zu schaffen, wurde hier die ,,Zero-Crossing -
Methode deaktiviert. In den Abb. 5.25 und 5.26 sehen wir, dass es nur ein Frage der
Zeit ist, bis der Ball ausschliellich im Fallzustand ist.

Ahnliches kann auch im quantisierten System passieren, und zwar genau dann, wenn der
Ball nach dem Aufprall aufgrund zu geringer Geschwindigkeit ¢, keinen Zustand ¢, > 0
mehr erhélt. In diesem Fall dndert sich g, von 0 auf —AQ und verpasst dadurch das
Ereignis des Zuriicksetzens (Aufprall). In Abb. 5.25 sehen wir rechts die Geschwindigkeit
des Balles, welcher im Zeitpunkt ¢ = 5.71 das lokale Maximum der Hohe von x = 0.0642
aufweist. Diese Hohe ist aber geringer als das gewéhlte Quantum AQ = 0.1, sodass der
Ball nicht mehr vom Boden ,,hoch kommt“. Ab diesem Zeitpunkt befindet sich der Ball
nur noch im freien Fall.

Wihlt man andere Losungsparameter fiir das QSS-Verfahren, so sehen wir eine bessere
numerische Losung ¢, welche am Ende zwischen 0 und AQ oszilliert (siehe Abb. 5.27).
Die Hysteresebreite € wird in beiden Féllen gleich dem Quantum gewahlt.
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Abbildung 5.25: Geschwindigkeit des Balles, rechts der Ausschnitt [5.55,5.90]
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Abbildung 5.26: Position des Balles, rechts der Ausschnitt [5.0,6.2]
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Abbildung 5.27: Position des Balles, Ausschnitt [5.8,6.8]

Wir stellen somit fest, dass in diesem Modell eine richtig gewéhlte Quantumgrofie AQ)
von grofler Bedeutung ist. Gehen wir von A(Q) = € aus, so konnen wir folgendes garan-
tieren:

Betrachten wir den Zeitpunkt, in dem der Integrator auf den Anfangswert ©,,, = k-qyn—1
zuriickgesetzt wird. Ist gleichzeitig die Bedingung

—-1).
AQl ' (m *Oun + w : 0v,7ﬁ> > AQQa
: Go,n AQ
mitm=-—undo,;,=— (t=n+1,...,.n+m-—1
AQ ’ ( )

erfiillt, so erkennt das System noch einen weiteren Aufprall des Balles.

In den néchsten Beispielen wird das Modell ein wenig verdndert, um das Problem des
,Durchfallens* zu umgehen, sieche Abb. 5.28. Die Abfrage wird erweitert, sodass bei
¢ = —AQ nun beide Integratoren zuriickgesetzt werden. Das heifit, liegt der Ball um
ein AQ ,,unter dem Boden“, so wird er wieder auf den Anfangswert xy = 0 zuriickgesetzt.
Bei den zeitbasierten Systemen wird ebenso die ,,Zero-Crossing“-Methode aktiviert.
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Abbildung 5.28: Simulinkmodell des Hiipfenden Balles in der Ebene (Modell B)

Beispiel 5.2.7 (Hiipfender Ball in der Ebene (Modell B)). Hier werden die gleichen
Anfangswerte und die gleiche Stoflkonstante wie aus dem Beispiel zuvor gewéhlt. Als
zeitbasiertes System wéhlen wir wieder das RK45-Verfahren mit einer relativen Tol-
eranz von 107%. Die Losungsparameter des QSS-Verfahrens werden wie folgt gewihlt:
AQy =1, ¢ = 0.5, AQ2 = 0.1 und e = 0.05. Die Abb. 5.29 und 5.30 zeigen die ver-

schiedenen numerischen Losungen.

107 0.5/
—QSS ‘
- — RK45 o !
5r \ \ \\‘ . / |
| ;\ I L‘/‘ \‘ | Uy /\ VO Voo ‘\ w“\ i ‘
0 | \“ ‘J“ \ \“ : \\y ! \\ X |
= O = AT I T PR TR Vi
Sj \>i Y \\\‘ | V|
€> €> i :
o _gl o
-0.5
_10,
-15 -1 — — —
0 2 4 6 8 10 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10
t t

Abbildung 5.29: Geschwindigkeit des Balles, rechts der Ausschnitt [9, 10]
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Abbildung 5.30: Position des Balles, rechts der Ausschnitt [9, 10]

Die Flanken in Abb. 5.30 unter 0 zeigen die Zeitpunkte ¢, zu denen ¢,(t) den negativen
Wert —AQ erhalten wiirde. Dies sind auch die Zeitpunkte, zu denen beide Integratoren
zuriickgesetzt werden und das System zu oszillieren beginnt. In den Abb. 5.29 und 5.30
sehen wir auch, dass sich die Anzahl der verwendeten Gitterpunkten (RK45) von der
Anzahl der Zustandswechsel (QSS) im Intervall [9, 10] deutlich unterscheidet. Die Tabelle
5.3 zeigt eine Gegeniiberstellung:

Anzahl der Zustandswechsel
Integrator (0 — v) | Integrator (v — x)
QSS 12 6
verwendete Gitterpunkte
RK45 999

Tabelle 5.3: Anzahl der Gitterpunkte bzw. Zustandswechsel fiir ¢ € [9, 10]

Beispiel 5.2.8 (Hiipfender Ball iiber Stufen (Modell B)). Wir dndern das Modell in
der Form, dass der Ball Stufen hinunter hiipft. Als Vergleich zum QSS-System nehmen
wir diesmal das Verfahren von Bogacki-Shampine. Dieses ist ein vierstufiges explizites
Runge-Kutta-Verfahren von dritter Ordnung, falls wie in diesem Beispiel eine konstante
Schrittweite von h = 0.01 gewéhlt wird. Als Losungsparameter wihlen wir AQ = € =

0.1.
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Abbildung 5.31: Hinunterfallen des Balles {iber Stufen, rechts der Ausschnitt [5.9,6.2]

Die Abb. 5.31 zeigt, dass in der numerischen Losung des zeitbasierten Verfahrens der
Ball ,,durch eine Stufe fillt*, falls es in diesem Zeitintervall keine Funktionsauswertung
gegeben hat (dieses Phdnomen namens , Event Skipping® wurde bereits von Francois E.
Cellier und Ernesto Kofman [6] ausfiithrlich behandelt). Dies ist ein weiterer Vorteil des
QSS-Verfahrens, bei dem dies nicht vorkommen kann.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine Funktionalitéit in MATLAB/Simulink implementiert, die
kontinuierliche Systeme mithilfe des Quantized State System (QSS) Formalismus in zu-
standsdiskrete Systeme wandelt und 16st. Diese Implementierung wurde an ausgewihlten
Beispielen getestet. Die Ergebnisse zeigen, wann das zustandsdiskrete Losungsverfahren
dem konventionellen vorzuziehen ist. Das Kapitel 5.2, dass das Losen von Differen-
tialgleichungen mit Diskontinuitéten zum Inhalt hat, unterstreicht die Attraktivitét des
QSS-Verfahrens. Hier wurden unter anderem Modelle mit einem PWM-Signal betrachtet.
Sie verdeutlichen die Wichtigkeit des QSS-Verfahrens, das in der Lage ist rechenintensive
Modelle durch die asynchrone Arbeitsweise der Integratoren zu vereinfachen. Als grofien
Vorteil stellte sich die Eigenschaft des QSS-Verfahrens bei manchen Modellen heraus,
Ereignisse auf direktem Weg zu erkennen.

In dieser Arbeit haben wir uns mit dem Quantized State System erster Ordnung (QSS1)
beschéftigt. Die Beispiele zeigen, dass bereits das QSS1-Verfahren oft erhebliche Vorteile
mit sich bringt. Die Nachtteile wie das lineare Wachsen der benétigten Schritte fiir eine
gewiinschte Toleranz oder das Oszillieren um eine konstante Losung, bei gleich bleiben-
den Fehler, bleiben aber weiterhin bei diesem Verfahren bestehen.

Deshalb wird am Ende dieser Arbeit die QSS-Variante zweiter Ordnung vorgestellt, die
die oben genanten Nachteile nicht hat. Aulerdem wird ein Ausblick auf eine Umsetzung
dieses Verfahrens in Simulink gegeben.

Quantized State System zweiter Ordnung (QSS2) [13]

Beim QSS2-Verfahren muss wie bei QSS1 eine Beziehung zwischen dem quantisierten
und dem exakten Zustand geschaffen werden (Quantisierungsfunktion). Ein Quantum
beschreibt, wie sich die Steigung fiir einen Zustandswechsel des Integrators &ndern muss.
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Die Quantisierungsfunktion des QSS2-Verfahrens ist definiert durch
z;(t) fallst =ty VvV |q({t™) —xi(t7)| = AQ
alt) = {qi(t) +m; - (t —t;) sonst
mit den zugehorigen Zeitpunkten ¢y, ..., ;, ... wobei
tipo=min{tlt >t; A |zi(t;) +my - (E—t5) —zi(t)] = AQ}
und die Steigung definiert ist als
mo =0, m;==(t;), j=1,..,k ..

Ein grofler Unterschied zum QSS1-Verfahren besteht darin, dass Ereignisse im QSS2-
Verfahren auflerdem die Information iiber die Steigung beinhalten. Fiir eine Implemen-
tierung in Simulink hat man dies bereits in der Signalfithrung zu beriicksichtigen. Abb.
6.1 zeigt das Verhalten der Quantisierungsfunktion des QSS2-Verfahrens.

fffff Eingang
—— Ausgang

Abbildung 6.1: typische Ein- und Ausgangstrajektorien der QSS2-
Quantisierungsfunktion [6]

Anders als beim QSS1-Verfahren sind beim QSS2-Verfahren die Ausgangstrajektorien
nicht mehr stiickweise konstant sondern stiickweise linear. Eine nichtlineare stationére
Funktion wiirde somit keine linearen Eingangstrajektorien fiir den Integrator erzeugen.
In dieser Eigenschaft unterscheidet sich das QSS2 vom QSS1 ganz wesentlich. Ob die
Einganstrajektorien linear sind oder nicht, héngt davon ab, ob es sich um ein LZI-System
handelt. Liegt das vor, so kénnen wir das zugehorige quantisierte System (2.2) wieder
exakt losen.

Ausblick zur Umsetzung des QSS2-Verfahrens in Simulink

Die Implementierung des QSS2 Integrators in Simulink wiirde sich nicht wesentlich von
der des Integrators erster Ordnung unterscheiden, aufler dass er mit Ereignissen doppel-
ter Dimension arbeiten miisste.
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Die Schwierigkeiten werden in der Umsetzung der stationdren Funktion liegen. Beim
QSS1-Verfahren muss das nicht beriicksichtigt werden, da das System auf stiickweise
konstanten Werten basiert. Das neue System stellt an die stationdre Funktion noch
zusitzlich die Anforderung, sich den Zeitpunkt des letzten Ausgangsereignisses (in jeder
Komponente) zu merken. Nur durch diese Eigenschaft ldsst sich der Wert einer Aus-
gangstrajektorie bestimmen

zi(t) = xi(tr) +ma, () - (t—th),

wobei t der letzte Zeitpunkt eines Ausgangsereignisses ist. Die obige Anforderung an die
stationdre Funktion ist auch notwendig, um die Steigung von f(g(t), w(t)) zu bestimmen,
welche der Integrator des QSS2-Verfahrens bendtigt.
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A.1 Subsysteme der QSS-Implementierung in Simulink
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Abbildung A.2:

Subsystem ,,State q* der QSS-Implementierung
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A.2 Anleitung zur Bedienung des QSS-Integrators in
Simulink

Die Abb. A.3 zeigt das AuBere des QSS-Integrators. Der Eingang ,,dx” des QSS-Integrator
wird fiir die Ableitung des Zustandes verwendet, wihrend der Ausgang ,,q“ den quanti-
sierten Zustand beschreibt.

Qss
Abbildung A.3: AuBere des QSS-Integrators in Simulink

Der Anfangswert xy und das Quantum koénnen in der Maske (siehe Abb. A.4) festgelegt
werden. Einen optionalen Parameter stellt die Hysteresebreite dar. Ist die zugehorige
Checkbox nicht markiert, so wird der Hysteresebreite der Wert des Quantum zugewiesen.

0SS Integrator (mask)

|| This is a quatized integrator with hysteresis.
|| Mote that Event-based Singals are extpected for Input and Cutput.

Parameters
Intitial Value: x0
0

Quantum Size: Q

|| Hysteresis Width should differ from the Quantum Size
Hysteresis Width: H

0.1

Reset Integrator

|”| Reset enable

OK ]| Cancel H Help || Apply |

Abbildung A.4: Maske des QSS-Integrators in Simulink

Die zweite Checkbox ermdglicht ein Zuriicksetzen des Integrators. Ist diese markiert, so
erhilt der Integrator zwei weitere Eingénge ,reset” und ,,x0(res)“ (siche Abb. A.5). Hat
das Signal an ,,reset” eine Zustandsdnderung, so setzt der Integrator in diesem Moment
den Wert an ,x0(res)“ als neuen Zustand.
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M dx
x0=0
Nreset Q=041 qp
H=0.05
M x0(res)
QSss

Abbildung A.5: AuBere des QSS-Integrators in Simulink, mit gewihlter Option
., Zuriicksetzen*

Hinweis

Die Aus- und Eingangssignale des Integrators sind ereignisbasierte Signale. Blocke aus
der Simulinkbibliothek, die nur mit zeitbasierten Signalen arbeiten, kénnen mit diesem
Integrator zusammenarbeiten, falls sie in ein ,,Atomic Subsystem“ gelegt werden, siehe
Kapitel 4.3.1 und Abb. 4.2.
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