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Einleitung

Das Auftreten diverser zusammenhédngender Muster in Permutationen ist bereits aus-
fithrlich erforscht worden. Da ist es nur natiirlich zu versuchen, gewisse Resultate fiir
Béume zu verallgemeinern bzw. diese Untersuchungen auf Baume auszuweiten.

Es werden in dieser Arbeit Resultate fiir zwei verschiedene Arten von markierten Béu-
men betrachtet. Zum einen Baume, fiir welche die Vorschrift fiir die Markierung der
inneren Knoten unabhéngig von der Vorschrift der Markierung der Blétter ist. Zum an-
deren werden Baumfamilien untersucht in denen zwischen den Labels der Bléatter und
der inneren Knoten nicht unterschieden wird.

Untersucht werden verschiedene Arten von zusammenhédngenden Mustern.

Kapitel 2: Dieses Kapitel dient dazu grundlegende Begriffe zu definieren. Auflerdem
werden wichtige Resultate angefiihrt, welche vor allem in Beweisen des Ofteren verwen-
det werden.

Kapitel 3: In diesem Kapitel werden Baume betrachtet, in welchen nach bestimmten
Vorschriften die Blatter mit natiirlichen Zahlen markiert sind und die inneren Knoten
mit Elementen aus einem Alphabet X. Es geht hauptséchlich darum Baume zu betrach-
ten, welche eine gegeben Menge von zusammenhangenden Mustern vermeiden. Dabei
wird auch gezeigt, dass es sich dabei um eine Verallgemeinerung von Vermeidung zu-
sammenhangender Muster in Permutationen, Wortern und gewissen Folgen handelt. Der
Begriff der Wilf-Aquivalenz - eigentlich fiir Permutationen definiert - wird fiir diese Béu-
me eingefithrt und spielt eine sehr wichtige Rolle.

Neben der genauen Beschreibung von Wilfklassen fiir Musterbaume mit einer kleinen
Anzahl von Blattern, werden auch einige asymptotische Resultate bzw. Vermutungen
angegeben und gezeigt, dass diese Resultate in der Operad-Theorie eine wichtige Rolle
spielen kénnen.

Das Kapitel baut hauptsachlich auf der Arbeit [Dot, 2012] von Vladimir Dotsenko auf.



1 FEinleitung

Kapitel 4: Hier werden verschiedene Parameter in markierten Baumen betrachtet. Im
Unterschied zu Kapitel 3 werden Baumfamilien, in welchen die inneren Knoten und Blét-
ter mit paarweise verschiedenen natiirlichen Zahlen markiert sind, betrachtet.
Zunéchst wird die Anzahl lokaler Minima in ungeordneten sowie geordneten Baumen
untersucht, dabei werden Resultate iiber die exakte Verteilung fiir eine fixe Baumgrofie
sowie liber das Grenzverhalten gezeigt. Weiters wird gezeigt, dass es fiir Baume mit n
Knoten einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der lokalen Minima und der Anzahl
der Blatter bzw. zu up-down alternierenden Baumen gibt.

AuBerdem wird die Anzahl maximal aufsteigender Unterbdume in ungeordneten sowie
geordneten Baumen betrachtet und ein Zusammenhang zu Pfaden in speziellen Matrizen
hergestellt.

Im letzen Abschnitt wird das Musterkonzept der maximal aufsteigenden Ketten in un-
geordneten Baumen untersucht.

Die Resultate in diesem Kapitel basieren hauptséichlich auf den Arbeiten [Sei, 2011],
[BaPaSe| und [BrPa).



Vorbereitung

Definition 2.0.1. Ein Baum ist ein kreisfreier, zusammenhdangender Graph.
Bdaume in welchen die Knoten Labels tragen, werden markierte Badume genannt.
Bdume ohne Labels heiffen unmarkierte Bdume.

Definition 2.0.2. Ein Wurzelbaum T ist entweder ein externer Knoten 1, auch Blatt
genannt oder es gibt einen ausgezeichneten inneren Knoten (), genannt Wurzel, mit
k € N Unterbaumen.

O

Das bedeutet T' = U oder ‘ ) mit Wurzelbaumen Ty, ..., T}.

In einem Wurzelbaum ist es moglich, den Baum von der Wurzel weg zu durchlaufen.
Jeder Knoten aufler der Wurzel besitzt genau einen Elternknoten.

Knoten mit gleichem Elternknoten v werden Kinder von v genannt.

Alle Knoten welche auf dem kiirzesten Pfad von der Wurzel zu einem Knoten v liegen,
heiffen Vorganger von v. Alle Knoten, welche auf dem Pfad von v zu einem Blatt lie-
gen, heiffen Nachfolger von v.

Knoten, die mindestens ein Kind besitzen, werden innere Knoten genannt, solche oh-
ne Kinder Bldtter.

Eine Menge von Baumen wird Wald genannt.

FEine geordnete Menge von Bdumen heifst geordneter Wald.

Ty

Wir verwenden folgende Notation:
e Sei A(z) = X,50an2" eine formale Potenzreihe, dann bezeichne [2"]A(2) = ay.
o [n]:={1,2,...,n}.

e S, bezeichnet die symmetrische Gruppe, also die Menge aller Permutationen der
Lange n.



2 Vorbereitung

2.0.1 Wichtige Resultate

In Beweisen werden des Ofteren die Lagrange Inversionsformel (Beweis siehe z.B. [F10d, 1990]
und [Sta, 1999]) und das darauf folgende Lemma - eine Folgerung der Cauchy’schen In-
tegralformel (Beweis siehe z.B. [F1Se, 2009]) - benétigt:

Satz 2.0.1 (Inversionsformel von Lagrange). Seien T'(z) und ¢(z) formale Potenzreihen
mit T(z) = z - ¢(T(2)) und [2°]¢(z) # 0.
Dann gilt fiir jede formale Potenzreihe f(x)

ST, n> 0,

pﬂﬂTunz{ o, "

Auferdem gilt

I = 2 ()

Lemma 2.0.1. Sei A(z) = Yy axz” eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius.

Dann gilt
A(2) = f A@)

Comi S a1

mit dem Integral entlang einer einfach geschlossenen, gegen den Uhrzeigersinn gerich-
teten Kurve um den Ursprung, welche komplett innerhalb des Konvergenzbereiches von

A(z) liegt.



Mustervermeidung in X-
markierten Wurzelbaumen

3.1 Einfiihrung

Dieser Abschnitt enthélt einige grundlegende Definitionen speziell fiir dieses Kapitel und
einige erkldrende Beispiele.

Bei allen Bédumen, welche in diesem Kapitel betrachtet werden, ist die Reihenfolge der
Unterbaume zu beachten.

Definition 3.1.1. Ein planarer Wurzelbaum, ist ein Wurzelbaum, gemeinsam mit
einer Totalordnung auf der Menge der Kinder jedes einzelnen Knotens.

Beispiel 3.1.1. Folgender Baum ist ein Beispiel fiir einen planaren Wurzelbaum:

o

/N
N
/NN

Notation:
X = U,>2X, bezeichnet im gesamten Kapitel ein endliches Alphabet, dargestellt als
disjunkte Vereinigung der Teilmengen X,,, n > 2.

Definition 3.1.2. Ein planarer X-markierter Wurzelbaum T ist ein planarer
Wurzelbaum, in dem jeder innere Knoten mindestens zwet Kinder besitzt und die Knoten
derart markiert sind, dass Folgendes erfillt wird:

e Jeder innere Knoten v mit m Kindern ist markiert mit einem Element x, € X,,.
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e Jedes Blatt von T ist markiert mit einer positiven Zahl, sodass folgende Bedingun-
gen gelten:

1. Labelling-set-condition: Sei | die Anzahl der Blditter von T, dann ent-
spricht die Menge der Blattlabels genau der Menge {1,2,...,1}.

2. Local-increasing-condition: Wenn jedem inneren Knoten v das kleinste
Blattlabel, jener Bldtter, welche Nachfolger von v in T sind, zugeordnet wird
(tempordr hat also auch jeder innere Knoten eine zugehirige positive Zahl),
dann gilt fir jeden inneren Knoten, dass die Zahlen welche seinen Kindern
zugeordnet sind, von links nach rechts ansteigen.

Beispiel 3.1.2. Sei Xy = {e,0}, X3 = {x} und X = Xy U X3. Dann sind folgende
Bdume Beispiele fir planare X -markierte Wurzelbdume:

[ J [ ]

7N\ 7N\

* [ ] * [ ]

/7 I\ /\ 7 TN /\

* 4 O 7 8 * 3 02 6
VAR I\ VAN I\
123 5 6 178 45

In weiterer Folge verwenden wir folgende Notation:
Seien i > 0, [ > 1 dann bezeichnet

o LT;:(X)... die Menge aller X-markierten Wurzelbdume mit 7 inneren Knoten und
[ Blattern.
Dabei gilt LT oy (X) =0, VI > 1.
LT01(X) besteht aus einem Element - einem Baum mit nur einem Knoten ohne
Kanten.

o LTi(X) =Ui>1 LTi(X)... die Menge aller X-markierten Wurzelbdume mit / Blat-

tern und

o LT(X) =Ui»1 £Tiy(X)... die Menge aller X-markierten Wurzelbaume.
Die Baume aus Beispiel 3.1.2 sind also Elemente von £7 55(X).

Definition 3.1.3. Ein planarer Wurzelbaum T wird Linkskamm genannt, wenn fir
jeden inneren Knoten v gilt, dass nur das Kind von v welches am weitesten links ist
eventuell kein Blatt ist.

Analog wird ein planarer Wurzelbaum T Rechtskamm genannt, wenn fiir jeden inneren
Knoten v gilt, dass nur das Kind von v welches am weitesten rechts ist eventuell kein
Blatt ist.

Beispiel 3.1.3. Sei wieder Xo = {®,0}, X3 = {x} und X = Xy, U X3.
Dann sind folgende X-markierte Wurzelbiume Beispiele fir einen Links- und einen
Rechtskamm:
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[ ] [ ]
7\ /N
* 6 1 *
7/ I\ /TN
*x 2 4 2 3 %
/ I\ / I\
o 3 5 4 5 O
VAN VAN
1 7 6 7

Bemerkung 3.1.1. Bei planaren X-markierten Wurzelbdumen gibt es einen grofien
Unterschied zwischen Rechts- und Linkskammen: Durch die Local-increasing-condition
gibt es bei einem Linkskamm nur eine einzige Einschrinkung fiir das Labelling der Bldtter
- das Blatt am weitesten Links muss mit 1 markiert sein. Hingegen gibt es bei einem
Rechtskamm nur genau eine Moglichkeit die Bldtter zu markieren - von der Wurzel
absteigend sind die Bldtter aufsteigend zu markieren.

Definition 3.1.4. Ein Unterbaum ecines planaren X -markierten Wurzelbaumes T ist
ein Unterbaum U mit Wurzel an einem der inneren Knoten von T, sodass fiir jeden
inneren Knoten v von U gilt, dass alle Kinder von v in T auch Kinder von v in U sind.
Die Bldtter von U sind mit den - der Local-increasing-condition in T - entsprechenden
Zahlen markiert.

Beispiel 3.1.4. Beispielsweise ist U ein Unterbaum des Baumes T € LT (X):

[ ]
/N
* (@] [ J [ ]
T = / I\ /\ _ VRN _ 7\ =U
*x 4 O 5 % * @) * 5
/ I\ /N /1IN /1N /1IN
1 2 3 9106 7 8 *x 4 O 1 4 9

Bemerkung 3.1.2. Durch die Bedingung an die inneren Knoten wird garantiert, dass
die Labels der inneren Knoten von U Sinn machen. Dass also jeder innere Knoten mit
m Kindern mit einem Element aus X, markiert ist.

Bemerkung 3.1.3. Die Local-increasing-condition ist fiir einen Unterbaum U eines X -
markierten Wurzelbaumes T laut Definition erfillt.

Damit U zu einem Element aus LT (X) wird, muss also nur noch die Labelling-set-
condition erfillt werden. Dies geschieht, indem die Blattlabels durch Elemente der Menge
{1,2,...,ly} ordnungserhaltend ersetzt werden, mit ly als Anzahl der Bldtter von U.
Der Baum mit diesen neuen Lables wird Standardisierung von U gennant und im
Folgenden mit st(U) bezeichnet. Klarerweise gilt st(U) € LT (X).

Definition 3.1.5. Es heifst, ein planarer X -markierter Wurzelbaum T € LT (X) enthdlt
einen Baum M € LT(X) als Muster, wenn es einen Unterbaum U von T g¢ibt, mit
M = st(U).

Andernfalls heifit es, T" vermeidet M.

Beispiel 3.1.5. Der Baum T € LT (X) enthdlt beispielsweise das Muster M € LT (X).
Dabei sei X wie in den vorhergehenden Beispielen definiert:
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[ ]
VAN
* (¢] [ St() [ ]
T = /1N /\ _— VAN —_— VAN =M
*x 4 O 5 %k * 5 * 3
/ I\ I\ /1IN VIR /1IN
1 23 9106 7 8 1 4 9 1 2 4

In diesem Zusammenhang fithren wir fiir eine Mustermenge M folgende Notation ein:

o LT no-m(X):={T € LT(X)|T vermeidet alle M € M},
© LT no-m(X) :={T € LT(X)|T vermeidet alle M € M}.

Folgende Definition wird im Weiteren sehr wichtig fiir die Frage wieviel Baume es bei
gegebenem Alphabet X und Mustermenge M gibt, welche M vermeidend sind.

Definition 3.1.6. Zwei Mustermengen My, My C LT (X) heiffen Wilf-dquivalent
(My ~w Ms), wenn fir jedes | € N die Anzahl der My vermeidenden X -markierten
Wurzelbaume mit | Bldattern gleich der Anzahl der My vermeidenden X-markierten Wur-
zelbdume mit | Bldattern ist, wenn also gilt

|£7-l,no—./\/l1 (X)| = |£7-l,no—/\/l2 (X)| ,\V/l € N.

Dieser Begriff ist eine Verallgemeinerung der Wilf-Aquivalenz fiir Permutationen, welcher
spater ebenfalls von Bedeutung sein wird.

Definition 3.1.7. Sei w € S,, eine Permutation der Ldinge n.

Dann heif$t es m enthdlt eine Permutation o € Sy mit k < n als zusammenhdngen-
des Muster, wenn es eine Teilfolge mimirq ... T mit 1 < 1 < k < n gibt, sodass
it -« - Ting = 0. Das bedeutet m;m;y1 ... Tk kann ordnungserhaltend auf o abgebildet
werden.

Andernfalls heifit es m vermeidet o.

Wir betrachten also Permutationsmuster, welche einem Teilwort einer gegebenen Per-
mutation entsprechen.

Definition 3.1.8. Sei o ein Permutationsmuster und sei S,(c) die Menge aller Per-
mutationen aus S, welche o vermeiden.
Dann heiffen zwei Muster o1 und oo Wilf-dquivalent, wenn gilt

[Sn(01)] = [Su(o2)], Vn > 0.

Wir werden des Ofteren exponentiell erzeugende Funktionen in Bezug auf die Blattanzahl
gewisser Baume verwenden.

Fiir feste Labelmenge X und Mustermenge M C L7 (X) wird daher folgende Notation
eingefiihrt:

Die exponentiell erzeugende Funktion
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Xn|2"
e von X: fX(Z) - Zn21 %7

e von M: fa(z) = X1 R

n!

|£Tn,no—M (X)lzn
n! :

o der M vermeidenden Menge: fro—am(2) = 2,51

Aus Grinden der besseren Lesbarkeit, wird in diesem Kapitel ab sofort - wenn nicht
anders angegeben - anstatt von planaren X-markierten Wurzelbdumen nur mehr von
Baumen und anstatt von Mustern eines planaren X-markierten Wurzelbaumes nur mehr
von Mustern die Rede sein.
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3.2 Mustervermeidung in Baumen und
Permutationen/Wortern /Folgen

Eingangs wurde bereits angedeutet, dass Mustervermeidung in X-markierten Wurzel-
baumen eine Verallgemeinerung von Mustervermeidung in Permutationen sowie Wortern
darstellt. Genau dieser Zusammenhang wird in diesem Abschnitt genauer erlautert. Au-
Berdem beschéftigen wir uns kurz mit einem Zusammenhang von gewissen Mustern in
Baumen und Mustern in gewissen Folgen.

Im gesamten Abschnitt sei X = X5 vorausgesetzt.

3.2.1 Zusammenhangende Muster in Permutationen

Zusétzlich sei hier | X| = 1 angenommen. Wir betrachten also ausschliellich Bindrbaume
mit nur einem moglichen Label fiir die inneren Knoten, daher wird in Skizzen darauf
verzichtet.

Lemma 3.2.1. Die Menge aller Permutationen ist natirlich, als Menge von Linkskdm-
men, in LT (X) eingebettet.

Beweis:

Bei einem Linkskamm gibt es keine Einschrankungen fiir die Anordnung der Blattlabels
{2,...,n}. Daher kann eine bijektive Abbildung zwischen der Menge aller Permutationen
der Lénge n und der Menge aller Linkskdmme in £7(X) mit n + 1 Blattern definiert
werden.

Eine mogliche Bijektion die fiir eine Permutation 7 € S,, Gewlinschtes liefert, ist etwa
folgende Abbildung, mit 1 <i < n:

A Tp—1+1
s

A 7Ti+1
1 m+1

T ... Ty —>

O

Bemerkung 3.2.1. Sei o € S,, und T'(c) der o-entsprechende Linkskamm. Dann gibt
es eine Bijektion zwischen der Menge der Muster von T'(o) und der Menge der zusam-
menhdngenden Muster von o.

Daher sind in diesem Fall die Begriffe ,Muster eines Baumes® fiir Linkskimme und
Lzusammenhdngendes Muster einer Permutation® fiir Permutationen dquivalent.

Satz 3.2.1. Sei Il eine Menge zusammenhdangender Muster von Permutationen und My
die Menge aller den Permutationen in 11 entsprechenden Linkskdmmen gemeinsam mit
dem einzigen Rechtskamm mit drei Bldttern.
Dann gilt

{LT nno—my(X)| = {7 € Sp_1|m vermeidet o, Vo € I1}|.

10
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Beweis:

Da auch der einzige Rechtskamm mit drei Blattern zu den verbotenen Mustern gehort,
sind fiir jedes n alle erlaubten Baume Linkskdmme und entsprechen daher Permutationen
der Lange n — 1.

Der Satz ist somit eine Folgerung von Bemerkung 3.2.1.

Sei o € S, eine beliebige Permutation der Lange n.
Dann bezeichne
ay... die Anzahl aller o-vermeidenden Permutationen aus Sy,
As(t) = Yo ak%... die entsprechende exponentiell erzeugende Funktion und

Jro—1(0)(2) = Xp>1 ‘ET""‘;—’,T("M die exponentiell erzeugende Funktion aller Baume,

welche den o-entsprechenden Linkskamm vermeiden.

Satz 3.2.2. FEs gilt
fvlw—T(a)(Z) = Ao (fro-1(0)(2))-

Beweis:
Sei T' € LT(X) ein beliebiger Baum, ¢ eine beliebige Permutation aus S, mit n > 2
und 7'(o) der o-entsprechende Linkskamm.

T kann dargestellt werden als Linkskamm mit Unterbdumen 7T, ..., T} als Blattern:
A
/A/\ Tk
T _ / \V
(o
1 Tl
Seien [y, lo, ..., [, die kleinsten Blattlabels der Baume T}, 75, ..., T}.
Dann gilt
A
-
st(lily...l,) vermeidet 0 <= st( '\ ) vermeidet T'(o).
lo
1 L
Unter allen k! Permutationen von 71, ..., T} gibt es also genau a;, erlaubte Permutatio-
nen.

Es gilt daher

a -a - a . a .
LT wor(0)(X) = O % (Oj’ {8} U 51 LT w1061 (X) U LT o161 (X)* U 5 LT o1 (X)* U ..

11



3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

Dies ergibt folgende Gleichung

Fro-10)(2) = 5f + T Fr0-16) (2) + 51 (o101 (2))2 + 51 (om0 ()" + - .
= Z &?(fno—T(a)(Z))k = A(fno—T(a)(Z))‘
iso k!

3.2.2 Zusammenhdngende Muster in Wortern

Sei A ein festes Alphabet und X = X, = A. Wir betrachten also wieder Bindrbaume,
allerdings mit |A| Moglichkeiten die inneren Knoten zu markieren.

Lemma 3.2.2. Die Menge aller maoglichen Warter iber A ist in natirlicher Weise, als
Menge von Rechtskammen, in LT (X) eingebettet.

Beweis:

Das Labelling der Blatter ist, wegen der Local-increasing-condition, bei Rechtskammen
eindeutig. Als Label fiir einen inneren Knoten kann ein beliebigs Element aus A gewéhlt
werden. Es kann daher eine Bijektion zwischen der Menge aller Worter der Lange n und
der Menge aller Rechtskdmme in £7(X) mit n + 1 Bléttern (d.h. n inneren Knoten)
definiert werden.

Einem Wort ajas...a, tiber A kann beispielsweise durch folgende Abbildung bijektiv
ein Rechtskamm zugeordnet werden:

al

/ N\

aias...a, —> /N

/N

/ \
n n+l

O

Bemerkung 3.2.2. Seiw ein Wort der Lange n iber A und T(w) der w entsprechende
Rechtskamm. Dann ¢ibt es eine eindeutige Beziehung zwischen den Unterbdumen von
T(w) und den Teilwortern von w.

Daher sind in diesem Fuall die Begriffe ,Muster eines Baumes® fiir Rechtskimme und
L, Leilworter von Waortern® dquivalent.

Satz 3.2.3. Sei W eine Menge von Wortern tiber A und My die Menge aller den Wér-
tern in VW entsprechenden Rechtskimmen gemeinsam mit allen méglichen Linkskdmmen
mit drei Bldttern in LT (X).

Dann gilt

|LT nno—my (X)| = [{Worter w der Lange n — 1| w enthélt kein Wort aus W als Teilwort}|.

12
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Beweis:

Aufgrund der Voraussetzungen sind alle erlaubten Baume Rechtskdmme und entsprechen
daher Wortern.

Der Beweis folgt somit sofort aus obiger Bemerkung.

3.2.3 Muster in Folgen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass wenn | X| = 1 gilt, Baummuster auf natiirlichem
Weg geplattet werden konnen und ein Zusammenhang zwischen Mustern in Baumen
und Mustern spezieller Permutationen, sogenannten Stirling-Permutationen, hergeleitet
werden kann.

In diesem Abschnitt gilt X = Xy = {o}.

Wir benotigen folgendes Korollar:

Korollar 3.2.1. Sei T ein Baum mit k inneren Knoten, wobei jeder dieser Knoten genau
d Kinder hat.
Dann gilt: T' hat kd — k + 1 Bldtter.

Beweis:

Sei B, die Anzahl der Blatter eines Baumes mit k& inneren Knoten.

Vollsténdige Induktion:

k=1: Bi=d=d—-1+1 V

k— k+1:Eswird By = kd — k + 1 vorausgesetzt.

Aus einem Baum mit £ inneren Knoten wird ein Baum mit k41 inneren Knoten erzeugt,
indem ein Blatt durch einen inneren Knoten mit d Blattern als Kindern ersetzt wird. Es
kommen daher d — 1 Blatter hinzu, somit gilt

Biyi =B+ (d—1)=kd—k+d=(k+1)d—(k+1)+1 V.
0

Satz 3.2.4. Es gibt genau (2(n—1) — 1!l = % verschiedene Baume in LT ,(X).

Beweis:
Wir betrachten Baume aus £7 (X)), versechen mit einer zusitzlichen Kante, welche von
der Wurzel ,hinauffithrt®

/N
[©] (¢]

Wir betrachten also Baume der Gestalt / \ /' \ .

Dadurch ist eine rekursive Konstruktion aller Baume aus £7 (X) méoglich.

Baume mit n Blattern, also n — 1 inneren Knoten, konnen folgendermafien in n — 1
Schritten erzeugt werden:

13



3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

|
Schritt 0: 1 -

Schritt j > 1: An einer der 25 — 1 Kanten wird der j-te innere Knoten eingefiigt,
gemeinsam mit einem nach rechts-schauenden Blatt, welches das Label j 4 1 trégt:

o
\
&) "
Klarerweise gibt es nach dem (n — 1)-ten Schritt insgesamt
1-3---(2n—3)(2n — 1) = (2(n — 1) — )!! Moglichkeiten.
O

Lemma 3.2.3. Es gibt genau (2n — 1)!! verschiedene Permutationen der Multimenge
{1,1,2,2,...,n,n}, sodass fir jedes k € {1,...,n} gilt: Alle Elemente zwischen den
beiden Vorkommen von k sind echt grofier als k.

Diese Permutationen werden auch Stirling- Permutationen genannt.

Beweis:
Sei 7 eine solche Permutation einer wie oben beschriebenen Multimenge mit 2n Elemen-
ten.
Es ist klar, dass die zwei Vorkommen von n nebeneinander stehen miissen. Werden beide
n aus 7w entfernt, bleibt eine Permutation der Lénge 2n — 2 mit n — 1 als maximalen Ele-
menten, in welcher zwischen zwei gleichen Elemten nur grofiere Elemente vorkommen.
Es gibt nun 2n — 1 Mdéglichkeiten die beiden n in diese Permutation einzufiigen, um ei-
ne laut Voraussetzung giilte Permutation der Lange 2n zu erhalten. Dies kann rekursiv
fortgesetzt werden.
Die Anzahl aller giiltigen Permutationen ist daher

(2n)! (2n)!

@n=1)Cn=3). 1= 6,9 2~ 2l

Folgerung 3.2.1. FEs gilt also
|LT 41(X)| = Anzahl aller Stirling-Permutationen von {1,1,2,2,...,n,n}.

Eine Bijektion der Menge aller Baume aus L7 ,(X) auf die Menge aller Stirling-Permu-
tationen der Lénge 2(n — 1) kann mittels Traversierung erhalten werden:

Sei T € LT(X). Bei der Traversierung von 7" wird jede nach rechts-schauende Kante
mit dem Label des zuletzt besuchten Blattes markiert. Anschreiben dieser Kantenlabels

14
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in der Reihenfolge, in welcher sie bei der Traversierung besucht werden, ergibt die dem
Baum T entsprechende Stirling-Permutation.

Einige Beispiele sollen veranschaulichen, wie dies funktioniert:

(0]

/A2
o o entspricht der Permutation 112332,

/ N\1 /3\3
1 23 4

/o 3\3 entspricht der Permutation 122331,
4

4
/ I\ entspricht der Permutation 122133.

Bemerkung 3.2.3.

e Das Label einer nach rechts-schauenden Kante kann leicht konstruiert werden:
Geht man vom Blatt j+1 in Richtung Wurzel, trigt das erste nach rechts-schauende
Blatt, welches erreicht wird, das Label j.

o Die Labels der Kanten entlang jedes Pfades von einem Blatt zur Wurzel sind nach
dieser Traversierung immer absteigend.

15



3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

3.3 Wilfklassen

In diesem Abschnitt geht es hauptséichlich darum, die Wilfklassen ausgewéhlter Muster-
mengen aus Baumen mit nur wenigen Blattern und wenigen Labelmoglichkeiten fiir die
inneren Knoten zu finden.

Davor wird aber noch ein sehr wichtiger Satz angefiihrt, welcher spéter des Ofteren von
grofler Bedeutung ist.

3.3.1 Verallgemeinerte Inversionsformel

Definition 3.3.1. Sei M eine Menge von Mustern aus LT (X). Eine Menge von Un-
terbaumen {T1,Ts,..., Ty} eines Baumes T € LT (X) wird k-Biindel aus M von T
genannt, wenn

e jeder Unterbaum T;, 1 <1i <k, einem Muster aus M entspricht, also st(T;) € M
qgilt.

e jede Kante zwischen zwei inneren Knoten in T auch eine Kante zwischen zwei
inneren Knoten eines Unterbaumes T} ist.

Per Definition sei die Menge der 0-Biindel genau die Labelmenge X .

Weniger formal ausgedriick ist ein k-Biindel ein Baum, welcher komplett durch k-Kopien
von Elementen einer vorgegebenen Mustermenge M tiberdeckt wird.

Beispiel 3.3.1. Seien T und M wie folgt gegeben:
@)
/ \
° *
PN / N\
1 o o

2 ([ ]

(@] * (@] [ J [}

T — /N /N /A / N\ /N /NI /N
* 58 9 10 * T A= ° * 1 e *x 2 1 0 4 1 2 @
/\ /\ /1IN T /\ /\ /\ /1N

4 6 3 11 1 45 2 3 2 3 1 3 2 3 345
’

) ) ) )

Dann stellen folgende Unterbiume ein 6-Biindel (bevor sie standardisiert wurden) aus
M von T dar:

O [ ] @) [ J * O
7N\ VLI 7\ /TN /\ 7\
® * 1 o 8 *x 5 1 4 e 2 e * 7
VLN /\ /\ /\ VLI /\ /\
1 4 82 3 4 5 4 6 8 9 10 3 7 3 11

Nachfolgend bezeichnet b, (M) die Anzahl der k-Biindel von Bdumen mit n Blattern.

Auch auf der Menge der Permutationen kann der Begriff des Biindels definiert werden.
Obige Definition ist eine Verallgemeinerung der von Goulden und Jackson eingefiihrten
Begriffe der Biindel auf Permutationen und Wortern.

Diese spezialisierte Definition wird spater noch von Bedeutung sein.

16
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Definition 3.3.2. Sei w € S,, eine Permutation der Linge n.

Dann wird © k-Biindel der Permutationen o, € S;,,09 € Sj,,...,0, € Sj, genannt,
wenn
® esiy,..., i € N gibt, mit oy = m, w41 ... Tippj,—1, V1 <1<k und

e (0BdA sei angenommen, dass iy,is...1; aufsteigend angeordnet sind) gilt, dass
i1+ J1 > 9,00+ Jo > 13, ..oy lk1 + Jro1 >k, 01 = 1 und i + jp — 1 =n.
Ein Beispiel soll dies veranschaulichen.
Beispiel 3.3.2. Seim=({2343547).
Dann stellen die Permutationen o1 = (333), 00 = (1233), 05 = (323) und 04 =
(12) ein 4-Bindel von m dar.

Folgende Darstellung zeigt, dass m von den Permutationen tiberdeckt wird und es nicht
maglich ist, diese einfach voneinander zu trennen.

1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 2 46
2 3 1
4 1 3 2
3 1 2
1 2

Ein sehr wichtiges und spéter des Ofteren verwendetes Resultat, ist folgender Satz. Der
Beweis beruht auf homologischer Algebra und wird daher an dieser Stelle nicht angefiihrt.
Interessierte Leser finden den Beweis in [DoKh, 2009].

Satz 3.3.1 (Verallgemeinerte Inversionsformel). Das beziiglich der Komposition Inverse
von fno-m(2) kann mittels Bindel folgendermafen erhalten werden:

(—1)’“bn,k(/\/l)z”‘

n!

@) =2— 3

n>1,k>0

Auch fiir Permutationen und Worter gibt es ein sehr d&hnliches Resultat, die sogenannte
Kluster-Inversionsformel von Goulden und Jackson, siehe z.B. [NoZe, 1999].

3.3.2 Binarbaume ohne Markierung der inneren Knoten

Es werden also nur Baume, fir dessen Alphabet X = X, mit |X| = 1, betrachtet.
Daher schreiben wir zwecks besserer Lesbarkeit statt £7,(X) hier nur £7,, und statt
LT no—p(X) nur LT oy

Lemma 3.3.1. Folgende drei Muster sind zueinander Wilf-dquivalent:

n=fr m= s m= )
1 3 1 2

2 3

17



3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen
Fiir jedes dieser Muster und jedes n € N gibt es genau (n — 1)! Baume mit n-Bldttern
welche das Muster vermeiden.
Beweis:

e Behauptung: Die Menge aller p; vermeidenden Béume kann bijektiv auf die Menge
aller py vermeidenden Baume abgebildet werden.

Dazu wird ein Baum T € L7, yo—p, als Linkskamm dargestellt, wobei die Blétter

T1,...,T, Unterbdume von T sind, welche von der Wurzel aufsteigend angeordnet
sind.
Ao
74\

Es gilt also T = * & .
Weiters wird eine rekursive Abbildung p definiert:

A A /N
P LT mopy — LT nopy :p(1) =1, p(1 2)=1 2 pT)= 17"

Es wird also p auf jeden Unterbaum angewendet und in umgekehrter Reihenfolge
wieder in den Baum eingepflanzt.
Einige Beispiele sollen die Funktionsweise der Rekursion veranschaulichen:

4 2 2
3€ £T4,no—p1 3€ £T4,no—p2 Ae £T4,no—p1 1 € LTAL,no—pg

1 2 1 4 1 23 4 3 4

)

1 2 5 G £T47no—p1 4 G £T4,no—p2

3 4 3 5

Aus der Definition von p; und ps folgt sofort, dass p(T") € LT . no—p, ilt.

e Behauptung: Die Menge aller p; vermeidenden Béume kann bijektiv auf die Menge
aller p; vermeidenden Baume abgebildet werden.

Wie im vorigen Fall stellen wir einen Baum 7" € £7,,0—p, als Linkskamm dar,
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3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

wobei die Bléatter T1, ..., T, Unterbaume von 7' sind.

Weiters sei n; := |T;| die Anzahl der Blétter des Baumes T;.

Sei L ein Linkskamm mit b Blattern, dann bezeichne (L);, 1 < i < b — 1 das i-te
nach rechts-schauende Blatt - von der Wurzel abwérts gezéhlt und (L), das einzig,
nach links schauende Blatt.

Anzumerken ist noch, dass LT, ,,—p, genau die Menge aller Linkskdmme ist. Es
muss also jeder Baum aus £7 ,,_,, eindeutig auf einen Linkskamm abgebildet wer-
den.

Wir definieren die rekursive Abbildung:

K LT no—py —> LT po—ps 1 6(1) =1, (P 2)=1 2.

Um «(T) zu beschreiben, sei angenommen, dass die Linkskdmme x(77), ..., ~(Tk)

/@Tk))l
C (R(Th))2
/@Tk))nk

AT

A/ .
bereits bekannt sind. Dann sei x(T) = ' 7)™

k(T ist also der Linkskamm, bei welchem die nach rechts- schauenden Blétter von
der Wurzel abwérts der Reihe nach die Blatter von x(Ty), k(Tk-1), ..., x(T1) sind.

Einige Beispiele sollen wieder helfen die Rekursion zu veranschaulichen:

4 2 2
3 E £T4 ,no— pl 3 6 £T4 ,NO—P3 6 £T4 ,no— pl 4 e £T4,TLO—]73

1 2 1 4 1 23 4 3

/}5 € £T4 no— pl /(QLT4 no—ps

Das k eindeutig umkehrbar ist, folgt auf Grund der Tatsache, dass in x(7T") das
Label des rechts-schauenden Blattes, welches am weitesten weg von der Wurzel
ist, das kleinste Blattlabel von T} ist. Das ndchste Element (Richtung Wurzel)
welches kleiner ist, ist dann das kleinste Blattlabel von 75 usw..

Es bleibt zu zeigen, dass es (n — 1)! Baume mit n Blattern gibt, welche je eine
dieser Mengen vermeiden.
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Wie bereits angemerkt, besteht £7,,,_,, genau aus allen Linkskdmmen. Links-
kimme mit n Blattern gibt es genau (n — 1)!, da nur das Label des einzigen
Linksblattes fix bestimmt ist.

]

Lemma 3.3.2. Die folgenden drei Mengen sind zueiander Wilf-dquivalent:
Lo Lo mel L0 O\ el £ 00
12 1 3 12 2 3 1 3 2 3)

Fiir jede dieser Mengen und jedes n > 3 gibt es genau einen Baum, welcher die Menge
vermeidet.

p1 =

P3 =

Beweis:

e Fiir jedes n > 3 besteht die Menge LT ,,—,, genau aus dem eindeutigen Rechts-
kamm mit n Blattern.

o Fir jedes n > 3 besteht die Menge L7 ,,,—p, genau aus dem eindeutigen Linkskamm
mit n Blattern und von der Wurzel abwérts ansteigenden Blattlabeln.

o Fir jedes n > 3 besteht die Menge L7 ,,,—p, genau aus dem eindeutigen Linkskamm
mit n Blattern und von der Wurzel abwérts absteigenden Blattlabeln.

O
Aus diesen beiden Lemmata folgt unmittelbar folgender Satz:

Satz 3.3.2. Fir X = Xy mit | X| = 1 gibt es genau 4 Wilf-Klassen zu Mengen von
Mustermengen, welche aus Mustern mit 3 Blattern bestehen.

Beweis:
Aufler den 2 Klassen, welche durch Lemma 3.3.1 und Lemma 3.3.2 beschrieben werden,
gibt es noch

e die Wilf-Klasse, welche von der Mustermenge M = () erzeugt wird.
Dies ist klarerweise die Menge aller Baume in £7 (X) und

o die Wilf-Klasse der Mustermenge aller Baume mit drei Bléttern, also aller Baume
MY
welche, s 23 12 ) yermeiden.

Klarerweise sind in dieser Klasse keine Baume mit drei oder mehr Blattern.
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Wir beschéftigen uns jetzt mit Mustern aus Baumen mit vier Blédttern. Dafiir werden
folgende 2 Korollare benétigt.

Korollar 3.3.1. Sei X = X, und seien My und My zwei zueinander komplementdre
Mengen von Mustern mit 3 Bldttern, also M{UMy = LT 3(X).
Dann gilt folgende Gleichung

an*M1(_fnofM2(_Z)) = fnofM2<_fnofM1<_Z)) =z

Beweis:
Aufgrund der Inversionsformel, Satz 3.3.1, gentigt es zu zeigen, dass

LT oo al(=2) Db (M)
_.fno—./\/l2<_z>:_z’ : l/‘\/l ’( Z) =z Z ( ) ;Z‘( 1)2 = 7(10—1)/\41(Z)'

I>1 n>1,k>0

Da |£T1,n0—/\/12 (X)| =1, gﬂt

CT no—Ms _Zl ET no— gzl
_Z| L l/!w|( ):Z—Z| z,“M| =

>1 1>2

Zu zeigen bleibt also

LT 1 no-ms, |2

1>2 : n>1,k>0

Fiir [2?] gilt diese Gleichung, da laut Definition die Anzahl der 0-Biindel mit |X| = | X,|
iibereinstimmt und sowohl M also auch My nur aus Baumen mit drei Bldttern beste-
hen.
Fiir [2"],n > 2 ist anzumerken, dass eine Bijektion der k-Biindel fiir M; und der Baume
welche My vermeiden existiert, denn fiir jeden solchen Baum gibt es genau eine Mog-
lichkeit durch Baume aus M uberdeckt zu werden.
Dass die Vorzeichen iibereinstimmen folgt aus X = X5, denn dadurch hat laut Korollar
3.2.1 jeder zu einem k-Biindel gehorige Baum genau k + 2 Blatter.

[

Bemerkung 3.3.1. Bereits in Abschnitt 3.2.1 wurde der Zusammenhang von zusam-
menhdngenden Mustern in Permutationen und gewissen Linkskimmen gezeigt. Weiters
gilt, dass die Biindel von Linkskdmmen, welche zusammenhdngenden Permutationsmus-
ter entsprechen, genau die Linkskimme sind, welche den Gouldon-Jackson Biindeln die-
ser Permutationsmuster (siehe Definition 3.5.2) entsprechen.

Korollar 3.3.2. Seien P; und Py zwei Wilf-dquivalente Mengen zusammenhdngender
Permutationsmuster. Dann sind auch die zwei Mustermengen My und My der zugehd-
rigen Linkskdmme zueinander Wilf-aquivalent.
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Beweis:
Dies folgt sofort aus obiger Bemerkung.

Es gibt 15 verschiedene Béume mit vier Blattern:

PO O

O O oo kB

Alle Wilf- Klassen von Mustermengen mit 4- blattrlgen Baumen aufzulisten ist also schwie-
rig, da 2% = 32768 verschiedene Mengen betrachtet werden miissten. Wir beschrinken
uns daher auf Wilf-Klassen von Badumen, welche jeweils nur ein Muster vermeiden.

Lemma 3.3.3. Folgende drei Muster sind zueinander Wilf-dquivalent:
p1 = Yopp= > op3= !
3 3 2
12 1 4 3 4
Beweis:

Der Beweis funktioniert ahnlich zum Beweis von Lemma 3.3.1:

e Behauptung: p; ~w p2
Es kann die gleiche Rekursion p wie im Beweis von Lemma 3.3.1 verwendet werden.
Dadurch gilt beispielsweise fiir einen Baum

3 2
T = 4 G £T47no—p1 p(T) - 4 6 £T4,no—p2

1 2 1 3

e Behauptung: p; ~w ps
Hier kann die Rekursion aus Lemma 3.3.1 fast tibernommen werden.
Um auch wirklich alle Baume aus L7, no_p; 2 treffen, ist die einzig notige Ande-

£ )

rung die Vorschrift, dass x das Muster ! 2 abbildet auf das Muster 2 3.
Um den Unterschied zu Lemma 3.3.1 zu verdeutlichen hier ein Beispiel:

4
T e 2 G ﬁTﬁLno-T) K/(T) :A E £T4’no—p3

1 3 1 42 3
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O
B 4
p= 3
Bemerkung 3.3.2. Dem Baum L2 entspricht die Permutation o = 123.
Sei Ag(t) == Yk>0 ak% die exponentiell erzeugende Funktion der o-vermeidenden Per-

mutationen.
Laut [Eli, 20006] gilt

V3ez

At) = )
) 2sin( L3¢ + 2m)
Mit Satz 3.2.2 folgt
f,.w,p(z)
V3e 2
fTILO—p(Z) .

B QSiH(gfnofp(Z) + %ﬂ)

FEine implizite Losung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch

3 fno—p(z) 3 fnofp(z) 3
z+ \é_e_ 2 sin (—\é_fno_p(z) + g) —e 2z sin (é_fno_p(z) + g) = 0.

Auflosen dieser Gleichung nach fno—,(2) und Entwicklung in eine Taylorreihe um z = 0,
ergibt fir die Koeffzienten von fn,—,(2) eine Folge, welche wie folgt startet:

“CTl,no—p‘ = 17 |£T2,no—p‘ = 17 ’ETB,no—p| = 37 ’£T4,no—p’ = 147 |£T5,no—p‘ = 917
|£T6,no—p| = 756, |£T77no_p| = 7657, |£Tg77w_p| = 91504, |[,7197n0_p| = 1260441, ...

Lemma 3.3.4. Die folgenden sechs Muster sind zueinander Wilf-dquivalent:

2 1 1
0 w0 w0 w0 me
1 23 4 1 32 4 1 42 3 3 4 2 3 2 4

Beweis:

e Behauptung: p; ~w ps:
Es wird eine Bijektion o : LT po—p, — LT po—p, konstruiert, welche p;-vermeidende
Baume auf py-vermeidende Baume abbildet und zwar nach folgendem Schema:
Sei ein Baum 7" € LT o—p, N LT po—p,, dann gelte o(T) =T
Sei ein Baum T € LT o p, \LT no—p,, T enthélt also das Muster py aber nicht p.
Dann kann 0.B.d.A. davon ausgegangen werden, dass die Wurzel von T' in einem
der vorkommenden p, enthalten ist. Denn sollte dem nicht so sein, wird « rekursiv
auf jenen Unterbaum angewandt, deren Wurzel am néchsten zur Wurzel von T
liegt und Teil des Musters ps ist.

A\

Sei also T= Tt 215 T4 “weiters sei S; = a(T}),i = 1,...,4.

Y
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A\

Dann gelte a(T) = ©t %352 S
« ist also eine Bijektion, welche Bdume die p; vermeiden und p, enthalten, auf
Baume die p; vermeiden und p; enthalten abbildet.

e Behauptung: p; ~w ps:
Dies funktioniert nach dem genau gleichen Prinzip wie im vorigen Fall.

e Behauptung: p; ~w pa4:
Dazu wird eine Bijektion 3 : LT o—p, — LT yo—p, folgendermaflen konstruiert:
Sei ein Baum 7" € LT o—p, N LT po—yp,, dann gelte S(T) =T
Sei ein Baum T € LT 10-p, \LT no—p,, d-h. T enthélt das Muster py, aber nicht
p1. Wieder kann 0.B.d.A. davon ausgegangen werden, dass die Wurzel von T in
einem auftretenden p, enthalten ist. Ist dem nicht so, wird § rekursiv auf jenem
Unterbaum angewendet, deren Wurzel der Wurzel von 7" am nachsten ist und Teil
des Musters py ist.

Ts
T A A
Seialso T = T2 T4 weiters sei S; = B( T Tp Jund S, = ( T3 Ty ).
74\

Dann sei §(T) = ' 52

Der einzige Knoten in §(7") welcher als Wurzel fur py in Frage kdme ist die Wurzel.
Das wiirde allerdings bedeuten, dass p; in T enthalten ist und stellt somit einen
Widerspruch zur Annahme, dass T' p; vermeidend ist dar.

e Behauptung: ps ~w ps:
Dies gelingt durch eine Bijektion o : LT o—ps = LT no—ps-
Ein Baum T € L7 ,,,—p, wird dabei von der Wurzel abwérts durchlaufen. Wird das
Muster pg entdeckt, wird auf diesen Unterbaum die Rekursion p aus Lemma 3.3.1
angewendet. Danach wird o auf diesen Unterbaum erneut angewendet.
Folgende Beispiele zeigen, wie o funktioniert:

7
7 6
1
T — 1?\ . 1?\0&(T) T:1 6 2 . 2 :Oé(T)
3 4 5 4
2 4 2 3 7 3 4 3 5 )

e Behauptung: p; ~w ps:
Dieser Beweis ist eine Folgerung der Inversionsformel, Satz 3.3.1. Denn es wird
gezeigt, dass by, x(p1) = bnr(ps), Yn > 1, k > 0. Dafir ist anzumerken, dass beide
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Muster die gleiche Struktur von Selbstiiberlappungen haben:

Fiir ein 2-Biindel, welches nur aus dem Muster p; bzw. ps besteht, gibt es je zwei
mogliche Uberlappungen, wobei eine davon nur ein erlaubtes Labelling der Blitter
besitzt, das andere drei:

P1:
1 2 5 6 4 6 4 5
3 45 6. 1 23 4 1 23 5 1 23 6
) ) b

1 1 1
Ds 1 6 5 4
2 2 2
2 34 6 5 6 6
4 5 . 3 4 3 4 3 5
Y ) Y

Weiteres Vorgehen:

Schritt 1: Wir betrachten zunédchst Baume ohne Blattlabels und konstruieren eine
Bijektion « von Biindel des Musters p; (ohne Labels) auf Biindel des Musters ps
(ohne Labels).

Schritt 2: Danach wird gezeigt, dass es je gleich viele Moglichkeiten gibt, die Blat-
ter eines Baumes 7" mit n Blattern zu markieren um Baume aus by k(p1) zu erhal-

ten, wie es Moglichkeiten gibt, die Blatter von «(7") zu markieren um Baume aus
bnk(ps) zu erhalten.

Schritt 1: Um eine rekursive Bijektion «, von Biindel des Musters """~ /O\

auf Biindel des Musters > % zu konstruieren, wird folgende Notation ein-
gefiihrt:

Bn,k(ml), k > 1... Menge aller Baume, welche als k-Biindel des Musters
dargestellt werden konnen und n Blétter besitzen.

Sei T € ?)n,k(fnl), k > 1, dann kann 7 folgendermafBen dargestellt werden:

- , i+1
T =
/ B;

B>

JAN

B , wobei Bi entweder ein k;-Biindel, mit k; > 1, des Musters 7,

/N

oder nur ist.
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by (Ms), k> 1 ist die Menge aller Bdume mit n Bléttern, welche als k-Biindel
des Musters ms dargestellt werden konnen.
Ein Baum T' € b, x(15) besitzt die Darstellung:

By

5>

, wobei 7 entweder nur oder ein k;-Biindel des Musters ms
ist.

Unter Verwendung obiger Baumdarstellungen wird « fiir einen Baum T' € Bmk(ml),
k > 1, wie folgt definiert:

Schritt 2: Anhand einiger Beispiele wird gezeigt, dass es fiir einen Baum T €
Enk(ml) genauso viele Moglichkeiten gibt, die Bléatter zu markieren um einen Baum
aus by, i (p1) zu erhalten, wie es Moglichkeiten gibt, die Blatter von a(T) € Bmk(mg))
zu markieren um einen Baum aus b, x(ps) zu erhalten.
Dabei gilt fiir einen Baum T € Bn,k(ml):
l;, 1 < i < n, sind Platzhalter fiir die Blattlabels {1,2,...,n} von T und
ki, 1 < i < n, sind Platzhalter fiir die Blattlabels {1,2,...,n} des Baumes

a(T) € by 1 (1715).
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Beispiel 1:

k1
ka

ko
ke

P N —a(T)
ls lg 7 ls lg l10 ks kr k1o
v l2l3 g ks kg

Anzahl Moglichkeiten, die Blatter des Baumes 7' zu markieren um einen Baum
aus by 4(p1) zu erhalten:

l1: Klarerweise gilt [; = 1 (Bedingung fiir jeden X-markierten Wurzelbaum).
la,l3: Es muss lo = 2 und [3 = 3 gelten, da sonst 7" & by 4(p1).

l4: Es sind alle 10 — 3 Labels {4,5,...,10} moglich.

ls: Es muss l5 = min {4,5,...,10}\ {l4} gelten, da sonst T" & byo.4(p1)-

l¢: Es sind alle 10 — 5 Labels {5,...,10} \ {l4, 5} moglich.

l7,1s, 1o, l1p: Die einzige Moglichkeit um einen giiltigen Baum aus by 4(p1) zu er-
halten, ist l7,ls,ly, 1o mit den 4 noch nicht verwendeten Labels der Reihe nach
aufsteigend zu versehen.

Anzahl Moglichkeiten, die Blitter des Baumes (7' zu markieren um einen Baum
T aus bio4(ps) zu erhalten:

k1, ko, k3: Aus den selben Grinden wie im vorigen Fall muss k1 = 1,ky = 2 und
ks = 3 gelten.

k4: Das Label an der Stelle k4 hat als einzige Einschrankung, dass es grofier sein
muss als ki, ks und k3, es gibt also 10 — 3 Moglichkeiten.

ks: Es muss ks = min {4,5,...,10}\ {k4} gelten, damit T" € byg4(ps)-

k¢: Es sind alle 10 — 5 Labels {5,...,10} \ {k4, k5 } moglich.

kz, ks, kg, k10: Die einzige Méglichkeit einen giiltigen Baum aus by 4(p1) zu erhalten,
ist k7, kg, kg, k1o mit den 4 noch nicht verwendeten Labels aufsteigend der Reihe
nach zu versehen.

Gesamt: Es gibt somit (10 —3) - (10 — 5) = 35 Méglichkeiten die Blétter des
Baumes 7" sowie des Baumes «(7") giiltig zu markieren.
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Beispiel 2:

k7 kis

I lal3 la

Anzahl Moglichkeiten, die Blatter des Baumes 7' zu markieren um einen Baum 7'
aus big7(p1) zu erhalten:

l1,ls,13: Es muss [y = 1,1, = 2 und [3 = 3 gelten.

ls,lg: Alle 16 —3 Labels {4,5,...,16} bzw. alle 16 —5 Labels {4,5,...,16} \ {l4, 5}
sind moglich.

ls,l7: Es muss [5 = min{4,5,...,16}\l; und l; = min{5,...,16}\ {l4, 15,16} gel-
ten.

lg: Es sind alle 16 — 5 Labels {5, ..., 16} \l4 moglich.

lg,...,l14: Es konnen beliebige sechs noch nicht verwendete Labels gewéhlt wer-
den, die vier kleinsten miissen dann der Reihe nach aufsteigend auf die Plétze lg bis
l11 gesetzt werden, flir [;5 gibt es dann keine weitere Einschriankung. Die tibrigen
beiden werden aufsteigend auf [;3 und ly4 gesetzt. Insgesamt gibt es somit fiir den
griimen Unterbaum (16; 7) - 3 mogliche Markierungen.

l15, l16: Die zwei noch tiibrigen Labels werden aufsteigend darauf gesetzt.

Anzahl Moglichkeiten, die Blitter des Baumes a(7) zu markieren, um einen Baum
aus by 7(ps) zu erhalten:

k1, ko, k3: Es muss wieder k; = 1,ky = 2 und k3 = 3 gelten.

kg, kg: Alle 16 — 3 bzw. 16 — 5 Labels {4,5,...,16} bzw. {4,5,... 16} \ {k4, k5}
moglich.

ks, k7: Es muss k5 = min{4,5,...,10} \ {ks} und k7 = min {4,5, ..., 10} \ {k4, k5, ke }
gelten.

ks, ..., ks Es konnen beliebige sechs noch nicht verwendete Labels gewahlt wer-
den, die vier kleinsten davon werden dann der Reihe nach aufsteigend auf die
Platze kg bis ki1 gesetzt, fiir k4 gibt es dann keine Einschrankung. Die iibrigen
beiden werden aufsteigend auf ko und ki3 gesetzt. Insgesamt gibt es also fiir den

grinen Unterbaum (167_ 7) - 3 mogliche Markierungen.
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Gesamt: Es gibt also in beiden Fallen

(16—3)(16—5)<<167_7> ~3> :(16—3)(16—7)<| 16—9 )

{Knoten griiner Unterbaum }| — 1

.-+ |{gtltige Markierungen des griinen Baumes}| = 15.444
Moglichkeiten die Blitter des Baumes T bzw. o(T) giiltig zu markieren.
Beispiel 3:

= = A

51 la ko ks

|

Anzahl Méglichkeiten, die Blétter des Baumes T' bzw. a(T) zu markieren, um einen
Baum aus by46(p1) bzw. big(ps) zu erhalten:

Wie in den vorigen Fallen muss Iy = ky = 1,1y = ko = 2,13 = k3 = 3 gelten.

ly, kg, l5, ks: Um Baume zu erhalten, welche Biindel des entsprechenden Musters
sind, muss weiters 4 = ky = 4 und 5 = k5 = 5 gelten.

lgy ..., lip bzw. kg, ..., kig: Diese Platze konnen mit beliebigen 5 noch nicht ver-
wendeten Labels markiert werden und zwar wie folgt: lg, [; bzw. kg, k7 werden mit
den zwei kleinsten davon markiert, fiir lg bzw. ko gibt es dann wieder keine Ein-
schrinkung - also drei Moglichkeiten. Mit den restlichen beiden Labels werden
dann aufsteigend die Plitze lg, 119 bzw. ks, kg belegt. Es gibt daher fiir diese 5
Blatter (145_ %) . 3 Moglichkeiten diese zu markieren.

Die restlichen 4 Labels konnen nur aufsteigend auf die 4 verbleibenden Platze ver-

geben werden.

Gesamt: Es gibt daher in beiden Féllen
145_ 5) -3 = [{giiltige Markierung des griinen Baumes}| = 126 Moglichkeiten die
Blatter dieser Baume giiltig zu markieren.
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Beispiel 4:
B,
/
A l7' lr+1
/7 0\
o N = oD
A liljt
/7 \
B;
/
A L Lig1 ki1
/7 0\
kr
£ B,
li lal3 s kn-1  kn

Sei a(B;), 1 < i < r, die Anzahl der Moglichkeiten, die Blatter des Baumes B;
glltig zu markieren.

Dann geht aus den obigen Uberlegungen hervor, dass die Anzahl der Moglichkeiten,
die Blatter des Baumes T' bzw. a(T) zu markieren, um einen Baum aus b4 6(p1)
bzw. by146(ps) zu erhalten in beiden Fallen

n—1t—2

(n—S)(n—S)...(n—i)( B, )a(Bi)(n—i— |B;| —4)(n —i—|B;] —6)---
= (" B =2 1B -2 (= )

ergibt.
Lemma 3.3.5. Folgende vier Muster sind zueinander Wilf-dquivalent:

3 4 2 3
b1 = 4 D2 = 2 p3 = 4 Pa = 2
1 2 1 3 1 3 1 4
) ) )
Beweis:

Die zugehoérigen Permutationsmuster sind zueinander Wilf-dquivalent:

p1 entspricht der Permutation m = (13%3), po entspricht m = (}23), ps entspricht
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73 = (12 3%) und py entspricht der Permutation 7y = (32 3).

Zwischen diesen Permutationen gibt es folgenden Zusammenhang:
T = M3, Ty = Ty, T = T4 und 75 = 3.

Wobei fiir eine Permutation ¢ = 0105...0, € S, mit ¢" die zu o reverse Permutation,
also 0" = 0,,0,,_1 .. .01 bezeichnet wird.

Mit 0¢ wird das Komplement von o bezeichnet. Das heifit 0 = (n +1 —o7)(n + 1 —
o9)...(n+1—0y,).

Klarerweise gilt: Vermeidet eine Permutaion o ein Permutationsmuster 7, dann vermei-
det aus Symmetriegriinden ¢” auch 7" und ¢¢ vermeidet 7°.

Daher ist dieses Lemma eine Folgerung von Korollar 3.3.2.

Bemerkung 3.3.3.

B 4
p= 2

e Dem Baum L3 entspricht die Permutation o = 213.

Sei Ay (t) == > k>0 ak% die exponentiell erzeugende Funktion der o-vermeidenden
Permutationen.

Aus [Eli, 2006] folgt
1

Alt) = ———.
1- e~ du

Satz 3.2.2 ergibt
1
fwlw— (Z) = w2 .
p 1 — fofno—p(z) e~ 2 du

In diesem Fall ergibt die Entwicklung der Losung der Differenzialgleichung in eine
Taylorreihe um z = 0 folgende Resultate fir kleine n:

|£T1,no—p| - 17 |£T2,na—p| - 17 |£T3,no—p| = 37 |£T4,no—p| = ]-47 |£T5,n0—p| - 907
LT 60| = T38, |LT 1m0p| = 7364, | LT sm0p| = 86610, | LT g m0-p| = 1173330, ...

B 4
p= 3

o Sei L2 dann folgt aus [Eli, 2006] auferdem:

(2" fro-m(2) > [2"]fno—p(2), VN =4.

Satz 3.3.3. Es gibt genau finf Wilf-Klassen von einelementigen Mustermengen von
Baumen mit vier Bldttern.

Beweis:
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Dies konnte durch Kombination der obigen fiinf Lemmata bzw. Bemerkungen und wei-
teren computergestiitzten Berechnungen gezeigt werden:

1. Z&hlt man die Baume mit gleicher Blattanzahl, welche je ein Muster aus Lemma
3.3.3 vermeiden, erhélt man eine Folge, welche wie folgt startet: 1, 1, 3, 14, 91,
756.

2. Zahlt man die Baume mit gleicher Blattanzahl, welche je ein Muster aus Lemma
3.3.4 vermeiden, erhélt man eine Folge, welche wie folgt startet: 1, 1, 3, 14, 90,
739.

3. Zahlt man die Baume mit gleicher Blattanzahl, welche je ein Muster aus Lemma
3.3.5 vermeiden, erhélt man eine Folge, welche wie folgt startet: 1, 1, 3, 14, 91,
738.

4. Z&hlt man die Baume welche das Muster 2 3 vermeiden, erhilt man eine Folge,
welche wie folgt startet: 1, 1, 3, 14, 90, 737.

5. Zahlt man die Baume welche das Muster 2 4

welche wie folgt startet: 1, 1, 3, 14, 90, 740.

vermeiden, erhéalt man eine Folge,

]

3.3.3 Binarbaume mit Markierung der inneren Knoten

In diesem Abschnitt betrachten wir Baume, fiir welche X = Xy = {o,x} gilt. Wir be-
schaftigen uns also mit Bindrbdumen, deren innere Knoten zwei mogliche Labels tragen
koénnen.

Wieder schreiben wir statt £7,(X) nur L7, und statt LT, no—p(X) nur LT po—p-

o o *
/\ /\ /\
o 3 o 2 *x 3
/\ /\ /\
Es gibt insgesamt 12 Biaume dieser Art mit drei Blattern: ' 2 , ¢t 3 1 2
* o o * * o * o *
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
* 2 % 3  x 2 o 3 o 2 1 o 1 % 1 % 1 o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 2 3 2 3 2 3 2 3

Bemerkung 3.3.4. Wir werden in diesem Abschnitt Mustermengen mit einem oder
zwei Mustern betrachten. Aufgrund der verallgemeinerten Inversionsformel, Satz 3.3.1,
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ist es aquivalent, anstatt Baumen, welche ein oder zwei Muster vermeidend sind, Bdaume
zu betrachten, welche elf (= 12 — 1) bzw. zehn (= 12 — 2) Muster vermeidend sind.

Satz 3.3.4. Es gibt genau zwei Wilf-Klassen von Mustermengen, welche je aus einem
Baum mit drei Bldttern bestehen.

Beweis:
Es werden wegen Bemerkung 3.3.4 Baume betrachtet, welche 11 Muster vermeiden.
Es gibt daher folgende zwei Mdoglichkeiten:

e Die inneren Knoten des einzig erlaubten Musters tragen dasselbe Label. Dies ist
dann der Fall von Lemma 3.3.2, d.h. es gibt fiir jedes n nur einen moglichen Baum.

e Die inneren Knoten des einzig erlaubten Musters tragen verschiedene Labels. Dann
gibt es es fiir alle n > 4 keinen Baum, der die restlichen 11 Muster vermeidet.

@)
/\
* 3
/\
Denn wire beispielsweise ! 2 das einzig erlaubte Muster, dann wiirde bereits
*
/\
o 4 *
/\ /\
* 3 o 3
/\ 7\

1 2 1 2

in das verbotene Muster enthalten sein.

]

Jetzt werden Mustermengen, welche aus je zwei Béumen mit drei Bldttern bestehen
betrachtet. Insgesamt gibt es davon 66 (: (122». Um diese Menge auf Wilf-Aquivalenz
zu untersuchen, kénnen wir, aufgrund von Bemerkung 3.3.4, 10 Muster vermeidende
Baume betrachten und zwar jene, welche in der Menge aller Baume mit drei Blattern
komplementéar zu den jeweiligen Mustermengen sind.

Lemma 3.3.6. Die Komplementirmengen beziglich aller Baume mit drei Bldttern, je-
ner folgender sechs Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

O (e} (@] (e} o (@]
/\ /\ /\ /\ /\ /\
P1=3y o 3 o 2 P2=y o 2 1 o P3=y o 3 1 o
/\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3
) ) ) ) ) )
* * * * * *
/ \ /\ / \ /\ /\ / \
Pe=37 % 3 *x 2 Ps=1 % 2 1 % P6 =y %« 3 1 %
/\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3

) ) ) ) )

Die Anzahl der Baume mit n Bldttern, welche eine dieser Mengen vermeiden, ist (n—1)!
fur alle n > 4.
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Beweis:
Dass p1© ~w pa©, p2°© ~w ps° und p3® ~yw pe© gilt, ist klar.
Zu zeigen bleibt:

® 1~ pof
Dies geschieht mittels einer Rekursion «, welche Baume die nur aus Mustern der
Menge p; bestehen, auf Baume welche nur aus Mustern der Menge p, bestehen,
abbildet.

O o @) @)

/N /N /N /N
o 2 o 2 o 3 1 O

/\ /\ /\ /\
Esgeltea( ! 3 )=1 3 undo( ! 2 )= 2 3.
Sei also T' ein beliebiger Linkskamm. Gestartet wird bei jenem Rechtsblatt, wel-

ches am weitesten von der Wurzel weg ist. Dann werden die Blatter der Reihe nach
@)

/\
o 3

/\
Richtung Wurzel aufwérts betrachtet. Wird das Muster ' 2 entdeckt, wird «

an dieser Stelle rekursiv auf dieses Muster und den gesamten ,,darunter® liegenden
Baum angewendet.
Ein kleines Beispiel soll veranschaulichen wie o am Baum 7' funktioniert:

o @) O O O @) O
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
o 5 o 5 o 5 o 5 1 o 1 o 1 o
/\ /\ /N /\ /\ /\ /\
T=o0 4 —- 04 —1 0 =10 — o35 — 2 0o — 2 o=q)
/N /N /N /N /N /N /N
o 3 1 O o 4 2 O 2 O o 5 3 ©
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
12 2 3 2 3 3 4 3 4 3 4 4 5

® p1° ~w p3’
Dies funktioniert nach dem genau gleichen Prinzip wie im vorigen Fall.
Es gibt genau (n — 1)! verschiedene Linkskdmme, bei welchen alle inneren Knoten die-

selben Labels tragen.
O

Lemma 3.3.7. Die Komplementdirmengen beziiglich aller Baume mit drei Bldttern, je-
ner folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

* o o *
/\ /\ /\ /\
P1=y o 3 1 % P2=9 %« 3 1 o
/\ /\ /\ /\

1 2 2 3 1 2 2 3
’ ’ ) .

Die Anzahl aller Baume mit n Bldttern welche je eine dieser Mengen vermeiden ist

% (g)!’ fiir n > 4 gerade,
(”7*1)1 +1 (%“)!, fir n > 3 ungerade.
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Beweis:
Es ist klar, dass p; ~w po.
Betrachten wir Béume in L7 o pe:

* o
N VAR
(¢} *
VR 7N\
* o
N VAR
¢} *
| |
| |
e} *
/0 7N\
* e}

/ N\ / N\
e Fall n gerade: Es sind nur Baume der Bauart oder erlaubt.

Es gilt
_3 <n>l - (n)l - <n>l
S2\2)  \2/) " 2\2/)
Erklarung der Komponenten:

Die nach links schauenden Bléatter miissen von der Wurzel abwarts absteigend mit
den Labels {1, e ”} markiert werden.

12
(g I: Sei die Wurzel Teil des erlaubten Linkskammes, dann kénnen die 7 nach
rechts schauende Blétter in beliebiger Reihenfolge die Labels § +1,...,n tragen.

1 (@) I: Sei die Wurzel Teil des erlaubten Rechtskammes, dann tragen die § Rechts-

‘ETn,nofpi

2 \2)"
blatter wieder die Labels § +1,...,n. Allerdings gilt in diesem Fall die Einschrén-

kung, dass das Label jenes nach rechts schauenden Blattes welches am weitesten
von der Wurzel weg ist, kleiner sein muss, als das Label des Rechtsblattes direkt
dartiber. Die restlichen § — 2 Rechtsblétter tragen die verbliebenen Labels in be-
liebiger Reihenfolge.

Dadurch gibt es

(G (onene (G-1) - G- G- 3 B3

verschiedene Baume, welche zu gegebenem n in Frage kommen.

o *
/N 7N\
* o
/ \ / \
o *
/ \\ // \
! (
* o
. .. /N / N\
e Fall n ungerade: Es sind nur Baume der Bauart oder erlaubt.
(”T’l)!: Tragt die Wurzel o als Label (ist sie also Teil des erlaubten Rechtskam-
mes), dann konnen alle ”7’1 Rechtsblatter in beliebiger Reihenfolge mit ”T“, R )

gelabelt werden.
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% (’%1)‘ Ist die Wurzel hingegen mit » markiert (ist sie also Teil des erlaubten
Linkskammes), dann gibt es %H Rechtsblédtter und das Labelling funktioniert ana-

log zum entsprechenden Fall fiir n gerade.

]

Lemma 3.3.8. Die Komplementdirmengen beziiglich aller Baume mit drei Bldttern, je-
ner folgenden zehn Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

o o o o * * * *
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
P13 o * 2 D2 o 2 *x 3 ( D3 * 3 o 2 (P4 % 2 o 3
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 3 1 3 1 2 1 2 1 3 3 2
o * o * * o * o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
DPs = o o 2 ( Ds o 2 o 3¢ Pr * 3 * 2 Ps = % * 3
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 3 1 3 2 1 2 1 3 3 2
* o o *
/\ /\ /\ /\
P9= o 3 1 o Pio=y %« 3 1 %
/\ /\ /\ /\
1 2 2 3 1 2 2 3

) ) )

Fiir jedes n > 4 gibt es genau n — 1 Bdaume mit n Bldattern welche genau eine dieser
Mengen vermeiden.

Beweis:

e Ein Baum 7" € LT, nope ist ein Linkskamm mit folgenden Moglichkeiten wie die
inneren Knoten gelabelt sein konnen:

— Jener innere Knoten welcher am weitesten von der Wurzel weg ist, trégt x als
Label und alle anderen o. Dann kann jenes nach rechts-schauende Blatt, wel-
ches am weitesten von der Wurzel weg ist, ein Element der Menge {3,...,n}
als Label tragen. Fiir die anderen Blatter ist das Label fest und zwar 1 fiir das
einzige nach links-schauende Blatt. Alle anderen Bléatter tragen die restlichen
Labels von der Wurzel abwarts absteigend. Daher gibt es n — 2 solche Béaume.

— Alle inneren Knoten tragen o als Label und die nach rechts-schauenden Blét-
ter sind von der Wurzel abwérts absteigend nummeriert.

Insgesamt gibt es also n—1 Baume, welche nur aus Mustern der Menge p; bestehen.
Ganz analog funktioniert es fiir die Mengen po, p3 und py.

e Fiir einen Baum T' € LT, n0—pe gibt es dieselben Moglichkeiten wie vorhin, nur
dass die Wurzel der einzige Knoten ist, fiir welchen das Label x in Frage kommt.
Analog funktioniert es fiir die Mengen pg, p7 und ps.

e Ein Baum 7T € E’Tn,no,pg kann folgenermafien aussehen:

36



3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

— Der Baum hat folgende Gestalt: /\ , wobei fiir das der Wurzel néchste

Rechtsblatt alle Elemente der Menge {3,...,n} als Label in Frage kommen

und die restlichen Blétter von der Wurzel abwérts aufsteigend gelabelt werden
miussen.

— T ist der einzige Rechtskamm, bei welchem alle inneren Knoten das Label o
tragen.

Insgesamt also wieder n — 1 verschiedene Baume.
Fiir die Menge pyo funktioniert dies analog.
O

Lemma 3.3.9. Die Komplementdirmengen beziiglich aller Baume mit drei Bldttern, je-
ner folgenden 32 Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

o * o * o * * o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
P1=3y o 3 * 3( P2=y o 2 *x 2(P3=y o 3 1 % Ps=y %« 3 1 o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 2 3 1 2 2 3
) ) ) ) ) )
o * * o o * * o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
Ps =3 o 3 * 2( P6=3y % 3 o 2(Pr=y o 2 1 % Ps=y %« 2 1 o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
12 1 3 1 2 1 3 1 3 2 3 1 3 2 3
) J ) J ) ) ) )
o * * o o * * o
A /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
Ps =41 o 1 % [ Plo= % 3 % 3( P11={ o 3 o 3 DP12={ % 2 * 2
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
2 3 2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3
) ) ) ) ) ) J 7
o * o * * o (@] (@]
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
P13 =) o 2 o 2( Pia=01 o 1 o P15 =1 % 1 % Pie =j1 o 1 %
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
7 ) ) 2 2 YU J )
* * o o * * o o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
P17 =91 % 1 © Pis ={ o 2 * 2( P19 = % 2 o 2( P20= o 3 * 3
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
2 3 2 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 2 1 2
) ) ) ) ) ) ) )
* * * o * o * o
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
P21 =) % 3 o 3( P2= o 3 * 3( P23=) o 2 * 2 P2a=91 o 1 *
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
12 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3
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* (o] (@] * * O (o] *

/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
* * D26 = o) o Por = o o Dag = * *
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\

2 1 3 2 1 3 2 2 2 2

2 7 2 ) )

* o o * o * * o

/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
o o P30 = * * P31 = * o P32 = o *
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\

2 1 3 2 1 3 2 3 2 3

)

)

)

Fuir jedes n > 4 gibt es exakt 2 Baume mit n Bldttern, welche genau eine dieser Mengen
vermeiden.

Beweis:

e Biume aus E’Tn’,w_p? sind genau der Linkskamm mit von der Wurzel absteigenden

Blattlabels und x als Label fiir alle inneren Knoten sowie der Linkskamm mit
absteigenden Blattlabels und o als Label fiir alle inneren Knoten.
Analog funktioniert es fiir die Mengen po, . . ., po.

Baume mit n > 4 Bléttern, welche nur aus Mustern der Menge p1o entstehen, sind
entweder der Linkskamm, bei welchem alle inneren Knoten das Label x tragen
und die Bléatter von der Wurzel abwarts gelabelt sind oder jener Linkskamm, bei
welchem die Wurzel mit o gelabelt, alle anderen inneren Knoten das Label % tragen
und die Blatter von der Wurzel abwarts absteigend markiert sind.

Analog funktionieren die Félle mit den Mustern pqq, ..., po;.

Béume aus ETn,TLO—pSZ konnen konstruiert werden, indem die beiden Muster aus
p22 abwechselnd aneinander gehédngt werden. Daher gibt es zwei mogliche Falle,
welches Label die Wurzel tragt. In beiden Féllen ist das Labelling der inneren
Knoten und Blatter eindeutig.

Analog funktioniert es fiir die Mengen po3 und poy.

Baume welche nur aus Mustern der Menge po5 bestehen, sind entweder der Rechts-

kamm, bei welchem alle inneren Knoten mit x markiert sind oder ein Baum fol-
@)
/\

* 2

/\

1 %
/\

3 %

/ \
4

\

gender Gestalt

Analog ist es fiir die Mengen pog, - . ., P3o-

Fiir den Fall, dass Baume nur aus Mustern der Menge p3; aufgebaut sind, gilt Ahn-
liches wie fiir den Fall der Mustermenge pso. Auch hier sind die einzig erlaubten
Baume jene, welche durch abwechselndes Hintereinanderketten der zwei erlaubten
Muster entstehen. Fir die Wurzel gibt es zwei Moglichkeiten, welches Label sie
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tragt. Die Labels der Blatter sind bei fester Wahl des Startmusters eindeutig be-
stimmt. Daher gibt es fiir festes n nur 2 Baume in ‘CTn,nofpgl'

* o
/\ /\
o 2 1 %
/\ /\
1 % o 3
/\ /\
o 4 2 x
/ \ /\
Fiir n = 5 sind die erlaubten Baume: 3 ° und 4 2.

Analog funktioniert der Fall mit der Mustermenge ps».
O

Lemma 3.3.10. Die Komplementdrmengen beziglich aller Baume mit drei Bldttern,
jener folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

o o * *
/\ /\ /\ /\
P1=y %« 3 1 % P2=y o 3 1 o
/\ /\ /\ /\

12 2 3 12 2 3)
Es gibt fiir jede dieser Mengen genau einen Baum mit vier Bldttern, welcher diese Menge
vermeidet. Fiir jedesn > 5 gibt es keinen Baum mit n Blattern, welcher genau eine dieser
Mengen vermeidet.

Beweis:
Dass beide Mengen Wilf-dquivalent sind, folgt sofort aus Symmetriegriinden.
Betrachten wir Baume, welche nur Muster aus p; enthalten:

O
/ \
*x %
/N /N
Der einzige erlaubte Baum mit 4 Blattern ist: ' 23 4.
o (@] o (@]
/\ /\ /\ /\
*x 4 x 4 1 % 1 %
/\ /\ /\ /\
o 3 * 3 2 O 2 %
/\ /\ /\ /\
Da keiner der Baume ' 2, 1 2 | 34 3 4 € LT no—ye, gibt es auch

keine Baume in LT, ;0 pe fiir alle n > 5.

]

Lemma 3.3.11. Die Komplementdrmengen beziglich aller Bdume mit drei Bldttern
jener folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

O (o] * *
/\ /\ /\ /\
P1=y x 2 1 % P2=y o 2 1 o
/\ /\ /\ /\
1 3 2 3 1 3 2 3
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Es gibt fiir jede Menge genau zwei Bdume mit vier Bldttern, welche diese Menge ver-
meiden. Fir jedes n > 5 gibt es keinen Baum mit n Blattern welcher genau eine dieser
Mengen vermeidet.

Beweis:
Wieder ist offensichtlich, dass beide Mengen Wilf-aquivalent sind.

Betrachten wir Baume, welche nur Muster aus p; enthalten:
@) o

/ N\ / N\
* ok * ok

/N /N /N /N
Die erlaubten Baume mit 4 Blattern sind * 32 4 uynd 1 42 3.

Dass es keine erlaubten Baume mit mehr als vier Blattern gibt, folgt auf Grund der
selben Tatsache wie im vorigen Lemma.

O

Lemma 3.3.12. Die Komplementdrmengen beziglich aller Baume mit drei Bldttern,
jener folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

O (@] * *
/\ /\ /\ /\
P1=y %« 3 * 2 P2=y o 3 o 2
/\ /\ /\ /\
1 2 1 3 1 2 1 3

) ) )

Fiir jedes n > 4 gibt es genau 0 Baume mit n Bldttern, welche genau eine dieser Mengen
vermeiden.

Beweis:
o O
I\ I\
* *
7\ I\
o *
/\ / A\ e : : :
Da weder noch bei beliebigen Blattlabels p{ vermeidend ist, gibt es

auch keine Baume mit mehr als drei Blattern, welche nur aus Mustern der Menge p;
bestehen.
Analoges gilt fir ps.

O

Lemma 3.3.13. Die Komplementdarmengen beziglich aller Bdume mait drei Bldttern,
jener folgenden sechs Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

* * * * o o
/\ /\ /\ /\ /\ /\
P1=y «x 3 1 o P2=y «x 2 1 o P3=3 o 3 1 %
/\ /\ /\ /\ /\ /\
1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 2 3
) ) 7 ) ) )
(@] O * * (@] @)
/\ /\ /\ /\ /\ /\
Pr=y o 2 1 % Ps=y o 2 1 « Pe =y «x 2 1 o
/\ /\ /\ /\ /\ /\
1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3
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Fiir jedes n > 4 ¢ibt es genau die Anzahl an Involutionen in S, _1 viele Bdume, welche
genau eine der Menge vermeiden.

Beweis:

Fiir jede Menge sind die erlaubten Baume entweder Rechtskdmme oder Linkskamme
mit auf- oder absteigenden Blattlabels, wobei die inneren Knoten nur ein Label tragen
konnen und Blatter durch Paare von Blattern ersetzt werden konnen. Werden bei einem
solchen Linkskamm, bei jedem Knoten die Labels der Blatter rechts davon zu einem
Zyklus zusammengefasst, erhédlt man eine Bijektion auf die Menge aller Involutionen der
Lange n — 1, da ein solcher Zyklus maximal 2 Elemente enthalten kann.

Analog funktioniert es mit den Rechtskdmmen.

Sei T' € LT 9,no—ps, dann entspricht T' beispielsweise folgender Permutation 7 € Sg:

T= * 56 7 —  (1)(23)(4)(56)(78) =7

]

Lemma 3.3.14. Die Komplementdrmengen beziglich aller Bdume mit drei Bldattern
jener folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

* * [e) )
/\ /\ /\ /\
o 3 1 % *x 3 1 O
/\ /\ /\ /\

1 2 2 3 1 2 2 3
’ ) ’ .

Die Anzahl aller Baume mit n Bldttern, welche genau eine dieser Mengen vermeiden,
ist die n-te Fibonacci-Zahl F, fir jedesn >3 (Fy=0,F, =1, F, 1 = F, + F,_1).

Beweis:

Die Menge aller Baume, welche nur Muster der Menge p; enthalten, sind Rechtskémme,
(]

/\
1 2

wobei alle inneren Knoten das Label x tragen und einzelne Blétter durch (mit
entsprechend richtigem Label der Blatter natiirlich) ersetzt werden koénnen.

Die Blattlabels miissen global von der Wurzel abwarts ansteigen - fiir jeden Baum ist
daher nur ein Labelling der Blatter moglich.

Sei T' ein Baum mit n Blattern, welcher nur aus Mustern der Menge p; besteht. Dann
gibt es somit fiir jeden innern Knoten im Rechtskamm die Méglichkeit ein oder zwei nach
links-schauende Blatter zu haben. In Summe gibt es n — 1 solcher nach links-schauender

Blatter.
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Das heifit die Anzahl aller erlaubten Baume mit n Bléattern, stimmt mit der Anzahl aller
moglichen Folgen von lern und 2ern iiberein, welche in Summe n — 1 ergeben miissen.
Sei A,,, mit n > 0, die Anzahl aller Folgen von lern und 2ern, deren Summe n —1 ergibt.
Dann gilt Ag = 0 und A; = 1, aulerdem gilt fir n > 1: A,y = A, + A, 1.
Denn die Anzahl aller Folgen von lern und 2ern deren Summe n ist, entspricht genau
der Anzahl aller solcher Folgen, von denen die Summe der Elemente n — 1 ist und am
Ende ein ler daran gehdngt wird, plus der Anzahl aller dieser Folgen, mit Summe der
Elemente gleich n — 2 und einem zusétzlichen 2er am Ende.

O

Lemma 3.3.15. Die Komplementdrmengen beziuglich aller Baume mit drei Bldttern,
jener folgenden zwei Mengen sind zueinander Wilf-dquivalent:

* o o *
/\ 7\ /\ /\

\ o 2 * 3 ‘ * 2 o 3
/\ /\ /\ /\

1 3 12 1 3 12
Die Anzahl aller Biume mit n Bldttern welche genau eine dieser Mengen vermeiden, ist
das Doppelte der Anzahl alternierender Permutationen in S,_1 fir alle n > 3.

Dabei heifst eine Permutation o € S, alternierend, wenn o; < 041, fir 1 <i <n gerade
und o; > 0,41, fir 1 <1 <n ungerade, wenn also oy > 09 < 03 > ... gilt.

Eine konkrete Abzdihiformel fiir A, folgt etwas spdter in Abschnitt 4.1.1.

Beweis:
Dass beide Mengen Wilf-dquivalent sind, ist wieder offensichtlich.
Jeder erlaubte Baum ist ein Linkskamm, bei welchem die Labels der inneren Knoten,
* und o, abwechselnd auftreten sowie die Labels der Blatter von der Wurzel abwarts
abwechselnd an- bzw. absteigen - je nachdem welches Label die Wurzel tragt.
Laut Bemerkung 4.1.4 gibt es gleich viele Permutationen o € S, fiir welche o1 > 05 <
03 ..., wie Permutationen 7w € S, fiir welche m; < mp > 73... gilt.
Fir n > 4 erfiillen somit 2A4,,_; verschiedene Baume die nétigen Bedingungen.

O

Satz 3.3.5. Es ¢ibt genau 10 Wilf-Klassen mit Mengen aus zwei Mustern mit je drei
Blattern.

Beweis:
Dies ist eine unmittelbare Folgerung der Lemmata 3.3.6 bis 3.3.15.
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3.4 Asymptotische Resultate

In diesem Abschnitt werden verschiedene Resultate in Bezug auf das asymptotische
Verhalten von Bdumen mit einer sehr grofien Anzahl von Knoten behandelt, welche
gewisse Muster vermeiden.

Dazu wird folgendes Lemma benotigt.

Lemma 3.4.1. Seien My und My zwei Mengen planarer X -markierter Wurzelbdume.
Dann sei M die Menge aller Biume T € LT (X) fir die gilt:

o 1" enthdlt einen Unterbaum U, in welchem auch die Wurzel von T enthalten ist,
mit st(U) = my fiir ein Muster my € My und

o jeder Unterbaum von T mit einem Blatt von U als Wurzel entspricht einem Muster

aus Mo.

Dann gilt
fm(2) = fan (frn(2))-

Beweis:
Laut Definition gilt

P l
ot (s (2)) = 3o PR ETICO )

>1

Der Koeffizient von 2" in (fu,(2))" enspricht genau der Anzahl aller geordneten Wilder
mit [ Baumen aus My, wobei die Blatter der Baume die Labels {1,...,n} tragen.

l
[z”]M entspricht also der Anzahl aller geordneten Wélder, in welchen die Bdume
aufsteigend nach ihren kleinsten Blattlabeln angeordnet sind (wichtig, damit die Local-

increasing-condition erfiillt wird).

O
Sehr wichtig fiir die Ergbnisse in diesem Abschnitt ist folgender Satz:

Satz 3.4.1. Fir jede beliebige Mustermenge M diber dem Alphabet X gilt folgende ko-
effizientenweise Ungleichung der zugehdrigen Potenzreihen:

fM(fHO*M<Z)> - fX(fnofM(Z)) + fnofM<Z) > Z.

Beweis:
Wir definieren zwei endliche Mengen:

B,,... Menge aller T € LT,(X), sodass kein Unterbaum von 7" dessen Wurzel ein
Kind der Wurzel von T ist, ein Muster aus M enthélt.

Ch... Menge aller Paare (M,T) mit M € Mund T € LT ,(X), sodass ein Unterbaum
Ty von T existiert, mit Wurzel von 77 gleich Wurzel von T, st(7}) = M und kein
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Unterbaum mit einem Blatt von 7} als Wurzel enthélt ein Muster aus M.
Aus Lemma 3.4.1 folgt

P2 = X 2l
n>1

fM(fnofM(Z)) = Z Wzn'
n>1 T

Zu zeigen bleibt daher

e Fall n > 2:
|Cn’ - ‘Bn’ + "CTn,no—/\/l(X)‘ > O, n > 2.

Dies folgt umittelbar aus der Existenz einer surjektiven Abbildung von C, U
LT nno-m(X) nach B,: Fiir einen Baum B € B, gilt entweder B enthélt kein
Muster aus M oder B enthélt ein Muster M € M dessen Wurzel mit der Wurzel
von B ibereinstimmt.

e Fall n = 1: In diesem Fall gilt B,, = C,, = 0, und L7 ,,,—r besteht aus dem einzig
moglichen Baum mit nur einem Blatt.

]

AuBerdem werden folgende Lemmata und Satz 3.4.2 fiir den Beweis von Satz 3.4.3 be-
notigt:

Lemma 3.4.2. Sei h(z) = eine Potenzreihe mit nicht-negativen Koeffizi-

1
11X G T

enten.
Dann gilt
L n,no— X 1 —
| T, M( )| > *[Zn 1]]1(2)”
n! n
Beweis:

Sei g(2) = z — fx(2) + fm(2). Mit Hilfe der Lagrangen Inversionsformel, Satz 2.0.1,
konnen die Koeffizienten der beziiglich Komposition Inversen g(=")(z) berechnet werden.
Dies ergibt

0 = 17 (255 = He e

n 9(2) n
Aufgrund der Voraussetzung sind diese Koeffizienten ebenfalls nicht-negativ. Aus Satz
3.4.1 folgt, dass auch

g(fno—M('z)) = f/\/l(fno—/\/l(z)) - fX(fno—M(Z)) + fno—/\/l(z) >z
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nur nicht-negative Koeffizienten hat.
Es gilt also folgende Ungleichung;:

fro-2a(2) = ¢ o aa() = 3 (1Yo roaa()”
>y (;[znl]h(z)") -

Fiir jedes n > 1 gilt daher:

[ fro-sa(z) = E et

- 2" ()"

Sl

O
Dieser Satz wird ohne Beweis angefiihrt. Interessierte Leser finden diesen in [Sta, 1999].

Satz 3.4.2. Seir = (ro,71,...,7m) € N mit X" i =n und X0, (1 —d)r; = k >
0. Weiters sei F(r) die Anzahl aller planaren unmarkierten geordneten Walder mit n
Knoten und k Bdumen als Komponenten, wobei es genau r; Knoten mit i Kindern gibt.

Dann gilt
k
F(r):< " )
n\ro,"1,...,"m

Lemma 3.4.3. Sei T,, die Anzahl planarer Wurzelbdume mit n Bldttern, wobei jeder
innere Knoten genau d Kinder hat und kein Label trdgt.

Dann gilt
1 kd
Thd—kr1 = kd—k:+1<lg>'

Beweis:

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.4.2.

Aus Korollar 3.2.1 folgt, dass laut Voraussetzung ein Baum mit kd — k& + 1 Bléttern
genau k innere Knoten hat.

Unter Verwendung der Notation von Satz 3.4.2 gilt also in diesem Fall

r=(kd—k+1,0,...,0,k) e N"*! n =kd+1und t = 1.
Daraus folgt

Thag—k+1 =

1 kd + 1 B (kd)!
kd+ 1\k, (kd — k+1)) — Kl(kd — k + 1)]

1 kd
T kd—k+1\ k)
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Lemma 3.4.4. Fir X = X, gilt

(kd)!

k
|LT ka—k+1(X)| = | X (@ -k

Beweis:
Folgende Notation wird verwendet:

T,(X) ... Anzahl planarer Wurzelbdume mit n Blittern, wobei die inneren Knoten
d Kinder haben und Labels aus X tragen.

T,.(X) ... Anzahl planarer Wurzelbduem mit n Bléttern, wobei die inneren Knoten
d Kinder haben, Labels aus X tragen und die Bléatter mit paarweise verschiedenen Ele-
menten der Menge {1,2,...,n} in beliebiger Reihenfolge markiert sind.

Sei X = X, = {o}, dann folgt aus Lemma 3.4.3: Thg_p41 = ﬁm(kk%

Daher gilt fiir X, allgemein: Thg_pq1 = M%k-i—l(kkd) ]Xd\k.
Weiters gilt

® LT ka—r+1(X)] = ﬁ Tha—r+1(X).

Der Faktor ﬁ kommt hinzu, da fiir jeden der k inneren Knoten nur eine der d!

Permutationen der Labels der Kinder die Local-increasing-condition erfiillen.

[ J de7k+1 == (k’d —k + 1)' . de,kJrl(X).
Der Faktor (kd — k+1)! entspricht der Anzahl der méglichen Labels der kd — k41
Blatter.

Daraus folgt

1 1 kd
LT kr(X)] = (kd— ke + w( ) X"

(dl)F hd—k+1\ k
(kd — k)!(kd)! (kd)!
= X" (kd — k)\kI(d)F Xl K (d)

[]

Durch den nachfolgenden Satz ist es moglich, eine Reihe von Beispielen zu finden, in
welchen die Menge aller Baume mit n Bléattern, welche eine gegebene Mustermenge M
vermeiden, viel schneller wachst, als die Menge aller Baume mit n Blattern und zwar
C™ mit C' > 0, mal.

Satz 3.4.3. Sei X = Xy, fir ein d > 2 und sei

| Xq) 29! " fm(2)

h(z)=1-—

d! z
eine Potenzreihe mit einer Nullstelle o > 0.
Dann gilt
@\
|£Tn,no—M(X)| Z m |£Tn(X)|
dla T
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Beweis:
Wegen der Voraussetzung X = X, und Korollar 3.2.1, sind in £7 (X) nur Badume mit
n=kd—k+1=k(d—1)+ 1 Blattern, mit k € N.

Daher ist h(z) eine Potzenreihe in 291,
Sei )
ht)=1—t+> apt"
k>2
und

h(z)=h (p;d'zd—l) .

Da die Koeflizienten a; positive Vielfache der Anzahl gewisser Bd&ume mit £ inneren
Knoten sind, sind alle aj nicht negativ. Laut Voraussetzung hat h(t) eine Nullstelle
o > 0, daher hat h(t) die positive Nullstelle 3 = %ad_l.

Sei (h(t))™" = >0 bjt? das multiplikativ Inverse von h(t).

Offensichtlich gilt by = 1 und >} arbp—x = by — b1 + > 55 agbyp— = 0 fiir n > 1.

Wir zeigen durch vollstandige Induktion, dass b, > 37 'b,_;:
Da 8 > 0 und a; > 0 gilt, folgt sofort aus der Definition von ﬁ(t), dass g > 1.
n:l;blzﬁflbo \/,dab():bl.
n — 1 — n: Die Induktionsvoraussetzung lautet: b,_; > 3'7%b,_;
AuBerdem gilt 8 — Y -0 ap87 = 1.
Daraus folgt

n

bn = bn—l - Z akbn—k: 2 bn—l - Z akﬁkilbn—l Z

k=2 k=2
> bnfl - Z akﬁk_lbnfl = ﬁ_lbnfl (6 - Z ak’ﬂk) = ﬁ_lbnfl'
k>2 k>2
Es folgt daher, dass [t*](h(t))~" > g% ist.
Somit gilt
- - X" (Xl e
[Zk(d D](h(z)) 1 > <d| . T = a k(d 1),

es folgt

(h(z))™ 2 oKD — T

k>0 11— (§> -

sowile
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Da fiir (h(z))~! die Voraussetzungen von Lemma 3.4.2 erfiillt sind, gilt weiters fiir
n=kd—k+1=k(d—1)+1

| LT kd—tt1,n0—rm (X)) 1 k(d—1) —(kd—k+1
) > h + ) >
hd—kt 1) Zhi—kgir ) =
1 o o 1 1 k(d—1)
N (k= k1)) <> _
kd—k+1 k Q
IS N (Y ER e A VR B £\ Wty
kd —k+1 k kd—k+1\ k
Mittels Lemma 3.4.4 erhalten wir das Gewtinschte, da
1 kd\ o (Rd) .
Cpitmom (X)) > (kd — K+ 1)l————— Bd=1) = 20 kA=)
\LT ka—k+1,n0-m(X)| = ( + >kd—k+1</€>a W

d\" (ka)! i\
:<a*4> Mﬂk::QXMa*4>|£TM4*KXN-

Obiges Lemma ermoglicht Abschétzungen fir den Spezialfall | X| = 1, d.h. fir den Fall
bei welchem alle inneren Knoten das gleiche Label tragen und die gleiche Anzahl von
Kindern haben.

]

Satz 3.4.4. Sei X = X, fir ein d > 2 und | X| = 1. Weiters sei M eine Mustermenge
mit genau einem Muster M mit k > 2 inneren Knoten.

Dann gilt: Fir jedes Paar (d, k) aufler (2,2),(2,3),(2,4) und (3,2) ezistiert ein C > 0,
welches von d und k aber nicht vom tatsdachlichen Muster abhdngig ist, sodass

‘ﬁTn,nofM(X)‘ > Cmil’LTnO()‘-

Beweis:
Laut Voraussetzung hat das Muster M genau k(d—1)+1 Bléatter. Nach Satz 3.4.3 geniigt
es zu zeigen, dass fiir alle Paare (d, k) aufer (2,2)(2,3), (2,4) und (3,2) das Polynom

Ld—1 Sh(d—1)

hz) = 1—
(2) A d—k+ 1)

eine positive Nullstelle hat.

Y -
Sei t = Zdll, dann reicht es zu zeigen, dass das Polynom h(t) = 1 — ¢ + (
positive Nullstelle hat.

Um das nachzuweisen, betrachten wir die Ableitung A/(t) = —1 + (ﬁgﬁ’:ll)!. Dieses Ab-

(kd—k4+1)!\ F=T
Tl -

Fiir den Nachweis einer positiven Nullstelle von A(t) reicht es also zu zeigen, dass h(t)
an der Stelle 5 ein Minimum annimmt und dieses negativ ist.

_diRtk
kd—kt1y e

leitungspolynom hat eine einzige positive Nullstelle ¢y = (
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Bs gilt ¢ = G5 und h(to) =1 —to + .

kd!®
Zu zeigen bleibt daher t; > %, also

(kd — k+ 1)I(k — 1)k!
d\FkF
Die Ungleichung stimmt fiir die Paare (d, k) = (2,5),(d, k) = (3,3) und (d, k) = (4,2).

Da die linke Seite sowohl in k als auch in d wachst, stimmt es somit auch fiir alle anderen
geforderten Paare.

> 1.

O

Definition 3.4.1. Sei M C LT (X) eine Menge von Mustern.
Die Wachstumsrate von M wird definiert als

()™

lim sup
n—oo

Vermutung 3.4.1. Fir jede beliebige Labelmenge X existiert eine natirliche Zahl d,
sodass fir jedes Muster M € LT(X) mit mindestens d inneren Knoten und Zahlen
(M) > 0,A\(M) > 1 gilt:

|£Tn,no—M(X)|
LT (X))

~ c(MNM)™™.

Diese Vermutung existiert auf Grund von Computerexperimenten und ist eine Verallge-
meinerung der Warlimont’s Vermutung [War, 2003] fiir zusammenhéngende Muster in
Permutationen, welche vor Kurzem in [Eli, 2006] bewiesen wurde. Der dort angegebene
Beweis wird an dieser Stelle aber nicht angefiihrt.

Satz 3.4.5 (Ehemalige Warlimont’s Vermutung, bewiesen durch S. Elizalde). Sei p
ein aufeianderfolgendes Permutationsmuster und S, (p) die Anzahl aller p-vermeidenden
Permutationen der Lange n.
Dann gilt

Sn(p) ~ - p" - nl,

mit Konstanten v und p, welche nur vom Muster p abhdingen.
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3.5 Ausblick

Es existiert ein Zusammenhang zwischen dem Problem der Mustervermeidung in Béu-
men und der Operad Theorie. Da detailierte Erlauterungen den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirden, erfolgt hier nur eine grobe Skizze des Zusammenhanges. Genauere In-
formationen dazu sind beispielsweise in [DotKh, 2013], [DotKho, 2009] oder [DoJo, 2011]
zu finden.

Um den Zusammenhang zu erlautern ist allerdings ein Exkurs in die Kategorientheorie
notig, daher folgen zuerst entsprechende Definitionen und Bemerkungen.

Definition 3.5.1. Eine Kategorie C besteht aus
e ciner Klasse, deren Elemente Objekte heifien.

e Mengen C(A, B) zu je zwei Objekten A, B € C, deren Elemente Morphismen von
A nach B heiflen. Fir f € C(A, B) schreibt man auch A 4 B.

FEs gilt C(A,B)NC(A",B") # 0 genau dann wenn A= A" und B = B'.

o Abbildungen o : C(B,C) x C(A,B) — C(A,C) zu je drei Objekten A, B,C € C,
die Kompositionen heiffen und fir A L B% Cn D das Assoziativgesetz
ho(gof)=(hog)of gilt.

Auferdem gibt es zu jedem Objekt A € C einen Morphismus A 4 A mit lpof =f,
firalle f: X - Aund goly=g, firalleg: A—Y.

x-t.4

NN

14 heifit Einheit auf A und ist eindeutig bestimmt.

Definition 3.5.2. Seien Ci,Cy zwei Kategorien.
Ein Funktor F : C; — Cy ist eine Abbildung welche

e jedem Objekt A € Cy ein Objekt F(A) € Cy zuordnet und
e jedem Morphismus f € C1(A, A’) einen Morphismus F(f) € Co(F(A), F(A")) zu-

ordnet, sodass
— F(14) = 1pa) fir alle A € Cy und
— F(go f) =F(g) o F(f) fir alle f € Ci(A1, Az), g € Ci(As, As).
Wird jedem Morphismus f € Ci(A, A") ein Morphismus F(f) € Co(F(A"), F(A))

zugeordnet, sodass
— F(14) = 1pa fiir alle A € Cy und
— F(go f) = F(f) o F(g) fir alle f € C1(A1, Az), g € C1(A2, A3),
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3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

wird der Funktor kontravariant genannt.

Notation:

Ord bezeichne die Kategorie deren Objekte nichtleere geordnete endliche Mengen und
deren Morphismen ordnungserhaltende Bijektionen sind.

Vect bezeichne die Kategorie deren Objekte Vektorrdume und deren Morphismen
lineare Abbildungen sind.

Definition 3.5.3. Fine (nicht-symmetrische) Kollektion ist ein kontravarianter Funk-
tor von Ord nach Vect. Die Bilder von einzelnen Mengen werden Komponenten der
Kollektion genannt.

Definition 3.5.4. Seien C; und Cy zwei nicht-symmetrische Kollektionen.
Das Shuffle- Kompositions- Produkt von C; und Cy ist die nicht-symmetrische Kol-
lektion Cy ogp Co, welche wie folgt definiert ist

(Cr 0w Co)(I) := @Cl(k) ® ( D (1) ®-~®C2(f‘1(k))) 7

fI—[k]

wobei die Summe 1iber alle Surjektionen f lduft, fir die min f~'(i) < min f~'(j) wann
immer © < j st gilt.

Definition 3.5.5. Sei C eine Kategorie mit einem Funktor @ : C x C — C und Einheits-
objekt I € C, also einem Objekt, fir welches I ® A= A und AR 1 = A fiir alle Objekte
A e C gilt.
Weiters seien aapc: (AR B)®@C - A (BRC), \:I®A—Aundp: A1 — A
natirliche Isomorphismen.
FEin Monotid in der Kategorie C ist ein Objekt M € C gemeinsam mit zwei Abbildun-
gen pu: M @M — M undn: 1 — M, sodass folgende kommutative Diagramme giiltig
sind:

MaM)eM-—*>Me (Mo M)~ (M M)

% V

Mo M M

“w

ToMLMeoME MeT

el

M

Definition 3.5.6. Ein Shuffle-Operad ist ein Monoid in der Kategorie der micht-
symmetrischen Kollektionen gemeinsam mit dem Shuffle-Kompositions-Produkt. Das Ein-
heitselement ist der Funktor, welcher auf allen nichtleeren Objekten verschwindet und
eindimensional fiir die leere Menge ist.
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3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

Bemerkung 3.5.1. Monoide in der monoidalen Kategorie der Vektorrdume, gemeinsam
mit dem Tensorprodukt, sind assoziative Algebren.

Assoziative Algebren konnen durch Erzeuger und Relationen dargestellt werden. Sind
alle Relationen darstellbar als Monome von Generatoren, so existiert eine Basis beste-
hend aus allen Monomen, aufler jenen der Menge der Relationen. Allerdings ist es im
Allgemeinen nicht moglich eine solche Basis zu generieren. Es bietet sich aber die Mog-
lichkeit eine Grobner Basis zu konstruieren.

Es ist natiirlich zu versuchen, eine entsprechende Grobner Basis Theorie auch fiir Ope-
rads zu finden. Fiir Shuffle Operads ist dies auch machbar.

Ein Shuffle Operad kann durch Erzeuger und Relationen dargestellt werden. Sei V' der
Raum der Generatoren (dieser stellt selbst eine nicht-symmetrische Kollektion dar), dann
kann der Shuffle Operad dargestellt werden als Quotient des von V' frei erzeugten Ope-
rads F(V).

Sei X die Kollektion geordneter Basen der Komponenten von V', also ein Funktor von
der Kategorie Ord nach Ord. Dann besitzt der von V frei erzeugte Shuffle Operad eine
Basis von ,Baummonomen®. Dies sind Bdume deren Knoten mit Elementen der Kollek-
tion X markiert sind, also genau planare X- markierte Wurzelbaume.

Es gilt:
e Jede Shuffle Komposition von Baummonomen ergibt wieder ein Baummonom.

e Auf Shuffle Operads ist es moglich Totalordnugen auf Monomen einzufithren. Das
bedeutet, wird ein Monom im Produkt durch ein ,hoéheres Monom ersetzt, ist
auch das Ergebnis von héherer Ordnung.

Die algebraische Aussage, ein Baummonom 7' wird durch die Shuffle-Komposition mit
einem Baum-Monom S erhalten, bedeutet kombinatorisch: T enthalt S als Muster.

3.5.1 Zusammenhang Shuffle Operads und Mustervermeidung in
Baumen

Sei GG eine Grobner Basis eines Ideals [ eines freien Shuffle Operads, also ein System
von Erzeugern von [ fiir welche gilt, dass jedes Element von [ teilbar ist durch eines der
fithrenden Terme von Elementen aus G.

Baummonome, welche die fithrenden Terme von G vermeiden, bilden eine Basis des
Quotienten durch I. Das bedeutet also Shuffle-Operads konnen durch Monome erzeugt
werden.

Es folgt: Die Aufgabe, Baume, welche eine gegebene Mustermenge vermeiden, abzuzah-

len, steht in direktem Zusammenhang mit der Berechnung der Dimension der Kompo-
nenten von Operads, welche durch Erzeuger und Relationen dargestellt werden kénnen.
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3 Mustervermeidung in X-markierten Wurzelbdumen

Bei der Arbeit mit Quotienten von Operads welche assoziative Algebren beschreiben,
kommen nattirlich auch einige Fragen zum asymptotischen Verhalten (z.B. Wachstum
der Kodimension) auf. Es wird erwartet, dass es einen engen Zusammenhang zur asym-
ptotischen Abzahlung von mustervermeidenden Baumen gibt, welcher dafiir sehr hilfreich
ware.
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Labelmuster in Baumen

4.1 Einfithrung

Wir werden in diesem Kapitel Ergebnisse auf markierten geordneten bzw. ungeordneten
Wurzelbaumen 7" mit n € N Knoten betrachten, welche die Labels {1,...,n} tragen.
Es wird daher nicht, wie im vorigen Kapitel, zwischen den Labels innerer Knoten und
Labels von Bléattern unterschieden.

In weiterer Folge sprechen wir des Ofteren einfach nur von Baumen mit n Knoten und
meinen markierte Wurzelbdume mit n Knoten, welche die Labels {1,...,n} tragen.
AuBerdem werden des Ofteren die Knoten mit ihren Labels identifiziert.

Im gesamten Kapitel gehen wir davon aus, dass jeder Baum mit n € N Knoten der
betrachteten Baumfamilie mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt.

Fiir die genaue Beschreibung solcher Baume bendtigen wir folgende Definition. Dabei
steht [J fiir den Leerbaum, also einem Baum ohne Knoten.

Definition 4.1.1. Seien A und B Mengen markierter Objekte, deren Elemente der
Groffe n € N die Labels {1,...,n} tragen.

Fiir zwei Elemente « € A und f € B mit |a] =ny >0, [B| =ny >0 und ny +ngy =n
seu:

ax 3=

{(/, B")|n1 Elemente aus [n] ersetzen ordnungserhaltend Labels in «, die restlichen ny die in 3} .

Dann heifft Ax B := Uyecapes(a* B) Partitionsprodukt von A und B.

Definition 4.1.2. Ein ungeordneter Baum ist ein Wurzelbaum ohne Ordnung auf
der Reihenfolge der Kinder jedes Knoten.

Jeder ungeordnete Baum besteht also aus einem Wurzelknoten und einer Menge unge-
ordneter Baume.
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4 Labelmuster in Baumen

Set T die Menge aller ungeordneten Bdume, dann gilt

T=0+ (moTolol ).

Sei'T' € T ein Baum mit n Knoten, dann heiffit T markierter ungeordneter Baum,
wenn seine Knoten die Labels {1,...,n} tragen.

Bemerkung 4.1.1. Aus obiger Definition ergibt sich folgende Funktionalgleichung fiir
die erzeugende Funktion T(z) = 3,5 Tng von T, der Anzahl aller markierter unge-

ordneter Bdume mit n Knoten:
T(z) =z-e'®,

Definition 4.1.3. Fin geordneter Baum ist ein Wurzelbaum, in welchem die Kinder
jedes Knoten linear geordnet sind.

Jeder geordnete Baum besteht also aus einem Wurzelknoten und einer Folge geordneter
Baume.

Sei T die Menge aller geordneten Bdume, dann gilt

T=0x* ({OpuTUTOT .. ).

Sei T € T ein Baum mit n Knoten, dann heifit T markierter geordneter Baum,
wenn seine Knoten die Labels {1,...,n} tragen.

Bemerkung 4.1.2. Aus obiger Definition ergibt sich folgende Funktionalgleichung fiir
die erzeugende Funktion T(z) = ¥,5 Tn% von T,,, der Anzahl aller markierter geord-

neter Baume mit n Knoten: .

T(z) = ———.
&) =1=70
Spéter wird folgende Definition des Ofteren verwendet:

Definition 4.1.4. Sei T ein markierter Baum mit Knotenmenge V und Kantenmenge
E. Weiters bezeichne l(u) das Label des Knotenw € V. Sei (u,v) € E eine Kante, sodass
u Vorganger von v ist (d.h. am Pfad von der Wurzel zu v liegt).

Dann heifit (u,v) up-Kante, wenn l(u) < l(v).

Gilt l(u) > l(v), heifit (u,v) down-Kante.

Beispiel 4.1.1. Im folgenden Baum sind alle down-Kanten grin und alle up-Kanten
rot gefdrbt:

©®
® O ©®
ONGING
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4 Labelmuster in Baumen

Notation:
Wir untersuchen im Folgenden ungeordnete sowie geordnete Béaume in Bezug auf die
Anzahl ihrer lokalen Minima, maximal aufsteigenden Unterbdume und maximal aufstei-
genden Ketten.
Folgende Notation wird dabei verwendet:

T,...Anzahl von ungeordneten bzw. geordneten Baumen mit n Blattern.

T, m-.-Anzahl von ungeordneten bzw. geordneten Baumen mit n Blattern, die genau
m lokale Minima, maximal aufsteigende Unterbdume bzw. maximal aufsteigende Ket-
ten haben. Es geht aus dem Kontext klar hervor, welche Parameter gerade untersucht
werden.
AuBerdem werden folgende exponentiell erzeugende Funktionen benotigt:

T(z) = 2 n>1 Tn%a

T(2,0) = Yps1 Zoms0 Tnm 2 0™,
Speziell von Bedeutung ist auch folgendes Polynom, denn es enthélt die gesamte Infor-
mation tiber die Verteilung der Anzahl des untersuchten Parameters in einem beliebigen
Baum mit n Knoten:

Tn('U) = ZT)’LZO Tn’m’l)m.

Satz 4.1.1. Bezeichne T, die Anzahl der ungeordneten Bdume mit n Bldttern.
Dann gilt

Beweis:
Laut Bemerkung 4.1.1 gilt

Aus dem Cauchy’schen Integralsatz, Lemma 2.0.1, folgt

I7(:) = o @),

omi J pntl T

Umformen der Funktionalgleichung ergibt
z=T-e T und dz=e T (1-T)dT.

Somit folgt, abermals mittels Lemma 2.0.1

[2"|T(2) = L ]f L, e T(1 = T)dT = = 74 £(1 — T)dT
2mi J Tt 21 ) T
nn—l n—2

= [Tt (= T) = [T = [T = s - s
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4 Labelmuster in Baumen

Weiters gilt

Satz 4.1.2. SeiT,, die Anzahl aller geordneten Bdume mit n Knoten.

Dann gilt
2(n—1)
n—1 )

nﬁqn—n<

Beweis:

Sei T die Menge aller unmarkierten geordneten Baume.
Dann gilt laut Bemerkung 4.1.2: T'(z) = Ok

Es gilt also

T(2)* —T(z)+ 2z =0.
Da Ty = 0 gilt, folgt

1—+v1—-4z
5 .
Etwas spéater im Beweis benotigen wir folgendes Resultat:

T(z) =

R (S I C YRS P

1.3.5. . ondl 13 (2n —1)
n! n!-nl .

n!. 2"

Somit gilt fir n > 1

7)== S0 - VIS ) = (VI )

Lo de—1 1, 1 _(2a—1)\ 1(2n
= Ak ]m_g[“m_2< n—1 >_2<n>
(2(n —1))! 1(2n)!  (2(n—1))! (2 _ 2n-— 1)

n—=Dn—11 2nlnl  (n—1)(n—1) n
C(2(n—1)\ 1
“\n-1) n

Da bei geordneten markierten Baumen jedes Labelling einen anderen Baum beschreibt,
gibt es fiir einen Baum mit n Knoten n! verschiedene Moglichkeiten diese zu markieren.
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4 Labelmuster in Baumen

T, =l (2(7?__1”) - :L — (-1 (2(:__11))

Somit gilt

4.1.1 Verwandte Resultate fiir Permutationen

Wie auch im vorigem Kapitel, sind viele dhnliche Probleme, welche in den folgenden
Abschnitten behandelt werden, bereits fiir Permutationen erforscht worden. Es folgen
hier einige Resultate.

Definition 4.1.5. Sei o0 € S,, eine Permutation der Linge n.

Dann ist 0,2 <1 < n —1, ein Maximum der Permutation, wenn o; > o0;_1 und
o; > Oit1-

Weiters heifit o1 Maximum, wenn o1 > oo und o, heifit Mazimum, wenn o, > 0,_1.
Analog ist ein Minimum einer Permutation definiert.

Wir bezeichnen mit P(n, k) die Anzahl aller Permutationen der Linge n mit genau k
Maxima.
Fir P(n, k) gilt folgende Rekursion

Pn+1,k)=(n—2k+3)P(n,k—1)+2kP(n, k).

Erklarung:
Wird das Element n+ 1 in einer Permutation der Lange n mit £ Maxima eingefiigt, gibt
es folgende Moglichkeiten:

e Das Element n+ 1 wird direkt links oder rechts neben einem Maximum eingefiigt.
Dies dndert nichts an der Gesamtanzahl der Maxima.

e n+1 wird an irgendeiner anderen Stelle eingefiigt. Dann erhoht sich die Gesamtan-
zahl der Maxima um 1.

In [Car, 1947] bzw. [Ess, 1984] wurden folgende Aussagen gezeigt, welche hier nicht
bewiesen werden:

Satz 4.1.3. FEs gilt

% Mgy -2
> P(n+2j+1,j—|—1)(nz_v2j)' = (cosh( z”—v) _\/;jSinh(VZQ_U)) :

Sei 7, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der Mazima einer beliebigen Permutation
der Linge n zdhlt.

Dann gilt:

Z,, ist normalverteilt mit Parametern

n,j=0

.ENTLTH und
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4 Labelmuster in Baumen

'Vwﬂ%ﬂ)'

Bemerkung 4.1.3. Sei o € S,, eine beliebige Permutation der Linge n und sei 6 € S,
jene Permutation, fiir welche 6,41-; = 0 gilt, mit 1 < 57 < n.
Dann gilt fiir1 < j <mn:

oj st lokales Mazimum <= 0n11—; ist lokales Minimum.

Es ist daher dquivalent, die Anzahl lokaler Minima oder die Anzahl lokaler Maxima in
Permutationen zu untersuchen.

Definition 4.1.6. Seio € S,,.

Dann heifst o alternierend, wenn o; < 0,41, fir 1 <i < n gerade und o; > 0,11, fir
1 <@ < n ungerade, wenn also o1 > 09 < 03 > ... gilt.

Gilt 01 < 09 > 03 < ..., heifft o revers alternierend.

Bemerkung 4.1.4. Sei 0 € S, eine alternierende Permutation und 0 = (n + 1 —
o1)(n+1—03)...(n+1—0,) das Komplement von o. Dann ist ¢ reverse alternierend.
Es gibt daher gleich viele alternierende wie revers alternierende Permutationen.

Satz 4.1.4. Sei A,, die Anzahl aller alternierenden Permutationen der Ldnge n.
Dann gilt
> A — = sec(z) + tan(z).

n>0

Deswegen werden die Zahlen A, des Ofteren auch als Tangentenzahlen bezeichnet.
Auferdem gilt

s ()4
n n 2k 2n
Aoy = ZZ Hn(k ,>(/{:+1)2Jk_1.

—J

Es folgt eine Beweisskizze:

Beweis:

Sei n € N, M, eine Teilmenge von [n] mit 1 < k < n Elementen und M, sei [n] — M.
Weiters sei o eine alternierende Permutation der Menge M) und 7 eine alternierende
Permutation der Menge Mj,. Dann ist p = o§0o§_, ... 0%, n+1, 7%, je nachdem ob k gerade
oder ungerade ist, eine alternierende oder revers alternierende Permutation.

Es gilt daher

2App1 = Y (Z) ApA, .

k=0
Daraus folgt laut [Stan, 2010]

> A — =sec(z) + tan(z).

n>0
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4 Labelmuster in Baumen

Da sec(z) eine gerade und tan(z) eine ungerade Funktion ist, gilt

Z A2n

n>0

n 2n+1
|

22 2
on = sec(z) und > Asyiq

I 2 2n T = tan(z).

Daraus folgen mit [Com, 1974] die weiteren Ergebnisse.

Definition 4.1.7. Sei o0 € S,, eine Permutation der Linge n.
Dann heifit ;0,41 ...05, mit 1 <i < j <n, mazimal-ansteigende Kette, wenn

® 0, <041 <...< 0y,
e 0, <0;1 firi>1und

® 0; > 0541 f’lﬂ”j <n ngt

Wir bezeichnen mit E(n,k) die Anzahl aller Permutationen der Linge n mit genau k
mazimal-aufsteigenden Ketten.
E(n, k) werden auch Euler-Zahlen genannt.

Beispiel 4.1.2. Beispielsweise besteht die Permutation 4 8||5]|2 3 7||6||1 aus 5 mazimal-
aufsteigenden Ketten.

Bemerkung 4.1.5. Wie am obigen Beispiel einfach zu sehen ist, gilt fiir eine Permu-
tation o € S,, klarerweise:

| {mazimal-aufsteigende Ketten in o} | — 1 = | { Abstiege in o} |.

Dabei ist 0;0;,1 ein Abstieg, wenn o; > ;11 gilt.
Fir E(n, k) gilt folgende Rekursion:

En+1,k)=Mn—-k+2)E(nk—1)+kE(n,k).

Erklarung:
Wird das Element n + 1 in einer Permutation der Lange n mit genau k& maximal-
aufsteigenden-Ketten eingefiigt, gibt es folgende Moglichkeiten:

e Das Element n+ 1 wird rechts neben einer maximal aufsteigenden Kette eingefiigt.
Dies andert nichts an der Gesamtanzahl der maximal-aufsteigenden Ketten.

e Das Element n+1 wird an einer der restlichen n+1 — k Stellen eingefiigt. Dadurch
erhoht sich die Gesamtanzahl der Ketten um 1.

Folgender Satz wird an dieser Stelle ohne Beweis angefiihrt. Interessierte Leser finden
ihn in [Foa, 2010].

Satz 4.1.5. Es gilt
E(n,k) = (")),

mit () = YA (=17 ("I (k — i + D)™
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4 Labelmuster in Baumen

4.1.2 Wichtige Resultate

Fiir Beweise einiger Ergebnisse werden spéter folgende Definitionen bzw. Resultate be-
notigt, welche ohne Beweis angefiihrt werden.

Definition 4.1.8. Sei X cine diskrete Zufallsvariable auf dem Merkmalsraum N und

Ox(t) = log (E(e™)) = ZKI(X)Z.

Dann heifit k; die l-te Kumulante von X.

Details zu Kumulaten bzw. den zugehorigen Resultaten sind beispielsweise in [Bil, 1984]
zu finden.

Bemerkung 4.1.6. Folgende Eigenschaften von Kumulanten werden spdter bendtigt:
o Es gilt k1 (X) =E(X) und ko(X) = V(X).

e Sei X normalverteilt mit Erwartungswert pu und Varianz o.
Dann gilt k1(X) = p, ko(X) =0 und k.(X) =0 firr > 3.
Auferdem legen die Kumulanten eindeutig diese Verteilung fest.

e Kumulanten sind homogen, d.h. es gilt k,(cX) = "k(X) firn > 1.

o Kumulanten sind additiv, d.h. fir zwei unabingige Zufallsvariablen Xi, Xo, mit
Y = X1 + X2 gllt lin(Y) = Iin(Xl) + lin(Xg).

Definition 4.1.9. Seien (X,), .y eine Folge von Zufallsvariablen und (F,()), .y die
zugehorigen Verteilungsfunktionen. Weiters sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion F(x).

Dann heifit es die Folge (X,,), oy konvertiert in Verteilung gegen X, wenn

lim F,(z) = F(z)

n—oo

und schreiben
X, 9 x

Folgender Satz wurde in [Loe, 1977] bewiesen.

Satz 4.1.6. Seien X und X1, Xo, ..., X,, Zufallsvariablen.

AufSerdem gelte lim,, . E(X") = E(X") fir alle r € N und die Folge (E(X])) bestimme
eindeutig die Verteilung von X.

Dann gilt

x, Y x.

Lemma 4.1.1. Sei X eine Zufallsvariable.
Dann gilt
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4 Labelmuster in Bdumen
e Die Folge (E(X))), ey konvergiert gegen E(X™) fiir alle r € N dann und nur dann,
wenn (kr(Xy)),en gegen (5:(X)) fir alle r € N konvergiert.

e Die Folge (E(X")), oy legt die Verteilung von X eindeutig fest dann und nur dann,
wenn die Folge der Kumulanten (r,(X)),cy dies tut.

Bemerkung 4.1.7. Um Satz 4.1.6 anzuwenden, reicht es also auch die Konvergenz der
Kumulanten nachzuweisen.
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4 Labelmuster in Baumen

4.2 Lokale Minima in Baumen
Das erste Labelmuster, welches in diesem Kapitel betrachtet wird, sind lokale Minima
in Baumen. Es werden sowohl exakte, wie auch asymptotische Resultate erarbeitet.

Definition 4.2.1. Sei T' ein Baum.

Ein Knoten v heifit lokales Minimum in T, wenn fir jeden Nachbarknoten w von v
gilt w > v.

Analog heifst ein Knoten v lokales Maximum in T, wenn fiir jeden Nachbarknoten w
von v gilt, dass w < v.

Beispiel 4.2.1. In diesem Baum sind alle lokalen Minima grin und alle lokalen Maxima

blauw markiert:

Bemerkung 4.2.1. Sei T ein Baum mit n Knoten. Wird jedes Label eines Knoten j,
mit 1 < 7 < n ersetzt durch j — n + 1 — j, wird jedes lokale Minimum zu einem
lokalen Maximum und umgekehrt. Es ist daher dquivalent, die Anzahl lokaler Minima in
Bdaumen oder die Anzahl lokaler Maxima in Bdumen zu untersuchen.

Den Zusammenhang zur Mustervermeidung zeigt folgende Bemerkung.

Bemerkung 4.2.2. Sei

d
M = /%\
u/ ud u/ ud
\ \
) )

wobei der grime Knoten fiir die Wurzel steht sowie d fir eine down-Kante und u fiir eine
up-Kante.

Dann enspricht die Anzahl der lokalen Minima in einem Baum T genau der Anzahl der
Vorkommen von Mustern aus M in diesem Baum.

4.2.1 Ungeordnete Baume

In diesem Abschnitt ist, sofern nicht anders angegeben, unter dem Begriff Baum ein
ungeordneter markierter Baum gemeint.
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4 Labelmuster in Baumen

Satz 4.2.1. Sei M, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der lokalen Minima eines
beliebigen Baumes mit n Knoten zahlt.

Dann gilt:

Die exakte Verteilung von M, fir 1 < m <n, ist

B (0, = mp = 2 5 (")

Beweis:

Wir betrachten fiir jeden Baum T mit n inneren Knoten folgende Zerlegung anhand des
Knotens n:

Sei r die Anzahl der Kinder des Knoten n und seien Ti,..., T, jene Unterbdume von
T mit n als Wurzel. Weiters sei, wenn n nicht Wurzel ist, T jener Unterbaum von T,
welcher die Wurzel von T enthalt, also ,iber n liegt.

Dann kann ein Baum 7T, je nachdem ob n die Wurzel von T ist oder nicht, folgendermafien
eindeutig, bis auf Reihenfolge, zerlegt werden:

Nattirlich gilt, dass fiir n > 1, der Knoten mit dem groiten Label n kein lokales Minimum
sein kann. AuBerdem ist ein Knoten einer Komponente 7); dann und nur dann ein lokales
Minimum in 7}, 0 < 7 <7, wenn er auch ein lokales Minimum in 7 ist.

Fir das Polynom T,,(v) = 3,50 Tn,mv™ gilt daher folgende rekursive Darstellung:

vy <n—1 )Tm(v)Tm(v)-~«an(v)n0Tn0(0)+

ng, ..., Ny

r>0 ng,nyp,...,nr>1,
ng+--+np=n—1

+2 X <”_1 )Tm(“)Tnz(v)--'TnT(“), fiir n > 2,

r>1  ni,..nr>1,
ny+-tnr=n— 1

T)(v) =v.

Erklarung der einzelnen Komponenten:

° ( ”mlnr) (m ) Anzahl der Moghchkelten die Labels {1,2,...,n — 1} auf die
Unterbaume To, ..., . bzw. Ty, ..., T, zu verteilen.
% Wir betrachten ungeordnete Baume, daher ist die Reihenfolge der Kinder von
n egal.
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4 Labelmuster in Bdumen
e ng: Im Fall, dass n nicht die Wurzel von T ist, gibt es ng verschiedene Méglichkeiten
n als Kind an einen Knoten von 7y anzuhangen.

Wird obige Gleichung fiir n > 2 mit ( 11), multipliziert und iiber n > 2 aufsummiert,
erhalt man

n>2

1T, ()" T,,(v)z"2 T, (v)2" ngTy,(v)z"
rl ong! ny! 7 n,l no!

=22, 2

n>2r>0 ngnis..,nr>1,
n0+ Hnr=n-—1

LPIPIENDY

n>2r>1  ni,...nr>1,
ny+--+np=n—1

Daraus und wegen T} (v) = v erhalten wir folgende partielle Differentialgleichung;:
T.(z,v) = TV T, (2, 0) + 7Y — 1 + v, mit Randbedingung 7'(0,v) = 0.

Wobei die Randbedingung direkt aus der Definition von T'(z,v) folgt.
Es kann sofort nachgerechnet werden, dass die Losung dieser Gleichung folgendermaflen
gegeben ist:
T(z,0) = 2z-eTCY) — 2 ppz = 2("Y — 1 4 0).
Es gilt natiirlich, dass
Tn,m
T,
Mit Hilfe der Lagrangen Inversionsformel, Satz 2.0.1, ist es moglich, die Koeffizienten

von T'(z,v) zu berechnen.
Fir n > 1 gilt:

P{M, =m} =

Daher gilt, fir 1 < m < n, weiters
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4 Labelmuster in Baumen

Es folgt mit Satz 4.1.1

() EC e

nnfl

J

Definition 4.2.2. Sei T' ein Baum mit n Knoten.
Dann bezeichne

d;(T)...die Anzahl aller Knoten von T mit genau j Kindern. Die Anzahl der
Blitter von T ist somit d§ (T).

[;(T)...die Anzahl aller Knoten von T deren Label gréfier ist, als exakt j seiner
Nachbarn. Die Anzahl der lokalen Minima enspricht somit lo(T).

Lemma 4.2.1. Sei T, ,, die Anzahl aller ungeordneten Bdume mit n Knoten und m
lokalen Minima und L, ,, die Anzahl aller ungordneten Bdume mit n Knoten und m
Bldttern.
Dann gilt

Tom = L m.

Sei T, die Menge aller ungeordneten Bdume mit n Knoten und T € T,.
Dann gilt:
Es gibt eine Bijektion o, : T, — T,, sodass fir fixe j,m € N gilt

L(T) =m & dj (a(T)) = m.

Beweis:

e Behauptung: T, ,, = Ly m:
T, ist die Menge aller ungeordneten Baume mit n Knoten, welche die Labels
{1,2,...,n} tragen.
Sei 7,, die Menge aller ungeordneten Baume mit n Knoten, welche mit beliebigen
paarweise verschiedenen natiirlichen Zahlen markiert sind.
Wir konstruieren eine Bijektion &, : T, — 771, welche einen Baum mit m lokalen
Minima auf einen Baum mit derselben Labelmenge und m Bléttern abbildet.
&, eingeschrankt auf 7, ist dann eine Bijektion «a,, : 7, — 7T,, welche das Ge-
wiinschte leistet.

Wir konstruieren die Bijektion &, induktiv: )
n = 1: In dem Fall ist die Bijektion trivial, da jeder Baum von 77 aus genau einem
Knoten besteht, welcher natiirlich gleichzeitig ein lokales Minimum und Blatt ist.

n > 1 : Sei angenommen, dass fir 1 < j < n die Bijektionen &; bereits def-
niert wurden.

Bezeichne m die Anzahl der lokalen Minima in 7', W das Label der Wurzel von T’
und G das groBte Label von T. Dann definieren wir é,,(T) fiir einen Baum T € 7,
folgendermaflen:
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4 Labelmuster in Baumen

1. T wird so ,,gedreht”, dass der Knoten G zur neuen Wurzel von T" wird. Dies
hat zur Folge, dass alle lokalen Minima in den Unterbdumen mit Kindern von
G als Wurzel enthalten sind.

2. Wir wenden auf alle diese Unterbaume mit j Knoten die Bijektion &; an,
wobei natiirlich 1 < j < n gilt. Da die Anzahl der lokalen Minima in diesen
Unterbaumen insgesamt m ist, ist nach diesem Schritt laut Induktionsvoraus-
setzung die Gesamtanzahl der Blédtter ebenfalls m.

3. Zum Schluss werden noch die Labels G und W vertauscht. Der so erhaltene
Baum ist dann &, (7).

Laut Voraussetzung sind alle ¢&; fiir 1 < j < n Bijektionen, daher folgt sofort, dass
auch &, eine Bijektion ist. Da alle &; die Menge der Labels nicht verdndern, gilt
dies auch fiir &,,. Daraus folgt, dass die Einschriankung von &,, auf 7, eine Bijektion

n: Tn — T, ist, welche jeden Baum mit m lokalen Minima auf einen Baum mit
m Bléattern abbildet.

e Behauptung: Fir fixe j,m € N und einem Baum 7" € 7, mit ;(T') = m gilt, dass
T unter &, auf einen Baum &,,(7") abbildet wird, mit d+(an(T ) =m.
Dies folgt wiederum mittels Induktion:
n =1: trivial
n > 1 : Wir unterscheiden zwei Félle nach der Anzahl der Nachbarn des Knotens
mit dem grofiten Label G von T

— 1. Fall: Die Anzahl der Nachbarn von G ist ungleich j. Dann gilt {;(T) =
m genau dann, wenn alle m Knoten deren Labels grofler als exakt j ihrer
Nachbarn sind, in einem der Unterbaume mit einem der Kinder von G als
Wurzel liegen, sobald Schritt 1 der Konstruktion von &, ausgefiithrt wurde.
Laut Induktionsvoraussetzung enthalten diese Unterbdume nach Schritt 2
genau m Knoten mit j Kindern. Laut Voraussetzung hat der Knoten G' (bzw.
W nach Schritt 3) ungleich j Kinder.

— 2. Fall: Der Knoten G hat genau j Kinder. Da G das grofite Label tragt,
gilt natiirlich, dass G einer der m Knoten ist, welcher genau j Nachbarn
mit kleinerem Label hat. Das bedeutet, dass es m — 1 solche Knoten in den
Unterbdumen mit Kindern von G als Wurzel gibt. Nach der Durchfiihrung
von Schritt 2 in der Konstruktion von &, gibt es also m — 1 Knoten mit
j Kindern in diesen Unberbdumen. Aulerdem hat der Knoten G bzw. nach
Schritt 3 der Knoten W ebenfalls m Kinder.

]

Beispiel 4.2.2. Hier soll die Funktionsweise von o, anhand einiger Beispiele mit klei-
nen n gezeigt werden.

Um einen besseren Uberblick zu gewdhrleisten, sind die lokalen Minima griin gefirbt und
die Blatter durch ein Rechteck hervorgehoben.
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4 Labelmuster in Baumen

n=1
T=@ — [1] =«
n =2
@ @ @
T%b%i 3 J=oT) T—%#%A EN
,
n=3
3 @ 3)
T=@-5 @33 D3 O=al) T= %%ﬁ%
,
T%% 5@ A (2 =a@
O/QO
n=4
@ O
@ @ ©
@2 5% 2303 350

Definition 4.2.3. Sei T ein Baum.
Dann heifst

(d§(T),df(T),...,d}_(T)) Out-degree-profile und
(Io(T),1,(T),...,l,_1(T)) Label-relation-profile.
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4 Labelmuster in Baumen

Korollar 4.2.1. Seien n € N und my,...,m,_1 € Ny beliebig.

Dann gilt:

Die Anzahl der Biume mit n Knoten und Out-degree-profile (mq, ..., m,_1) enspricht
genau der Anzahl der Baume mit n Knoten und Label-relation-profile (mg, ..., mMy_1).
Beweis:

Ist eine unmittelbare Folgerung von Lemma 4.2.1.
O

Lemma 4.2.2. Sei M, die Zufallsvariable welche die Anzahl der lokalen Minima eines
beliebigen Baumes mit n Knoten zdhlt.

Dann gilt:

M, ist normalverteilt mit Parametern

o E(M,)~ 2,
o V(M,) ~ (% — e%) n und

M,—E(M,) (@
° oL *2 N(0,1).
Fiir den Beweis dieses Lemmas verwenden wir folgenden Satz aus [DrGb, 1999], welcher
hier ohne Beweis angefiihrt wird.

Satz 4.2.2. Sei Ly, die Anzahl aller Knoten mit k; Nachbarknoten eines beliebigen
ungeordneten markierten Baumes mit n Knoten, k = (ky,...,ky) ein Vektor mit M
positiven ganzen Zahlen und Lyyx := (Lng,, - -y Lok, )-

Weiters sei

(14 (ki —2)(k; —2) 1
" <_ A~ DIk, 1 Vel - 1>!> |

Dann gilt, dass det 3 > 0 und Ly, asymptotisch normalverteilt ist.
Auflerdem gilt fiir den Erwartungswert und die Kovarianzmatriz

E(Lu) ~ mn  und  Cov(Lyy) ~ Xn.

Beweis: [Lemma 4.2.2]

Aus Lemma 4.2.1 ist klar, dass es aquivalent ist, statt M,, die Anzahl aller Blatter eines
beliebigen Baumes zu betrachten (= Knoten mit genau einem Nachbarknoten). Mittels
Satz 4.2.2 und dessen Notation (sei o0BdA k; = 1) folgt somit

3N
)
Cb
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4 Labelmuster in Baumen

Da L,y normalverteilt ist, gilt dies auch fir M,,.
Daher gilt auflerdem
M, —E(M,)

W A0, 1).
V(M)

4.2.2 Geordnete Baume

Wenn wir in diesem Kapitel von Baumen reden, sind - sofern nicht anders angegeben -
geordnete markierte Bdume gemeint.

Satz 4.2.3. Sei M,, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der lokalen Minima in einem
beliebigen Baum mit n Knoten zdihlt.

Dann ist M, gleich in Verteilung, wie die direkte Summe n unabhdngiger Bernoulli
verteilter Zufallsvariablen:

(d)

M,2ZMOY e MP e . oM™,

Dabei gilt fir 1 <k <n, dass M® (ni;fZ)-Bernoulli verteilt ist.
Auflerdem gilt

MELy(MmB),

n n

Wobei M¥) jenes Ereignis beschreibt, bei welchem in einem Baum mit n Knoten der
Knoten mit Label k ein lokales Minimum ist.
1(M®)) ist die entsprechende Indikatorfunktion.

Beweis:

e Behauptung: Mn@]\/[rgl) OMPp...0MM.

Wir betrachten fiir jeden Baum 7" mit n inneren Knoten folgende Zerlegung anhand
des Knotens n, dabei sei r die Anzahl der Nachbarn von n.
Im geordneten Fall miissen nur die zwei simplen Falle unterschieden werden:

1. Die Wurzel von T ist n: Dann bilden die Unterbaume T7,...,T, von T, mit
den Kindern von n als Wurzel, einen geordneten Wald.

2. Die Wurzel von T ist nicht n: Dann sei 77 jener Unterbaum von 7', welcher die
Wurzel von T' enthalt, also ,iiber n liegt und 75, ..., T, seien jene Unterbau-
me mit Kindern von n als Wurzel. Wieder bilden die Unterbdume T, ..., 7T,
einen geordneten Wald.

Das bedeutet, fir einen beliebigen Baum 7' gilt
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4 Labelmuster in Baumen

Die lokalen Minima von 7' liegen alle in diesen Unterbdumen. Somit kann fir die
Polynome T, (v) = 3,50 T5,,mv™ folgende rekursive Darstellung gewéhlt werden:

nw- % () et ne, ez

r>1 ny,..., np>1 NnNy,...,Ny
- ny+-tnp=n—1

Ty (v) =v.

Erklarung der Komponenten:

2ny: Anzahl der Moglichkeiten den Knoten n mit 7} zu verbinden, dabei ist die
Anordnung der Kinder jedes Knotens zu beachten:

Sei n; die Anzahl der Kinder von 77, dann gibt es

# {Knoten in 71} + # {Kanten in 71} =ny +ny — 1 =2n; — 1

Moglichkeiten n an einen der n; Knoten als Kind und eine Moéglichkeit n als neue
Wurzel von 77 anzuhangen.

anl

Wieder erweitern wir obige Gleichung um (= und summieren tiber n > 1 auf.

Dies ergibt folgende partielle Differentialgleichung fir 7'(z, v)

n—1

T.(z,v) = Z T, (v) (nZ_ 5

n>1

=22 2

n>2r>1  ng..np>1
ny+-+np=n—1

=22 X

n>2r>1  ni,..., nr>1
ny+-+np=n—1

_22T.(2,v)
1-T(z,v)

2,7, (0) Toy(v) T ()

2w
TLl! 712! nr!

20Ty, (V)2 - 2 T, (0)2™ T, (V)2
nq! 7! n,!

+o

+ v, mit Randbedingung 7°(0,v) = 0.

Eine einfache Umformung mit 7" := T'(z,v) und 7, := T,(z,v) ergibt

(IT'+2z-1)T.+v(1-T)=0.
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4 Labelmuster in Baumen

Diese Gleichung ist nicht exakt, da

(T +22—-1)

o(v(1 ~ 7))
0z '

orT

,

Daher wird ein integrierender Faktor I = I(7T) mit
I(T)T +2z—1)T, = I(T)v(1 — T) benotigt.
Es soll also gelten

O(I(TNT +22—1))  dI(T)v(1—T))

= —
0z orT
21(T) =Ip(T)v(1-T)— I(T)v.
Umformen ergibt
I(T) - (2+v)
I(T)= —F———=
r(T) v(1-T)
woraus folgt
I(T)=(1-T) ",
Wir erhalten die exakte Differentialgleichung
(—(1—T) " 4 (1 -T) 2+ (1 - T) "0 =0.
(X) (XX)

Somit ist eine zugehorige Potentialfunktion F'(z,T') gegeben durch

1—T) !
F(2,T)=vz(1-T)"% + 1)(—2+)v

(Wie leicht zu iiberpriifen ist, gilt 25 = (X) und 2£ = (X X).)
Eine allgemeine Losung ist also implizit gegeben durch

Cv) = F(z,T(z,v)),

mit einer beliebigen Funktion C(v).
Mittels Randbedingung, 7'(0,v) = 0, folgt

Es gilt also
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Umformung ergibt
1=T(2,0) = (1= T(z,0)% T(z,v)
o 2—w B PR ERD)
1-T(z,0)—(1-T(z,v))

2
v

Aus obiger Gleichung erhélt man die Darstellung T'(z,v) = 2z - ¢(T(z,v)). Dass
obiger Ausdruck fir 7'(z,v) = 0 und v = 2 definiert ist, ist einfach mit der Regel
von de I’'Hospital nachzupriifen.

Dass die Voraussetzungen fiir die Lagrange Inversionsformel erfiillt sind, also

[2°]¢(z) # 0 gilt, folgt aus
(2—v)x _ (2 - '0)21' _ (2 - v) ‘
l—z—(1-2)r  1—z— 4 (})(-DkzF 1=y () (-1)kab

In der Reihenentwicklung des Ausdrucks bleibt also ein konstanter Term ungleich
0 erhalten.

Um T,,(v) = n![z"]T(z,v) zu berechnen kann somit die Lagrange Inversionsformel,
Satz 2.0.1, angewendet werden.

Dies ergibt
[Zn]T(Z,U) — l[T”*l] (1 _(2 — U) T )12)>

n T—-(1-T
_(2_7})” 1 1
e ](1—T—(1—T)i)”'

Anwendung von Lemma 2.0.1 ergibt weiters:
2—ou)" 1 dTr
e = 2L -
no 2w (1-7-(1-1)7)
(2 —v)" 17{ dT
no 2miJ (1-T1)". (1—(1—T)2;”)”'

Wir verwenden folgende Substitution:
S=1-(1-T)",alsoT=1-(1-8)= und 1 — T = (1 — §)==.

Somit ist
v —242v

+
1—9) =2 dS.
S (1- 5 ds

dT =
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Daraus resultiert abermals mit Lemma 2.0.1

2+42v

— n—1 1 — _2—1)
() =0 G L f U T
n 21 Sn(1— S)2—
B (2 — v)”*l 1 1
R 271'2',%571(1_3)2_334&%(15
2 — )t e 1
= UQ[S 1]%
n (1 p— S) 2—v
:U(Q—v)"’l — 1 22upun-2iv :U(Q—v)”’l n—1+%=" '
n n—1 n n—1

Nun lasst sich T},(v) einfach berechnen, denn

T, (v) = n![2"|T(z,v)
=v(2—v)"! (n—l—l—v(zn__vl)> (n—2+1j(2n__vl)> <1+U(2n__vl>>
— 0@ —1)) 2n—2)+0) - (2+v(n—2))

= nl_[ 2k +v(n—k—1)).

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion p,(v) der Zufallsvariable M, ist gege-

ben durch p,(v) = T’}—S’)

Aus Satz 4.1.2 ist bekannt, dass T,, = (n — 1)!(2(:__11)).
Somit gilt
- Po(2(k —1 —k
pa(v) = - H 2k +vin—k—-1)) = Hk:Q( ( ) +vln — k)
k=

(n =110 (2n—=2)2n—3)---n

_ I 2k = 1) + v(n — a 1) n—k
T 2n-2)2n—3)-- (n—l 1}<n+k_z+n+k_2“>'

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion p(t) einer (p)-Bernoulli verteilten Zu-
fallsvariablen ist p - ¢ + (1 — p).

Sei M(*) mit 1 < k < n, eine ( g 2) Bernoulli verteilte Zufallsvariable. Dann ist

der k-te Faktor von p,(v) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von M(¥).
Daraus folgt unmittelbar, dass

MEMO e MO @ .. oM™,

n n

Wir zeigen Mék)@]l(./\/l,(f)):

Zu zeigen ist also, dass P {./\/lﬁf)} = ni;EZ
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M) beschreibt das Event, dass der Knoten mit Label k in einem Baum mit n
Knoten ein lokales Minimum ist.
Es gilt also folgende Zerlegung:

n—1
P {Mﬁfz)} => P {./\/lff)|k: hat m Nachbarknoten} P {k hat m Nachbarknoten}
m=1

Einfache Uberlegung ergibt
(nfk>
I {Mﬁk)!k hat m Nachbarknoten} — m/

denn damit k lokales Minimum ist, missen aus den n — k verschiedenen Knoten
mit Labels echt grofler k, m als Nachbarknoten von k& ausgewéhlt werden.

Sei A, km die Anzahl aller Baume mit n Knoten, bei welchen der Knoten £ genau
m Nachbarknoten hat.

Dann gilt

An m
P {k hat m Nachbarknoten} = Tk :

Natiirlich ist A,, s ,, unabhéngig vom Knoten £, daher geniigt es in weiterer Folge
mit A, , » zu rechnen.
Um die Notation zu vereinfachen, gilt ab sofort
An,m = An,n,m-
Weiters definieren wir A(z,v) := 30,51 X1 An,m%vm.
Wir verwenden die gleiche Zerlegung der Baume, anhand des Knotens mit grofitem
Label, wie am Beginn des Beweises.
Da ALm = 60,m gllt, fOlgt
20T"(z)z
A, (z,v) = =0T ()

n

Wir verwenden, dass log (i) = s 5
Somit gilt

Apm = (n— D[z AL (2,0) =

o = [ B et [ S g
= (-l [ %d( — 900 — 1)[=" ™ log(1 — oT(2))
— 20 — 1) o™ log (1_?}%) —o(n— 1)[zn1]T(§l>m.
Aus Bemerkung 4.1.2 folgt T(2) = 1. Somit kann die Lagrange Inversionsfor-
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mel, Satz 2.0.1, angewendet werden.
Dies ergibt

_ 2(n—1)[Tn_2]m'Tm_1 1
n—1 m  (1-=T)!
1 n—1l+n-m-1-1
= 2T " g = 2
| ](1—T)"*1 < n—m—1 )

n—1 (”_k) ' 2(271;3—3) B 2(TL . 1)(7’L . k’)' n

R B = e T
S oy <2n—m—3> _ 1 ! (n+k—3+m>
(n%:lkf?,) me1\ k=3 <n2+nkj3> m=0 ntk=3
(RQJ_L];_?)Q) _ n- k
(%) k-2

O

Satz 4.2.4. Sei M,, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der lokalen Minima in einem
beliebigen Baum mit n Knoten zdihlt.

Es gilt:

M, ist normalverteilt mit folgenden Parametern:

o E(M,) ~ (1—2log2)n,

o V(M,)~ (—4+6log2)n und

M,—E(M,) (d
° 7\/% —; N(0,1).
Beweis:

Wir verwenden die im vorigen Satz gezeigten Eigenschaften von M,,, namlich dass
M EMP & MP & ..o M®, mit 1<k <nund dass MO (27 )-Bernoulli vertelt

n
ist.
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e Dadurch gilt

n —k
L =E(M,) =S EME) =S =
1= EQL) = S EGE) =3 L
Wir erhalten
13 n—k 1 n—k 1 1-F
lim — = lim — = — = lim — n
11—z
; 1+x$ + 2log
e Ahnlich funktioniert es auch mit der Varianz o2:
o2 1 n—k n—=k
lim 2*=1lm~- ——— (1 - ——
nbo 7 ngrgonlﬁzln—i—k—Z( n+k—2>
1 n—kEk n—k 11— % —k
=1 - _ =1 - n _ n
n:%n,;m( M) :f%on§1+g< Hg)
11 -2 11—z
= 1— dr = —4 + 6log 2.
0 1+x( 1+x> o +0log

e Wir zeigen M’;i;“" @ N(0,1), durch Beweis, dass die Kumulanten r;(M,), i € N,
der normalisierten und zentralisierten Zufallsvariable M,, := % gegen die Ku-
mulanten der Standardnormalverteilung (k3 = 0,k = 1, k; = 6,W > 3) konver-
gieren.

Laut Definition der Kumulanten, Definition 4.1.8, gilt fiir alle n € N

k1 (M,) = E(M,) =0, ro(M,)=V(M,) = 1.

Sei m > 3 und X, eine (p)-Bernoulli verteilte Zufallsvariable.
Dann gilt

Km(X,) = [t"]log (E(e™7)) = ["] log (1 + p(e’ — 1)) .

Das bedeutet x,,(X,) ist ein Polynom in p und als solches fiir 0 < p < 1 gleichméBig
beschrankt.

Aufgrund der Homogenitat und Additivitdt von Kumulanten und der Tatsache,

dass Mn(i)MT(ll) e M? o... & MM folgt weiters

. (M, S K (MF)
lim k,,(M,) = lim M — lim == ( ) = lim O(n)

n—00 n—o00 om n—00 om n—oco g
n n n

=0

Die letzte Gleichung gilt, da o)) = (¢-n)™ > n mit ¢ > 0.
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4.3 Up-down alternierende Baume

Definition 4.3.1. Fin Baum T mit vy als Label der Wurzel heifst up-down alternie-
rend, wenn die Labels v1,vq, ... auf jedem Pfad von der Wurzel abwdirts die Bedingung
vy < Vg > v3 < vg> ... erfillen.

Beispiel 4.3.1. Dies ist ein Beispiel eines up-down alternierenden Baumes mit 12 Kno-
ten:

Satz 4.3.1. Sei T ein beliebiger unmarkierter geordneter Baum mit n Knoten.
Bezeichne
w(T)...die Anzahl der markierten up-down alternierenden Kopien von T und
lin(T)...die Anzahl der markierten Kopien von T mit m lokalen Minima.

Dann gilt
2"u(T) = Y 2™, (T).

m>0

Beweis:
Folgende Notation wird verwendet:

Ur...Familie aller zweifarbigen up-down alternierenden Kopien von 7', also die Menge
aller markierten up-down alternierenden Kopien von 7', deren Knoten die Labels 1,...,n
tragen und mit einer von zwei Farben (z.B. griin und wei}) geférbt sind.

Lr...Familie aller markierten zweifarbigen Kopien von 7', mit der Einschrankung,
dass nur Knoten welche lokales Minimum sind, auch die Farbe griin tragen diirfen. Alle
anderen tragen die Farbe weif3.

Damit gelten folgende Zusammenhénge:

2"u(T) = U(T)| und Y 271, (T) = |£(T).

m>0

Um den Satz zu beweisen, geniigt es also eine Bijektion der beiden Familien Uy und Lrp
anzugeben.

Wir zeigen, dass eine solche Bijektion ¢r : L — U existiert.
Dazu verwenden wir eine Hilfsbijektion ¢r : L — Ur mit
Lr...Familie welche wie L konstruiert wird, mit dem Unterschied, dass die Knoten
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mit beliebigen paarweise disjunkten ganzen Zahlen markiert sind und

Ur...Familie welche wie Uy konstruiert wird, mit dem Unterschied, dass die Knoten
mit beliebigen paarweise disjunkten ganzen Zahlen markiert sind.
Wir konstruieren die Bijektion ¢r so, dass sich die Menge der Knotenlabels unter der
Abbildung nicht dndert.
Die gesuchte Bijektion ¢ ist somit die Einschrankung von ¢r auf L.

Wir erzeugen ¢r durch Induktion:

n=1:

Sei T ein Baum aus nur einem Knoten. In diesem Fall gilt natiirlich Uy = L, da jeder
einzelne Knoten sowohl lokales Minimum als auch ein up-down alternierender Baum ist
und somit in beiden Féllen in beiden Farben gefarbt werden kann.

¢ ist in dem Fall also die Identitatsabbildung.

n>1:

Sei T ein Baum mit n Knoten.

Induktionsvoraussetzung: Wir kennen bereits die Bijektionen ¢4 aller geordneten Biu-
me 7" mit weniger als n Knoten.

Fiir T definieren wir dann fiir jede zweifirbige markierte Kopie T € £ von T den Baum

¢o(T) wie folgt:

1. Wir zerlegen T in eine Folge von Unterbiumen:
Sei G das grofte Label in T. Klarerweise ist G weifl gefarbt, da es unmoglich lo-
kales Minimum sein kann.
Wird der Knoten G von T entfernt, zerfillt T in einen geordneten Wald (T, . . ., T}
mit 7 + 1 Baumen. Dabei seien T3, ..., T, (falls vorhanden) die Unterbdume mit
den Kindern von G als Wurzel und T} sei jener Unterbaum (sofern G nicht Wurzel
von T ist) welcher die Wurzel von T' enthélt.
Fir 0 < k < rist T, € ETk- T, sei der T}, entsprechende unmarkierte Baum.
Klarerweise hat T} weniger als n Knoten. Somit existiert laut Voraussetzung eine
Abbildung gETk mit éTk (Tk) € Z;{Tk-
Dadurch erhalten wir einen geordneten Wald mit r 4+ 1 zweiférbigen up-down al-
ternierenden Baumen (¢7,(Ty), ..., o1, (T})).

2. Diese Bédume miissen jetzt so zusammenfiigt werden, dass insgesamt ein up-down
alternierenden Baum entsteht. Dazu wird folgende Fallunterscheidung bendtigt:

a) Auf dem Pfad von der Wurzel bis zum Knoten G gibt es ungerade viele

Kanten: o o
In diesem ,einfachen® Fall kann der Wald (¢r,(To), . . ., ¢1.(7})) einfach zu
einem Baum verschmolzen werden, indem die Béume ¢r, (T1), ..., ¢1.(1;) in

der gleichen Reihenfolge wie im urspriinglichen Baum T mit G verbunden
werden. Sei (sofern vorhanden) v der Elternknoten von G in T - hier wird
der Knoten nicht mit seinem Label sondern mit seiner Position identifiziert -
dann wird G wieder zu einem Kind von v, an der genau selben Position wie
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inT.

Somit wurde ein Baum aus Uy erzeugt.

Um nachvollziehen zu konnen welcher Fall eingetreten ist, wird der Knoten
G grin gefarbt.

Auf dem Pfad von der Wurzel bis zum Knoten G gibt es gerade viele Kanten:
In diesem etwas komplizierteren Fall ist einfaches Zusammenschmelzen der
Baume nicht zielftihrend.

Folgende Schritte werden durchgefiihrt:

i. Wir erzeugen einen down-up alternierenden Baum: Im Baum éTo (TO) wird

ii.

das groBte Label mit dem kleinsten vertauscht, das zweitgroite Label mit
dem zweitkleinsten usw.. Der so erhaltene Baum sei ¢, (7p). Dann wird

der Wald (¢, (Tp), ér, (T1), - . ., ér, (T,)) nun wie im Punkt a) zu einem
Baum verschmolzen.

Um aus diesem Baum einen up-down alternierenden zu machen, wird nun
das grofite Label mit dem kleinsten vertauscht, das zweitgrofite mit dem
zweitkleinsten usw..

Das Resutat sei ¢ (7)) - ein Baum aus Uy. Um hervorzuheben, dass dieser
Fall eingetreten ist, bleibt der Knoten G weifl geférbt.

Dass ¢r injektiv ist, folgt sofort aus der Tatsache, dass dies alle gzNSTk, mit 1 < k < r,

sind.

Die Surjektivitat von ¢ folgt aus der Surjektivitit der Abbildungen QNSTk, mit 1 <k<r
und der Tatsache, dass wir je nach Fall den Knoten GG unterschiedlich farben.
Auflerdem folgt aus der Induktionvoraussetzung, dass unter gngk, mit 1 < k < r, die
Menge der Labels nicht gedndert wird. Somit gilt das auch fir ¢r.

Deshalb ist ¢r als Einschrinkung von ¢z auf Uy eine Bijektion, welche das Gewiinschte

leistet.

]

Beispiel 4.3.2. FEinige Beispiele sollen die Funktionsweise obiger Rekursion fiir kleine
n veranschaulichen:

n=1:

=@ — @ =x() T=0O —

J/
o
S,

@@ @@
@%@
Z
-
oo OO
0 ©©
00 50 ©
T
Nk
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1, 2bg 2bgi
— % = - . @ 2 i
® , @ o
d@@ @@% CR@ ﬁ’ ® O ﬁ' JO

n==6:

S b 1}

oo
. & ©
%I

Aus obigen Ergebnissen folgt folgendes wichtiges Resulat, welches auch den Zusammen-
hang zwischen der Anzahl alternierender up-down Baume und der Anzahl von Baumen
mit einer gewissen Anzahl lokaler Minima aufzeigt:
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Lemma 4.3.1. Sei U,, die Anzahl der alternierenden up-down geordneten bzw. ungeord-
neten Bdumen mit n Knoten.
Dann gilt

Uy= Y T,m2" ™

m>0

T,,.m bezeichne hier, je nachdem ob geordnete oder ungeordnete Baume betrachtet werden,
die Anzahl der geordneten bzw. ungeordneten Bdume mit n Knoten und genau m lokalen
Minima.

Beweis:

Sei T ein beliebiger unmarkierter Baum.
w(T)... die Anzahl geordneter markierter up-down alternierender Kopien von T,
N,... die Menge aller unmarkierter geordneter Wurzelbaume mit n Knoten.
l(T)...die Anzahl der markierten Kopien von T mit m lokalen Minima.

Wir unterscheiden folgende Félle:

e Fall 1: ungeordnete Baume
Fur einen Knoten v € T' definieren wir weiters:
d(v)... Anzahl der Kinder von v in T,
wd(v) = ﬁ und

g(T) = HvET wd(v)'
Dann folgt mit Satz 4.3.1

20, =2" Y g(Tu(T) = Y g(T) - 2u(T)

TeNR TeN,
= > 9(1) X 2"(T) = > 2™ > g(1)ln(T)
TeN, m>0 m>0 TeN,
— S T
m>0

e Fall 2: geordnete Baume
Es folgt ebenfalls mit Satz 4.3.1

U, = 3 2u(T) = 3 3 27,,(T)

TeN, TeN, m>0

= 2"T,m.

m2>0

In [KuPa, 2010] wird folgender Satz gezeigt:
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Satz 4.3.2. Sei U, die Anzahl aller ungeordneten alternierenden up-down Bdume mit
n Knoten und G, die Anzahl aller geordneten alternierenden up-down Bdume mit n
Knoten.

Dann gilt

Uy ;i(g) und
=(n -
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4.4 Maximal-aufsteigende Unterbaume

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Anzahl maximal aufsteigender Unter-
baume in Baumen.

Definition 4.4.1. Sei T ein Bawm mit n Knoten und T ein Unterbaum von T.

Dann heifit T maximal aufsteigender Unterbaum von T, wenn die Labels in jedem
Pfad von einem Blatt zur Wurzel in T ansteigen und kein weiterer Knoten von T zu T
hinzugefiigt werden kann, um diese Figenschaft zu erhalten.

Bemerkung 4.4.1. Jeder markierte Wurzelbaum (mit paarweise verschiedenen Labels
fir die Knoten) besitzt eine eindeutige Zerlegung in mazimal-aufsteigende Unterbiume.

Bemerkung 4.4.2. Jede down-Kante (siehe Definition 4.1.4) in einem Baum generiert
einen neuen maximal-aufsteigenden Unterbaum.
Es gilt daher fiir einen Baum T

|{ down-Kanten von T}| + 1 = |[{mazimal aufsteigende Unterbiume in T'}|.

Beispiel 4.4.1. Folgender Baum ldsst sich eindeutig in vier mazimal-aufsteigende Un-
terbaume zerlegen. Die drei down-Kanten sind grin gefdrbt:

® OO

4.4.1 Ungeordnete Baume

In diesem Abschnitt ist - sofern nicht anders angegeben - unter dem Begriff Baum ein
ungeordneter markierter Baum gemeint.

Um die genaue Anzahl der maximal aufsteigenden Unterbdume zu berechnen, bendtigen
wir zunéchst folgende Definition sowie den darauf folgenden Satz aus [ElKh, 1984].

Definition 4.4.2. Sei A,, eine nxn Matriz mit Eintrigen o;; € {0,1}, miti,j =1,...,n,
sodass 37y aij = 1.

Dann heifst eine Folge von Eintrigen (aij,, @y, - -, Oy, ), mit j; € {1,2,...,n}, Pfad
der Ordnung k, mit k € {0,1,...,n}, wenn

n
Z Qi = k.
i=1
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Wir verwenden in diesem Abschnitt folgende Notation:

s(n,m)... bezeichne die Stirling Zahlen erster Art.
Es gilt also >0 _gs(n,m)a” = x(x — 1) -...- (xr —n + 1), sowie die Rekursionsformel
s(n+1,m) =s(n,m—1) —n-s(n,m).

g*(n)... bezeichne die Anzahl aller Pfade der Ordnung k.
Satz 4.4.1. FEs gilt

g"(n) )k ( ) m+1,n+1—m)-n""™ firk=0,...,n
m=k
sowie
n+1 n
=Y g =l (n—j1 —v)).
k=0 j=1
Beweis:

Sei K C [n] mit |K| =k <n.

Es wird folgende Eigenschaft der Stirlingzahlen erster Art verwendet:
S(1,k) = (—1)* Sty iy yen it in .

Sei Ly =S kn"  [Lexi = (—1)*n""*s(n+1,n+1—k).

Aus dem Inklusions-Exklusions Prinzip folgt

gk(n):i(_1)m—k<Z>L = ki( ) (m+1,n+1—m) -n""

m=k m=k

Weiters gilt

n+1 n+1 n+l m
=Y g = (—1)F" <k>s(n+1,n+1—m)-n"m

k=0 m=k

n+1 m m
=> s(n+ln+1—m)- n"mZ(—l)k<k>vk
m=0

k=0
+1 n+1 ‘ ‘
=Y st Lnt+l—mn" "1 —v)" =3 sn+ 1,0 (1 — )"+
m=0 =0

Z s(n+1,7)

(1 _ ,U)n+1 n+1 ( n >n
1—v

- (1_:): (127;) <1jv_1)”'(1fv_n>
- & _;:) (11}) (n_l(igv))”(n_f(—lv_v))

ﬁn J(1—v)).

Jj=1
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Satz 4.4.2. Sei M,, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der maximalen Unterbiume
in einem zufdlligen Baum mit n Knoten zdhlt.
Dann gilt

P =m =SS S (7 Jstan- ) -

ntto A= \m—1

Beweis:

Sei T ein Baum mit n Knoten. Wie im Fall der lokalen Minima, siehe Satz 4.2.1, wird
folgende Zerlegung anhand des Knoten n betrachtet, wobei r wieder fiir die Anzahl der
Kinder von n steht:

T = éﬂ) oder T = (n)

T1 T2 TT T1 T2 Tr

Dabei sind alle griinen Kanten sicher down-Kanten.

Im ersten Fall ist der Knoten n Teil eines maximalen Unterbaumes von Tj, in welchem
sicher kein Kind von n enthalten ist.

Im Fall, dass n Wurzel ist, ist sicher der Knoten n alleine ein maximaler Unterbaum.
Daher gilt fiir das Polynom T,,(v) = 3,50 Tnmv™ folgende rekursive Darstellung:

T)=Y Y <n—1nr>n0TnOT1(v)-...~TT(v)

|
>0 ngngsone>1, \TW0y <o rl
- n0+"<+n7‘:n71

ey Y <n—1 >T1(v)-...-Tr(v)7 -

|
r>1 ni,...nr>1, ny,...,Ny r!
T onptetnp=n—1

T (v) =v.
Daraus erhalten wir, analog zu Satz 4.2.1, die folgende partielle Differentialgleichung:
T.(z,v) = 2eT T, (2,v) + vel &) + v — v, mit Randbedingung 7(0,v) = 0.
Umformen ergibt die nicht exakte Differentialgleichung

T.(z,v)(—=1+ 2e"") 4 ve"*") = 0.

86



4 Labelmuster in Baumen

Deshalb verwenden wird einen integrierenden Faktor I = I(7'), sodass

OU(T)(ze" — 1)) _ O((T)(ve"))

e T ar =
e I(T)=1T)r-v-e" +1(T) -v-e’
1—w
I(T)r = 1)
Es folgt
I(T)=¢+T.

Dies ergibt folgende exakte Differenzialgleichung
(—ekTvT + ze%T) T, + verT = 0.

Eine zugehoérige Potentialfunktion F'(z,T) ist gegeben durch

1 v 1—v
F(z,T) = zvev! — ¢ T

Eine allgemeine Losung ist implizit gegeben durch

O(U) = F(Z7T(Z7U)) - ZUQ%T(Z’U) — %elgvT('Z:U),
—

Unter Verwendung der Randbedingung 7'(0,v) = 0 folgt

v
Cv) =—
() =-1—,

Es gilt also

. v _ Z,UG%T(Z,U) v elv”T(z,v)

1—wv 1—v

Woraus folgt

B e—T(z,v) o ef%T(z,v) B T(Z,’U)

= 1 — v - (1—-v)T(2,v)

e—T(z,v) _e—%T(ZvU)

Durch Umformung erhalten wir die Form T'(z,v) = z - ¢(T'(z,v)).

Die Regel von L’Hospital zeigt, dass der Ausdruck fiir T(z,v) = 0 und v = 1 definiert
ist.

Aulerdem gilt

(1-v)z (1—v)x B 1—v

e T — 6_% ZnZO %(_1)71 - ZnZO %Uin(_l)n ZnZl ﬂ(_l)n - anl o (_1)n

n! n! om
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Daher folgt

(1—v)x 1—v
[2°] T T T =2
e e v + 5

Somit sind alle Voraussetzungen fiir die Lagrange Inversionsformel, Satz 2.0.1, erfiillt.
Um T, (v) = nl![z"]T(z,v) zu berechnen, kann diese also angewendet werden:

Anwendung von Lemma 2.0.1 ergibt

[ZH]T(Zvv) - (1 - U)nlj{ <e—T - - (1 - U)nqu{ = _T -

n 271

Folgende Substitution wird verwendet:
1 v 1 - 1
S=1-¢"0-3) also gilt e = (1 — S)™7 und dS = —70-D " ~g7

Somit ist
v

dT = a=9) _v)dS.

Einsetzen und erneute Anwendung von Lemma 2.0.1 ergibt

[z"]T(z,v):w 1 fgn : ds

n 27i (1= 8Tt
( — )" 1 UL 1

= [S 1] nv +1

n (1-— S)lfv
B W B B T TR
o n n — 1 a n n—1 '

Es folgt weiters
(n=1)(1-v)4nv (n=2)(I—v)+nv = 1(l—v)+mw
Tal0) = nll"T(z, ) = v(n = DL = o) 2=
=v-(n—140v)-(n—2+20)-...-(n—(n—1)+ (n—1)v)

n—1
=0- H (n —k+ kv).
k=1
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Daher gilt
. Un—l U-(U—l)n_ln_l n
("7 (z0) = 4 T (0 ko = 1) = S 2 T (7 +4)
k=1 k=1
vl —v)t (4 n—1
B n n—1
Also ist
v 12 +n—1
T = —( vt (1—=w))".
R e P OL| (RSP CRIE)

Um 7, ,, zu berechnen, verwenden wir das Resultat aus dem vorigen Satz:

[0 - 300 ) = S5 (1)t 10+ 1= it

j=1 k=0 j=k

Es gilt also
3 (7 |
Tn,m = n'[znvm]T(Z, U) = ['Um]v Z(—l)k < ) . S(R, n — j)(n _ 1)n—1—jvk

= (—1)m? j:%:ll (mj_ 1>s(n, n—j)(n—1)""7.

Daraus folgt sofort

P{M, =m} = ﬂ "21 J s(n,n — j)(n — )" 179,
nrl A= \m—1
Wir erhalten folgenden interessanten Zusammenhang:
Folgerung 4.4.1. Aus den beiden obigen Sdtzen folgt
gmil(n - 1) = Tn,m7

wobei die Notation aus Satz 4.4.1 tibernommen wird.

4.4.2 Geordnete Baume

Sofern nicht anders angegeben, ist unter dem Begriff Baum ein markierter geordneter
Baum gemeint.

Satz 4.4.3. Sei M,, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der maximalen Unterbiume
in einem zufdlligen Baum mit n Knoten zdhlt.
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Dann gilt

n—1

P{M, =m} = (2”;11) .
Beweis:
Sei T' ein beliebiger Baum mit n Knoten. Wir betrachten dieselbe Zerlegung anhand des
Knoten mit grofitem Label n, wie im Beweis zu Satz 4.4.2 fiir den ungeordneten Fall.
Ist n Wurzel von T' gilt, dass der Knoten n alleine ein maximal aufsteigender Unterbaum
von T ist.
In jedem anderen Fall ist n sicher Teil eines maximalen Unterbaumes von 7j, in welchem
kein Kind von n enthalten ist.

Es gibt 2ny — 1 Moglichkeiten den Knoten n mit dem Unterbaum 7{, zu verbinden.
Fiir das Polynom T5,(v) = 3,50 Th,mv™ gilt daher die rekursive Darstellung:

T) =Y Y (”_1 )(Qno—1)T0(U)T1(v)~...~Tr(v)

>0 noni,nez1, \W0y -y Thr
- ng+--+np=n—1

DY (”_1 )Tl(v)-...-Tr(v), n>2,

r>1 npeenez1, A\ Tl
= nytetnp=n—1

Tl (U) =.
Dies fiihrt zu folgender partieller Differentialgleichung fiir 7'(z, v):
22T.(z,v) 1 v
Tz ) = - —1 T 7. N
(=00 = 727G ) (1—T(z,v) >+<1—T(z,v) ”>+”
~22T.(2,0) v—1
C1-T(z,v) 1-T(zv)

+ 1, mit Randbedingung 7'(0,v) = 0.

Umformen ergibt, mit 7" := T'(z,v) und T.(z,v) = T, die nicht exakte Differentialglei-
chung
(2:4+T-1)T,+v—-T=0.

Sei I(T) ein integrierender Faktor, fiir welchen gilt

oI(T)(2z+T—-1)) oI(T)(v—-T))

0z oT
20(T) = Ir(T)(v=T) — I(T)
iy, - 20

Woraus folgt
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Es reslutiert folgende exakte Differentialgelichung
(22T = 0) B+ (T = )T =) *) T — (T —v) 2 =0,

Eine zugehorige Potentialfunktion ist

F(z,T):—z(T—v)_2+(T—v)_2( _ )—(T—v)_l.

Eine allgemeine Losung lautet

1—w

Cw) = F(2.T(2,0)) = =(T(20) = )+ (T(0) = ) (-52) = (T(z0) = o)

Mithilfe der Randbedingung 7(0,v) = 0 erhalten wir als spezielle Losung

1—w 1 1+wv
Clv) = 202 v 202

Somit gilt

1—vw
2

1+4+wv
202

= —(T(z0) — )+ (T(z0) =0 (50) = (T - o)

Es folgt
T(z,v)*(=1 —v) + 20T (z,v) — 220v* = 0.
Mit der Randbedingung folgt, dass die Losung dieser quadratischen Gleichung lautet

T(z,v) = v _\l v? 2202 v(l—\/m

14w -

(14+0v)2 14v 1+v

Um die Koeffizienten dieser Gleichung abzulesen, wird folgendes Resultat, fir n € N,
verwendet

A :(‘ﬁ«4wwa+vw

1—2z(1+v) n
=(1+v)" <_5> (_5 _ 1) n‘ (_5 —n 1> (—1)"2"
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Firn > 1 gilt

[2"T(z,0) = 110[271] <_\/m> _ Y 2:(1+0) — 1

14w 1 —2z(1+w)
v ([an] 2(1 —w)

T 1+ 1/1—22(1+v)_[zn],/1—22(1+u))
_ v 2 —1)\(A+v)"  [2n\(v+1)"
1—1—1}(( n—l) 2n—2 <n> 2n >

e 207 )

Es folgt

n—2 n—1 )2n

s

Mithilfe von Satz 4.1.2 folgt

Tom = il Tz, 0) = i) 22 (2(n - 1)) 1

- (»)
P{M, =m} = - 1)!((2(7::1))) = 2%11 :
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4.5 Maximal-aufsteigende Ketten in Baumen

In diesem Abschnitt wird ein weiteres Label-Muster in ungeordneten Baumen untersucht
und zwar die Anzahl der aufsteigenden Ketten.

In weiterer Folge ist unter dem Begriff Baum mit n Knoten - sofern nicht anders ange-
geben - ein ungeordneter Baum gemeint, dessen Knoten paarweise verschiedene Labels
{1,2,...,n} tragen.

Definition 4.5.1. Sei T ein Baum mit n Knoten vy, ...,v, und zur Wurzel gerichteten
Kanten. Wir identifizieren die Knoten mit ihren Labels.

Dann ist K = (viy, Viy, ..., v;;), mit 1 <iy,ig,...,1; < n und paarweise verschiedenen
ik, eine maximal aufsteigende Kette in T, wenn v;; — v;, — -+ — v;; einen Pfad
vom Knoten v;, in Richtung Wurzel zum Knoten vy, darstellt, mit vy, < vy, < ... <y
und es keine weiteren Knoten inT" gibt, welche den Pfad verlingern wiirden, sodass diese
Vorschrift erhalten bleibt.

Beispiel 4.5.1.
Es folgt ein Beispiel eines Baumes mit 6 maximal aufsteigenden Ketten. FEs wird an
dieser Stelle auf das Einzeichnen gerichteter Kanten verzichtet:

Die mazimal aufsteigenden Ketten sind:

{(2-8-9-10, 7-8-9-10, 4—6—-9—10, 1—10, 5, 3}.

Satz 4.5.1. Sei M,, die Zufallsvariable, welche die Anzahl mazimaler Ketten in einem
zufdlligen Baum mit n Knoten zdhlt.
Dann gilt

P{M, =m)} = — ("__ll)nﬁlsﬂ)“(—l)mlk(m; 1).

n—1
n m k=0

Beweis:

Um dies zu zeigen, werden wir die Zerlegung eines Baumes anhand des Knotens mit
Label 1 betrachten. Dabei sei r die Anzahl der Kinder des Knoten 1 und 7Ty sei jener
Unterbaum von 7', welcher die Wurzel von T' enthélt, also ,iiber* dem Knoten 1 liegt.
Jeder ungeordnete Baum 7T lisst sich - bis auf die Reihenfolge - eindeutig darstellen als:
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Wobei es fiir die Anzahl der maximalen Ketten von T folgende Moglichkeiten gibt:

e Der Knoten 1 ist Wurzel von T": Ist der Knoten 1 in einer maximalen Kette enthal-
ten, ist dieser natiirlich von allen Knoten der Kette am weitesten von der Wurzel
entfernt. Daher ist in diesem Fall der Knoten 1 alleine eine maximale Kette und
die Anzahl der maximalen Ketten in T ist

14> |{maximale Ketten in T;}|.
i=1

o Der Knoten 1 ist nicht die Wurzel von 7 In dem Fall muss zwischen 2 Fallen
unterschieden werden:

— Der Knoten 1 ist am Beginn einer maximalen Kette des Baumes in Tjy:
Die Anzahl der maximalen Ketten von T ist dann

> |[{maximale Ketten in T;}|.

i=0
— Der Knoten 1 ist nicht am Beginn einer maximalen Kette des Baumes Tj:
In dem Fall kommt zu den maximalen Ketten der Unterbaume noch die ma-

ximale Kette, in welcher der Knoten 1 enthalten ist dazu.
Die Anzahl aller maximalen Ketten von 7T ist daher

1+ |{maximale Ketten in 7;}|.
=0

Einige Beispiele sollen dies veranschaulichen. Dabei steht in (a|b), a fir die Anzahl der
Ketten der Unterbaume und b fur die Gesamtanzahl aller maximalen Ketten:

B

bl b I
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Dies fithrt uns zu folgender partieller Differentialgleichung:

T.(z,v) =  0eT@ LT, (2,0) — 02T EIT, (2, 0) + 0veTEIT,(2,0) .
Fall: 1 ist Wurzel Fall: 1 ist nicht Wurzel

Wieder gilt T'(0,v) = 0.
Behauptung: Eine Losung dieser Differentialgleichung ist

In (eT<Z'”>—1+U)

v
eI (zv)

Z =

Aus dieser Gleichung folgt:

eT(z,v) (eT(z,v) — 1+ U)
eT(zv) _ In (M) (eT(zv) — 1 +v)

v

T.(z,v) =

und
eT(z,v) -1

T () e 1)

T,(z,v) =

Dass die Behauptung stimmt und obige Gleichung eine Losung ist, zeigt das Einsetzen
dieser Resultate in die Differentialgleichung.

Es gilt also

eT (=) 140
o Wm() TG
- eT(z0) T eTEOT(z0)

In (LT(ZWZ —1+v )

Die Voraussetzungen fir die Lagrange Inversionsformel, Satz 2.0.1, sind erfiillt.
Somit gilt

1 el'T " 1 el !
(2T (2,0) = —[T"] (ET_HU) = —[T71] (M) :
) e

Anwendung von Lemma 2.0.1 ergibt weiter

nT

11 e
T(200) = = i dT
[Z] (Z7U) n 2mi In (eTflJrv) d

v

Wir betrachten folgende Substitution:

el — 14w el —1+w
Szln( , somit gilt € = ————— und el =v-e+1—wv.
v v
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Daraus folgt

el v-ed+1—w v-e’
dS = dT = dT d d = ———dS.
el — 14w v-ed R veS +1—w

Einsetzen und erneute Anwendung von Lemma 2.0.1 ergibt

11 S 1 — )l eS e
[2"T(z,v) = ?{ (e +1-v) U as = %[S”_l] (v ce¥ 41— v) e

n 2mi Sn
n—1
_ E[Snfl] Z (n - 1) Uk . eS(kJrl) . (1 _ v)nflfk
n b k
v e (n—1 SI(k+ 1) N
— [S 1]Z< L )Z (.‘ ) Uk (1 ’U) 1-k
k=0 >0 J

Tom = nl[2"0™|T(z,v) = [v"] n: " ; 1) (k+ 1)t oM (1 — )tk
= (n =1 e e AU PR
=i (M o (M T e
= mz__: (n ; 1) (;:;:ﬁ) (k + 1)n71(_1)m7k71

Mit Lemma 4.1.1 folgt sofort

P{M,=m}=om - L (” - 1) S (mk_ 1) (k4 D)"Y (— 1)1k,

nn—l nn
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