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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥t✐♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❡rs
❢♦r ●❡r♠❛♥ t❡①t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❆✉str✐❛♥ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t❛r② s♣❡❡❝❤❡s✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r
t❡①t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ t❡①t
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ s✉❜❥❡❝t ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛♥
❊♥❣❧✐s❤✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❢r♦♠ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❧✐❜r❛r②
❬❆❧✲❘❢♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇♦r❞✷✈❡❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✶ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦r✲
r❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❀ ▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪
❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❬❇♦❥❛♥♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ●r❛✈❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀
❏♦✉❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ▼✐❦♦❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛r❡ ❡①❛♠✲
✐♥❡❞✳ ❲✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t②♣❡s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡①t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t②♣❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ▼▲Ps✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡
✉s❡❞ ✐♥ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ ♦✈❡r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈◆◆s✮ t♦
❞✐✛❡r❡♥t r❡❝✉rr❡♥t ♥❡t✇♦r❦s ✭❘◆◆s✮ ❧✐❦❡ ●❘❯s ❛♥❞ ▲❙❚▼s✳ ❊✈❡♥ ❜✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥❛❧ r❡❝✉rr❡♥t ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡❝✉rr❡♥t
♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❛s❦ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❤✐❝❤ st❛rts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝
❛♥❞ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✶❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❧✐❜r❛r②✱ s❛❞❧② ♦♥❧② ❢♦r
t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ t②♣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ♣❛♣❡r ❬❆❧✲❘❢♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳
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❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵✳✵✵✵ ❧❛❜❡❧❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s
❢r♦♠ ✵ t♦ ✹ ✇❤❡r❡ ✵ ♠❡❛♥s ♥❡✉tr❛❧ ✇❤✐❧❡ ✹ st❛♥❞s ❢♦r ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡
s❡♥t❡♥❝❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡ss r❡❧❡❛s❡s ♦❢ ❆✉str✐❛♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❡s✱ ♣❛r✲
❧✐❛♠❡♥t❛r② s♣❡❡❝❤ tr❛♥s❝r✐♣ts ❛♥❞ ♠❡❞✐❛ r❡♣♦rts ❢r♦♠ ✶✾✾✻ t♦ ✷✵✶✸✳ ■♥ s✉♠✱
t❤❡s❡ ❛r❡ ✺✻✳✵✵✵ s♣❡❡❝❤❡s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ s❡♥t❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s
tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳

❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r t❤❡ ✷✵✳✵✵✵ s❡♥t❡♥❝❡s ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✈✐❛
❝r♦✇❞ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝r♦✇❞ ❝♦❞❡rs ✇❤❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② tr❛✐♥✐♥❣
s❡♥t❡♥❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥t❡①t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✉tr❛❧ t♦ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ✺ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚♦
♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝♦r❡ ❢♦r ❛ s❡♥t❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛♥s✇❡rs ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ s❡♥t❡♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❝♦❞❡r ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❝❤❡❛t✐♥❣
♦r s♣❛♠♠✐♥❣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡♥t❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❝♦r❡ ✐♥t♦
t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡ ❝♦❞❡rs ✇❤❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ s❝♦r❡✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦❞❡rs ✇❤✐❝❤
❞✐❞ ♥♦t r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✈❡r 75% ❛t t❤❡s❡ t❡st s❡♥t❡♥❝❡s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❝♦r❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❝♦r❡ ✇❛s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦❞❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❝♦r❡ ♦❢
♥❡❣❛t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ t♦ ✹ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♥t❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ s❝♦r❡s
t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② ♥❡✉tr❛❧ C0✱ ♥❡❣❛t✐✈❡
C1 ❛♥❞ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ C2✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s 4/3 ❛♥❞
8/3✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
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♥❡✉tr❛❧

C1
♥❡❣❛t✐✈❡

C2
✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡

♥❡✉tr❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡
❆✈❡r❛❣❡ s❝♦r❡s

2000
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1000
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ s❝♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮✱ C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ t❡r♠ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❝♦✐♥❡❞ ❜② ❆rt❤✉r ▲❡❡ ❙❛♠✉❡❧ ✇❤♦ ✇r♦t❡ ✐♥
✶✾✺✾ ❛ ♣❛♣❡r ❝❛❧❧❡❞ ✏❙♦♠❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❯s✐♥❣ t❤❡ ●❛♠❡ ♦❢
❈❤❡❝❦❡rs✑ ❬❙❛♠✉❡❧✱ ✶✾✺✾❪✳ ❚❤❡r❡ ❙❛♠✉❡❧ st❛t❡s✿

✏❚❤❡ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ ❞♦♥❡
❜② ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ♦r ❛♥✐♠❛❧s✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✳✑

❬❙❛♠✉❡❧✱ ✶✾✺✾❪

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❛♠✉❡❧ ❤❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❤r❛s❡ ✏✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦❣r❛♠♠❡❞✑✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♥♦t
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❤❛r❞ ❝♦❞❡❞ ♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❤r❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐s ♦❢t❡♥ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ ✏✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞② t❤❛t ❣✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❡rs t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
❧❡❛r♥ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦❣r❛♠♠❡❞✳✑✳

❇✉t ✇❤❛t ❞♦❡s t❤❡ t❡r♠ ✏❧❡❛r♥✑ ♠❡❛♥❄ ❆♥ ♦❢t❡♥ ❝✐t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
❚♦♠ ▼✐t❝❤❡❧❧ ✐♥ ✶✾✾✼ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐s✿

✏❆ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ E ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❛s❦s T ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ P✱ ✐❢
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❛s❦s ✐♥ T✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② P✱ ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ E✳✑

❬▼✐t❝❤❡❧❧✱ ✶✾✾✼❪

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦s T✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s E ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s P✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❤❡r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡

✽
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❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡ ❡♥t✐t✐❡s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ♦✉r ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ s❡❡ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

❚❛s❦

❖✉r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝✲
t✉r❡s ❢♦r s❡♥t✐♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ●❡r♠❛♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❧❛❜❡❧s t♦ s❡♥t❡♥❝❡s ✐♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s✳ ❚❤✐s
❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡s t❤❡ t❛s❦ T ❢♦r ♦✉r ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t❤r❡❡
❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊❛❝❤ s❡♥t❡♥❝❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▼❡❛s✉r❡s

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ P ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s
❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❇✉t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
❝❛s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❢♦r
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞
♦♥❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts 90% ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡s
❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❧❛ss ❤❛s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 90%✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❧❡ss
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡s ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❛ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❜❡❤❛✈❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r
♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮✱ C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞
C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉✲
tr❛❧ C0 ❛♥❞ ♥♦t ♥❡✉tr❛❧ C1 ∪ C2✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s
✇❤✐❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❤❛s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
C1 ❛♥❞ C2 t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❡ ♥❡❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣❡r ❝❧❛ss✳

❋♦r ❛ ♣❡r ❝❧❛ss ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇❡ ❝❛❧❧ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛
♥❡❣❛t✐✈❡✳

◆❡①t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❛✣❧✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛s ❢❛❧s❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s ❛ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tp✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐ts ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ fp✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
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❛♥② ♦t❤❡r ❝❧❛ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥② ♦t❤❡r
❝❧❛ss ✐s ❛ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ tn✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ fn✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳

▲❛❜❡❧s✴Pr❡❞✐❝t✐♦♥s
P♦s✐t✐✈❡ ◆❡❣❛t✐✈❡

❈♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞
❚r✉❡ tp tn
❋❛❧s❡ fp fn

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

P =
tp

tp+ fp
.

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛❣❛✐♥st ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ✇❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ ❤✉♠❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤♦✇
r❡❧❡✈❛♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❞ ♥♦t ✐❢ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❝❛❧❧ R ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

R =
tp

tp+ fn
.

❚❤✐s ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❝❛♥❝❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛s ♠❛♥② ♣❡rs♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝❛♥❝❡r t❤❛♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡
✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛t✐❡♥t ✉♥tr❡❛t❡❞ ✇♦✉❧❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ F1 s❝♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❛❧❧
❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ ✇❤❡r❡ ✶ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t r❡s✉❧t ✐♥
❜♦t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❣✐✈❡♥ ❛s

F1 = 2
P ·R
P +R

.

❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ F1 ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❛t ❛ ❤✐❣❤ F1 ✐s ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ ❜♦t❤
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛r❡ ❤✐❣❤✳

❘❡♠❛r❦✳ ❋♦r ❛ t✇♦ ❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜②
t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ F1 ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❞❡t❡r♠✐♥❡s
♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ F1 ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳

✶✵
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❊①♣❡r✐❡♥❝❡

■♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡
❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐❣♦r♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥
✐ts tr❛✐♥✐♥❣✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✭❧❛❜❡❧✮
♦r ♥♦t✳

■♥ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✉♣ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏t❡❛❝❤❡r✑ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❛t
t♦ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡♥t❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡❛❝❤❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝r♦✇❞ ❝♦❞❡rs
✇❤♦ ❧❛❜❡❧❡❞ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❜✉t
♥♦ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
■♥ ◆▲P✱ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡t✉♣✳

❘❡♠❛r❦✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✐♥t ✐s t♦ s❛② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡
s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
tr✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥✳ ❇② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s ✐❢
s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐s ✏❣♦♦❞✑ ♦r ✏❜❛❞✑✱ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦r ❛ q✉❡st✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✱ ❜✉t ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❦❡❡♣ t❤❡ t❡r♠ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❘❡♠❛r❦✳ ◆♦t ❛❧❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ tr❛✐♥s ♦♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❢❡❡❞ ❜❛❝❦ ❛❢t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭❛❣❡♥t✮ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛s❡t ✭❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✮ ♦♥❡ ❤❛s t♦
✜♥❞ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡s✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛s❡t X = (xi)

m
i=1 ❞r❛✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛ tr✉❡ ❜✉t ✉♥❦♥♦✇♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pdata✳ ▲❡t pmodel(x; θ) ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✏tr✉❡✑ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pdata✳ ❇✉t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pdata ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p̂data

✶✶
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❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t X✳ ◆♦✇ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ θ
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

L(θ) = pmodel(X; θ)
iid
=

m∏

i=1

pmodel(xi; θ).

❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t X ✐s
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pmodel(.; θ)✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ θML ✐s t❤❡
♠♦st ❧✐❦❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

θML = arg max
θ

L(θ).

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ✐♠✲
♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

logL(θ) = log pmodel(X; θ)
iid
=

m∑

i=1

log pmodel(xi; θ).

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❛♥❞ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ |X| = m✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❡st✐♠❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❜✉t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

1

m
logL(θ) = 1

m

m∑

i=1

log pmodel(xi; θ)

=
m∑

i=1

p̂data(xi) log pmodel(xi; θ)

= Ex∼p̂data log pmodel(x; θ).

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛ X =
(xi)

m
i=1 ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s Y = (yi)

m
i=1 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pmodel(y|x; θ) ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ y ❢♦r ❣✐✈❡♥ x

1

m
logL(θ) = 1

m

m∑

i=1

log pmodel(yi|xi; θ)

= Ex,y∼p̂data log pmodel(y|x; θ).

❚❤❡ ♥❡①t q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p̂model ♦r
❛t ❧❡❛st ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳

✶✷
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✷✳✶ ●r❛❞✐❡♥t ❇❛s❡❞ ▲❡❛r♥✐♥❣

❆❧♠♦st ❛❧❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡✲
s❝❡♥t ✭●❉✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
r❡❢❡rs t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ J(θ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
J ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❡rr♦r
❢✉♥❝t✐♦♥✶✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t t❤✐s
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ J ✇✐t❤ −J ✳ ❆ ♠✐♥✐♠✐③❡r θ∗ ♦❢
J : U ⊆ R

n → R ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

θ∗ = arg min
θ∈U

J(θ).

❆ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳
◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ♦✉r ❣✐✈❡♥
t❛s❦ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛s❡t X = (xi)

m
i=1

✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s Y = (yi)
m
i=1 ✇❤❡r❡ yi ∈ {1, 2, ..., k} ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ k ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❝❤♦♦s❡ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

J(θ) = −Ex,y∼p̂data log pmodel(y|x; θ).

❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❧♦ss ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲❡ts ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s P,Q ♦✈❡r ❛
s♣❛❝❡ Ω✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

H(P,Q) = −
∫

Ω

P logQ dλ

❛♥❞ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ Ω t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ s✉♠

H(P,Q) = −
∑

ω∈Ω
P (ω) logQ(ω).

❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤
t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ♦❢ pmodel

t♦ p̂data ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✏❞✐✛❡r❡♥❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇✉t ❤♦✇ ❞♦❡s t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞❄

✶❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✐s ♠♦st❧② ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ J t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

✶✸
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■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ Ω ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
t❤❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ Ω = {1, 2, ..., k}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②
♦❢ p̂data(.|x) ❛♥❞ pmodel(.|x; θ) ❢♦r ❛ ✜①❡❞ x ❛♥❞ θ ❛s

H(p̂data(.|x), pmodel(.|x; θ)) = −
k∑

y=1

p̂data(y|x) log pmodel(y|x; θ).

❚❤❡ ✐♥❞❡① y ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❇✉t ❜❡❝❛✉s❡ p̂data ✐s ❛♥
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ p̂data ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡✲❤♦t
❡♥❝♦❞✐♥❣✮

p̂data(yi = l|xi) = δyi,l ∀i = 1, ...,m.

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮ ❧❡❛❞✐♥❣

t♦

J(θ) = −Ex,y∼p̂data log pmodel(y|x; θ)

= − 1

m

m∑

i=1

log pmodel(yi|xi; θ)

= − 1

m

m∑

i=1

k∑

y=1

p̂data(y|xi) log pmodel(y|xi; θ)

=
1

m

m∑

i=1

H(p̂data(.|xi), pmodel(.|xi; θ)).

❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛t❡✲
❣♦r✐❝❛❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❧♦ss L t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜②

L(yi, f(xi; θ)) = H(p̂data(.|xi), p(.|xi; θ))

✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼❡❛♥✲
✐♥❣

θML = θ∗ = arg min
θ

J(θ) = arg min
θ

1

m

m∑

i=1

L(yi, f(xi; θ))

✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
❢♦r ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✶✹
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✷✳✶✳✶ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ✭●❉✮

●r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✭●❉✮ ♦r st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞
✭❧♦❝❛❧✮ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ J ✳ ❋✐rst ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t θ0 ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣
❢r♦♠ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t θt ❛ ♥❡①t ♣♦✐♥t θt+1 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣❡st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ J ✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣❡st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ J
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ s♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

θt+1 = θt − µ∇J(θt).

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ µ > 0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦r st❡♣ s✐③❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❤♦♦s❡ µ✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t♦ s❡t ✐t t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ J(θt − µ∇J(θt))
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ J ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❢r♦♠ θt
✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤✐s ❡✈❡♥ ❣✉❛r❛♥t✐❡s ❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ s❛❞❧② ✐♥ ♠♦st ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳
❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤
t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇❛② t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦st ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❞❛t❛s❡t
✇✐t❤ m s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♦❢t❡♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤♦✉s❛♥❞s t♦
❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❣r♦✇✐♥❣ m t❤❡ ❝♦st
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❣r♦✇s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❛t
❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❜✐❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✶✳✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ✭❙●❉✮

❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✷ ✭❙●❉✮ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜② t❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ❣r❛❞✐❡♥t st❡♣✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡s ❛ s♠❛❧❧
s✉❜s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s (xi)

m′

i=1 ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛❜❡❧s (yi)m
′

i=1 ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❖♥❡
s✉❝❤ s✉❜s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❛t❝❤ ✇✐t❤ ❜❛t❝❤ s✐③❡ m′✳ ❚❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ m′ ✐s t②♣✲
✐❝❛❧❧② ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶ t♦ ❛
❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t g ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

g =
1

m′

m′

∑

i=1

∇θL(yi, f(xi; θ)).

✷❙♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❙●❉ ✇❤❡r❡ t❤❡
❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s s❡t t♦ ✶✳ ❇✉t ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❙●❉ t❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤
✈❡rs✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥t✳

✶✺
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❯s✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t r❛♥❞♦♠❧② ❣r♦✉♣ t❤❡
❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❜❛t❝❤❡s ♦❢ s✐③❡ m′ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✉♣✲
❞❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛t❝❤ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❜❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡♣♦❝❤✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✐s s❡❡♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡♣♦❝❤✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♣♦❝❤s ✐♥❝❧✉❞❡✐♥❣ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❝❤❡s ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✳

✷✳✶✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❙●❉ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋✐rst ❛ ♣r♦♣❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡
✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s s❧♦✇❧② ❜✉t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✐s
t♦♦ ❤✐❣❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♦r s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛ ❢❛st ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❜✐❣
♣r♦❜❧❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❜❡ st✉❝❦
✐♥ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s♣❛rs❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ✐♥❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ♠✉st ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r②
❝♦♠♠♦♥ ✇♦r❞s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s♣❡❝✐❛❧
♥❡✉r♦♥s ❞❡t❡❝t s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❝❝✉rs r❛r❡❧② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇s r❛r❡❧② ♦✈❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤✐s r❛r❡ ❢❡❛t✉r❡✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡
✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉♣❞❛t❡❞ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥✳

▼♦♠❡♥t✉♠

❈❧❛ss✐❝ ❙●❉ str✉❣❣❧❡s ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝❛♥②♦♥s✳ ■♠❛❣✐♥❡ st❛♥❞✐♥❣ ✐♥
❛ ❝❛♥②♦♥✱ ✐❢ ②♦✉ ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✐s ❧❛r❣❡❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ r✐✈❡r ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✐✈❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛r✈❡❞ t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ③✐❣③❛❣ ❧✐❦❡ ♠♦✈❡♠❡♥t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✐❞❡❛❧✐st✐❝✮ ❛ ❜❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤❡
❜❛❧❧ st❛rts r♦❧❧✐♥❣ ♠♦st❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛ t✐♥② ❜✐t
✐♥t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐✈❡r✳ ❲❤✐❧❡ ❤❡ ③✐❣③❛❣s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ t❤❡
❜❛❧❧ ❣❛✐♥s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❛♥②♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ❢❛st❡r ❛s t❤❡ ❜❛❧❧ ❣♦❡s ♦♥✳

❚❤✐s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t 0 <
γ < 1 ❢♦r ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ st❡♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❛ ❢♦r ❡❛❝❤

✶✻
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♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣ t

gt = ∇J(θ),

mt = γgt−1 + gt,

θ = θ − µmt.

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐ts ✉♣❞❛t❡s ❣❡t ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ ❜✐❣❣❡r
✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡s ❛❧t❡r♥❛t❡ t❤❡② ❣❡t
❝❤❛♥❣❡❞ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss✳

◆❡st❡r♦✈✬s ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ✭◆❆●✮

❆❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❛❧❧ r♦❧❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✭✐❞❡❛❧✐st✐❝✮ ❝❛♥②♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥②♦♥
✇♦r❦s ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❜✉t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ♠❛❦❡s
❛ t✉r♥ t❤❡ ❜❛❧❧ ✇✐❧❧ r♦❧❧ ✉♣ ❤✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✉♥t✐❧ ✐t ✏r❡❛❧✐③❡s✑ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥②♦♥
♠❛❞❡ ❛ t✉r♥✳ ◆❡st❡r♦✈✬s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ✭◆❆●✮ t❡♥❞s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s
❡✛❡❝t ❜② ❣✉❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❧s ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❝♦rr❡❝ts
t❤❡ st❡♣ ✐❢ ❛ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞
✉♣❞❛t❡ r✉❧❡

gt = ∇J(θ − µmt−1),

mt = γgt−1 + gt,

θ = θ − µmt.

❙♦ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ◆❆● ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❆❞❛●r❛❞

■♥ ❬❉✉❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✭❆❞❛●r❛❞✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡♣❛r❛t❡❧②
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛ ❧♦t ✇❤✐❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡❞ s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❛t ✐s t♦ st❛❜✐❧✐③❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ r❛r❡ ❢❡❛t✉r❡s✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

gt = ∇J(θ),

nt = nt−1 + gt ⊙ gt,

θ = θ − µ√
nt + ε

⊙ gt.
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❚❤❡ t❡r♠ gt ⊙ gt ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ t♦
t❤❡ ✈❡❝t♦r nt ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆♦✇ µ√

nt+ε
✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r

✈❛❧✉❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r ♦♥❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ ❣r❡❛t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ µ
❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❧❡❛r♥✐♥❣
r❛t❡✳ ❇✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts r❡s✉❧t
✐♥ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❜❛s✐❝❛❧❧② st♦♣s
❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✳

❘▼❙Pr♦❜

❚❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❘▼❙Pr♦❜✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♦✣❝✐❛❧❧② ♣✉❜✲
❧✐s❤❡❞ ❜✉t ✐t st✐❧❧ ✐s ❛♥ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆❞❛❉❡❧t❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬❩❡✐❧❡r✱ ✷✵✶✷❪✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❞❛♣t ❆❞❛●r❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t♦♦ s♠❛❧❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s ♥♦t t♦ s✉♠ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❦❡❡♣ ❛ ♠♦✈✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❘▼❙Pr♦❜ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

gt = ∇J(θ),

nt = νnt−1 + (1− ν)gt ⊙ gt,

θ = θ − µ√
nt + ε

⊙ gt.

✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ν = 0.9✳

❆❞❛♠

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❆❞❛♠✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s ♠♦♠❡♥t✉♠
✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❘▼❙Pr♦❜ ✇✐t❤
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❛ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t

✶✽
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❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ③❡r♦ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳

gt = ∇J(θ),

mt = γgt−1 + (1− γ)gt,

m̂t =
1

1− γt
mt,

nt = νnt−1 + (1− ν)gt ⊙ gt,

n̂t =
1

1− νt
nt,

θ = θ − µ√
n̂t + ε

⊙ m̂t.

❍❡r❡ mt ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ nt t❤❡ ❛❞❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡ m̂t, n̂t ❛r❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❣❡t ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❝♦rr❡❝t❡❞
❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❡❞s✳

✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❈❛♣❛❝✐t②

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠✉st ♥♦t ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❜✉t
❛❧s♦ ♦♥ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛ ✭❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ P ❢♦r ♥❡✇ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s E ❞✉r✐♥❣
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ T✮✳

■♥ ♠♦st ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❞❛t❛s❡t t♦ tr❛✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr❛✐♥✐♥❣
❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❤❡♥
♦♥❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r t❤❡ s❡t✉♣ ✐s ❥✉st ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
❜✉t ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❢♦r ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❡st ❡rr♦r✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❡rr♦r ♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋r♦♠ ❛ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t t❤❡ t❡st
❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❛♥ ✉♥tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡♥ ✇❤❡♥ tr❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ t❡st s❡t ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜✉t ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❣❡ts ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ t❡st ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts

✶✳ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞

✷✳ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❡st ❡rr♦r ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r✳
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❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♥❛♠❡❧② ✉♥✲
❞❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❯♥❞❡r✜tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♣♦✇❡r❢✉❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t t♦ ❣❡t ❛ ❧♦✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st ❡rr♦r
✐s ❤✐❣❤✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✜t ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❜✉t
❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❢♦r ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣ ✐s t♦ ❛❧t❡r ❛ ♠♦❞❡❧s ❝❛✲
♣❛❝✐t②✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ✜t ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❝✐t② t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛s✉❛❧❧②
✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❧❡❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

x

y, fd(x; θ)

◦
◦

◦

◦

◦

◦
◦

◦

×

×

×
× ×

×

×

d = 1
d = 2
d = 8
tr❛✐♥◦
t❡st×

tr❛✐♥
t❡st

d

MSE

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ d✳ ▲❡❢t✿

P❧♦t ♦❢ ✸ ✜tt❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ d = 1✱ q✉❛❞r❛t✐❝ d = 2 ❛♥❞

♣♦❧②♥♦♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d = 8✳ ❘✐❣❤t✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st ▼❙❊ ♦✈❡r ♣♦❧②♥♦♠

❞❡❣r❡❡ d✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❡ ❱❛♣♥✐❦✲
❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❢♦r ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ❱❈ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛✲
❜❡❧❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❧❡t f ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✐ts ❱❈
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts X
s✉❝❤ t❤❛t f ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜❡❧ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ X ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✭♥♦t❡ t❤❛t X ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t f ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛❧❧ 2|X| ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛s❡t X✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt P❡r❝❡♣tr♦♥ ✭s❡❡✿ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❢♦r ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✸✳
❇❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛ ❞❛t❛s❡t X = {x1, x2, x3} ⊂ R

2 ✭♥♦t ♦♥ ❛ ❧✐♥❡✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ 23 s♣❧✐ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛s✲
s✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✱ ❜✉t ❢♦r ❛♥② ❜✐❣❣❡r ❞❛t❛s❡t X✱ ♠❡❛♥✐♥❣ |X| > 3✱
t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ 2|X| s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦
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❣r♦✉♣s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❳❖❘ ♣r♦❜❧❡♠
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ❜✉t ❢♦r ❛♥②
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥♦t
❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛❜❧❡✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✸ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②

◦◦

◦

◦◦

×

◦×

◦

◦×

×

×◦

◦

×◦

×

××

◦

××

×

✹ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♥♦t ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛❜❧❡

◦×

◦ ×

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚♦♣✿ ✸ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❛

❧✐♥❡❛r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❇♦tt♦♠✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❖❘ ♣r♦❜❧❡♠✱

♥♦t ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✉s❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥②
♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧❧② ✉s❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t②
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ x 7→ H(sin(x))
♦♥❡ ❣❡ts ❛ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ∞ ✭s❡❡ ❆✳✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡
t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥♦t
♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ✈❛r②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❜②
✏s♠❛❧❧✑ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡
❢♦r ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♠✉st ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❇✉t ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣ ♦r ♦✈❡r✜tt✐♥❣❄ ❆s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡♦r② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ❛ ❣♦♦❞ ❤✐♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛s❦✱ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ♠♦❞✲
❡❧s ❝❛♥ st✐❧❧ ✇♦r❦ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r ❧♦✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st ❡rr♦rs ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❜✉t
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♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✇❛② ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t②
♠♦❞❡❧s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦♥ ❤❛♥❞✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ L2 ✇❡✐❣❤t
❞❡❝❛②✱ ♠❛①✲♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❞r♦♣♦✉t✳ ❋✉rt❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐♥❣
♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ✐❞❡❛s✱ ✜rst t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡♥❛❧t✐❡s ♦r r❡str✐❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣
tr❛✐♥✐♥❣ ♦r s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✈❡r ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥✳
❲❡❧❧ t❤✐s ✐s ✈❡r② ❜r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❙r✐✈❛st❛✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳

✷✳✷✳✷ ❈r♦ss ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭❈❱✮

❚♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ❛ t❡st s❡t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✉♥✲
✇❛♥t❡❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ✐s ✏s♠❛❧❧✑✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞
✇❤❡♥ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡t ❛ ♣♦rt✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ♦❢ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✇❡❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s t♦♦
s♠❛❧❧ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✏s♠❛❧❧✑ t❡st s❡t ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡
t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❣❡t ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s
t♦ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧②
s♣❧✐t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ✐♥t♦ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st s❡ts✱ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✮
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❡st ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡st s❡t ✭♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡st✐♥❣✮✳
❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ t❡st ❡rr♦rs ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡st ❡rr♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t❡st ❡rr♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
t✐♠❡s t❤❡ t❡st s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇❛② s♠❛❧❧❡r ❧❡❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦r
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧
t❡st s❡ts ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t❡st ❡rr♦r✱ t❤✐s
❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❢❛❧s❡ t❡st ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❧✉❝❦② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ t❡st s❡t✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st s❡ts✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ k✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s s♣❧✐t r❛♥❞♦♠❧② ✐♥t♦ k ❞✐st✐♥❝t s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
k s✉❜s❡ts ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ t❡st s❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡ts ❛r❡
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡st ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ k t❡st ❡rr♦rs✳

✷✳✷✳✸ ●r✐❞ ❙❡❛r❝❤ ✭●❙✮

■♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♠♦❞❡❧✳ ▼❡❛♥✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ t②♣❡s ♦❢t❡♥
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝❤♦s❡ ❢r♦♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ▼▲P ✭s❡❡✿
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s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥
t❤❡ ❧❛②❡r✮✱ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥
t❛s❦ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✭●❙✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t♦ tr② ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♠❡tr✐❝s✱ t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ s❡t✉♣ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛✐♥✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❜r❛✐♥ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✇❤❡r❡ ♥❡✉r♦♥s
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ s②♥❛♣s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✭♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧✮ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ✇✐t❤
❛ s♣❡❝✐✜❝ str❡♥❣t❤✳ ❇② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s②♥❛♣s❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐✲
❝❛❧ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♥❡✉r♦♥ t♦ ♥❡✉r♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦t❤❡rs✱ r❡❝❡✐✈❡s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♥❜♦✉♥❞ s②♥❛♣s❡s
t❤✐s ♥❡✉r♦♥ ✇✐❧❧ ✜r❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ♥❡✉r♦♥s
♦✉t❜♦✉♥❞ s②♥❛♣s❡s ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts t❤✐s s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②♥❛♣s❡s
str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ s②♥❛♣s❡s t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥s ✇✐❧❧
✜r❡ t♦♦✳ ❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡
s②♥❛♣s❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r✐③✲
✐♥❣ ✐s str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ s②♥❛♣s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ♦❢t❡♥ ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s②♥❛♣s❡s
❞❡❝❛②✳

■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛✐♥ ❆◆◆s ❛r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❆◆◆s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ st❛rt✲
✐♥❣ ✇✐t❤ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✬s P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s ✭▼▲Ps✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❈♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❈◆◆s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❛r✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❘❡❝✉rr❡♥t
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❘◆◆s✮✳

❘❡♠❛r❦✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❙●❉ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜r❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❙●❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t✇❡❛❦s t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❧❡ss ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ t❤❡ ♥♦t ✭♦r ✇❡❛❦✮ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❡✐❣❤ts✳

✷✹
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❘❡♠❛r❦✳ ❆s t❤❡ t❛s❦ ♦♥ ❤❛♥❞ ✐s ❛ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧
t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❆◆◆s ♣r✐♠❛r✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❇✉t t❤❡ ❡①❛❝t
s❛♠❡ ❆◆◆s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❥✉st ❛ ❢❡✇
❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❞✐✛❡r✱ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
♦✉t♣✉t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳ ❆◆◆s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧s tr❛✐♥❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
✏♥❡✇ ❞❛t❛✑ ❜② tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❆◆◆ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❞❡❝♦❞❡r ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❛ t❡①t ❛❢t❡r ❛♥ ❡♥❝♦❞❡r
✏❡♥❝♦❞❡❞✑ t❤❡ t❡①t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❥♦❜ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
♣r♦❜❛❜❧❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ t❡①t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✸✳✶ P❡r❝❡♣tr♦♥✱ t❤❡ ❇❛s✐❝ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❧♦❝❦

❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❆◆◆s st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✱ ❦♥♦✇♥
❛s ❘♦s❡♥❜❧❛tt✬s P❡r❝❡♣tr♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠
♦❢ ✐ts ✐♥♣✉ts ♣❧✉s ❛ ❜✐❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s②♥❛♣s❡s str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥❡✉r♦♥s t❤r❡s❤♦❧❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡ts t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ❡✐t❤❡r ✜r❡ ♦r st❛② q✉✐❡t✳

■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t H ❜❡ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ f(x;w, b)
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts w ∈ R

n ❛♥❞ ❜✐❛s b ∈ R✳ ❆s ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❡❝t♦r
x ∈ R

n ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥❜♦✉♥❞ s②♥❛♣s❡s✳ ❊❛❝❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t xi ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ i✬t❤ s②♥❛♣s❡s ✇✐t❤
❛ ✇❡✐❣❤t ✭str❡♥❣t❤✮ ♦❢ wi✳

Σ

x1

w1
x2

w2

✳✳✳

xn−1

wn−1

xn

wn

b

H ŷ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✬s P❡r❝❡♣tr♦♥✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

f(x;w, b) = H(wTx+ b).

❆♥❞ ✐t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡r✳
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✸✳✶✳✶ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt P❡r❝❡♣tr♦♥✱ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✱ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❛s
❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ✐♥ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❆◆◆✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❆◆◆s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❙●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❜✉t
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✶ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♥♦ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s φ✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛❧t❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
♥❡✉r♦♥ ❛s

f(x;w, b) = φ(wTx+ b).

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞
❢♦r s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s✱ t❤❛♥ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❆◆◆s ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s st✐❧❧
♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱
❡❞✉❝❛t❡❞ ❣✉❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥
❆◆◆✳ ❚❤❡s❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ❣✉❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ReLU ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❢❛❧❧❜❛❝❦✱ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❆◆◆ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦✱ ❜✉t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r✈❡② t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
t❛s❦✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳

❘❡❝t✐✜❡❞ ▲✐♥❡❛r ❯♥✐ts✿ ❚❤❡ ❘❡❝t✐✜❡❞ ▲✐♥❡❛r ❯♥✐ts ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ReLU(x) = max(0, x)

✐s t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧ ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r✐t② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
❧✐❦❡ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛❧♠♦st
♥♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤✐s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ✉♥✐ts ❤❛✈❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ReLU ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛❦② ReLU✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛
s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ α t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s ❛ ❧❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

ReLUα(x) = max(0, x) + αmin(x, 0).

✶Pr♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✵ ❢♦r t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ s❡t
t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
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❚❤❡ ❧❡❛❦② ReLU ❤❛s ♦♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ReLU✱
♥❛♠❡❧② t❤❛t t❤❡ ReLU ❝♦✉❧❞ ❜❡ str✉❝❦ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ❛❧♠♦st
❛❧❧ s❛♠♣❧❡s r❡s✉❧t ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s ✉♥✐t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✏❞❡❛❞✑ ✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛❦② ReLU✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ t♦♦ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡ ✜①❡❞✱
t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ReLU ♦r PReLU✳

❆♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✜①❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ α = −1 r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ x 7→ |x|✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r
♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
❛ r❡✈❡rs❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs✳

❙✐❣♠♦✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s✿ ❙✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❙✲s❤❛♣❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦
♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝
s✐❣♠♦✐❞ σ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t✳

σ(x) =
1

1 + exp(−x)

tanh(x) =
exp(x)− exp(−x)

exp(x) + exp(−x)

❚❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛r❞❡r t♦ tr❛✐♥✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② s❛t✉r❛t❡ ❢♦r
❜✐❣ ✈❛❧✉❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ ❢♦r
s✐♠♣❧❡ ❢❡❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ❆◆◆s✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❆◆◆s ❧✐❦❡ ❣❛t❡❞ ❘◆◆s
t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ ❢♦r ♥❡✉r♦♥s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ❛ ❣❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
♦r ❛s ♦✉t♣✉t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐ts r❛♥❣❡ ♦❢ (0, 1)✳ ■♥ ♦t❤❡rs t❤❛♥ s✉❝❤ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❝❧♦s❡
t♦ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r♦✉♥❞ 0✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♠
✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❧❛❝❡s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❤❛r❞
s✐❣♠♦✐❞ σh ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σh(x) =







0, ✐❢ x < −5
2

1, ✐❢ x > 5
2

x
5
+ 1

2
, ❡❧s❡

✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❣❛t❡❞ ❘◆◆s ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛t❡s✳
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❙♦❢t♠❛①✿ ❚❤❡ s♦❢t♠❛①✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✉♥✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❧❧
✉♥✐ts ✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r✳

(softmax(x))i =
exp(xi)

∑

j exp(xj)

❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ♦✉t♣✉t ♦✈❡r
♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡✉r♦♥s✳ ■t ✐s ♠♦st❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r
♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r t❛s❦ ♦❢ ❛ t❤r❡❡ ❝❧❛ss
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❧❛t❡r ❤❛✈❡ t❤r❡❡
♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❡
s♦❢t♠❛① ✐s ✉s❡❞✳ ◆♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t
❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♥❡✉r♦♥s ❝❧❛ss✳
◆♦✇ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s ❝❧❛ss✳

❋✉rt❤❡r ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♥t❧❡ss ♦t❤❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ s♦❢t♣❧✉s

softplus(x) = log(1 + exp(x))

♦r r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❡✈❡♥ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❇✉t
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦st t❛s❦s t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✷ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮

▲✐❦❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ t❤❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt P❡r❝❡♣tr♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r
❛♥❞ ♥♦t ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧✳ ❚❤❡ r❡❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❆◆◆s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❛s ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r
P❡r❝❡♣tr♦♥s ✭▼▲Ps✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡✉r♦♥s ✭♣❡r❝❡♣tr♦♥s✮ ❛s✐❞❡
✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛②❡rs✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❣r❛② ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭♥❡✉r♦♥✮ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❛rr♦✇ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭s②♥❛♣s❡s✮✳

❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥♣✉t ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs ❛r❡
❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦♥❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❲❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡rs st❛rt✐♥❣
❜② ✶ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ▼▲P ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❤❛s t❤❡

✷✽
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x1

x2

x3

x4

ŷ1

ŷ2

■♥♣✉t ❍✐❞❞❡♥1 ❍✐❞❞❡♥2 ❖✉t♣✉t

f (1) f (2) f (3)

x = h(0) h(1) h(2) h(3) = ŷ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✸ ▲❛②❡r ▼▲P✳

❧❛②❡rs 1, 2 ❛s ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ❛♥❞ 3 ❛s ✐ts ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳ ❊❛❝❤ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts
♦❢ nl ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❤❛s nl−1 ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❧❛②❡r✳ ❚❤❡s❡ nlnl−1 ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
W (l) ∈ R

nl×nl−1 ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❜✐❛s ❡❛❝❤ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❤❛s ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ b(l) ∈ R

nl ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡
✇❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♦✉t♣✉t✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡t
φ(l) ❜❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢♦r ❧❛②❡r ♥✉♠❜❡r l✳ ▼❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r l ✉s❡ φ(l) ❛s ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❛♥ ▼▲P ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
f (l)(h(l−1);W (l), b(l)) ✇❤❡r❡ h(l−1) ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r✳

f (l)(h(l−1);W (l), b(l)) = φ(l)(W (l)h(l−1) + b(l))

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ f (l) ❛s ❛♥ ❛❜✲
❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (l)( . ;W (l), b(l))✳ ❚♦ ✜♥❛❧❧② ❣❡t ❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼▲P t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f (l) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❛s

f = f (N) ◦ f (N−1) ◦ ... ◦ f (1)

t♦ ❣❡t ❛ ❤♦❧❡ N ❧❛②❡r ▼▲P f ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts W (l) ❛♥❞ ❜✐❛s❡s b(l) ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ(l) ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❜② l = 1, ..., N ✳
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✸✳✸ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❈◆◆✮

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❈◆◆s✮ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❆◆◆s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡✐r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ❱✶ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✳ ❚❤❡ ❱✶ ✐s t❤❡
✜rst r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡
❡②❡✱ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❡t✐♥❛✱ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♣❡r❢♦r♠
❛ s✐♠♣❧❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛ss❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ✐♥t♦ ❛
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡❧❛②s t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢✉rt❤❡r t♦ ❱✶ ❛t t❤❡
❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ■♥ ♦✉r ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈✐❡✇✱ ❱✶ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡
❧❛②❡rs ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❤❛s ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❡♥❛❜❧❡s ❱✶ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ❛
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ❧✐❣❤t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❡t✐♥❛ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦♥❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❱✶ ❛❝t✐✈❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ❛r❡ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣❧❡ ❝❡❧❧s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛❝t✐✈❛t❡ ❢♦r
s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t♦ s❡❡ ❛ ❜❧❛♥❦ ❝❛♥✈❛s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞♦t✱ t❤❡♥ t❤❡
✭❧♦❝❛❧✐③❡❞✮ s✐♠♣❧❡ ❝❡❧❧s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❞♦ts ❛❝t✐✈❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❝❡❧❧s✱ t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡❧❧s ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡② ❛r❡
✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s❤✐❢ts ❛♥❞✴♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✶❉
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❧✐❦❡ ❞❛t❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❛①✐s ❛♥❞
❛ t✐♠❡ ❛①✐s ✭s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs✮✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛①✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✶❉ ❈◆◆s✳

◆♦✇ ❈◆◆s ♠✐♠✐❝ t❤✐s ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ ❱✶ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤r❡❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❈◆◆ ❧❛②❡r✳

❙♣❛rs❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s♣❛rs❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
s♣❛rs❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦r s♣❛rs❡ ✇❡✐❣❤ts✮ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ✐♥♣✉t
♥❡✉r♦♥s✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙❤❛r✐♥❣✿ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ▼▲P t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✐ts ✐♥♣✉t ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t❤❡ ❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦❡r♥❡❧ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡r♥❡❧s✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♠❛tr✐① ✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r♦✇ ✭♦r ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥❡✉r♦♥s
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❆❧❧ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❙♣❛rs❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
❙♣❛rs❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✫
P❛r❛♠❡t❡r ❙❤❛r✐♥❣

a
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b
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a
b
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a
b

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▲❡❢t✿ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✭❧✐❦❡ ✐♥

▼▲Ps✮✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❆ s♣❛rs❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✳ ❘✐❣❤t✿ ❆ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ✸ ❡❧❡♠❡♥t ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs a, b ❛♥❞ c✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ ❛❧❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐s ❧❛②❡r ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❜✐❛s✮✳

✐♥♣✉t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤❛r✐♥❣
s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❊q✉✐✈❛r✐❛♥t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ ❆ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥ts t♦
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♦✉t♣✉t✳ ■t ✐s ♦♥❧② s❤✐❢t❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❈◆◆ ▲❛②❡r

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❈◆◆ ❧❛②❡r✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸ st❛❣❡s✱ ✜rst ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r st❛❣❡
✭❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ st❛❣❡✳

❆ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ❜❛s✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✷ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦♥❧② ✉s❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ❋♦r ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❥✉st ❛ ❣r✐❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡s✳
❘❛t❤❡r✱ ✐t ✐s ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝✲
t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦r ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛s ✇❡❧❧
❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚♦

✷❆❝t✉❛❧❧②✱ ♠♦st ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ✐t ✐s ❛
✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✸✶
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❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t t♦
t❤❡ ♠✉❧t✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t✱ t❡♥s♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✭❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐❛s ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✣♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❢♦r♠s ❛ ❣r✐❞ ♦❢ x✱ y ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸
✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛
❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t ❞✐✛❡r❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ❡❞❣❡s✱ ❞♦ts ♦r ❝♦❧♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✇✐t❤ ❛ ✹❉✸ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞
❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✹❉ ❦❡r♥❡❧ t❡♥s♦r K ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞✐❝❡s i, j
✇✐t❤ i ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ j ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♦✛s❡ts ✐♥
t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s k, l r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥
(x, y) t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s k, l r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ (x+ k, y + l)✮✳
❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ Ki,j,k,l✳ ❆ss✉♠❡ ♦✉r ✐♥♣✉t ✐s ❣✐✈❡♥
❛s X ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞❡① i ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐❝❡s x, y ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ Xj,x,y ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t Yi,x,y ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡

Yi,x,y =
∑

j,k,l

Xj,x+k,y+lKi,j,k,l.

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s k✱ l ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛r♦✉♥❞ ✵✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s k✱ l r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Xj,−1,−1✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ③❡r♦
♣❛❞❞✐♥❣✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✵
✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

✸✳✸✳✶ P♦♦❧✐♥❣

❚❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ ✐t ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♠✲
❜✐♥❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♠♠❛r②✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛①✲
♣♦♦❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❖t❤❡r
♣♦♦❧✐♥❣ t②♣❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡✲♣♦♦❧✐♥❣✱ L2 ♣♦♦❧✐♥❣ ♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ st❡♣✳ ■ts s✐③❡ nf ✱ t❤❡
str✐❞❡ ns ❛♥❞ ❛ ♣❛❞❞✐♥❣ np✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❢♦r

✸❆❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ✇♦r❦ ✐♥ ❜❛t❝❤❡s✱ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛t❝❤✳

✸✷
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x, k

y, l

i, j

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

✐♥♣✉t

❦❡r♥❡❧

♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ 3 × 3 ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ❛ ✸ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✷ ❢❡❛t✉r❡ ♦✉t♣✉t✱

t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ 2 × 3 × 3 × 3 t❡♥s♦r✳

✭■♥s♣✐r❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✱ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮
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❡①❛♠♣❧❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ nf ❣✐✈❡s ❛ nf × nf ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ◆❡①t t❤❡ str✐❞❡
❞❡✜♥❡s t❤❡ s❤✐❢t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ str✐❞❡
♦❢ ns s❤✐❢ts t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♣♦♦❧✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❜② ns✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡
♣❛❞❞✐♥❣ s❡ts ❛♥ ✐♥♣✉t ❜♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ ❛✉❣♠❡♥ts t❤❡ ✐♥♣✉t ❜② t❤❡
♣❛❞❞✐♥❣ s✐③❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ 0 ✈❛❧✉❡s✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✿ ❋✐rst ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ ❧❡t nf = ns = 2
❛♥❞ ♥♦ ♣❛❞❞✐♥❣ np = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ 8 × 8 ❣r✐❞ ❣✐✈❡s
❛ 4 × 4 ♦✉t♣✉t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❧❡❢t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞
r✐❣❤t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ✐s ✇✐t❤ ❛ str✐❞❡ ♦❢ ns = 1✱ t❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦✈❡r❧❛♣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ▲❡❢t✿ P♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ str✐❞❡ nf = ns = 2 ❛♥❞

♥♦ ♣❛❞❞✐♥❣✳ ❘✐❣❤t✿ ❙✐③❡ nf = 2 ❛♥❞ str✐❞❡ ns = 1 ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛❞❞✐♥❣✳

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ▲❛②❡r ❋♦r♠

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛t ❛♥
♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣t❤ l✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦✉t♣✉t h(l) ❜②
❛♥ ✐♥♣✉t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h(l−1) ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ K(l)✱ ❜✐❛s b(l)✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
φ(l) ❛♥❞ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ p(l) ✇♦✉❧❞ ❜❡

f (l)(h(l−1);K(l), b(l)) = p(l)(φ(l)(K(l) ∗ h(l−1) + b(l))).

❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ(l) ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✐♥ ▼▲Ps ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ r❡❝t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r ✉♥✐t ♦r ❛
s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❘◆◆✮

❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❘◆◆s✮ ❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❆◆◆s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r
♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❝②❝❧✐❝

✸✹
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❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❘◆◆s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜❛❝❦ r❡❢❡r❡♥❝❡s
✐♥ ❛ r❡❝✉rr❡♥t ♠❛♥♥❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉t✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ❘◆◆ ✐s t❡♠♣♦r❛❧✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❘◆◆ ❣❡ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (xt)

τ
t=1 ✇❤❡r❡ t ✐s ❛ t✐♠❡ ✐♥❞❡①✱ ❛s ✐♥♣✉t✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ t✐♠❡ ✐♥❞❡① ❜✉t ✐t ♠❛t❝❤❡s ♦✉r t❛s❦ ✇❤❡r❡ ❛♥
❘◆◆ ❣❡ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❛♥❞ t ✐s ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❥✉st✐✜❡s
t❡r♠s ❧✐❦❡ ✏♣❛st✑ ❛♥❞ ✏❢✉t✉r❡✑ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❘◆◆s ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ (xt)

τ
t=1 ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞

✈❡❝t♦rs✳
❘◆◆s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦♣❡r❧② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣r❡s❡♥t❡❞ ❢❡❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ▼▲Ps ❛♥❞ ❈◆◆s✱ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ r❡❛s♦♥s ✇❤②✳ ❋✐rst ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤
✇❤✐❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ▼▲Ps ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛ ✜①❡❞ s✐③❡
✐♥♣✉t✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❞
✈❡❝t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡✱ ❜✉t t♦t❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♠✉st ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐r❞✱
s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② ❈◆◆s
❜② ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤❛r✐♥❣✱ ❜✉t ♦♥❧② ❧♦❝❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❦❡❡♣ tr❛❝❦
♦❢ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❧♦♥❣
t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ ❢♦r ❛ ❜❛s✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❘◆◆s ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s (xt)

τ
t=1 t❤❡

❘◆◆ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (ŷt)
τ
t=1 ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧

st❛t❡ (ht)
τ
t=0✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡ ❘◆◆ t❛❦❡s t❤❡ ✐♥♣✉t xt ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞

t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❇② ♣❛ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ❘◆◆ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♣❛st✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡♥♦t❡❞
U ✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❝❛❧❧❡❞ W ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♦✉t♣✉t ❞❡♥♦t❡❞ ❛s V ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ t❤❡
❘◆◆ ✐s ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡
st❡♣s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐❝❡s U ✱ V ❛♥❞ W ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❤❛r✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ ❧❛②❡r ✐s✱ ❢♦r t✐♠❡ st❡♣s
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t = 1, ..., τ ✱ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ht = tanh(Wht−1 + Uxt),

ŷt = V ht.

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✲
t❡r♥❛❧ st❛t❡✱ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ s✐♠♣❧❡ ❘◆◆s✳
❆❧s♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ h0 ✇✐❧❧ ❥✉st ❜❡ s❡t t♦ 0 ❢♦r ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

xt

ŷt

ht

ht−1

· · ·

x1 x2 · · · xτ−1 xτ

h0

h1 h2 hτ−2 hτ−1
hτ

ŷ1 ŷ2 · · · ŷτ−1 ŷτ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐♥ ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t xt ❛s ✇❡❧❧ ❛s ht−1 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s

❛♥ ♦✉t♣✉t ŷt ✇❤✐❧❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ t♦ ht t❤❛t ✐s ♣❛ss❡❞

❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ▲❡❢t✿ ❈✐r❝✉✐t ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t✐♠❡

❞❡❧❛②✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ✏✉♥❢♦❧❞❡❞✑ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❧❡♥❣t❤ τ ✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❛❞❛♣t ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ t♦ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡
st❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
❝❡♣ts ❢♦r ❘◆◆s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛
❘◆◆✱ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❖♥❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜②
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ♦r ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡
❧❛st ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✈❛r✐❛♥t ✐s t❤❡ ❖♥❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘◆◆ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛♥ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝r❡❛t❡s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉ts✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡
✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ❛s ❛ ❧❛st ❧❛②❡r ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡rs ❢♦r ❛ st❛❝❦❡❞
❘◆◆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❘◆◆ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧
❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❖♥❡ r❡❝✉rr❡♥t ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❖♥❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡ ❤❛s ♥♦ ✉s❡ ❢♦r ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ✐♥ ❛♥ ❊♥❝♦❞❡r ❉❡❝♦❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❘◆◆s s❡❡
❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ♦r ❢r♦♠ ❛♥ ◆▲P ✈✐❡✇♣♦✐♥t s❡❡ ❬●♦❧❞❜❡r❣✱ ✷✵✶✺❪✳
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· · ·

x1 x2 · · · xτ−1 xτ

h1 h2 hτ−2 hτ−1

ŷ1 ŷ2 · · · ŷτ−1 ŷτ

❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡

· · ·

x1 x2 · · · xτ−1 xτ

h1 h2 hτ−2 hτ−1
hτ = ŷ

❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❖♥❡

· · ·

ŷ1 ŷ2 · · · ŷτ−1 ŷτ

h1 h2 hτ−2 hτ−1
x = h0

❖♥❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦♣✿ ❆ ❙❡q✉❡♥❝❡✲

t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (xt)
τ
t=1 ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞

✐♥t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (ŷt)
τ
t=1✱ ▼✐❞❞❧❡✿ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❖♥❡ str✉❝t✉r❡✱

♣r♦❝❡ss❡s ❛♥ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (xt)
τ
t=1 ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡

✐♥t♦ ❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♦✉t♣✉t ŷ✱ ❇♦tt♦♠✿ ❖♥❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤

❣❡ts ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t x ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (ŷt)
τ
t=1✳
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❇❡❢♦r❡ ❞✐✈✐♥❣ ✐♥t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣✲ ❛♥❞ ❡①♣❧♦❞✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❚✐♠❡ ✭❇P❚❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✻✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❛♥ ❘◆◆✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts t❤✐s ✐s ❛ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❢❡❡❞
❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡
✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❘◆◆ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① W T

❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❡
♠♦r❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢r♦♠ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡
❤✐❣❤ ♠❛tr✐① ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐①✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① W ✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡rs r❡s✉❧t ✐♥ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦r t❤❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✈❛♥✐s❤✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
❧❡❛r♥❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭♦r
❛t ❧❡❛st ❞♦ t❤❛t ✈❡r② s❧♦✇❧②✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❧✐♣♣✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❧♦❞✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥t✱ s♠❛rt ✇❡✐❣❤t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ♦t❤❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✈❡rs✐♦♥s
❛r❡ ❣❛t❡❞ ❘◆◆s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❣❛t❡❞ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞♦
♥♦t ❣♦ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣✲ ❛♥❞
❡①♣❧♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✻❪✳

✸✳✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❘◆◆

❚❤✐s ❙✐♠♣❧❡ ❘◆◆ ✹ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s
❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r φ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

ht = φ(Wht−1 + Uxt + b) ✭✸✳✶✮

✇✐t❤ h0 ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ③❡r♦ ❛♥❞ φ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡❡ t❤❡
❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❖♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ❢♦r ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✹❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏❙✐♠♣❧❡ ❘◆◆✑ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r② ❑❡r❛s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❘◆◆
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✽
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✢♦✇ ✐♥ ♦✉r ❙✐♠♣❧❡ ❘◆◆✳ ❋♦r ❛ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
st❛t❡ ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤✐s t✐♠❡ st❡♣s ♦✉t♣✉t✳

✸✳✹✳✷ ▲♦♥❣ ❙❤♦rt✲❚❡r♠ ▼❡♠♦r② ✭▲❙❚▼✮

❚❤❡ ▲♦♥❣ ❙❤♦rt✲❚❡r♠ ▼❡♠♦r② ✭▲❙❚▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❍♦❝❤r❡✐t❡r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞✲
❤✉❜❡r✱ ✶✾✾✼❪ ✐s ❛ ❣❛t❡❞ ❘◆◆ ✇❤✐❝❤ tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ❧♦♥❣
t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❣❛t❡s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❣❛t❡s
♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❢♦r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❣❛t❡ ❝♦♥tr♦❧s ✇❤✐❝❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛ss❡❞ ♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡
❢♦r❣❡t ❣❛t❡ ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ♦r ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❣♦tt❡♥✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛t❡ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣s
♦✉t♣✉t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ ❧❡❛r♥❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ▲❙❚▼
❧❡❛r♥s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣❛t❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❣❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♠❛tr✐①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ ❣❛t❡❞ s✉♠✳ ❲❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❣❛t❡s
❧❡❛r♥ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ st❛② ❝❧♦s❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✉♥t✐❧ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✭♦r ❢♦r❣♦tt❡♥✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❛t❡s ♦♣❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦♥❣
t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢
t✐♠❡ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ▲❙❚▼ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✲
❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❛t❡ it✱ ♦✉t♣✉t ❣❛t❡ ot ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❣❡t ❣❛t❡ ft
✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡s✱ t❤❡ ✏❝❛rr②✑ st❛t❡ ct ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②
st❛t❡ ht✳

it = σ (Wiht−1 + Uixt + bi) ,

ft = σ (Wfht−1 + Ufxt + bf ) ,

ot = σ (Woht−1 + Uoxt + bo) ,

ct = ft ⊙ ct−1 + it ⊙ φ (Wht−1 + Uxt + b) ,

ht = ot ⊙ φ(ct).

✭✸✳✷✮

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❣❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ✇❡✐❣❤t
♠❛tr✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✐❣✲
♠♦✐❞ σ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 1] ✇❤❡r❡ 0 ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
1 ❛♥ ♦♣❡♥ ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ct ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡
❣❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ φ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ✐s t❤❡ ❤❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❣❡t ❣❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞

✸✾
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❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
φ ❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r❣❡t ❣❛t❡✳ ❋♦r ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ▲❙❚▼ ❝❡❧❧ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥s✐❞❡ ❛
▲❙❚▼ ❧❛②❡r✳

ht−1

ct−1

xt

ht

ct

f i

o

⊙

⊙

+

⊙

ŷt

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆ s✐♥❣❧❡ ▲❙❚▼ ❝❡❧❧✳ ❆t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡ ❝❡❧❧

❣❡ts xt ❛s ✐♥♣✉t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ct−1 ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ht−1

❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡

❣r❛② ❝✐r❝❧❡s ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ st❛t❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ ⊙ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥

❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✮ ❛♥❞ + ✐s ❛

✈❡❝t♦r ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ct ❛♥❞ ht = ŷt ✐s ♣❛ss❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ŷt ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t

st❡♣ ✭✐❢ ♥♦t ❞✐s❝❛r❞❡❞✮✳

✸✳✹✳✸ ●❛t❡❞ ❘❡❝✉rr❡♥t ❯♥✐t ✭●❘❯✮

❚❤❡ ●❛t❡❞ ❘❡❝✉rr❡♥t ❯♥✐t ✭●❘❯✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r
❣❛t❡❞ ❘◆◆ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❙❚▼✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✉s✲
✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ ❣❛t❡s ♥❛♠❡❧② ❛ r❡s❡t ❣❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❣❛t❡✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡
✏❝❛rr②✑ st❛t❡ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤
t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡s❡t ❣❛t❡ ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡s❡t ❣❛t❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ t❤❡
♣❛st ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ✐s ✏r❡s❡t✑ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t✳
❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❣❛t❡ t❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❤❛❧❧ ❜❡
♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢♦✉rt❤ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❣❛t❡ ut ❛♥❞ r❡s❡t ❣❛t❡ rt ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡
ht r❡❛❞s✺

✺❚❤❡ ♣❛♣❡r ❬❈❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ●❘❯s ❡①✐sts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ●❘❯ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s✳ ■♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s

✹✵
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rt = σ(Wrht−1 + Urxt + br),

ut = σ(Wuht−1 + Uuxt + bu),

ht = ut ⊙ ht−1 + (1− ut)⊙ φ(W (rt ⊙ ht−1) + Uxt + b).

✭✸✳✸✮

❚❤❡ ●❘❯ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳

ht−1

xt

r u
⊙

⊙

⊙

+

1− u

ŷt

ht

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆ s✐♥❣❧❡ ●❘❯ ❝❡❧❧✳ ■♥♣✉ts ❛r❡ xt ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤✐❞❞❡♥

st❛t❡ ht−1✱ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❛t❡s ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❡✲

s❡t ❣❛t❡ ❛♥❞ u t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ⊙ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❛t✐♥❣✳ ❖✉t♣✉t ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡

ht = ŷt✳

✸✳✹✳✹ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆

❆❧❧ t❤❡ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣
❛t ❛ t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛st✳ ❇✉t ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❞s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇♦r❞ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❢✉t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ✏❆✉❢ ❞❡r ❇❛♥❦ ❧✐❡❣t ♠❡✐♥ ❍✉♥❞✳✑ ❛❣❛✐♥st
✏❆✉❢ ❞❡r ❇❛♥❦ ❧✐❡❣t ♠❡✐♥ ●❡❧❞✳✑✻✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇♦r❞ ✏❇❛♥❦✑ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st ✇♦r❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡✱ ❛ ❞♦❣ ❧✐❡s ♦♥ ❛
❜❡♥❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥❡② ✐s ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞

ht ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ht = ut ⊙ ht−1 + (1− ut)⊙ φ(rt ⊙Wht−1 + Uxt + b).

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s❡t ❣❛t❡ r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✉s❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t ✭♥♦t t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡✮✳

✻■♥ ❊♥❣❧✐s❤✿ ✏▼② ❞♦❣ ✐s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✳✑ ❛♥❞ ✏▼② ♠♦♥❡② ✐s ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✳✑
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❜❡ ✏❉✐❡ ♥ä❝❤st❡ ❊♥t❡ ✐♥ ❞❡♥ ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥✳✑✼ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ●❡r♠❛♥
✇♦r❞ ✏❊♥t❡✑ ♠❡❛♥s ✏❤♦❛①✑ ♦r ✏❢❛❦❡ ♥❡✇s✑ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❞✉❝❦✳ ■♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ❡✈❡♥ t❤❡ s❡♥t✐♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❥♦✉r♥❛❧✐s♠✳

❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ♥♦t
♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜✉t ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ♦♥❡ s✐♠♣❧② t❛❦❡s t✇♦ ❘◆◆s✱ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ✐♥♣✉t
s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤
t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ t✐♠❡ st❡♣ t
❝❛♥ ❜❡ ❛s ❡❛s② ❛s st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦r t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r s✉♠ ♦r ❡✈❡♥ ♣♦✐♥t ✇✐s❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ✐s t♦ st❛❝❦ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s s✐♠♣❧❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✳ ❙❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❢♦r ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆ ❧❛②❡r✳

x1

ŷ1

x2

ŷ2

xτ−1

ŷτ−1

xτ

ŷτ

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆ ❙❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲❙❡q✉❡♥❝❡ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡✳

✸✳✺ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❇P✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼▲P✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧✐❦❡ ❈◆◆s ✐s str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❜✉t
♥♦t ❢♦r ❘◆◆s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

❚❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡♥ ❛ t✇♦ st❡♣
♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❛ss✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♣❛ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦✉t♣✉t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ♦✉t♣✉t ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❇P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ st♦r❡s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❛ss t♦

✼■♥ ❡♥❣❧✐s❤✿ ✏❚❤❡ ♥❡①t ❤♦❛① ✐♥ t❤❡ ♥❡✇s✳✑

✹✷
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r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ∇J(θ) ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▲❡t ✉s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ▼▲P✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ r❡st❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼▲P ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠
✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✱
♥♦✇ ❧❡t

h(0) = x

a(l) = W (l)h(l−1) + b(l), l = 1, ..., N

h(l) = φ(l)(a(l)), l = 1, ..., N

ŷ = h(N)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ✐s

h(l) = f (l)(h(l−1);W (l), b(l)) = φ(l)(W (l)h(l−1) + b(l)) = φ(l)(a(l))

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▼▲P ❛s

f = f (N) ◦ f (N−1) ◦ ... ◦ f (1).

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts W (l), b(l) ❧❡t θ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✐♥ f ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❧❡t L ❜❡ ❛ ♣❡r ❡①❛♠♣❧❡
❧♦ss ❢♦r ✐♥♣✉ts (xi)

m′

i=1 ✇✐t❤ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s (yi)m
′

i=1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✐s
❣✐✈❡♥ ❛s

J(θ) =
1

m′

m′

∑

i=1

L(yi, f(xi; θ)
︸ ︷︷ ︸

ŷi

).

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

∇h(N)J = ∇ŷJ =
1

m′

m′

∑

i=1

∇ŷL(yi, ŷi)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡rs
♦✉t♣✉t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡
♣❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❧♦ss L✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛rts ✐♥ ♦♥❡ ▼▲P ❧❛②❡r✳
▼❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇h(l)L ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r l ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤✐s ❧❛②❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s
❧❛②❡rs ✐♥♣✉t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ∇h(l−1)L✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❣♦t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❧❛②❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧
✇❡✐❣❤ts✳

✹✸
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❙♦ ❧❡ts ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ∇h(l)L t❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ L
❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧❛②❡r ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ h(l) = φ(l)(a(l)) ✐s

(∇a(l)L)i =
nl∑

k=1

∂φ(l)(a
(l)
k )

∂a
(l)
i

(∇h(l)L)k =
nl∑

k=1

δikφ
(l)′(a

(l)
k )(∇h(l)L)k

= φ(l)′(a
(l)
i )(∇h(l)L)i

✇❤❡r❡ ✇❡ ❣❡t
∇a(l)L = φ(l)′(a(l))⊙∇h(l)L.

◆♦✇ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts W (l), b(l) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② a(l) = W (l)h(l−1) + b(l)

❜②

(∇W (l)L)ij =
nl∑

k=1

∂a
(l)
k

∂W
(l)
ij

(∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

∂
(
∑nl−1

t=1 W
(l)
kt h

(l−1)
t + b

(l)
k

)

∂W
(l)
ij

(∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

nl−1∑

t=1

∂W
(l)
kt h

(l−1)
t

∂W
(l)
ij

(∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

nl−1∑

t=1

δkiδtjh
(l−1)
t (∇a(l)L)k

= h
(l−1)
j (∇a(l)L)i

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇W (l)L = (∇a(l)L)h(l−1)T

❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ✇❡ ❣❡t
∇b(l)L = ∇a(l)L.

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②❡rs

✹✹
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✐♥♣✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ a(l) = W (l)h(l−1) + b(l) ❢♦r

(∇h(l−1)L)i =
nl∑

k=1

∂a
(l)
k

∂h
(l−1)
i

(∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

∂
(
∑nl−1

t=1 W
(l)
kt h

(l−1)
t + b

(l)
k

)

∂h
(l−1)
i

(∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

nl−1∑

t=1

δtiW
(l)
kt (∇a(l)L)k

=

nl∑

k=1

W
(l)
ki (∇a(l)L)k.

❲r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠

∇h(l−1)L = W (l)T∇a(l)L.

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡
✉s❡❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡rs ♦✉t♣✉t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ✐ts ✇❡✐❣❤ts
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♥♣✉t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥
❛❢t❡r ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
❛♥❞ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣❡r
❡①❛♠♣❧❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳

✸✳✻ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❚✐♠❡ ✭❇P❚❚✮

❚❤❡ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❚✐♠❡ ✭❇P❚❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞
♣❛ss ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❘◆◆s✳ ❆ ❘◆◆✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❢❡❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❤❛s
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛①✐s t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❇P❚❚
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✉❣♠❡♥ts t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❝②❝❧✐❝ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❘◆◆ ❧❛②❡r✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❇P❚❚ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛
❘◆◆✱ ❜✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇P❚❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❘◆◆ str✉❝✲
t✉r❡s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ▲❡t ✉s r❡st❛t❡ ♦✉r ✈❛♥✐❧❧❛ ❘◆◆ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤
✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

h(t) = tanh(Wh(t−1) + Ux(t)),

ŷ(t) = V h(t).

✹✺
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ∇ŷ(t)L✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐✲
❝❛❧❧② t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ŷ(t)L ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❘◆◆ ❧❛②❡r✳ ❋✐rst t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ∇ŷ(τ)L✳ ❚❤✐s ❝❛s❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♦✉r ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ♦✉t♣✉t ✭❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡♥t❡♥❝❡ s✉♠♠❛r②✮
✐s ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛♥②✲t♦✲♠❛♥② ✭♦r s❡q✉❡♥❝❡✲t♦✲
s❡q✉❡♥❝❡✮ ❘◆◆ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡ yτt=1 ❛♥❞ L t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦ss❡s L(t)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡t ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t t❤❡ ❧♦ss ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s L(t)(yt, ŷt) =

1
2
(yt − ŷt)

2 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥

L =
τ∑

t=1

L(t) =
1

2

τ∑

t=1

(yt − ŷt)
2

t❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ t ✇♦✉❧❞ r❡❛❞

∇ŷ(t)L = yt − ŷt.

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ t❛❣❣❡r ✇❤❡r❡ t❤❡
♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✇♦r❞ t❛❣s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t
∇ŷ(t)L ✐s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱
❛ss✉♠❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ∇ŷ(t)L✳

❲❡ st❛rt t♦ ❞❡r✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣♦ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥ t✐♠❡✱

∇h(τ)L = V T∇ŷ(τ)L.

❛♥❞ ❢♦r t < τ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ h(t) ❤❛s ŷ(t) ❛♥❞ h(t+1) ❛s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✱ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t

∇h(t)L =

(
∂h(t+1)

∂h(t)

)T

∇h(t+1)L+

(
∂ŷ(t)

∂h(t)

)T

∇ŷ(t)L. ✭✸✳✹✮

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

(
∂h(t+1)

∂h(t)

)

ij

=
∂ tanh

(
∑

k Wikh
(t)
k +

∑

l Uilx
(t+1)
l

)

∂h
(t)
j

=
(

1− tanh
(
Wh(t) + Ux(t+1)

)2
)

i
Wij

=
(

diag
(

1− h(t+1)2
)

W
)

ij

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞
∂ŷ(t)

∂h(t)
=

∂V h(t)

∂h(t)
= V.

✹✻
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❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✸✳✹✮ ✇❡ ❣❡t

∇h(t)L = W T diag
(

1− h(t+1)2
)

∇h(t+1)L+ V T∇ŷ(t)L.

❚❤✐s ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤❡r❡ ∇h(t)L ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣ ∇h(t+1)L✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦

∇h(t)L =
τ∑

k=t

(
τ∏

l=k+1

W T diag
(

1− h(l)2
)
)

V T∇ŷ(k)L

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❡❛❝❤ ❧♦ss ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

∇UL =
τ∑

t=1

(
∂h(t)

∂U

)T

∇h(t)L =
τ∑

t=1

diag
(

1− h(t)2
)

(∇h(t)L)h(t−1)T ,

∇VL =
τ∑

t=1

(
∂ŷ(t)

∂V

)T

∇ŷ(t)L =
τ∑

t=1

(∇ŷ(t)L)h(t)T ,

∇WL =
τ∑

t=1

(
∂h(t)

∂W

)T

∇h(t)L =
τ∑

t=1

diag
(

1− h(t)2
)

(∇h(t)L)h(t−1)T .

✹✼
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❈❤❛♣t❡r ✹

❲♦r❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s

❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ t❡①t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡①t
✐♥ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡
♥❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡ ❡♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❤❛r❛❝t❡rs✱ ✇♦r❞s✱ s❡♥t❡♥❝❡s ♦r ❡✈❡♥ ❡♥t✐r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ✇♦r❞
❧❡✈❡❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦✉r s♠❛❧❧❡st ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✇♦r❞s✳

❘❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❧❦ ♠♦st❧② ❛❜♦✉t ✇♦r❞s✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣
♣r❡❝✐s❡ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥ t♦❦❡♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♠♦st ◆▲P s②st❡♠s t♦❦❡♥s
❧✐❦❡ ✬❄✬ ♦r ✬✷✵✶✾✬ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✏✇♦r❞s✑✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
s♦♠❡ t♦❦❡♥s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✏✇♦r❞s✑ ✭❝❤❛r❛❝t❡r s❡q✉❡♥❝❡s✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❧✐❜r❛r② ❤❛s ♥✉♠❜❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❜✉✐❧t ✐♥ ✇❤✐❝❤
❧❡ts t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐❣✐ts✮ ❜② t❤❡ s❛♠❡ t♦❦❡♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r s❡q✉❡♥❝❡s ✬✶✶✵✺✬

❛♥❞ ✬✶✼✷✾✬ ❛r❡ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ t♦❦❡♥✳ ❋✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❧✐❦❡ st❡♠♠✐♥❣✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛♥✐♥❣s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✮ ♦r
♦t❤❡r ❞❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞s ✭t♦❦❡♥s✮✳

✹✳✶ ❇❛s✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ✉s❡❢✉❧ st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❡①t ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ✇♦r❞ ❧❡✈❡❧✳

▲❡t D ❜❡ ❛ t❡①t ❝♦r♣✉s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ D ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆ ❞♦❝✉♠❡♥t
D ∈ D ✐s ❥✉st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦r♣✉s D ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②
V ♦❢ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣✉s

V = {w ∈ D : D ∈ D}.

✹✽
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◆♦✇ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② V ✇❡ st❛rt ❜② ✐♥❞❡①✐♥❣ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳ ▲❡t i(w)
❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ✇♦r❞✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ i : V →
{1, ..., |V |} ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✇♦r❞ ❛♥❞ ✐ts
✐♥❞❡①✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❤♦t✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
|V | ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐♥❞❡①✳ ▲❡t v(w) ❜❡ t❤✐s ♦♥❡✲❤♦t ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ✇♦r❞ w t❤❡♥ v(w) = (δi(w),j)

|V |
j=1

✐s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ j = i(w)✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡✲❤♦t✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡♥t✐r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ♥✉♠❜❡rs✱ ❥✉st r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❡s✳

✹✳✶✳✶ ❲♦r❞ ❈♦✉♥t✐♥❣ ❙t❛t✐st✐❝s

❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❡①t ❛♥❛❧②s✐s st❛rts ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇♦r❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ t❡r♠
❢r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ❥✉st ❝♦✉♥ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ t❡r♠
w ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t D✳ ❋♦r ♦✉r ✉s❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦✉r t❡r♠ w t♦ ❜❡ ❛ ✇♦r❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧♠♦st ❛♥②t❤✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r t♦ ❡♥t✐r❡
t❡①t ♣❛rts✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛ t❡r♠ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s✳

❘❛✇ ❝♦✉♥ts ❛r❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✭✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t
✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐s

TF(w,D) =
1

|D|
∑

w̃∈D
δw,w̃.

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❚❋ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇❡ ✉s❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦✉♥t 1 ✐❢ w ∈ D ❡❧s❡ 0 ♦r ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
✈❡rs✐♦♥ log(1 + TF(w,D))✳

❆♥♦t❤❡r ✇♦r❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭■❉❋✮
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ✇♦r❞ ✭t❡r♠✮ ♣♦ss❡ss❡s ❢♦r ❛
❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦r♣✉s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t r❛r❡ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡
❝♦r♣✉s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♠✉st ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣✉s ❛r❡ ✇♦r❞s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲✐❦❡ t❤❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ■❉❋ t❡❧❧s ✐❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ t❡r♠
✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t t❡❧❧s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦r ♥♦t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ✬✉♥❞✬✶ ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t t❡❧❧s ❛❧♠♦st ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞♦❝✉✲
♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦r❞ ✐s s♦ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✬✉♥❞✬ ❞♦❡s ♥♦t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡rs✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ✐s

IDF(w,D) = − log

( |{D ∈ D : w ∈ D}|
|D|

)

✶■♥ ❊♥❣❧✐s❤✿ ❛♥❞
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❙♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✇♦r❞ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ■❉❋✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ st❛t✐st✐❝s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✲■❉❋✮ st❛t✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ❚❋ ❛♥❞ ❛ ■❉❋
st❛t✐st✐❝

TF-IDF(w,D,D) = TF(w,D) IDF(w,D).

✹✳✶✳✷ ❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s ❛♥❞ n✲●r❛♠s

❆ ❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s ✐s ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❝❝✉r✲
r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② V ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t D ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ |V | ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ r❛✇ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ w ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞❡① i(w) = j ❢♦r ❡❛❝❤
w ∈ V ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
TF-IDF st❛t✐st✐❝s ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❛✇ ✇♦r❞ ❝♦✉♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❝♦r♣✉s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛✲
tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣✉s ❛♥❞
❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛ ✇♦r❞ ✐♥ ♦✉r ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①
✐s ❛ |D| × |V | ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s D ❝♦♥✲
s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts

D1 = ✬♠❛❝❤ ❞✐❡ ❚ür ③✉✬

D2 = ✬♠❛❝❤ ❞✐❡ ❚ür ❛✉❢✬

D3 = ✬✐st ❞✐❡ ❚ür ③✉✬

D4 = ✬✐st ❞✐❡ ❚ür ❛✉❢✬

D5 = ✬❞✐❡ ❚ür ✐st ③✉✬

D6 = ✬❞✐❡ ❚ür ✐st ❛✉❢✬

D7 = ✬❞✐❡ ❚ür ✐st ③✉ ♠❛❝❤ ❞✐❡ ❚ür ❛✉❢✬

D8 = ✬❞✐❡ ❚ür ✐st ❛✉❢ ♠❛❝❤ ❞✐❡ ❚ür ③✉✬.

❋✐rst ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❞s

V = (✬❞✐❡✬, ✬❚ür✬, ✬♠❛❝❤✬, ✬③✉✬, ✬❛✉❢✬, ✬✐st✬).

✺✵
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❲✐t❤ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✇❡ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①

X =















1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1
2 2 1 1 1 1
2 2 1 1 1 1















.

❊❛❝❤ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛ ✇♦r❞✳
❆ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✇♦r❞s ❛r❡

♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦✉♥ts✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡
♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts D7 ❛♥❞ D8

❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ n✲❣r❛♠ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs n ❧♦♥❣ s✉❜ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✇♦r❞s ❛s t❡r♠s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
s❛♠❡ st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡s❡ n✲❣r❛♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r n = 2 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❛❧❧
n✲❣r❛♠s ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦r♣✉s✿

(✬♠❛❝❤✬, ✬❞✐❡✬), (✬❞✐❡✬, ✬❚ür✬), (✬❚ür✬, ✬③✉✬),

(✬❚ür✬, ✬❛✉❢✬), (✬✐st✬, ✬❞✐❡✬), (✬❚ür✬, ✬✐st✬),

(✬✐st✬, ✬③✉✬), (✬✐st✬, ✬❛✉❢✬), (✬③✉✬, ✬♠❛❝❤✬),

(✬❛✉❢✬, ✬♠❛❝❤✬)

❆❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ n✲❣r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛s❦✳ ❇✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣♦ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s✱
❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡ ❬❇✐r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

✹✳✶✳✸ ▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❙❆✮

❚❤❡ ❧❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✭▲❙❆✮ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❡r♠s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❝❝✉r ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐① X✱ t❤❡♥ ▲❙❆ ✐s ❛ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐① X✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
t❤❡r❡ ❡①✐st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s U ❛♥❞ W ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Σ ✇✐t❤
♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲
t❡r♠ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

X = UΣW T .

✺✶
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❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✳ ■♥✲
❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ X ✐♥t♦ XTX ❛♥❞ XXT ❧❡❛❞s t♦

XTX = WΣUTUΣW T = WΣ2W T

XXT = UΣW TWΣUT = UΣ2UT

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ W ❛♥❞ U ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢
XTX ❛♥❞ XXT r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❙❱❉ ❣✐✈❡s ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s st♦r❡❞ ❛s ❝♦❧✉♠♥s ✭❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮ ♦❢
U ❛♥❞ W ❢♦r t❡r♠s ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

❖♥❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙❱❉ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✭♥♦t t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡✮✳ ❇✉t ❛s t❤❡ ❝♦r♣✉s ❛♥❞ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②
s✐③❡s ❣r♦✇ ▲❙❆ ❣❡ts ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✹✳✷ ✇♦r❞✷✈❡❝

❚❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ tr❛✐♥ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚❤❡②
❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ♦♣✲
t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣
♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ◆▲P t❛s❦s ❛
t✇♦ st❡♣ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ❝r❡❛t❡❞
❢♦r t❤❡ ✜rst tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝
◆▲P t❛s❦ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✱ ✜rst ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❞s✱ t❤❡♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜rst ♥❡t✇♦r❦ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❞s✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡♥ tr❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ◆▲P t❛s❦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s tr❛♥s✲
❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ t✇♦
st❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝
◆▲P t❛s❦s✳

❚❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ tr❛✐♥✲
✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡ t❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❞s ❢♦r ✈♦❝❛❜✉❧❛r✐❡s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❞s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❞ s✐♠✐❧❛r✐t② t❛s❦s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ t❛s❦ ✐s s✐♠♣❧❡ ✇♦r❞ s✐♠✐✲
❧❛r✐t② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ✬❍✉♥❞✬ ❛♥❞ ✬❑❛t③❡✬✷ ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❝t♦r

✷■♥ ❊♥❣❧✐s❤✿ ❞♦❣ ❛♥❞ ❝❛t

✺✷
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s♣❛❝❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦s✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐♠✐❧❛r✐t② t❛s❦s ❧✐❦❡ ✐❢
✬❣r♦ÿ✬ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✬❣röÿ❡r✬ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡ ❛s ✬❦❧❡✐♥✬ t♦ ✬❦❧❡✐♥❡r✬✸✳
❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ v(✬❣röÿ❡r✬) − v(✬❣r♦ÿ✬) + v(✬❦❧❡✐♥✬) ❛♥❞
s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s v(✬❦❧❡✐♥❡r✬)✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡
✐s t❤❛t ✇❤❡♥ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❤✉❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❛♣❛✲
❜❧❡ ♦❢✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡
❧✐❦❡✹

v(✬❑ö♥✐❣✬)− v(✬▼❛♥♥✬) + v(✬❋r❛✉✬) ≃ v(✬❑ö♥✐❣✐♥✬).

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ ✇♦r❞✷✈❡❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦r♣✉s X ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❞s w1, w2, ..., w|X|✳ ❚❤❡♥ ❛
✈♦❝❛❜✉❧❛r② V ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t②♣✐❝❛❧❧② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
✇♦r❞s ✐♥ X✳ ❚❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✐s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✇♦r❞s✱
t❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✐♥❞❡① t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s ✐♥ ♦✉r ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳ ◆♦✇ ❧❡t i(w) ❜❡
t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ✇♦r❞ w ∈ V ❛♥❞ v(w) ❜❡ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❛s ❛ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ❤❛s ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✇♦r❞s✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❛❧❧ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦r♣✉s✳ ❲♦r❞s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❖✉t ❖❢ ❱♦❝❛❜✉❧❛r② ✭❖❖❱✮ ✇♦r❞s✳ ❋♦r
❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡s❡ ✇♦r❞s ✇❡ ❛❞❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❖❖❱ ✇♦r❞ t♦ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ❛♥❞
tr❡❛❞ ❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s ❛s t❤✐s ❖❖❱ ✇♦r❞✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛❣✲♦❢✲❲♦r❞s ✭❈❇❖❲✮

❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪ ✐s t❤❡ ❈♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❇❛❣✲♦❢✲❲♦r❞s ✭❈❇❖❲✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ✇♦r❞ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❝♦♥✲
t❡①t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✇♦r❞ ❛r❡ ❛❧❧ c ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❞s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t wt ∈ X ❜❡ t❤❡ t✲t❤ ✇♦r❞ ✐♥ X✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t Ct =
(wt+j)j=±1,...,±c✳

❚❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞s
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s ✐♥t♦ R

d✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❆❢t❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s t❤❡✐r r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦

✸■♥ ❊♥❣❧✐s❤✿ ❜✐❣ t♦ ❜✐❣❣❡r ❛s s♠❛❧❧ t♦ s♠❛❧❧❡r
✹❊q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤✿

v(✬❦✐♥❣✬)− v(✬♠❛♥✬) + v(✬✇♦♠❛♥✬) ≃ v(✬q✉❡❡♥✬)

✺✸
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wt wt+1wt−1 wt+2wt−2 wt+3wt−3 wt+4wt−4. . . . . .

Ct

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥t❡①t ✇♦r❞s ✇✐t❤ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ c = 3 ❢♦r ✇♦r❞ wt✳

t❤❡ ♥❛♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❜❛❣s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ t♦ ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r
✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❛ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ s♦❢t♠❛① ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ |V | ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ j✲t❤ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(i(wt) = j|Ct) ❣✐✈❡♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t Ct✳ ❚❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s
♣❛r❛♠❡t❡rs θ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇❡✐❣❤ts✮

J(θ) = − 1

|X| logL(θ) = − 1

|X|

|X|
∑

t=1

log p(wt|Ct).

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(wt|Ct) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
✇♦r❞ wt✳

■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t E ∈ R
|V |×d ❜❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ✐ts r♦✇s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ v(w) = Ei(w),.✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ✈❡❝t♦r ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs

v(Ct) =
1

|Ct|
∑

w∈Ct

v(w).

❚❤✐s ❝♦♥t❡①t ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts U ∈
R

|V |×d✳ ❚❤❡ r♦✇s ♦❢ U ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t❡①t ✏✇♦r❞✑ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
u(w) = Ui(w),. s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
❤❛s t✇♦ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✇♦r❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ✇♦r❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❡①t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✇ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦♠♣❛r❡s ❡❛❝❤ ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ u(w)
✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t ✈❡❝t♦r v(Ct) t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✇♦r❞ w ∈ V ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Ct ❛s

p(w|Ct) = softmax(v(Ct)
Tu(w)).

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❢♦r ❛ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
p(wt|Ct) t❤❡ s♦❢t♠❛① ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

p(wt|Ct) = softmax(v(Ct)
Tu(wt)) =

exp(v(Ct)
Tu(wt))

∑

w∈V exp(v(Ct)Tu(w))
.

✺✹

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

i(wt−2)

i(wt−1)

i(wt+1)

i(wt+2)

Σ p(wt|Ct)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♦❢t♠❛① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t♠❛① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉♠
♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s st✐❧❧ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡✳ ❇✉t t❤❡ s♦❢t♠❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛①✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ d × log |V |✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣
✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(wt|Ct) ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❞ wt ✭❛♥❞
♥♦t ❢♦r ❛❧❧ ✇♦r❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✉♣✳

❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ✉s❡s ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡✺ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❧❛②❡r ✇✐t❤ |V | ❧❡❛✈❡s✳ ❊❛❝❤ ❧❡❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ✇♦r❞✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ r♦♦t t♦ ❛ ❧❡❛✈❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛✈❡ ♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❞✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ ✇♦r❞ w ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✈✐❛ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡
r♦♦t t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❞ w✳ ▲❡t n(l, w) ❜❡ t❤❡ l✲t❤ ♥♦❞❡
✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ t❤❡ ✇♦r❞ w ❛♥❞ L(w) t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❣❡ts ❛ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ u(n)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧❡t [[x]] ❜❡ ❛ tr✉t❤
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛s [[x]] = 1 ✐❢ x ✐s tr✉❡ ❛♥❞ −1 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ❧❡t ❧❡❢t(n) ❜❡
t❤❡ ❧❡❢t ❝❤✐❧❞ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✻✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
s♦❢t♠❛① ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇♦r❞ wt ❣✐✈❡♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t Ct ❛s

p(wt|Ct) =

L(wt)−1
∏

l=1

σ
(
[[n(wt, l + 1) = ❧❡❢t(n(wt, l))]]v(Ct)

Tu(n(wt, l))
)
.

✺❚❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❀ ▼✐❦♦❧♦✈✱
❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪ ✇❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❍✉✛♠❛♥ tr❡❡✳

✻❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ♦✈❡r t❤❡ r✐❣❤t ❝❤✐❧❞ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✇❛②✳

✺✺
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✇✐t❤ σ(x) = 1
1+exp(−x)

t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ t❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳

i(wt−2)

i(wt−1)

i(wt+1)

i(wt+2)

Σ p(wt|Ct)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳

✹✳✷✳✷ ❙❦✐♣✲●r❛♠

❚❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇♦r❞✷✈❡❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱
❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧
❡①❝❡♣t t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇♦r❞ t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛r♥s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ✇♦r❞ ❣✐✈❡♥ ✐ts
❝♦♥t❡①t t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❣✐✈❡♥ ❛ ✇♦r❞✳

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❣✐✈❡♥ ❛s

J(θ) = − 1

|X| logL(θ) = − 1

|X|

|X|
∑

t=1

log p(Ct|wt).

❙♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♦❢ p(Ct|wt) ✐s ❣✐✈❡♥
❛s

log p(Ct|wt) = log
∏

w∈Ct

p(w|wt) =
∑

w∈Ct

log p(w|wt).

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❇❖❲ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ |V | × d ❢♦r ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❇✉t
t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❣❡ts ❛s ✐♥♣✉t ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❞ ✭t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇♦r❞s✮
✇❤♦s❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r v(wt) ✐s t❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♣r❡❞✐❝ts ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇♦r❞✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❈❇❖❲
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ❢♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❙❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳
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i(wt)

p(wt−2|wt)

p(wt−1|wt)

p(wt+1|wt)

p(wt+2|wt)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛①

♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳

✹✳✷✳✸ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❋r❡q✉❡♥t
❲♦r❞s

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦✇ t❤❡
❝❡♥t❡r ✇♦r❞ wt✱ ✐ts ❝♦♥t❡①t Ct ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s wt /∈ Nt ⊂ V ✳ ❯s✐♥❣ ❛
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pn t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s w ∈ Nt ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✲
❝❛❜✉❧❛r② ✇✐t❤ w ∼ pn✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s |Nt| r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
2− 20 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦r♣✉s s✐③❡ ✭s♠❛❧❧ ❝♦r♣♦r❛ ♥❡❡❞ ♠♦r❡
♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r
t❤❡ ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ✐s

J(θ) = − 1

|X|

|X|
∑

t=1

(

log σ(v(Ct)
Tu(wt))−

∑

w∈Nt

log σ(v(Ct)
Tu(w))

)

.

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛♣❡r ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦

❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇♦r❞✷✈❡❝ ✈❡❝t♦rs ✐s s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
✇♦r❞s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❡①tr❡♠❡❧② ♦❢t❡♥ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
t❤❛♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇♦r❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ❝❛♥ ❜❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❝♦♥t❡①t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛rt✐❝❧❡s ♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣
tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❤❛r♠
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s✳ ❚♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s ❤❛r♠❢✉❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤❧②
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♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇♦r❞s✱ ✇♦r❞s wt ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦r♣✉s X ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pd ❣✐✈❡♥ ❛s

pd(wt) = 1−
√

T

TF(wt, X)
.

❚❤❡r❡ T ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❛r♦✉♥❞ 10−5✱ s❡❡✿ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ❈❤❡♥✱
❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪✮ ❛♥❞ TF ✐s t❤❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❜✉t s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✐s❝❛r❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛❜♦✈❡ T ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥t ✇♦r❞s ❛♥❞ st✐❧❧ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦r❞❡r ✭s❡❡✿ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳

TF(wt)
10−6 10−5 10−4 10−3 10−2

pd(wt)

0

1/4

1/2

3/4

1

T

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉✐s❝❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢

10−5✳

✹✳✸ ❢❛st❚❡①t

■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬▲❡✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪
❢❛st❚❡①t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r t❡①t ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ r❛♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❏♦✉❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡
s✉❣❣❡sts t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ✈❡r② ❢❛st t♦ tr❛✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡
❛♥② ♣r❡tr❛✐♥❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥ ❬▼✐❦♦❧♦✈
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐✜❡r ♠♦❞❡❧ t♦ tr❛✐♥ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ ❬▼✐❦♦❧♦✈✱ ❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❀ ▼✐❦♦❧♦✈✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱
❈❤❡♥✱ ❈♦rr❛❞♦ ❛♥❞ ❉❡❛♥✱ ✷✵✶✸❪ t❤❡✐r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s ✐♥ t✇♦ ✢❛✈♦rs✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈❇❖❲ ❛♥❞ t❤❡ ❙❦✐♣✲●r❛♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❬▼✐❦♦❧♦✈
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❇❖❲ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❈❇❖❲ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢❛st❚❡①t ❈❇❖❲ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❞✷✈❡❝
✈❡rs✐♦♥ ✭s❡❡✿ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮ ❡①❝❡♣t t✇♦ ❝❤❛♥❣❡s✿
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P♦s✐t✐♦♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❲❡✐❣❤t✐♥❣✿ ❚❤❡ ✇♦r❞✷✈❡❝ ♠♦❞❡❧ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦r❞s ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✈❡❝t♦rs ❛s ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❡①t ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ♦r❞❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
✈❡❝t♦rs v(Ct) ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ t♦♦✳ ◆♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ j = ±1, ...,±c ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✈❡❝t♦r dp ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

v(Ct) =
∑

j=±1,...,±c

dj ⊙ wt+j.

❙✉❜✇♦r❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❚②♣✐❝❛❧ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ✐❣♥♦r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❞s✳ ❚♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ❜❛❣ ♦❢
❝❤❛r❛❝t❡r n✲❣r❛♠✬s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r✳ ▼❡❛♥✲
✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r n✲❣r❛♠s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝✲
t♦rs ❢r♦♠ ❛ t❡①t ❝♦r♣✉s✳ ◆♦✇ t♦ ❣❡t ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❞ w✱
t❤❡ ✇♦r❞ ✐s ✜rst ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ n✲❣r❛♠s N ✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ w
✇❤❡r❡ xn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ n✲❣r❛♠ n ∈ N ✳ ▲❡t v(w) ❜❡
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r ❢♦r w✱ t❤❡♥ ✐ts ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ s✉❜✇♦r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

v(w) +
1

|N |
∑

n∈N
xn.

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ n✲❣r❛♠s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ ❢r♦♠ 3 t♦ 6 ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❚❤❡ n✲
❣r❛♠ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s✱
♠❡❛♥✐♥❣ ❢♦r ❖❖❱ ✇♦r❞s✱ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ v(w) ❛s ③❡r♦ ✈❡❝t♦r ♦r ✉s✐♥❣
❛ tr❛✐♥❡❞ ❖❖❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s
❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❖❖❱ ✇♦r❞s✳

❘❡♠❛r❦✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ●❧♦❱❡ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬P❡♥♥✐♥❣t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❊①♣❡r✐♠❡♥ts

✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♣②t❤♦♥✳ ❚❤❡r❡ ■ ✉s❡❞ ♣r❡tr❛✐♥❡❞
✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❬❆❧✲❘❢♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❧✐❜r❛r② ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❬●r❛✈❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♥s✐♠ ❬➄❡❤➲➦❡❦
❛♥❞ ❙♦❥❦❛✱ ✷✵✶✵❪ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
❑❡r❛s ❬❈❤♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ✉s✐♥❣ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❛s ❜❛❝❦❡♥❞✳

✺✳✶✳✶ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❧❡❛♥s t❤❡
r❛✇ ❞❛t❛ ✭s❡♥t❡♥❝❡s ♦r ❡♥t✐r❡ t❡①ts✮✱ t❤❡♥ s♣❧✐ts t❤❡ ❝❧❡❛♥❡❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t♦❦❡♥s
✭✇♦r❞s✱ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❛t❡s✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r r❡♠♦✈❡s ♦r ❧❡❛✈❡s st♦♣ ✇♦r❞s ❛♥❞✴♦r ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s✳

❊s❝❛♣✐♥❣✱ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❚♦❦❡♥✐③❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ s♣❧✐tt✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♠✉st ❜❡ ❡s❝❛♣❡❞✳ ❚❤✐s
✇❛② t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❧❡❛♥✉♣ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤
t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ s❡♥t❡♥❝❡ ✬❆♠ ✸✳ ❋❡❜r✉❛r

✇✉r❞❡ ➓ ✸ ❆❜s✳ ✹ ❜❡s♣r♦✲❭♥❝❤❡♥✳✬✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞♦ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s❡♥✲
t❡♥❝❡ ❡♥❞✐♥❣s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ✬➓✬ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡❛♥✐♥❣ ❜✉t ♠❛②
♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ ✬✸✳ ❋❡❜r✉❛r✬ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ t♦❦❡♥✶ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❛❝❡ ✐♥ ✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ✲❭♥

♠✉st ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✇♦r❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❧✐♥❡ ❜r❡❛❦✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡s❝❛♣✐♥❣✳ ❆t ✜rst ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❡s❝❛♣❡

✶■t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ s♣❧✐t t❤❡ t❡r♠ ✸✳ ❋❡❜r✉❛r ✐♥ t❤r❡❡ t♦❦❡♥s 〈✸〉 〈✳〉 〈❋❡❜r✉❛r〉✱
❡✐t❤❡r ✇❛② t❤❡ ❞♦t ✐s ♥♦t ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❞❡❧✐♠✐t❡r✳
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s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛❝t✉❛❧ ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠✲
♣❧❡s s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠s ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ s❡♥t❡♥❝❡ t♦ ✬❆♠ ✸✳ ❋❡❜r✉❛r

✇✉r❞❡ P❛r❛❣r❛♣❤ ✸ ❆❜s❛t③ ✹ ❜❡s♣r♦✲❭♥❝❤❡♥✳✬✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❡s✲
❝❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ❜✉t ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s❡♥t❡♥❝❡ ♦r t♦❦❡♥
❞❡❧✐♠✐t❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ ❞♦t ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡rs t♦ ❜❡ ❡s❝❛♣❡❞ ❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❘❡❣❊① ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❡s ❛♥❞
♥✉♠❜❡rs✮✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦❦❡♥ ❞❡❧✐♠✐t❡rs ❛r❡ ❛❝t✉❛❧ s❡♥✲
t❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦❦❡♥ ❞❡❧✐♠✐t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✏✐❧❧❡❣❛❧✑ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❝❛♥
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ s❛❢❡❧②✳ ❆❢t❡r t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐❧❧❡❣❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs t❤❡ t❡①t ✐s
s♣❧✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❧✐♠✐t❡rs✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❡s❝❛♣❡❞ t♦✲
❦❡♥s ❛r❡ r❡st♦r❡❞✳ ❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t♦❦❡♥s
〈❆♠〉 〈✸✳ ❋❡❜r✉❛r〉 〈✇✉r❞❡〉 〈P❛r❛❣r❛♣❤〉 〈✸〉 〈❆❜s❝❤♥✐tt〉 〈✹〉 〈❜❡s♣r♦❝❤❡♥〉 〈✳〉✳

❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
❉r✳ ❉♦❦t♦r

❆❜❣✳ ❆❜❣❡♦r❞♥❡t❡r

◆r✳ ◆✉♠♠❡r

③✳❇✳ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧

➓ P❛r❛❣r❛♣❤

e ❊✉r♦

✫★✽✸✻✹❀ ❊✉r♦

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡♣❧❛❝❡✲

♠❡♥ts

✺✳✶✳✷ ❲♦r❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✸ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② P♦❧②❣❧♦t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣❡♥s✐♠ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
s❡♥t❡♥❝❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❣❡ts t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞
s❡♥t❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣❛ss❡s ❜❛t❝❤❡s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❑❡r❛s ♠♦❞❡❧s✳✷

P♦❧②❣❧♦t ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s

❚❤❡ P♦❧②❣❧♦t✸ ❧✐❜r❛r② ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❛
❞♦✇♥❧♦❛❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ●❡r♠❛♥✳

✷❚❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❑❡r❛s

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ❜✉t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✭♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮ ❛❧❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

✸❋♦r ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡❡✿ ❤tt♣s✿✴✴♣♦❧②❣❧♦t✳r❡❛❞t❤❡❞♦❝s✳✐♦✴❡♥✴❧❛t❡st✴ ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ ●✐t❍✉❜ ♣r♦❥❡❝t s❡❡✿ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❛❜♦❙❛♠♦♦r✴♣♦❧②❣❧♦t✳
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■♥ t❤❡ t❡sts ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ ♥❛♠❡❧② ❝✇✱ ✉❡ ❛♥❞ s❣♥s✱ ✇❤❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
100.000 ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇♦r❞s ✐♥ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✇
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆❧✲❘❢♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❙❛❞❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ■ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ t❤❡② ✇❤❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦r ✇❤❡r❡ t❤❡②
❝❛♠❡ ❢r♦♠✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳

◆❛♠❡ ❑♥♦✇♥ ❲♦r❞s ❱❡❝t♦r ❉✐♠✳
❝✇ ✶✵✵✳✵✵✹ ✻✹
✉❡ ✶✵✵✳✵✵✵ ✶✷✽
s❣♥s ✹✽✸✳✻✷✾ ✷✺✻
❢❛st❚❡①t ✷✳✵✵✵✳✵✵✵ ✸✵✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s✱ st♦♣ ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦❡♣t
♦r r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t♦❦❡♥s✳

❢❛st❚❡①t ❊♠❜❡❞❞✐♥❣

❚❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❞❛t❛ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r❡tr❛✐♥❡❞ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❢♦r ●❡r♠❛♥ ✐♥ t❤❡
❜✐♥❛r② ❢♦r♠❛t✹ ✇✐t❤ ❣❡♥s✐♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥s✐♠ ❧✐❜r❛r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣②t❤♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t♦ ❡♠❜❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ✇♦r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❢♦r♠❛t
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥s✐♠ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
t♦ ❡♠❜❡❞ ❖❖❱ ✇♦r❞s ✉s✐♥❣ s✉❜✇♦r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❢r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ ❖❖❱ ✇♦r❞s t❤❡ ❑❡r❛s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥②
♠♦r❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r
❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡ ✐s ♥♦t ✜①❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❖❖❱ ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇♦r❞s✳
❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ r❡❛s♦♥s✱ ✇❤② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛②❡r ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧r❡❛❞② ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❣❡♥s✐♠✳

❉❛t❛ ●❡♥❡r❛t♦r

❆ ❉❛t❛ ●❡♥❡r❛t♦r ✐♥ ❑❡r❛s ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ❛s ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ❢♦r ❡✐t❤❡r
tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✹❋✐❧❡ ❙♦✉r❝❡ ✭❆❝❝❡ss❡❞ ❙❡♣✳ ✶✱ ✷✵✶✽✮✿ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❢❛❝❡❜♦♦❦r❡s❡❛r❝❤✴

❢❛st❚❡①t✴❜❧♦❜✴♠❛st❡r✴♣r❡tr❛✐♥❡❞✲✈❡❝t♦rs✳♠❞
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t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♥t❡♥❝❡✳
❋♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❣❡ts ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ s❡♥t❡♥❝❡s ✭♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛t❝❤❡s
♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ❜❛t❝❤✱ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② s❡♥✲
t❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉❡sts ❛ ❜❛t❝❤ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣❛ss❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❝❤❡s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥t✐❧ ❛❧❧
❜❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r✉♥s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ✭❡♣♦❝❤s✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❤✉✤❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s s❤✉✤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ❜② ❧❡♥❣t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤✉✤❡❞
t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ❣r♦✉♣s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ r❡❝r❡❛t❡s t❤❡ ❜❛t❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②
t❤❡ ❜❛t❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✳

✺✳✶✳✸ ▼♦❞❡❧ ❇✉✐❧❞❡r

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❆◆◆ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
♥♦t ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ t②♣❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ s❡♥t❡♥❝❡s ✈❛r② ✐♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛
♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❑❡r❛s
♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♥❛♠❡ ✭t②♣❡✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛❧❧ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣❡✲
❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇✐s❤
t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t♦ ❡♠❜❡❞ ❖❖❱ ✇♦r❞s✮✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞❡r ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❧✐❦❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧
♦r F1 s❝♦r❡s✳ ❆❧s♦ ❧✐❜r❛r✐❡s ❧✐❦❡ s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✺ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❆◆◆s✳

▼♦❞❡❧s

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❜❛s❡ t②♣❡s ▼▲Ps✱ ❈◆◆s ❛♥❞ ❘◆◆s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ▼▲Ps ❛♥❞ ❈◆◆s ♥❡❡❞ t♦
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❝❛♥♥♦t s✉♠✲
♠❛r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥♣✉t ✐♥t♦ ❛ ✜①❡❞ ♦✉t♣✉t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ▼▲P t❤✐s s✉♠♠❛r② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❡✈❡♥ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡
✏❛❝t✉❛❧✑ ▼▲P ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r ❛s ✜rst ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r
❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦r ❛ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✉♠♠❛r②

✺❙❡❡✿ ❤tt♣s✿✴✴s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✳♦r❣✴st❛❜❧❡✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✳

✻✸
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♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡♥t❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▼▲P ♠♦❞❡❧
t②♣❡s ❝❛❧❧❡❞ ▼▲P ✭▼❛①✮ ❛♥❞ ▼▲P ✭❆✈❣✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈◆◆s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s✱
❜✉t ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs t❤❡ ❞❛t❛ ✐s st✐❧❧ ♦❢ ✈❛r②✲
✐♥❣ s✐③❡✳ ❚❤❡♥✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ▼▲P ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡② ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❢❡❞ ✐♥t♦ ❛
✜♥❛❧ ▼▲P ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❈◆◆ t②♣❡s ❈◆◆ ✭▼❛①✮ ❛♥❞
❈◆◆ ✭❆✈❣✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ▼▲Ps ❛♥❞ ❈◆◆s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❘◆◆s✱ ♥❛♠❡❧②
❙✐♠♣❧❡❘◆◆✱ ●❘❯ ❛♥❞ ▲❙❚▼ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞
❝r❡❛t❡ ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ✜♥❛❧ ▼▲P ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❘◆◆s
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ❜② t❛❦✐♥❣ t✇♦ ❘◆◆ ❧❛②❡rs ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❘◆◆s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ❛r❡
t❤❡ ❇✐❙✐♠♣❧❡❘◆◆✱ ❇✐●❘❯ ❛♥❞ t❤❡ ❇✐▲❙❚▼✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈◆◆s
✇✐t❤ ❘◆◆s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❈◆◆ ✇✐t❤ ❛
♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡ ❘◆◆ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❈◆◆ ✭❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮✱ ❈◆◆
✭❇✐❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮✱ ❈◆◆ ✭●❘❯✮ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r② s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

P❛r❛♠❡t❡rs

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r
str✉❝t✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✲
✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✱
s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✸ ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ s❤❛r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❝ t♦ s♣❡❝✐❛❧
♠♦❞❡❧ t②♣❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ❛ × ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t②♣❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❯♥✐ts✿ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦r r❡❝✉rr❡♥t
❧❛②❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼▲P❴✉♥✐ts ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
▼▲P ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t ✜①❡❞ t♦ ✸ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t❴✉♥✐ts
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✸ ❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆❝t✐✈❛t✐♦♥✿ ❉❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✱ ✜rst t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦r
r❡❝✉rr❡♥t ❧❛②❡rs✱ ♥❡①t t❤❡ ▼▲P❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ▼▲P✳ ❚❤❡ r❡❝✉rr❡♥t❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡s
✐♥ ●❘❯s ❛♥❞ ▲❙❚▼s ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ σ✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ✜①❡❞
♦✉t♣✉t❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ❛ softmax ❛s ♦✉t♣✉t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

✻✹
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❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❋✐①❡❞ ❱❛❧✉❡✭s✮
♦✉t♣✉t❴✉♥✐ts 3
♦✉t♣✉t❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ softmax
▼▲P❴✉♥✐ts

▼▲P❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥

▼▲P❴❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t

❞r♦♣♦✉t

❧♦ss ❝r♦ss ❡♥tr♦♣②
♠❡tr✐❝s ❛❝❝✉r❛❝②✱ F1✱ P ✱ R
❡♣♦❝❤s ✺✵ ✭✻✵ ✐♥ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣✮
❜❛t❝❤❴s✐③❡

♦♣t✐♠✐③❡r ❆❞❛♠

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■❢ ♥♦ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡

✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳

P♦♦❧✐♥❣✿ ❚❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈◆◆s ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦♦❧❴t②♣❡ ❛♥❞
♣♦♦❧❴s✐③❡✱ t❤❡ ✜rst ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♠❛① ♦r ❛✈❡r❛❣❡
♣♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♦❧❴s✐③❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ❛r❡❛✳

❑❡r♥❡❧ ❙✐③❡✿ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧❴s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❈◆◆ ❦❡r♥❡❧s✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✳

❉r♦♣♦✉t✿ ❚❤❡ ❞r♦♣♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❞r♦♣♦✉t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦r
r❡❝✉rr❡♥t ❧❛②❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ▼▲P ❧❛②❡rs✳ ❖♥❧② ❞r♦♣♦✉t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ✐♥ r❡❝✉rr❡♥t ❧❛②❡rs ✐s ♥♦t s❡t ❜② t❤❡ ❞r♦♣♦✉t ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✱ ❢♦r t❤❛t t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t❴❞r♦♣♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡✳

❈♦♥str❛✐♥ts✿ ❚❤❡ ▼▲P❴❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❛ ♠❛①✲❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ▼▲P✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦r r❡❝✉rr❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❋♦r ❘◆◆s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱
✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮ t❤❡ ❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ U ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡❝✉rr❡♥t❴❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ W ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❘◆◆s✳

▼❡r❣❡ ▼♦❞❡✿ ❚❤❡ ♠❡r❣❡❴♠♦❞❡ ✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ t✐♠❡ ♦♣♣♦s❡❞ ❘◆◆s ✐♥ ❛
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✳
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✉
♥
✐
t
s

❛
❝
t
✐
✈
❛
t
✐
♦
♥

❦
❡
r
♥
❡
❧
❴
❝
♦
♥
s
t
r
❛
✐
♥
t

❦
❡
r
♥
❡
❧
❴
s
✐
③
❡

♣
♦
♦
❧
❴
t
②
♣
❡

♣
♦
♦
❧
❴
s
✐
③
❡

r
❡
❝
✉
r
r
❡
♥
t
❴
❛
❝
t
✐
✈
❛
t
✐
♦
♥

r
❡
❝
✉
r
r
❡
♥
t
❴
❝
♦
♥
s
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r
❛
✐
♥
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r
❡
❝
✉
r
r
❡
♥
t
❴
❞
r
♦
♣
♦
✉
t

♠
❡
r
❣
❡
❴
♠
♦
❞
❡

▼▲P ✭▼❛①✮
▼▲P ✭❆✈❣✮
❈◆◆ ✭▼❛①✮ × × × × × ×
❈◆◆ ✭❆✈❣✮ × × × × × ×
❙✐♠♣❧❡❘◆◆ × × ×
●❘❯ × × × × × ×
▲❙❚▼ × × × × × ×
❇✐❙✐♠♣❧❡❘◆◆ × × × × × ×
❇✐●❘❯ × × × × × × ×
❇✐▲❙❚▼ × × × × × × ×
❈◆◆ ✭❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮ × × × × × × × ×
❈◆◆ ✭❇✐❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮ × × × × × × × × ×
❈◆◆ ✭●❘❯✮ × × × × × × × × ×
❈◆◆ ✭❇✐●❘❯✮ × × × × × × × × × ×
❈◆◆ ✭▲❙❚▼✮ × × × × × × × × ×
❈◆◆ ✭❇✐▲❙❚▼✮ × × × × × × × × × ×

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❣r✐❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥♦t s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ × ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤✐s ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r✳

✻✻
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✺✳✷ ▼♦❞❡❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ✇❛② t♦
❧❛r❣❡ ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r✐❞✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♠❛❧❧❡r ❣r✐❞
s❡❛r❝❤❡s ✇❤❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡s❡ s♠❛❧❧❡r ❣r✐❞s ✇❤❡r❡ ✭❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✏❡❞✉❝❛t❡❞ ❣✉❡ss❡s✑ ❛❜♦✉t ✉s❡✲
❢✉❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t❴

❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s s❡t t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ σ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦t❤❡r
s❡❛r❝❤❡s✳

❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ P ✱ r❡❝❛❧❧ R
❛♥❞ F1 ✇✐t❤ ❛ ✸✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡tr✐❝s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❢♦❧❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✾✵✪
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐t❤❤♦❧❞ ✶✵✪ t❡st s❡t ✇❛s ♦♥❧② ✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥
❢♦r ✜♥❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

✺✳✷✳✶ ●r✐❞ ❙❡❛r❝❤

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❉♦♠❛✐♥ ✭❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮
▼▲P❴✉♥✐ts ✵ t♦ ✸ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ✸✷✱ ✻✹✱
✉♥✐ts ✶✷✽ ♦r ✷✺✻ ♥❡✉r♦♥s ♣❡r ❧❛②❡r
▼▲P❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❖♥❡ ♦❢ ReLU✱ tanh✱ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ σ ♦r
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r ✭♥♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮
r❡❝✉rr❡♥t❴❛❝t✐✈❛t✐♦♥

▼▲P❴❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t ◆♦ ❝♦♥str❛✐♥t ♦r ♠❛① ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ✶ ♦r ✹
❦❡r♥❡❧❴❝♦♥str❛✐♥t

r❡❝✉rr❡♥t❴❝♦♥str❛✐♥t

❞r♦♣♦✉t ◆♦ ❞r♦♣♦✉t ♦r ✷✵✪✱ ✸✵✪ ♦r ✹✵✪
r❡❝✉rr❡♥t❴❞r♦♣♦✉t

❜❛t❝❤❴s✐③❡ ❊✐t❤❡r ✸✷✱ ✻✹✱ ✶✷✽✱ ✷✺✻ ♦r ✺✶✷
❦❡r♥❡❧❴s✐③❡ ✸
♣♦♦❧❴t②♣❡ ▼❛① ♦r ❆✈❡r❛❣❡
♣♦♦❧❴s✐③❡ ✷ ♦r ✸
♠❡r❣❡❴♠♦❞❡ ❙✉♠✱ ♣r♦❞✉❝t ♦r st❛❝❦❡❞

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ●r✐❞ s❡❛r❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳

✻✼
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❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✶✸✶✹ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡
❝✇ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚♦ s❛✈❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✉❡ ❛♥❞ s❣♥s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s
✇❤❡r❡ ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✭✻✺✵ ♣❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ♥♦t t♦♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❆❧❧ t♦❣❡t❤❡r t❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ✸✾✷✽ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✸ t✐♠❡s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✸✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳ ❋♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ✜①❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ❛❧❧ st♦♣✇♦r❞s ❛♥❞
♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳

❚❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤❡s ✇❛s ❛❜♦✉t ✻ ✇❡❡❦s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦♥ ♠② ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✻✳

✺✳✷✳✷ ❋✐♥❡✲❚✉♥✐♥❣

❆❢t❡r t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r t✉♥✐♥❣✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✸✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✼ ✇❤❡r❡ s❡❡❞❡❞ ❢♦r r❡♣❡❛t❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡♣♦❝❤s
✇❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✻✵✳ ❆❧s♦ ❛❧❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱
st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❵s❝♦r❡✬ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ✸✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧
t②♣❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛✉t✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❤❛r❞❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♦✈❡r✈✐❡✇ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ st✉❞② s♣❡❝✐✜❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧✐❦❡ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ♦r

✻❆❜♦✉t ✽✵✪ ❈P❯ ✉s❛❣❡ ♦♥ ❛❧❧ ✹ ❝♦r❡s ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧❘© ❈♦r❡❚▼ ✐✼✲✼✺✵✵❯ ❈P❯ ❅ ✷✳✼✵●❍③
× ✹ ❛♥❞ ✶✺✳✻●✐❇ ❘❆▼✳

✼❘❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ❢r♦♠ ♣②t❤♦♥✱ ♥✉♠♣②✱ ❑❡r❛s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❜❛❝❦❡♥❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ s❡ss✐♦♥ ❝❛♥ r✉♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡s✲
s✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♠✉st r✉♥ s✐♥❣❧❡ t❤r❡❛❞❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts
❞❡s♣✐t❡ s❡❡❞✐♥❣ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t♦r
r❛♥❞♦♠❧② r❡❛rr❛♥❣❡s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❜❛t❝❤❡s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t♦r ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t②✳
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♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡s ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
❛ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

✺✳✸✳✶ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣s

❆s ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
❜② t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❜② ❢❛r
t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛♥❞ t❤❡
♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ s❡❡✿ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡ ✐s s❤❛r❡❞
❜② s❣♥s ❛♥❞ ✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤♦s❡
t✇♦ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❣♥s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
✐s ❜✐❣❣❡r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✇♦r❞s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡②
st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧✐❦❡✳ ❇② ❢❛r t❤❡ ✇♦rst ✐s t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ❝✇ ❛♥❞ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧♠♦st
❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❣♥s ❛♥❞ ✉❡ ❛r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳ ❉❡s♣✐t❡
t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛r❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
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♦t❤❡r t✇♦ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✭❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❧✐❜r❛r②✮✳

❋♦r ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s t❤❡✐r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣❛✐♥st r❡✲
❝❛❧❧ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s
❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❆s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡
❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳

F1 = 70%
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F1 = 40%

❝✇
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C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮
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❢❛st❚❡①t
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C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ Pr❡❝✐s✐♦♥ P ❛❣❛✐♥st r❡❝❛❧❧ R ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▲❡❢t✿ ❝✇✱ ❘✐❣❤t✿ ❢❛st❚❡①t✳

❲❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ♦♥❧② t❤❡ ✏❣♦♦❞✑ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡♥
✺✵✪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✻✵✪✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❞✐✛❡r✱
✜rst t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss s♣❡❝✐✜❝
❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❜✐❛s❡❞
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❧❛ss C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❛ss ✇❡✐❣❤ts✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ❝❧❛ss C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❢♦r ❝✇ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❜✐t ❧♦✇❡r
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜✉t ❤✐❣❤❡r r❡❝❛❧❧ ❢♦r ❢❛st❚❡①t ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❛ ❧♦✇
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ♠♦❞❡❧s ✐s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ ❛❣❛✐♥st r❡❝❛❧❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❢❛st❚❡①t ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ✇❛② ❜❡tt❡r ✐♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✐❢ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ♥❡✉tr❛❧ C0 ♦r ♥♦t C1 ∪ C2

✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ✐s✳ ❚❤✐s
✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧❧② ❣♦♦❞ ♠❡tr✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
r❡❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥
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♠❡tr✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ♠♦❞❡❧s ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡❝❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss C1

✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

F1 = 70%

F1 = 60%

F1 = 50%

F1 = 40%

❝✇ ✭score ≥ 50%✮

P

R

20✪

20✪

40✪

40✪

60✪

60✪

80✪

80✪

100✪

100✪ C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮
C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮
C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮

F1 = 70%

F1 = 60%

F1 = 50%

F1 = 40%

❢❛st❚❡①t ✭score ≥ 60%✮

P

R

20✪

20✪

40✪

40✪

60✪

60✪

80✪

80✪

100✪

100✪ C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮
C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮
C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ Pr❡❝✐s✐♦♥ P ❛❣❛✐♥st r❡❝❛❧❧ R ❢♦r ❛❧❧ ✏❣♦♦❞✑ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡

s❛♠❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▲❡❢t✿ ❝✇ ❛♥❞ ❛ s❝♦r❡ ≥ 50%✱ ❘✐❣❤t✿ ❢❛st❚❡①t ❛♥❞ ❛

s❝♦r❡ ≥ 60%✳

✺✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧s

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ t②♣❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s t❤❛t ❛♣♣❧②
t♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳

❙❤✉✤✐♥❣ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❇❛t❝❤ ❙✐③❡s✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐s
❆❞❛♠ ✭s❡❡✿ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳ ❚❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤ ❜❛t❝❤❴s✐③❡ s❛♠✲
♣❧❡s ♣❡r ❜❛t❝❤✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏❧✐♠✐t❡❞✑ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞
❜② t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❜❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
s✐③❡ ♦❢ ❜❛t❝❤❴s✐③❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇❤❡r❡
s❤✉✤❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❜❛t❝❤❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛② ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ t❤❡ ❜❛t❝❤❡s
❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳✽ ❚❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ♦❢ ✻✹

✽▼♦st ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ♦r ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r② ❑❡r❛s t❤❛t
✇❛s ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ s✉♣♣♦rt s✉❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❇✉t t♦ ✉s❡ ❞❛t❛ s❤✉✤✐♥❣ ❛❧❧
s❛♠♣❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣❛❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡ ♠❛s❦✐♥❣✳ ❙❛❞❧② ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑❡r❛s ✉s❡❞✮ ♥♦t ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s s✉♣♣♦rt ♠❛s❦✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s ✇✐t❤ r♦✉❣❤❧② 2 · 106 s❡♥t❡♥❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
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t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛t❝❤❴s✐③❡
❢♦r ♠♦st ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✻✹ ❛s ❜❛t❝❤ s✐③❡ ✇❛s ✈❛❧✲
✐❞❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ❛ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✵ ✇❛s
✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ❛❜♦✉t ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ t❤❡♥ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❖✈❡r✜tt✐♥❣✿ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞r♦♣♦✉t ❛♥❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❤❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❤❡r❡ ❛ ❜✐❣ ●❘❯ ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣♦✉t ♦r
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s tr❛✐♥❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ✭s♦❧✐❞✮ st❛rts
❞r♦♣♣✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡♣♦❝❤ ✶✺ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞r♦♣ ❜❡❧♦✇ ✺✼✪ ✉♥t✐❧ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t ✇❛s ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ♠❡♠♦r✐③❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ ❛ s❝♦r❡ ❛❜♦✈❡ ✾✺✪ ♦♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧
♦r F1 ♠❡tr✐❝s ♦❢ ♠♦❞❡❧s tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ♦✈❡r✜tt✐♥❣
t❤❡ ✐♠♣❛❝t t♦ t❤♦s❡ ♠❡tr✐❝s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❇✉t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s
t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞r♦♣♦✉t ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✵✪ t♦ ✹✵✪ ✐♥ ❛❧❧ ❧❛②❡rs t❤❡ ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ♠❡tr✐❝s st❛② st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❧✐♠✐t✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✈❡r✲
✜tt✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s♠❛❧❧❡r ♦r s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞r♦♣♦✉t ❞♦❡s ♥♦t ❤✉rt✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♦❢ ✹ ❞♦❡s ❛ ❣♦♦❞ ❥♦❜ ❢♦r ♠♦st ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❛ ❜✐t ❤❛r❞❡r t♦
❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t♦♦
❤❛r❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ ✇❡❛❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t✳

Pr❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❛❧❧✿ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✈❛❧✐❞❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ❞♦❡s ✜rst ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ❤❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s❝♦r❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ t②♣❡s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❇✉t
t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧✬s s❝♦r❡✱ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ F1 ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜ ✐s t❤❛t ❛ ❜❡tt❡r s❝♦r❡ ♠❡❛♥s
❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
t❤❡ ♠❡tr✐❝s r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤✐❣❤ s❝♦r❡s✱ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦
♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ s❝♦r❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r②
str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s✱ ❜✉t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥②✇❛②✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠✐♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧ t②♣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳
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❡♣♦❝❤s

s❝♦r❡ ❬✪❪

✺✵✪

✻✵✪

✼✵✪

✽✵✪

✾✵✪

✶✵✵✪

✶✵ ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵

❡♣♦❝❤s

s❝♦r❡ ❬✪❪

✺✵✪

✻✵✪

✼✵✪

✽✵✪

✾✵✪

✶✵✵✪

✶✵ ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵

tr❛✐♥✐♥❣ s❡t

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙❝♦r❡s ♦✈❡r tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✳ ▲❡❢t✿ ❆ ●❘❯ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✲

♦✉t ❛♥② ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛

❞r♦♣♦✉t ♦❢ ✹✵✪ ❛♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ✹✳

▼▲Ps

❆ s✐♠♣❧❡ ▼▲P ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
r❡❛❝❤❡s ❛❧r❡❛❞② ✉♣ t♦ ✺✽✪ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛
✇❡❛❦❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ▼▲P s❝♦r❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ✺✷✪✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ ❛ s❝♦r❡
♦❢ ✺✽✪ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ t❤❡
♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡ ❛r❡ ❢r♦♠ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♠♦❞❡❧
✉s❡❞ ✐♥ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼❚❇❖❲✱ ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ✺✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ▼▲P t②♣❡s✳ ❚❤❡ ▼▲P

✭▼❛①✮ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs t♦ ❣❡t ❛ s❡♥t❡♥❝❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❛ ✈❡r② ❜❛❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❛② ❜❡tt❡r ✈❡rs✐♦♥ ✐s t♦
❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ✈❡❝t♦rs ❛s ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✉s❡❞✳

❋♦r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛s ReLU ♦r ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥ts ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡✳ ■❢ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡
❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧♦✇✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▼▲Ps ✇✐t❤ ❢❛st❚❡①t

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳
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❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘◆◆s ♣❡r❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
❚❤❡② ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✻✸✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❛s t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❛ ❜✐t s❧♦✇❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❈◆◆ ✲ ❘◆◆ ❍②❜r✐❞s

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈◆◆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘◆◆ ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ❛♥❞
t❤❡ ✜♥❛❧ ▼▲P✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ ❈◆◆ st❛❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♠❛♥②✲t♦✲
♦♥❡ ❘◆◆ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥ ▼▲P✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢
t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ ❈◆◆ ✭❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮✱ ❈◆◆ ✭❇✐❙✐♠♣❧❡❘◆◆✮✱ ❈◆◆ ✭●❘❯✮✱ ❈◆◆
✭❇✐●❘❯✮✱ ❈◆◆ ✭▲❙❚▼✮ ❛♥❞ ❈◆◆ ✭❇✐▲❙❚▼✮✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛ss❡ss❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥♦t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

✺✳✸✳✸ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s

❋♦r ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t
✭✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t✮ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥t✐r❡ ♣♦✲
❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❛❜♦✉t ✺✽✳✵✵✵ s♣❡❡❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t 2 · 106
s❡♥t❡♥❝❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳

❋✐rst t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♠❛♥✉❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✉s❡❞ s❤♦✇s s✐♠♣❧② t❤❡ s♣❡❡❝❤❡s ❛s t❡①t ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡♥t❡♥❝❡ ❤❛❞ ✐ts ❝❧❛ss ❡♥✲
❝♦❞❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦❧♦r✳ ❲❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❜r♦✇s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❡❝❤❡s
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡
❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ♦♥❧② s❡❡ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
❤✉❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢
❛❧❧ s❡♥t❡♥❝❡s ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❞❡✜♥✐t❡❧② ✇❡r❡
♥❡✉tr❛❧ ✭♦r ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞
♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ❛s ♥❡✉tr❛❧✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s❡♥t❡♥❝❡s
❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ❡✈❡♥ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✇❤❡r❡ ❥✉st r❛♥❞♦♠❧②
❜r♦✇s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡♠✱ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❝♦r❡❞ s♣❡❡❝❤❡s
r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♠❛❞❡ ♠✐st❛❦❡s ✐♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤r❛s❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✏❙❡❤r ❣❡❡❤rt❡ ❉❛♠❡♥ ✉♥❞ ❍❡rr❡♥✳✑ ✇❛s ❧❛❜❡❧❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ❛❧❧
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♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✐♠♣❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❆
s❡❛r❝❤ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤r❛s❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞
❛❧♠♦st ♥♦ st❛♥❞ ❛❧♦♥❡ ♣❤r❛s❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❤r❛s❡s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛s ♣❛rts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✳ ❇✉t
s✉❝❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤r❛s❡s ♦❝❝✉r ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♥ ●❡r♠❛♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s✳

❆s ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏❛✈❡r❛❣❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t②✑ ♦❢ ❛❧❧
s♣❡❡❝❤❡s ♣❡r ②❡❛r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
✜rst ✐s t❤❡ ▼❚❇❖❲ ✭❧❡❢t ②✲❛①✐s✮ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ●❘❯ ✭r✐❣❤t ②✲❛①✐s✮ ✇✐t❤ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤✐♥❣s t♦ s❡❡✳ ❋✐rst t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ✐s ❛❝t✉❛❧❧② q✉✐t❡
❛❧✐❦❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐❛s✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ✏❛✈❡r❛❣❡
♥❡❣❛t✐✈✐t②✑ ✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
❛ s❡♥t❡♥❝❡ ✏♥❡❣❛t✐✈✐t②✑ ❢r♦♠ ❛❧❧ s♣❡❡❝❤❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ②❡❛r✳ ❚❤❡ s❡♥t❡♥❝❡
✏♥❡❣❛t✐✈✐t②✑ ✐s s❡t t♦ ✵✪ ✐❢ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ t♦ ❜❡ C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮✱ ✺✵✪
✐❢ C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ ✶✵✵✪ ❢♦r C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐t ✐s
♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✏❛✈❡r❛❣❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t②✑ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✻✵✪✳ ❚❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✷✪ t♦ ✸✻✪ s❡❡♠s ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r ♠❡✮ ❛ ❜✐t ❤✐❣❤ ❜✉t ♥♦t ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✏❆✈❡r❛❣❡ ◆❡❣❛t✐✈✐t②✑ ♦❢ ❙♣❡❡❝❤❡s ♦✈❡r ❨❡❛rs

❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ▼❚❇❖❲ ✭❝✇✮ ❛♥❞ ●❘❯ ✭❢❛st❚❡①t✮✳

✺✳✸✳✹ ▼♦❞❡❧ ❋✐♥❡✲❚✉♥✐♥❣

❋✐rst t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✇❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ✜♥❡
t✉♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦st❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❡❡❞❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r
❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛❧t❡r✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❤❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥❡❞
♠♦❞❡❧s ❝❧❛ss✐❢② ❡♥t✐r❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❝❤❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡♥
✜♥❞✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s ♠✐st❛❦❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✇r♦♥❣❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ s❡♥t❡♥❝❡s ✇✐t❤
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❛ ❝♦rr❡❝t ❧❛❜❡❧ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✾✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦st s❛❧✉t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st s❛❧✉t❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❜✉t ✇❡r❡ ♣❛rt ♦❢ ❧♦♥❣❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ✐r♦♥✐❝❛❧ s❡♥t❡♥❝❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❡①✲
❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
♥❛♠❡❧② t♦ ❦❡❡♣ ♦r r❡♠♦✈❡ ❡✐t❤❡r st♦♣✇♦r❞s ❛♥❞✴♦r ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱
❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ tr❛✐♥✐♥❣
s❡ts✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞
s❡❛r❝❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ❜❡st s❝♦r❡ ♦❢ ✻✸✪ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ t✉♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✏✇✐♥♥❡rs✑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ F1✳ ❇✉t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡
t✉♥❡❞ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❡ t✉♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ♠❛❞❡ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ❡rr♦rs
✇❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❡♥t✐r❡ s♣❡❡❝❤❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s♣❡❡❝❤❡s ✇❤✐❝❤
✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛ ❣r❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❢t❡r ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞ ❢✉❧❧ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥
♣❤r❛s❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣❤r❛s❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥
❞❛t❛s❡t ❜✉t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❤❡② ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧✳ ❆❧s♦ t❤❡
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ✇❛s t♦ ❦❡❡♣ st♦♣✇♦r❞s ❛♥❞
♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ❜❡st s❝♦r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✵✪ t❡st s❡t ✇❤✐❝❤ ✇❛s
s♣❧✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥
❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♥♦t ❡✈❡♥ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss s♣❡❝✐✜❝ ❧❡✈❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ❜❡tt❡r t♦ ❦❡❡♣✐♥❣ t♦❦❡♥s ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ♥❡ts ❧❡❛r♥ ❢♦r t❤❡♠s❡❧✈❡s
✇❤✐❝❤ t♦❦❡♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r❛t❤❡r t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❧✐st ♦❢ st♦♣✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✈❡r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡✳ ❆s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ✇♦r❞ ✬♥✐❝❤t✬✶✵ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ st♦♣✇♦r❞s ♣r♦✈✐❞❡❞
❢r♦♠ ◆▲❚❑ ❜✉t ✐s ❛ ✇♦r❞ t❤❛t ♠✉st ♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ♣❡r ❝❧❛ss t❤❡ ●❘❯s ❛♥❞ ❈◆◆s ❛r❡ q✉✐t❡
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ t②♣❡s ❜❡❤❛✈❡ ❛❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑ ❝❧❛ss C1 ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮
❜✉t t❤❡② ❞♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥ C0 ✭♥❡✉tr❛❧✮ ❛♥❞ C2 ✭✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳
❚❤❡ ●❘❯s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜✉t ❧♦✇❡r r❡❝❛❧❧ ♦♥ C0 ❛♥❞ ❢♦r C2 ✐t ✐s t❤❡
♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

✾❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐t ✐s ❛♥ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞❡❞
s❛♠♣❧❡s ✐s ❛❜♦✉t ✷✵ ✇❤✐❝❤ ✐s ✵✱✶✪ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳

✶✵■♥ ❊♥❣❧✐s❤✿ ♥♦t

✽✵
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. Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❦❡❡♣
❚②♣❡ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥ st♦♣✇♦r❞s s❝♦r❡ P ❘ F1

●❘❯ ❨❡s ❨❡s ✻✸✳✵ ✻✸✳✽ ✺✾✳✼ ✻✵✳✾
●❘❯ ❨❡s ◆♦ ✻✷✳✼ ✻✷✳✻ ✻✶✳✶ ✻✶✳✼
●❘❯ ◆♦ ❨❡s ✻✷✳✼ ✻✸✳✵ ✻✵✳✹ ✻✶✳✸
●❘❯ ◆♦ ◆♦ ✻✷✳✷ ✻✶✳✵ ✻✵✳✺ ✻✵✳✸
❈◆◆ ✭▼❛①✮ ◆♦ ❨❡s ✻✶✳✽ ✻✷✳✵ ✺✾✳✸ ✺✾✳✾
❈◆◆ ✭▼❛①✮ ❨❡s ❨❡s ✻✶✳✼ ✻✶✳✾ ✺✾✳✾ ✻✵✳✻
❈◆◆ ✭▼❛①✮ ◆♦ ◆♦ ✻✶✳✻ ✻✶✳✵ ✺✽✳✼ ✺✽✳✺
❈◆◆ ✭▼❛①✮ ❨❡s ◆♦ ✻✶✳✹ ✻✶✳✺ ✺✾✳✹ ✻✵✳✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❝♦r❡ ✭❛❝❝✉r❛❝②✮✱ P ✭♣r❡❝✐s✐♦♥✮✱ ❘ ✭r❡❝❛❧❧✮ ❛♥❞ F1 ✐♥ ✪ ❛s

❝❧❛ss ❛✈❡r❛❣❡✮
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❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞
❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t②♣❡s ❢♦r s❡♥t✐♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ●❡r♠❛♥ ♥❛t✉r❛❧ t❡①t ✐♥ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❡rs
❢♦r t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ s✐♥❣❧❡ s❡♥t❡♥❝❡s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱
♥❛♠❡❧② ♥❡✉tr❛❧✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♣❡r ❝❧❛ss ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ F1 ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s
✇❡r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✈✐❛ ❛ ✸✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡
r❡tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ st♦♣✇♦r❞s ❛♥❞
♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s ✇❛s ❛♥❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❢♦✉r ●❡r♠❛♥ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇❡r❡ ❝✇✱ s❣♥s ❛♥❞ ✉❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧②❣❧♦t ❧✐❜r❛r② ❬❆❧✲❘❢♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ❬❇♦❥❛♥♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ●r❛✈❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ❏♦✉❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀
▼✐❦♦❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s
✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ s❝♦r❡s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛♥ ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣ ✇❡r❡ ✺✺✪ ❢♦r t❤❡ ❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ♥❡①t t❤❡ s❣♥s ❛♥❞ ✉❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❤❛✈❡
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✺✽✪ ❛❝❝✉r❛❝② ❜✉t ❜② ❢❛r t❤❡ ❜❡st ✐s t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
✇✐t❤ ✻✸✪✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss ❧❡✈❡❧ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡
❝✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛♥❞ ✏❝❡♥tr❛❧✑ ❝❧❛ss✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ❛❧s♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✉s✐♥❣
t❤❡ ♦t❤❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❜✉t ♥♦t s♦ str♦♥❣✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✉s✐♥❣

✶■♥ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r s❝♦r❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ▼▲P
♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❘✉❞❦♦✇s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✺✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ❝✇

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉s❡❞✮ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳
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t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s❤♦✇❡❞ ❛❧♠♦st ♥♦ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t②♣❡s ✇❡r❡ s♠❛❧❧❡r✷✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛

▼▲P ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ✺✾✪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❇✉t st✐❧❧✱ ✉s✐♥❣ ❜❡tt❡r
s✉✐t❡❞ ♠♦❞❡❧ t②♣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈◆◆s ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼▲Ps ❜✉t t❤❡② ❛r❡
♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❣❛t❡❞ ❘◆◆s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣❛t❡❞ ❘◆◆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❣❛t❡❞ ❘◆◆s ❛♥❞ ❈◆◆✴❘◆◆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡
❣✐✈❡♥ t❛s❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ❛ ●❘❯ ♦r ▲❙❚▼ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡
❧❛②❡r ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳

❆❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡ ♦r ❦❡❡♣ st♦♣✇♦r❞s ❛♥❞ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥s
s❤♦✇❡❞ ♥♦ r❡❛❧ ✐♠♣❛❝t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s ❛ ❜✐t ❜❡tt❡r t♦ ❦❡❡♣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣
❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛r♥ ❢♦r t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞
❡✈❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ str♦♥❣❡r ✐♠♣❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t✐r❡ s♣❡❡❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣✱ s❤♦✇❡❞ ✇❛② ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t❤❡ str♦♥❣
❜✐❛s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s♣❡❡❝❤❡s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❧♠♦st
❡♥t✐r❡❧② ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❚❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r
❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ✭♥❡✉tr❛❧ s❡♥t❡♥❝❡s✮ ♦❢ ❛ s♣❡❡❝❤ ✇❛s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♥❡✉tr❛❧✱ ❛s
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡✳

✷❊①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✉s❡❧❡ss ▼▲P ✭❆✈❣✮ ♠♦❞❡❧ t②♣❡✳
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❘✉❞❦♦✇s❦②✱ ❊✳✱ ❍❛s❡❧♠❛②❡r✱ ▼✳✱ ❲❛st✐❛♥✱ ▼✳✱ ❏❡♥♥②✱ ▼✳✱ ➆t❡❢❛♥ ❊♠r✐❝❤
❛♥❞ ❙❡❞❧♠❛✐r✱ ▼✳ ❬✷✵✶✼❪✱ ▼♦r❡ t❤❛♥ ❜❛❣s ♦❢ ✇♦r❞s✿ ❙❡♥t✐♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s

✽✺

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✇✐t❤ ✇♦r❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ ✐♥ ❵❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ▼❡❛s✉r❡s✱ ❙♣❡❝✐❛❧
■ss✉❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s✬✳

❙❛♠✉❡❧✱ ❆✳ ▲✳ ❬✶✾✺✾❪✱ ❵❙♦♠❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡
♦❢ ❝❤❡❝❦❡rs✬✱ ■❇▼ ❏❖❯❘◆❆▲ ❖❋ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚
♣♣✳ ✼✶✕✶✵✺✳

❙r✐✈❛st❛✈❛✱ ◆✳✱ ❍✐♥t♦♥✱ ●✳✱ ❑r✐③❤❡✈s❦②✱ ❆✳✱ ❙✉ts❦❡✈❡r✱ ■✳ ❛♥❞ ❙❛❧❛❦❤✉t❞✐✲
♥♦✈✱ ❘✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ❵❉r♦♣♦✉t✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ♣r❡✈❡♥t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠
♦✈❡r✜tt✐♥❣✬✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✺✱ ✶✾✷✾✕✶✾✺✽✳

❩❡✐❧❡r✱ ▼✳ ❉✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❵❆❉❆❉❊▲❚❆✿ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♠❡t❤♦❞✬✱ ❈♦❘❘
❛❜s✴✶✷✶✷✳✺✼✵✶✳
❯❘▲✿ ❤tt♣✿ ✴✴ ❛r①✐✈✳ ♦r❣✴ ❛❜s✴ ✶✷✶✷✳ ✺✼✵✶
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦

❇✐●❘❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ●❛t❡❞ ❘❡❝✉rr❡♥t ❯♥✐t

❇✐▲❙❚▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ▲♦♥❣✲❙❤♦rt ❚❡r♠ ▼❡♠♦r②

❇✐❘◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦

❇P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

❇P❚❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❚✐♠❡

❈❇❖❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛❣ ❖❢ ❲♦r❞s

❈◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦

❈❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈r♦ss ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

●❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

●❘❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ●❛t❡❞ ❘❡❝✉rr❡♥t ❯♥✐t

●❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ●r✐❞ ❙❡❛r❝❤

■❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ■♥✈❡rs❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❋r❡q✉❡♥❝②

✐✳✐✳❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞

▲❙❚▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ▲♦♥❣✲❙❤♦rt ❚❡r♠ ▼❡♠♦r②

▼▲P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ▼✉❧t✐ ▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥

▼❙❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r

❖❖❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❖✉t ❖❢ ❱♦❝❛❜✉❧❛r②

❘◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦
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❙●❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

❙❱❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❋✲■❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❚❡①t ❋r❡q✉❡♥❝② ■♥✈❡rs❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❋r❡q✉❡♥❝②

❚❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❚❡①t ❋r❡q✉❡♥❝②

❆✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

A−1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ■♥✈❡rs❡ ♦❢ ▼❛tr✐① A

AT ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❚r❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ▼❛tr✐① A

A⊙ B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❍❛❞❛♠❛r❞ Pr♦❞✉❝t✿ ❊❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ A ❛♥❞ B

f ◦ g ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿ (f ◦ g)(x) = f(g(x))✳

f ∗ g ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g

‖.‖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦r L2 ◆♦r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t

δi,j ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✿ 1 ✐❢ i = j ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡

E✱ Ex ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦r ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x

Var ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❱❛r✐❛♥❝❡

Cov ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡

∇f ✱ ∇xf ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ f ❛♥❞ ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x

L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✴ ♣❡r s❛♠♣❧❡ ❧♦ss

J ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣

U(a, b) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❯♥✐❢♦r♠ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]

N (µ,Σ) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ●❛✉ss✐❛♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ

σ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ▲♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

ReLU ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❘❡❝t✐✜❡❞ ▲✐♥❡❛r ❯♥✐t

softmax ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❙♦❢t♠❛① ❢✉♥❝t✐♦♥

❆✳✸ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s g, k : Rn → R

❞❡✜♥❡❞ ❛s
s(t) = (g ∗ k)(t) =

∫

Rn

g(t− τ)k(τ) dτ
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❛♥❞ t❤❡ ✏♦✉t♣✉t✑ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ R
n → R✳ ■♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ❞♦♥❛t❡❞ ❛s t❤❡
✐♥♣✉t ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ g✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ k✮✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

s(t) = (g ∗ k)(t) =
∑

τ∈Zn

g(t− τ)k(τ).

◆♦✇ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ s ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t ∈ Z
n✳ ❋♦r ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s s, g ❛♥❞
k✳

❚❤❡ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ⋆ ❞♦♥❛t❡ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

(f ⋆ g)(t) =

∫

Rn

g(t+ τ)k(τ) dτ.

❙♦ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✢✐♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❦❡r♥❡❧
❞❡✜♥❡❞ ❛s

k̃(t) = k(−t)

✇❤❡r❡ k̃ ❞♦♥❛t❡s t❤❡ ✢✐♣♣❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ k✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✢✐♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

(g ⋆ k)(t) =

∫

Rn

g(t+ τ)k(τ) dτ =

∫

Rn

g(τ)k̃(t− τ) dτ = (g ∗ k̃)(t),

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈◆◆s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐s ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥✳

❆✳✹ ❊①❛♠♣❧❡✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ x ∈ R t♦ y ∈ R

✈✐❛ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ fd(x; θ) = y ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ d ∈ N0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ❞❛t❛s❡t X = (xi)

m
i=1 ⊂ R ✇✐t❤ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s Y = (yi)

m
i=1 ⊂ R ❞❡✜♥✐♥❣

❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ✐s ✐✳✐✳❞✳ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈✐❛ Z ∼ N (0, σ2)✳

fd(X; θ) = Y + Z

✽✾
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❖✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ fd ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

fd(x; θ) =

p
∑

j=0

θjx
j

✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ∈ R
d+1✳ ❲✐t❤ t❤❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ θ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ fd ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L(θ) = p(Y |X; θ)
iid
=

m∏

i=1

p(yi|xi; θ) =
m∏

i=1

1√
2πσ2

exp

(

−(fd(xi; θ)− yi)
2

2σ2

)

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢

− logL(θ) = m

2
log(2πσ2) +

1

2σ2

m∑

i=1

(fd(xi; θ)− yi)
2.

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮ ✐s ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮

MSE(θ) =
1

m

m∑

i=1

(fd(xi; θ)− yi)
2

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡❞✳
❇✉t ❜❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ▼❙❊ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥
♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ❞❡✜♥❡

Xd =








1 x1 x2
1 · · · xd

1

1 x2 x2
2 · · · xd

2
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳

1 xm x2
m · · · xd

m








✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛tr✐① Xd ∈ R
m×(d+1) ❛s ✇❡❧❧ ❛s Y ∈ R

m✳ ■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ t❤❡
▼❙❊ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

MSE(θ) =
1

m
(Xdθ − Y )2.

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜② θ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ③❡r♦ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

0
!
=

d

dθ
MSE(θ) =

2

m
(Xdθ − Y )TXd.

✾✵
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❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r θ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥

θ = (XT
d Xd)

−1XT
d Y.

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ d t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤
fd✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t♦ ❤✐❣❤ ✐t t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✜t t♦
t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✺✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✽ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❣❛✉ss❡❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❖♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭d = 1✮ ✐s t♦ ✇❡❡❦ t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✭d = 2✮ ❞♦❡s ❛ ❣♦♦❞ ❥♦❜ ❜✉t ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t
✇❤✐❧❡ ✐t ✇✐❧❧ ❞♦ ❛ ❣♦♦❞ ❥♦❜ ❢♦r ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛
♣♦❧②♥♦♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d = 8 ♣❡r❢❡❝t❧② ✜ts t❤❡ ✽ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❜✉t ✐s ♥♦t s✉✐t❡❞ ❢♦r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✳

❆✳✺ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❱❈ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r P❡r❝❡♣tr♦♥

✇✐t❤ ❙✐♥✉s ❆❝t✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② φ(x) = H(sin(x))✳ ❚❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛s✲
s✐✜❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ♠♦❞❡❧ f : Rn → {0, 1}
✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts w ∈ R

n ❛♥❞ ❜✐❛s b ∈ R ❛s

f(x;w, b) = H(sin(wTx+ b)).

❋♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s∞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❛❦❡ ❛♥② m ∈ N ✜①❡❞ ❛♥❞ ❧❡t X = (xi)

m
i=1 ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥

R
n s✉❝❤ t❤❛t xi = (4−i, 0, ..., 0)✳ ◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ✇❡✐❣❤ts w ❛♥❞

❜✐❛s b t♦ ❧❡t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss✐❢② ❛♥② ❜✐♥❛r② ❧❛❜❡❧✐♥❣ Y = (yi)
m
i=1 ⊂ {0, 1}m ♦❢X

❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s❡s ❛♥❞
s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ✜①❡❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣
Y ✳ ❙❡t t❤❡ ❜✐❛s b = 0 ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w = (w1, 0, 0, ..., 0) ✇✐t❤

w1 = π

(

1 +
m∑

j=1

(1− yj)4
j

)

.

❙♦ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
◆♦✇ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✿
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✶✳ ❝❛s❡✿ ▲❡t xi ∈ X ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❧❛❜❡❧ ✐s ③❡r♦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ yi = 0✳ ❚❤❡♥

wTxi = π
(

1 +
m∑

j=1

(1− yj)4
j
)

4−i

= π
(

1 +
∑

1≤j≤m:yj=0

4j
)

4−i

= π
(

4−i +
∑

0<j<i:yj=0

4j−i

︸ ︷︷ ︸

S

+1 +
∑

i<j≤m:yj=0

4j−i

︸ ︷︷ ︸

∈4N0

)

❲✐t❤ i > 0 ♦♥❡ ❣❡ts ❜♦✉♥❞s ❢♦r S ❜②

0 < 4−i ≤ S = 4−i +
∑

0<j<i:yj=0

4j−i < 4−i +
∞∑

i=1

4−j = 4−i +
4

3
− 1 < 1.

■t ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ k ∈ N0 t❤❛t

π(2k + 1) < π(S + 2k + 1) = wTxi < π(2k + 2)

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ sin(wTxi) < 0 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s f(xi;w, b) = 0 = yi ∀i : yi = 0✳

✷✳ ❝❛s❡✿ ❋♦r xi ∈ X ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✶✱ ♠❡❛♥✐♥❣ yi = 1 ♦♥❡ ❣❡ts

wTxi = π
(

4−i +
∑

0<j<i:yj=0

4j−i

︸ ︷︷ ︸

S

+
∑

i<j≤m:yj=0

4j−i

︸ ︷︷ ︸

∈4N0

)

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
2kπ < π(S + 2k) = wTxi < π(1 + 2k)

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ sin(wTxi) > 0 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s f(xi;w, b) = 1 = yi ∀i : yi = 1✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❙t❛t✉t♦r② ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥

■ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❛✉t❤♦r❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ♥♦t
✉s❡❞ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠❛r❦❡❞ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ q✉♦t❡❞ ❡✐t❤❡r ❧✐t❡r❛❧❧② ♦r ❜② ❝♦♥t❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ✉s❡❞ s♦✉r❝❡s✳

❉❛t❡✱ ❙✐❣♥❛t✉r❡
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