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Konvergenzbegriffe der
Mafitheorie






Kapitel 1

Konvergenz im
Komplement

In diesem Abschnitt werden die Begriffe der punktweisen bzw. der gleichméfligen
Konvergenz fiir Folgen messbarer Funktionen dahingehend verallgemeinert, dass
auch dann noch von Konvergenz gesprochen werden kann, wenn die jeweiligen
Konvergenzbedingungen nur auf Mengen mit Mafl Null bzw. beliebig kleinen
Mafes verletzt sind. Die Betrachtung von Konvergenz auf den Komplementen
jener Mengen liefert fiir die Mafitheorie d&uflerst brauchbare Konvergenzbegriffe,
die allerdings nicht als Konvergenz im topologischen Sinne aufgefasst werden
konnen.

1.1 Konvergenz p-fast iiberall

Die Konvergenz p-fast iiberall entspricht der punktweisen Konvergenz auf dem
Komplement von p-Nullmengen.

1.1.1 Definition. Ist (X,2, u) ein Mafiraum und ist fiir alle z € X die Ei-
genschaft F sinnvoll, so sagt man, die Eigenschaft E gilt p-fast dberall (u-f.4.),
wenn es ein N € 2 mit pu(N) = 0 gibt, sodass fiir alle z € N¢ die Eigenschaft
E gilt.

Wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels nicht explizit etwas anderes angegeben,
so sei (X, 2, p) der zugrunde liegende Mafiraum. Weiters sei K = R oder C und
K =R oder C.

1.1.2 Definition. Die Folge (fy)nen, fn: X — K konvergiert u-f.i. gegen die

Funktion f : X — K genau dann, wenn es eine p-Nullmenge N € 2 gibt, sodass
fulne = flne punktweise gilt. Man schreibt dafiir

lim f, = f pfid. oder f, — f p-fii. oderauch f, 1, f.
n—oo

Das folgende Lemma liefert eine Charakterisierung der Konvergenz p-fast iiber-
all.
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1.1.3 Lemma. Sind f,, f: X — K fir alle n € N messbar, dann gilt:

1. (fn)nen konvergiert gegen f p-f.i. genau dann, wenn fir alle e >0

N(ﬁ G{fn+k_f|>5}> =0

n=1k=1
gilt.
2. Ist fiir alle e > 0

Jim g <U{|fn+k_f| >} ) =0,

k=1
so konvergiert (fn)nen w-f-i. gegen f.
3. Ist A € A mit u(A) < oo und gilt f,, — [ p-f.i., so ist fir allee >0

Jim p <Aﬂ Ullfare = £1 > 5}> =0.

k=1

Speziell gilt fir endliches Maf v dann fir alle e > 0

fo = | pefiii. == lim p <U{|fn+k -fl= 6}> =0.

k=1

Beweis. 1. Die Folge (f,)nen konvergiert genau dann nicht gegen f, wenn
es ein € > 0 gibt, sodass es fiir alle Ny € N ein m € N mit m > Ny so
gibt, dass |fim (x) — f(z)| > € ist. Also konvergiert die Folge (f,,)nen genau
dann p-fast iiberall gegen f, wenn

w{3e>0:VNoeN:Im> Ny : |f(z) — f(x) >e})=0
ist bzw. genau dann, wenn
p({F3e>0:VneN:JkeN: |fuoir—fl>e}) =0

gilt, was gleichbedeutend damit ist, dass

“(U N U{|fn+k_f|28}> —0

e>0neNkeN
ist. Defniert man

Ac = () Ul furr = 1 2 e},

neNkeN

so gilt fiir alle € > 0, dass A. C |J,.( A: und daher p(A:;) < p (U€>O AE)
ist. Insgesamt konvergiert also die Folge (f,,)nen genau dann p-fast iiberall
gegen f, wenn

ﬂ(ﬂ U{|fn+k_f‘ >5}> :M(AE)ZO

n=1 k=1

ist.
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2. Gelte fiir alle ¢ > 0, dass

e (U{|fn+k - fl= 6}) =0

k=1

(]
ist und sei angenommen, dass f,, —/~ f gilt. Dies gilt nach Punkt 1. genau
dann, wenn es ein €y > 0 gibt, sodass

u(ﬂ U{fn+k—f|>eo}> =c>0

n=1k=1

ist, wobei die Konstante ¢ nur von f und &g abhingt, also ¢ = ¢(f,eo).
Nun ist fiir alle n € N sicher

N UL feer = £1 = g0} € UL fasr — £1 > <0},

I=1k=1 k=1

woraus folgt, dass

p (U{Ifn+k - fl= 50}> > p (ﬂ UAlfiex — £1 = so}> = c(f.<0)

k=1 I=1k=1

ist. Da die rechte Seite von n unabhéngig ist, sieht man durch Bildung des
Grenzwertes n — oo, dass dann

Jim g (U {Ufntr — f1 = Eo}> > c(f,e0) >0

k=1

gilt, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

3. Ist A €A mit p(A4) < oo, fr M>fund

A5 =l forn = flzer = J{f— Fl 2 e},

k=1 k>n

n—oo

so ist zu zeigen, dass p(A N A5) — 0 fur alle € > 0 gilt. Definiert man

A5 =) UL — £l =},
n=1k>n
so gilt A° = (N~ A% und da die Folge (AS,),,en monoton fallend ist, ergibt
sich

lim A7 = ) 4 = 4.
n=1

Da u(A) < oo ist, kann die Stetigkeit von oben des Mafles p angewandt
werden und weil f,, — f p-f.ii. nach 1.1.3 Punkt 1. dquivalent zu pu(A®) =
0 ist, erh&lt man

lim p(A;NA)=p ( lim Af ﬂA) =u(A*NA) < pu(4%) =0,

n—oo n—oo
was den ersten Teil beweist. Die Aussage fiir endliche Mafle p ist jetzt
offensichtlich.

a
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Auch fiir die Konvergenz p-f.ii. ist der Begriff einer Cauchy-Folge sinnvoll.

1.1.4 Definition. Eine Folge (f,)nen von messbaren Funktionen f,, : X — K
heifit Cauchy-Folge fiir die Konvergenz p-f.i., wenn eine Menge N € 2 mit
w(N) = 0 existiert, sodass (fn,)nen fiir alle z € N¢ eine Cauchy-Folge in K ist.

1.1.5 Bemerkung. Ist (fp)nen eine Cauchy-Folge fir die Konvergenz pu-f.ii.,
so existiert wegen der Vollstandigkeit von K fiir alle x € N¢ der Grenzwert
lim;, s 00 fr (). Definiert man f(x) := limy, 00 fn () - Xne(2), so konvergiert fiir
alle x € N¢ die Folge (fn(x))nen gegen f(x), was wegen pu(N) = 0 gleichbedeu-
tend damit ist, dass f, — f p-fast iiberall.

Konvergiert umgekehrt die Folge (fy,)nen p-fast iiberall gegen eine Funktion f,
so ist - wieder wegen der Vollstandigkeit von K - fiir alle x € N¢ die Folge
(fn(2))nen eine Cauchy-Folge in K und damit ist (f,)nen eine Cauchy-Folge
fiir die Konvergenz p-fast iiberall.

Erwartungsgeméf lassen sich Cauchy-Folgen fiir die Konvergenz u-f.ii. analog
zu Lemma 1.1.3 charakterisieren.

1.1.6 Lemma. Sind f,, f: X — K fir alle n € N messbar, dann gilt:

1. (fn)nen ist eine Cauchy-Folge fir die Konvergenz p-f.4i. genau dann, wenn

Ve >0 : u(ﬂ UAIfasr = £l >s}> =0
n=1k=1

2. Ist fir allee >0

k=1

s0 ist (fn)nen eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz u-fast iberall.

3. Ist A € A mit u(A) < oo und ist (fn)nen eine Cauchy-Folge fir die
Konvergenz p-f.i., so ist fir alle e > 0

Jim g <Aﬂ UL frsr = 11> 8}> =0.
k=1

Speziell gilt fiir endliches Maff p dann fir alle € > 0, dass (fn)nen eine
Cauchy-Folge fiir die Konvergenz u-f.i. genau dann ist, wenn

Jim g (U{|fn+k — fal 2 0}> =0.

k=1

1.2 Fast gleichmiflige Konvergenz

Beim schwicheren Begriff der fast gleichméBigen Konvergenz betrachtet man
Folgen von Funktionen, die auf dem Komplement von Mengen beliebig kleinen
positiven Mafles gleichméfig konvergieren.
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1.2.1 Definition. Eine Folge (f,)nen von Funktionen f,, : X — K heiflt fast
gleichmdfig konvergent gegen eine Funktion f : X — K, wenn

Vé>0:3FAeA:u(A) < : falac — flac gleichmiBig.

1.2.2 Lemma. Konvergiert eine Folge (fn)nen von messbaren Funktionen fy, :
X —= K fast gleichmdjfig gegen eine Funktion f : X — K, dann konvergiert
(fn)nen auch p-fast iberall gegen f.

Beweis. Konvergiert f,, — f fast gleichméfig, so gilt per Definition

1
VEeN :JA, €A : u(Ag) < z :fn|A§ —>f|A2 gleichméfig.

Definiert man A := [y, Ay, so folgt A € A und da fiir alle k € N gilt, dass
A C Ay, ist, erhdlt man

p(A) < p(Ap) < - VEEN

T =

und damit also u(A) = 0. AuBerdem gilt

VkeN:VxeAf : ILm fu(z) = f(2),

das heiBt insgesamt, dass fiir alle z € A° = [Jr-; A mit p(A) = 0 konvergiert
(fn)nen gegen f, also konvergiert f, — f p-fast iiberall. a

Die umgekehrte Implikation gilt nur fiir endliche Mafle und dies ist die Aussage
des Satzes von Jegorow.

1.2.3 Satz (Jegorow). Ist p ein endliches Maf, u(X) < oo, und konvergiert ei-
ne Folge (fn)nen von messbaren Funktionen f, : X — K u-fast iberall gegen ei-
ne messbare Funktion [ : X — K, so konvergiert (fn)nen auch fast gleichmdifig

gegen f.

Beweis. Sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen f, : X — K, sodass
(fn)nen p-f.ii. gegen eine messbare Funktion f : X — K konvergiert. Wegen der
Endlichkeit des Mafles p ist die Konvergenz p-fast-iiberall von (f,,)nen gegen f
nach Lemma 1.1.3 Punkt 3. dquivalent dazu, dass fiir alle ¢ > 0

Jim g (Uﬂfw - fl= €}> =0
=1
bzw. fiir alle k € N
lim. U{Ifz—f|>1} —0 (1.1)
n—o00 — k
I>n
ist. Ist 6 > 0 und A,, j definiert als

An,k::U{|fi_f|2]1}v

i=n
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dann folgt aus (1.1), dass

0

VkeN:3n, e N: u(Ay, k) < ok

gilt. Setzt man A := J;—; An, i, s0 ist A € A und wegen der o-Subadditivitit
von p ist

n(A) = p (U Ank,k> <Y n(Ank) <> % — .
k=1 k=1

k=1

Seien z € A° und k € N beliebig. Dann ist per Definition = ¢ A,, , was
dquivalent dazu ist, dass fiir alle i > ny

i)~ f@)l < ¢

ist. Da z € A¢ und k € N beliebig waren, folgt die gleichmiiflige Konvergenz
von (fn)nen gegen f auf A und damit die fast gleichméfige Konvergenz von

(fn)nEN gegen f u

Tatséchlich kann nur im Falle, dass der Mafiraum (X, 2L, 1) endlich ist, von der
Konvergenz fast {iberall auf fast gleichméflige Konvergenz geschlossen werden,
wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.

1.2.4 Beispiel. Sei der Mafiraum (X, 2, 1) gleich (R,2,A\) und betrachte die
Funktionenfolge

fn = X[n,n+1]

Offensichtlich konvergiert fiir jedes « € R die Folge gegen Null, daher konvergiert
sie A—f.ii. gegen Null.

Damit die Folge (f,,)nen fast gleichmifig gegen die Nullfunktion f(z) := 0 kon-
vergiert, muss sie auf dem Komplement einer Menge B beliebig kleinen Mafes
gleichmiBig konvergieren. Da allerdings fiir festes n € N fiir alle x € [n;n + 1]

[fn(x) = fz)] =1

gilt, miisste die Menge B alle Intervalle [n; n+1] enthalten und damit A(B) = oo
gelten. Daher konvergiert die Folge (f,,)nen nicht gleichméBig auf dem Komple-
ment einer beliebigen Menge endlichen Mafles.



Kapitel 2

Konvergenz (lokal) nach
Maf3

2.1 Konvergenz nach Mafl und lokal nach Maf3

2.1.1 Definition. Eine Folge (f,)nen messbarer Funktion f, : X — K kon-
vergiert nach Mafl gegen eine messbare Funktion f : X — K, wenn fiir alle
e>0

Jim g ({|fn = flZ€}) =0

gilt. Man schreibt dafiir
fn— fnM. oder auch f, @, f

Die Folge (fn)nen konvergiert lokal nach Maf$, wenn fiir alle ¢ > 0 und alle
A € A mit p(A) < oo

Jim g ({|fn = flZe}nA)=0
ist. Man schreibt dafiir
fn —> f lokal n.M. oder auch  f, —= f.

Offensichtlich konvergiert jede nach Mafl konvergente Folge auch lokal nach Maf,
die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

2.1.2 Definition. Sind f und g zwei messbare Funktionen f,g : X — K, so
heiflen f und g lokal p-f.4. gleich, wenn fiir alle A € 2 mit p(A) < oo gilt, dass
fxa=g-xa p-fast iberall.
2.1.3 Lemma. Sind f,, f, gn und g fir alle n € N messbare Funktionen, dann
gilt
1. Gilt f, @, f und f, @, g, so ist f = g p-fast iberall. Umgekehrt gilt,
dass wenn fy, @, f und f =g p-fi. ist, dann konvergiert f, @, g.

2. Gilt f, = f und f, 25 g, so ist f = g lokal p-fast dberall. Umgekehrt
gilt, dass wenn f, —— f und f = g lokal p-f.i. ist, dann konvergiert
fn 5.

15



16 2. Konvergenz (lokal) nach Maf3

3. Gilt f, @, f und g, gg, so folgt fn + gn @, f+g und fir alle a € K

folgt afy, @, af. Diesselbe Aussage gilt fir die Konvergenz lokal nach

Maps.
Beweis. Seien f,, f, gn,g : X — K messbare Funktionen.
1. Seis>0undfn@)fundfn&g.Dafﬁralle:cGX
|f(2) = g(@)| = |f(z) = fulz) + falz) — g(2)| <
< |fnlx) = f(@)| + [fn(z) — g(2)]
ist, gilt fiir jene z € X, fiir die |f(z) — g(z)| > € ist auch | f,(z) — f(z)| +
| fu(@)—g(2)| = €, weshalb dann | f, () — f(2)| = § oder [f,(z)—g(z)]
sein muss. Damit hat man erhalten, dass

{if—glze} c{ifa-s1=2}u{ifn—gl =3}

ist, woraus man aus der Monotonie des Mafles u dann

u({\f—gl > s}) < u({lfn —fl= g}) + 1 ({\fn —gl> %}) (2.1)

folgt. Bildet man den Grenzwert n — oo, so erhélt man

p({lf—gl=e})=0
und da ¢ > 0 beliebig war, gilt fiir alle & € N, dass

1
_ gl > = —
1 ({f gl = k}) 0
ist. Es folgt

u({lf—gl > 0}) <pu (g {If—gl > ;}) =0,

also ist f = g p-fast iiberall.

Fiir den Beweis der Umkehrung konvergiere f, — f nM., sei f = ¢
p-fast iiberall und € > 0. Da fiir alle x € X gilt, dass

[fu(@) = g(2)| = |fu(z) = f2) + f(2) —g(2)] <
< [ful@) = f2)] + [f(2) — g(2)|

ist, erhélt man analog zu (2.1), dass

w({ir=gze}) <u({in-rz5}) +u({Ir-9=3})

gilt. Fiir den Grenziibergang n — oo konvergiert der erste Summand auf
der rechten Seite nach Voraussetzung gegen Null, der zweite Summand ist
ebenfalls nach Voraussetzung gleich Null, sodass man insgesamt

Jim p({|fn —gl = €}) =0

erhélt, also konvergiert (f,,)nen nach Mafl gegen f.
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2. Sei e > 0 und gelte f, - f und f, - ¢. Ausgehend von Gleichung (1.)
erhilt man, dass fiir alle A € 2 mit p(A) < oo

n({lf—gl=efna)<u({Ifa-fl=5}na)+

+u<{|fn—glzg}ﬁA)

erfiillt ist und damit wieder in analoger Schluweise, dass

u({17 91> 0} na) sﬂ@l{ugz}f}ml) =0

ist, was dquivalent dazu ist, dass auf A f = g p-f.ii. ist. Alsoist f = ¢
lokal p-fast tiberall.

3. Diese Aussage beweist man in analoger Schlussweise zu den Punkten 1.
und 2., wobei man verwendet, dass

{4 o =G +olze} c{ifa—r1= S u{lgn—0l> 5}
bzw. fiir alle a € K
{lafn —afl >} ={lal - |fu ~ f| > }
gilt. a

2.1.4 Satz. Sind f,, f : X = K messbar und konvergiert die Folge (f,)nen fast
gleichmiflig gegen f, dann konvergiert (f,)nen auch nach Maf$ gegen f.

Beweis. Die fast gleichmiflige Konvergenz von (f,)nen gegen f ist dquivalent
dazu, dass fiir alle § > 0 und alle € > 0 es eine Menge A € 2 und ein ny =
no(e,d) € N gibt, sodass fiir alle n € N, n > ng gilt, dass

sup [fn(z) = f(2)] <e

TEA®

ist. Daher ist fiir alle n > ng dann {|f, — f| > e} C A und damit fiir alle n > ng
p{|fn = f1 = €}) < pu(A) <9
Da § > 0 beliebig war, gilt f, -2 f. Q

2.1.5 Satz. Ist u ein endliches Mafl und konvergiert die Folge (fn)nen mess-
barer Funktionen f, : X — K p-f.4. gegen die messbare Funktion f : X — K,
dann konvergiert (fn)nen auch im Maf gegen f. Fiir nicht beschrinkte Majfe
kann man aus der Konvergenz p-f.i. die Konvergenz lokal nach Maf$ folgern.

Beweis. Ist p ein endliches Maf§ und gilt f, ﬂ f, so folgt aus dem Satz von
Jegorow (Satz 1.2.3), dass f,, — f fast gleichmiBig konvergiert. Damit erhilt
man aus Satz 2.1.4, dass f,, auch im MaB gegen f konvergiert.
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Ist das MaB p nicht beschréinkt, so kann noch immer die erste Aussage von Lem-
ma 1.1.3 Punkt 3. angewandt werden und man erhélt aus der u-f.ii. Konvergenz
der Folge (fn)nen gegen f, dass

nlggou<U{fn+kf| 26}HA> = lim g U —fl=etna] =0
k=1

= k>n

ist. Da fur alle n € N die Inklusion {|f, — f| > €} € U, {|fk — f| > €} gilt,
erhilt man, dass fiir alle A € 2 mit u(A4) < oo folgt, dass

wAN{fa—flzet <p|An | J{fx — fl =&}

k>n

ist, woraus durch Bildung des Grenziibergangs n — oo die Konvergenz lokal
nach Ma$f folgt.
a

2.2 Cauchy-Folgen der Konvergenz nach Maf

2.2.1 Definition. Eine Folge (f,,)ncn messbarer Funktionen f, : X — K heifit
eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz n.M., wenn fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng(e) €
N existiert, so dass fiir alle m,n > ng gilt, dass

p({[fm — ful > €}) <e
ist.

2.2.2 Satz. Ist die Folge (fn)nen eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach
Map, dann existiert eine Teilfolge (fn,)ken, die fast gleichmifig gegen eine
messbare Funktion f: X — K konvergiert.

Beweis. Ist (fn)nen eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach Maf, dann kann
zunichst ein ny € N gewahlt werden, sodass fiir alle n,m € N mit n,m > n;

i ({f- 1] 25}) <3

gilt. Daraus folgt, wenn fiir £ € N bereits ny_1 > n; gewéhlt wurde, dass ein
ng € N existiert, sodass fiir alle n,m > ny

" <{ fo = Fm| 2 (;)?) < <;)k

ist. Daher existiert eine Teilfolge (f,, )ren, die
1\" 1\"
> (= < (=

k 9]
1
Ak = {'fnk+1 — f’ﬂk| 2 (2) } und Bl = U Ak,

k=l

fnk+1 - fnk

erfiillt. Sei
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und § > 0. Wegen der o-Subadditivitit des Mafles p gilt

m<Suan < (3) = (3)

also existiert ein m € N, sodass fiir alle | > m dann p(B;) < § ist. Offensichtlich
gilt fiir alle 1 < j < ¢ und alle x € X, dass

(@) = fu, (2 me v (@) = fur (@ anm — fu(2),

ist, woraus man fiir alle [ > k£ > m und alle x € B¢, erhélt, dass

-1 1\/ 1\ *t N\
| fri(z) = S (2)] < Zlfnm Ful <> (2> < (2) < (2) (2.2)
j=k

ist, das heift, dass fiir alle [ > k& > m und alle = € BS, die Folge (f,, )ren eine
Cauchy-Folge in K ist und daher fiir alle z € B, gegen die messbare Funktion

fl@)i= lim fu,(2) x5, (2)

k

konvergiert. Aus (2.2) folgt fiir alle € BE, und alle j > m wegen

10) = Fon()] = Jim U ) = For()] < (5)

dass die Folge (fn,, )ken fiir alle x € BE, gleichméBig konvergiert und da pu(B,,) <
d ist, konvergiert (fp, )ren fast gleichméiBig gegen f. a

2.2.3 Korollar. FEine Folge (f,)nen messbarer Funktionen f, : X — K ist eine
Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach Mafl genau dann, wenn es eine messbare
Funktion f: X — K gibt, sodass (fn)nen nach Maf$ gegen f konvergiert.

Beweis. Konvergiere (f,,)nen im Mafl gegen f. Fiir alle 2 € X gilt wegen der
Dreiecksungleichung

[fm(@) = fo(@)| <[ (@) = fon ()| + [ f(2) = ful2)]

und daher ist - analog zu beispielsweise dem Beweis von Lemma 2.1.3 Punkt 1.

#({f sl 2 e}) <0 ({17 =Sl 2 () )+ ({1F =l 2 3.

Da die Folge (f,)nen nach Mafl gegen f konvergiert folgt, dass (f,)nen eine
Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im Ma$ ist.

Ist umgekehrt (fy,)nen eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach MaB, so exis-
tiert nach Satz 2.2.2 eine Teilfolge (fn, )ken und eine messbare Funktion f, so-
dass fp, — f fast gleichméBig konvergiert. Daraus folgt mit Satz 2.1.4, dass
(fny)ken auch im Maf} gegen f konvergiert. Auflerdem gilt fiir alle € X wegen
der Dreiecksungleichung

[fn(2) = F(@)] < [fal@) = for (@) + [ fny (2) = F(2)],
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woraus man wieder

w({ifm=n1ze}) <o ({1fa=tad = (5)}) + 0 ({1 =112 5})

erhéilt. Da (fp, )reny im Mafl gegen f konvergiert und (fy,)nen eine Cauchy-Folge
fiir die Konvergenz nach Maf ist, konvergiert (f,,)nen im Maf gegen f. Q

Zusammen mit Satz 2.2.2 liefert Korollar 2.2.3 das folgende Resultat:

2.2.4 Korollar. Konvergiert eine Folge (fn)nen messbarer Funktionen fp :
X — K nach Maf$ gegen eine messbare Funktion f : X — K, so ezistiert eine
Teilfolge (fn, )ken, die fast gleichmdfig gegen f konvergiert.

Da nach Lemma 1.2.2 aus der fast gleichméBigen Konvergenz einer Folge (f;,)nen
die Konvergenz p-f.ii. folgt, erhédlt man aus Satz 2.2.2 die erste Aussage des
folgenden Korollars und zusammen mit Korollar 2.2.3 die zweite Behauptung;:

2.2.5 Korollar. Sind f,, f : X — K messbare Funktionen dann gilt:

1. Ist (fn)nen eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach Maf, so gibt es
eine Teilfolge (fn, )ken, die p-fast iberall gegen f konvergiert.

2. Konvergiert die Folge (f,)nen nach MafS gegen die Funktion f, so gibt es
eine Teilfolge (fn,)ken, die p-fast iberall gegen f konvergiert.

2.3 Teilfolgen nach Mafl konvergenter Folgen

2.3.1 Satz. Sind die Funktionen f,,f : X — K messbar, so konvergiert die
Folge (fn)nen nach Maf gegen f genau dann, wenn jede Teilfolge (fn, )ken von
(fn)nen eine Teilfolge (fnkj )jen hat, die fast gleichmdafig gegen f konvergiert.

Beweis. Konvergiert die Folge (f,,)nen nach Mafl gegen die Funktion f, so gilt
per Definition

Jim p({[fn = fl 2 €}) =0

fiir alle € > 0. Die Folge der Mafle der Mengen {|f,, — f| > ¢} konvergiert also
in R gegen Null. Daher konvergiert auch jede Teilfolge (f,, )ren im Mafl gegen
f und Korrolar 2.2.4 liefert die Existenz einer Teilfolge (fnkj )jen von (fn,)ken,
die fast gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei nun die Teilfolgenbedingung erfiillt und & > 0, es existiere also eine Teilfolge
( fnkj )jen einer beliebigen Teilfolge (fn, )ken von (fn)nen, die fast gleichméBig
gegen [ konvergiere. Wegen Satz 2.1.4 konvergiert ( f"kj )jen auch nach Ma8
gegen f, das heiit, dass fiir jede beliebige Teilfolge (fn, )ren von (fn)nen eine
Teilfolge ( fnkj )jen exisitiert, sodass

Jim p({fi, = fl 2 €}) =0

ist. Da in metrischen Raumen aus der Konvergenz von Teilfolgen (a,, )jen von
J

beliebigen Teilfolgen (a,, ) einer Folge (a,)nen schon die Konvergenz der Folge
(an)nen folgt, hat man erhalten, dafl

lim ,u({|fn - f| 2 5}) =0

n—oo

ist und damit (f,,)nen nach Mafl gegen f konvergiert. a
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2.3.2 Korollar. Sind die Funktionen f,, f : X — K messbar, dann gilt

1. Konvergiert die Folge (f,)nen nach Maf gegen f, dann hat jede Teilfolge
(fri)ken von (fu)nen eine Teilfolge (fnkj)jeN, die p-fast diberall gegen f
konvergiert.

2. Ist das Mafl p endlich, so gilt auch die umgekehrte Inklusion.
Beweis.

1. Konvergiert die Folge (f,,)nen im MaB gegen f, so existiert nach Satz 2.3.1
fiir jede Teilfolge von (f,,)nen eine Teilfolge, die fast gleichméBig gegen f
konvergiert. Wegen Lemma 1.2.2 konvergiert diese Teilfolge dann auch
p-fast iiberall gegen f.

2. Hat jede Teilfolge von (f,)nen eine Teilfolge, die p-fast iiberall gegen f
konvergiert und ist das Maf}  endlich, so folgt aus dem Satz von Jegorow
(Satz 1.2.3), dass die Teilfolge auch fast gleichméBig gegen f konvergiert.
Satz 2.3.1 liefert das Ergebnis. a
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Kapitel 3

Zusammenhinge zwischen
den Konvergenzarten

3.1 Der allgemeine Fall

Im Allgemeinen besteht kein Zusammenhang zwischen der Konvergenz einer
Folge messbarer Funktionen (f,,)neny dem Mafle nach und der Konvergenz fast-
iiberall derselben Folge. Der folgende Abschnitt soll dies anhand von Beispielen
illustrieren, was eine kurze Einfiihrung der Ridume L£P(u) und der Konvergenz
in diesen Rdumen sinnvoll erscheinen lasst, da sich {iber diesen Umweg sehr
anschauliche Beispiele konstruieren lassen.

3.1.1 Die Riume £?(p) und LP(p)

Fiir den Abschnitt 3.1.1 gelte folgende Konvention: (X, 2, 1) sei ein Mafiraum
und die Mengen R bzw. R seien - sofern nichts anderes angegeben ist - mit der
o-Algebra B bzw. B versehen.

Ist eine Funktion f: X — K messbar, so zeigt man elementar, dass auch |f|P
messbar und damit folgende Definition sinnvoll ist:

3.1.1 Definition. Ist pe R, p>0und f: X — K messbar, so sei

= (/. Ifl”du)l/p,

Noo(f) :=ess sg§|f(x)\ =inf{a €[0,00] : |f| <a pfil}.

im Fall p = oo sei

3.1.2 Definition. Fiir p € R, p > 0 sei
LP(X, 2 p) == LP(p) :=LP ={f: X - K : f messbar und N,(f) < oo}

und fiir f € LP sei

1Fllp = Np(f)-

23
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3.1.3 Lemma. Sind f,g: X — K messbar und 0 < p <1, dann gilt:
Ny (f +9) < Np(f) + Ny (9)-

Beweis. Fir t > 0,a>0und 0 < p <1 sei ¢(t) :=a? +t? — (a +¢)P. Dann ist
@ differenzierbar und es gilt

Pt)=ptP "t —pla+t)P " =p{t’ ' —(a+t)P"!) >0,

also ist ¢ monoton wachsend. Deshalb und wegen ¢(0) = 0 gilt ¢ > 0 und damit
erhilt man fiir alle a,b >0

(a+b)P <aP +bP. (3.1)

Dies gilt insbesondere auch fiir @ := |f| und b := |g| und daraus folgt mit Hilfe
der Dreiecksungleichung

(3.1)
N(f +g) = /X 1+ glPdu < /X (1] + lglPdu < /X (F1P + |gl?) du =
- / FiPdu + / 9Py = N2(f) + N2 (). Q
X X

3.1.4 Satz. Fir 1l < p < oo ist LP ein halbnormierter Vektorraum beziiglich
[+ llp und fiir 0 <p <1 und f,geLP ist

dp(f,9) = IIf —gllp
eine Halbmetrik auf LP.

Beweis. Die Vektorraumstruktur des L£? ist trivial nachzurechnen und die alge-
braische Abgeschlossenheit des £P ist ebenfalls leicht einzusehen, denn einerseits
ist, wenn f € LP ist, auch af € LP fiir alle a € R, andererseits gilt fiir f,g € £P

|f+al” < (If] + [g])? < 2P(max(|f], [g]))" = 2P max(| f[7, [g|") <
< 27(|fP + |gIP)

/ |f + g[Pdp < 2P </ |f|”du+/ |g|pdu> < 00,
X X X

also ist f 4+ g € LP. Dass (LP,| - ||p) fir 1 < p < oo ein halbnormierter und
(LP,d,) fir 0 < p < 1 ein pseudometrischer Raum ist, ergibt sich - bis auf die
Dreiecksungleichung - ebenso elementar. Die Dreiecksungleichung wiederrum
folgt fiir den (£LP,]|-||,) direkt aus der Minkowskischen Ungleichung und fiir den
(LP,d,) aus Lemma 3.1.3, denn fiir f,g,h € LP ist

und damit

dp(f,g)=/X\f—glp=/X|f—h+h—g|”dus/X<|f—h|+|h—g|>pdus

3.1.3
< /X\f—h\f’dm/Xm—g\Pdu=dp(f,h>+dp(h,g).
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Um zu sehen, dass der (£?, || - ||,) i.A. kein normierter Raum ist, betrachte man
folgende Situation. Sei N € 2 so, dass N # () und u(N) = 0 ist. Dann gilt

1/p 1/p
Ixnllp = (/ |XN|de) = (/ 1du> -0,
X N

aber xn # 0. Das heifit, |||, ist genau dann eine Norm, wenn die einzige Menge
N mit p(N) = 0 die leere Menge ist. Man erhilt die Struktur eines normierten
Raumes fiir 1 < p < oo bzw. eines metrischen Raumes fiir 0 < p < 1 aber durch
folgende Definition:

3.1.5 Definition. Fiir 0 < p < oo sei
N .={fell:f=0 pti},
dann ist NP offensichtlich ein Unterraum von L£P und damit ist
LP := LP/NP
ein wohldefinierter Vektorraum.

Zwei Elemente f, g € L sind also genau dann dquivalent, wenn f—g = 0 p-f.ii.,
also genau dann, wenn f = g p-f.ii. ist. Fir f € LP hat || f]|, fiir alle Vertreter
f € LP denselben Wert, sodass die Definition

171y == 1 £l

sinnvoll ist. Jetzt gilt auch
Ifll,=0=f=0

fiir jedes f € LP, damit ist also (L”, || - ||,) ein normierter Raum.

3.1.2 Konvergenz in L7(pu)

3.1.6 Definition. Ist 0 < p < co und f,, € LP,; n € N, dann heifit die Folge
(fn)nen konvergent im p-ten Mittel oder konvergent in LP gegen f € LP, wenn

lim || fn = fll, =0,

n—oo

bzw. in anderer Notation
LP

Analog wird die Konvergenz in L? erklirt.

3.1.7 Proposition (Markov’sche Ungleichung). Ist f : X — K messbar, g :
ran f — R eine nicht-negative, auf ran f monoton wachsende messbare Funktion
und t >0, so ist

1
u({|f|2t})§m/xgofdu.
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Beweis. Bezeichnet A; := {|f| > t}, so ist fiir alle ¢ > 0

0<g(t)xa, <(gof)xa, <gof,

wobei die erste Ungleichung wegen der nicht-Negativitdt von g erfiillt ist und
die zweite Ungleichung auf Grund der Monotonie von g gilt. Daraus erhélt man

o(t) - p(Ar) = /X alt) - xa, < /X (g0 Fdp,

woraus durch Division durch ¢(t) die Behauptung folgt. a

Der folgende Satz stellt die zentrale Aussage dieser kurzen Einfiihrung der
Réume LP(u) bzw. LP(u) dar, da er einen Zusammenhang zwischen der Kon-
vergenz in LP(u) bzw. in LP(u) und der Konvergenz dem Mafle nach herstellt:

3.1.8 Satz. Ist 0 < p < o0, fu,f: X - K mit f,,,f € LP fir n € N und
konvergiert die Folge (fn)nen in LP gegen f, so konvergiert (fn)nen auch nach

Maf3 gegen f.

Beweis. Ist p = oo, dann konvergiert (f,)nen auf dem Komplement einer p-
Nullmenge gleichméflig gegen f, also gilt f,, — f fast gleichméfig. Aus Satz
2.1.4 folgt, dass (fn)nen im Mafl gegen f konvergiert.
Ist 0 < p < co und € > 0 beliebig, so folgt durch Setzung von g(t) := t* aus der
Markov’schen Ungleichung (Proposition 3.1.7), dass

1 1
Wil = 12 D < 55 [ U= 1Pl = S0~ 11
gilt und damit ist
1
: B N
Jim p({[fa = fl 2 €}) < lim —lfa = fllp =0,

also konvergiert (f,)nen gegen f nach MaB. a

3.2 Gegenbeispiele

Das folgende Beispiel zeigt, dass von der Konvergenz einer Funktionenfolge
(fn)nen dem MaBe nach nicht auf Konvergenz fast iiberall geschlossen werden
kann.

3.2.1 Beispiel. Sei der Mafiraum (X, 2, ) gleich ([0; 1], P(X)N*B, ), wobei A
das Lebesgue-Maf} auf den Borel-mefibaren Teilmengen von [0; 1] ist. Seien die
Mengen E,, ; definiert durch

En;=[Eh4] fir1<j<n

n

und damit die Mengenfolge ((E,”)1 <j <n) . gleich
== ne

((Baiieyen) = (0:1] 03] [351] . [0: 3] [5:

neN
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Sei weiters xp j := X E,; die Indikatorfunktion auf £, ; und definiere die Funk-
tionenfolge (fy)nen durch

(fr)nen == ((Xn.j)1<j<n)pen = (X1,15X2,15 X2,2, X3,1, X3,2, X33 - - - )

Nun wird gezeigt, dass zwar f, £20 fiir 1 < p < 0o und damit wegen Satz 3.1.8
auch f, @, 0 gilt, die Funktionenfolge (f,,)nen aber fiir kein € X punktweise
und damit auch nicht M-f.ii. konvergiert.

Aus der Definition ergibt sich direkt, dass fiir ein festes k € N

fn(x) = x5,1(z) mit @ <n< @ und 1 <1<k

gilt, da es nach Konstruktion k Intervalle der Lénge % gibt. Ebenso ist nach

Konstruktion klar, dass
A(Egy) = %

fir alle I € {1,...,k} gilt. Es ist

1/p 1/p
lim (/ |fr — O|pdu) lim (/ Xk,1 dA) = lim (A (Ek,l))l/p =
n—o0 X k—o0 [0:1] k—o0

lim (1)"" =0

k—o0

und damit gilt f, £ f.

Sei nun 2 € X beliebig. Fiir jedes n € N gibt es ein j,y € N so, dass x,, j(n) () =
List. Dies ist trivial fiir = 0 und 2 = 1, sonst wihle j(,y = [nz]. Daher existiert
eine unendliche Teilfolge (ji(n))nen, sodass fn,, () = 1 ist. Andererseits gilt fiir
beliebiges x € (0; 1], dass es ein m € N so gibt, dass % < z. Das bedeutet, dass
fir alle j > m dann x;i(xz) = 0 ist. Also existiert eine unendliche Teilfolge
(nj)jen so, dass fp,(z) = 0 fir x € (0;1] ist und fiir z = 0 ist die Aussage
trivial. Daher konvergiert die Folge (fn)nen fur kein z € X punktweise und
damit auch nicht A\-f.ii.. [

Satz 2.1.5 besagt, dass aus der Konvergenz einer Funktionenfolge (f,)nen fast
iiberall nur dann auf Konvergenz dem Mafle nach geschlossen werden kann,
wenn das Mafl endlich ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass dieser Schluss fiir
ein unendliches Maf} tatsdchlich nicht zuléssig ist.

3.2.2 Beispiel. Sei der Mafiraum (X, 2, 1) gleich ([0;00),P(X) N B, A) und
definiere die Funktionenfolge

Jn = X[nn+1]
Ist € X beliebig, so existiert genau ein ng € N, sodass f,,(z) = 1. Daher gilt

fir alle n € N\{no}, dass f,(z) = 0 und damit f, o,

Seien m,n € N beliebig mit m # n und betrachte die Menge
{Ifa = fml = 5} = [isn+ 1] U [mym + 1]
Offensichtlich gilt
A fo = fnl = 5) =2

damit ist (f,)nen keine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz dem MaBe nach und
daher, nach Korollar 2.2.3, auch nicht nach Maf§ konvergent. a
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Mafle auf topologischen
Riumen
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Kapitel 4

Topologie und Messbarkeit

Ist eine Menge X mit der zusétzlichen Struktur einer Topologie versehen, so
ergeben sich aus mafitheoretischer Sicht viele interessante Konsequenzen und
Moglichkeiten. In Anhang A sind die wichtigsten topologischen Grundlagen an-
gegeben, Anhang B gibt einige benottigte mafitheoretische Aussagen, die im
folgenden benétigt werden - beispielsweise das Konzept der Initial-o-Algbra
beziiglich einer Funktionenfamilie, siehe Satz B.1.5. Weiters wird folgende No-
tation eingefiihrt:

Notation. Das Paar (X, T) bezeichnet einen topologischen Raum. Dabei ist T
eine Topologie, also das System der offenen Teilmengen der Menge X. Weiters
bezeichnet A das System der abgeschlossenen und X das System der kompakten
Teilmengen der Grundmenge X.

Die Symbole €(X) bzw. €T (X) bzw. €.(X) bzw. Cy(X) bezeichnen die Menge
der stetigen Funktionen f : X — K bzw. die Menge der positiven stetigen Funk-
tionen bzw. den Raum der f € C(X) mit kompakten Triiger bzw. den Raum
der beschrinkten Funktionen aus C(X).

Das Paar (X, 2l) bezeichnet ein Messraum. Dabei ist 2 eine o-Algbra, also das
System der messbaren Teilmengen der Menge X. Ist weiters M C P(X), so
bezeichnet o(M) die von M erzeugte o-Algebra, siehe dazu Lemma B.1.4.

4.1 Borel- und Bairemengen

4.1.1 Die Borel’sche o-Algebra

4.1.1 Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann wird die o-Algebra,
die von den offenen Teilmengen T C P(X) von X erzeugt wird, die o-Algebra
der Borelmengen B(X) genannt. Es ist also

B(X) = o(7).

Da o-Algebren abgeschlossen beziiglich der Bildung von Komplementen sind,
gilt offensichtlich auch
B(X) =o(A).

Ist es erheblich, beziiglich welcher Topologie die Borelmengen gebildet werden,
so schreibt man B(X, T).

31
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Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung der o-Algebra der Borelmengen
auf den reellen Zahlen.

4.1.2 Satz. Ist A eine beliebige tiberall dichte Teilmenge der rellen Zahlen oder
gilt A = R, dann ist jedes der folgenden Mengensysteme ein Erzeuger der o-
Algebra B(R) der Borelmengen auf R:

(i) Ta

(it) Aqg
(iii) 9% .= {(a,b) | a < b, a,b € A}

(iv) 7 :={(a,b] | a < b, a,b € A}

(v) 9% :={[a,b] | a < b, a,b e A} U {2}

(vi) 8t = {(a,+00) | a € A}
(vii) 8 = {[a,+o0) | a € A}

Beweis. Per Definition wird B(R) von den offenen Teilmengen (beziiglich der
von der Metrik induzierten Topologie T;) erzeugt, also gilt (i). Da die Kom-
plemente der offenen Mengen gerade die abgeschlossenen Mengen bez. T, sind
und eine o-Algebra abgeschlossen beziiglich der Bildung von Komplementen
ist, folgt (ii). Weiters kann jede offene Teilmenge von R als abzéhlbare Vereini-
gung von offenen Intervallen mit Eckpunkten in A dargestellt werden, also gilt
o(9%) = B(R) und damit (iii). Offensichtlich ist o(I2) C o(I¥) C B(R) und
da (a,b) = UJ{[r,s] | a<r <s<b rsecQ},ist o(IF) C o(I2). Insgesamt gilt
also
B(R) = o(IF) Co(92) C o(TF) C B(R)
und es folgt (v). Weiters ist einerseits jedes Intervall (a,b] € J#* darstellbar als
(a,b) = [a,b]\ [a —e,a], >0

also ist o(J) C (J4). Andererseits gilt fiir jedes abgeschlossene Intervall [a, b] €
I dass
la,b] = ﬂ (an, 0]
neN

ist, wenn (an)nen eine monoton wachsende, gegen a konvergente Folge in A
ist. Daher ist auch o(J%) C o(J#) und es gilt (iv). Ist (a,+o0) € 8%, so ist
(a,400) = U{(a,b) | b>a, be A}, also gilt o(8f:) C o(J4). Umgekehrt ist
jedes (a,b] € I darstellbar durch (a,b] = (a,+00) \ (b, +00). Das heifit, es gilt

B(R) =0 (I}) S a(8},) € a(J5) = B(R),
daher ist (vi) erfiillt. Punkt (vii) folgt analog,. a

4.1.3 Definition. Seien (X,7) und (X’,7") topologische Rédume. Eine Abbil-
dung f: X — X' heiBit Borel oder genauer Borel mefbar, wenn f~!(B') €
B(X,T) fir alle B’ € B(X',T") gilt.
4.1.4 Lemma. Sind (X,7T) und (X,T’) topologische Riume, so ist jede stetige
Funktion f : X — X' Borel mef$bar.

Beweis. Die stetige Abbildung f : X — Y erfiillt die Beziehung f~1(7’) C 7.
Da einerseits o(f~1(77)) C o(T) = B(X) und andererseits wegen Lemma B.1.7
auch o(f~1(7")) = f~ Yo (T")) = f7H(B(X")) gilt, ist f~H(B(X')) CB(X). Q
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4.1.2 Die Baire’sche o-Algebra

Lemma 4.1.4 zeigt, dass jede stetige Funktion mefibar beziiglich der Borel’schen
o-Algebra ist. Die kleinste o-Algebra, beziiglich derer jede stetige Funktion mef3-
bar ist, heift Bair’sche o-Algebra.

4.1.5 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Die Initial-o-Algebra
B,(X) (siche Satz B.1.5) beziiglich C(X) heifit Bair’sche o-Alegbra auf X. Ist
es von Belang, beziiglich welcher Topologie C(X) betrachtet wird, so schreibt
man B, (X, 7).

Fiir eine umfassende Charakterisierung der Baire’schen o-Algebra wird folgen-
des Lemma benétigt:

4.1.6 Lemma. Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei C C X abgeschlossen und
€ > 0. Dann existiert eine Funktion go € C(X) so, dass go(C) = {0}, go(x) =1
fir §(z,C) > € und 0 < go(x) <1 fir alle x € X gilt. Dabei bezeichnet 6(x, A)
fiir A C X die stetige Distanzfunktion 6(x, A) := inf{d(z,y) | y € A}.

Beweis. Definiere die Hilfsfunktion ¢ : R — R iiber

0, t<0
p(t):={t 0<t<1
1,

Es gilt ¢ € €(R) und die Funktion

solo)i= (5(2,0))

leistet das Gewiinschte, denn go(z) ist als Zusammensetzung stetiger Funktio-
nen stetig - genauer ist sie sogar gleichméfig stetig. Die restlichen geforderten
Eigenschaften gelten offensichtlich nach der angegebenen Konstruktion. a

4.1.7 Satz. Ist X eine Menge, so ist jedes der folgenden Mengensysteme ein
Erzeugendensystem der Baire’schen o-Algebra B,(X):

(i) {z e X | f(x)>c, f€C(X),ceR}

(ii) {zx € X | f(x) >¢, f€CT(X), ceRT}
(iii) {x € X | f(z)>0, f €CX)}

(iv) {ZC X | Z=f"A), feCX), Ac A}
(W) {UCX|U=f10), fECX),0eT}
(vi) {f1({0}) | f € e(X)}

Beweis. Geméifl dem Beweis von Satz B.1.5 ist
Bo(X) = ({2 e AX) | fH(B) C, fee(X)}, (4.1)

dabei bezeichnet A(X) die Menge aller o-Algebren auf X. In Satz 4.1.2 (vi)
wurde gezeigt, dass die Menge der Halbstrahlen Sﬁ) ein Erzeugendensystem der
Borel’schen o-Algebra 9B auf R ist. Weiters gilt nach Lemma B.1.8 fiir eine
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Funktion f : (X,2) — (X', ') von einem Messraum (X, %) in einen Messraum
(X', "), wobei € ein Erzeugendensystem von 2’ ist:

fla) cd = iEe)ca

Dies angewandt auf Gleichung 4.1 ergibt zusammen mit Lemma B.1.4 (ii)

=[({ e AX) | f7H(SH) S, feCX)} =0(SH),
also gilt (i), denn

{x6X|f( >c, ceRY={f"((c, |CER} fH(SE )

Nach Satz 4.1.2 sind auch die - beziiglich der von der Metrik d induzierten
Topologie - offenen Mengen T4 und abgeschlossenen Mengen A, Erzeugenden-
systeme der Borel’schen o-Algebra 9. Eine analoge Argumentation zeigt, dass
die Punkte (iv) und (v) gelten.

Um (ii) und (iii) einzusehen stellt man zunéchst fest, dass sicher

Ur®clUsr

feet(x) fee(x)

gilt, also

(Ur®) co(Usr @)
feet(x) feex)
Andererseits kann jede Funktion f aus €(X) in ihren Positivteil f* := max(0, f)

und ihren Negativteil f~ := max(f,0) gemifl f = f*—f~ zerlegt werden. Dabei
sind fT, f~ € €7(X) und f*, f~ sind genau dann messbar, wenn f messbar

ist. Daher ist auch
Usr®clUr!

fee(x) fee+ (X)

also insgesamt

A(Ur®) =o(Usr @) = Ba(x),

feet(x) fEC(X)

wobei das letzte Gleichheitbzeichen Wegen Satz B.1.5 (1242) gilt. Aus der Bezie-
hung Useer(x) f7H(B) = {z € X | f(z) > ¢, f e €T (X), c€ RT} folgt damit
(ii). Weiters ist

{xeX’f(q:)>c,c€R+,f€€+(X)}:{m€X‘f(x)>0,f€(?+(X)}

und da fiir f € €(X) gilt, dass f+ € €(X) und f~ € C*(X), folgt (iii).

Zum Beweis von Punkt (vi) sei A C R eine beliebige abgeschlossene Menge.
Nach Lemma 4.1.6 existiert eine Funktion g4 € C(R) so, dass A = g;'({0}) ist.
Daher kann im Erzeugendensystem aus Punkt (iv) die abgeschlossene Menge
A € A durch g3 ({0}) ersetzt werden und die Funktion F(x) := f~'(g;'(A)) =
(ga o f)71(A) ist stetig, also erzeugen die Mengensysteme aus Punkt (iv) und
Punkt (vi) die gleiche o-Algebra, némlich %B,(X). Q
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Das folgende Lemma liefert eine weitere Charakterisierung der Baire’schen o-
Algebra.

4.1.8 Lemma. Jede Baire-Menge B, € B,(X) hat die Darstellung

B, ={z € X |[(fi(), fo(z),...) € B}, (4.2)

wobei B € B(R*>®) und f; € C(X) ist. Weiters ist jede Menge dieser Form Baire
und es kann die Finschrinkung f; € Cp(X) vorgenommen werden.

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass fiir alle B € B(R>) und alle f; € Cp(X)
die Mengen der Form

{z € X [(fi(2), f2(2),...) € B}

Baire sind. Sei zunéchst B € B(R*) abgeschlossen und (f,,)nen eine Folge aus
Cy(X). Dann existiert ein ¢ € €(R*) mit B = 1~ 1({0}). Definiert man

X - R

(g (@) = { z = P((fn(2))nen)

so ist @, stetig und es gilt
1y ({0 = (fa)nen (@™ ({0}) = (fa)nen(B) = {z € X | (fu(®@))nen € B} =

={reX |(f1(x),f2(x),...)€B}:Ba

Also ist B, funktional abgeschlossen und damit in B,(X). Sei nun (f,)nen eine
feste Folge in C,(X) und definiere die Mengenfamilie

By = {B € BR™) [{z € X |(fi(z), f2(x),...) € B} € Bu(X)},

dann ist Bo(X) eine o-Algebra, denn: Offensichtlich ist R™ € B. Ist weiters
By € By, so gilt per Definition

{z € X [(f(2), fo(2),...) € Bo} € Bu(X).
Da B,(X) eine o-Algebra ist, ist auch
{z € X | (fi(x), fa(),...) € Bo}® € Ba(X)

und es gilt

{z eX |(f1(z),j§(x),...) € IBO}C:::{Z €X |(f1($),fé($),---) ¢ 130}::
={z e X [(fi(2), folx),...) € B},

also ist B§ € By. Ist (B, )nen eine folge paarweise disjunkter Mengen aus By,
so ist fiir jedes n € N die Menge {z € X |(f1(z), f2(2),...) € Bn} in Ba(X)
und damit auch |, {z € X | (f1(2), f2(2),...) € By} € Ba(X). Wegen

Ufz e X [(h(@), ol2)....) € B} ={z € X | (fi(2), f2(2),...) € | Bn}

neN neN

ist J,, Bn € B und By eine o-Algebra. Nach dem ersten Beweisschritt ist

A~ := {B € B(R™) | B abgeschlossen} C By
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und mit B(R*>®) = 0(Ag) erhdlt man
B(R™) = o(Ar=) C 0(Bo) = Bo

Da andererseits sicher By C B(R™) gilt, ist insgesamt By = B(R*>). Um
einzusehen, dass jede Baire-Menge geméB (4.2) dargestellt werden kann definiert
man

C:={CeB,(X)|C={zeX|(fil), f2(x),...) € B}.

fir f; € Cp(X) und B € B(R>). Wie By im ersten Teil ist € eine o-Algebra, die
alle Mengen der Form {z € X ‘ f(z) > 0,f € C(X)} enthilt. Diese Mengen
bilden nach Satz 4.1.7 ein Erzeugendensystem der Baire’schen o-Algebra, also
gilt € = B, (X). 0

Nun soll kurz das Verhéltnis zwischen der Borel’schen und der Baire’schen o-
Algebra untersucht werden.

4.1.9 Proposition. Ist (X,T) ein topologischer Raum, so gilt B,(X) C B(X).

Beweis. Nach Lemma 4.1.4 ist jede Funktion f € €(X) Borel messbar. Da per
Definition die Baire’sche o-Algebra die Initial-o-Algebra beziiglich C(X) ist,
folgt B,(X) C B(X). Q

Auf Grund der engen Beziehung zwischen der Borel’schen und der Baire’schen
o-Algebra stellt sich die Frage, ob es Situationen gibt, in denen die beiden o-
Algebren iibereinstimmen. Es zeigt sich, dass dies im Falle perfekt normaler
Réume (siehe A.1.23) zutrifft.

4.1.10 Lemma. Ist (X,T) ein perfekt normaler Raum, dann gilt B(X) =
Bo(X).

Beweis. Sei (X, T) ein perfekt normaler Raum und A C X abgeschlossen. Dann
ist A € B(X) und da (X, T) perfekt normal ist, existiert eine stetige Funktion
f X —[0,1], sodass A = f~1({0}) ist. Also gilt A C {f~*({0}) | f € C(X)},
woraus mit Satz 4.1.7 (vi)

B(X) =o(A) Co({f7({0}) | f € C(X)}) = Ba(X)
folgt. Zusammen mit Proposition 4.1.9 ergibt sich B(X) = B,(X). Q

4.1.11 Korollar. Ist (X,T) ein topologischer und ist (X,7T) ein metrischer
Raum, so gilt B(X) = B,(X).

Beweis. Lemma 4.1.6 besagt gerade, dass ein metrischer Raum perfekt normal
ist. Nach Lemma 4.1.10 gilt also B(X) = B,(X). Q

4.2 Borel-, Baire- und Radonmafle

Im gesamten Abschnitt 4.2 werden nur Hausdorfl-Riume betrachtet. Dies dient
hauptsichlich der Bequemlichkeit, da einige Aussagen auch fiir topologische
Réume gelten, die nicht Hausdorff’sch sind. Weiters ist, wenn von einem Maf}
u die Rede ist, immer ein Maf} endlicher Variation gemeint.

4.2.1 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum.
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1.) Ein Ma$ auf der Borel’schen o-Algebra B(X) heifit Borelmaf auf X. Die
Menge der Borelmafle wird mit M(X) bezeichnet.

2.) Ein Maf auf der Baire’schen o-Algebra 9B,(X) heifit Bairemafl auf X. Die
Menge der Bairemafle wird mit M, (X) bezeichnet.

3.) Ein Borelma$ p auf X heifit Radonmafi, wenn es fiir alle B € B(X) und alle
€ > 0 eine kompakte Menge K. C X gibt, sodass |u|(B \ K:) < ¢ gilt. Die
Menge der Radonmafle wird mit M, (X) bezeichnet.

Borel-Mafle sind durch ihre Werte auf den offenen Teilmengen eines topologi-
schen Raumes eindeutig bestimmt:

4.2.2 Lemma. Sind u, v € M(X) zwei Borel-Mafe, die auf den offenen Teil-
mengen eines topologischen Raumes tbereinstimmen, so stimmen p und v auf
ganz B(X) uberein.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass ein Borel-Maf}, das auf den offenen Teilmen-
gen eines topologischen Raumes (X, T) verschwindet, auf ganz B(X) gleich Null
ist. Sei u(T) = 0. Dann gilt p*(T) = = (7T) und aus Satz iiber monotone Klas-
sen folgt u* = p~ auf ganz B(X). Da p* und g~ zu einander singuldr sind
muss = p~ = 0 gelten. Q

4.2.3 Definition. Eine nicht-negative Mengenfunktion p auf einem System
A C P(X) von Teilmengen eines topologischen Raums (X, T) heiit straff auf A,
wenn fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K. C X existiert, so dass u(A) < e
fiir alle A € A mit AN K, = & ist.

Eine additive Mengenfunktion p von beschriankter Variation auf einer Algebra
oder einem Ring heifit straff, wenn ihre Totalvariation straff ist.

Offensichtlich ist in einem kompakten Raum jedes Maf straff. AuBlerdem ist ein
Borel-Maf} offensichtlich genau dann straff, wenn fiir alle ¢ > 0 eine kompakte
Menge K. existiert, sodass |u|(X \ K.) < ¢ gilt. Die folgende Eigenschaft macht
straffe Borelmafle zu Radonmafien.

4.2.4 Definition. Eine nicht-negative Mengenfunktion p auf einem System
A C P(X) von Teilmengen eines topologischen Raums heifit regulir, wenn fiir
jedes € > 0 und jede Menge A € A eine abgeschlossene Menge F. existiert, so
dass F. C A, A\ F. und u(A\ F.) <e.

Eine additive Mengenfunktion p von beschrénkter Variation auf einer Algebra
oder einem Ring heif3t reguldr, wenn ihre Totalvariation regulér ist.

4.2.5 Bemerkung. Ist (X, T) ein topologischer Hausdorff-Raum, so ist jedes Ra-
donmaf auf B(X) straff und regulér. Ist p straffes und reguliéres BorelmaB, so
ist © Radon.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass in T5-Riumen
kompakte Mengen abgeschlossen sind. Um die zweite Behauptung einzusehen
stellt man eine beliebige Menge B € B(X) gemif

B:(BOKE)U(B\KE)

dar. Aus der Straffheit und der Regularitit folgt nun, dass g Radon ist, da
der Schnitt einer kompakten mit einer abgeschlossenen Menge wieder kompakt
ist. d
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4.2.6 Satz. Ist (X,d) ein metrischer Raum, dann ist jedes Borel-Maf auf X
requldr. Ist X wvollstindig und seperabel, dann ist jedes Borel-Maf8 Radon.

Beweis. Gemi$ der Zerlegung p = pu+ — p~ sei ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit p > 0. Die erste Aussage - die Regularitét des Borel-Mafles p - wird
in Satz C.1.3 gezeigt.

Sei ¢ > 0. Da (X,7) separabel ist existiert eine hochstens abzéhlbare dichte
Teilmenge von X. Sei (z;);en eine Aufzdhlung von D und seien fiir alle n € N

Un(zj) = {y € X | d(zj,y) <e27"}

die abgeschlossenen Kugeln mit Radius €27". Sei weiters W, j := U§:1 U (z;).
Fiir jedes n € N ist dann W, , € W, 41 und W, := U;’;l Un(z;) = X. Damit
konvergiert pu(W, i) fir k& — oo gegen u(X), also existiert ein Index k, € N,
sodass
,u(X \ kan) <e2™™

Sei nun K, := ﬂ;f:n Wk, » dann ist K, € X abgeschlossen. Da K, C Wy, 1. .
fiir alle m > n gilt ist K,, total beschrinkt. Auf Grund der Vollstéindigkeit von
(X,7) ist K,, damit kompakt. Weiters gilt

w(X\ K,) = u( U (X\Wm,km)> <> e2m<e

Damit hat man erhalten, dass das Maf} p straff ist. Da ein metrischer Raum 7%
ist, ist K, abgeschlossen und damit ist g auch reguldr. Aus Bemerkung 4.2.5
folgt, dass u Radon ist. Q

4.2.7 Korollar. Ist (X,T) ein topologischer Raum, so ist jedes Baire-Maf3
regulir. Insbesonders existiert fiir jede Baire-Menge E € B,(X) und jedese > 0
eine stetige Funktion f € C(X), so dass f~1({0}) C E und |u|(E\f~1({0})) < ¢
gilt.

Allgemein gilt fir jede Familie F stetiger Funktionen auf X, dass jedes Maj$ 1
auf der Initial-o-Algebra o(F) regulir ist.

Beweis. Gemif der Zerlegung ¢ = pu+ — pu~ sei ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit wieder g > 0. Sei weiters E € B,(X) eine Bairemenge und ¢ > 0.
Nach Lemma 4.1.8 existieren eine Folge (f,)nen mit f; € C(X) und eine Menge
B € B(R™) so, dass E die Darstellung

E={zeX ‘(f1($)7f2(x),...)€B} (4.3)
hat. Definiere die stetige Abbildung
X o R*™
T w e (@) @) )

und sei oy das Bildmafl unter der Abbildung ¢, also

- 1 )BR>®) =R
o hew B pu(p~'(B))
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Da R perfekt normal ist gilt nach Lemma 4.1.10, dass B,(R*>) = B(R>) ist.
Also ist g ein Borelmafl auf ®B(R*°) und wegen Satz 4.2.6 ist ug regulidr. Daher
existiert eine Funktion g € C(R°) und eine abgeschlossene Menge F' C B,
sodass

po(B\F) = pmo(B\ g~ ({0})) <e
ist. Sei f(z) := g(f1(x), f2(x),...). Dann ist f € C(X) und es gilt

po(B\ g~ ({0}) = u(e™H(B) \ ¢~ (g1 ({0}))
Der rechte Ausdruck ist wegen
¢ (B)={re X | p(z) € B} ={z € X |(fi(2), fa(2),...) EB} = E
und
¢ g {0D) = (go )T ({0}) = fFH({0})
gleich u(E\ f~1({0})), also hat man

n(E\ f7H{0}) <«

erhalten und damit ist jedes Bairemafl auf einem topologischen Raum (X, T)
regulér. Ist F C C(X), so ist per Definition der Initial-o-Algebra jede Bairemen-
ge E gemiB (4.3) mit f; € F darstellbar. Infolgedessen ist jedes Maf auf o(F)
regulér. a

Nach Lemma 4.1.10 stimmen auf perfekt normalen Rdumen die Baire- und Bo-
relmafle {iberein. Das folgende Korollar ist also nicht iiberraschend.

4.2.8 Korollar. Auf einem perfekt normalen Raum (X, T) ist jedes Borelmaf
w € B(X) reguldr.

Die folgende Eigenschaft ist stirker als der bisher eingefiihrte Regularitétsbegriff
und doch noch schwiicher als die Eigenschaft eines Mafles, Radon zu sein.

4.2.9 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und p ein Borel-Maf} auf
X. Das MaBl p heiflt 7-additiv, wenn fiir jedes monoton wachsende Netz offener
Mengen (O;)cr in (X, T) die Beziehung

u(Uo:) = tim o)
i€l

gilt. Gilt diese Beziehung fiir alle Netze mit | J, U; = X, dann heifit p 79-additiv
oder schwach-7-additiv.

Die folgende Proposition zeigt, dass die 7-Additivitéit zwischen der Regularitét
und der Radoneigenschaft liegt. Ebenso sieht man, dass die Straffheit eines
Mafles p ausreicht, damit ein 7-additives Mafl Radon ist.

4.2.10 Proposition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Es gilt:

1.) Jedes Radon-Maf ist T-additiv.

2.) Ist (X,7) regulir, so ist jedes T-additive Maf8 requlir. Insbesonders ist jedes
T-additive Maf$ auf einem kompakten Raum Radon.
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3.) Jedes straffe T-additive Maf ist Radon.
4.) Ist (X,d) ein seperabler metrischer Raum, so ist jedes Borel-Maf$ T-additiv.

Beweis. 1.) Sei p € B(X) ein Radonma$, (O;);cr ein monoton wachsendes Netz
offener Mengen und sei € > 0. Setze O := J, O;. Da p Radon ist existiert eine
kompakte Menge K C O, sodass |u[(O\ K) = |p|((U; 0:) \ K) < ¢ ist. Auf
Grund der Kompaktheit von K existiert ein n € N, sodass schon U;.l:l O, 2 K
ist. Damit ist auch

Iu<(U0i) \ ( Q%)) = MI(X\(OOij)) <e

el j=1
und daher, da das Netz (O;);er wachsend ist,

|l (X) = lim |u[(05) <e.

2.) Sei (X,7) ein reguldrer Raum und g ein 7-additives Mafl auf B(X). Sei
weiters € die Menge aller Borelmengen E C B(X), fiir die

\u|(E) = sup{|u|(Z) | Z € E, Z abgeschlossen} = inf{|p|(O) | O 2 E, O offen}

gilt. Der Beweis von Satz C.1.3 zeigt, dass € eine o-Algebra ist. Lésst sich zeigen,
dass T C €& gilt, so ist der Beweis abgeschlossen, denn die offenen Mengen sind
ein Erzeugendensystem der Borel’schen o-Algebra.

Sei O € T. Nach Lemma A.1.7 existiert fiir alle x € O ein U, € U(z) mit
x € U, C O. Daher lisst sich O in der Form O = UmGO U, schreiben. Aus der
Regularitit von (X, T) erhilt man, dass sich O als Vereinigung von Mengen aus

Vi={Vellx)|zeU, CO,V U}

schreiben lasst. Definiert man

Vo :={Va:=JVi|VieV,neN},

i=1

so kann O auch durch Mengen aus Vo geméfl O = UVeVo V' dargestellt werden,
wobei V,, C V11 fiir alle n € N gilt. Sei nun € > 0. Da p 7-additiv ist, existieren
ein n € Nund V,, € Vg so, dass |u|(O\ V,,) < € ist. Nach Konstruktion gilt
V; C O fiir alle V; € Vo und daher auch |u|(O\ V,,) < ¢, also ist O € €.

Ist (X, T) kompakt, so ist (X, T) ein regulidrer Raum und das T-additive Maf} p
also reguldr. Auf einem kompakten Raum sind weiters alle Mafle straff, daher
ist nach Bemerkung 4.2.5 das Maf} ;1 Radon.

3.) Ist p ein 7-additives Mafl auf B(X), so ist p nach Punkt (2) auf jedem
kompakten Teilraum von X Radon. Ist das Mafl u nun zusétzlich straff, so
findet man fiir jedes € > 0 und alle A € B(X) eine kompakte Menge K. C X
mit K. N A= und pu(A) < e. Also ist 4 Radon auf ganz X.

4.) Sei (X, T) ein separabler metrischer Raum und p ein Maf auf B(X). Jeder
separable metrische Raum erfiillt bekanntlich das zweite Abzéihlbarkeitsaxiom.
Ist (O;)ier ein monoton wachsendes Netz offener Mengen und O := J,¢; O;, so
existiert daher eine héchstens abzihlbare Teilmenge J mit O = (J;¢; O;. Sei
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€ > 0. Aus der o-Additivitdt folgt die Stetigkeit von unten des Mafles u, daher
gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng und O,, := UZ:1 Oy, dann

1l (O\ On) = [ul(O) = [ul(On) <&

gilt, also ist p ein 7-additives Mafi auf B(X).
Q

4.2.11 Korollar. Sind p und v zwei T-additive Mafe auf einem topologischen
Raum (X,7), die auf einem Mengensystem U dibereinstimmen, das eine Basis
B der Topologie enthilt und abgeschlossen beziiglich endlicher Schnitte ist, so
stimmen p und v schon auf ganz B(X) dberein.

Beweis. Sei O € T. Definiere die Menge
I:={F C B |Fist endlich, VB € F: B C O}.

Dann ist I offensichtlich gerichtet. Definiert man Og := (Jgc4 B, so hat man
wegen Oy C Og fir F C Gmit F, § € I und U?e] Og = O erhalten, dass
O eine Darstellung als wachsendes Netz offener Mengen hat, die jeweils eine
endliche Vereinigung von Elementen aus der Basis B und damit von Elementen
aus U sind. Damit gilt u(O5) = v(Ox) fiir alle O, da p und v auf U und damit
auch auf B iibereinstimmen. Da laut Voraussetzung p und v 7-additiv sind
folgt daraus p(O) = v(0O). Lemma 4.2.2 zeigt nun, dass p und v auf ganz B(X)
iibereinstimmen, denn 7-additive Mafe sind definitionsgemifl Borel-Mafle. QO

4.2.12 Lemma. Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei p ein regulires T-

additives Maf auf X und sei (f;)icr ein monoton wachsendes Netz unterhalbs-

tetiger nicht-negativer Funktionen, so dass die Funktion f = llirrll fi beschrinkt
1€

ist. Dann gilt

ti [ (o) udn) = [ 7o) utde).
i€l | x X

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass
@ > 0 gilt - andernfalls betrachtet man die Jordan-Hahn Zerlegung. Da nach
Voraussetzung die Funktion f beschrinkt ist, gelte weiters f < 1.

Definiere die Folgen

1 — 1 &
fim= Ezl{m%} und - fr = PR
k=1 k=1

Per Definition sind die Mengen { f; > k:Ll } offen und da der Grenzwert einer Fol-

ge oder eines Netzes unterhalbstetiger Funktionen selbst wieder unterhalbstetig
ist, ist auch die Menge {f > =1} offen, daher ist ({f; > £-2});c; ein mono-
ton wachsendes Netz offener Mengen, das gegen die offene Menge {f > %}
wichst. Auf Grund der 7-Additivitdt von p gilt somit

({52 o( (=51

lim fi,ndﬂ:/ fndu
i€l [ x b's

und daher
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Sind € X und i € I so, dass f;(x) = ¢ < 1, so existieren ki, ko, n € N, k; < ko,
sodass % < filx) < % Daraus folgt, dass

1y _ R
k=1

und somit
ky k-1 1
. — < |21 _
i) = F = 31y 00y 0) — )| < |2 - B2
fiir alle z € X, i € I und n € N. Genau so zeigt man auch
fule) — @) <
n(x) — f(x)| < —
n
Daraus erhélt man
i [ 1fia) = F(@) tde) =tim [ 1£i0) = fonle) + fin(o) = Flo)] i) =

éhm/ 1£:(2) — fin(@)| (de) +hm/ fin(@) — ()] p(da) <

i€l
</ = p(de) =50
xn

a

4.2.13 Korollar. Sei (X,7T) ein topologischer Raum, sei p ein regulires 7-
additives Maf$ auf X und sei (f;)ier ein Netz von Funktionen aus Cy(X), das
monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert. Dann gilt

iy [ i) td) =0

Beweis. Ist ig € I fest, so konvergiert das Netz (f;, — fi)i>i, monoton wachsend
gegen f;, und f;, — f; > 0 fiir alle i>>4. AuBerdem ist fiir alle i> ¢y die Funktion
fi, — fi unterhalbstetig. Damit erhdlt man aus Lemma 4.2.12, dass

[ odn=tim [ fodn=tiny [ 5= i

0= limy / fio = i — fio

und daher

und isgesamt

lim [ fidu=0
il fx
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4.2.14 Satz. Sei (X,7T) ein Hausdorff-Raum und A C P(X) eine Algebra von
Teilmengen von X, die eine Basis der Topologie T enthdlt. Sei weiters p eine
requldre additive Mengenfunktion von beschrankter Variation auf 2.

1.) Ist p straff, so kann p eindeutig zu einem Radon-Maf auf X fortgesetzt
werden.

2.) Ist (X,7T) regulir und gilt fir jedes monoton wachsende Netz (O;)icr von
offenen Mengen aus A mit | J; O; = X, dass |p|(X) = lim; |p|(O;) ist, dann
kann p eindeutig zu einem T-additiven Maf auf B(X) fortgesetzt werden.

Ist p nicht-negativ, so hat in beiden Fillen die Fortsetzung i fiir alle B € B(X)
die Darstellung
A(B) = nf{1.(0) | 0 € 7,0 2 B}

Beweis. Zunichst sei festgestellt, dass der Positiv- und der Negativteil eines
MaBes p, das die Eigenschaften aus Punkt (1) oder Punkt (2) erfiillt, diese
Eigenschaften dann ebenfalls erfiillen. Also geniigt es, sich auf nichtnegative
Mafe zu beschréinken.

Im Beweis wird das durch eine additive Mengenfunktion auf einer Algebra 2
erzeugte innere Mafl u, verwendet, das fiir £ C X durch

p1x(E) = sup{u(A) | A€ A, AC B}

definiert ist. Zuerst wird Punkt (2) bewiesen. Der Beweis erfolgt in mehreren
Schritten.

Schritt I. Es wird gezeigt, dass

lim 4(0;) = 1. (0) (4.4)

fir jedes wachsende Netz (O;);c; offener Mengen O; € 2 mit O = J, O; gilt.
Sei angenommen, (4.4) trifft nicht zu. Dann existiert ein € > 0, sodass

—1i ) > €.
pe(0) = lim p(0;) 2 ¢

Das Ma8 p ist laut Annahme regulér, also existiert eine abgeschlossene Menge
Z COmit Z €A und pu(Z) > p.(O) — 5. Definiere W := X \ Z. Dann folgt

lim p(0; UW) < i p(05) + p(X) = u(Z) < lim (0:) + p(X) — p(O) +

e
Z<
iel 2~

< p(X) = 5 < p(X).

Andererseits gilt aber X = (J,(O; UW) und daher laut Voraussetzung und der
Annahme p >0
H(X) = lim p(0; U ),
icl
was ein Widerspruch ist.

Schritt II. Nun wird gezeigt, dass

lim 1..(0;) = 1. (O) (4.5)
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fir jedes wachsende Netz offener Mengen O; C X mit |J, O; = O gilt. Dazu
zeigt man zunéchst, dass
lim 1.(0) > (V) (4.6)

fiir alle offenen Mengen V' C O mit V € 2 gilt. Sei dazu
W={WeA|WeT,Fiel:WCO;}

Offensichtlich ist W eine gerichtete Familie offener Mengen, deren Vereinigung
gleich O ist. Daher lsst sich (4.4) anwenden und es folgt

1 (0) = sup{u(W) | W € W}.
Da V als V= [y ey (V N W) schreiben lédsst erhilt man analog
u(V) = (V) = sup{u(V 0 W)W € W}. (4.7)

Fiir jedes W € W existiert ein ¢ € I, so dass W C O;. Damit ist auch VNW C O;
und daher u(VAW) < u(W) < p.(0;). Also gilt p(VNW) < lim; p.(O;). Wegen
(4.7) folgt daraus (4.6). Bildet man nun das Supremum iiber alle offenen Mengen
V C O mit V € 2, so erhdlt man

11:(0) = sup{p(V) | V € T, V € A} < lim 1. ().
Da sicher O; C O fiir alle ¢ € I gilt auch
lim 1..(0i) < p(0),

also ist (4.5) gezeigt.

Schritt III. Es werden zwei weitere Eigenschaften von p, gezeigt: Sind O; und
O- offen, so gilt

14 (01 U O2) < 14(01) + 1 (O2). (4.8)
Sind die Mengen O; und O zusétzlich disjunkt, so hat man
14 (01 U O2) = 1:(O1) + p(O2). (4.9)

Da die Algebra 2 laut Voraussetzung eine Basis der Topologie T enthilt exis-

tieren zwei Netze (U})ier und (U7);ey, sodass U}, U? € 2, U}, U? € T und

01 =, Ul, Oy = Uj Uj2. Daraus erhilt man

u(UFUU?) < p(U) + p(U7) < 1 (01) + 1 (O2)

Ist i € I fest folgt durch Anwendung von lim; aus (4.4) damit u. (U} U Os) <
1 (01) + 4 (02). Wendet man darauf (4.5) an, so erhélt man (4.8). Gleichung
(4.9) zeigt man analog.

Schritt IV. Nun wird ein Maf} konstruiert, das letztendlich zur gesuchten Fort-
setzung fithrt. Dazu betrachtet man die Mengenfunktion v auf X mit

v(A) :=inf{p.(0) | O €T, AC O},

definiert fiir alle A C X. Wegen (4.5) und (4.8) ist v ein dufleres Maf. Lemma
C.1.2 zeigt, dass

A, ={ACX |v(ANB)+v((X\A)NB)=v(B), BC X}

eine o-Alegbra auf X und v o-additiv auf 2, ist.
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Schritt V. Es wird gezeigt, dass die o-Algebra der Borelmengen B(X) in 2,
liegt, d.h., dass B(X) C .

Da B(X) von den offenen Mengen erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass jede
offene Menge O in 2, liegt. Also muss gezeigt werden, dass

v(ONB)+v((X\0)NB)=v(B)
fiir alle Mengen O € T und alle B C X gilt. Da
v(ONB)+v((X\0O)NB)>v(B)
aus (4.8) und der Definition von v folgt, bleibt
v(ONB)+v((X\0O)NB)<v(B) (4.10)
zu zeigen. Sei dazu zunéchst B ebenfalls offen. Dann kann (4.10) zu
p(ONB) +v((X\0)NB) < p.(B) (4.11)

umgeschrieben werden. Da O € T existiert ein wachsendes Netz (O;);cr offener
Mengen mit O = J; O;. Der Raum X ist laut Voraussetzung regulir, also gilt
fiir alle ¢ € I, dass Z; := O; C O. Daraus folgt

B=(BNO)UBN(X\0;)2(BNO;)U(BN(X\Z)).
Die Menge BN (X \ Z;) ist offen, also folgt aus (4.9), dass
1a(B) > (BN O) + (BN (X \ Z).

Weiters gilt fiir alle ¢ € I, dass BN (X \ O) C BN (X \ Z;)). Daraus erhélt man
- zusammen mit BN (X \ Z;) € T - dass p.(BN (X \ 0;)) > v(Bn (X \ O)).
Daher gilt

pi(B) > (BN O;) +v(BN (X \0)).

Wendet man darauf (4.5) an, so folgt (4.11). Um nun (4.10) zu zeigen sei B C X
beliebig und W O B offen. Dann gilt wegen (4.11)

(W) > (W NO)+v(WN(X\0)=v(WNO)+v(WnN(X\O0)) >
>v(BNO)+v(BN(X\0))

Da W 2 B beliebig war erhiilt man daraus (4.10).

Schritt VI. Nun definiert man die gesuchte Fortsetzung fi := v/|n(x). Wegen
(4.5) und v(0) = u.(0) tiir alle O € T ist fi T-additiv. Ist O offen und gleich-
zeitig in 2, so gilt ¥(0) = u(O). Es bleibt zu zeigen, dass v auf ganz 2 mit
w1 lbereinstimmt. Sei dazu € > 0 und A € 2. Die Mengenfunktion g ist nach
Voraussetzung regulér auf 2, also existiert eine abgeschlossene Menge F. mit
F.CA, A\ F. € A und p(A\ F.) < e. Dann findet man eine offene Menge O,
mit O, € A, O O A und p(O,) — u(A) < €. Daher gilt

H(A) > p(0.) = = v(0.) — & > v(A) —

und deswegen p(A) > v(A). Da mit A auch X \ A in 2 liegt, folgt u(X \ 4) >
v(X \ A). Also ist auch —u(A) > —v(A) und daher insgesamt u(A) = v(A).
Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt aus Korollar 4.2.11.
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Zum Beweis von (1) sei zunéichst bemerkt, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes eine straffe additive Mengenfunktion p automatisch die Bedingung aus
Punkt (2) erfiillt. Sei dazu (O;);e; ein wachsendes Netz offener Mengen aus 2
mit X = J; O; und € > 0. Ist p straff auf A, so existiert definitionsgeméf fiir
alle € > 0 eine kompakte Menge K. C X so, dass u(A4) = 0 fiir alle A € 2 mit
ANK,. = @. Da in Hausdorff-Rdumen kompakte Mengen abgeschlossen sind, ist
fiir jedes kompakte K. die Menge X \ K. offen und damit laut Voraussetzung in
2 enthalten. Da insbesondere K. N (X \ K.) = & gilt, folgt also aus der Straffheit
von pu auf %A, dass fiir alle € > 0 eine kompakte Menge K. existiert, sodass
w(X \ K.) < e ist. Daher lisst sich der Beweis von Punkt (1) in Proposition
4.2.10 wiederholen und man sieht, dass p die geforderte Eigenschaft aus Punkt
(2) erfiillt.

Wire der Raum X regulér, so liefle sich nach Punkt (2) p zu einem 7-additiven
MaB auf B(X) fortsetzen. Da u auch straff ist wiirde dann aus Punkt (3) von
Proposition 4.2.10 folgen, dass ¢ Radon ist und der Beweis wiire in diesem Fall
abgeschlossen. Nun muss laut Voraussetzung X nicht regulér sein. Betrachtet
man den Beweis von Punkt (2), so sicht man, dass die Regularitidt von X nur in
Schritt V. verwendet wurde, wo gezeigt wird, dass B(X) C 2,,, genauer gesagt
dort, wo die Existenz eines Netzes Z; abgeschlossener Mengen mit Z; := O; C O
fiir eine beliebige offene Menge O gezeigt wird. Nun lésst sich nicht zeigen, dass
2, alle offenen Mengen enthélt, aber 2, enthélt alle offenen Mengen O, sodass
X \ O kompakt ist, denn bekanntlich (siehe z.B. [6, Satz 3.1.6]) kann jeder
Punkt z € O von einem kompakten Komplement durch offene Umgebungen
getrennt werden. Daher gilt weiterhin Z; := O; C O und Schritt V. im Beweis
von Punkt (2) kann durgefiihrt werden. Also enthilt 2, alle offenen Mengen O,
sodass X \ O kompakt ist. Ist K eine beliebige kompakte Menge, so ist K im
Hausdorff-Raum X auch abgeschlossen und X \ K deswegen offen. Wihlt man
nun O := X \ K, so ist auch das Komplement von O in 2,,, also K € 2,,. Also
enthélt 2, alle kompakten Mengen. Dies reicht allerdings noch nicht, um zu
zeigen, dass B(X) C 2, gilt, da die Borelmengen B(X) nur dann vom System
der kompakten Mengen erzeugt werden, wenn der zugrundeliegende Raum o-
kompakt ist, wovon hier nicht ausgegangen werden kann. Aber es ldsst sich duch
K e 2, fir alle kompakten K zeigen, dass 2(, alle abgeschlossenen Mengen
enthélt.

Sei dazu (K,)nen eine Folge kompakter Mengen so, dass

() > pu(X) — (4.12)

wobei

(A = inf{ > u(An) | Ape, Ac | An}
n=1 n=1
das duflere MaBl zu p ist. Eine Folge K, wie in (4.12) existiert auf Grund der
Straffheit von p. Sei weiters K := J, oy Kpn. Es wird nun gezeigt, dass fiir
alle n € N die Beziehung v(K,) = p*(K,) gilt. Ist n € N, V eine offene
Menge mit V 2 K, und =z € K,, so existiert eine offene Menge W, € 2 mit
x € W, C V. Die Vereinigung tiber alle z € K,, der W, tiberdeckt nun K, und
da K, kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung W7, ..., Wy, sodass
W .= Ule Wi O K,,. Damit ist W offen, liegt in 2 und erfiillt W C V. Also gilt
w(Kp) < p(W) < pe(V) und, da V beliebig mit V' C K, war, p*(K,) < v(K,).
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Andererseits folgt aus der Regularitéit von pu, dass
p*(Ky) =inf{u(W) | W e A, WD K,}

Da p(W) > v(K,,) wegen W € T folgt daraus p*(K,,) > v(K,) und damit dann
insgesamt v(K,,) = p*(K,) fiir alle n € N. Nach Lemma C.1.2 ist die o-Algegra
2, vollstéindig. Dies liefert zusammen mit (4.12), dass v(X \ K) = 0 gilt. Ist
nun Z eine abgeschlossene Menge, so stimmt Z mit (J,,.y(Z N K;,) bis auf eine
v-Nullmenge iiberein. Da 2, alle kompakten Mengen enthélt, Z N K,, kompakt
fiir alle n € N ist und die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen ebenfalls in 2,
liegt, ist Z € 2, und damit insgesamt B(X) C A,, was zu zeigen war.

Die gesuchte Fortsetzung erhélt man wieder durch fi := v|g(x). Die Eindeu-
tigkeit der Fortsetzung erhdlt man nun aus der Tatsache, dass jede offene Um-
gebung einer kompakten Menge eine offene Umgebung enthilt, die eine endli-
che Vereinigung von Elementen der Basis der Topologie ist. Stimmen also zwei
Fortsetzungen g7 und pip auf 2f und damit auch - da 2 eine Basis der Topologie
enthélt - auf allen endlichen Vereinigungen von Elementen der Basis iiberein,
so stimmen sie auch auf allen kompakten Mengen iiberein. Nun wurde gezeigt,
dass sich jede abgeschlossene Menge als Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter
Mengen schreiben lésst, also stimmen g7 und /iy auf einem Erzeugendensystem
von B(X) und damit auf ganz B(X) iiberein. a

4.2.15 Korollar. Sei (X,T) ein vollstindig regulirer Raum. Dann gilt

1.) Jedes straffe Baire-Maf3 p auf X kann eindeutig zu einem Radon-Maf fort-
gesetzt werden.

2.) Jedes Baire-Maf$ p auf X, das 19-additiv auf B,(X) in dem Sinne ist, dass
|| (X) = sup; |u|(O;) fiir alle monoton wachsenden Netze funktional offener
Mengen O; mit X = J; O;, kann eindeutig zu einem 7-additiven Borel-Maf
auf B(X) fortgesetzt werden.

Beweis. Nach Korollar 4.2.7 ist jedes Baire-Maf} regulér. In einem vollsténdig
reguldren Raum bilden die funktional offenen Mengen eine Basis der Topologie,
also erfiillt jedes Baire-Maf} alle Voraussetzungen in Satz 4.2.14. (]

4.3 Das Daniell-Integral

4.3.1 Definition. Sei X eine Menge und F eine Menge auf X definierter reel-
ler Funktionen. Ist F mit punktweisen Operationen ein reeller Vektorraum, so
nennt man F einen Funktionenraum auf X. Hat F die Eigenschaft, dass fiir zwei
Funktionen f, g € F auch das Maximum max(f, g) in F ist, so heifit F ein Ver-
band und falls F zusitzlich die Stone’sche Bedingung f € F = min(f,1) € F
erfiillt, ein Stone’scher Verband. Ein Funktionenraum, der zugleich ein Verband
bzw. ein Stone’scher Verband ist, heifit Vektorverband bzw. Stone’scher Vektor-
verband.

4.3.2 Proposition. Ist F ein reeller Funktionenraum, so sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:
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1.) F ist ein Verband. 4.) feEF = freT.
2.) f,g€F = max(f,g) € F. 5)feF= feF.
3.) f,g€F = min(f,g) € F. 6.) feF = |fleT.

Beweis. Seien f, g € F. Da min(f,g) = —max(—f, —g) und daher dann auch
max(f,g) = —min(—f, —g) gilt, sind die Aquivalenzen (1) < (2) < (3) klar.
Aus fT = max(f,0), f~ = —min(f,0), 0 € F und |f| = fT + f~ folgen die
restlichen Aussagen. Q

4.3.3 Satz. Sei F ein Vektorverband tiber einer Menge Q2 mit 1 € F und sei L
ein lineares Funktional auf F mit folgenden Figenschaften:

i.) L(f) >0, wenn f > 0.
ii.) L(1) = 1.

iii.) Ist (fn)nen eine Folge in F, die monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert, so gilt L(f,) — 0.

Dann ezistiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl u auf der Initial-o-Algebra
A = o(F), sodass F C LY (1) und

L) = [ fdu vres (4.13)

Beweis. Der Beweis wird in vier Teile gegliedert.

Teil I. Definiere £ als die Menge aller beschréinkten Funktionen f der Form
f(z) = lim f,(z), wobei f,(x) € F nichtnegative Funktionen sind und die
n—oo

Folge (fn)nen monoton wachsend ist. Offensichtlich ist eine Folge (f,,)nen mit
fn A f gleichméBig beschriankt und nach den Eigenschaften von L ist die Folge
(L(f1n))nen monoton wachsend und beschréinkt.

Das lineare Funktional L soll nun auf £1 fortgesetzt werden. Dies erfolgt durch
die Definition

felt  L.(f) = lim L(fn)

n— oo

Zunéachst wird gezeigt, dass L, wohldefiniert ist und dass die Einschrinkung

von L, auf beschrinkte, nichtnegative Funktionen aus & mit L iibereinstimmt.

Weiters wird gezeigt, dass L, die folgenden Eigenschaften hat:

1.) Fiir alle f, g € L1 mit f < g gilt L.(f) < L.(g).

2.) Fiir alle f, g € £ und alle ¢ € [0,00) gilt L.(f + g) = L.(f) + L.«(g) und
Lu(cf) = eL.(f).

3.) Fiir alle f, g € £ ist min(f,g) € LT, max(f,g) € LT und es gilt

L.(f) + Li(g9) = Li(min(f, g)) + L.(max(f,g))

4.) Fiir jede monoton wachsende Folge (f,, )nen gleichmifig beschrinkter Funk-
tionen f, € L1 ist lim f, € LT und es gilt
n—oo

L.(lim f,)= lim L(f,).

n—00 n—0o0



4.3. Das Daniell-Integral 49

Seien (fn)neny und (gn)nen Folgen aus F mit lim f, < klim gx. Die Folge
n—oo — 00

(min(fn, gx))ken geht dann monoton wachsend gegen f,,. Daher ist
L(fn) = lim L(min(fn,gr)) < lim L(gk).
k—o0 k—o0

Bildet man den Limes n — oo, so sieht man, dass li_>m L(fn) < klim L(gy) gilt.
n—,oo — 00

Daraus erhilt man die Wohldefiniertheit von L, auf £T, denn ist f € LT mit

fn 7 fund gn 7 f, so gilt wegen f < f dann

. ~ . o
Jim L(fn) < lim L(gm) und  lim L(gn) < lim L(fy)

und L, ist auf £ unabhiingig von der Wahl der gegen ein f € £ monoton
steigend konvergenten Folge aus F. Auf Grund der Linearitdt und der Eigen-
schaft (iii) des Funktionals L konvergiert L(v,) N\, L(%) wenn nichtnegative
Funktionen %, in ¥ monoton fallend gegen eine nichtnegative Funktion ¢ € F
konvergieren. Daher ist fiir f € LT NTF

L.(f) = lim L(fn) = L(f),

n—oo

also stimmt L, auf £ NF mit L iiberein.

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen nun direkt aus der Tatsache, dass die-
se Eigenschaften fiir Funktionen aus JF gelten. Um Eigenschaft (3) einzusehen
beachte man

lim min(f,,g,) = lim fnt gn = 1fn = 9nl _ f+g—1|f+4|

n— 00 n—00 2 2

= min(f, g)

und ebenso lim, max(f,, g,) = max(f,g) fir f, g € L. Daher ist min(f, g),
max(f,g) € L. Aus Eigenschaft (2) und der Tatsache

[+ g =min(f,g)+ max(f,g)

folgt nun
Li(f) + L(9) = Lu(min(f, 9)) + L. (max(f, g)).

Sei (fyn)nen) eine Folge von Funktionen aus £1 und f,, ; Folgen nicht-negativer
Funktionen aus J, die fiir k¥ — oo monoton wachsend gegen f,, konvergieren.
Setze g, = m<ax fm,n, dann ist g, € F, gy < gm+1 und fir n < m gilt

n<m

fm,n < 9m < fm- (4.14)
Damit ist auch L.(gm) < Li(gm+1) und
Li(fmn) < Li(gm) < Li(fm). (4.15)

Aus Gleichung (4.14) ergibt sich durch den Grenziibergang m — oo erst
f"L S lim gm S lim f’ln
m—o0 m—0o0

und n — oo zeigt lim f,, = lim g,, € £L*. Wiederholt man dies fiir Gleichung
m—0o0 m— o0
(4.15), so erhélt man

lim L.(fn)= lm L(gmy)=L( lim g¢,)=L.( lim f,)
m—r 00 — 00

m—r o0 m

und Eigenschaft (4) ist bewiesen.
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Teil II. Nun wird das gesuchte Wahrscheinlichkeitsmaf ;¢ konstruiert. Das fort-
gesetzte Funktional L, aus Teil I wird ab jetzt mit L bezeichnet. Definiere

G:={G|1ge L™}

{9%R
=

und

G L(1c).

Offensichtlich ist 1¢,nq, = min(Gi, G2) und 1¢,ug, = max(G1, Ga), also ist §
nach Eigenschaft (3) aus Teil I abgeschlossen beziiglich endlicher Vereinigungen
und Durchschnitte. Ist (G,)nen eine Folge aus G, ist G := [J,,cy G und ist
GF = Uﬁzl G, so gilt G* 7. G und daher 1o« 7 1g. Wegen Eigenschaft
I.(4) ist 15 € L1 und daher G € G, also ist G auch abgeschlossen beziiglich
abzéhlbarer Vereinigungen.

Weiters ist wegen 1g > 0 dann u(G) = L(1g) > 0 und fiir Gy, G2 € § mit
G1 C Gy gilt wegen I.(1) auch pu(G1) < u(Gs), also ist die Mengenfunktion p

positiv und monoton. Sind Gy, ...,G, paarweise disjunkte Mengen aus G, so
gilt
n B B IE)) n B n |
M(QGJ—LOWHQ)—M;ﬁaLﬂ —Z;MMJ_Z;MQ%

u ist also auch additiv. Aus den Eigenschaften I.(3) bzw. I.(4) ergibt sich au-
Berdem, dass

N(Gl n GQ) + /~L(G1 U GQ) = N(Gl) + ,U(GQ) VGl, Gy e §

bzw. lim p(G,) = u(G), wenn Mengen G,, € § monoton wachsend gegen G
n—0o0

konvergieren. Zu guter Letzt folgt aus Eigenschaft (ii) des linearen Funktionals
1(2) = 1. Nach Lemma C.1.2 ist die Mengenfunktion

p*(A) =inf{u(G) | G §,AC G}
ein abzéhlbar-additives Mafl auf der Mengenfamilie
B={BCQ ’ p*(B)+ p*(Q\ B) =1}.

Die Einschrinkung von p* auf %8 wird von nun an mit g bezeichnet.

Teil III. Es wird 2 = o(JF) C B gezeigt. Die Indikatorfunktion 1.y hat fiir
alle ¢ € R die Darstellung

1¢fsey = lim min(1,n - max(f —¢,0)),
also ist fiir f € £1 die Menge
He:={zxeQ| f(z) >c}=f"((c,0)) €. (4.16)

Infolge dessen ist fiir jedes f € £F die Beziehung f~1(3) C o(9) erfiillt und
nach Lemma B.1.8 ist also jede Funktion f € £ o(§)-messbar. Da o(£7T) die
grobste o-Algebra ist, sodass alle f € £ messbar sind, gilt sicher o(£1) C o(9).
Andererseits sind alle Funktionen f € F nach Definition der Initial-o-Algebra
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beziiglich o(F) messbar. Damit sind auch alle f € £ als Grenzwerte messbarer
Funktionen o(JF)-messbar, also o(£1) C o(F). Umgekehrt kann jede Funktion
f € F als Summe ihres Positivteils f* > 0 und ihres Negativteils f~ > 0
dargestellt werden, die jeweils als konstante Folge fi := f* sicher o(£7)-
messbar sind. Man hat o(£) = o(F) erhalten.

Weiters gilt per Definition von § genau dann G € G, wenn 1g € £ ist. Aus
der Tatsache, dass fiir einen Messraum (X, 2() genau dann A € 2 gilt, wenn 14
2A-messbar ist, erhélt man § C o(£™T). Insgesamt hat man

GColLt)=0(F) Co(9)

erhalten, also ist 0(§) = o(F) und es geniigt der Nachweis von § C B um
o(F) C*B zu zeigen.
Sei G € G und (fn)nen S0, dass f, € F, f, > 0und f,, ~ 1g. Dann ist

WH(G) = (@) = L(1a) = L( lim f2) "2 1im L(,).

n—oo n—oo
Zu zeigen ist p*(G) + p* (2 \ G) = 1. Einerseits ist offensichtlich
PG+ (Q\G) = p(G) +inf{u(G") | G € §,Q\G € G'} = w(G)+pu(Q) > 1.
Um die umgekehrte Relation einzusehen bemerke man zunéchst

1(G) + p (RN G) S 1 = @\ G) <1 —p(G) = lim L(1— f). (4.17)

n—r oo

Nach Definition der Folge (fn)nen gilt 1 — f \\ 1 —1g = 1g\g. Sei n € N,
¢ € (0,1) und definiere U, := {z € Q|1 — f, > c}. Fiir festes n € N ist
1— f, € LT, also ist wegen Gleichung (4.16) die Menge U, € G. Ist x € Q\ G,
so ist fiir alle n € N dann

1—fo(z)>1-1g(x) =1
also Q\ G C U,. Da nach Konstruktion 1y, < (1 — f,) gilt, folgt daraus
* * U€S 1
p(Q\G) < (Ue) =7 pUe) = L(1y,) < ZL(1 = fo).

Bildet man nun den Grenziibergang ¢ — 1 und betrachtet anschliefend n — oo,
so hat man Gleichung (4.17)

p(Q\G) < lim L(1 - fn)

und damit insgesamt o(F) C B erhalten.

Teil IV. Es bleibt ¥ C £!(p) und Gleichung (4.13) zu zeigen. Der Beweis von
(4.13) erfolgt in mehreren Schritten.

Schritt 1 : Schon bekannt ist, dass alle Funktionen f € £ messbar beziiglich
o(F) sind. Ist G € G und f = 1¢, so gilt

/Q 1adp = p(G) = L(1a)

per Definition.
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Schritt 2 : Da L linear ist, gilt Gleichung (4.13) fiir alle endlichen Linearkombi-
nationen von Indikatorfunktionen 14 von Mengen G € §.

Schritt 3 : (4.13) gilt fiir alle f € LT mit f <1, denn f kann in diesem Fall als
Grenzwert der monoton wachsenden Funktionenfolge

2" —1 2" —1

Foi= ) 02 M g y<rnzny =270 ) Lipsjaeny
=1 =1

dargestellt werden. Wegen Schritt 2 gilt daher zunéchst

L(fn) = /Q fn dp.

Eigenschaft I.(4) und der Satz von der monotonen Konvergenz zeigen dann

L(f):L( lim fn) = lim L(f,) = lim /fndu:/ lim fnd,u:/fdu.
Schritt 4 : Ist f € F mit f > 0, so gilt Gleichung (4.13) auch fiir f, denn f
ist dann in £1 und daher ist auch min(f,n) € LT fiir alle n € N. Weiters ist
f = lim min(f,n). Eine zu Schritt 3 analoge Argumentation zeigt dann

n— oo

L(f) = /Q ffu

Schritt 5 : Gleichung (4.13) gilt nun auch fiir jede beliebige Funktion f € F,
denn f ist durch f = max(f,0) — max(—f,0) darstellbar, wobei 0 € F und
max(f,0), max(—f,0) € F gilt. Damit ist (4.13) gezeigt.

Die Tatsache ¥ C £!(u) folgt nun direkt aus der Konstruktion aus Schritt 4
bzw. Schritt 5. Da u auf § eindeutig definiert ist und G ein beziiglich endlicher
Durchschnitte abgeschlossener Erzeuger von 2 = o(F) ist, ist p auf 2 eindeutig
bestimmt. Q

4.3.4 Definition. Ein Funktional L mit den Eigenschaften aus Satz 4.3.3 heif3t
Daniell-Integral auf einem Vektorverband F mit 1 € J.

4.3.5 Satz. Sei JF ein Vektorverband tber einer Menge Q2 mit 1 € F. Sei L ein
lineares Funktional auf F, das stetig beziiglich der Norm | f||,, = supq |f(x)]
ist. Dann hat L die Darstellung L = L™ — L™ mit LY >0, L™ > 0 und fiir alle
feFmit f>0 gqgilt

L*(f)=021;2f13(9) wnd  L7(f) =~ inf L(g). (4.18)

Setzt man |L| := LT — L™, so gilt fiir alle f € F mit f >0

ILI(f) = oS IL(g)l  und |IL||=L"(1)+L"(1) (4.19)

Beweis. Zunéchst wird folgende Behauptung bewiesen:

Behauptung. Sind f und ¢ € F mit f > 0 und ¢ > 0 und h € F so, dass
0 < h < f+ g, dann hat h die Darstellung h = hy + hg, wobei hy, ho € F,
0<h; < fund 0 < hy < g gilt.
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Beweis der Behauptung. Setze h; := min(f,h) und hs := h — hy. Dann gilt
offensichtlich hy, ho € F,0 < hy < f, h =hy+hound he > 0. Um hy < g
einzusehen, betrachtet man zunéchst den Fall, dass hi(z) = h(z) ist. Dann gilt
ho(x) =0 < g. Im Fall hy(x) = f(z) ist ha(z) = h(x) — f(z) < g(z).

Beweis des Satzes. Definiere L*(f) := sup{L(g) | 0 < g < f}. Zunéchst ist
[ILT(f)] < oo, da [LT(f)] = [L(R)] < LRI < [IL][[If]]. Fiir f € F, f >0 und
t > 0 gilt wegen
_ g 9 _
sup{L(g) | OSQSft}—SUP{L(t't> |0< n Sf} =
— sup{L(th) [ 0 < h < f}

weiters L1 (tf) = tLT(f). Sind f, g € F mit f > 0 und g > 0, so folgt nach
oben bewiesener Behauptung

L*(f+g) =sup{L(h) | 0<h<[f+g}=
= sup{L(h1 + ha) = L(h1) + L(ha) | 0 < hy < f,0 < hy < g} =
=L*(f)+L*(9).

Um jetzt L auf nichtnegative f € F fortzusetzen definiere
LY(f) =L (fF) = LT (f7).
Zunichst gilt
LY (=) =LY (=) + L (=f7)=L"(f) - LT (f") = -L*(/),

also LT (tf) = tL*(f) fiir alle f € F und alle t € R. Um die Additivitédt von LT
auf ganz F einzusehen bemerke man zunéchst: Lisst sich f € F darstellen als

f=f1— fo, wobei f1, fo >0, s0 gilt wegen f=f—f~ = f1— fo
LE(f) + LY (f7) = LT (f2) + LT (f7),
also
LY(f)=LT(f1) = LT(f7) = L (f1) = LT (f2).
Sind nun f, g€ F,soist f+g=f"+g" —(f~ + ¢ ) und daher

LY(f+9)=LT(fT+g") - LT(f+g7) =
=LY(fY)—LT(f )+ LM (¢g") - LY (g) =
=L"(f)— L (g).

Setze L™ := L™ — L. Per Definition ist L*(f) > L(f) fiir f >0, also ist L™ > 0.
Wegen

L™(f)=L*(f) = L(f) = sup L(g) = L(f) = sup L(g—f)=

0<g<f 0<g<f

- ognglifL(f 2 og}glicszL(h) - _<)§2f§fL(h)
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gilt fiir L~ die in (4.18) angegebene Formel. Betrachtet man (4.19), so ist einer-
seits wegen L1 (f1) > Lt (f2) fiir f1 > fo
IZI =L = L7 < I + L7 ]| =
=sup{|LT(f)| | f €T f20,[If] = 1}+
+sup{[L7(N] | feT f20,[f]=1}=LT(1)+ L (1)

Umgekehrt gilt

LF(1)+ L7(1) =207 (1) = L(1) =2 swp L(p) ~ L(1) =
—sup{L(2¢ —1) | 0< ¢ < 1} —sup{L(h) | ~1<h<1} <

< sup{|L(h)| | |1 = sup [A(@)] < 1} = |IL]l

Um die zweite Gleichung in (4.18) einzusehen bemerke man zunichst, dass fiir
alle f € F, f > 0, die Beziechungen

|L|(f) = sup L(g)+ sup L(h)= sup  L(g+h)
0<g<f —f<h<0 —f<h<0<g<f
sup |L(g)l = sup [L(g)]
0<|gl<f —f<g<f

bestehen. Gilt —f < h < 0 < g < f,s0ist —f < g+ h < f, also folgt
|L|I(f) < sup |L(g)|- Andererseits gilt fiir alle g € F mit —f < g < f sicher
<g<f

—f<g <0<g" < fundda L(g) = L(g™ + (—g7)) ist, folgt insgesamt

ILI(f) = sup [L(g)l. Q
0<|g|<f

4.3.6 Korollar. Sei angenommen, in der Situation von Satz 4.5.5 hat das linea-
re Funktional L die zusdtzliche Figenschaft, dass L(f,) — 0 fiir jede monoton
gegen die Nullfunktion fallende Funktionenfolge (fn)nen aus F gilt. Dann haben
auch die linearen Funktionale L™ und L™ diese zusdtzliche Figenschaft.

Beweis. Sei (fn)nen eine Folge in F mit f,, N\, 0 und sei € > 0. Per Definition
von LT und (f,)nen existiert eine Folge (¢p,)nen S0, dass o, € F, 0 <, < fi
und sicher L(ypy,) > L*(f,)—e2™" fiir alle n € N gilt. Sei g, := min(p1, ..., ¢n),
dann ist g, € F. Per Induktion wird gezeigt, dass

L¥(f) < L(gn) +ey 27" (4.20)
i=1
fir alle n € N gilt. Fiir n = 1 trifft diese Aussage zu. Sei angenommen, die
Aussage gilt fiir n = 1,..., m. Offensichtlich bestehen die Gleichungen

dm+1 = min(gm; Sﬁm,+1)
maX(gmv @m-‘rl) + min(gm, @m-i—l) =Ggm + Pm+1,
daher ist

L(max(gm; Spm-i-l)) + L(gm-‘rl) = L(gm) + L(@m—i—l) >
> L(gm) + LT (fmyr) — 2700, (4.21)
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Andereseits bestehen die Beziehungen

Im < Om < fm und Pmr1 < fm+1 < fm7

also gilt nach Induktionsannahme

L(max(gm, Pmt1)) < L+(fm) < L(gm) + ‘SZ 27", (4.22)
=1

Fiigt man (4.21) und (4.22) zusammen erhélt man

L(gm) + LT (frs1) — 27 — L(gy1) < L(max(gim, mr1) <

< L(gm) +e) 27,
=1

also ist
m+1

L+(f7n+1) < L(gm-‘rl) +e€ Z 2™
i=1
und daher gilt Beziehung (4.20) fiir alle n € N. Da fiir alle n € N auch g¢,, < f,
und f,, N\, 0 gilt, folgt g, ~\, 0. Nach Vorraussetzung muss dann auch L(g,,) — 0
gelten. Betrachtet man in Gleichung (4.20) den Grenziibergang n — oo, so folgt,
dass limsup,,_, . LT (f,) < ¢ ist. Beachtet man, dass LT (f) > 0 fiir f > 0 ist
und ¢ beliebig war, so hat man wie behauptet erhalten, dass L*(f,) — 0. Der
Beweis fiir L~ verlauft analog. a

Das folgende Korollar stellt die zentrale Aussage dieses Kapitels dar.

4.3.7 Korollar. Sei F ein Vektorverband beschrinkter Funktionen tber einer
Menge Q mit 1 € F und sei L ein lineares Funktional auf F mit der Figenschaft,
dass L(f,) — 0 fiir jede Folge (fn)nen nicht-negativer Funktionen f, € F, die
monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert. Dann hat L die Darstellung

L= LT L~ aus Satz 4.3.5 und es existieren eindeutige nichtnegative o-additive
Mape p* und p= auf o(F), sodass

L) = [ awt wnd 1) = [ fdu
Q Q
gilt. Insbesonders hat L die Darstellung
L) = [ s
Q

wobei p := ut—p~ ein o-additives signiertes Mafs ist. Auferdem gilt T C L1 ().

Beweis. Die Existenz der eindeutig bestimmen Mafie u™ und u~ folgt aus den
Sétzen 4.3.3 und 4.3.5, ebenso die Darstellung L = LT — L~ und die Tatsache
F C L (p). Wegen

L =20 -1 = [ rraw = [ i [ - [ -

= [ rau= [ 5 au= [ rau

gilt auch die behauptete Darstellung von L. a
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Die Aussage von Satz 4.3.3 lisst sich auch auf monoton fallende Netze erweitern.

4.3.8 Satz. Sei F ein Vektorverband von Funktionen tber einer Menge ) mit
1 € F. Sei weiters L ein lineares Funktional auf F, das folgende Figenschaften
erfullt:

i.) L(f) >0, wenn f > 0.
ii.) L(1) = 1.
iti.) Ist (fi)ier ein Netz in F, das monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert, so gilt L(f;) — 0.

Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf p auf der o-Algebra 2 :=
o(F), sodass F C LY () und (4.13) gilt. Zusdtzlich gil u(G;) — (U, Gi) for
jedes monoton wachsende Netz von Mengen G; mit 1g, € LT, wobei L die
Menge aller beschrdnkten Funktionen auf € ist, die Grenzwert eines monoton
wachsenden Netzes nichtnegativer Funktionen aus F sind.

Beweis. Der Beweis von Satz 4.3.3 kann zum gréfiten Teil direkt iibernommen
werden. Man definiert £ die Menge aller beschrinkten Funktionen f, die als
Grenzwert monoton wachsender Netze (f;);es nichtnegativer Funktionen f; € F
darstellbar sind. Die Fortsetzung L, des Funktionals L auf £T wird analog zu
Satz 4.3.3 durch

Lo(f) =l L(f)

fiir f € £ definiert. Die folgenden Beweisschritte kénnen analog {ibernommen
werden und zeigen, dass L, die Eigenschaft hat, dass wenn ein Netz von Funk-
tionen (f;)ic; mit f; € £ monoton wachsend gegen eine Funktion f € LT
konvergiert, so konvergiert auch L.(f;) gegen L(f). Daraus erhilt man wieder
ein o-additives MaB p auf der o-Algebra o(£1), so dass u(G) = L.(1g) fiir
alle G €G:={GCQ|1g € LT und pu(B) = inf{u(G) | G € §, BC G} und
letztendlich

Af@=LU) (4.23)

fiir alle f € £T. AuBerdem erhilt man analog F C £!(u) und die Tatsache,
dass (4.23) auch fiir alle f € F gilt. AuBlerdem gilt durch die Konstruktion von
o offensichtlich, dass fiir ein monoton wachsendes Netz (G;);cr mit |J, G; = G
dann lim; u(G;) =lim L(1g,) = L(1¢) = u(G) gilt. Q

4.3.1 Uber die Beziehung des Daniell-Integrals zur Maf-
theorie

4.3.9 Definition. Ein Tripel (X, U, ¢) heit Daniell-System, falls X eine nicht-
leere Menge, U ein Verband reellwertiger Funktionen auf X und ¢ ein lineares
Funktional auf U ist, das folgende zwei Eigenschaften erfiillt:

1.) Fiir f € U mit f > 0 gilt ¢(f) > 0.

2.) Ist (fn)nen eine Folge in U, die monoton fallend gegen die Nullfunktion

konvergiert, so gilt ¢(f,) — 0.

Ein Daniell-System (X, U, ) heifit vollstéindig, wenn fiir eine reelweertige Funk-
tion f: X — Raus f =) \fnfiraler e X mit ) _y|fn(7)] < oo und
> nen |9(fn)] < oo mit Funktionen f, € U folgt, dass f € W.
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4.8.10 Bemerkung. Das Tripel (2, F, L) aus Satz 4.3.3 und Korollar 4.3.7 bildet
nach Konstruktion ein vollsténdiges Daniell-System.

4.3.11 Definition. Ist X, ) ein Mefiraum und f : X — R eine messbare Funk-
tion, so heilt f Treppenfunktion, falls f nur endlich viele verschiedene relle Wer-
te annimmt. Die Menge aller Treppenfunktionen auf (X,2() wird mit T(X, )
bezeichnet.

4.8.12 Bemerkung. Ist f € T(X) und f(X) = {a1, ..., am} mit verschiedenen
aiy...,m € R, so sind die Mengen A; := f~1({a;}), j = 1,...,m disjunkt,
Ajedfirj=1,...,mund f hat dann die Darstellung f = Z;’;l a;1,,. Sind
umgekehrt 31,...,8, € R und By,...,B, € 2, so ist g := Z;’:l Bjlp, eine
Treppenfunktion.

4.3.13 Lemma. Hat eine Funktion f € T(X,2, ) die Darstellung

F=Y aila =) Bilg,
i=1 =1

dann gilt

ZOQM Zﬁju

Beweis. Definiere A, 41 := B1,..., Amyn := B, und
m—+n
i=1

Offensichtlich sind zwei verschiedene Mengen aus M disjunkt und jede Menge A;
ist gleich der Vereinigung aller Elemente von M mit M; = A;. Sind Cy, ..., C, die
verschiedenen Elemente von M, so hat f genau eine Darstellung f = Z;Zl Yile,
und es geniigt zu zeigen, dass

Z%u Zwu (@)

gilt. Per Definition gilt fiir alle [ =1,...,r

"

[
n: ™
s

und es folgt

T

choz( 3 aj>u<cl>2aj S uC) = agu(A;)
=1 =1 j=1

7j=1,..., m: Jj=1 1=1,...,r:
Ci1CA; Ci1CA;

da jede Menge A; gleich der disjunkten Vereinigung der in A; enthaltenen Men-
gen C ist. a
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4.3.14 Korollar. Ist (X, 2, u) ein Mafiraum, dann ist

/'_ {‘T(X,Ql,u) SR
. fe [ fdp= 3700 aju(Ay)

ein wohldefiniertes lineares Funktional auf T(X, 2, u).

Beweis. Die Linearitat ist offensichtlich und nach Lemma 4.3.13 ist das Funk-
tional wohldefiniert. Q

4.3.15 Lemma. Mit den Bezeichnungen aus Korollar 4.3.14 ist das Tripel
(X,T(X,2, ), [) ein Daniell-System.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann g > 0 angenommen wer-
den, da man sich gegebenenfalls auf die Hahn-Jordan Zerlegung zuriickziehen
kann. Da fiir A\, p1 € R offensichtlich mit f, g € T(X, 2, ) auch Af + ug, f - g,
|f], min(f, ¢) und max(f,g) € T(X,2A, p) gilt, ist T(X, 2, p) ein Verband.

Die Positivitéit des Funktionals [ folgt direkt aus f > 0 und g > 0. Somit bleibt
Eigenschaft (2) aus Definition 4.3.9 zu zeigen.

Sei (frn)nen eine Folge aus T(X, 2, 1) die monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert und sei € > 0. Definiert man

3
A, = {x € X | fulz) > 2u(supp(f1))}

so ist A, € A und es gilt A1 O Ay D ..., da die Folge (f,)nen laut Voraus-
setzung monoton fallend ist. Definiert man weiters B,, := A, \ A,11, so gilt
A1 = Upey Bn und da p ein Maf ist folgt u(Ay) = > oy u(By). Also folgt
Sope,, (Bg) — 0, wenn n — oco. Also existiert ein Ny € N so, dass fiir alle

n > Ny dann
w(B
Z 2||f1||

Daher ist dann fiir alle n > Ny

[ tai= [ godns [ gads
X A, X\A,

<l An) + =—— oyyenep(f) <<

2u(supp(f1
Q

4.3.16 Definition. Sei (X,U, ) ein Daniell-System. Eine Teilmenge A C X
heiBt d-integrierbar, wenn 14 € U. Bezeichne mit J := {A C X |14 € LT}
die Menge aller d-integrierbaren Mengen, wobei L1 die Menge aller durch eine
monoton wachsende Folge von Funktionen aus U approximierbaren Funktionen
aus dem Beweis von Satz 4.3.3 ist.

Weiters heifit eine Menge A C X d-messbar, wenn die Menge A N B fiir alle
d-integrierbaren Mengen B C X d-integrierbar ist. Sei 2(x 1(,,,) die Menge aller
d-messbaren Teilmengen von X

4.8.17 Bemerkung. Die Menge J stimmt mit der Menge G aus Teil II. des Be-
weises von Satz 4.3.3 iiberein.
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4.3.18 Lemma. Ist (X, U, ) ein Daniell-System, dann ist J ein Ring, genannt
der Ring der d-integrierbaren Mengen und A(x 1, ist eine o-Algebra auf X,
genannt die o-Algebra der d-messbaren Mengen.

Beweis. Die Ringeigenschaft von J wurde schon in Teil II. von Satz 4.3.3 be-
wiesen.

Sind M, N € %x ) und A € J, so gilt, da J ein Ring ist, (M UN)N A =
(MNA)U(NNA) € Jund daher MUN € Ax ). Aus (M \ N)NA =
(MNA)\N(NNA) e Jfolgt M\ N € Uxuy und aus A = XNA €T
erhilt man X € A(x 1) Sei (Mp)nen eine Folge von Mengen aus 2U(x 1,,)
und A € J. Immer gilt (U,,cy Mn) VA = U, en(Mn N A). Nach Voraussetzung
gilt fiir alle n € N, dass M,,NA € T ist und daher zunéichst 1 jm (a7,na) € U. Die
Funktion 1jm (ar,na) wird offensichtlich von 14 € U dominiert und konvergiert
monoton wachsend gegen die Funktion 1y, ..(vinay, die nach dem Satz von
der monotonen Konvergenz in U liegt. Folglich gilt |J, (M, N A) € T, also
Unen Mn € Axat,p)- -

4.8.19 Bemerkung. Wihlt man speziell den Daniell-System (R, T(R), [), so heifit
J der Ring der Lebesgue-integrierbaren Teilmengen von R und (g 5(r), n heift
die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von R.

4.3.20 Lemma. Sei (X,U, ) ein Daniell-System. Die Mengenfunktion

Jx ladp, falls Aed
00, sonst

pp(A) = {

ist ein Maf auf A(x (,p)- Dabei ist p das im Beweis von Satz 4.3.3 durch ¢
konstruierte Mafs.

Beweis. Offensichtlich gilt u (@) = Jx 0dp = 0. Sei (M, )nen eine Folge paar-
weiser disjunkter Mengen aus 2 x 1. Prinzipiell sind zwei Félle moglich. Ei-
nerseits kann J,, .y M, € J gelten. Dann ist jede Menge M,, als messbare Teil-
menge einer integrierbaren Menge selbst integrierbar und wegen 1U§”:1 A
1UjEN 4, und dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

/X 1U;'L=1 Aj dp = ;/X 1Aj dp / /X 1UJ'EN Aj dp,

also gilt Z;”:l Ho(As) 7 o (Ujen Aj). Als zweite Moglichkeit muss (U, ey Mn &
J betrachtet werden. In diesem Fall ist >,y po(A;j) = oo zu zeigen. Gibt es
ein ng € N so, dass M,,, ¢ J, dann ist diese Aussage per Definition richtig. Sind
alle M,, € J, so miissen wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz die
Integrale von 1U;”:1 A, gegen oo streben, da sonst 1Uj€N 4, in L1 wire. Also gilt

Z;n:1 pp(Aj) /oo = MW(U]‘EN A;j). Q

Lemmata 4.3.18 und 4.3.20 zeigen, dass ein Daniell-System (X, U, ) in natiirli-
cher Weise einen Mafiraum (X, 2 x 1), #4y) definiert. Daher ist es sinnvoll, vom
Raum der integrierbaren Funktionen L!(X, (x> tp) 21 sprechen. Nun stellt
sich die Frage, ob U = L}(X, (x1,p), ) gilt. Dies beantworten die néchsten
beiden Sétze.

Fiir eine einfache Darstellung bietet es sich an, folgende Definition des Raums
LY(X, 2, 1) zu verwenden.
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4.3.21 Definition. Sei (X,2l, 1) ein Mafiraum. Dann bezeichnet L' (X, 21, 1)
die Menge aller Funktionen f: X — R, fiir die eine Folge (f,)nen von Trep-
penfunktionen existiert, sodass

1) ZnEN fX |fn|du <0
2.) Fiir alle z € X mit ) [fu(2)] < o0 gilt f(z) =3, oy ful2).

4.3.22 Satz. Ist das Tripel (X, U, ) ein vollstindiges Daniell-System, so gilt
Lt (Xa 2[(X,u,<,a)a :u‘%?) cu

Beweis. Ist f € L'(X, 2(x,1,p), M), SO existiert eine Folge von Treppenfunktio-
nen (fn)nen, sodass f =3y fn und jede Treppenfunktion f, ist eine Linear-
kombination charakteristischer Funktionen von Mengen endlichen Mafles. Also
existiert eine Folge (A, )nen von Mengen A,, € 2 xu, ) und eine Folge (n)nen
reeller Zahlen, sodass f = > .y @nla,. Da nach Definition fiir alle integrablen
Mengen A € 2 xu, ) gilt, dass 14 € U, so folgt aus der Vollstédndigkeit des

Daniell-Systems (X, U, [), dass f € U. Q

Es zeigt sich, dass die Umkehrung im Allgemein nicht gilt. Die Umkehrung gilt
allerdings, falls der Verband U ein Stone’scher Verband ist, siehe dazu Definition
4.3.1.

4.3.23 Satz. Ist (X,U, [) ein vollstindiges Daniell-System und U ein Sto-
ne’scher Verband, so gilt U C L'(X, Q[(X,u,f)aﬂf)-

Beweis. Sei f € U. Da mit einer Funktion f auch der Positivteil und der
Negativteil in einem Verband U liegen (siehe Proposition 4.3.2), sei ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit angenommen, dass f > 0 gilt. Sei fiir o > 0 die
Menge S, = {z € X | f(z) > a}. Definiere weiters

g:=f—min(f,a) und g, :=min(ng,1)

Da U ein Stone’scher Verband ist gilt g, g, € U. Offensichtlich gilt g, — 1g,
fiir n — oo fiir alle z € X. Da g, < é fiir alle n € N gilt und é € U ist, folgt
aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass 15, € U.

Sei nun zunéchst angenommen, dass 0 < f < M mit einer Konstanten M > 0
gilt. Definiere fiir ein festes n € N die Menge

M
Ay = {xeX | f(sc)>k2n},k:0,1,...,2”.

Nach dem vorherigen Argument ist 14, € U fir £ = 0,...,2". Auflerdem gilt
nach Konstruktion, dass Ag O Ay O --+ D Agn_1 O Agn = &. Definiert man
nun rekursiv By, 1= Ap_1\ Ay fir k =1,...,2", so gilt wegen 1p, = 1a,, —1a,,
dass 15, € U und weiter

2TL
supp(f) = | Bx
k=1

Definiert man die Treppenfunktionen

on

fn = Z(k - 1)%1Bk
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so gilt einerseits f, € L'(X, Ax e, s f) und andererseits konvergiert fiir alle
z € X die Folge (fn)nen fiir n — oo gegen die Funktion f. Mit g1 = fi,

In = fn — fn—1, n = 2,3,..., erhdlt man aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz

neN X neN X neoJx X
Wegen

flz) = Zgn(x) = lim f,(z)

n— oo
neN
fiir alle 7 € X mit 3, ¢ |9 ()] = limpo0 fo (@) < 00 st f € LY(X, A(xar,py, 1)
Im Falle, dass die Funktion f € U unbeschrankt ist, betrachtet man Funktionen
fn == min(f,n), n € N. Nach dem bisher gezeigten ist f, € L'(X,2%x ), 1)
fir alle n € N. Der Beweis, dass dann Y. _y [y [fnldy < oo und f(z) =

Y onen fu(z) fir alle z € X mit Y7 [fu(z)] < oo gilt, verlduft vollkommen
analog. a

4.4 Mafle als Funktionale

Die Aussagen des letzten Abschnitts hatten keinen topologischen Bezug. Die
topologischen Konzepte werden nun entwickelt.

Betrachtet man den Banachraum (C,(X),|[.||, ), wobei Cy(X) die beziiglich
einer Topologie T stetigen beschrinkten Funktionen auf einem topologischen
Raum (X, T) bezeichnet, so definiert fiir jedes Baire-Mafl u die Abbildung

— (?b(X) — R
o Fo [y Fdp

offensichtlich ein stetiges lineares Funktional auf (C,(X), ||.||,)- Es soll nun un-
tersucht werden, welche linearen Funktionale eine solche Darstellung gestatten
und welche Eigenschaften der Mafle sich aus den Eigenschaften der linearen
Funktionale ergeben. Fiir eine moglichst allgemeine Untersuchung dieses The-
mas bezieht man sich zunéchst nicht auf o-additive Mafle, sondern betrachtet
allgemeine additive Mengenfunktionen auf einer Algebra.

Sei nun (X, T) ein topologischer Raum und 2((X) die von den funktional abge-
schlossenen Mengen erzeugte Algebra.

4.4.1 Definition. Eine Funktion m : 2((X) — R heifit additive regulire Men-
genfunktion, wenn

1.) m endlich additiv ist, wenn also fir alle n € N gilt, dass fiir paarweise
disjunkte Ay, ..., A4, € A(X) die Beziehung

m<gAi) - gm(&-)

erfiillt ist.
2.) m beschrankt ist.
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3.) m regulir in dem Sinne ist, dass fir jede Menge A € 2A(X) und fiir jedes
€ > 0 eine funktional abgeschlossene Menge F' mit F' C A existiert, sodass
|m(B)| < ¢ fiir alle B € A(X) mit BC A\ F.

4.4.2 Lemma. Ist m eine additive requlire Mengenfunktion auf A(X), so hat
m die Darstellung m = m* —m™, wobei

m*(A) =sup{m(B) | B € A(X),B C A},
m~(A) = —inf{m(B) | B € A(X),B C A}
jeweils nichtnegative additive requlire Mengenfunktionen auf A(X) sind.

Beweis. Direkt aus den Definitionen von m™ und m~ folgt, dass mt > m,
—m <m~,m~ = (—m)" und dass m*, m™ monoton wachsend sind. Seien Fj,
Es, disjunkte Mengen aus 24(X). Dann ist E := E; U By € A(X). Ist A € A(X)
mit A C F, so gilt

m(A) < m+(A N El) + m+(A n EQ) < m+(E1) + m+(E2).
Da A C F beliebig war folgt
m+(E) < m+(E1) + m+(E2).

Um die umgekehrte Bezichung zu beweisen sei € > 0 und A;, Ay € A(X) mit
A; € E; und m(A;) > m™(E;) — 5. Dann gilt

mt(E) > m(A1 U Ag) = m(A1) + m(As) > m™ (Ey) + m™ (Es) — e,

also ist m™ additiv. Da mit m auch —m additiv und m~ = (—m)™ ist, folgt
die Additivitét auch fiir m~. Nach Voraussetzung ist m beschrinkt und regulr,
also sind offensichtlich auch m™* und m™ beschrinkt und regulir. Die behauptete
Darstellung von m ergibt sich direkt aus

mT(A) — m(A) = sup{m(B) | B€ A(X),B C A} —m(A) =
=sup{-m(A\ B) | B€A(X),BC A} =m™ (A).

Der folgende fundamentale Satz geht auf A.D.Alexandrow [1] zuriick.

4.4.3 Satz. Ist m eine additive requlire Mengenfunktion auf20(X) und definiert
man ||m|| :=m™(X) +m~(X), dann ist die Abbildung L mit

L) = [ faymido)
X
ein beschranktes lineares Funktional auf Cp(X) und es gilt || L|| = ||m||. Umnge-

kehrt existiert fiir jedes lineare Funktional L auf Cy(X) eine additive reguldre
Mengenfunktion m auf A(X) mit |L|| = ||m]|, sodass

Mﬁ=Aﬂ@MW)

fiir alle f € Cy(X) gilt. Weiters ist m genau dann nicht-negativ, wenn L diese
Eigenschaft hat.
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Beweis. Die direkte Behauptung ist auf Grund der Eigenschaften des Integrals
offensichtlich. Es wird die Umkehrung gezeigt. Zunéchst stellt man fest, dass
nach Lemma 4.4.2 angenommen werden kann, dass L ein nicht-negatives li-
neares Funktional auf ©,(X) ist. Bezeichne mit Z die Familie der funktional
abgeschlossenen Mengen und definiere fiir Z € Z

m(Z) = if{L(f) | f € €(X),1z < f <1}
und fiir alle A C X sei
my(A) :==sup{m(Z) | Z € 2,Z C A}.

Es wird gezeigt, dass m, die gesuchte Mengenfunktion ist. Dazu wird erst be-
wiesen, dass alle Z € Z Carathéodory-messbar beziiglich m, sind. Der Beweis
dieser Aussage beruht auf der Behauptung, dass fiir Z;, Z3 € Z mit Z; C Zs
die Eigenschaft

m(Zg) — m(Zl) = m*(ZQ \ Zl)

erfiillt ist. Auf Grund der Voraussetzung, dass L nicht-negativ ist, ist offensicht-
lich m monoton wachsend, also gilt m(Z) = m,(Z) fir alle Z € 2. Ist Z € Z
mit Z C Z5 \ Zj, so ist nach Proposition A.1.20 Z; U Z € Z und daher

m(Zs) — m(Z1) > mu(Za \ Z1).

Zum Beweis der Umkehrung sei € > 0, f € Cy(X) mit f > 1z, und sei weiters
Y :={z € X | f(z) < 1—¢}. Per Definition ist dann YN Z; = @. Sei g € Cy(X)
mit g > 1z,ny. Betrachte nun ein z € Zs. Ist x auch aus Y, so ist g(x) > 1. Ist
2 nicht aus Y, so ist f(x) > 1 —¢, also ist fir alle z € Zy : f(z)+g(x) > 1—e.
Nach Definition von f und g gilt fiir alle z € X, dass f(z) + g(z) > 0 ist. Also
besteht die Beziehung (f + g)(1 — €)™ > 1z,. Daraus erhilt man

L(f)+ L(g) = L((1 —e)1z,) > (1 — e)m(Z2).
Bildet man das Infimum iiber alle g € Cp(X) mit g > 12,y ergibt sich
L(f)+m.(ZanY) > (1 —e)m(Zs).

Wegen ZoNY C ZQ\Z1 ist 1Z2ﬁY < 1Z2\Z1 und daher m(ZgﬂY) < m*(ZQ\Zl),
also
L(f) +mi(Z2\ Z1) = (1 — e)m(Z).

Bildung des Infimums iiber alle f € C,(X) mit f > 1, zeigt
m(Zl) + m*<Z2 \ Zl) Z (1 - E)m(Z2)7

woraus unmittelbar die behauptete Eigenschaft folgt.
Per Definition heifit Z € Z Carathéodory-messbar beziiglich m.,, wenn fiir alle
FE C X die Beziehung

my(E) =m.(ENZ)+m.(E\ Z)

gilt. Sei nun Z € Z und F C X beliebig. Sei weiters Zy € Z mit Zy C E. Nach
der eben bewiesenen Behauptung gilt

m(Z()) - m(Zo n Z) = m*(Z() \ (ZO N Z))7
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also ist
m(Z()) = m(Z() M Z) + m*(Z() \ (ZO n Z)),

woraus wegen ZopNZ C ENZ und Zy \ (ZoN Z) C E\ Z nach Bildung des
Supremums iiber alle Zy C F folgt, dass

m«(E) <m.(ENZ)+m.(E\ Z)

ist. Die Umkehrung gilt offensichtlich immer, also sind alle Z € Z Carathéodory-
messbar. Nach Lemma C.1.2 ist die Mengenfamilie 9t,,, aller Carathéodory-
messbaren Mengen eine Algebra und nach eben Bewiesenem enthélt 9, alle
funktional abgeschlossenen Mengen. Damit gilt 2A(X) C 9, und die Ein-
schrénkung m. g (x) ist die gesuchte Mengenfunktion. a

Im allgemeinen wird die Funktion m aus Satz 4.4.3 nicht o-additiv sein. Jetzt
wird untersucht, welche Funktionale den o-additiven Maflen bzw. den Radon-
Mafen entsprechen.

4.4.4 Definition. Sei L ein stetiges lineares Funktional auf (C,(X), ||| )

1.) Das Funktional L heifit o-glatt wenn fiir jede Folge (fy,)nen von Funktionen
aus Cp(X) mit f, \, 0 gilt, dass L(f,) — 0.

2.) Das Funktional L heif}t 7-glatt, wenn fiir jedes Netz (f;);er von Funktionen
aus Cp(X) mit f; N\, 0 gilt, dass L(f,) — 0.

3.) Das Funktional L heifit straff, wenn fir jedes Netz (f;);er von Funktionen
aus Cp(X) mit ||f|| < 1 und f; — 0 gleichméfig auf allen kompakten Teil-
mengen von X gilt, dass L(f;) — 0.

Mit M, bzw. M, bzw. M werden die Mengen der o-glatten bzw. der 7-glatten
bzw. der straffen Funktionale bezeichnet.

4.4.5 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
aquivalent:

1.) LeM,.
2.) LT, L™ eM,.
3.) |L| € M,.

Beweis. Offensichtlich folgen aus (2) wegen L = LT — L™ bzw. |L| = LT + L~
(1) und (2). Ebenso offensichtlich ist die Implikation (3) = (1). Es wird (2) =
(1) gezeigt. Sei angenommen, dass L € M, und LT ¢ M, gilt. Dann existiert
eine Folge (fn)nen von Funktionen f, € €,(X), die monoton fallend gegen die
Nullfunktion konvergiert und fiir die Lt (f,,) > ¢ > 0 gilt.

Sei zunichst n = 1. Dann existiert nach Definition von L™ eine Funktion ¢g; €
Cy(X) so, dass Lt (f1) = L(g1) mit 0 < g1 < fund L(g1) > §. Dalaut Annahme
fn N\ 0 gilt, folgt max(f,,,g1) \( g1 und daher, da L € M, ist, L(max(f,,g1)) —
L(g1) und es existiert ein Index n; € N so, dass L(max(f,,g1)) > §. Sei hy :=
max(fn,,g1). Dann ist 0 < f,; <hy < f1 und L(hy) > §.

Wiederholt man diese Argumentation fiir n = ni, so findet man einen Index
ny € N und hy € Cp(X), sodass 0 < fp, < hy < fn, und L(hy) > § gilt. Per
Induktion erhiilt man Folgen (ng)ren, (hr)ren, hx € Cp(X), mit ngy1 > ng,
Jresr < heg1r < fny und L(hg) > 5. Da aber f, N\, 0 laut Annahme, folgt
hi \¢ 0 und L(hy) konvergiert nicht gegen 0, was ein Widerspruch zu L € M,
ist. Der Beweis fiir L~ verlduft analog. Q
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4.4.6 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

1.) LeM,.
2.) LT, L™ e M,.
3.) |L| € M.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.4.5 sind die Implikationen (2) = (1), (2)
= (3) und (3) = (1) offensichtlich. Wieder wird der Beweis (1) = (2) indirekt
gefiihrt. Sei also angenommen, dass ein Netz (f;);c; mit f; € Cp(X) und f; N\ 0
existiert, fiir das LT (f;) > ¢ > 0 gilt. O.B.d.A sei |f;] < 1 und sei die Menge
J :={(i,7) | j > i} mit der Relation

(i1,71) > (i2,42) & i1 > g2 V (i1 =i2 A j1 = j2)

versehen. Sind (is, j3) > (i2,j2) und (iz,j2) &> (i1,71) - wobei alle drei Paare
verschieden sind - so gilt i3 > jo, jo > i3 und iy > 71, also ist i3 > j; und es
folgt (i3, j3) > (41,71), also ist (J,>) eine Quasiordnung.

Analog zum Beweis von Satz 4.4.5 findet man nach der Definition von LT fiir
jedes f; € Cy(X) eine Funktion g € Cy(X) so, dass 0 < g; < f; und L(g;) > §
gilt. Nimmt man nun (J,>) als gerichtete Menge und definiert man das Netz
i ; = max(g;, fj), dann konvergiert ¢; ; \, 0. Denn ist (4, j)> (i1, j1) mit @ # 41,
so gilt ¢ > j; und j > ¢ > j;, also folgt g; < f; < f;, und f; < f;,. Wegen
fi v 0 konvergiert dann ¢; ; N\, 0. Laut Annahme folgt daraus L(p; ;) — 0.
Also existiert ein Index (ig, jo) € J, sodass

L)l <5 ¥(0d) €T :(6,4) > (io, o) (4.24)

gilt. Andererseits konvergiert aber offensichtlich ¢;, ; = max(gj,, f;) monoton
fallend gegen g;,, also konvergiert auch L(yj, ;) — L(g;,) > 5. Also existiert
ein j > jo so, dass [L(pj, ;)| > § ist, was ein Widerspruch zu (4.24) ist. Wieder
verlauft der Beweis fiir L~ analog. [

4.4.7 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

1.) L € M.
2.) LT, L™ € M.
3.) |L| € M.

Beweis. Wieder ist der wesentliche Schritt des Beweises die Folgerung (1) =
(2). Sei (f;)icr ein Netz von Funktionen aus C,(X), das auf kompakten Mengen
gleichmafig gegen die Nullfunktion konvergiert. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit sei weiters | f;| < 1. Direkt aus der Definition von LT folgt fiir alle f; die
Existenz einer Funktion ¢g; € Cp(X), die 0 < g < f; und 0 < LT (|f;|) < 2L(g;)
erfiillt. Da das Netz (f;);cs; auf kompakten Mengen gleichméBig gegen die Null-
funktion konvergiert, konvergiert auch das Netz (g;);c; auf kompakten Mengen
gleichmiiflig gegen die Nullfunktion und es gilt |g;| < 1. Nach Voraussetzung
folgt daraus L(g;) — 0, also auch LT(f;) — 0. Die Behauptung fiir L~ sieht
man analog. a
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Nun wird ein enger Zusammenhang der besprochenen Funktionale zu Baire-,
T-additiven und Radon-Maflen gezeigt.

4.4.8 Satz. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Durch die Gleichung

£) = [ s ptas) (4.25)

wird ein bijektiver Zusammenhang zwischen der Menge My (X) der Baire-Mafle
auf Bo(X) und der Menge der stetigen linearen Funktionale L auf Cy(X) herge-
stellt, die folgende Eigenschaft besitzen: Ist (fn)nen eine Folge von Funktionen
in Cy(X), die monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert, so folgt

lim L(f,) =0.

n—oQ
Beweis. Offensichtlich definiert jedes Baire-Mafl u € M, (X) ein stetiges lineares
Funktional auf C;(X). Die Umkehrung folgt direkt aus Satz 4.3.3 und Korollar
4.3.7. a

Eine schéne Konsequenz, die sich aus der Verwendung des Daniell-Integrals
ergibt, ist die Tatsache, dass sich der Darstellungssatz von Riesz nun sehr einfach
und kompakt beweisen lésst.

4.4.9 Satz (Darstellungssatz von Riesz). Sei (X,T) ein kompakter Raum. Dann
existiert fiir jedes stetige lineare Funktional L auf dem Banachraum C(X) ein
eindeutiges Radon-Maf p, sodass

L(f) = /X f() ulde)

gilt.

Beweis. Nach dem Satz von Dini (siehe C.1.4) ist jede Folge von stetigen Funk-
tionen, die in einem kompakten topologischen Raum (X, T) monoton gegen die
Nullfunktion konvergiert, auch gleichm#ftig konvergent. Also erfiillt auf einem
kompakten Raum jedes stetige lineare Funktional L die Voraussetzung aus Satz
4.4.8.

Auf einem kompakten Raum sind offensichtlich alle Mafe straff und da ein kom-
pakter Raum insbesonders normal ist (siehe z.B.: [6, Satz 3.1.9]) und normale
Réume offensichtlich vollstandig reguldr sind, kann der erste Punkt aus Korol-
lar 4.2.15 angewandt und somit jedes Baire-Maf auf B, (X) eindeutig zu einem
Radon-Maf} auf B(X) fortgesetzt werden. a

4.4.10 Satz. Sei (X,T) ein vollstandig regulirer Raum. Gleichung (4.25) stellt
einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge der Radon-Mafle p auf
X und den stetigen linearen Funktionalen L auf Cy(X) her, die die folgende

FEigenschaft besitzen: Fir jedes € > 0 existiert eine kompakte Menge K. so,
dass fir jedes f € Co(X) mit flx. =0 folgt, dass

|L(f)] < esup |f(z)]

zeX

gilt.
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Beweis. Ist p ein Radon-Mafl und € > 0, so existiert eine kompakte Menge K.,
die [u|(X'\ K¢) < ¢ erfiillt. Ist dann L ein stetiges lineares Funktional auf Cp(X)
und f € Cy(X) so, dass f|x. =0, so folgt

L@Aﬂmwmﬁwfmmmm

< sup |[f(x) 1ix\k.y (@) p(dz) < esup |f(z)]
zeX\K. X\ K. zeX

also ist die geforderte Bedingung erfiillt.

Zum Beweis der Umkehrung soll zunéchst gezeigt werden, dass unter den ge-
gebenen Bedingungen die Voraussetzungen von Satz 4.4.8 erfiillt sind. Sei dazu
(fn)nen eine Folge von Funktionen aus Cy(X) mit f,, \, 0. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei |f| < 1 und ||L|| < 1 angenommen. Sei weiters € € (0,1).
Laut Annahme existiert eine kompakte Menge K., so dass fiir jede Funktion
f € Cy(X) mit f|lx. = 0 folgt, dass |L(f)| < esup|f|. Nach dem Satz von
Dini (C.1.4) konvergiert f, gleichméBig gegen Null, also existiert ein Ny € N,
sodass sup,¢ k. |fn()| < € fiir alle n > Ny. Damit existiert fiir alle n > Ny eine
Funktion g, € Cy(X) mit g,(x) = fn(z), * € K. und |g,| < e. Daraus folgt
|L(gn)| < e. Weiters ist fir alle z € K. dann f, — g, = 0 und |f,, — gn| < 2.
Also gilt |L(fr — gn)| < esup |frn — gn] < 2 und man erhilt insgesamt

|L(fn)| = |L(fn —9n +gn)‘ S |L(fn - gn)‘ + |L(gn)| S 357

also ist |L| o-glatt und nach Satz 4.4.5 auch L. Satz 4.4.8 liefert damit ein
eindeutiges Baire-Maf 1, sodass

MﬁzLﬂ@Mm)

Nun wird gezeigt, dass p straff ist. Sei ¢ > 0 und K. die kompakte Menge
aus der Voraussetzung, L ein stetiges lineares Funktional mit den geforderten
Eigenschaften und f € €,(X) mit f|x. = 0, so folgt aus (4.19) in Satz 4.3.5 und
flg. =0

IL(HI < [LI([f]) < esup|f]

Also erfiillt |L| die geforderte Eigenschaft und |L| wird von |u| erzeugt. Damit
kann man sich im Beweis auf positive Funktionale L und damit auch auf nichtne-
gative Mafle u beschrénken. Sei nun B eine Baire-Menge mit BN K, = @. Nach
Korollar 4.2.7 existiert existiert eine funktional abgeschlossene Menge Z C B
mit u(B\ Z) < e. Laut Voraussetzung ist der Raum X vollstédndig regulir, also
existiert einerseits eine Umgebung U von K. mit U N Z = & und andererseits
eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(z) =0 fir z € K. und f(z) = 1 fiir
r € Z. Damit ist wegen p > 0

M(Z)=/Zfdué/xfdu=L(f)Sejlelglf(x)lS€

und weiter
w(B) =p(B\Z2)UZ) = wW(B\ Z) + p(Z) < 2¢

also ist p straff. Nach Satz 4.2.14 kann das straffe und regulire Maf} 1 zu einem
eindeutigen Radon-Maf} auf B(X) fortgesetzt werden. Q
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4.4.11 Satz. Sei (X,7) ein vollstindig regulirer Raum. Gleichung 4.25 stellt
einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge der T-additiven Mafle p
auf X und den stetigen linearen Funktionalen L auf Cy(X) her, die die folgende
Figenschaft besitzen: konvergiert ein Netz (f;)icr von Funktionen aus Cp(X)
punktweise monoton fallend gegen die Nullfunktion, so folgt

lim L(f;) = 0.

Beweis. Ist pein T-additives Mafl und (f;);ecs ein Netz beschriankter Funktionen,
das punktweise monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert, so hat nach
Korollar 4.2.13 das Funktional

L(f) = /deu

die Eigenschaft L(f;) — 0. Zum Beweis der Umkehrung kann nach Satz 4.4.6
angenommen werden, dass das gegebene Funktional L positiv ist. Die Aussage
folgt nun direkt aus Satz 4.3.8. Q

4.5 Schwache Konvergenz

Fiir den gesamten Abschnitt 4.5 sei vorausgesetzt, dass topologische Raume
Hausdorft’sch sind. Dies ist keine wesentliche Einschrénkung der Allgemeinheit.
Weiters sind, sofern nichts anderes angegeben wird, alle betrachteten Mafle von
beschrankter Variation.

Notation. Mit M,(X) wird die Menge der Baire-Mafle iiber X bezeichnet,
M(X) steht fiir die Menge aller Borel-Mafle iiber X.

4.5.1 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Ein Netz (u;)ier C
M (X) heifit schwach konvergent gegen pu € My (X), wenn fiir alle f € Cy(X)

die Bedingung
i [ fdpi= [ fau
)X X

gilt, in Zeichen p; — u. Weiters heifit eine Folge (ttn)nen von Baire-Mafien
schwach fundamental oder schwach Cauchy, wenn fiir alle f € C,(X) die Folge

(foram).

fundamental in R ist (und daher konvergiert).
Die schwache Konvergenz von Borel-Maflen wird als schwache Konvergenz deren
Einschrinkung auf die Baire’sche o-Algebra B,(X) definiert.

Die schwache Konvergenz von Maflen ist, im Gegensatz zu den in Teil I vor-
gestellten Konvergenzbegriffen, tatséchlich eine Konvergenz im topologischen
Sinn.

4.5.2 Definition. Sei X eine Menge. Die Initial-Topologie T, beziiglich der
Abbildungen

_ My(X) =R
o T
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mit f € Cp(X) heifit schwache Topologie auf M,(X). Per Definition ist die
schwache Topologie also die grobste Topologie auf M, (X), sodass alle Abbil-
dungen ¢ stetig sind.

4.5.3 Bemerkung. Aus funktionalanalytischer Sicht entspricht die schwache Kon-
vergenz eher dem Konzept der schwach*-Konvergenz, denn: Nach Kapitel 4.4
liasst sich der Dualraum zu Cp(X ) mit den Bairemaflen M, (X)) identifizieren. Be-
zeichnet (Cy(X), ||.||)* den topologischen Dualraum zu (Cy(X), ||| ), so folgt
aus Satz 4.4.8, dass M, (X) C (Cp(X), |.||oo)* ist. Damit ist die hier vorgestellte
schwache Topologie T,, die Spurtopologie der schwach*-Topologie auf M, (X).

4.5.4 Satz. Sei X eine Menge. Die schwache Topologie Ty, auf My (X) hat das
Mengensystem

V= {V(‘Pfaﬂaf) ‘ f€C(X),n€Mu(X),e> O}

/dey—/deu‘q}

als Subbasis. Die schwache Konvergenz eines Netzes (p;)ic; C Mq(X) nach
Definition 4.5.1 ist die Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie T, auf
My (X).

Beweis. Nach Satz A.3.5 ist Uce, (x) ap;l(f]'d) eine Subbasis der schwachen
Topologie auf M, (X) und wegen Korollar A.3.6 hat die Subbasis die behauptete
Darstellung.

Lemma A.1.14 besagt, dass ein Netz (u;);er genau dann konvergiert, wenn es
auf einer Subbasis der Topologie konvergiert und die Konvergenz auf der ange-
gebenen Subbasis ist offensichtlich genau die schwache Konvergenz. a

V(pf, p,€) i= {1/ e M, ‘

4.5.5 Lemma. Sei (u;)icr € My(X) ein Netz von Baire-Maflen iber einem

topologischen Raum (X,T) und p € My (X). Sind die Bedingungen

1. Es existiert ein ig € I, sodass sup;s, ||pill < oo.

2. Fir alle BC X der Form B={f <c} mit f € Co(X) und |pu|({f =¢c}) =0
gilt lim; p;(B) = u(B).

erfillt, so konvergiert das Netz (u;)ier schwach gegen p € M, (X).

Beweis. Nach Bedingung (1) existiert ein C' € R, sodass sup;s; |4 < C und

||l < Cist. Sei f € Cp(X) und € > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

kann |f] <1 angenommen werden. Bedingung (2) liefert die Existenz von ¢; €

[-1,1],7=1,...,n,s0dass 0 < ¢j41—¢; < ¢&,c1 = —1,¢, =1 und |p[(f=¢) =

0 ist. Definiere die Funktion g(z) := ¢; fiir ¢; < f(2) < ¢j41. Dannist g € Cp(X)

und |f(z) — g(x)| < e. Wegen Bedingung (2) und der Tatsache

{e; < f <ejmt={f <eu}\{f <g¢}
gilt
limp({e; < f <ejma}) = pl{e; < f <¢jiad).

Demzufolge ist

‘/ gdﬂz’*/ gdu‘ = ‘/ Cj'l{cj§f<cj+1}dm*/ G L, <fae; iy Ap| <e.
X X X X
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fiir alle ¢ > 4. Infolgedessen gilt

‘/deui—/xfdu’s’/xfdui—/xgdui

+’/ gdui—/ gdu’+
X X

+ /gdu—/fdu‘§2/ f—gldui+’/gdu¢—/gdu’<
X X X X X
<e(2C+1),
also ju; — fu. Q

4.5.6 Korollar. Beide der folgenden Bedingungen implizieren die schwache
Konvergenz eines Netzes (pi)ier € Mq(X) gegen pn € Mg (X):

1. Es ezistiert io € I, sodass sup;s;, [|usl| < oo ist und fir alle B € Bo(X) gilt
lim 14(B) = p(B).

2. Konwvergiert ein Netz (u;)ic; von Maflen in der Variationsnorm gegen ein
MafS u, dann konvergiert es auch schwach gegen L.

Beweis. Offensichtlich folgen aus beiden Bedingungen die Voraussetzungen von
Lemma 4.5.5. Q

4.5.7 Proposition. Sei M C M, (X) eine Familie von BairemajfSen, sodass fiir
alle f € Cp(X)

sup/fd,u<oo
peMJ X

ist. Dann folgt sup,cyllpll < oo. Insbesonders ist jede schwach konvergente
Folge von BairemafSen beschrinkt in der Variationsnorm.

Beweis. Bekanntlich ist (Cp(X), ||.||,,) ein Banachraum. Nach Voraussetzung ist
(#p) pent mit
Gb(X) — R
Pu =
feJx fdp

eine punktweise beschrénkte Familie beschrénkter linearer Operatoren von Cp(X)
nach R, also

sup [@u(f)] = sup ¢, (f) = sup / fdp < oo
pneEM neEM pneEM J X

Dabei kann der Betrag weggelassen werden, da mit f € C,(X) auch —f € Cy(X)
gilt. Nach dem Prinzip der gleichmé&Bigen Beschrénktheit (siehe z.B. [8, 4.2.2]) ist
die Familie (,,).enm gleichmiBig beschrénkt, also folgt sup e ll¢ull < co. Nach

Satz 4.4.3 gilt |l¢,| = [|p]l und damit sup,,epl[p]] < oo. Da jede schwach kon-
vergente Folge von Baire-Maflen insbesonders die angegebene Bedingung erfiillt
folgt auch die zweite Aussage. a

4.5.8 Proposition. FEine Folge () nen signierter Bairemafe auf dem Intervall
[a, b] konvergiert genau dann schwach gegen ein Bairemaf p, wenn die folgenden
beiden Figenschaften erfillt sind:

1. suppenllpn|l < oo.
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2. Jede Teilfolge der Folge der Verteilungsfunktionen F), hat eine Teilfolge, die
gegen die Verteilungsfunktion F,, auf allen bis auf hochstens abzdhlbar vielen
Punkten konvergiert.

Ist (pn)nen eine Folge nicht-negativer Bairemafle, so kann Figenschaft (2) durch

2’. Die gesamte Folge der Verteilungsfunktionen (F,, )nen konvergiert gegen die
Verteilungsfunktion F,, auf allen Stetigkeitspunkten von F,.

ersetzt werden.

Beweis. Sei angenommen, dass eine Folge (i, )nen die Bedingungen (1) und (2)
erfiillt, aber nicht schwach gegen das Maf} i konvergiert. Bekanntlich kann nach
dem Satz von Stone-Weierstrass jede Funktion f € C(X) durch Funktionen aus
C*°(X) approximiert werden. Dies ergibt zusammen mit Bedingung (1), dass es
eine Funktion f € €*°(X) gibt, sodass

fOu(a)"IF [ foula)
[a,b] [a,b]
Dies ist dquivalent dazu, dass eine Teilfolge (n, )ren und ein g9 > 0 existieren,
sodass

SKeN:VE> K : ’ F() i, (d8) — f(t)u(dt)‘ >eo (4.26)
[a,b] [a,b]

ist. Wegen Bedingung (2) hat die dazugehorende Folge (F),, )ren von Vertei-

lungsfunktionen eine Teilfolge (F, Lo, )ien, die auf allen bis auf héchstens abzihl-
1

bar vielen Punkten gegen F), konvergiert. Da die Funktionen F), und F), kon-

stant auf (b, 0o0) sind, gilt p([a,b]) = lim py,([a,d]). Wendet man dies auf die
n— oo

Darstellung nach Lemma C.1.1 an, so ergibt sich, dass die rechte Seite des Aus-

drucks

i F@)pn, (dt) = f(O)Fp,, (b+) — i f()Fp,,, (t)dt (4.27)

nach dem Satz von der dominierten Kovergenz mit [F,,, (t)| < C := sup,ey||pn|
"l
fiir [ — oo gegen

f(O)FL(b+) — i fO)F,(t)dt = - f () p(dt)
konvergiert, wobei das Gleichheitszeichen wieder wegen Lemma C.1.1 gilt. Dies
ist ein Widerspruch zu (4.26).
Sind die Mafe u,, nichtnegativ, so sind die Funktionen F), monoton wachsend.
Nach Annahme (2) konvergiert jede Teilfolge einer Teilfolge von F), auf dem
Komplement einer héchstens abzéhlbaren Menge. Da das Komplement einer
abzéhlbaren Teilmenge von [a,b] dicht in [a, b] ist, kann Punkt (1) von Lemma
C.1.5 angewandt werden und man erhilt, dass die gesamte Folge (F),, )nen auf
den Stetigkeitspunkten von F), gegen F), konvergiert.
Zum Beweis der Umkehrung sei angenommen, dass die Folge (uy,)nen von Ma-
Ben ., schwach gegen ein Mafl u konvergiert. Nach Proposition 4.5.7 gilt dann
Sup,enl/tn || < 0o und damit ist Folge der Variationen

Vab(FMn) = V(Fﬂn7 [avb]) = SUPZ |F n(ti-i-l) - Fun(ti)|7

i=1



72 4. Topologie und Messbarkeit

wobei das Supremum iiber alle t; < to < -+ < t,41 in [a,b] gebildet wird,
gleichméflig beschrinkt. Definiert man

V2(E,,)+ Fu, (2)

b - x
Pn(z) = —* 2 und ¢y (z) := Vo (Fu) = Fiu, (@)

2 )

so gilt offensichtlich F}, = ¢, — 1, fur alle n € N, die Funktionen ¢, ¥, sind
monoton wachsend und wegen der gleichméfiigen Beschrianktheit von (F),, )nen
sind auch die Folgen (@5, )nen und (¢, )nen gleichméBig beschrankt. Durch An-
wendung von Punkt (2) aus Lemma C.1.5 auf eine beliebige Teilfolge von F),,
erhélt man die Existenz von punktweise iiberall auf [a, b] konvergenten Teilfolgen
©n,, und v, . Also kann angenommen werden, dass die Folge F), punktweise
gegen eine Funktion G konvergiert. Nun gilt sicher
lim B, (b4) = lim (fa.8]) = p((a.b]) = F,(b+).

woraus man mit (4.27) und dem Satz von der dominierten Konvergenz erhélt,
dass

b b
/fwmwzf@&wﬂ—/fﬁmmﬁ

Aus Lemma C.1.1 folgt ebenso

b b
/Jﬁmwwfﬂw&WH:f/fﬁﬁuﬂﬁ

und damit insgesamt

/f@&@ﬁz/fﬁm@@

also stimmen F), und G p-fast iberall und damit auf dem Komplement einer -
Nullmenge iiberein. Also ist die Menge, auf der die Funktionen F}, und G nicht
iibereinstimmen, hochstens abzahlbar. Sind die Mafle p, nichtnegativ, so ist
die Menge der Unstetigkeitspunkte von F), und G hochstens abzéhlbar und ihr
Komplement damit dicht in [a, b]. Damit miissen F), und G auf allen Punkten,
an denen beide Funktionen stetig sind, iibereinstimmen. Q
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Anhang A

Topologische Grundlagen

Dieser Anhang gibt die benttigten topologischen Grundlagen wieder.

A.1 Grundbegriffe

A.1.1 Topologie, Filter, Netze

A.1.1 Definition. Sei X eine nichtleere Menge und 7 C P(X) ein System von
Teilmengen von X. Erfiillt T die Eigenschaften

(1) 0eT, X eT.
(92) Ist n € Nund O4,...,0, € 7, so folgt (), O; € 7.

(T3) Ist I eine Indexmenge und O; € T fiir ¢ € I, so folgt U,.; O; € T,

i€l
dann heifit T eine Topologie auf X und das Paar (X,T) heifit topologischer
Raum. Die Elemente einer Topologie werden offene Mengen genannt.

A.1.2 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und € X. Eine Menge
U C X heifit Umgebung von x, wenn es eine offene Menge O € T gibt mit
x € O C U. Die Menge U(z) aller Umgebungen von z heifit Umgebungsfilter
von x.

Der Umgebungsfilter stellt nur einen Spezialfall eines allgemeinen mengentheo-
retischen Konzepts dar.

A.1.3 Definition. Sei M eine nichtleere Menge und F C P(M) ein System von
Teilmengen von M. Erfiillt F die Eigenschaften

(F1) 0 e 3T,

(F2) I, FhbeF = FINF €T,

F3) FLeFud i CFHCM=— F,e¥
dann heifit F Filter.

Offensichtlich ist der Umgebungsfilter eines Punktes x € X tatséchlich ein Filter
im Sinne der allgemeinen Definition.

(6]
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A.1.4 Definition. Sei M # @ eine Menge und JF ein Filter. Dann heifit ein
Mengensystem B C F Filterbasis von F, wenn

VEeTF:IWeB:WCFE

Ein Mengensystem V heifit Filtersubbasis des Filters F, wenn die Menge aller
endlichen Schnitte von Elementen aus V eine Filterbasis von JF bildet.

A.1.5 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. (X, T) erfillt das ers-
te Abzihlbarkeitsaxiom, wenn fiir jedes € X der Umgebungsfilter U(x) eine
Filterbasis hat, die aus abzdhlbar vielen Mengen besteht.

A.1.6 Lemma. Sei X eine Menge. Ist F ein Filter auf X und B eine Filterbasis
von &, so gilt

(FB1) o ¢ B.
(9'32) Bl,BQGB :>E|Bg€B : B3 C B1 N Bs.

Ist umgekehrt B C P(X) mit den Eigenschaften (FB1) und (FB2), so existiert
ein eindeutiger Filter F, der B als Filterbasis hat. Dieser Filter ist durch

F={FCX|3BeB:BCF}
gegeben.

Beweis. Ist F ein Filter und B eine Filterbasis von JF, so ist wegen B C F
und (F1) @ ¢ B. Sind By, By € B, so folgt wegen B C F aus (F3), dass
Bs := BN By € B und B; C B; N By. Also hat B die Eigenschaften (FB1) und
(FB2).

Sei B ein Mengensystem mit den Eigenschaften (FB1), (FB2) und sei weiters

F={FCX|3dBeB:BCF}.

Da B C F und (FBI1) gilt, ist @ ¢ F. Ist F; € F und F» D F}, so existiert ein
B € B so, dass B C Fj. Damit ist auch B C Fy und daher Fy, € F. Sind F7,
Fy € F, so gibt es By, By € B, sodass By C Fy, Bs C Fy. Aus (FB2) folgt die
Existenz eines B3 € B, sodass B3 C B1 N By C F1 N Fy. Daherist FiNFEFy, € F
und JF erfiillt die Eigenschaften (F1) - (F3) eines Filters.

Ist F1 ein weiterer Filter mit der Filterbasis B, so folgt aus B C F, (F2) und
der Definition von F, dass F C F;. Ist F' € Fq, so gibt es - weil B Filterbasis
von F ist - ein B € B so, dass B C F ist. Nach Definition von F ist dann aber
auch F' € F und damit F; = F. ]

A.1.7 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Ist fiir alle x € X das Sys-
tem W(x) eine Filterbasis des Umgebungsfilters U(x), so sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Die Menge O C X st offen.
(ii) Fir alle z € O ist O € U(x).
(111) Fir alle x € O g¢ibt es ein W € W(x) so, dass W C O.
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Beweis. Seix € X beliebig. Gilt (ii), so existiert nach Definition einer Filterbasis
ein W € W(z) mit W C O. Gilt umgekehrt (iii), so ist nach der Definition des
eindeutigen Filters U(x) zur Filterbasis W(z) in Lemma A.1.6 dann O € U(z),
also sind (ii) und (iii) dquivalent.

Ist O € Tund x € O, so ist wegen z € O C O dann O € U(z). Ist umgekehrt
Ve € O : 0 € U(zx), so gibt es fir alle x € O ein O, € T so, dass x € O, C O.

Wegen
o=JfrclJo.co
z€O z€O

ist O als Vereinigung offener Mengen nach (73) offen. Daher sind auch (i) und
(ii) dquivalent. Q

Das folgende Lemma zeigt den engen Zusammenhang zwischen einer Topologie
und dem Umgebungsfilter.

A.1.8 Lemma. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und U(z) der
Umgebungsfilter von x € X, dann gilt:

(U1) X € U(z).

(U2) Ist U € U(x), so ist z € U.

(U3) Ist U € U(z) und V 2 U beliebig, dann ist V € U(z).
(U4) Sind U, V € U(zx), dann ist auch UNV € U(z).

(U5) Ist U € U(x), so existiert ein V € U(z) mit V C U so, dass V € U(y)
fiir alle y € V gilt.

Ist umgekehrt jedem x € X ein System U(x) C P(X) von Teilmengen von X
zugeordnet, sodass (U1) - (U5) gilt, dann existiert genau eine Topologie T auf
X, sodass fir alle x € X die Menge U(x) gerade der Umgebungsfilter von x
beztiglich der Topologie T ist. Diese Topologie ist durch

T:={0CX |Vze€O:3U €U(z):UCO}
gegeben.

Beweis. Die Eigenschaften (Ul) - (U3) folgen direkt aus der Definition des Um-
gebungsfilters. Sind U, V' € U(z), so existieren O1, Oy € T so, dass ¢ € O; C U
und z € Oy C Vist. Alsoist x € O1NO02 C UNV und es gilt (U4). Ist U € U(z),
so existiert ein O € T mit x € O C U. Nach Lemma A.1.7 ist dies dquivalent
dazu, dass O € U(y) fiir alle y € O ist. Mit V := O gilt also auch (U5).

Nun wird eine Topologie T aus den Umgebungsfiltern U(x) konstruiert. Sei dazu
X gegeben und jedem x € X sei ein System U(x) zugeordnet, das (UL) - (U5)
erfiillt. Sei T das Mengensystem

‘J'::{OQX‘VmGO:HUGU(w):U@O}.
Wegen (U1) gilt offensichtlich (T1). Ist z € (., O;, O; € T, so existieren

U; € Wz) mit U; € O;. Wegen (U4) ist (), U; € U(z) und es gilt (), U;
Ni—, O;, also ist (T2) erfiillt. Sei I eine Indexmenge und O; € T fiir i € I. Ist
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x € [);e; Os, so existiert ein ig € [ mit x € O;,. Daher existiert ein U € U(x)
mit

Uco;,c|]os,

iel

also ist (J;c; O; € T und T erfiillt (T1) - (T3).
Zum Beweis der Eindeutigkeit muss sowohl nachgewiesen werden, dass T die
Topologie zum Umgebungsfilter U(x) ist, als auch die Umkehrung - also dass
U(z) der Umgebungsfilter zur Topologie T ist. Sei dazu (X, T) ein topologischer
Raum, U(z) der Umgebungsfilter beziiglich T und 7’ die aus dem letzten Schritt
konsturierte Topologie. Sei O € T’. Das ist per Definition von 7’ dquivalent dazu,
dass es fiir jedes € O ein U € U(x) gibt, sodass U C O ist. Nach Lemma A.1.7
ist dies dquivalent dazu, dass O € T ist, also gilt T = J”.
Sei nun jedem z € X ein System U(x) mit (UL) - (U5) zugeordnet, T die
daraus konstruierte Topologie und U'(z) der Umgebungsfilter beziiglich T. Es
ist U(z) = W (x) zu zeigen. Sei x € X. Ist U € U(x), so existiert wegen (U5) ein
V € U(x) mit V C U so, dass fiir alle y € V dann V € U(y) gilt. Per Definition
von Tist V€ Tmit z € V C U, also ist U € U (x) und daher U(z) C U (x). Sei
umgekehrt U € U (z). Dann existiert ein O € 7, sodass x € O C U ist. Nach
Definition von T existiert ein Uy € U(z) mit U; C O C U. Wegen (U3) ist dann
U € U(z) und W(z) C U(z). a

Fiir topologische Réume sind Netze eine natiirliche Erweiterung des Folgenbe-
griffs.

A.1.9 Definition. Sei I eine nichtleere Menge und sei < eine Relation auf 1.
Erfiillt < die Eigenschaften

(G1) Viel:i<i,
(92) Vi,j, kel i<jNj<k = i<k,
(G3) Vi,jel:3kel:iakNj<k,
dann heifit das Paar (I, <1) gerichtete Menge.
A.1.10 Bemerkung. Ist I = N und definiert man
VnomeN:ndm:&nm,
so ist (N, <) = (N, <) eine gerichtete Menge. Damit sind Folgen spezielle Netze.

A.1.11 Definition. Sei X eine nichtleere Menge und (I, <) eine gerichtete
Menge. Eine Abbildung = : I — X heifit Netz bzw. Moore-Smith-Folge in der
Menge X {iber der gerichteten Menge (I,<1). In Analogie zu Folgen schreibt
man auch z; statt z(i) fiir ¢ € I und statt « : I — X wird ein Netz auch in der
Form (z;);er geschrieben.
Ist zusétzlich A C X, so liegt das Netz (x;);er schlieflich in A, wenn

Jigel :Viig:xz; € A
und das Netz (x;);er st cofinal in A, wenn

Vipe Il :Jiig:x; € A

gilt.
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A.1.12 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und (I, <1) eine gerich-
tete Menge. Eine Abbildung U : I — P(X) heifit ein Netz von Mengen bzw.
Moore-Smith-Folge von Mengen in X {iber der gerichteten Menge (I, <1).

Ein Netz (U;)ier von Mengen heift fallend, wenn U; C U; fiir j <¢ und das Netz
heifit steigend, wenn U; C U; fiir j <.

A.1.13 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum, (I, <) eine gerichtete
Menge, (z;)icr ein Netz auf I in X und = € X. Das Netz (z;);c; konvergiert

gegen x € X, in Zeichen x; 7, x, wenn fiir alle U € U(x) das Netz (z;)ier
schlieBlich in U liegt. Die Menge aller Grenzwerte des Netzes (z;);e; wird mit
lim;e; x; bezeichnet. Hat das Netz (z;);c; genau einen Grenzwert x, so schreibt
man lim;c; z; = x.

Der Punkt x € X heifit Hiufungspunkt von (x;);cr, wenn fiir alle U € U(x) das
Netz (2;);er cofinal in U ist.

A.1.14 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, (I,<1) eine gerichtete
Menge, (x;)ics ein Netz auf I in X und x € X. Seien weiters W(z) eine Filterba-
sis und V(x) eine Filtersubbasis des Umgebungsfilters U(x). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Das Netz (x;)ic1 konvergiert gegen z € X.
(1)) VW e W(x) : Jipe I :Vi>ig:x; € W
(1)) YV € V(z) : Jip eI : Vit ig:x;, €V
Beweis. Die Implikationen (i) = (i4) = (i4i) sind offensichtlich. Gezeigt wird
(#i1) = (i). Sei U € U(x). Da V(z) eine Filtersubbasis von U(x) ist, existieren
Mengen Vi,...,V, € V(z), sodass z € Vi NVoN---NV, CU ist. Aus (iii) folgt,
dass es fiir jedes k € {1,...,n} ein iy € I so gibt, dass
Viel,i>ig:x; €V
gilt. Da (I, <) eine gerichtete Menge ist existiert ein ig € I, so dass i > ig fiir
alle £ mit 1 < k < n ist. Daher ist
Viel,ivdig:xz;€eVinVon---NV, CU
und es folgt (i). a

In allgemeinen topologischen Rdumen muss der Grenzwert eines Netzes keines-
wegs eindeutig sein.

A.1.15 Beispiel. Sei X eine Menge, die aus mindestens zwei Elementen besteht
und T := {@, X}. Dann ist (X, 7T) ein topologischer Raum und fiir alle z € X
ist U(z) = X. Ist (x;);cr ein beliebiges Netz, dann konvergiert (z;);cr gegen
jedes z € X.

A.1.2 Hausdorfl-Riume

Fiir die Entwicklung von mafitheoretischen Begriffen auf topologischen Rium-
en spielen Hausdorfl-R4dume, inbesonders lokalkompakte Hausdorff-Rdume, eine
wesentliche Rolle. Dies liegt unter anderem daran, dass die Hausdorff-Eigenschaft
gentiigt, damit Grenzwerte von Netzen eindeutig sind.

A.1.16 Definition. Ein topologischer Raum (X, T) heifit Hausdorfl-Raum oder
T»-Raum, wenn er die Eigenschaft
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(T2) Ve,y e X, 2 #y:30,,0, €T :2€0,,y €Oy und O, NO, =0

erfiillt. Anschaulich bedeutet T5, dass Punkte durch offene Mengen getrennt
werden konnen.

A.1.17 Bemerkung. Offensichtlich kann die Th-Eigenschaft dquivalent iiber Um-
gebungen formuliert werden. Es ist ein topologischer Raum (X, T) also genau
dann ein Hausdorff-Raum, wenn

(TY) Vz,ye X, o #y: U € U=x),Velly): UNV =0.

A.1.18 Lemma. Ist (z;);c; ein kovergentes Netz in einem topologischen Ts-
Raum (X,7), dann ist der Grenzwert eindeutig.

Beweis. Sei angenommen, das Netz (z;);c; konvergiert gegen = € X und gegen
y € X mit x # y. Auf Grund der T5-Eigenschaft kénnen disjunkte Umgebungen
U € U(x) und V € U(y) gewihlt werden. Da das Netz konvergent ist, konnen
Indices i1, 12 € I so gewahlt werden, dass i>i; = x; € U und ibio = x; € V.
Da (I, <) gerichtet ist, gibt es ein ¢ € I : >4y Ail> iy und daher ist z; e UNV.
Dies ist ein Widerspruch zu U NV = 0. Q

A.1.3 Normale und perfekt normale Riume

A.1.19 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und f: X — [0,1]
stetig. Eine Menge A C X heifit funktional abgeschlossen, wenn A = f=1({0})
ist. Weiters heifit eine Menge O C X funktional offen, wenn sie das Komplement
einer funktional abgeschlossenen Menge ist.

A.1.20 Proposition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und Z die Menge
der funktional abgeschlossenen Mengen. Dann ist abgeschlossen beziiglich der
Bildung endlicher Vereinigungen und endlicher Durchschnitte.

Beweis. Sind Zy, Zy € Z, so existieren per Definition zwei stetige Funktionen
fi,fa: X = [0,1], sodass Z; = f;'({0}) und Zo = f;'({0}) ist. Definiere
g:=f1-found h:= (f +g). Dann sind g,h : X — [0,1] stetig und es gilt

g7 {0}) = fr{oH U £ 1({0})  und  RTN({0}) = fiT({0}) N £y H{OY),
also ist Z1 U Zy € Zund Z1 N Zy € Z. a

A.1.21 Definition. Ein topologischer Raum (X,J) heifit 77, wenn fiir zwei
Punkte z1, x9 € X mit &1 # x5 eine offene Menge O € T existiert, sodass
x1 € O und x5 ¢ O gilt.

A.1.22 Definition. Ein topologischer Raum (X, T) heifit normal oder auch Ty,
wenn er T} ist und fiir alle abgeschlossenen Mengen A1, Ao C X mit AjNA; =
offene Mengen O1, O € T existieren, sodass A; C O, Ay C O und O1NOy = &
gilt.

A.1.23 Definition. Ein topologischer Raum (X, T) heifit perfekt normal (per-
fectly normal), wenn er normal ist und jede abgeschlossene Menge funktional
abgeschlossen ist.



1.2. Umgebungsbasen, Basen, Subbasen 81

A.2 Umgebungsbasen, Basen, Subbasen

A.2.1 Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum, z € X und W(z) C U(x).

Das Mengensystem W(x) heisst Umgebungsbasis von z, wenn es die Eigenschaft
(W) VU e W(z) : IW e W(x) : W CU

erfiillt.

Die Bezeichnung Umgebungsbasis geht auf den Umstand zuriick, dass der Um-

gebungsfilter aus einer Umgebungsbasis rekonstruiert werden kann. Tatséchlich
ist eine Umgebungsbasis eine Filterbasis des Umgebungsfilters.

A.2.2 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, x € X beliebig, U(x) der
Umgebungsfilter von x und W(x) eine Umgebungsbasis. Dann gilt

U(z) = {U € P(X)|3W € W(z) : W C U}.

Beweis. Ist U € U(z), dann existiert nach Definition ein W € W(z) so, dass
W C U. Ist umgekehrt U € P(x) und W € W(z) mit W C U. Da W(x) C U(x)
gilt, gibt esein O € T: x € O CW C U, also ist U € U(x). a

Analog zur Rekonstruktion aller Umgebungen aus einem Teilsystem konnen
auch die offenen Mengen, also die Topologie, aus einem Teilsystem rekonstruiert
werden.

A.2.3 Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum und U C T. Das Mengen-
system U heisst Basis fiir die Topologie T, wenn sich jede offene Menge O € T
als Vereinigung von Mengen aus U schreiben lésst, wenn also

W voeT:WVocU:0= | U

UeVo

gilt.
A.2.4 Lemma. Sei (X,7) ein topologischer Raum und U C T. Das Mengen-
system WU ist genau dann eine Basis fir T, wenn

W) vOoeT:0=|J{veu|Uco}
bzw. genau dann, wenn

(U) VOET:VzxeO:WelU:2€UCO
gilt.

Beweis. Gelte (U). Sei O € T und sei weiters Vo C U so, dass O = Upey, U.
Setzt man V = {U clu ‘ U C O}, dann gilt Vo C V. Daher ist

oc |JuvclJuvco

UeVo Uev

und es folgt (Uy).

Gilt (Uy) und ist O € T,z € O, s0ist O = J{U € U | U C O}. Daher existiert
ein U, € U mit U, C O so, dass x € U, ist, also gilt (Us).

Aus (Usg) folgt sofort (U), denn nach (Uz) existiert fur alle O € T und alle
r € O ein U, € U, sodass x € U, C O ist. Daher ist O = Uzeo U, und
Vo ={U,eU | e0:2eU,CO}. Q
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A.2.5 Satz. Ist (X,7) ein topologischer Raum und W C T eine Basis fir T,
dann gilt:

(B1) o el

(B2) Sind Uy, Uz € W und x € Uy NUs, so existiert ein Us € U so, dass
x e Us CUL NUs.

(B3) Uy U = X.

Ist umgekehrt W C P(X) ein Mengensystem, das die Eigenschaften (B1) - (B3)
erfillt, dann existiert genau eine Topologie T auf X so, dass U Basis von T ist
und diese Topologie ist gegeben durch

7{UU|Vgu}.

vev

Beweis. Sei (X,7) ein topologischer Raum und U eine Basis von T. Aus @ € T
folgt (B1) und aus X € T folgt (B3). Sind Uy, Uz € U und z € Uy NV, so ist -
daUCTgilt- U NUz €T. Wegen (Uy) gilt

UiNUy={UeclU|UCUNU}

also existiert Uz € U so, dass = € Us C U; N Us und U erfiillt (B2).
Sei nun U C P(X) so gegeben, dass U die Bedingungen (B1) - (B3) erfiillt und

b T::{UU]VCU}.

Uev
Wegen (B1) ist

o=JUeT
Uco
und wegen (B3) gilt
X=|JUeT
Uelu

somit erfiillt T (T1). Um zu zeigen, dass T auch (72) erfiillt sei festgehalten,
dass aus (B2) induktiv leicht gezeigt werden kann, dass aus Uy,...,U, € U
mit « € (_, U; die Existenz eines U € U mit z € U C (_, U; folgt. Sind
fir Oy1,...0,, € T fiir ein n € N, so existieren nach (U) Teilsysteme V; C U,
sodass O; = Upey, U. Ist = € Ni, O;, so existiert fiir jedes i = 1,...,n ein
U; € V; so, dass x € U; ist. Nach obiger Aussage existiert dann U € U, sodass
reUC N, U CN, 0;. Also gilt

ﬁoiz J U mit V::{UEUIUQﬁOz}
i=1

vev i=1

und daher erfiillt T auch (72). Ist I eine Indexmenge und O; € T, i € I, so
existieren V; C U, sodass O; = UUeV,L- U gilt. Daher ist

Jo-U(Uv)-Uv

icl i€l \Uev; UeU;cr Vi
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und T ist eine Topologie auf X.

Zur Feststellung der Eindeutigkeit sei T die im letzten Schritt konstruierte To-
pologie und 77 sei eine weitere Topologie, die U als Basis hat. Ist O’ € 77, dann
gilt

O=|JU mit V={UeU|UCO'},
vev

also ist O’ € 7. Ist umgekehrt O € T, so existiert ein Vo C U, sodass O =
Uvpev,, U ist. Dann ist aber O € 7’ und ingesamt T = 7. a

A.2.6 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum und W C T. Dann ist U eine
Basis fiir T genau dann, wenn fir jedes x € X die Menge

W(z):={Uel|zeU}
eine Umgebungsbasis bei x € X ist.

Beweis. Sei U Basis fiir 7, + € X und U € U(z). Dann existiert ein O € 7,
sodass € O C U. Da U eine Basis ist, gilt O = U{U clu ’ U C O} und es
existiert ein U, € U so, dass ¢ € U, C O C U gilt. Dabei ist U, € W(z) und
daher W(z) eine Umgebungsbasis.

Sei umgekehrt W(z) eine Umgebungsbasis, O € T und « € O. Nach Lemma
A.1.7ist O € U(x) und daher existiert ein U, € W(x) C U so, dass € U, C O.
Also erfiillt U die Bedingung (Us). Q

A.2.7 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und sei V C T. Das
Mengensystem V heifit Subbasis fiir T, wenn

u::{@,X}u{ﬂm- y Vie\?,neN}
i=1
eine Basis von T ist.

A.2.8 Lemma. Sei X eine Menge und V C P(X). Dann existiert genau eine
Topologie T auf X, sodass V eine Subbasis von T ist.

Beweis. Sei U gegeben durch
u::{@,X}u{ﬂm | V;e\?,neN}.
i=1

Offensichtlich erfiillt U die Bedingungen (B1) und (B3). Sind Uy, Uz € U und
z € U; NUs, so ist wegen

() (0.7) -0

auch (B2) erfiillt und daher U eine Basis. Nach Satz A.2.5 erzeugt U eine ein-
deutige Topologie, die U als Basis und daher V als Subbasis hat. d
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Vergleich von Topologien, Initialtopologie

A.3.1 Definition. Sei X eine Menge und bezeichne mit T(X) die Menge aller
moglichen Topologien auf X. Sind T;, Ty zwei Topologien auf X, so nennt
man Ty gréober als Ty oder dquivalent Ty feiner als T7, wenn T C T gilt.
Offensichtlich ist die Relation C eine Ordnungsrelation auf T(X).

A.3.2 Lemma. Sei X eine Menge. Dann gilt

(i)
(i)

(iii)

(i)

Beweis.

(iii)

Das kleinste Element in T(X) ist {@, X}, das grifite Element ist P(X).

Ist (T;)ier eine Familie von Topologien auf X, so ist [
pologie auf X und es gilt

icr Ji eine To-

el

Ist (T;)ier eine Familie von Topolgien auf X, so ist

Ti=supT; = ({7 eT(X) | T, CT,iel}
i€l

und T hat das Mengensystem | J..; T; als Subbasis.

i€l

Ist € C P(X), so ist
7€) =({T eT(X)|ecT}

die grobste Topologie, die C enthdlt. Ist C eine Topologie auf X, so gilt
T7(C)=C.

Da fiir jede Topologie T auf X sicher &, X € T gilt, ist {&, X} C T C
P(X).

Da alle T; abgeschlossen gegeniiber der Bildung endlicher Durchschnitte
und beliebiger Vereinigungen sind und weiters {&, X} C T; fiir alle ¢ € T
gilt, ist T := [, T eine Topologie auf X, aulerdem gilt T C T; fiir alle
i € 1. Ist T’ eine weitere Topologie, die beziiglich der Mengeninklusion
kleiner ist als alle T;, ¢ € I, so gilt T’ C T, also ist T die gréfite untere
Schranke der Familie (7;);c;.

Wie schon im letzten Punkte besprochen wurde ist T eine Topologie
auf X und offensichtlich ist T das Supremum der Familie T;, ¢ € I.
Betrachtet man nun das Mengensystem V := |J;c; T;, so ist V C T,
denn ist T; C 7’ fiir alle ¢ € I, dann gilt V C 7’ und daher auch
V C 7. Bezeichnet T* die nach Lemma A.2.8 von V C P(X) eindeutig
erzeugte Topologie, dann gilt T; C T* fiir alle ¢ € I und daher ist T =
N {‘I’ ’ T, CTie N} C T*. Ist umgekehrt O* € T*, dann existieren
ein n € Nund Vi,...V, € U,c; Ts, sodass O* = (), V; ist. Da also
fiir jedes Vj eine Topologie Ty, C T mit V; € Ty, existiert ist O* € T
und insgesamt T* = 7.
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(iv) Sicher gilt € C 7(€). Nach Punkt (ii) ist 7(C) eine Topologie auf X und
ist weiters 7/ € T(X) mit € C 77, so ist 7(€) C 7', also ist 7(C) die
grobste Topologie, die € enthilt. Die zweite Aussage ist klar.

a

A.3.3 Lemma. Sei X eine Menge und T, 7' € T(X). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) TCT.
(ii) idx : (X,T") = (X, 7T) ist stetig.

(iii) Ist (Y,V) ein topologischer Raum und f :(X,T) — (Y,V) stetig, so ist
auch f (X, 7)) = (Y,V) stetig.

(iv) Ist (Y, V) ein topologischer Raum und f :(Y,V) — (X,T’) stetig, so ist
auch  :(Y,V) = (X,7T) stetig.

Beuweis. Offensichtlich sind (i) und (i) dquivalent, da idy'(T) = T ist. Gilt (ii),
dann ist sowohl f oidyx :(X,T") — (Y,V) als auch idx o f : (Y,V) = (X,7)
als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig, also gelten (iii) und (iv). Gilt
Eigenschaft (iii), so ist mit f :=idx : (X,7) — (X,7T) dann die Zusammenset-
zung idx = idx oidx : (X,7T") — (X,7T) stetig, also gilt (ii). Die Implikation
(iv) = (ii) sieht man analog. a

Das folgende Lemma zeigt die enge Verwandschaft von Basen bzw. Subbasen
einer Topologie mit den Erzeugendensystemen von o-Algebren, siehe B.1.4.

A.3.4 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Raum.

(i) Ein Mengensystem U C P(X) ist genau dann eine Basis der Topologie
T, wenn W die Eigenschaften (B1) - (B3) erfillt und T die gribste
Topologie auf X ist, die U umfasst, d.h. wenn 7(U) = T gilt.

(ii) Ein Mengensystem V C P(X) ist genau dann eine Subbasis der To-
pologie T, wenn T die grobste Topologie ist, die V umfasst, d.h. wenn
T(V) =T gilt.

Beweis.

(i) Ist U eine Basis der Topologie T, so erfiillt U nach Satz A.2.5 die Ei-
genschaften (B1) - (B3). Sei 7 € T(X) mit U C T’ und betrachte die
in Satz A.2.5 konstruierte Topologie T* = {UUEV ‘ Vv C U}. Da 77 die
Eigenschaft (T3) erfiillt, gilt fiir alle VC U C T : (Jy;cyp U € T, also ist
T C 7’ und T ist die grobste Topologie, die U enthilt. Ist andererseits
T die grobste Topologie, die U umfasst und erfiillt U die Eigenschaften
(B1) - (B3), so existiert wieder nach Satz A.2.5 eine eindeutige Topo-
logie T*, fiir die U eine Basis ist. Laut Voraussetzung gilt U C T C T*.
Ist O* € T*, so existiert Vo~ C U mit UUEVO* U = O*, also ist wegen
(73) dann O* € T und insgesamt T* = T, wobei T laut Annahme die
grobste Topologie ist, die U umfasst.
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(ii) Ist T* eine beliebige Topologie auf X, so folgt aus (72), dass T* genau
dann V C T* erfiillt, wenn U = {&, X} U{N;_, V; | V; €V, n e N} C
T* gilt. Nun ist V per Definition genau dann eine Subbasis von T, wenn
U eine Basis von T ist, was nach Punkt (i) genau dann der Fall ist,
wenn 7(U) = T ist, wenn also 7(V) = T gilt.

Q

A.3.1 Die Initialtopologie

A.3.5 Satz. Sei X eine Menge, seien (Y;,T;), i € I topologische Riume und
fi: X =Y, iel, Abbildungen. Dann existiert genau eine Topologie T auf X
mit der Eigenschaft

(IT1) T ist die gribste Topologie auf X, sodass alle Abbildungen
fi (X,‘T) — (Y;,‘TZ), el
stetig sind.

Diese Topologie heifit initiale Topologie beziigliche der Familie (f;)icr. Fiir sie
qgilt:

(I72) U £71(Ty) st eine Subbasis von T.
iel

Beweis. Sei Ty, (X) :={T € T(X) |Viel: f; :(X,T') = (Y;,T;) stetig}. We-
gen P(X) € Ty, (X) ist Ty, (X) # @, also definiert

‘I::ﬂ‘I’

T/ETfi (X)

nach Lemma A.3.2 (ii) eine Topologie auf X. Ist ¢ € T beliebig, so folgt aus der
Definition von T, dass fiir alle 77 € Ty, (X) die Inklusion f; *(T;) € 77 gilt. Also
ist
fI)cNT =T

T'€Ty, (X)
und alle f; :(X,7) — (Y;,7;) sind stetig. Nach Lemma A.3.2 (ii) ist T die
grobste Topologie mit dieser Eigenschaft, also erfiillt T die Eigenschaft (IT1).
AuBlerdem ist T offensichtlich die einzige Topologie mit (IT1).
Sei T* jene eindeutige Topologie, die nach Lemma A.2.8 aus dem Mengensystem
Uier 71T € P(X) erzeugt wird und T die initiale Topologie. Da beziiglich
T alle f; :(X,7) — (Y;,7T;) stetig sind, gilt fir alle i € I: fi_l(‘J'l-) c 7,
also auch {J,; f; '(T;) € 7. Da T* durch Bildung aller endlichen Schnitte aus
Uier fi_l(‘L-) entsteht, ist 7* C T. Andererseits gilt per Definition von 7%, dass
f7H(Ty) € T* fiir alle 4 € I ist, d.h., alle f; : (X, T*) — (Y;,T;) sind stetig. Aus
(I71) folgt T C T*. Da die von einer Subbasis bestimmte Topologie eindeutig
ist, charakterisiert (I72) die initiale Topologie.

a

Das folgende Korollar erweist sich als praktisch bei der Betrachtung von Funk-
tionen f € C(X).
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A.3.6 Korollar. Sei X eine Menge und sei f; : X — (R, Ty), i € I eine Familie
reeller Funktionen. Dann hat die initiale Topologie T auf X das Mengensystem

V= {V(fiaxae) ’ f’L : X%R,IGX75>O}

mit
V(fiwe)={ye X |[f(x) - fy)| <&}

als Subbasis.

Beweis. Nach Satz A.3.5 ist (J;¢; f71(Ta) eine Subbasis der Initial-Topologie.
T4 enthilt alle offenen Intervalle, also ist sicher 7(V) C 7(U;c; fi ' (Ta)). Ist
umgekehrt U € (J,o; f7 ' (T4) und z € U, so ist die Existenz eines V (fi, z,¢) € V
zu zeigen, das x € V C U erfiillt. Da U die Form U = f[l(O) mit ¢ € I hat
und O offen in R ist, existiert ein g > 0, sodass (f;(z) — F, fi(z) + %) € O
ist. Die Menge V = V (f;, x,&0) leistet nun das Gewiinschte, also ist insgesamt
T(V) = T(Uie] fi_l(‘yd))- u
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Anhang B

Erginzungen zur

Mafdtheorie

B.1 Grundbegriffe

B.1.1 o-Algebren und Erzeugendensysteme

B.1.1 Definition. Sei X eine Menge und 2 C P(X). Das Mengensystem 2
heifit Algebra auf oder iiber X, wenn 2l folgende Eigenschaften erfiillt:

(A1) X e 2.

(A2) Ist A € 2, so folgt A° € 2.

(A3) Ist n € N und sind Ay, Ay, ... A, €A, so ist auch |JI, A; € 2.
Ist A eine Algebra iiber X, die zusétzlich die Eigenschaft

(A30) Ist (A,),cy eine Folge in A, dann gilt | J,, oy An € 2.

neN
erfiillt, so heifit 2 eine o-Algebra auf X, das Paar (X,2() heifit Messraum und

die Elemente von 2 heiflen mefbare Mengen.

B.1.2 Definition. Seien (X,2) und (X’,2") Messrdume. Ist f:(X,2) —
(X’,2') eine Abbildung, so heiit f mefbar oder genauer 2A-2A'-mefbar, wenn
das Urbild mef3barer Mengen wieder mef3bar ist, wenn also

e o
gilt.

B.1.3 Definition. Sei X eine Menge, bezeichne A(X) die Menge aller o-
Algebren iiber X und seien 2, 2As € A(X). Analog zu den Definitionen in
der Topologie nennt man %Ay grober als As bzw. Ay feiner als Ay, wenn 2A; C Ao
gilt. Offensichtlich ist (A(X), C) eine geordnete Menge.

Auf Grund der starken Ahnlichkeit zwischen o-Algebren und Topologien sind
die folgenden Aussagen nicht iiberraschend.

89
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B.1.4 Lemma. Sei X eine Menge. Dann gilt
(i) Das kleinste Element in A(X) ist {&, X'}, das grofste Element ist P(X).

(i) Ist (As)icr eine Familie von o-Algebren auf X, so ist ();c; s eine o-
Algebra auf X und es gilt

-

iel
(isi) Ist C C P(X), so ist
o(@) = {W eAX)|eca}

die grobste o-Algebra, die C enthdlt. Ist C selbst eine o-Algebra, dann
gilt o(€) = €. Man nennt in diesem Zusammenhang o(C) die von C
erzeugte o-Algebra und € ein Erzeugendensystem von o(C).

(iv) Ist (A;)icr eine Familie von o-Algebren auf X, so ist
A:i=sup; : (|{AX € AX) [, C A, ieT}
iel

und

ser i st ein Erzeugendensystem von 2A.

Beweis.

(i) Da fiir jede o-Algebra 2 auf X sicher @, X € A gilt, ist {&, X} CAC
P(X).

(ii) Da alle 2; abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Komplementen
und beliebiger Vereinigungen sind und weiters {@, X} C 2, fiir alle
i€ I gilt, ist A := (), A; eine o-Algebra auf X, auBerdem gilt A C ;
fiir alle 7 € I. Ist 2 eine weitere o-Algebra, die grober ist als alle 2A;,
i€ 1,sogilt A C2A also ist A die groBte untere Schranke der Familie
(As)ier-

(iii) Sicher gilt € C o(€). Nach Punkt (ii) ist o(C) eine o-Algebra auf X
und ist weiters 2’ € A(X) mit € C ', so ist o(C) C 2, also ist o(C)
die grobste o-Algebra, die € enthélt. Die zweite Aussage ist klar.

(iv) Wegen Punkt (ii) ist 2 eine o-Algebra auf X und offensichtlich ist 2
das Supremum der Familie 2;, i € I.
Sei € := U;c; % und A* := ¢(C€). Dann gilt A; C A* fiir alle i €
I, also st A = N{A € AX) |4 CA,ieI} C A" Sei umgekehrt
A" € A(X) so, dass fiir alle ¢ € I die Inklusion 2(; C 2’ gilt. Dann ist
o(C) CA und o(C) C o(A') = A'. Daher ist

W =c@C({AeAX)|WCA, icl}=2

und insgesamt 2A* = 2.
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Analog zur Initialtopologie (siehe Satz A.3.5) kann auf einer Menge X eine
eindeutige minimale o-Algebra konstruiert werden, beziiglich der eine Familie
von Abbildungen f; : X — (Y;,2;) von X in Messrdumr (Y;,2l;), ¢ € I, messbar
sind.

B.1.5 Satz. Sei X eine Menge, seien (Y;,2;) Messriume und f; : X — Y,
1 € I, Abbildungen. Dann existiert genau eine o-Algebra A auf X mit der Fi-
genschaft

(I2(1) A ist die grébste o-Algebra auf X, sodass alle Abbildungen
fi (X,Q[) — (Y;,Q[i), i1el
A, -messbar sind.

Diese o-Algebra heifit initiale o-Algebra beziigliche der Familie (f;);cr. Fir sie
gilt:

(12(2) U F7H(R;) st ein Brzeugendensystem von 2.
iel
Beweis. Sei Ay, (X) := {2 € A(X) ’ Viel: f; (X, %) — (V;,2;) messbar}.
Wegen P(X) € Ay, (X) ist Ay, (X) # @, also definiert

m::ﬂm’

Ql/eAfi (X)

nach Lemma B.1.4 (ii) eine o-Algebra auf X. Ist i € I beliebig, so gilt fiir alle
A" € Ay, (X) die Inklusion f;1(2(;) C 2, also ist

fE) A =

A'chy, (X)

und alle f; : (X,2A) — (Y;,2;) sind messbar. Nach Lemma B.1.4 (ii) ist 2 die
grobste o-Algebra mit dieser Eigenschaft, also erfiillt 2 die Eigenschaft (I2(1).
Ist 2 eine weitere o-Algebra mit der Eigenschaft (IA1), so sind alle f; : (X, 2) —
(V;, ;) messbar und da 2 (I21) erfiillt ist 2 C 2. Die umgekehrte Inklusion
sieht man genauso und 2 ist die einzige o-Algebra mit (I121).

Sei A* = o (U;e; 7)) und A die Initial-o-Algebra auf X. Es sind alle
fi (X, 2A) — (V;,2A;) messbar, also f; 1(24;) C A fiir alle i+ € I und damit auch
Uier fi 1) C A. Es gilt also

A" = o( U fﬁ(mg) Co(A) =2

icl

Umgekehrt gilt nach Definition von 20* sicher f[l(%) C 2A*. Das heif3t, dass alle
fi (X, 20%) = (V;,2;) messbar sind. Da 2 die Inital-o-Algebra auf X ist, folgt
dann aber 2 C A* und insgesamt A* = 2. Da die von J,¢; f71H(R) erzeugte
o-Algebra eindeutig ist, charakterisiert (I202) die Initial-o-Algbra. Q

Wird nur eine einzige Abbildung f : X — Y betrachtet, so ist das vollstindige
Urbild schon eine o-Algebra.
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B.1.6 Lemma. Secien X, X' Mengen und sei f : X — X' eine Abbildung.

(i) Ist A’ eine o-Algebra iiber X', so ist A := f~H(A') eine o-Algebra iiber
X und 2 ist die grébste o-Algebra auf X, sodass f : X — X' messbar
15t.

(ii) Ist A eine o-Algebra iber X, so ist A = {A' C X' | f7H(A') e A}
eine o-Algebra tiber X' und A’ ist die feinste o-Algebra auf X', sodass
f X = X' messbar ist.

Beweis. (i) Es ist X’ € ' und f~3X’) = X, also X € 2 und es gilt
(A1). Ist A € f~1(A’), dann existiert ein A € 2A so, dass f~1(A) = A’
gilt. Mit A € 2 ist auch A¢ € 2 und auf Grund der Operationstreue
des Urbilds gilt =1 (A°) = (f71(A))" = A’. Also erfiillt f~*(2A) auch
(A2). Ist (A])nen eine Folge in f~1(A), so existiert eine Folge (A, )nen
in A mit f71(A,) = A}, und U, ey An € A Wegen [ (U,en 4n) =
Unen (f7H(AR) = U,en 4L st auch U, oy AL, € f7H(2A) und f71(A)
erfiillt (A30). Die Minimalititseigenschaft von f~1(2) ist klar nach Satz
B.1.5.

(i) Da f71(Y) = X € A gilt, ist Y € 2’ und 2’ erfiillt (A1). Ist A’ € A,

dann gilt f~1(A’) € A und damit (f~1(4")) = f~1(A) € 2, also erfiillt

A" (A2). Sei (A!)nen eine Folge in 2A'. Dann ist f~1(A!) € A fiir jedes

n € N und daher auch U, o f7H(4L) = 71 (Unen 4,) € 2 und A’ ist
eine o-Algebra iiber Y.

Q

B.1.7 Lemma. Sei X eine Menge, (X', ') ein Messraum, & C A’ ein Erzeu-
gendensystem von A’ und f: X — (X', A) eine Abbildung. Dann ist f~1(&)
ein Erzeugendensystem der o-Algebra f=1(A'), d.h. es gilt

Beweis. Aus & C ' folgt f~1(&') C f~1(A'). Nach Lemma B.1.6 Punkt (i) ist
f~1(A) eine o-Algebra, daher gilt

o (f7HEN) Co(fTH ) = 1@ = fH(e(&).
Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen sei
¢C={C'CcX | ) ea(f (&)}
Lemma B.1.6 Punkt (ii) zeigt, dass €’ eine o-Algebra iiber X’ ist und offen-
sichtlich gilt & C €'. Daher ist o(&') = A" C ¢(€’) = €’ und nach Definition
von €’ gilt
a
B.1.8 Lemma. Seien (A,A) und (X', A') Messriume, sei o(&') = A" und

(X, ) = (X', ") eine Abbildung. Dann ist f genau dann A-A'-mefbar,
wenn f~1(&") C A gilt.
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Beweis. Ist f meBbar, so folgt aus & C 2, dass f~1(&') C f~1(A) C A ist.
Gelte umgekehrt f~1(€’) C 2. Dann ist nach Lemma B.1.7

FH) = o (@) = (f71(8) Co(@) =2

erfillt. 0
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Anhang C

Verschiedene bendétigte
Aussagen

C.1

C.1.1 Lemma. Sei f absolut stetig auf dem Intervall [a,b], sei p ein beschrink-
tes Maf$ auf [a,b] und sei ®,(t) = pu([a,t)) mit ®,(a) = 0. Dann gilt folgende
Formel fiir die partielle Integration:

b
F(0) p(dt) = F(B)BL(b+) — / 1 (1), (t) dt (c.1)

[a,b]

Beweis. Zunichst bemerke man, dass

(1) :/[ , pu(ds) :/ ) L{(a,0}(s) p(ds)

’

gilt. Daher lésst sich die linke Seite von C.1 in der Form

b b
/a P, (1) dt = / /H F ()10 () u(ds) dt

schreiben. Wendet man darauf den Satz von Fubini an, so erhilt man

b b
/ / S ()1 a1 (s) u(ds) dt = / / ()1 (sp3 () dt p(ds) =
a Ja,b] [a,b] Ja

- /M / " P dt as),

wobei benutzt wurde, dass 1{j,4)}(s) = 1 genau dann gilt, wenn 1y (t) = 1
ist. Auswertung des inneren Integrals nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ergibt

b b
/(I)u dt = ") dt u(ds) = b) — f(s) u(ds) =
/be<0 () dt /W]/S p i) = [ 10) = #5)cas
b
— F(1),(b) - / £(t) (). 0

95
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C.1.2 Lemma. Sei X eine Menge, seim : P(X) — [0, 00] eine Mengenfunktion
mit m() = 0 und bezeichne M,,, die Menge aller beziiglich m Carathéodory-
messbaren Mengen, also

My ={ACX |VECX :m(ENA) +m(E\A) =m(E)}.
Dann gilt

1.) M, ist eine Algebra und m ist additiv auf M,,.
2.) Fiir jede Folge (Ay)ren paarweise disjunkter Mengen aus M, gilt fiir alle

ECX:
m(E nUJ Ak> = m(ENA) (C.2)
k=1 i=1

und
m(EﬂkU Ak> = ;m(EﬁAk)+nli_>no10m(EﬂkU Ak> (C.3)
=1 =1 =n

3.) Ist m ein duferes Mafl auf X, dann ist M, eine o-Algebra und m ist
abzdhlbar-additiv auf IM,,,. Auferdem ist das Maff m vollstindig auf M., .

Beweis. 1.) Nach Definition von 9, gilt offensichtlich @ € M,,,. Ist A € M,,,,
so gilt
mENA)+m(E\A)=m(EN(X\A)+m(E\(X\A4)) =
=m(E\ A) +m(ENA) =m(E),
also ist M, abgeschlossen beziiglich der Bildung von Komplementen. Seien A,
Ay € M, und E C X. Aus der Carathéodory-Messbarkeit von A; und As ergibt
sich
m(E)=m(ENA)+m(E\ A) =

=m(ENA)+m(E\A)NA)+m((E\ A1)\ A2) =

=m(ENA)+m{(E\ A1) NAy)+m(E\ (41 U Ay)). (C.4)
Schreibt man FNA; = EN(A;1NA2)NA; und beriicksichtigt die Carathéodory-
Messbarkeit von Aj, so gilt

m(ENA)+m((E\ 4A)NAy) =
=m Eﬂ(Al UAQ)QA1>+m<(E\A1)ﬂA2) =
(EN (AL UA)). (C.5)

=m
Setzt man (C.5) in (C.4) ein, so sieht man mit
m(E) =m(E N (A1 U A)) + m(E \ (A U Ap))

dass 9, eine Algebra ist. Sind A; und A, disjunkte Mengen aus IM,,, so gilt
fir £:= X in (C.5)

m(A; U Az) = m(A1) +m(As2),

also ist m auf 9, wie behauptet additiv.
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2.) Sei (Ag)ken eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus 9, und setze

= OA’“ und R, := G Ay
k=1 k=n

Dann ist S, € M,, und (C.5) ergibt
m(ENSy) =

Per Induktion gilt also

m(EanJAk> zn:mEﬂAk
k=1

k=1

m(ENA,)+m(ENSy,_1).

was (C.2) zeigt. Offensichtlich gelten die Beziehungen R; N S,—1 = S,—1 und
Ri\ Sp—1 = R,. Also folgt aus (C.2) und S,, € M,

mENR) =m(ENR)NS,_1)+m(ENR)\ Sp_1) =
m(E N Sn—l) + m(E N Rn) =
1

m(E N Ag) + m(ENR,). (C.6)

Wegen R, \ A, = R,41 und A,, € M, gilt

3
|

=
Il

m(ENR,) =m(ENR,) NA)+m(ENR,)\ A4,) =
=m(ENA,)+m(ENR,41),
also ist die Folge (m(E N Ry))neny monoton fallend und der Grenziibergang
n — oo in (C.6) ergibt (C.3).
3.) Seinunm : P(X) — [0, oo ein duleres MaB, also o-subadditiv und monoton

mit m(@) = 0 und sei (Ag)ren ein paarweise disjunkte Folge in 9t,,. Setze
A= ;2 Ay und sei E C X beliebig. Wegen (C.3) gilt

m(ENA) i EmAk+11mm(EmUAk) Z (EN Ag),

k=n
woraus aus der o-Subadditivitit von m
m(ENA)=> m(EnN A) (C.7)
k=1

folgt. (C.2) zeigt

3

m(E) = m(E\ Sp) +m(E\ Sa) > > m(E N Ay) +m(E\ A),
=1

i

also gilt nach (C.7)

i (EN Ap) +m(E\ A) = m(E N A) + m(E\ A).
k=1
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Andererseits ist m o-subadditiv, also ist insgesamt m(F) = m(ENA)+m(E\ A)
und M, eine o-Algebra. Die o-Additivitdt von m sieht man direkt aus (C.7)
durch die Wahl von E := X.

Um noch zu zeigen, dass das Mafl m vollstandig auf 9, ist, sei A € M, mit
m(A) = 0. Dann gilt fiir alle E C X wegen 0 < m(E N A) < m(A4) = 0 die
Bezichung m(A N E) = 0. Nachdem auflerdem m(E \ A) < m(E) < m(E \
A) +m(A) =m(E \ A) und damit m(E \ A) = M(FE) gilt, hat man insgesamt
erhalten, dass fiir jede Menge F C X

m(ENA) +m(E\ A) = m(E)

gilt.
a

C.1.3 Satz. Sei (X,7T) ein metrischer Raum und sei j ein nicht negatives,
o-additives Maf$ auf B(X). Dann existiert fir jede Borelmenge B C X und
jedes € > 0 eine offene Menge O, und eine abgeschlossene Menge F. so, dass
F.CBCO. und u(U. \ F,) < e gilt.

Beweis. Sei € > 0 und sei 2 die Menge all jener Borelmengen A € B(X), fiir
die eine offene Menge O, und eine abgeschlossene Menge F. mit F, C A C O,
und (O \ F.) < ¢ existieren. Es wird gezeigt, dass 2 eine o-Algebra ist, die die
abgeschlossenen Teilmengen von X enthélt. Da die abgeschlossenen Mengen ein
Erzeugendensystem der Borel’schen o-Algebra sind, ist der Beweis damit dann
abgeschlossen.

Sei A C X eine abgeschlossene Menge und setze F := A. Fiir alle 6 > 0 ist

Ay = U{yEX | d(z,y) < 6}
z€A

eine offene Menge mit A C Aj. Betrachtet man den Grenziibergang § — 0,
so folgt aus p(As) — p(A), dass ein 6y > 0 existiert, so dass p(U \ F.) =
w(As\ A) < e ist. Also ist A € 2.

Offensichtlich ist X € 2. Ist A € 2, so existieren F. abgeschlossen und O,
offen, sodass F. C A C O, und u(O, \ F;) < ¢ gilt. Damit ist F¢ 2 A D O¢
und p(FE\ Of) = pu(O; \ F;) < e, das heifit, 2 ist abgeschlossen beziiglich der
Bildung von Komplementen. Ist (A4, )nen eine Folge von Mengen aus 24 und
j € N, so existieren F}; abgeschlossen und O; offen, sodass F; € A; € O; und
105\ Fj) < €277 gilt. Weiters ist O := {J;cy O; offen, fiir alle k € N ist die

Menge Zj := U?Zl F; abgeschlossen und es gilt

Zy C UA]‘ CO und ,u(U(Oj\Zj)> <Z€2_j =e.

jEN jEN jEN

Da (Zk)ren eine monoton wachsende Folge und p abzéhlbar additiv ist folgt
1(Zk) = p(Ujen Fy) fiir & — oo und damit ist 2 eine o-Algebra. a

C.1.4 Lemma (Satz von Dini). Sei (X,T) ein kompakter Raum und (fn)nen
eine Folge stetiger Funktionen auf X, die fir alle x € X und allen € N monoton
fallend ist, d.h. fn(x) < foy1(x) erfillt. Existiert eine Funktion f: X — R
mit f(z) = lim,— 00 fn(z) fiir alle v € X, dann konvergiert die Folge (fn)nen
gleichmdfig gegen die Funktion f.
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Beweis. Sei € > 0 und definiere U,, := {f — fn < €}, gn := f — fn. Dann ist
fiir jedes n € N die Menge U, als Urbild einer offenen Menge unter der stetigen
Funktion g offen. Da die Folge (fy)neny monoton wachsend gegen f konvergiert,
konvergiert die Folge g, monoton fallend gegen die Nullfunktion. Also ist die
Folge (U, )nen monoton wachsend. Die Folge (f,)nen konvergiert punktweise

gegen f, also gilt
Uu.=x.

neN

Da X kompakt ist existiert ein N € N, sodass Uy = X ist. Das heifit, es existiert
ein N € N so, dass fiir alle z € X und alle n > N dann f(z) — fn(x) < € ist,
also konvergiert (f,,)nen gleichmiflig gegen f. Qa

C.1.5 Lemma. FEs gelten folgende Aussagen:

1.) Konvergiert eine Folge wachsender Funktionen (fp)nen, fn : R — R gegen
eine wachsende Funktion f : R — R an allen Punkten einer in R Dichten Menge
D, dann konvergiert sie an allen Stetigkeitspunkten von f gegen f.

2.) Ist (fn)nen eine gleichmif$ig beschrinkte Folge monoton wachsender Funk-
tionen auf einem Intervall [a,b], so enthdlt (fr)nen eine punktweise konvergente
Teilfolge.

Beweis.

1.) Sei & > 0 und sei zg ein Stetigkeitspunkt von f. Dann existieren auf Grund
der Dichtheit von D zwei Punkte a, S € D mit zg € [a, ] so, dass |f(t) —
f(s)] < e fiir alle s, t € [a,0]. Da «, B € D existiert ein Ny € N, sodass
|f(a) = fa(a)| < eund |f(B) — fn(B)| < € fiir alle n > Ny gilt. Weiters sind f,,
f monoton wachsend, also hat man auch die Beziehungen

fo(@) < fu(@o) < fu(B)  und  fla) < flzo) < f(B)

aus denen

[fn(B) = fu(@o)| < |fu(B) = fula)] und  |F(B) = f(zo)| < [f(B) = f(@)

folgt. Daraus erhélt man

[f (o) = fulzo)| = [f(20) = fn(B) = (fn(w0) = fu(B))] <
< |[f(@o) = fu(B)] + [fn(wo) = fu(B)] < [f (o) = F(B)|+
+1fa(B) = fula)] < [f(2o) = FB) + £ (B) = (B + [fn(B) — F(B)+
+1£(B) = f(@)] + [f(@) = fal@)]| < 5e

2.) Sei D eine dichte Teilmenge von R, ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
sei D = Q. Sei g1 € Q. Dann ist die Folge (f,(q1))nen beschrinkt in R, also
existiert eine konvergente Teilfolge (f1'(q1))nen von (£n(q1))nen- Ist g2 € Q, so
ist auch die Folge (f,(g2))nen beschrénkt und daher existiert eine konvergente
Teilfolge (f12(q2))nen. Nun ist aber auch (f12(q1))nen beschrinkt, also findet
man wieder eine konvergente Teilfolge (f2!(q1))nen. Féhrt man iterativ so fort,
so erhilt man, dass die Diagonalfolge (f""(¢n))nen auf allen ¢, € Q, n € N
und damit auf ganz Q konvergiert. Ruft man sich in Erinnerung, dass eine
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monoton wachsende Funktion f : R — R fiir alle z € R links- und rechtsseitige
Grenzwerte

fls=)=supf(t) und  f(s+) = inf f(t)

t<s

existieren, so wird klar, dass die Menge U der Unstetigkeitsstellen der Funktion f
héchstens abzéhlbar sein kann, denn an jeder Sprungstelle existiert eine rationale
Zahl q, die
f(s=) <a < f(s+)

erfiillt. Somit kann man Punkt (1) anwenden und erhéilt, dass fiir alle z ¢ U
die Folge (f""(gn))nen punktweise gegen f konvergiert. Nun withlt man aus
(f2™(gn))nen eine Teilfolge aus, die fir alle z in der hochstens abzihlbaren
Menge U konvergiert.

Q
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