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Kurzfassung

In dieser Arbeit soll die lastverteilende Wirkung verschiedener dynamischer Modellierungsarten
von Eisenbahnbriicken gezeigt werden. Gegeniibergestellt wird ein Einfeldtrager, belastet durch
eine Folge von Einzellasten, sowie der nach Eurocode gangigen Lastverteilung, welche die
Einzellast auf die umliegenden drei Schwellen aufteilt, mit dem mittels Finiter Elemente Methode
ermittelten Koppelbalken-Modell.

Dieses Koppelbalken-Modell besteht aus zwei miteinander gekoppelten Balken, welche im
Abstand der Schwellen durch Federn miteinander verbunden sind. Der obere Balken repréasentiert
den Gleiskorper bestehend aus Schienen, Schwellen sowie Schotter. Das untere Tragwerk stellt die
klassische Briicke dar. Gegenstand der Untersuchung ist die Durchbiegung, sowie die Beschleuni-
gung in Feldmitte der untersuchten Balken. Die Untersuchungen wurden fiir eine Vielzahl von
unterschiedlichen Tragwerken im Sinne einer Parameterstudie durchgefiihrt.

Der Aufbau des Systems, sowie die anschlieBende numerische Losung der Bewegungsgleichung,
werden ausschliellich mit dem Programm Matlab (R2014b) und den Programme-eigenen ODE-
Solvern durchgefiihrt.






Abstract

This thesis shows the load distribution effects of different approaches for solving the equation
of motion for railway bridges. The standard approach with a sequence of single loads and the
Eurocode load distribution, with three loads distributed over the three closest ties are compared
with a finite element two-beam-model.

The upper beam represents the track, consisting of rails, ties and the ballast. The bottom
beam is the common bridge. Both beams are connected via springs at the distance of the ties.
The displacement and acceleration in the middle of the bridge are examined and compared
between the different approaches for a parameter field, consisting of 135 bridges.

The coding of the systems and all numerical calculations are executed with Matlab (R2014b)

and its build-in solvers.
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Kapitel 1
Einleitung

Durch den Zusammenschluss der Staaten in Europa und der dadurch immer groier werdenden
wirtschaftlichen Abhéngigkeit, ist eine wichtige Aufgabe der Gegenwart und Zukunft der Ausbau
dieses internationalen Netzes aus Personen- und Giiterverkehrs. In Anbetracht der prognosti-
zierten Entwicklung des Weltklimas und der daraus resultierenden Forderung zur Reduktion
der ausschlaggebenden Faktoren, wird ein Umdenken des Transportwesens erforderlich sein. Der
Vorteil des Bahnverkehrs gegeniiber der Strafle wird in diesem Zusammenhang immer grofier.
Deshalb ist es von Noten, die Eisenbahnverbindungen so attraktiv wie moglich zu gestalten.
Dies wird vor allem durch einen Netzausbau und einer Verkiirzung der Transportzeit durch
hohere Reisegeschwindigkeiten erreicht. Da im bestehenden Netz bereits tausende Tragwerke
bestehen, wird eine Aufgabe der Ingenieure sein, diese Tragwerke fiir die erforderlichen héheren
Uberfahrtsgeschwindigkeiten freizugeben bzw. gegebenenfalls Sanierungen oder Neubauten zu
fordern. Aufgrund dessen, dass letztere Moglichkeiten mit einem hohen finanziellen Aufwand ver-
bunden wéren, sollen genauere Berechnungsmethoden gefunden werden, welche das tatséchliche
Verhalten der Briicken besser abbilden als die aktuell verwendeten.

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der lastverteilenden Wirkung einer genaueren Modellie-
rung des Tragwerks. Die genauere Modellierung besteht aus zwei miteinander gekoppelten Teilen:
Gleiskérper und Tragwerk selbst. Diese zwei Balken sind im Abstand von jeweils 60 cm durch
Federn verbunden, was den typischen Abstand zwischen zwei Schwellen reprasentiert. Unter-
sucht werden die Durchbiegung sowie Beschleunigung in Feldmitte des Tragwerks-Balkens. Das
Koppelbalken-Modell wird mit den Ergebnissen am Einfeldtriger der Uberfahrt von Einzellasten
und der Uberfahrt der Lastverteilung nach Eurocode verglichen. Die Modellierung und Berech-
nung des Koppelbalkens wird mittels der Finiten Elemente Methode und Zeitschrittintegration
durchgefiihrt. Die Berechnung der dynamischen Antwort des Einfeldtrigers bei der Uberfahrt
von Einzellasten bzw. der Uberfahrt der Lastverteilung nach Eurocode wird analytisch gelost.

Einleitend wird ein Uberblick iiber die Grundlagen der Dynamik gegeben. Am Einmasseschwin-
ger wird ein konzeptioneller Uberblick zur Losung der Bewegungsgleichung gegeben, sowie die
verschiedenen Arten der Dampfung erkldrt. Anschliefend erfolgt im néchsten Kapitel der Schritt
von Einmasseschwinger zum schwingfahigen Balkentragwerk gemacht. In diesem Kapitel wird
einerseits fiir den kontinuierlichen Balken eine analytische Losung hergeleitet, andererseits werden
die zwei wesentlichen numerischen Verfahren vorgestellt. Des Weiteren wird die Balkenbelastung,

welche eine Uberfahrt von Lasten ist, veranschaulicht.



12 1 Einleitung

Im vierten Kapitel wird fiir den schubstarren Biegebalken mittels Finiter Elemente Methode
die Bewegungsgleichung eines Systems mit mehreren Freiheitsgraden erarbeitet. Es wird die
Elementwahl erklért, sowie die Assemblierung dieser Elemente zu einem Balken, aus welchem
sich dann Steifigkeits- und Massenmatrix ergeben. Fiir die Folge von bewegten Lasten wird der
Lastvektor hergeleitet. Anschliefend wird beschrieben, wie man die Randbedingungen anpasst
und Zusatzmassen, sowie Zusatzfedern am Tragwerk anbringt. Zu guter Letzt beschreibt dieses
Kapitel die Kopplung von zwei verschiedenen Balken.

Im fiinften Kapitel wird sodann auf das Modell des Koppelbalkens eingegangen und dessen
Eigenschaften beschrieben. Dariiber hinaus wird das zu untersuchende Parameterfeld erldutert
und auf gewisse Einfliisse der Modellierung hingewiesen. Im folgenden sechsten Kapitel erfahrt
dieses Modell mittels zwei Untersuchungen die Verifizierung.

Gefolgt davon, kommen die Voruntersuchungen, welche sowohl gewisse statische und dynamische
Effekte der Systeme untersuchen, als auch gewisse Parameter variieren, um deren Auswirkungen
auf die Ergebnisse darzustellen.

Das letzte Kapitel dieser Arbeit widmet sich schliellich der Auswertung der Parameterstudie

und somit den Ergebnissen und der Interpretation der Berechnungsergebnisse.



Kapitel 2
Grundlagen der Dynamik

Lit.: Bucher [1]

Ein System aus einer konzentrierten Punktmasse, einer Feder und einem Dampfer wird als
Einmassenschwinger (EMS) bezeichnet (siehe Abb. 2.1). Er besitzt einen Freiheitsgrad entlang
welchem eine duflere Last wirkt. Der EMS wird durch folgende gewohnliche Differentialgleichung

zweiter Ordnung, auch als Bewegungsgleichung bezeichnet, beschrieben:
mi(t) +cx(t) + kx(t) = f(t) (2.1)

Dabei stehen x(t), (t) sowie Z(t) fir die Verschiebung, die Geschwindigkeit und die Beschleuni-
gung des Massenpunktes. Zugehorig steht k fiir die Federkonstante, ¢ fiir den Dampfungskoeffizi-
enten und m fiir die Punktmasse. Auere Einfliisse werden durch die Kraft f(t) dargestellt. Die
Anfangsbedingungen werden mit x(0) = zp und #(0) = vp bezeichnet.

Wird ein System mit mehreren Freiheitsgraden n betrachtet, so ergibt sich pro Freiheitsgrad
eine eigene Differentialgleichung. Diese n Differentialgleichungen kénnen iiber die zugehorigen
Freiheitsgrade voneinander abhéngig sein. Bei n Freiheitsgraden ergibt sich ein Differentialglei-

chungssystem, welches in Matrizen-Form angeschrieben wird:

M - %(t) + C - %(t) + K - x(t) = £(¢) (2.2)
. (1)
1
p— - £(t)

O O)

Abb. 2.1: Einmasseschwinger



14 2 Grundlagen der Dynamik

mit x(t) = [x1(t), 22(t), ... z;(t) ...,z (t)]",Vi € [1,n] als Vektor der Verschiebungen, ebenso
X(t) sowie X(t) als Vektor der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Die n x n Matrix fur

die Steifigkeit ist symmetrisch und hat folgende Form:

ki1 ki - kip ki1 k2 - ki

kot koo - ko koo -+ kop
K = . . . - .

knl k;n2 e knn Sy1. knn

Die einzelnen Terme der Steifigkeitsmatrix kénnen folgend physikalisch interpretiert werden:
Der Term k;; steht fiir die erhaltene Kraft am Freiheitsgrad 4, infolge einer eingeprégten Ein-
heitsverschiebung am Freiheitsgrad j. Die selben Eigenschaften gelten fiir C, infolge einer
Einheitsgeschwindigkeit bzw. fiir M, infolge einer Einheitsbeschleunigung.

Fiir die Beschreibung der dynamischen Eigenschaften eines Balkens kann das Aufstellen der
Massen- sowie Steifigkeitsmatrix iiber die Finite Elemente Methode erfolgen. Die Erstellung der
Matrix mit den Dampfungstermen erweist sich in der Praxis duflerst schwierig, da die Damp-
fungseigenschaften eines Systems mit mehreren Freiheitsgraden nicht eindeutig bestimmt werden
konnen. In der Praxis wahlt man die Dampfungsmatrix als eine gewichtete Linearkombination

der Steifigkeits- und Massenmatrix. Auf diese Thematik wird in 2.4 noch genauer eingegangen.

2.1 Eigenfrequenzen und Eigenformen

Jedes System kann durch seine Eigenfrequenzen bzw. Eigenformen beschrieben werden. Diese
beschreiben die fundamentalen Eigenschaften schwingungsfihiger Systeme. AuBere Anregungen
in den Eigenfrequenzen fiihren zu Resonanzeffekten, welche man im Allgemeinen zu vermeiden
versucht.

Zur Bestimmung der Eigenfrequenzen betrachtet man das ungeddmpfte und unbelastete System.

Bei einem EMS reduziert sich die Bewegungsgleichung somit auf:
mi(t) +kax(t) =0 (2.3)

Nach Einsetzen des Ansatzes:
x(t) = Cetwot (2.4)

erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir die Eigenfrequenz wy:

| k
—wAm4+k=0—>w =+ — (2.5)
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Analog geht man bei Mehrmassensystemen vor. Hier lautet der Ansatz in Vektorform, sowie

dessen zweite Ableitung nach der Zeit:

x(t) = ¢ e ™! (2.6)
%(t) = —w?p e = —wx(t) (2.7)

Setzt man diese zwei Terme in die Bewegungsgleichung der ungeddmpften freien Schwingung ein:
M-x(t)+K-x(t)=0 (2.8)

so erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir den Vektor ¢:
K-w?™M]|¢=0 (2.9)

Dieses Gleichungssystem besitzt nur eine nicht-triviale Losung, wenn die Matrix K — w?M

singular ist, also die Determinante den Wert Null annimmt:
det [K — w?M]| =0 (2.10)
Auflosen des Ausdrucks liefert eine Polynom-Gleichung fiir w? der Form:
an (W)™ + an_1(WH" o+ ar(w?) Fag =0 (2.11)

Im Falle von zwei Freiheitsgraden reduziert sie sich zu: a(w?)? + bw? + ¢ = 0 und wird mit der
Losungsformel der quadratischen Gleichung gelost. Fiir Systeme mit mehreren Freiheitsgraden ist
eine analytische Losung dieses Problems oft schwierig bzw. gar nicht umsetzbar. Dabei schaffen
numerische Verfahren Abhilfe, wobei schrittweise Werte fiir alle w? eingesetzt werden, um so
der tatséchlichen Losung moglichst nahe zu kommen. Man erhélt genau so viele positive reelle
Losungen wie es Freiheitsgrade im System gibt.

Zu jedem Wert fiir w,% erhilt man nach Einsetzen in die Gleichung [K — w,%l\/[] ¢, = 0 einen
nicht-trivialen Losungsvektor ¢, den sogenannten Eigenvektor zur zugehorigen Eigenfrequenz.
Dieser Eigenvektor wird oft als Eigenform des Tragwerkes bezeichnet. Fiir ein Tragwerk mit n
Freiheitsgraden gibt es demnach n Eigenformen. Jede Eigenform gibt somit eine fundamentale
Schwingungseigenschaft des Tragwerkes an. Auf jede duflere Einwirkung wird das System mit
einer Linearkombination der verschiedenen Eigenformen reagieren. Diese Figenschaft wird zum
Beispiel in der Erdbebenbemessung von Hochbauten in Form der Modalen Analyse angewendet.

Je nach Komplexitit des Tragwerks kann die Berechnung der Eigenformen mehr oder weniger
Zeit in Anspruch nehmen. Fiir spezielle kontinuierliche Systeme wie z.B. Bernoulli-Euler-Balken
oder gewisse Platten-Probleme konnen Eigenformen analytisch hergeleitet werden. Filir den
Grofiteil an Problemstellungen gibt es jedoch solche Formeln nicht, dementsprechend muss auf

numerische Methoden (wie die Finite Elemente Methode) ausgewichen werden. Die Berechnung der
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Eigenfrequenzen bzw. Eigenformen ist somit ein wesentlicher Teil der dynamischen Untersuchung

eines Tragwerks und ermoglicht eine Vorahnung des Schwingungsverhaltens des Systems.

2.2 Analytische Losung der Bewegungsgleichung

Die analytische Losung der Bewegungsgleichung eines Einmassenschwingers besteht aus zwei

Losungsteilen: einen homogenen Anteil, sowie den partikuldren von der Last abhidngigen Anteil:
x(t) = xp(t) + xp(t) (2.12)

Die homogene Losung der Differentialgleichung fiir die freie Schwingung;:
ip 4 2Cwody, + wixy =0 (2.13)

hat mit den Definitionen des Lehr’schen Dadmpfungsmafles:

= (2.14)

der ungeddmpften Eigenkreisfrequenz:

wo =

e

(2.15)

sowie der geddmpften Eigenkreisfrequenz:

wp =woy/1 — ¢? (2.16)

immer die folgende Form:

vg + CwoTo

xzp(t) = e Cwot (:ro coswpt +
wp

sin th> (2.17)

Man kann in der homogenen Losung die Abhéngigkeiten von den Systemparametern, sowie den

Anfangsbedingungen erkennen. Sind beide Anfangsbedingungen gleich Null
2z(0)=20=0 und #(0)=vy=0 (2.18)

so verschwindet die homogene Losung.
Um die partikuldre Losung zu erhalten, muss zwischen den verschiedenen Einwirkungsarten

unterschieden werden:
e harmonische Anregungen
 allgemein periodische Anregungen

 allgemein nicht periodische Anregungen
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Abhéngig von der Art der Anregung wird ein Losungsansatz gewéahlt, welcher die partikuldre

Losung liefert. Die zur erzwungenen harmonischen Anregung

f(t) = focosuvt (2.19)

zugehorige Losung lautet

xp(t) = %% [(wg - 1/2) cos vt + (2¢wor) sin yt} (2.20)

mit fy als Amplitude und v als Kreisfrequenz der Anregung, sowie der Koeffizientendeterminante
A= (wi- y2)2 + (2¢wor)?.

Lassen sich fiir harmonische Anregungen sowie fiir allgemein periodische Anregungen noch vom
Aufwand her vertretbare Losungen finden, wird dies fiir allgemein nicht periodische Anregungen
wesentlich schwieriger. Die einfachste nicht periodische Einwirkung, fiir die sich eine Losung
finden lasst, wird durch die sogenannte Delta-Funktion (bzw. Dirac-Impuls) beschrieben. Sie
stellt einen unendlich groflen, jedoch gleichzeitig unendlich schmalen Impuls dar. Diese theoreti-
sche infinitesimal schmale Einwirkung ruft im System eine fiir sich charakteristische Antwort
hervor. Unterschiedliche Systeme kénnen so iiber ihre Impulsantwort charakterisiert werden.
Die analytische Losung der Differentialgleichung ist nur bis zu einer gewissen Komplexitdt der
Problemstellung mit vertretbarem Aufwand realisierbar. In dieser Arbeit werden die System-
beschreibung, sowie die Losung der Differentialgleichung in weiterer Folge mit numerischen
Methoden durchgefiihrt.

2.3 Numerische Losung der Bewegungsgleichung

Wie oben erwéhnt, ist nur fiir eine handvoll Problemstellungen eine analytische Losung verfiigbar.
Fiir den Rest muss auf numerische Losungen ausgewichen werden. Um einen konzeptionellen
Uberblick zu erhalten, werden hier nun die grundlegenden Verfahren vorgestellt. Im Wesentlichen
basieren alle numerischen Verfahren auf einer vereinfachten Annahme fiir z(¢) innerhalb eines
Zeitintervalls At. Diese Annahmen fiihren bei gegebenen x(t) am Anfang des Zeitschritts zu
einer Reaktion x(t + At) am Ende. Dies gilt je nach Verfahren auch fiir die Geschwindigkeit
x(t), sowie die Beschleunigung (t). Die Genauigkeit und die Stabilitdt dieser Verfahren werden
unter anderem von der Komplexitdt der gewéhlten Vereinfachung sowie von der relativen Lange
des Zeitintervalls bestimmt. Zusétzlich werden zwei Verfahren unterschieden, deren Wahl einen

groflen Einfluss hat:
e explizite Verfahren, bei denen die Werte am Ende des Intervalls nicht bekannt sein miissen

e implizite Verfahren, bei denen die Werte am Ende des Intervalls bekannt sein miissen, was

wiederum Iterationen erfordert

Zur Unterscheidung der beiden Kategorien und zum besseren Verstandnis der Probleme, die

sich durch die Unterschiede ergeben, werden im Folgenden drei Verfahren zur Lésung eines
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EMS vorgestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Bewegungsgleichung auf eine freie
ungeddmpfte Schwingung eines EMS mit der Masse m = 1kg, der linearen Federsteifigkeit
k = 1N/m und den Anfangsbedingungen zy = 1 m sowie vg = 0 m/s reduziert. Damit ergibt sich

die Bewegungsgleichung des EMS zu:
mi(t) + kx(t) =0, mitxg=1m,v9=0m/s (2.21)
Die Losung dieser Bewegungsgleichung ist:

v
x(t) = xo coswot + -2 sin wot (2.22)
wo

2.3.1 Euler’'sche Methode (explizit)

Bei der Euler’schen Methode wird x(t) ein linearer Verlauf im Intervall At unterstellt (siehe
Abb. 2.2). Die Steigung dieses Verlaufs wird durch die Tangente am Punkt ¢ bestimmt, womit

sich folgende Formulierung ergibt:

B(t+ At) = @ (t) + i (t) At (2.23)
B(t) = - (f(8) — clt) — ke(t)

Die ersten Werte fiir ¢ = 0 werden direkt aus den Anfangsbedingung gewonnen, so dass sich

folgendes Gleichungssystem ergibt:

x(At) = z(0) + ©(0)At = z¢ + voAt
#(At) = ©(0) + £(0)At = vg + £(0)At
mit
(£(0) — c(0) — kx(0)) = — (f(0) — cvo — ko)

Alle weiteren Werte werden aufbauend auf den vorigen Werten errechnet.

\ L
z(t + At) (1)

x(t)

t t+ At t
/ At

Abb. 2.2: Ansatz der Euler’sche Methode mit Tangente 4(t) im Punkt ¢




2.3 Numerische Losung der Bewegungsgleichung 19

4 T T T T T T T T T 4 . T
3L == At =0,15s 7 \\ i
— — At =0,05s TN ! \
25 analytisch korrekt —. K N ! —_ A\
RO \ ! \
1 3 /
v/

Verschiebung [m]

Zeit [s]

Abb. 2.3: Numerische Lésung des EMS mittels Euler-Verfahren

In Abbildung 2.3 kann man auf den ersten Blick erkennen, dass durch die sehr grobe lineare
Naherung und durch Fehlen einer Iteration dieses Verfahren nur in einem relativen kurzen
Zeitfenster befriedigende Losungen bietet. Der Energiefehler wéchst exponentiell mit der Zeit,
was wiederum wie eine ,negative“ Dampfung interpretiert werden kann. Bei einem Zeitschritt

11210 x(t) konvergiert die numerische Losung gegen die analytische Losung, jedoch geht gleichzeitig
die Zahl der Berechnungsschritte gegen co. Somit ist dieses Verfahren am wenigstens geeignet

fiir eine genaue Berechnung iiber einen ldngeren Zeitraum.

2.3.2 Zentrales Differenzenverfahren (explizit)

Als Annahme fiur diese Methode dient eine quadratische Funktion im Zeintintervall A¢, man
héngt in =(¢) im Bereich ¢ — At bis ¢t + At eine Parabel ein (siehe Abb. 2.4). Damit ergeben sich
folgende Bedingungen fiir &(¢) und #(t):

_x(t+ At) — x(t — At) _x(t+ At) — 2x(t) + x(t — At)

i(t) = N , di(t) = N (2.24)

Setzt man diese Bedingungen in die Bewegungsgleichung ein, erhélt man:

(pm+ gaze) ot + 80 = 1) = (k= zm) alt) = (grm — 5az¢) alt - 20) (229

i(tZﬁ
/ t

t— At t t+ At
At At

Abb. 2.4: Ansatz des Zentralen Differenzenverfahren
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Abb. 2.5: Numerische Losung des EMS mittels zentralem Differenzenverfahren

Die Werte fiir (0) = x¢ sowie ©(0) = vy ergeben sich aus den Anfangsbedingungen. Den Wert

fiir den ersten Berechnungsschritt x(—At) erhélt man durch ,zuriickrechnen*:

At
x(—At) = xg — VoAt + Tm(O) (2.26)
mit der Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0 als: &(0) = £ [f(0) — cvg — ko).

In Abbildung 2.5 erkennt man zum einen, dass die Gesamtenergie konstant bleibt, zum
anderen, dass mit um ein Vielfaches grofleren Zeitschritten als bei der Euler’schen Methode,
ausreichend genaue Ergebnisse erzielt werden kénnen. Die Dauer des Zeitschritts At hat somit
nur Auswirkungen auf die Frequenz, jedoch nicht auf die Amplitude. Umso groéfier die Zeitschritte
werden, desto grofler wird die Frequenz, was als erhohte Steifigkeit des Systems interpretiert
werden kann. Der kritische Zeitschritt, welcher die numerische Stabilitdt der Methode gewéhrt,
wird durch die ungeddmpfte Eigenfrequenz des Systems bestimmt und ergibt sich wie folgt:
Aterit = w%. Zeitschritte At > At fiihren zu einem exponentiellen Divergieren der Lésung. Fiir

die Herleitung dieser Bedingung sei auf das Skriptum ,,Baudynamik* von Bucher [1] verwiesen.

2.3.3 Newmark’sche Methode (implizit)

Das Verfahren nach Newmark (mit konstanten mittleren Beschleunigungen) ist ein implizites
Verfahren. Fiir die Berechnung der Verschiebung zum Zeitpunkt ¢ + At ist der Verschiebungswert
zu ebendiesem Zeitpunkt t + At erforderlich. Um auf den richtigen Wert in der Zukunft zu

kommen, werden folgende Annahmen in der Kinematik des Systems getroffen:

it + A1) = i) + 2L [a() + 2t + At

2
2
o(t + At) = z(t) + 2(t) At + ATt [#(t) + &(t + At)]

(2.27)
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Abb. 2.6: Numerische Losung des EMS mittels Newmark’scher Methode

Setzt man die zweite Bedingung der Gleichungen 2.27 in die Bewegungsgleichung ein und 16st

diese nach (¢t + At) auf, erhélt man:

Af(t+ At) — c[4i(t) + 2AtE(t)] — k [4x(t) + 4AtE(t) + At?E(t)]
dm + 2Ate + At?k

Z(t + At) = (2.28)
Zufolge den Anfangsbedingungen ergeben sich die Werte fiir die Verschiebung, sowie der Geschwin-
digkeit zu: x(0) = z¢ bzw. £(0) = vy und iiber die Bewegungsgleichung fiir die Beschleunigung
zu: #(0) = L [f(0) — cvg — kxo). Die Methode nach Newmark ist unbedingt stabil, das heiit,
es gibt keine Einschriankungen der Zeitschritte. Selbst bei vergleichsweise grofien Zeitschritten
divergiert dieses Verfahren nicht, die Gesamtenergie bleibt iiber die gesamte Zeit konstant. Wie
in Abbildung 2.6 zu erkennen ist, nimmt jedoch die Frequenz mit zunehmender Gréfie von At

ab, was als fiktive Reduktion der Systemsteifigkeit interpretiert werden kann.

2.3.4 Verwendete ODE-Lo6ser in dieser Arbeit

Im vorangegangen Unterkapitel wurden drei verschiedene Algorithmen zur numerischen Loésung
der Bewegungsgleichung des EMS vorgestellt. In dieser Arbeit soll die Bewegungsgleichung
flir ein System mit mehreren Freiheitsgraden gelost werden. Da eine Programmierung eines
eigenen Losungsalgorithmus fiir Systeme mit mehreren Freiheitsgraden sehr aufwendig und
fehleranféllig ist, wird in dieser Arbeit ein in MATLAB implementierter Gleichungsléser (ODE-
Solver) verwendet. Fiir diese Gleichungsloser kann garantiert werden, dass sie fehlerfrei arbeiten
und die Kriterien der Genauigkeit, Stabilitdt und Schnelligkeit zur Genitige erfiillen.

Eine Ubersicht der unterschiedlichen Solver, sowie deren Einsatzbereich ist in der Programm-
internen MATLAB-Hilfe vorhanden. Die Auswahl des ODE-Solvers fiir diese Arbeit erfolgt in
Kapitel 6.

Die implementierten Gleichungsléser konnen nur gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ord-

nung l6sen. Deshalb muss die Bewegungsgleichung ma(t) + c#(t) + kx(t) = f(t), welche eine
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Differentialgleichung 2. Ordnung ist, reduziert werden. Dies geschieht durch Substitution der
Variable x(¢) und deren Ableitungen:

t t 71 (¢t r(t
y<t>={yl”}:{”?”}:»y<t>:{?1”}:{‘f“} (2:29)

ya(t) (t) Ya2(t) i (t)
Formt man die Bewegungsgleichung so um, dass i(t) auf der linken Seite und der Rest auf der

rechten Seite steht, ergibt sich das Gleichungssystem wie folgt:

n(t)| yo(t)
{92(”} - {r}@ [f(t) — cya(t) — kyl(t)}} (2.30)

Alternativ ergibt sich fiir ein System aus n Freiheitsgraden folgendes Gleichungssystem:

{gl(w} _ { _ ya(t) } (2.31)
ya(t) M1 [f(t) — C-ya(t) — K- yi1(t)]

Wobei yi(t), y2(t) sowie ihre ersten Ableitungen Vektoren mit n Zeilen sind. Somit hat das
Gleichungssystem 2.31 doppelt so viele Zeilen wie Freiheitsgrade. Zusétzlich zum Gleichungssystem
ist den MATLAB ODE-Solvers noch ein (2 % n,1)-Initialvektor zu iibergeben, welcher die
Anfangsbedingungen fiir y1(¢) und y2(t) enthélt.

2.4 Dampfung

Jedes schwingungsfiahige System wird nach anfdnglicher Auslenkung und anschlieender Freigabe
zu einem Punkt der Ruhe zuriickkehren. Wahrend dieses Abklingens wird im Fall eines Massen-
schwingers die potentielle bzw. kinematische Energie teilweise durch innere Reibung oder andere
Effekte der Struktur in Warme umgewandelt. Diese Energie bleibt zwar im System erhalten, kann
jedoch nicht in mechanische Energie zuriick gewandelt werden und hat somit keinen Einfluss
mehr auf den Schwingungsvorgang. Man spricht von Energiedissipation (lat. fir Zerstreuung).

Dieser durchaus sehr komplexe Vorgang kann im Allgemeinen nicht vollstdndig beschrieben
werden. In der Praxis geniigt es deshalb, diesen Mechanismus anzundhern. Das am meisten
verwendete Modell ist das der wviskosen Ddmpfung. Dem zugrundeliegend ist die Vorstellung
eines Zylinders, gefiillt mit einer nahezu perfekt viskosen Fliissigkeit (wie Ol), in dem sich
ein perforierter Kolben bewegt. Proportional zu der Geschwindigkeit, mit welcher der Kolben
bewegt wird, steigt auch der Widerstand, den dieser erfihrt. Somit ergibt sich eine einfache
GesetzméBigkeit (siehe Petersen [13, S. 76 f]):

Fy=cu(t) (2.32)

mit ¢ als der Dampfungskonstante und v(t) als der Geschwindigkeit. Wie gerade erwahnt, ist
der Zusammenhang zwischen Kraft und Geschwindigkeit proportional, man spricht daher von

linearer Dampfung.
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Grundlegend unterscheidet man drei verschiedene Auswirkungen der Dampfung (siehe Clough
u.a. [2, S. 25 {]). Um diese zu untersuchen, betrachtet man die freie Schwingung eines Einmasse-

schwingers entlang seines Freiheitsgrads x:
mi(t) +cx(t) + kx(t) =0 (2.33)
Einsetzen der Losungsfunktion bzw. ihrer einfachen, sowie zweifachen zeitlichen Ableitung:
z(t) = G e x(t) = s x(t) i(t) = s? z(t) (2.34)

liefert die quadratische Gleichung und deren Lésung zu:

2
2 ¢ ¢ 2
k= - 4 ) - 2.35
ms~ 4+ cs + 0 = 512 5 <2m> W ( )
bzw. nach Division durch m und mit der Definition des Lehr’sches Dampfungsmalfs, sowie der
Eigenkreisfrequenz wy:
(= (2.36)

die alternative Schreibweise:

2+ 2wes +wi=0 = s12=wp (—g + /2 — 1) (2.37)

Die drei Dampfungsformen werden durch den Ausdruck unterhalb der Wurzel bestimmt.

e kritische Dampfung: (ﬁf —w=0 bzw. (*-1=0
o unter-kritische Dampfung: (ﬁ)z — w(% <0 bzw. (?-1<0
e diber-kritische Dampfung: (ﬁ)2 —w>0 bzw. (?-1>0

2.4.1 Kritische Dampfung

Bei der kritischen Dampfung verschwindet der Ausdruck unter der Wurzel, damit ist die erste

Losung s1 gleich der zweiten Losung sa:

§1 = S§9 = —2%; = —Wwo (238)

Die kritische Dampfungskonstante ist somit:
ce = 2mwy = 2Vkm (2.39)
Mit s; sowie sy ergibt sich der Losungsansatz (2.34) wie folgt:

z(t) = (G1 + Gat)e?* (2.40)
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Abb. 2.7: Auslenkungsverlauf eines kritisch gedampften EMS mit m = 1kg und & = 1 N/m mit
den Anfangsbedingungen z(t) = xp = 0,1 m und #(t) = vo = 0,5m/s

Nach Anpassen der Anfangsbedingung z(0) = xg und %(0) = vy folgt fiir den Bewegungsverlauf:
z(t) = [zo (1 — wot) + vot] e™“* (2.41)

Die Auswirkungen der unterschiedlichen Anfangsbedingungen (in weiterer Folge als AB abgekiirzt)
werden an einem EMS mit der Masse m = 1kg und der Federsteifigkeit & = 1 N/m dargestellt,
siehe Abb. 2.7. Allgemein kann festgestellt werden, dass die kritische Ddmpfung die kleinstmogliche
Dampfung ist, bei der keine Schwingung eintritt. Es ergibt sich also maximal ein Nulldurchgang

vor Abklingen der Bewegung.

2.4.2 Unter-kritische Dampfung

Unterschreitet die Dampfung den Wert der kritischen Ddmpfung, ist also der Ausdruck unter der
Wurzel kleiner Null, so spricht man von wunter-kritischer Dimpfung. In der Praxis findet man

diese Form am haufigsten. Wird die Dédmpfungskonstante mit ¢ bezeichnet, gilt:

c< e (2.42)
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so ist das Lehr’sche Dimpfungsmafl ¢ nichts anderes als das Verhéltnis der unter-kritischen zur

kritischen Dampfung:

C C C
_c_ _ 2.43
¢ e 2mwo  2vVkm ( )

Bei den Losungen s1 o der quadratischen Gleichung ist fiir den Fall der unter-kritischen Ddmpfung

(¢ < 1) der Ausdruck unter der Wurzel kleiner Null, was zu einem imaginiren Anteil fithrt. Mit

der Definition der geddémpften Eigenkreisfrequenz wp:

wp =woy/1 — ¢? (2.44)

lasst sich (2.37) wie folgt umschreiben:

512 = —Cwo :f:wo \/Cz —1= _CWO + in\/ 1-— CQ = —Cwo iz’wD (2.45)

——
<0

Die Losungen s; und so sind konjugiert komplex. Einsetzen dieser in den Losungsansatz ergibt

mit den Identitaten:
€? =cosp+ising und e =cos¢ —ising (2.46)
nach Umformung:
z(t) = e S [(G1 + Ga) coswpt + i (G1 — Go) sinwpt] (2.47)

Da die Losung x(t) nur reeller Natur ist, muss der Ausdruck (G; — G2) komplex sein, um
multipliziert mit ¢ eine reelle Zahl zu ergeben. Der Ausdruck (G7 + G2) muss von vornherein reell

sein. Aus diesen Griinden miissen GG; und G9 konjugiert komplex sein und folgenden Definitionen

unterliegen:
A—-iB A+iB
G = ! sowie Ga = al (2.48)
2 2
Mit diesen Ausdriicken ergibt sich die Losung des Bewegungsverlaufs zu:
z(t) = e”“! (Acoswpt + Bsinwpt) (2.49)
und nach Anpassen an die Anfangsbedingungen z(0) = x¢ und #(0) = vo:
_ _—Cwot Vo .
z(t) =e |:l'0 coswpt + ( + C:Uo) smet] (2.50)
wo

Umformen der Losung und Einfithren der Ausdriicke fiir p und 6 ergibt die alternative Schreibweise:

z(t) = p cos (wpt + ) e~ ¢ot (2.51)
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Abb. 2.8: Auslenkungsverlauf eines unter-kritisch geddmpften EMS mit m = 1kg und k =
1N/m, sowie dem Dampfungsmafl ¢ = 0,1 und den Anfangsbedingungen x(t) = xg =
0,1m und &(t) = vg = 0,5m/s

mit
2
Amplitude: p= \/:C% + (vo—i-x()Cwo) (2.52)
wp
Phasenversatz: f = —tan"! (W) (2.53)
wpXxo

2.4.3 Uber-kritische Dampfung

Diese Form der Dampfung kommt in der Strukturdynamik relativ selten vor, jedoch sei sie der

Vollstandigkeit halber erwadhnt. Wenn die Dampfung c die kritische Dadmpfung iibersteigt, kommt

es zu einer Form des , Kriechens“.

c>c = §:£>1 (2.54)

Ce

Die Losungen der quadratischen Gleichung ergeben sich zu:

$12 = —Cwo £ wpy/C%2 —1 (2.55)

Einsetzen dieser in den Losungsansatz gibt analog zur unter-kritischen Démpfung die Lésung

des Bewegungsverlaufs zu:

x(t) = e_c“’ot(A coshw*t + Bsinhw™t) (2.56)

mit der Uber-kritisch gedampften Eigenkreisfrequenz w*:

w* =wey/C? -1 (2.57)
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Abb. 2.9: Auslenkungsverlauf eines tiber-kritisch geddmpften EMS mit mit m = 1kg und
k = 1N/m, sowie dem Dampfungsmafl ( = 2 und den Anfangsbedingungen x(t) =
xg =0,1m und &(t) = vg = 0,5m/s

Anpassen dieser Losung an die Randbedingungen z(0) = x¢ und 4(0) = vg ergibt die vollstandige

Losung:

z(t) = e~Swot lxo coshw™t + (UO + m) sinhw*t} (2.58)

wr oV +1
Der Verlauf der iiber-kritischen Dampfung dhnelt stark der kritischen Démpfung, jedoch néhert
sich der Verlauf langsamer der Ursprungslage an (siehe Abb. 2.9).

2.4.4 Das Logarithmisches Dekrement

Da die drei unterschiedlichen Dampfungsformen bekannt sind, und fiir den Fall der Strukturdy-
namik grofitenteils nur die unter-kritische Dampfung von Bedeutung ist, wird in den folgenden
Kapiteln dieser Arbeit, wenn von Dédmpfung gesprochen wird, immer die unter-kritische Da&mpfung
gemeint.

Dieser Unterpunkt widmet sich nun der Bestimmung des Dampfungsmafles ( einer Struktur.
Dies kann in vielen Féllen iiber das einer Anregung folgende Abklingverhalten bestimmt werden.
Misst man zum Beispiel bei einer Eisenbahnbriicke den Auslenkungsverlauf in Feldmitte, so kann
iiber den Zusammenhang des sogenannten logarithmischen Dekrements A das Dampfungsmaf
¢ errechnet werden. Ab dem Zeitpunkt, an dem sich keine bewegte Last mehr auf der Briicke
befindet, wird die Struktur nachschwingen und sich schliellich wieder in den Urzustand begeben.
In dieser Phase beobachtet man eine regelméflige Schwingung mit abklingender Amplitude. Misst
man die Amplitude zweier benachbarter Auslenkungen gleicher Richtung, kann {iber folgenden
Zusammenhang zuerst das Logarithmische Dekrement und dann das Démpfungsmafl berechnet
werden. Um diesen Zusammenhang zu erhalten, betrachtet man die zwei Zeitpunkte ¢, und ¢,,41

der gleichgerichteten aufeinander folgenden Auslenkungen:

2 2
th =t sowie tapr = (n+ 1)~ (2.59)
wp )
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Einsetzen dieser Zeitpunkte in die jeweilige Gleichung fiir den Bewegungsverlauf (2.51) und

Division von z,, durch z,41 ergibt:

Tn o cos (n 2) e~ 2mCwo/wp (2.60)
Tpy1  cos(n2m+ 21 4 6) e (nt1)2n¢wo/wp )
Fiir den Kosinus gilt:
cos (n2m + 6) = cos (n 2w + 2w + 0) (2.61)
Damit reduziert sich (2.60) auf die Gleichung:
In — engwo/wD (262)
Tn+1

Wendet man den natiirlichen Logarithmus auf diese Gleichung an, ergibt das den Ausdruck fiir

das logarithmische Dekrement:

A=In—" :271'ﬂ:271'L 2.63
Tn41 wp V1—¢2 (2.63)
und nach weiterer Umformung das Dampfungsmafl zu:
1
(= —— (2.64)
2
(%) +1

2.4.5 Modale Dampfung

Ist das Dampfungsmafl ¢ bekannt, kann tiber folgenden Zusammenhang die Ddmpfungskonstante

¢ berechnet werden:
c = 2¢mwy (2.65)

bzw. lasst sich die Bewegungsgleichung wie folgt umschreiben:

Z(t) + —x(t) + T]:L (t) = f?;t)
i) (2.66)
B(t) + 2Cwo a(t) + wi a(t) = ":S)

Fiir Systeme mit mehreren Freiheitsgraden, welche nach der klassischen Modalanalyse in
n separate Bewegungsgleichungen aufgetrennt wurden, kann die Bewegungsgleichung analog

aufgeschrieben werden:

¢"Mo §+¢'Ch y+¢' Ko y=0o" F) (2.67)
=m =e —k —£(1)
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Eine Zeile dieses Gleichungssystems ist somit:

my Gk + ¢k Uk + ki ye = fr(t)
f (2.68)

. . fr(t
ik + 2Cwk Uk + Wi Yk = ®)
my,

Wird von der Orthogonalitit der Eigenvektoren Gebrauch gemacht, ergibt sich:

m=¢'Mp=1 < my=1 (2.69)
c = ¢ Cp = diag(2Gwr) < = 2Cw (2.70)
k = ¢' K¢ = diag(w) < ki =wy (2.71)

Jede Eigenform wird also mit einem separaten Dampfungsmafl i versehen. Dies kann in gewissen
Situationen von Vorteil sein, bringt jedoch erheblichen Aufwand mit sich. Im Allgemeinen wird

eine einfachere Losung, welche sich auf die gesamte Struktur bezieht, fiir die Ddmpfung angestrebt.

2.4.6 Rayleigh-Dampfung

Die hierzu verwendete Dampfung bezieht sich auf das Modell nach Rayleigh. Dies besagt, dass
die Dampfungsmatrix C anteilsméflig aus der Steifigkeits- und Massenmatrix nach folgender
Vorschrift aufgebaut wird:

C=aM+ K (2.72)

Um die in Abb. 2.10 sowie in Gleichung (2.72) eingefithrten Koeffizienten o und § bestimmen zu
konnen, missen zwei Kreisfrequenzen w,, und w,, gewéhlt werden, fiir welche jeweils die folgende

Gleichung gilt:
a  Pw

- — 4+ = 2.73
(=9, (2.73)
C A
.. . _ a 187(*; - -7

\‘ kombiniert: ¢ = 5 + 5 -
\ -7

\ -7

\ _-

\ _-

\ _-

Cm = Gn \ -7 11
\\ 7 Steifigkeitsproportional: { = %’
- :: 1L~ Massenproportional: { = o=
W, Wn w

Abb. 2.10: Rayleigh-Dampfung - Dampfungsmafl ( nach Eigenkreisfrequenz w [2]
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Generell nimmt man als 1. Frequenz w,, die Grundfrequenz des Systems (1. Eigenfrequenz) und
als 2. Frequenz w,, eine der hoheren Eigenfrequenzen einer Eigenform, welche maf3igeblichen Anteil
an der Systemantwort hat. Fiir diese zwei Frequenzen gilt das gewiinschte Dampfungsmafl ¢
exakt. Alle Frequenzen innerhalb dieser sind etwas schwécher gedampft, Frequenzen auflerhalb
werden um ein Vielfaches starker gedampft, wie in Abb. 2.10 erkenntlich. Mit den zwei gewéahlten

Frequenzen lésst sich folgendes Gleichungssystem aufstellen:
G | _ L\ Ywm wm) | @ (2.74)
Cn 2 1/ Wp  Wnp 6
Durch Umstellen dieses Gleichungssystems ergeben sich zwei Formeln fiir & und j3:
a | _ 2WmWn, W —Wyn Cm (2.75)
B (wn _wm)<wn +wm) —1/wn l/wm Cn

Wird nun wie vorhin erwahnt, gewiinscht, dass die 1. und 2. Frequenz das gleiche Dadmpfungsmaf
haben: (,, = ¢, = (, so folgt a und g zu:

« i 2g WmWn
{5}_wm+wn{ ‘ } (2.76)




Kapitel 3
Bruckendynamik

Briicken sind rdumliche Tragwerke, welche jedoch sehr gut diskretisiert werden konnen. Je
nach Spannweite und Zweck gibt es verschiedene Formen, wie zum Beispiel: Bogenbriicken,
Balkenbriicken, Hingebriicken, Schrigseilbriicken, uvm. Zusétzlich werden Formen des Uberbaus
unterschieden, unabhéngig vom verwendeten Material sind dies: Platten, Plattenbalken und
Kastenquerschnitte. Je nach Lagerungsart und des zugrundeliegenden statischen Systems kann die
Anzahl der Freiheitsgrade des Briickenkontinuums durch Treffen von ingenieurméfligen Annahmen
auf eine endliche Anzahl diskretisiert werden. Abgesehen von den verwendeten Materialmodellen
basieren diese Angaben auf Einschriankungen des Verschiebungszustandes. So ist es in der Praxis
giangig, Briicken ab einem gewissen Spannweite-zu-Bauh6hen-Verhéltnis als Bernoulli-Euler-
Balken zu berechnen. Briicken mit kurzen Spannweiten und dazu relativ breiten Querschnitten
koénnen zum Beispiel als Platten berechnet werden. Dieser erste Schritt der Diskretisierung eines
Kontinuums ist der erste Schritt weg von der tatsichlichen Losung und im iibertragenen Sinne
das Fundament fiir jede weitere Berechnung. Wird hier ein nicht ausreichend bedachtes Modell
herangezogen, zieht sich dieser Fehler durch die gesamte Berechnung und kann im Verlauf dieser
potenziert werden.

Umso wichtiger ist es deshalb, die einzelnen Systeme und ihre Eigenheiten zu verstehen. Die
unzahligen dufleren Einfliisse, die in der Modellierung beriicksichtigt werden sollen, werden
mit steigender Komplexitéit der diskretisierten Systeme immer schwieriger auszumachen. Um
diese zu quantifizieren, beschrinkt sich diese Arbeit auf die Untersuchung des grundlegendsten
Systems, dem Bernoulli-Euler-Balken. Wird also in der weiteren Arbeit von Balken die Rede
sein, so bezieht sich dies immer auf das System nach Bernoulli-Euler unter Vernachlissigung der
Schubverformung, sowie der Rotationstragheit (vgl. Timoshenko-Balken).

Fiir die dynamische Untersuchung von Balken benotigt man eine dieses physikalische Phdnomen
beschreibende Differentialgleichung, welche alle wesentlichen Anteile beinhaltet. Fiir die Formu-
lierung dieser sogenannten Bewegungsgleichung wird auf das D’Alembert’sche Prinzip verwiesen,
welches besagt, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ ein dynamisches Gleichgewicht an einem infinitesimal
kleinen Stabelement Ax zwischen den einzelnen Kréften herrscht. Dieses Prinzip ist allgemein

giiltig und kann auch auf Systeme mit hoherer Komplexitét, wie Platten etc. angewendet werden.
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3.1 Eigenformen und Eigenfrequenzen
Lit.: Ziegler [17]

Fir den ungeddampften Bernoulli-Euler-Balken mit entlang der Stabachse konstanten Querschnitts-
und Materialeigenschaften kommt man unter Anwendung des D’Alembert’schen Prinzips auf

folgende, die Bewegung beschreibende Differentialgleichung:

2 4
0*w(x,t) +E18 w(z,t)

ot gut Pl (3.1)

Die Eigenformen und Eigenfrequenzen werden ermittelt, indem man in die Bewegungsgleichung

des ungeddmpften, frei schwingenden Balken
pio(x,t) + EIw gppe(z,t) =0 (3.2)
den Bernoullischen Separationsansatz ([17, S. 359])
w(z,t) = ¢(x) q(t) (3.3)

einsetzt. Gleichung (3.2) wird damit zu:

§(t) | Bl uneal®)

o) "0 o)
e e

=2 —?

=0 (3.4)

Gleichung (3.4) zerlegt man wiederum in zwei gewohnliche Differentialgleichungen zweiter bzw.

vierter Ordnung. Fiir die von der Zeit abhéngige Differentialgleichung
a(t) + w2q(t) = 0 (3.5)

ergibt sich die Losung zu:
q(t) = Acoswt + Bsinwt (3.6)

A und B sind Koeffizienten, welche mittels der Anfangsbedingungen angepasst werden. Die

zweite, von der Lagekoordinate abhéngige Differentialgleichung

¢,zzaxz($) - Qﬁ%(ﬁ(x) =0 (37)
ergibt unter Beriicksichtigung der Definition von A\ = ¥, “E—WIQ folgende Losungsfunktion mit

trigonometrischen wie hyperbolischen Anteilen:

¢(z) = Cysin \x + Cy cos Az + Cy sinh Az + Cy cosh Az (3.8)
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Drei der vier Koeffizienten kénnen mit Hilfe der Randbedingungen durch den letzten Koeffizienten
ausgedriickt werden. Dieser kann frei gewahlt werden und skaliert die Eigenfunktion des Balkens
(3.8). Die Randbedingungen kénnen sowohl in der Durchbiegung wie auch in der Verdrehung,

dem Moment und der Querkraft ausgedriickt werden. Es gelten die folgenden Zusammenhénge:

w(z,t) = ¢(x) q(t) (3.9a)
ol ) = P0Y (0 gtr) (3.90)
M(z,t) = —EI ¢ 42(x) q(t) (3.9¢)
V(:Evt) =-FEI ¢,xmz(x) q(t) (3'9d)
Als Beispiel gelten fiir den gelenkig gelagerten Balken die Randbedingungen:
w(0,) = 6(0) - a(t) = 0 MO.0 = -Bom©q)=0
w(l,t) = ¢(1) - q(t) = 0 M(1t) = =BT ¢a(l) a(t) = 0 |

Eingesetzt in die Losungsfunktion von ¢(z) und der fiir das Moment stehenden zweiten Ableitung

¢ zz(x) erhalten wir vier Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten C1, Cy, C3 und Cy:

0)=Cy+Cy=0
9(0) 2“; ! = Cy=C4=0 (3.11)
¢22(0) = A2 (=C24+ C4) =0
= i i h =
#(l) = C1sin Al + Cgsinh A\l = 0 . 905 sinh(Al) = 0 (3.12)
¢ zz(l) = A2 (=Cy sin Al + C3sinh \l) = 0

Fiir alle Al > 0 gilt sinh A\l > 0 deshalb folgt aus (3.12) die Bedingung: C3 = 0. C} wird durch die
Randbedingungen nicht eindeutig festgelegt und dient als Skalierungsfaktor. Damit erhdlt man

als eindeutige Losung fiir die Durchbiegung des Balkens zufolge den gegebenen Randbedingungen:
¢(x) = Cysin \x (3.13)

Unter Vernachldssigung der trivialen Losung C7 = 0 kann die Randbedingung ¢(1) = 0 nur erfiillt

werden, wenn folgende Behauptung zutrifft:
sin A\l =0 (3.14)
Der Sinus hat seine Nullstellen bei Vielfachen von 7, daraus folgt die Bedingung;:

)‘j = j7T/l (315)
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Gleichsetzen mit der Definition fiir A ergibt eine Gleichung fiir die zugehorigen Eigenkreisfre-

quenzen:

(3.16)

und damit die zugehorige Eigenform zu:
K

¢j(x) = sin (‘7lw> (3.17)

Das Anpassen der Losungen fiir kompliziertere Randbedingungen, wie Auflagerfedern oder
Zusatzmassen ist im Vergleich zum gelenkig gelagerten Balken nicht mehr in der Einfachheit

moglich. Einen vergleichsweise praktischeren Ansatz bietet die Finite Elemente Methode.

3.2 Briicke unter Last

le Qz’l v

(a) Folgen von Einzelkraften

(b) Folge von Einzelmassen

A

A

Wagenkasten

Drehgestell

A A

(c) Mehrkoérpermodell mit Kopplung der Massen durch Feder-Démpfer-Element

Abb. 3.1: Tragwerkseinwirkungen (Massen in Grau)

Die Belastung einer Eisenbahnbriicke fiir dynamische Untersuchungen resultiert aus der Uber-
fahrt eines Zuges. Die Einwirkung auf das Tragwerk kann in drei Modelle diskretisiert werden
(siehe Abb. 3.1):

o Uberfahrt von Einzellasten
e Uberfahrt von Einzelmassen

o Uberfahrt eines Mehrkorpersystems
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Zufolge den Untersuchungen des ERRI [4] wird die dynamische Antwort der Briicke bei Uberfahrt
von Einzelkriften im Vergleich zu der Anwendung eines Mehrkorpersystems bzw. der Uberfahrt
von Einzelmassen iiberschéitzt. In weiterer Folge dieser Arbeit wird also mit Hinblick darauf,
dass man sich in den meisten Fillen auf der sicheren Seite befindet nur noch die Uberfahrt von

Einzellasten berechnet.

3.3 Analytische Losung des Bernoulli-Euler-Balkens bei
Lastiiberfahrt

3.3.1 Allgemeine Losung fiir einen Balken mit Dampfung

Zur Kontrolle der FEM-Losungen wird in diesem Kapitel die analytische Losung eines Einfeld-
tridgers nach Bernoulli- Euler- Theorie mit Hilfe der Fourier-Transformation und der Laplace-
Transformation hergeleitet. Diesem Kapitel zugrundeliegend ist der Artikel von Fryba [5].
Die Bewegungsgleichung fiir die Durchbiegung w(x,t) des allgemeinen Balkens ist wie folgt
gegeben:
o*w

% _ g: e(t) 8(x — xn) Fy (3.18)
n=1

o(x,t { t EI
() + et (1) + BT

Die Balkeneigenschaften sind gegeben durch die Massenbelegung u, die Dadmpfungskonstante
¢, die Biegesteifigkeit E1 und die Lénge L. Die Grofle der mit konstanter Geschwindigkeit v
iiberfahrenden Lasten n = 1... N wird durch F), gegeben und der Abstand zur ersten Last mit
d,, siehe Abb. 3.2.

dn
do v
— >
FE, F Fy
\ \ \
A A
> L

Abb. 3.2: Lastmodell fiir die analytische Berechnung des Bernoulli-Euler-Balkens

Die Funktion () ist mit der Heaviside-Funktion h(t):

0,t<a

3.19
1,t>a ( )

h(t—a):{

definiert zu:
e(t)y=h(t—t,) —h(t—T),) (3.20)
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und gibt an ob sich die Last gerade am Balken befindet oder nicht. Das Intervall in dem sich
eine Last F), auf dem Balken befindet, ist durch den Anfangszeitpunkt ¢, und den Endzeitpunkt
T,, bestimmt:

tn =dp/v und T, = (L+d,)/v (3.21)

Die Deltafunktion §(x — x,,) gibt die aktuelle Position der Last am Balken an. Diese wird mit
der Laufkoordinate x,, angegeben:
Tn =vt —dy, (3.22)

Bevor die Gleichung gel6st wird, soll noch etwas zum Balken und dessen Biegelinie gesagt werden.
Wie schon in 3.1 ausgefiihrt, ldsst sich die zeitabhdngige Durchbiegung mittels Separationsansatzes
in einen von der Position und einen von der Zeit abhingigen Teil aufteilen. Werden fiir die
von der Position abhéngigen Funktionen die Eigenformen verwendet, so erhélt man eine exakte

Losung fiir die Durchbiegung:

D=3 6;)q;(0) (3.23)
j=1

Im Falle des gelenkig gelagerten Balken ergeben sich diese Eigenformen zu:
¢j(x) = sin (T) (3.24)

Die Funktion der Durchbiegung in (3.23) besteht aus einer Summe von unendlich vielen, mit
q¢;(t) gewichteten Eigenfunktionen ¢;(z). Da man in der Funktion der Eigenform nur einen Sinus
vorfindet und dieser eine ungerade Funktion ist, kann behauptet werden, dass der zeitliche Verlauf

der Durchbiegung auch auf jeden Fall eine ungerade periodische Funktion ist, fiir die gilt:

f(z) = —f(—z) = sin(z) = —sin(—z) (3.25)

Dies ist insofern von speziellem Interesse, als anstatt der komplizierteren allgemeinen Fourier-
Transformation, bei welcher die Koeflizienten fiir alle reellen Zahlen zwischen —oo und oo berechnet
werden miissen, die einfachere Finite Sinus Transformation verwendet werden kann, welche nur
die Koeflizienten fiir j € N benotigt. Genau genommen entspricht diese Transformation demnach
einer Fourier-Reihen-Entwicklung einer ungeraden Funktion. Funktionen mit der Periode T

werden nach folgender Regel entwickelt:

a0 | o 27 . (.27
=5 + Z [aj cos (]J:) + b sin <j Tx)} (3.26)

J=1
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mit den Fourier-Koeflizienten:

T / flo (3.27)

a; = f . f( ) cos <]2;x) dz (3.28)
2 2
b= (T)f(m) sin <;;x> da (3.29)

Fiir ungerade Funktionen reduziert sich (3.26) aus Symmetriegriinden (siehe Papula [12, S. 191])

YAV
> 2
=1 r

Wird diese auf die Biegelinie angewendet erhdlt man mit der Periode T' = 2L:

wa,t) =3 by(t)sin <‘77£“”’“’) (3.31)

b;(t) L/ (z,t)sin (]773:) L/ w(z,t sm( 7 ) dz (3.32)

Der Faktor % vor dem Integral in (3.32) wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die linke
Seite gebracht, damit ergibt sich:

W(j,t) / w(x, t) sm( 7 ) dz (3.33)

Die Riicktransformation folgt somit der Regel:

w(z,t) = % 221 W(j,t)sin (T) (3.34)
j=

Wendet man (3.33) auf (3.18) an, erhidlt man anstatt der partiellen Differentialgleichung 4.
Ordnung eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung:

. : gr\4 N jrx
uW(j,t) + cW(j,t) + EI <L> W(jt)="> e(t)sin ( L") F, (3.35)

Fiir die in (3.18) vorkommende vierte Ableitung der Durchbiegung nach der Lagekoordinate folgt

mit Hilfe der Regel der partiellen Integration und nach Einsetzen der Randbedingungen:

0
(3.36)
0
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die Transformation zu:

[/ (5) = ()

Auf der rechten Seite der Gleichung (3.18) ist nur die Deltafunktion von der Lage abhéngig, diese

wird im Zuge der Transformation geméafl der Vorschrift:

6.5) = [6(0 — ) f(a)da = f(a) (3.39)

[ e s () i (20 i () (g

Division durch g und Umformen der Gleichung (3.18) mit den Zusammenhéngen fiir:

zZu:

¢ = 2udjw;

ergibt:
N jm (vt — dn)> F,

W(j,t) + 2¢w; W (4, 1) + w5 2W(j,t Z ) sin ( 7 m (3.41)

Um diese Gleichung algebraisch 16sen zu kénnen wird mittels Laplace-Transformation diese von
einer gewOhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung in eine algebraische Gleichung tibergefiihrt,
dies ist gleichbedeutend mit dem Ubergang von der Zeitdoméne in die Frequenzdomine. Die

Transformationsbeziehung lautet somit:
o
W*(j, s) = / W(j, 1) e dt (3.42)
0

Die einfache und zweifache Zeitableitung in (3.41) werden, analog zu (3.37) mittels partieller

Integration und nach Einsetzen der Anfangsbedingungen:

w(t=0)=0
(= 0) = 0 (3.43)
sW*(j,s / W(j,t)e st dt (3.44)
S2W*(4, s / W(j,t)e st dt (3.45)

Die Transformation der zeitabhéngingen Terme der rechten Seite wird folgend genauer beschrie-

ben:

/0 CUH(t — ) — H(t — T,)] sin (W) et dt (3.46)
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Die Multiplikation einer beliebigen Funktion mit der Heaviside-Funktion ergibt:

0, t<e

1), t>c (3.47)

H(t - ¢) (1) :{ [

Ist dieser Zusammenhang bekannt, so wird die Laplace- Transformation fiir eine beliebige Funktion

multipliziert mit der Heaviside-Funktion nach folgenden Schema berechnet:

LUft—c)H(t—0)] = /Oooe—stf(t— o) H(t—c)dt =
:/Oe—stf(t—c) H(t —c) dt+/ e~ f(t—¢) H(t —c) dt = (3.48)

[ N e’

=0
_ /c“est fe

Gelost wird dieses Integral mit folgender Subsitution:

T=t—-ceoTt+c=t

(3.49)
dr =dt
Die neuen Grenzen des Integrals sind:
tjw=c—=Tgu=c—c=0 (3.50)
tgo = 00 — Tgo = 00 — € = OO (3.51)

Damit ergibt sich:
oo [e.e] o0
[Tt -adt= [Tt fryar = [T T pndr =t FG) (3.5
c 0 0
Fiir die weiteren Berechnungen wird also folgender Zusammenhang noch einmal dargestellt:
L[f(t—c)H(t—c)]=F(s)e *° (3.53)
Das Integral in Gleichung (3.46) wird geteilt in:

/ Ht—t)sin<”(”t_d) e stdt — / H(t-T, sin(WL_dn)) e stdt  (3.54)

Das erste Integral in (3.54) ist gleichbedeutend mit folgendem Ausdruck (c aus der allgemeinen

Loésung mit ¢, ersetzt):

L {Sin (W) H(t - tn)] = e I F(s) (3.55)
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Der Sinus in (3.55) kann mit der Definition aus (3.21) in folgenden Ausdruck umgeformt werden:

sin <WL_dn>) — sin <T (t— tn)> — f(t—t) (3.56)

Zur Losung der Transformation wird folgende Substitution bendtigt:

t—th,=7, & t=1,+1, (3.57)
Damit folgt:
. TV iUt imd
sin (JLTQ TRUL L”) — () (3.58)

Unter Beriicksichtigung der Definition t,, = d,, /v reduziert sich die obere Gleichung zu:

f(7a) = sin (Tu) (3.59)
Die Losung fiir F'(s) kann dann mit Hilfe einer Tabelle fir ausgewéhlte Laplace- Transformationen
gefunden werden [12]:

F(s)=L[f(ra)] =L [Sin (Tﬂlﬂ = SQJFJT (3.60)

()

Einsetzen von (3.60) in (3.55) ergibt fiir das erste Integral im Ausdruck (3.54) die Losung:

o0 iT (vt — d, jmv
/ H(t —t,) sin (]W(UL)) e tdt =e S —L (3.61)
° o ()

Analog wird fiir das zweite Integral in (3.54) vorgegangen, jedoch mit dem Unterschied, dass das

c aus der allgemeinen Losung durch 7,, ersetzt wird.

‘ t— dn —
c [sm (”(”L)) H(t—Tn)} — T (s) (3.62)
Aus der Substitution
t—T, =T & t=7.+1T, (3.63)
folgt:
. [Jmv g,  gwdy,
U _ p— . 4
SIH(LTe+ 7 17 ) f(Te) (36)

Demnach reduziert sich unter Beriicksichtigung der Definition 7}, = (L+d,,)/v die obere Gleichung

zZu:

f(7e) = sin (TT + jw) (3.65)
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Die Losung fiir F'(s) ergibt sich dann wie folgt:

§7) + 52 cos(jm)
N2

2+ (')

Dies kann unter Beriicksichtigung von sin(j7) = 0 und cos(jr) = (—1)? noch weiter vereinfacht

Fs) = Lf(r)] = £ {sz’n (]Z”T + jwﬂ _ s sin{ (3.66)

werden: ‘
jmv

F(s)= (-1 —~L— (3.67)
o ()

Werden (3.67) und (3.62) kombiniert, so erhélt man das zweite Integral des Ausdrucks (3.54) zu

t—d, imv
/ H(t—1T,) sin <(ULd)> et = e (—1)) —L— (3.68)
()
Unter Einfithrung der Erregungskreisfrequenz €Q:
Q=— (3.69)

L

und Verwendung von (3.61) und (3.68) ergibt sich die Transformation der rechten Seite der
Gleichung (3.41) wie folgt:

£ [RHS(3.41)| = zNj inm et = (—1) e ] (3.70)

Die linke Seite von (3.41) ergibt mittels der Transformationsbeziehung (3.42) und ihren Ablei-

tungen den Ausdruck:
c [LHS(M)} = SW*(j, 5) + 2¢jw;sW*(j, s) + w2 W*(j, 5) (3.71)

Kombination dieser beiden Ausdriicke und Loésen nach W*(j, s) ergibt:

1 N F.r oy 4
* 0 n 78n__1j78Tn 79
W*(j,s) = 32+2§ijs+w SQ-I-jQQ zz: [ { )Ye } (3.72)
Wird der Ansatz aus (3.53) riicktransformiert, folgt:
flt—c)H(t =)= L7 L[f(t =) H(t - 0)]| = L7 [F(s) ] (3.73)

Die Riicktransformation von F'(s) ergibt eine Losung abhéngig von der Variable 7:

L7 E(s)] = f(7) (3.74)
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Um von f(7) auf den Ausdruck f(¢t — ¢) zu kommen, muss eine Substitution der Variable

vorgenomimen werden:

f(r) = f(t—c) (3.75)

AnschlieBend wird dieses Ergebnis noch mit der Heaviside-Funktion H(t — ¢) multipliziert und
man erhélt das Ergebnis der Riicktransformation.

Anstatt dies fiir beide Exponentialfunktionen in (3.72) auszufiithren, wird es exemplarisch mit
der Variable ¢, welche einmal fiir ¢,, und einmal fiir 7}, steht, gezeigt. Terme, welche nicht von s
abhdngen, sind nicht von der Riicktransformation betroffen. Sie werden deshalb aus Griinde der
Ubersichtlichkeit vorerst vernachlissigt und im Anschluss beim Zusammenfiigen der einzelnen

Teile wieder beriicksichtigt. F'(s) (Funktion mit allen Abhéngigen von s) ergibt sich somit zu:

1 1
52 4 2Cjwjs + wi % + j2Q2

F(s) = (3.76)

Die Riicktransformation mit Hilfe der Partialbruchzerlegung und Tabellen fiir spezielle Laplace-

Transformationen ([12]) ergibt:

£ = WHG 1) [ (2636 - D((} - 2002 + 230,6)) ) x

<€T(_\/m_gwj) ( — 70 + w? — 2Cw] + 2 W) Jw?(CF — 1))
1 (W G-D-6w;) (j292 — wF + 2¢Fw] + 2Cwj Jw?(CF — 1)))

+ 1/<j9((w§ — 2072 + (2j9wjgj)2)) x

( (wjz B jQQz) sin (jOQT) — 2jQ¢w;j cos (jQT))
(3.77)

Durch Verwendung der imaginédren Zahl ¢ = v/—1 und der Definition fiir die geddmpfte Eigen-

wj = wjy/1 = ¢ (3.78)

vereinfacht sich der in (3.77) héufig vorkommende Wurzelausdruck zu:

\/"W = wj@m =1Wd,; (3.79)

kreisfrequenz:



3.3 Analytische Lésung des Bernoulli-Euler-Balkens bei Lastiiberfahrt 43

Anwenden dieser Vereinfachung ergibt:

£ = i /(=20 (@} = PO + 2020,6)7) )
<e_i‘”‘i’j7( —§20% + w?- - 2@2%2- +1 2Cjijd,j)
+ eleni™ (202 - w? + 20w + izgjijd,j)) (3.80)
- 1/(;’9((%2 — j20%)? + (2jijgj)2)) X
( (w? - jQQQ) sin (jQ1) — 25Q¢ w;j cos (jQT))
Mittels der Euler’schen Formel:
eF1WaiT = cos (wg;T) 4 sin (wa,7) (3.81)
reduziert sich der erste Bruch der Gleichung (3.80) weiter auf:

2¢jwjwq,j cos (wa T) + (j2Q2 — wJZ. +2 ]2%2) sin (wq ;T)
. 2 .
Wd,j ((w? - 3292) + (2JQCM)2)
(—24Q¢jw;) cos (o) + (w? — jQQQ) sin (77)

50 (w2 - 202)" + (21205 )?)

f(r) = e ot

(3.82)

FEine weitere Vereinfachung dieser Losungsfunktion ist mittels Superposition gleichfrequenter
harmonischer Schwingungen maglich (siehe z.B. Papula [12, S. 100 {]). Stellt man zwei Sinus-
Schwingungen gleicher Frequenz im Zeigerdiagramm dar, so kénnen die beiden Vektoren addiert
werden. Die Sinus-Schwingung des resultierenden Vektors hat dann die gleiche Frequenz wie die

zwei Ausgangsschwingungen, jedoch eine andere Amplitude und Nullphasenwinkel.
y1 = Agsin (wt + ¢1) und  yo = Ay sin (wt + p2) (3.83)
Die Superposition ergibt sich nach folgenden Formeln zu:
y=y1 +y2 = Asin (wt + ¢) (3.84)

mit der Amplitude A und dem Nullphasenwinkel ¢:

A= \/A% + A3 + 241 Ay cos (p2 — 1)
A1 sin Y1+ A2 sin Y2

tan p =
Aj cos 1 + Ag cos s

(3.85)
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Abb. 3.3: Tangens am Einheitskreis mit den unterschiedlichen Quadranten

Diese gelten jedoch uneingeschrankt nur unter der Bedingung, dass:
A1 >0 sowie As >0 (3.86)

Im allgemeinen Fall kann jedoch nicht davon ausgegangen werden, dass dies bei beliebiger Para-
meterkombination dies erfiillt ist. Je nachdem in welche Quadranten die zu {iberlagernden Sinusse
zeigen, muss fiir das Ergebnis des Nullphasenwinkels ¢ eine Fallunterscheidung gemacht werden.
Die Koordinaten x und y koénnen fiir die nachstehende Fallunterscheidung dem Einheitskreis

(sieche Abb. 3.3) entnommen werden.

arctan (£) , fir z >0
arctan (4) +m, firz <0,y >0
¢ =1q arctan () — 7, firz<0,y<0 (3.87)
+3, firx=0,y>0
— 5 firx =0,y <0

Wird also vom Superpositionsprinzip Gebrauch gemacht, so muss dies beriicksichtigt werden.
Anstatt den Arkustangens zu berechnen, kann dafir die in vielen Programmiersprachen géngige
Funktion atan2(y,x) verwendet werden. Diese trifft die Fallunterscheidung je nach eingegebenen

y und x selber. Der Ausdruck (3.82) wird somit zu:

1 [ s sin(wg T+ @)  sin(FOT + )

_ CiwyT »J J J
T) = e + - 3.88
o) = 5 ( L s (3.89)

2
mit D; = \/ (%2. - jm?) + (2§ w;)? (3.89)
2(:ijdj
t ;= : 3.90
T P02 07 1 0% (3:90)
250w

fam )y = 2w (3.91)

2 202
wyi — 2§
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Substitution von 7 — ¢ — ¢ und Einsetzen des Ausdrucks in (3.73) ergibt:

ﬁfl [F(S)efsc} — FJ <eCjwj(tC) Sin (de Edd . C) + 90]) + Sin (] (JQ C) + )‘J)> H(t _ C)
»J

=/(t—c)
(3.92)

Die inverse Laplace-Transformation (W*(j,s) — W (j,t)) fiir (3.72) wird also durch Einsetzen von
jeweils t,, und T;, statt ¢ in der oberen Gleichung, sowie Zusammenfiigen mit den zeitunabhéngigen
Termen aus (3.72) zu

N

F
:1 :“

F(E =t H(t = tn) = (1) f(t = Tw) H(t = T,)] (3.93)
Der letzte Schritt ist die inverse finite Sinus-Transformation (3.34), um auf die Durchbiegung

in Abhéngigkeit der Lagekoordinate zu kommen (W (j,t) — w(z,t)). Damit ergibt sich die

endgiiltige Losung zu:
(w,t) = i g: Q—— [ flt—tn)HE—tn) — (1) f(t = T,)H(t — Tn)} (3.94)

Fiir die Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung muss f(7) einfach bzw. zweifach abgeleitet werden:

flr) = — (e—é‘jwﬂ <cos (wayT + ;) — gwﬁ sin (wq ;7 + goj)> + cos (O + A)) (3.95)

d,j

. 1 2w? — w2

f(r) = — (e_@“ﬂ (”d’] sin (wq ;T + @) — 2¢jwj cos (wq ;7 + goj)> — jQsin (O 4+ A))
(3.96)

Durch Substitution von 7 — (t — t,) und 7 — (¢t — T},) in f(7) bzw. f(r) ergibt sich fiir die
Durchbiegungsgeschwindigkeit bzw. -beschleunigung:

oo N

i) =30 30 0 L [fe =t H(E =) — (VI f - THE=T)]  (397)
j=1n=1
> N F, 2 .

w($at) = Z Z ]sz [f(t - tn)H(t - tn) - (_1)]f(t - Tn)H(t - Tn)} (3'98)

3.3.2 Spezielle Losung fiir einen Balken ohne Dampfung

Fiir die Bewegungsgleichung der Durchbiegung w(z,t) ohne Dampfung:

4'11} xr N
i, t) + Elw =S c(t) bz — 20) F (3.99)
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erhélt man die Losung analog zum gedampften Balken (vgl. Unterkapitel 3.3.1):

co N
:ZZ%?]; z 1 152 [(Sjn(jQ(t—tn)> — Bysin (w (t—tn)>>H(t—tn)

j=1n=1
_ (—1)j<sin (42t = T0) ) = Bysim (w; (t — T) ))H(t - Tn)] sin <‘7L7rx> (3.100)

mit 3; als dem Verhéltnis der Erregungskreisfrequenz zur Eigenkreisfrequenz:

1
/Bj:L

101
: (3.101)
333 Resonanzmechanismen

Im Artikel [16] wurde aus der Formel (3.100) die zwei mdglichen Resonanzmechanismen extrahiert.
Die erste Resonanzgeschwindigkeit erhélt man fiir eine dquidistante Lastfolge mit dem Abstand

dp indem man den zweiten Sinus der Gleichung (3.100) betrachtet:

N
> sin (w; (¢~ tn) ) (3.102)
n=1

Fiir dquidistante Lasten gilt:
ty = ——"— (3.103)

Damit wird der Sinus zu:

z ain (i (1= = D9)) ingpn + z S

(Y

Mit der Substitution i = n — 1 folgt:

v

N-1 ;
sin(wjt) + ; sin (wj (t — dp>> (3.105)

Unter Beriicksichtigung des Additionstheorems kann die Reihe in (3.105) wie folgt dargestellt

werden:
N-1 N—1
w;d w;d w;dp
sin <wjt — P) = Z sin(wjt) cos (z JP) — cos(wjt) sin <z 2 )
i=1 v i=1 v

N-1

d d
= sin(w;t Z cos ( %P) — cos(wjt Z sin < i P) (3.106)

=1 =1
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Die beiden Summenausdriicke in (3.106) kénnen nach folgender Vorschrift vereinfacht werden

. N—1w;d Nw;d
3 cos ( wjdp) R e (724) (3.107)
- . lw'dp :
i—1 sin (577)
N wpdpy  sin (M) sin (FU5T)
sm( ) = T wrdp (3.108)
i=1 S (§ P )
(3.109)
Damit ergibt sich fiir (3.106):
N-1 in (N=1widep) 4 Nwjdp
d sin sin (w;t
3 sin <wjt—@""ﬂvp> — (%5 L ) e ) (3.110)
i=1 S1n (5 )
Mit (3.110) wird (3.105) wie folgt angeschrieben:
. N—1wj; dp . N wj dp
sin | —5— sin (w;t — &5
sin(w;t) + (P32 ) sn et = 5 =) (3.111)
J . 1w-dp
sin (5 - )

Der rechte Term in (3.111) beschreibt die Last-induzierte Schwingung. Damit deren Amplitude
so grof} wie moglich wird, muss folgender Term maximal werden

2 v
2 v/ (3.112)
sin (; wﬂf”)

Da die Lastanzahl N gegeben ist, hingt dies vom Ausdruck

sin (—N_l Lilr dP)

lwjdp
il 3.113
5 o (3.113)

ab. Um die Konfiguration zu erhalten, welche (3.112) maximal werden lédsst, wird zuerst substi-

tuiert:

_ 10.}de

114
5 o (3.114)
Im Anschluss wird die Ableitung von (3.112) nach der neuen Variable gebildet

9 sin ((N -1) u) 1

= — = {(N ~ 1)cos (N = 1)u) — cotu sin (N — 1) u)] (3.115)

Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, erhdlt man eine Bestimmungsgleichung fiir u welche
(3.112) maximal werden lasst:

(N —1) tanu = tan (N — 1)u) (3.116)
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Unter der Voraussetzung, dass N eine natiirliche Zahl ist, folgt fir u:
u=km, keN (3.117)

Nach Riicksubstitution erhélt man die kritische Geschwindigkeit:

d d
U:W] P:f] P

o o dkeN (3.118)

mit f; als der j-ten Eigenfrequenz und k als den ganzzahligen Teiler. Diese Geschwindigkeit ist
im Allgemeinen von wesentlich hoherer Bedeutung, als die sich aus dem zweiten Resonanzmecha-
nismus ergebende Geschwindigkeit.

Die zweite Resonanzgeschwindigkeit ergibt sich aus Betrachtung des dynamischen Vergrofie-

rungsfaktors aus Gleichung (3.100):

1
3.119
Umso grofler dieser werden soll, desto kleiner muss der Nenner werden. Die Grenzwertbetrachtung
liefert: )
lim —— = 3.120
611 — 83 > ( )
Damit ergibt sich:
i
B =251 (3.121)
Wi

woraus sich schlieflen ldsst, dass die Erregungskreisfrequenz gleich der Eigenkreisfrequenz sein

muss:
70— w; (3.122)

Damit ergibt sich nach Umformen die Geschwindigkeit des zweiten Resonanzmechanismus:

L 2f; L
_wl 25k , jEN (3.123)
jm j

3.4 Numerische Losungen

3.4.1 Berechnung mittels Verfahren nach Ritz-Galerkin

Wie in der Dissertation von Méhr [9] gezeigt, lasst sich die Bewegungsgleichung eines unge-
ddmpften Bernoulli-Euler-Balkens unter Anwendung des Verfahrens nach Ritz-Galerkin 16sen.
Grundlage dieses Verfahrens ist die Annahme, dass die tatséchliche Durchbiegung des Balkens
w(x,t) durch eine Superposition von bekannten Ansatzfunktionen ¢;(x), welche mit den soge-
nannten generalisierten Koordinaten ¢;(t) gewichtet werden, dargestellt werden kann. Prinzipiell

ist es moglich, jede beliebige, stetige Funktion als Ansatzfunktion zu verwenden, welche die
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w*(x,t)

qi(t)sin (7 )

q2(t) sin (27§ \\//\
_|_

gs(t) sin (37%) /\

_l’_

qn(t) sin (n¥)

Abb. 3.4: Ritzsche Ansatzfunktionen fiir den gelenkigen Balken

Randbedigungen erfiillen. Jedoch ist es in weiterer Berechnung von Vorteil, wenn man Funktionen

verwendet, welche die Figenschaft der Orthogonalitdt erfiillen:

/0 (@) () dz = 0, m £ 1 (3.124)

Nimmt man fiir die Ansatzfunktionen die FEigenfunktionen des Systems, so spricht man von der
Modalanalyse. Hier werden im wesentlichen die Einfliisse der einzelnen Eigenformen voneinander
entkoppelt. Das Gesamtergebnis wird dann als Linearkombination von Einmasseschwingern
erhalten.

Man setzt den Ritzschen Ansatz

W t) = 3 6;(2)g; (1) (3.125)
j=1
in die Bewegungsgleichung
0%w(x,t) O*w(x,t)
6t2 + EAZZT - pz(t) (3126)
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ein, multipliziert alle Terme mit ¢, und integriert dann iiber die Balkenldnge L. Demzufolge
erhélt man unter Einfiihrung folgender Definitionen ein Gleichungssystem fiir die generalisierten

Koordinaten q(t):

M-g+K-q=p: (3.127)
mit den generalisierten Matrizen
M= ,u/gbj¢k dz (3.128)
L
L

und folgender Definition des Lastvektors von m tiiberfahrenden Einzellasten
m
p: = > Pili(z) ¢(x:) (3.130)
i=1

mit I';(z;) als die Heavisidesche Sprungfunktion

1 ,0<x; <L

(3.131)
0 ,z;<0oder L <ux;

D) = H(rs) — Hwi — T) = {

3.4.2 Berechnung mittels der Finite Elemente Methode (FEM)

Lit.: Kandler u.a. [7], Mang u.a. [10]

Die Bewegungsgleichung fiir den Einmasseschwinger in Abb. 3.5 wird iiber das Prinzip der
virtuellen Leistungen (in weiterer Folge mit PvL abgekiirzt) hergeleitet. Die Leistung ist definiert

als Arbeit pro Zeit, mit der Definition der Arbeit als Kraft mal Weg, ergibt sich fiir die Leistung:

Kraft-Weg

Leistung = it
el

Unter Anwendung des PuvL verrichtet also jede Kraft F' an einer virtuellen Verschiebungsrate 0
eine virtuelle Leistung L.

Unter Voraussetzung des Prinzips von D’Alembert, welches besagt, dass unter Einfiithrung
der Triagheits- und Dampfungskrifte ein Gleichgewicht zu jedem beliebigen Zeitpunkt herrscht,
kann das PvL mit den Leistungstermen (£!...Leistung der Trigheitskrifte, £...Leistung der
Dampfungskrifte, £ ... Leistung der inneren Kriften, £, . Leistung der dufleren Krifte) wie
folgt angeschrieben werden:

Lt Lad Lint Lext
mit Fy = mi als Tragheitskraft, F; = ci als Dampfungskraft, F; = kx als Federkraft und
0 als virtuelle Geschwindigkeit in Richtung der Koordinate x. Gilt dies fiir alle virtuellen

Geschwindigkeiten, reduziert sich die Gleichung zu:

F,4+Fy+Fy,=F=mi+ci+kx=F (3.133)



3.4 Numerische Lésungen 51
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Abb. 3.5: Einmasseschwinger mit dynamischem Kréftegleichgewicht

Im Zusammenhang mit diesem einfachen System koénnte die Gleichung 3.133 auch mittels
Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen erhalten werden. Bei komplexen Systemen wie zum
Beispiel bei Biegebalken erkennt man jedoch den Vorteil der verwendeten Methode, wie im
Folgenden gezeigt wird.

Die Herleitung des Prinzip der virtuellen Leistungen ist fir dreidimensionale Kontinua nicht
mehr in der Einfachheit durchfithrbar, wie dies beim Einmasseschwinger der Fall war. Als
Grundlage der Formulierung benétigt man zuerst die Cauchy’sche Bewegungsgleichung siehe

Mang u.a. [10, S. 42 f]. Ausgehend vom Grundgesetz der Dynamik:
dR=dmb (3.134)
beziehungsweise in der umgestellten Form als D’Alembert’sches Prinzip:
dR—-dmb=0 (3.135)

Mit dR als Resultierende aller auf den Koérper wirkenden Kréfte, dm = pdV als Masse des
infinitesimalen Volumenelements des betrachteten Korpers und b als Beschleunigung des Punktes,

welcher das Element reprisentiert.
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Abb. 3.6: Infinitesimales Volumenelement dV

Stellt man sich dieses Element als Quader (siehe Abb. 3.6) mit den Seitenflichen und dem

Volumen

dSWM = day das
ds® = dz; das
ds®) = day day
dV = dxi das dxs

(3.136)

vor, dann wirken auf die, durch die zu den Koordinatenachsen parallelen Normalvektoren n;
definierten Seitenflichen die Spannungsvektoren t(), und auf das Volumen der Volumenkraftvektor
f. Die jeweils parallel liegenden Flachen d.S () haben die Koordinaten x; sowie x; + dx;, wobei
sich letztere auf die Fldche bezieht, welche weiter vom Koordinatenursprung entfernt ist. Der an
der Seitenfliche dS® mit der Koordinate z; + da; angreifende Spannungsvektor kann in eine

Taylorreihe entwickelt werden:

@) (g, 2¢(0) (.
ot (xl)dxi n 0°t\" (z;)

daz? 4+ ... (3.137)
Um die Resultierende dR zu erhalten, wird der Volumenkraftvektor mit dV und die Span-
nungsvektoren jeweils mit der Fliche dS® auf der sie wirken, multipliziert. Betrachtet man des
Kriftegleichgewicht in den Koordinatenrichtungen, erhélt man fiir den Spannungsvektor unter

Beriicksichtigung der Taylorreihen-Entwicklung:

i

(60 @) + 60y + day)] aS® = da; S + ... (3.138)
——

=dV
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Mit (3.138) erhélt man dR zu:

(3.139)

(1) ) 3)
4R = (g4 P 08T (@a) | O (xs) ) Gy
oxy Oxa Ox3

Einsetzen von (3.139) in (3.135) und unter Zuhilfenahme der Notation des Cauchy’schen Span-
nungstensors:
t(z) =o0;1€1 +0ppey+o;3e3 fir i =1,2,3 (3140)

erhélt man die Cauchy’sche Bewegungsgleichung zu:
dive +f = pb (3.141)

bzw. in Indexnotation als:
0jij + fi=pbi fir i,j=1,2,3 (3.142)

In weiterer Folge betrachtet man nun die Gesamtleistung, der an einem dreidimensionalen

Kontinuum mit dem Volumen V und der Oberflache S wirkenden Krafte:
L— / £(x, 1) - dV + /T(x, £) - dS (3.143)
1% S

mit f(x,¢) in weiterer Folge als f abgekiirzt als Volumenkraft, und T(x,?) abgekiirzt zu T als

einer Oberflichenkraft. Der Zusammenhang zwischen zwischen t() und T herrscht wie folgt:
T = t(l) “ny1 + t(2) - no + t(g) ‘N3 (3144)

mit n = [n; ng ng]T als den Normalvektors einer beliebig geschnittenen Flache durch das
inifintesimale Volumenenlement siche Abb. 3.6 (vgl. Tetraeder Lemma [9, S. 45 {]).

Die virtuellen Verschiebungsraten bzw. virtuellen Geschwindigkeiten ¥ in (3.143) miissen jedoch
so gewahlt werden, dass sie untereinander geometrisch kompatibel sind. Diese Voraussetzung
besagt, dass benachbarte Punkte wahrend des gesamten Vorganges Nachbarn bleiben miissen,
also keine Uberlappungen oder Klaffungen im Kontinuum auftreten diirfen.

Unter Anwendung der Cauchy’schen Formel, siche Mang u. a. [10, S. 45 {]:
T=o0-n (3.145)
wird der Term, welcher die Leistung der Oberflichenkréfte beschreibt umgeformt zu:
/ST-\A/dS:/S\A/-U-ndS (3.146)

Mittels des Divergenztheorem bzw. dem Gaufschen Integralsatz, siehe [10, S. 16 f] wird der letzte

Ausdruck zu:

/\7 co-ndS = / div(v-o)dV = / (gradv : o + ¥ - diver) dV (3.147)
S %4 \%4
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Beriicksichtigt man die die Definition des virtuellen Verzerrungsratentensors d:

1oy son\T
L KA 14
2 [ax * <8x) ] (3.148)
bzw. in Indexnotation zu: )
dij = 5 (0ig +054) (3.149)

sowie der Tatsache, dass infolge der Symmetrie von o und d sich folgender Ausdruck vereinfacht
Zu:
gradv:o=o0:d (3.150)

Was sich in der Schreibweise der Indexnotation verdeutlicht:

. 1 . . ij = 0ji r .
0ji - 035 = 5 (i Big + 01 - 0j4) == g 5 (B +054) (3.151)
————
—dy
Damit ergibt sich (3.147) zu:
/ (gradv : o 4 ¥ - dive’) dV = / o:d dV—i—/\Ar'diva' dv (3.152)
14 14 14

Einsetzen dieses Ausdruckes in (3.143) und Beriicksichtigen der Cauchy’schen Bewegungsgleichung
(3.141) ergibt:

L= [ (dive +f)-¥ dV+/0':EldV (3.153)

Vi VY—rn— \%4
= pb

Gleichsetzen des Leistungsausdrucks von (3.143) mit (3.153) liefert eine Gleichung, welche besagt,
dass bei virtueller Verschiebung (pro Zeit) eines Korpers aus seiner Momentankonfiguration, die
Summe der virtuellen Leistungen, welche von inneren (£), &ufleren (£¢%) sowie Triigheitskriiften

(L' verrichtet werden, gleich Null ist.

/f-VdV+/T-0dS—/a:fidV —/p-b-Vdvzo (3.154)
\% S 14 14

Lext Lint Lt

In dieser Gleichung ist das Verschiebungsfeld u von vornherein nicht bekannt. In einigen Aus-
nahmeféllen, wie zum Beispiel fiir einfach gelagerte Balken gibt es eine analytische Losung fiir
diese Problemstellung. In den meisten Féllen jedoch, muss man mit Naherungslésungen arbeiten.
Die aktuell bekannteste und wahrscheinlich meist verwendete Losung ist die Finite Elemente
Methode.

Wie bei dem Verfahren nach Ritz werden auch hier Ansatzfunktionen benétigt. Jedoch wird
hier nicht die Verformung des gesamten Systems durch diese Funktionen angenéhert, sondern
die der einzelnen miteinander gekoppelten Teilsysteme, den sogenannten Finiten Elementen.

Jedes dieser Elemente wird durch eine bestimmte Anzahl an Knoten beschrieben: 2 Knoten
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Element e
u‘(x3)

u’(x2)

X2

x

Abb. 3.7: Verschiebungsfeld u®(x) fiir das Element e

fiir ein Element des Biegebalkens, 3 Knoten fiir ein Dreieckselement der Scheibentheorie, usw.
Die Bewegungsmoglichkeiten reduzieren sich somit auf die Freiheitsgrade an diesen Knoten.
Dies ist der grundlegende Gedanke der FE-Theorie: ein kontinuierliches System mit unendlich
vielen Bewegungsmoglichkeiten geht somit in ein System mit einer genau bestimmten Anzahl an
Freiheitsgraden iiber. Fiir alle anderen Punkte, welche zwischen den definierten Knoten liegen,
erhdlt man die Verformungen durch Verwendung der Ansatz- bzw. Interpolationsfunktionen, wie
sie im Kontext der FE-Theorie meistens genannt werden. Es existieren pro Element genau so
viele Interpolationsfunktionen wie Freiheitsgrade.

Das Verschiebungsfeld u(x) innerhalb eines Elements e wird also wie folgt angenéhert:

u’(x1)
). ut(xz) xeV. (3.155)

u® (an)

mit ¢ = 1,2,...n% als den Knotennummern des Elements e und dem Vektor x als Koordinaten-
vektor jedes beliebigen Punkts im Volumen Ve. Die Vektoren x; bis xp¢ sind die Koordinaten
der Knoten des Elements e.

Wie aus (3.155) ersichtlich, erhdlt man die Verschiebung fiir einen beliebigen Punkt mit
den Koordinaten x innerhalb des Volumens des Finiten Elements V., durch Multiplikation der

Interpolationsmatrix N¢ mit dem Vektor der Knotenpunktverschiebungen u®(x;). Der Vektor der
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1A
Element ¢

z
Element j
Y I
T

Abb. 3.8: Verkniipfung zweier Elemente ¢ und j

3 =4J

Knotenpunktverschiebungen wird in weiterer Folge als Vektor der Elementknotenfreiheitsgrade

q°® bezeichnet:

u®(x1) qf
u® X9 qe

q = Ce2) 2 (3.156)
ue(XnZ) qz;

Durch Einfithrung der Notation (3.156) wird aus (3.155) der in der Finiten Elemente Methode

allseits bekannte Ausdruck:
u(x) ~ u(x) = N° (X;X1,X27 . -an> q°, x€eVe (3.157)

Gleichbedeutend damit ist der Ausdruck fiir das Geschwindigkeitsfeld bzw. das in (3.154) benétigte
(virtuelle) Geschwindigkeitsfeld.

V(x) ~ v¢(x) = N° (X;Xl,XQ, . 'X"E) q°, xeV, (3.158)

Der Elementknotenfreiheitsgradvektor q€ bezieht sich auf die Knotenpunktverschiebungen eines
Elements. Da ein Korper immer aus einer Vielzahl an Elementen besteht, miissen diese in Relation
zueinander gebracht werden. Benachbarte Elemente eines Korpers haben immer auch gemeinsame
Knotenpunkte. Zu diesem Zweck wird zwischen lokalen und globalen Knotenpunkte unterschieden.
Die Verkniipfung der lokalen Knotenpunkte des Elements mit den globalen Knotenpunkten des

gesamten Korpers wird iiber die sogenannten Inzidenzmatrizen a® hergestellt.
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Wie in Abb. 3.8 dargestellt, besitzen die zwei benachbarten Elemente ¢ und j die gemeinsamen
Knoten: 1" = 27 =11, 2! = 3/ = I1I sowie 3' = 4/ = IV. Die Inzidenzmatrizen fiir die Elemente 4

und j ergeben sich wie folgt:

I II III IV 'V I II III IV V
1/0 I 0 O O 1/{I 0 0 O O
i 210 0 1 0 O b j 210 I 0 0 O (3.159)
a = ZW. a = .
310 0 0 I O 310 0 T O O
4\0 0 0 0 I 4\0 0 O I 0

mit den Eintragen I als Einheitsmatrix und 0 als Nullmatrix, welche beide genau so viel Zeilen und
Spalten besitzen, wie Freiheitsgrade pro Knotenpunkt vorhanden sind. Die Inzidenzmatrizen sind
an jenen Stellen ungleich Null, an denen die lokalen Freiheitsgrade des Elements mit den globalen
Freiheitsgraden zusammenfallen. Die Verkniipfung der Elementknotenfreiheitsgradvektoren q°¢

mit dem Systemfreiheitsgradvektor q erhélt man demnach wie folgt:
@“=a‘qeq=al. g (3.160)

Die Ausdriicke (3.155) und (3.158) werden nun in die Gleichung (3.154) eingesetzt, und in
weiterer Folge fiir die Einzelleistungen der inneren Krifte £, der duBeren Krifte £°** und der
Trigheitskrifte £? fiir jeweils ein Element ausgearbeitet.

Zuerst wird jedoch zur besseren Ubersicht eine Symbolik eingefiihrt, welche in der Literatur
(siehe [7]) oft als symmetrischer Gradient eines Vektorfelds V° bezeichnet wird. Verwendet man

die Definition des linearisierten Verzerrungstensors, lasst sich dies wie folgt verkiirzt anschreiben:

1|0u ou T 1 T s
6_2l8x+<8x> ]‘zVV@“) +Vou| =V (3.161)

Gleiches gilt fiir den virtuellen Verzerrungsratentensor:

A S AN | T
d_2l6>c+<8x> ]_2{(V®v) +V®v} = V% (3.162)

Nach Einfithrung von V* folgt also die Leistung der inneren Krifte:

£mt’€:—/a:&dvz— d:ogdV=—/ d:S:edV =

e Ve Ve

=— [ V¥ :S:VudV=—/ V°N®.q°:S:VN°.q°dV =
Ve Ve

. 3.163
=4 / (VN9 .S : VSN dV -q° = (3163)

=Ke
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wo fiir den Spannungstensor o das Hooke’sche Gesetz eingesetzt wurde:
oc=S:¢ (3.164)

mit S als den sogenannten Materialsteifigkeitstensor (in der Fachliteratur normal mit C bezeichnet;
in dieser Arbeit wird jedoch die Dadmpfungsmatrix so bezeichnet). Die Leistung der dufleren

Krafte:
Em’e:/f~€rdv+/T-VdS: f-N°.q°dV+ [ T -N°-§°dsS =
e e Ve Se

:/ & NT AV + [ §7 - NT.TdS =
Ve Se

. 3.165
:qu-(/ NeT . £ dV + NeT-TdS>: (3.165)
e Se
:pe
— éleT . pe
Die Leistung der Trégheitskrafte:

Et,e:_/Vep.b.{,dvz_/Vep,Ne.(--le,Ne.éledV:

:_/ éleT'NeT-p'Ne'(“ledV:
. 3.166
:_qu./ NeT'p_Nedv.qe: ( )

=Me
— _éleT . ME . éle

Einsetzen der Ausdriicke (3.163), (3.165) und (3.166) in (3.154) ergibt ein Gleichungssystem fiir

das Element e:

el e xel e e xel e e
a p-q ‘K-qg-q¢ M -q=0
T (3.167)

a4 (P —K° q°—M°-§°) =0

Um dieses Gleichungssystem fiir das gesamte System giiltig zu machen, muss zuerst der Schritt
der Assemblierung vollzogen werden. Dies geschieht durch den Zusammenhang zwischen Ele-
mentknotenfreiheitsgradvektor und Systemfreiheitsgradvektor welcher in (3.160) dargestellt ist.

Damit ergibt sich das Gleichungssystem fiir das gesamte System zu:

Ne Ne Ne
q’ - ZaeT -p¢— ZaET -K°-a°-q— ZaeT -M°-a®-q| =0 (3.168)
e=1 e=1 e=1

=p =K =M
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Dieser Ausdruck muss fiir alle beliebigen virtuellen Verschiebungsraten ¥ (bzw. in diskretisierter
Form fiir alle Q) erfiillt sein. Demzufolge muss der Klammerausdruck verschwinden, was nach

Umformen, die aus der dynamischen FE-Berechnung bekannte Gleichung liefert:
M-g+K-q=p (3.169)

Um dieses Gleichungssystem zu komplementieren, fehlt noch die fiir die Dampfung zusténdige
Matrix. Wie man diese erhélt wird unter 2.4 angefiihrt. Das Gleichungssystem sieht dann wie
folgt aus:

M- g+C-q+K-q=p (3.170)

Bevor dieses Gleichungssystem gelést werden kann, muss es noch an die Randbedingungen
angepasst werden. Dies geschieht, indem man zwischen aktiven Freiheitsgraden und Zwangsbe-
dingungen unterscheidet (siehe Craig Jr. u.a. [3, S. 445f] sowie Link [8, S. 230f]). Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit wird hier wieder auf den Démpfungsterm verzichtet. Aufspalten des System-
freiheitsgradvektors in zwei Vektoren q, (a fiir active) und q. (c fiir constraint) und gleichzeitige

Umordnung der Eintrdge der Systemmatrizen ergibt folgendes Gleichungssystem:

[Maa M] . { i } N [K K] . { oH }: { Pa(t) } (3.171)
M., M. dc Koo Kee dc Pc(t)

Unter der Voraussetzung, dass die Zwangsbedingungen klassischen Auflagerbedingungen ent-
sprechen, d.h. dass keine eingepriagten Auflagerverschiebungen bzw. -verdrehungen auftreten,

wird der Vektor q. und demzufolge §. gleich Null. Damit kann (3.171) als zwei getrennte

Gleichungssysteme angeschrieben werden und man spricht von einer ,Krafterregung*:

Maa : (.ia + Kaa Qe = pa(t) (3172)
pC(t) =M - Go + Keo - qa (3173)

Aus dem oberen Gleichungssystem (3.172) werden mittels der in 2.3 vorgestellten Verfahren,
die Beschleunigung q,(t), die Geschwindigkeit qq(t) sowie die Verschiebungen qq(t) der aktiven
Freiheitsgrade ermittelt. Aus (3.173) erhdlt man mit den errechneten Verschiebungen q, und
deren zeitlichen Ableitungen ¢, aus Gleichung (3.172), die zugehorigen Auflagerreaktionen pe(t).

Wirken zum Beispiel Auflagersetzungen, Erdbebeneinwirkungen, etc spricht man von einer
~Wegerregung®. In diesem Fall konnen die Komponenten des Vektors q. von Null abweichen und

von der Zeit abhéngig sein. Bei reiner Wegerregung wird (3.171) zu:
Mo - Qo + Koo - 9o = —Mae - G — Kae - qe (3174)

Aus welchen mit dem oben vorgestellten Verfahren die aktiven Verschiebungsgréfien , und deren

Ableitungen ermittelt werden kénnen.
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Wirkt auf das System gleichzeitig eine Krafterregung, wie auch eine Wegerregung, so muss das
gesamte Gleichungssystem (3.171) gelst werden. Dies geschieht in dem man zuerst aus der ersten
Zeile die aktiven Anteile ermittelt und mit ihnen dann aus der zweiten Zeile die dynamischen
Auflagerreaktionen ermittelt. Anteile aus Wegerregung und Krafterregung werden gedanklich zu
einer Einwirkung:

Mua - o+ Ko - Ga = Pa(t) = Mac - e — Kue - (3.175)

=p(t)




Kapitel 4

Die Briucke als schubstarrer Biegebalken mittels
der Finite Elemente Methode

Die einfachste Moglichkeit Briicken und ihr Verhalten zu simulieren, ist mittels einer Vereinfachung

des Tragwerks zu einem schubstarren Biegebalken, welcher nur durch vertikale Kréfte belastet

wird.

Fiir diesen Balken gelten folgende Einschrankungen:
Die Balkenlidnge ist um ein Vielfaches grofler als die Querschnittsabmessungen.

Die ausgelenkte Lage des Balkens (beschrieben in jedem Punkt durch x) liegt in der Néihe
der unausgelenkten Lage (beschrieben durch X), also ergibt sich:

x~X (4.1)

Der Balken wird auf seine Mittellinie reduziert. Alle Punkte des Querschnitts weisen die

gleiche Vertikalverschiebung auf.
w(z,y, z) = ws(x) (4.2)

Das Ebenbleiben der Querschnitte bei Verformung wird vorausgesetzt. Damit ergibt sich

der einfache Zusammenhang zwischen Querschnittdrehwinkel und Durchbiegung zu:

dwg(x)
t =— 4.3
an g(z) = ~ 2. (43)
Fir kleine Querschnittdrehwinkel ¢ < 1 darf wie folgt linearisiert werden:
dwg(x
tan g(z) = p(x) = ¢(z) ~ — (qu ) (4.4)

Infolge der reinen Belastung in vertikaler Richtung und der Vernachlassigung von Querdeh-

nung, kommt es zu keiner Verformung in Querrrichtung.

v(z,y,2) =0 (4.5)
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e Langsdehnungen haben bei kleiner Durchbiegung einen untergeordneten Stellenwert und
werden deshalb vernachléssigt. Die Verformungen in Richtung z-Achse resultieren aus der

Querschnittverdrehung:
dwg(z)
 z
dz

(4.6)

U($, Y, Z) = -

4.1 Bestimmen der Interpolationsfunktionen

Lit.: Kandler u.a. [7]

Man erkennt, dass im Vektor des Verschiebungsfeldes u(x) nur die Durchbiegung ws(z) als
Unbekannte vorkommt. Diese muss also durch Interpolationsfunktionen angendhert werden.
Um diese Interpolationsfunktionen zu erhalten, wird vorerst noch die natiirliche Koordinate
¢ € [—1,1] eingefiihrt. £ = —1 steht fiir das linke, £ = 1 fir das rechte Stabende. Zwischen der

natiirlichen Koordinate £ und der physikalischen Koordinate x besteht folgender Zusammenhang:

L

Um die in der inneren Leistung £, siehe (3.163) vorkommenden Verzerrungen e korrekt
annahern zu konnen, miissen die Interpolationsfunktionen mindestens Polynome 3. Grades sein.

Dies erkennt man in der einzigen von Null ungleichen Verzerrung e,,:

ou d2wg ()
xx = =" =—-—-— 4.
© oz da? - (48)

Demzufolge wird fiir die Durchbiegung ws(x) folgender Ansatz verwendet:

ws(§) =co+aé+o+ad=1 ¢ & & (4.9)

mit cg, ¢1, co und c3 als Polynomialkoeffizienten, welche sich im Anschluss durch die Randbedin-

gungen festlegen. Die einmalige Ableitung nach £ der Durchbiegung ergibt sich zu:

dws(§)
dé

Dieser Ansatz fiir die Durchbiegung und deren Ableitung miissen jetzt noch an die tatsichlichen

=c + 202§ + 3C3§2 (4.10)

Randbedingungen des Balkens angepasst werden:

ws(€ =—1) =w; ws(€ =1) =wy (4.11)

dws (E=—-1)=—¢ (E=1)=—¢2 (4.12)

dws dws
dé

dg
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Einsetzen und Auswerten dieser Randbedingungen in (4.9) und (4.10) ergibt folgendes Glei-
chungssystem:

1 -1 1 -1 Co w1
0o -1 2 -3 ) a _ b1 (4.13)
1 1 1 1 Co wo
0 -1 -2 -3 c3 o)

Linksseitige Multiplikation mit der Inversen der Matrix aus (4.13) und Auflésen des Gleichungs-
system nach dem Polynomialkoeffizientenvektor c ergibt nach anschlielendem Einsetzen des
Ausdrucks in den Ansatz (4.9) den Interpolationsfunktionsvektor N¢(§):

2 -1 2 1 w1
_ 9 .3 1 -3 1 3 1 ' 01 _
ws(© =[1 ¢ & & A P (4.14)
1 -1 -1 -1 b9
w1
1 3 2 3 3 2 3 ¢1
= 2-86+¢ —1re4@-€ 243-8 146-8 - (4.15)
w2
= Ne(§) b9

Es sei zu erwdhnen, dass obwohl in (3.155) von einer Interpolationsmatrix N¢ die Rede ist,
diese sich hier zu einem Vektor reduziert. Dies riithrt aus der Tatsache, dass im Vektor des
Verschiebungsfelds u(x) = [u(x) v(x) w(x)]” nur eine einzige Unbekannte existiert, welche
angendhert werden muss, namlich wg(x).

Die Ansatzfunktionen fiir die natiirliche Koordinate sind also wie folgt definiert:

N1(§) 1 (2-3¢+8)
) M@ | ) i1+ -8
N(¢) = o) [ 1 AR (4.16)
Na(§) (1+re-¢-¢8%

Nach Ubergang auf die physikalische Koordinate, gemif (4.7) ergeben sich die Interpolations-
funktionen pro Element (siehe Abb. 4.1) zu:

Ni(x) 715 (L + 2)(L — 22)*
er ) Ns(x) | ) —gp=(L—22)*(L+2x)
N =0 New) (T a(L— o)L+ 20 (.17
N§(x) gz (L — 22) (L + 22)*
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b fiﬁj

(P Element ¢ @
w; w;

| —L/2 10 L/2| =z
-1 | G

Fiir die Durchbiegung w; und wj:

Ny N3
Fiir die Verdrehung ¢; und ¢;:
ﬂQ
1 Ny /ﬂ%

Abb. 4.1: FEM-Interpolationsfunktionen fiir den gelenkigen Balken mit 4 Freiheitsgraden

4.2 Herleitung der Elementmatrizen M°¢ und K°

Unter Anwendung dieses Interpolationsvektors kann die Durchbiegung wg(z) wie auch die

virtuelle Verschiebungsgeschwindigkeit g (z) wie folgt angegeben werden:
wg(z) = N¢(z) - ° sowie wg(z) = N¢(z) - §° (4.18)

Auf Basis dieser Naherung werden nun die einzelnen Leistungsterme und daraus die das
System beschreibenden Matrizen gewonnen. Da bei schubstarren Biegebalken nur entlang der
Verzerrung e, Arbeit verrichtet wird, reduziert sich der Ausdruck fir das Hooke’sche Gesetz in

Vektorschreibweise auf den einzigen von Null unterschiedlichen Eintrag o,:
o=S-€e= 0y, = Fe,, (4.19)

mit S als dem Materialsteifigkeitstensor (hier mit S bezeichnet, anstatt der iiblichen Bezeichnung

C, um eine Verwechslung mit der Dampfungsmatrix ausschlieflen zu kénnen).
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Die Leistung der inneren Kréfte eines Elements ergibt sich zu:

Lo —— [ 98 Viudv = [ d i Eeen, v
Ve e

2hg(x 2wg(z
() () o

xel Ly d2 e d2 e e
=47 E A (N“(z))" - = (N“(a)) dz-q

e

Mit der doppelten Ableitung der Interpolationsfunktionen nach x:

12z
a2 o1 L(L — 6z)
a2 N @) =13 12z 421)
—L(L — 6x)

erhdlt man somit nach Auswerten des Integrals nach den Grenzen [—%, %} die Elementsteifig-

keitsmatrix K¢ zu:
12 —-6L —-12 —6L

EA,, |-6L 4L? 6L 2L?
L? |-12 6L 12 6L
—6L 21?2 6L 4L2

K° =

(4.22)

Aus dem Leistungsterm der Trégheitskrifte erhdlt man die Bestimmungsgleichung fiir die

Massen- bzw. Tragheitsmatrix M¢:

M = /VeNe(:v)T-p-Ne(x) dv

L)2

=p-A. N¢(z)T - N¢(z) dz =
—L/2
156 —922L 54  13L (4.23)
L |—-22L 4I? —13L -3L2

420 | 54 —13L 156  22L
13L. —3L% 922, 412

4.3 Lastvektor p° fiir eine Folge von bewegten Lasten

Der Lastvektor p, beinhaltet pro Freiheitsgrad des Systems eine Funktion, welche die Uberfahrt
von einer Folge von Einzelkréften darstellt. Die genannten Einzelkréifte reprisentieren die Achsen
der Wagone. Da der Balken in Elemente unterteilt ist, befindet sich auf jedem Element nur
zu einem gewissen Zeitpunkt eine Last. Zur Veranschaulichung des Konzepts wird die Folge
von Einzelkréften vorerst auf eine einzelne iiberfahrende Kraft reduziert. Diese Kraft soll sich
iiber einen Balken bewegen, welcher durch n Elemente diskretisiert ist. Die Position der Kraft

am Balken wird durch eine Laufkoordinate s;(¢) beschrieben. Diese globale Laufkoordinate
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si(t) = vt

Element 1 | Element 2 L Element e L Element n° |
I T T // T T // T 1

si(t)—=  si(t)—= s (t) —> sp(t) —

L L L L

e

L L L L
~-L 0 -L 0 ~L 0 £ 0

| Briickenlédnge Lges |

Abb. 4.2: Zusammenhang der globale Koordinate mit den Elementkoordinaten

hat ihren Nullpunkt am linken Ende der Briicke, die lokale Laufkoordinate eines Elements
hat den Nullpunkt jedoch immer in Elementmitte. Diese lokalen Laufkoordinaten werden fiir
e=1,2,...,n Elemente mit s§(¢) bezeichnet. Es besteht folgender Zusammenhang (siche Abb.
4.2):

si(t) = si(t) — L_ (e—1)L= ot —I—£ —elL (4.24)

2 :8-; 2

mit L als der Linge eines Elements. Da die globale Koordinate nicht in der Mitte des ersten
Elements anfingt, wird von ihr der Term £ abgezogen. Der Ausdruck (e — 1)L wird subtrahiert,
um den Koordinaten-Versatz von L von Element zu Element ausgleichen zu kénnen. In der
Zeitspanne, in welcher sich die Last auf einem bestimmten Element befindet, bewegt sich die
lokale Koordinate somit von —% zZu % In diesem Bereich sind auch die Interpolationsfunktionen
definiert. Dariiber hinaus haben diese Werte physikalisch keine Bedeutung, wie in Abb. 4.3 mit
strichlierten Linien dargestellt.

Mathematisch wird eine Einzellast durch die sogenannte Dirac-Delta-Funktion bzw. Stofsfunk-
tion §(x) beschrieben. Dabei ist « die Koordinate entlang des Balkens und gibt jeden beliebigen
Punkt dieses Balkens an. Soll sich diese Einzellast bewegen, muss die Funktion mit einer zeitab-
hangigen Variable ergdnzt werden. Verwendet man die lokale Laufkoordinate als Variable erhélt
man folgenden Ausdruck:

0, x#sf(t)
1, x=s%(t)

2

(4.25)
Mit der Amplitude der Kraft F;(¢) und der Definition fiir die Wanderlast T, (x, t):

T (1) = Fy(t) - 8(x — s5(1)) (4.26)

1
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Abb. 4.3: Interpolationsfunktionen auflerhalb des physikalisch sinnvollen Bereichs [—%, %]

und mit der aus (3.165) fiir den Sonderfall des Balkens gewonnenen Formel fiir den Elementslast-
vektor p°:
L/2

£ete = | Tz, t) - ﬁ;(x) ds = T.(z,t) - N¢(z) - q°¢ dz =
ge —L/2

. L/2
=4 [ (N Teot) do
)

(4.27)

=ps

kénnte man eine Definition fiir den Lastvektor erhalten, welcher jedoch auch dann einen Einfluss
auf das Element ausiiben wiirde, wenn die Last noch nicht bzw. sich schon ldngst nicht mehr
auf diesem befinden wiirde. Dies rithrt daher, dass die Interpolationsfunktionen auch auflerhalb
von [—%, %} definiert sind. Die erhaltenen Werte (siehe Abb. 4.3) sollen in der Berechnung
jedoch nicht berticksichtigt werden. Die Interpolationsfunktionen miissen deshalb auflerhalb dieses
Definitionsbereichs den Wert 0 ergeben.

Die Losung dieses Problems liefert eine Funktion, welche 1 liefert solange man sich innerhalb
des Elements befindet und anderfalls den Wert 0 hat. Durch Kombination zweier Heavisideschen
Sprungfunktionen H(x) wird die geforderte Rechteckfunktion R(z) gewonnen. Mit der Definition

der Funktion H(x + a) zu:

0, =<0
H(x):{ L eso0 (4.28)

erhilt man R(x) zu

R(m)—H<m+§>—H(x—§)—{?’ :i:z (4.29)

ol ol
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Kombination dieser Funktion mit dem Ausdruck der Wanderlast T (x,t) aus (4.26) ergibt eine

neue Definition ebendieser zu:
T.(x,t) = Fi(t) R(x) §(z — s§(t)) (4.30)

Einsetzen von (4.30) in (4.27) ergibt die korrekte Funktion fiir die Wanderlast mit der Ampitude
FZ‘I

. B L/2 Ne T r R 5 e d
pz(t)/_L/Q( ()" Fi(t) Rlz) (z — s(¢)) dz (4.31)

= (N°(s5(1)))" Fi(t) R(s5(2))

(2

wobei von folgender Eigenschaft der Dirac-Delta-Funktion Gebrauch gemacht wurde (siehe [12,
S. 327]):

6(f) = /L5(fﬂ — 57 (1) f(z) do = f(s7(1)) (4.32)

Um von der Uberfahrt einer einzelnen Last zu einem vollstéindigen Zugmodell zu kommen,
miissen ein paar Erweiterungen getroffen werden. Die zur Last F; gehorende globale Laufkoor-
dinate s;(t) muss um einen Term erweitert werden. Zur besseren Vergleichbarkeit werden im

Folgenden die Zusammenhénge aus der Dissertation von Mahr [9, S. 63f] ibernommen:
Si(t) =0 (t - Atli) (433)

Die Zeitverzogerung einer i-ten Last Aty; wird immer auf die allererste Last bezogen und ergibt
sich wie folgt:
l1.
Ath‘ = ﬁ wobei l11 =0 (4.34)
v
mit [y; als Abstand der i-ten Last zur ersten Last. Damit ergibt sich die globale Laufkoordinate
Zu:

S; (t) =t — lli (435)

Einsetzen in den Ausdruck fiir die lokale Laufkoordinate (4.24) ergibt:

s§(t) = vt — 1y — g —(e—1)L (4.36)

Die in Abb. 4.4 dargestellten Lasten und deren Abstinde zueinander sind durch verschiedene
Zugmodelle gegeben. Es konnen beliebige Zugmodelle verwendet werden, solange diese in der
angegebenen Form sind. In dieser Arbeit wird auf die Verwendung von spezifischen Zugmodellen
zugunsten von dquidistanten Lasten verzichtet, da bei dquidistanten Lasten die Resonanzeffekte

eindeutiger bestimmt sind.
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Fy(t) Fi(t)

i l12
\ 4 \ 4

S92 (t)

s1(t)

Briickenldnge Lges

Abb. 4.4: Uberfahrt einer Folge von Einzelkriften (vgl. [9, S. 64])

4.4 Assemblierung

Wie im vorigen Kapitel konzeptionell erkléart, muss nach Bestimmen der elementspezifischen
Matrizen und Vektoren der Schritt der Assemblierung vollzogen werden. Hierzu wird pro Element
eine eigene Matrix erzeugt, deren Zeilenanzahl der Anzahl der lokalen Elementfreiheitsgrade
entspricht und welche gleich viele Spalten hat, wie globale Freiheitsgrade. Bei den vorhin
gewahlten Balkenelementen mit vier Freiheitsgraden und einer Diskretisierung mit ng Elementen
ergeben sich npor = 2 (ng + 1) globale Freiheitsgrade. Jede Assemblierungsmatrix a® ist somit
eine 4 X npop-Matrix. Die Zusammenhénge zwischen lokalen Freiheitsgraden und globalen
Freiheitsgraden ergeben sich nach folgender Tabelle, bei welcher die Zelleninhalte die globalen

Freiheitsgrade angeben:

Tab. 4.1: Zusammenhang der globalen und lokalen Freiheitsgrade

Elementfreiheitsgrade

1 2 3 4
Element 1 1 2 3 4
Element 2 3 4 5 6
Element 3 5 6 7 8

Element ng | 2(ng+1)—3 | 2(np+1)—2 | 2(ng+1)—1 | 2(ng+1)

Die Matrix a® des Elements e sei wie folgt definiert:
a®=af; mit i=1,2,3,4und j=1,2,...,npor (4.37)

Beschreibt 7 den lokalen Freiheitsgrad, derer es 4 bei diesem Balkenelement gibt und 5 den globalen
Freiheitsgrad, so folgt bei von links nach rechts ansteigender Ordnung der Elementnummern, j

als Funktion von 7 und e:
j=2e+1)—4+1 (4.38)
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Somit gilt fiir alle Eintrage der Matrix, auf welche die obige Gleichung zutrifft:

U 2(et1)—ati = 1 (4.39)

Alle anderen Eintriage der Matrix a® sind Null. Als Beispiel ergibt dies fiir das 2. Element eines

in 3 Elemente diskretisierten Balkens:

firi=1:  alyp) 4 =0l =1
fliri=2: a2 _ =a3,=1
" ;,2(2+1) 4+2 274 (4.40)
fir i =3: a3 2(241)—4+3 = 435 = 1
firi=4: a42172(2+1)—4+4 = aiﬁ =1
Dies fiihrt ausgeschrieben zu:
001 00 O0O0OTO0
0001 0O0O0OTO0
L2 (4.41)
00001000
000 0O0OT1O0OTPO0

4.5 Anpassen der Randbedingungen

Wurde aus den einzelnen Elementen durch die Assemblierung ein Balken, so miissen im néchsten
Schritt noch die Randbedingungen angepasst werden. Im statischen Fall kann in zwei Typen von

Randbedingungen unterschieden werden:

e Neumann-Randbedingungen entsprechen Kontaktkréifte, welche an der Oberfliche des

Balkens angreifen und im Lastvektor direkt angegeben werden

e Dirichlet-Randbedingungen entsprechen Verschiebungsgrofien an den Freiheitsgraden:

¢; = ¢; (mit g; als eingeprégte Verschiebungen)

Sind die Randbedingungen nach Dirichlet gleich Null so spricht man von homogenen Randbe-
dingungen. Dies ist der Fall fir klassische Auflagerbedingungen. Nach (3.172) kénnen also die
zur Randbedingung zugehorige Zeile und Spalte des Gleichungssystems entfernt werden. Pro
Freiheitsgrad, an dem also eine Randbedingung dieser Art angebracht wird, reduzieren sich die

Groflen der System-Matrizen um eine Zeile wie Spalte.
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Am Beispiel des statischen Gleichungssystems K - q = p(t) wird fiir einen mit zwei Elementen
diskretisierten Balken mit der Lange 2L die Anpassung der Randbedingungen gezeigt. Nach

Assemblierung lautet die Steifigkeitsmatrix:

12 —6L —-12 —6L 0 0 |

—6L 4I? 6L 2I2 0 0
EI |-12 6L 24 0 -12 —6L
L3 |—6L 212 0 8L%2 6L 2L?

0 0 -12 6L 12 6L

0 0 —6L 2L? 6L 412

Von den insgesamt 6 globalen Freiheitsgraden des Balkens stehen die Freiheitsgrade ¢, ¢3 und
g5 fir die Durchbiegung am Stabanfang, in Stabmitte und am Stabende. Die zur Verdrehung
gehorenden Freiheitsgrade sind ¢2, g4 und gs. Im Falle einer gelenkigen Lagerung des Balkens

wird der 1. und 5. Freiheitsgrad mit einer homogenen Dirichlet-Randbedingung versehen:
@1 =q =0 sowie ¢5=¢5=0 (4.43)

Unter Anwendung von (3.171) kénnen die 6 Freiheitsgrade in zwei Vektoren q, und q. eingeteilt

und das Gleichungssystem umgestellt werden.

q2
) @ 3 { @ }_ { 0 }
qo = und q; = = (4.44)
qa a5 0
g6
(412 6L 2L2 0 —6L 0 | 0@ P2
6L 24 0 —6L —12 —12 a3 P3
EI 2L2 0 8L*> 2L? —6L 6L Jau |l _ ) (4.45)
L3 | 0 —6L 2L 4I® 0 6L % 6 ’
—6L —12 —6L 0 12 0 0 Pl
| 0 —-12 6L 6L 0 12 0 D5

Wie aus dem Verschiebungsvektor in (4.45) ersichtlich, werden die Eintridge der letzten zwei
Spalten jeweils mit 0 multipliziert und kénnen deshalb gestrichen werden. Weiters werden die

letzten beiden Zeilen des Gleichungssystems entfernt, da in Richtung der Freiheitsgrade 1 und 5
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keine fiir die Durchbiegung relevanten Kréfte wirken konnen, da diese direkt ins Auflager geleitet

werden. Damit bleibt das folgende zu lésende Gleichungssystem iibrig:

417 6L 2L> 0 0 P2
Ef[ 6L 24 0 —6L qs3 N p3 (4 46)
L3 212 0 8L? 2I? qu P4 '
0 —6L 2L2 4L2 de Pe
—— N———
=Kaa = Qa = pa(t)

Aus den letzten beiden Zeilen von (4.45) ergibt sich jedoch bei bekannten q, eine Bestimmungs-

gleichung fiir die Auflagerreaktionen an den mit Zwangsbedingungen belegten Freiheitsgraden:

q2
FEI |—6L —-12 —6L O
b1 == ) @ (4.47)
D5 L3 | 0 -12 6L 6L @
——
:pC(t) = Kac de
——
= da

Analog wird im dynamischen Fall vorgegangen, hier miissen zusétzlich noch die Trégheits- wie

die Dampfungsmatrix angepasst werden.

4.6 Anbringen von Federn sowie Zusatzmassen

In vielen Situationen kann es zu wenig sein, das Tragwerk mit Standard-Lagerungsbedingungen
zu versehen. Eine gewisse Nachgiebigkeit der Auflager, wie sie zum Beispiel beim Ubergang von
Briickentragwerk zu den Auflagern aus Erdkorpern auftritt, fliefit somit nicht in die Berechnung
ein und fithrt zu einer falschen Bewertung der Systemsteifigkeit, was zu falschen Planungsansétzen
fiihren kann.

Um dies zu vermeiden, kann es oft von Vorteil sein, Federn am System anzubringen. Wie
dies geschieht, wird an dem aus Dehn- und Balkenelementen gekoppelten System aus Abb. 4.5
gezeigt. Hier ist der zweite Freiheitsgrad des Dehnstabs gleichzeitig der erste Freiheitsgrad des
Balkenstabs. Mit den Elementsteifigkeitsmatrizen fiir den Dehnstab (4.48) und den Biegestab
(4.49) und nachfolgender Assemblierung:

EFA|1 -1
K{=— 4.4
i< I [_1 1] (4.48)

12 —6L, —12 —6L,
e - B[ =6Ls 4L 6L, 2L (4.49)
YT | 12 6L, 12 6L '

—6L, 2L} 6L, 4L}



4.6 Anbringen von Federn sowie Zusatzmassen 73

El 2
- k
~ N EA

EAAk_ ¢«

2L,

|
!

q1

Abb. 4.5: Zusammenhang zwischen einem Dehnstab und einer Auflagerfeder

erhédlt man unter Annahme, dass der Balkenstab am unteren Ende (globaler Freiheitsgrad 1)

gelagert ist, folgende Systemmatrix:

[ £A —£4 0 0 0 0 0
L, Ta
_EA BA | 1281 _ 6Bl _12BI _6EI 0 0
Lq La L} L2 L3 L7
__6EI 4FE1 6E1 2E1
0 2 Lo 12 Ly 0 0
0 _12EI 6E1 24E1 0 _12EI _6EI
L3 L2 L} L} 7
0 __6EI 2E1 0 8FE1 6E1 2EI
Lg Lb Lb Li Lb
_12E7 6FE1 12FE1 6E1
0 0 0 S
__6EI 2E1 6E1 4FE1
L 0 0 0 L, 12 L

Anpassen der RB It. (3.171)

EAAk

(4.50)
Ersetzen von I,

k+12E1 _6EI _12EI _ GEI

Ly Ly Ly

- 6EI 4F1 6E1 2E1
L? Ly L? Ly,
12E1 6E1 24F1 0

3 2
Lb Lb Lb

__ —6EI 2E1 0 8EI

L? Ly Ly

Anstelle des Ausdrucks fiir die Dehnsteifigkeit %j kann eine beliebige Federsteifigkeit k£ eingesetzt
werden. Analog dazu kénnen Drehfedern an den Freiheitsgraden fiir die Verdrehung eingefiigt
werden.

In der Modellbildung von Briickentragwerken ist es oft notwendig Zusatzmassen entlang des
Tragwerkes anbringen zu kénnen, wie in Abb. 4.6. Im Falle dieser Punktmasse, ohne Berticksichti-

gung der Rotationstragheit, wird an der Position des 3. Freiheitsgrad in der Tragheitsmatrix der
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q1 q3 g5
q2 44 (]
ha - A
|4 L l/ L |/
A 7 7

Abb. 4.6: Balken mit zusatzlicher Punktmasse in Feldmitte

Term um die Punktmasse M ergénzt. Somit ergibt sich folgende Massenmatrix nach Anpassung

der Randbedingungen (Entfernen der 1. sowie 5. Zeile bzw. Spalte):

AL2m* —13Lm*  —3L*m* 0
—13Lm* 312m*+ M 0 13Lm* L
M = mit m* = pA— 4.51
_3L2m 0 SL2m*  —3L2m* P 420 (451)
0 13Lm* —3L%2m* 4L?m*

4.7 Koppeln von Balken

Zur Untersuchung der lastverteilenden Wirkung der Schienen und des Gleisschotters benotigt
man ein Modell aus durch Federn gekoppelter Balken. Wie schon im Unterkapitel 4.6 wird dafiir
die Analogie zwischen Dehnstab und Feder verwendet. In Abb. 4.7 erkennt man die Kopplung der
Freiheitsgrade g3 des oberen mit g9 des unteren Balkens. Ohne diese Verbindung verhalten sich
die beiden Balken als voneinander getrennte Systeme und die Systemsteifigkeitsmatrix beinhaltet
zwei separate Matrizen. Diese wiirden sich nach Anpassung der Randbedingungen wie folgt
ergeben (mit der Biegesteifigkeit und der Lénge des ersten Balkens EI;, Ly und des zweiten
Balkens Eljy, Lyj):

F4FE1; 6FI; 2E1;
I 12 I 0 0 0 0 0
61 24F1 61
L%I 7 L 0 — L%I 0 0 0 0
2E1; SEI;  2EI;
I, 0 I I 0 0 0 0
0 OBl 2BL  4EL 0 0 0 0
K = 1 1 1 (4 52)
O 0 0 0 AEI;f 6FEIrr 2FEI;r 0 :
Lyt L7, Lip
El 24FE1 6FE1
0 0 0 0 6EIr; II 0 _ Ir
2251] L§I 8E1 QEI}%I
Ir Ir Ir
" ’ " ’ L 6%] Qélfl 4%111
_ 17 17 11
L 0 0 0 0 0 L%, Lig Lir |

Die Zellen der 1. bis 4. Zeile und der 1. bis 4. Spalte (links oben), sowie die Zellen der 5. bis 8.

Zeile und der 1. bis 4. Spalte (rechts unten) sind belegt. Da sich zwischen diesen beiden Bereichen
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q1 q3 q5
q2 (, q4 d6

A A
;k

q7 q9 q11
m qs (D(ho $Q12

v 2L y
£ 7

Abb. 4.7: Durch Feder gekoppelte Balken

keine Kopplungen befinden (Eintrége in den Quadranten links unten, sowie rechts oben sind Null)
kann man erkennen, dass diese Matrix zwei ungekoppelte Systeme beinhaltet. Man kénnte die
besetzten Quadranten (links oben und rechts unten) auch separat als eigene Gleichungssysteme
fiir den zugehorigen Balken berechnen. Um nun eine Kopplung der beiden Balken zu erhalten,
werden diese beiden Quadranten miteinander verbunden, indem man zur Systemmatrix folgende

Matrix addiert:

k -k
KFeder [—k‘ L ] (453)

Davor muss diese jedoch noch durch Assemblierung auf die entsprechende Gréfie gebracht und
an die Randbedingungen angepasst werden. Damit erhélt die Matrix die entsprechende Grofie
der Systemmatrix und verbindet die miteinander zu koppelnden Freiheitsgrade in der Matrix
durch Addition des Terms k zu den Eintragen k33 sowie kgg in der Hauptdiagonale bzw. —k in
den Nebenbereichen k39 und kg3, wenn man die Kopplung in Abb. 4.7 betrachtet. Infolge dessen

erhélt man die Systemmatrix der beiden gekoppelten Balken zu:

[4EI 6E1

L 651 2EL g 0 0 0 0
6EI 24BI 4 o _SEL —k 0 0
2L 0 SEL 2L 0 0 0
k_|* & T 0 ! o0 (4.54)
0 0 o o 4L SEL 2B
0 —k 0 o SH HE4r o -
0 0 0 0o 22 0 851 281
0 A

Diese Vorgehensweise kann fiir beliebig viele gekoppelte Freiheitsgrade angewendet werden.
Bei der Elementsverteilung iiber die Balkenldnge ist jedoch darauf zu achten, dass sich die
zu koppelnden Elementknoten tibereinander befinden. Ist dies nicht der Fall, so kann nicht

mit den vorgestellten Balkenelementen gearbeitet werden. Diese weisen keine Freiheitsgrade in
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horizontaler Richtung auf, welche fiir schrige Kopplung jedoch benétigt werden. Zusétzlich muss
die Kopplungsmatrix in die Wirkungsrichtung transformiert werden. In dieser Arbeit wird deshalb
duflerst Acht darauf gegeben, dass sich die zu koppelnden Freiheitsgrade genau iibereinander

befinden.



Kapitel 5
Beschreibung des untersuchten Modells

Das Modell besteht aus zwei vertikal gekoppelten Balken, welche jeweils den Gleiskorper (be-
stehend aus zwei Schienen und den Schwellen) und das Tragwerk darunter représentieren. Wie
schon erwahnt, werden die vertikalen Freiheitsgrade der beiden Balken miteinander durch Federn
mit der Steifigkeit k. = 45kN/mm (siehe Dissertation von Spengler [15]) gekoppelt. Da sich
in Tragwerksmitte immer ein Knotenpunkt befinden muss, werden von diesem ausgehend in
d. = 60 cm Abstidnden die Federn angebracht. Die Freiheitsgrade der Verdrehung bleiben frei und
werden nicht gekoppelt. Ebenso hat dieses Modell keinen Schubverbund, sowie Federsteifigkeiten
entlang der Langsachse, wie dies in diversen Modellen laut [9] verwendet wird, da nur die
lastverteilende Wirkung des Gleisschotters untersucht wird.

Die Elementlingen dgr des Tragwerks sind kleiner gleich d. = 60cm. Durch Balkenldngen
welche nicht ganzzahlig gerade durch 60 cm teilbar sind, kann es aus vorhin erwédhntem Grund,
dass es immer einen Mittelknoten gibt, zu kiirzeren Elementléngen am Anfang bzw. Ende des

Tragwerks kommen. Als Beispiel sind bei einem 3 m langen Balken die Elementgréfien wie folgt:
30cm — 60cm — 60cm — 60cm — 60cm — 30 cm

Kiirzere Elemente bringen der Berechnung keine wesentlichen Vorteile und werden deshalb nicht

verwendet.

Regelbereich l Abfahrtsrampe J

Il
T T 1

EI., p

} Auffahrtsrampe

Ty S 2

Losy Ly Loy ,
7

ke
ke
ke
k
k
ke
ke
k

Abb. 5.1: Berechnungsmodell mit Anfahrts- und Abfahrtsrampe mit steigender Federsteifigkeit
zum Anfang/Ende hin (siehe 5.3) - Fahrtrichtung links nach rechts; Balkenmodell
mittels Rayleigh-Dampfung geddmpft (siehe 5.1.3)
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Der Gleiskorper besteht aus zwei Schienen (UIC 60) und Schwellen, angeordnet alle d. = 60 cm.

In 5.4 wird die Auswirkung des Gleiskorpers auf die Gesamtberechnung genau beschrieben.

5.1 Eigenschaften des Modells

5.1.1 Masse
Die Masse des Gleiskorpers fiir die Berechnung ergibt sich folgend:

o Metermasse der zwei Schienen: p, = 120 kg/m

o Masse einer Schwelle alle d. = 60 cm zu my = 300kg (u; = %%Oclff = 500kg/m)

Die Masse der Schwellen wird im FE-Modell als Punktmasse iiber den Federn in der Massenmatrix
des Gleises modelliert.

Da die gesammelten Briickendaten wie sie z.B. in [4] und [6] vorkommen, die Masse der
gesamten Briicke inklusive Gleiskorper, Schotter, usw. enthaltet, wird fir die Berechnung die

Masse des Tragwerks wie folgt ermittelt:

Hb = UDaten — (,U/T + ,U/t) (51)

In der Masse des Tragwerks py ist somit die Tragwerksmasse und die Schottermasse enthalten,
jedoch nicht die Masse der Schwellen und des Gleises. Bei komplexerer Modellierung kann die
Schottermasse als eigene Punktmasse zwischen Gleiskérper und Tragwerk beriicksichtigt werden.
Diese Punktmasse wird jeweils mit einer Feder mit dem Gleiskérper und dem Tragwerk verbunden.

Diese zwei in Serie geschalteten Federn ergeben dann gesamt die Schottersteifigkeit k..

5.1.2 Biegesteifigkeit

Die Biegesteifigkeit des Gleiskorpers ist die doppelte Steifigkeit einer UIC' 60-Schiene und ergibt
sich zu:
EI. = 21000kN/cm? x 2 x 3055 cm* (5.2)

Die erste Eigenfrequenz des Tragwerks wird iiber die Tragwerkslédnge laut dem von Fryba [6,
S. 85 f] hergestellten Zusammenhang ermittelt und folgt fiir Tragwerke aller Typen der folgenden
Formel:

fi=133xL;" (5.3)

Die obere bzw. untere statistische Grenze der Eigenfrequenz wird durch Verdopplung bzw. Halbie-
rung der Frequenz erhalten. Dieser Ansatz wird deshalb verwendet, um fiir die Parameterstudie

einen moglichst grofien Bereich an real vorhandenen Tragwerken abdecken zu kénnen.
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Aus der empirisch ermittelten Eigenfrequenz f; des Tragwerks erhélt man mit der Lange L

und der Masse ppgten des Tragwerks die Biegesteifigkeit zu:

2
2f1 L2
EIDaten:< fl b) M Daten (54)

™

Die so erhaltene Biegesteigikeit EIpgten, wird dann in einfacher Naherung um die Biegesteifigkeit

des Gleiskorpers verringert, da kein Verbund zwischen den Balken herrscht:

EI, = Elpaen — EI, (5.5)

5.1.3 Dampfung

Das Modell wird mit der sogenannten Rayleighdimpfung gedampft (siche Unterkapitel 2.4.6):

C=aM + pK
mit « = (27r)2fmfn/8
B ¢
I G 1)

Die Frequenzen f,, und f, sind bei einem gelenkig gelagerten ungekoppelten Biegebalken die
erste und zweite FEigenfrequenz fi und fs. Bei dem Modell mit zwei gekoppelten Balken kénnen
zwischen der ersten und zweiten Eigenform des Tragwerks weitere Frequenzen liegen, welche
dem Gleiskdrper zuzuordnen sind. Fiir die Dadmpfung werden deshalb die zwei Eigenformen
gewéhlt, deren Eigenfrequenzen der ersten und zweiten Eigenfrequenz (analytisch berechnet) des
Einfeldtragers am dhnlichsten sind. Damit soll gewéhrleistet werden, dass immer die zwei ersten
Biegeeigenformen des Tragwerks die Frequenzen f,, und f, fiir die Dampfung nach Rayleigh
liefern (siehe auch Unterkapitel 2.4.6) und nicht irgendwelche Eigenformen des Gleiskorpers.

Die Démpfungskonstante ¢ ist der Mittelwert der aus der Tabelle 6.6 der ONORM EN 1991-2
[11, S. 85] erhaltenen Werte fiir ¢ (mit der Bedingung L < 20m):

Stahl-/Verbundtragwerke: ¢(=0,5+0,125(20 — L) (5.6)
Spannbetontragwerke: ¢(=1,040,07(20 - L) (5.7)
Stahlbetontragwerke: ¢(=15+0,07(20—- L) (5.8)

Damit ergibt sich fiir die Dampfung folgende Formel:
¢(=140,0883 (20— L) (5.9)

Die Mittelung der Dampfung erfolgt deshalb, weil die verwendeten Briickendaten zur Bestimmung
der empirischen Gleichung (5.3) auch unterschiedliche Tragwerke enthalten und keine genaue

Abgrenzung der verschiedenen Typen gemacht wurde.
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5.2 Parameterfeld

Die wesentlichen Parameter fiir die Berechnung sind:
o Spannweite L = {3,3.5,4,4.5,5,6,7,8,9,10, 12,14, 16, 18,20} [m]
o Metermasse u = {7.5,17.5,25} [t/m]

o Eigenfrequenz fi[Hz| It. empirischer Formel v. Fryba (5.3), fiir alle Balken jeweils Berech-
nung aller drei Frequenzen:

— unterer Bereich der Eigenfrequenz: fi, = 133 x L;O’g X %

— mittlerer Bereich der Eigenfrequenz: f ,, = 133 X L;O’g

— oberer Bereich der Eigenfrequenz: fi, = 133 x Lb_o’9 X 2

Die Biegesteifigkeit EI ergibt sich infolge dieser drei Parameter. Aus diesem Parameterfeld
ergeben sich insgesamt 135 Balken (15 Tragwerksliangen x 3 Massenbelegungen x 3 Frequenzen),
welche untersucht werden miissen.

Zur unteren Grenze der Spannweite von L = 3m ist zu erwihnen, dass diese die Bedingungen
L > b (b..Balkenbreite) bzw. L > h (h...Balkenhohe) des Balkenmodells nach Bernoulli-
Euler verletzt. Fiur solch kurze Spannweiten sollte ein komplexeres Modell (z.B. Plattenmodell)

verwendet werden. Da in dieser Arbeit die lastverteilende Wirkung des Gleiskorpers gezeigt

werden soll, werden diese kurzen Spannweite aus Untersuchungszwecken jedoch auch mit dem
Bernoulli-Euler-Modell berechnet.
1.1 I I I
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Abb. 5.2: Durchbiegungsantwort des Einfeldtrégers (ohne Balkenkopplung) mit L = 12m und
f1 = 14,21 Hz mit unterschiedlichen Massenbelegungen = 7,5t/m bzw. p = 25t/m
bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN, dp = 22m) im Geschwindig-
keitsbereich v = 100 — 300 km /h; Balken geddmpft mittels Rayleighdampfung
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Um den Einfluss des Parameters p zu veranschaulichen, wird mit der analytischen Formel (3.94)
(siche Unterkapitel 3.3.1) fiir einen Einfeldtriger (L = 12m, f; = 14,21 Hz) fiir die Uberfahrt
von fiinf Lasten (P = 200kN, d, = 22m, N, = 5) ein Antwortspektrum tiber den Geschwindig-
keitsbereich (v, = 100 km/h bis vy, = 300 km/h) errechnet und in Abb. 5.2 dargestellt. Man
erkennt, dass bei Variation der Metermasse u die Form der Kurve die gleiche bleibt, jedoch um
den Faktor 25 = 3.33 skaliert ist. Das heifit, die Antwortspektren zweier Tragwerke mit gleicher
Elgenfrequenz f1 jedoch unterschiedlicher Masse p und daraus resultierender Biegesteifigkeit E1,
unterscheiden sich nur um den oben genannten Faktor, wobei die betragsméflig groffere Antwort

immer der leichtere Balken gibt.

5.3 Einfluss Vorlandlange und Auf- bzw. Abfahrtsrampe

Wie schon erwéahnt, werden die beiden Balken alle d. = 60 cm miteinander gekoppelt. Die sich
bewegende Lastfolge wird auf den oberen Balken (Gleiskorper) aufgebracht. Um den Einfluss
dieser plotzlichen Lastaufbringung bzw. -entfernung (Anfahrtsimpuls bzw. Abfahrtsimpuls) auf
die Bewegung des Tragwerks selbst gering zu halten, muss eine Vorlandlédnge L,y gewahlt werden,
welche grofl genug ist, um dies zu gewahrleisten. Im Idealfall wire die Vorlandlange unendlich
lang, somit wiirde der Einfluss dieses Rechteckimpuls am ersten und letzten Knoten (bzw. den
zugehorigen Freiheitsgraden) komplett verschwinden. Praktisch wiirde wahrscheinlich ein sehr
grofles Verhéltnis L,s; : Ly den Impulseinfluss klein genug machen, jedoch wiirde dies drastisch
die Rechenzeit erhchen.

Deshalb wird die Vorlandlange fiir alle Balken mit L,f; > 15m angenommen. Der genaue Wert
fir L,y ist abhéngig von der Tragwerkslidnge L;. Bei Balkenldngen, welche ganzzahlig gerade
durch 60 cm teilbar sind (wie z.B. Ly = 6m), ist Lofr = 15m. Ist die Balkenldnge ganzzahlig
ungerade durch 60 cm teilbar oder iiberhaupt nicht ganzzahlig durch 60 cm teilbar, so wird zu
L,ss = 15m ein Rest hinzugezahlt. Bei einem Balken mit L; = 3,5m wird die Vorlandliange zu
Losr = 15,05m. Der Rest von 5cm ergibt sich aus der Elementverteilung des Tragwerks. Da
immer in Mitte der Spannweite ein Knoten sein muss, hat das Tragwerk am linken und rechten
Auflager Elemente mit einer Lange von 55 cm (55 cm - 60 cm - 60 cm - 60 cm - 60 cm - 55 cm). Die
restlichen 5 cm bis zum nichsten Elementknoten des Gleiskorpers befinden sich somit im Vorland

und tragen zu dessen Lénge bei. Zusétzlich wird eine Auffahrt- bzw. Abfahrtsrampe eingefiigt.

< e R T T
kc - kc
) % % % ‘?? k3 }% % % ”? k3
¥ Loy ¥ Losy
(a) mit Rampe (b) ohne Rampe

Abb. 5.3: Balken (a) mit Auffahrtsrampe und (b) ohne Auffahrtsrampe
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Der Ausdruck Rampe ist nicht geometrisch zu verstehen, sondern wird mittels der Steifigkeiten
der einzelnen Federn modelliert. Am Anfang bzw. Ende des Balkens des Gleiskérpers befindet
sich ein vertikales Auflager. Von diesem Auflager weg wird die Steifigkeit in Richtung Balkenmitte
in gewdhlten Schritten reduziert, bis man auf der einfachen Federsteifigkeit k. angelangt ist. Die
Reduktion folgt der Annahme (siehe Abb. 5.1):

Festlager —— 4% ke — 3%k, — 2% k. — 1% K,

Vergleichsrechnungen mit 5% - k. bzw. 62 - k. als erste Federsteifigkeit nach dem Auflager zeigen
keinen deutlichen Unterschied zur Berechnung mit 42 - k., weshalb auf einen weiteren Anstieg
der Steifigkeit verzichtet werden konnte. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf diese

Vergleichsrechnung in dieser Arbeit nicht genauer eingegangen. In Abb. 5.4 kann man die
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Abb. 5.4: Beschleunigungsverlauf des Koppelbalkens (L, = 4m, u, = 6,88t, fi = 38,19 Hz,
Lofr = 15,4m, ¢ = 2.41%) infolge einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200 kN,
dp, =1,5-Ly =6m, veit = f1 x dp = 825km/h) jeweils einmal mit bzw. ohne Rampe
(sieche Abb. 5.3)

Auswirkungen der Rampe erkennen. Der Verlauf ohne Rampe ist gekennzeichnet von einem
hochfrequenten Schwingen des Gleisbalkens mit einer sehr hohen Amplitude. Der Maximalwert

dieser Schwingung des Gleiskérpers ist mit circa 700 m/s? circa 4 mal so grof wie der Maximalwert
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der Berechnung mit Rampe. Im Vergleich dazu ist die Schwingung der Balkenmitte bei der
Berechnung ohne Rampe kleiner als bei jener mit Rampe. Es ist also deutlich erkennbar, dass
ohne Rampe viel mehr Energie im Gleiskérper umgewandelt wird, als dies bei einer Modellierung
mit Rampe der Fall wére. Da diese Energieumwandlung im Gleiskérper aus dem Anfahrts- bzw.
Abfahrtsimpuls resultiert, welche in Realitdt durch die sehr grofie Vorlandldnge nicht gegeben

sind, ist eine Berechnung mit Rampe notwendig und gerechtfertigt.

5.4 Einfluss der Gleiskorpermasse auf die Berechnung

Bei kurzen Spannweiten des Tragwerks L und mittleren bzw. oberen Eigenfrequenzen 1t. Formel
von Fryba [6] erhdlt man ein sehr steifes Tragwerk, welches mit dem Gleiskorper verbunden ist.
Diese Steifigkeit fiihrt dazu, dass der Gleiskoérper selber in Resonanz angeregt werden kann. Dies
ist hier im Speziellen der Fall, wenn die Lasten mit der Resonanzgeschwindigkeit der 1. Eigenfre-
quenz veri¢ = f1 X dp (dp...Lastabstand) den Balken passieren, siehe Abb. 5.5 (blaue strichlierte
Kurve). Es ist erkennbar, dass die Maximaldurchbiegung der Briicke deutlich tiber der analytisch
berechneten Maximaldurchbiegung des Einfeldtréagers (ohne Koppelbalken) liegt (Berechnung
It. Formel (3.94). Soll nur die lastverteilende Wirkung des Koppelbalken beriicksichtigt werden,
so bringt die genauere Modellierung des Koppelbalkens eine Verschlechterung der Ergebnisse.
Diese Verschlechterung resultiert aus der Tatsache, dass bei dieser sehr hohen Geschwindigkeit
Verit = 835 km /h (welche natiirlich weit iiber den zurzeit realistisch erreichbaren Geschwindig-
keiten liegt) der Gleiskorper in Resonanz schwingt. Deshalb wird in diesem Unterkapitel der
FEinfluss der Gleiskdrpermasse untersucht, indem fiir einen Balken mit Spannweite Ly = 4,5m
Vergleichsrechnungen mit unterschiedlichen Gleiskérpermassen gemacht werden. Die Massen-
belegungen des Balkens py;, sowie des Gleiskorpers (u, + p) fir die in Abb. 5.5 sowie Abb. 5.6

dargestellten Berechnungsergebnisse sind fiir das Tragwerk mit Spannweite L, = 4,5 m:

Gleiskérper mit Masse: Gleiskorper ohne Masse:
e + pe = 620kg e+ e = 0,62kg
1y = 16880 kg wy = 17500 kg

Die ersten 10 Eigenfrequenzen der jeweiligen Systeme werden in Tabelle 5.1 dargestellt. In
dieser ist gut ersichtlich, dass die Eigenfrequenzen des Koppelbalkens ohne Gleiskérpermasse und
die des analytischen Einfeldtrigers ziemlich dhnlich sind. Vergleicht man dazu den, der Realitét
eher entsprechenden Koppelbalken mit Gleiskorpermasse, so wird ersichtlich, dass die der 2.
analytischen Eigenfrequenz (fo = 137,41 Hz) dhnliche Eigenfrequenz des Koppelbalkens erst an
26. Stelle auftritt (fo6 = 140,20 Hz). Davor befinden sich hauptséchlich Eigenformen, welche dem
Gleiskorper zuzuordnen sind. Gerade in dem hier untersuchten Fall, wo mit der Kopplung nur
die lastverteilende Wirkung untersucht werden soll, diirfen die Schwingungen des Gleiskoérpers
nicht mehr unterschétzt werden. Die Resonanzeffekte des Gleiskorpers, die hier auftreten, hdangen

im Wesentlichen damit zusammen, dass zwischen den ersten beiden Eigenformen der Briicke eine
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Tab. 5.1: Die ersten 10 Eigenfrequenzen [Hz] des analytischen Balkens im Vergleich zum Kop-
pelbalken mit Gleismasse und ohne

j | analytisch | mit Masse | ohne Masse
1 34,35 34,13 34,38
2 137,41 55,37 137,32
3 309,17 55,40 309,20
4 549,64 55,53 551,26
) 858,82 55,62 866,02
6 1236,70 56,11 1255,97
7 1683,28 56,24 1704,56
8 2198,57 57,14 2429,65
9 2782,57 57,54 3101,80
10 3435,27 58,95 3936,87
26 140,20

gewisse Anzahl an Figenformen, welche dem Gleiskérper zuzuordnen sind, liegen und ebendiese
mit der gewdhlten Geschwindigkeit angeregt werden. Dieser Effekt ist nicht mehr vorhanden, wenn
die Masse des Gleiskorpers um ein Vielfaches vermindert wird, so dass am Gleiskorper praktisch
keine Trégheitskrifte wirken koénnen. In diesem Fall hat das Gleis nur noch lastverteilende
Wirkung und keinen wesentlichen Einfluss mehr auf die Dynamik des Gesamtsystems, wie in
Abb. 5.5 (rote durchgingige Kurve) dargestellt.

Abschlieflend zeigt Abb. 5.6 zur Unterscheidung der verschiedenen Gleiskérpermodellierung
(mit bzw. ohne Masse) die Durchbiegungsverlaufe fiir die gleiche Lastfolge wie in Abb. 5.5, jedoch
mit dem Unterschied, dass die Uberfahrtsgeschwindigkeit hier beliebig zu v = 180km /h gewihlt
wurde. Erkennbar ist, dass kein Unterschied zwischen den beiden Modellierungen besteht, da die
durch die Geschwindigkeit v und Lastfolge mit dem Abstand d,, bedingte Anregefrequenz keine
Eigenfrequenz des Gleiskorpers trifft.

Auch wenn sich die Geschwindigkeit, bei der ein Resonanzfall des Gleiskérpers auftritt, in
diesem Fall weit weg von dem realistisch erreichbaren Bereich befindet, ist dieser Effekt und
seine Auswirkungen unter gewissen Parameterkombinationen jedoch zu berticksichtigen. Um
also einen Resonanzfall des Gleiskorpers ausschlieffen zu kénnen, ist es immer von Vorteil, sich
den Durchbiegungsverlauf des Gleiskorpers zusétzlich zu dem des Tragwerks anzusehen bzw. die
Modellierung der Gleiskérpermasse zu verdandern, wenn nur eine lastverteilende Wirkung erreicht
werden soll.

Wird, wie teilweise in den weiteren Untersuchungen vollzogen, die Gleiskérpermasse vernach-
lassigt, so wird, um eine einwandfreie numerische Berechnung sicherstellen zu kénnen, nicht die

Gleiskérpermasse gleich Null gesetzt, sondern um den Faktor 1000 verringert.
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Abb. 5.5: Uberfahrt von 5 Lasten (Np = 200kN, dp = 1.5- L},) mit der Resonanzgeschwindigkeit
der 1. Eigenfrequenz v = 835km/h iiber ein gekoppeltes System (L, = 4,5m, pu =
17,5t/m, f1 = 34,35Hz, Loy = 15,45m) mit bzw. ohne Beriicksichtigung der Masse
des Gleiskorpers
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5.6: Uberfahrt von 5 Lasten (Np = 200kN, dp = 1.5 L;) mit einer beliebigen Ge-

schwindigkeit v = 180 km /h tiber ein gekoppeltes System (L, = 4,5m, u = 17,5t/m,
fi = 3435Hz, Losy = 15,45m) mit bzw. ohne Berticksichtigung der Masse des
Gleiskorpers



Kapitel 6

Verifizierung der FEM-Berechnung und des
Koppelbalken-Modells

Ziel dieses Kapitels ist es, das in MATLAB entwickelte FEM-Programm zu verifizieren. Dies
erfolgt in zwei Schritten und geschieht durch Kontrolle der Ergebnisse mit der analytischen
Losung zufolge 3.3.1.

Erstens werden der FEM-Kern der Berechnung, sowie die in MATLAB implementierten ODE-
Solver iiberpriift. Dies geschieht, indem man die Antworten verschiedener Balken bei Lastiiberfahrt
fiir bestimmte Geschwindigkeiten untersucht. Die Berechnung dieser Lastiiberfahrt erfolgt mittels
zweier in Frage kommender Solver, ode15s und ode23t. Welcher von diesen beiden besser geeignet
ist, wird tiber einen Vergleich mit der analytischen Losung getroffen. Ergebnis dieser Verifizierung
ist somit eine Auswahl des ODE-Solvers, sowie eine Uberpriifung auf Ubereinstimmung der
FEM-Ergebnisse mit den Ergebnissen zufolge analytischem Ansatz.

Im zweiten Schritt wird der in Kapitel 5 beschriebene Koppelbalken auf seine Tauglichkeit
tiberpriift. Die Steifigkeit der Koppelfedern ist aus der Dissertation Spengler [15] zu k. =
45kN/mm gewéhlt. Erhoht man diese Federsteifigkeit durch Multiplikation mit einem Faktor
>100, sollte die Federkompression sehr klein werden und somit die Kraft 1:1 vom Gleiskorper in
das Tragwerk tibertragen werden. Damit erhélt man eine qualitativ, sowie quantitativ gleiche
Durchbiegung von Gleiskérper und Tragwerk. Weiters wird im Allgemeinen die Durchbiegung des
Tragwerks mit der Durchbiegung infolge der analytischen Losung eines Einfeldtrigers qualitativ
und quantitativ iibereinstimmen. Treffen diese beiden Annahmen zu, so kann von einem Modell

ausgegangen werden, das die Realitdt im Rahmen der getroffenen Annahmen genau abbildet.

6.1 Vergleich der Berechnungen eines Einfeldtrager mittels FEM

und analytischer Losung
Die Berechnung der dynamischen Antwort wird an 135 Balken durchgefiihrt:
o« L =1{3,35,4,45,5,6,7,8,9,10,12,14,16, 18,20} [m]
o pu={7.5,17.5,25} [t/m]

o Berechnung der Frequenz 1t. [6] zu fi1u, fim, fi,0
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Abb. 6.1: Zeitverlauf der Durchbiegung in Feldmitte des Balkens (L = 10m, pu = 17,5t/m,
fim = 16,74 Hz) bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN, dp = 22m,
v = 265km/h) infolge FEM (Solver: odel5s) bzw. analytischer Losung

Diese Balken werden mit Np = 5 iiberfahrenden Lasten (P = 200kN) belastet. Die Uberfahrt
wird fiir zwei Lastabsténde und dazugehorige Geschwindigkeiten durchgefiihrt:
e dp =1.5L — Vit = f1 X dp

o dp=22m — Vepjt = h zdp mit k so gewéhlt, dass 100 km/h < verie < 300 km/h gilt

Fiir die Losung des mittels FEM aufgestellten Gleichungssystems werden 2 solver verwendet:
ode15s und ode25t. Beide sind Gleichungsloser fiir diese Art von Problemstellungen. Eine Ubersicht
iiber alle verwendbaren Loser liefert die im Programm implementierte MATLAB-Hilfe.

Die FEM-Balken wurden mit Elementen mit der Lange L. = 25 cm modelliert, damit sich in
jedem Fall in Balkenmitte ein Knoten befindet, mit zugehoérigem vertikalen Freiheitsgrad, an
welchem die Durchbiegung berechnet wird.

In Tab. 6.1 und 6.2 werden die Mittelwerte der Relativabweichung zwischen den FE-Lésungen
und der analytischen Losung iiber die gesamte Spannweite eines Balkens dargestellt. Gemittelt
wird iiber die Spannweite L bei gleichbleibender Massenbelegung p und gleicher Frequenz. Die

Relativabweichung A wird wie folgt errechnet:

A = Wanalytisch — WFEM (61)
Wanalytisch

Die Durchbiegung in Feldmitte wqpnaiytisch bzwW. wrgas ist die Durchbiegung, die am Maximalpeak
auftritt, siehe Abb. 6.1.

In Abb. 6.2 und 6.3 sind die Relativabweichungen der einzelnen Balken abgebildet. Weiters sind
in Tab. 6.1 und 6.2 der Mittelwert und die zugehérige Standardabweichung des Relativfehlers iiber
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Abb. 6.2: Relativabweichung A nach (6.1) in [%] der FEM zur analytischen Losung jeweils
dreier Balken (f1,u, fi,m, f1,0) Uber den gesamten Bereich der Spannweiten fiir den
Maximalpeak bei der Geschwindigkeit ve.s = f1 X dp mit dp = 1.5L
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Abb. 6.3: Relativabweichung A nach (6.1) in [%] der FEM zur analytischen Losung jeweils
dreier Balken (f1,u, fi,m, f1,0) Uber den gesamten Bereich der Spannweiten fiir den
Maximalpeak im Geschwindigkeitsbereich v =100-300km/h mit dp = 22m



6.2 Vergleich des Ergebnisses des Koppelbalkens mit sehr hoher Koppelfedersteifigkeit mit deérll
analytischen Ergebnis des Einfeldtrégers

Tab. 6.1: Mittelwert und Standardabweichung iiber alle Spannweiten der Relativabweichung A
nach (6.1) zwischen FE-Losung und analytischer Losung in [%)] x10~% bei Geschwin-
digkeit ver¢ = f1 X dp mit dp = 1.5L

p in [t/m]: 7,5 17,5 25
fl,u fl,m fl,o fl,u fl,m fl,o fl,u fl,m fl,o
ode15s Mittelwert: 3,5 45 7,4 4,3 8,7 19,6 7,0 12,2 | 25,6
Standardabweichung: | 1,7 3,5 7,3 3,6 10,2 | 21,8 6,1 129 | 27,6
ode23t Mittelwert: 0,7 0,8 0,8 0,8 0,8 0,9 0,8 0,9 1,0
Standardabweichung: | 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

Tab. 6.2: Mittelwert und Standardabweichung iiber alle Spannweiten der Relativabweichung
A nach (6.1) zwischen FE-Losung und analytischer Losung in [%] x10~* fiir den
Maximalpeak im Geschwindigkeitsbereich 100 km/h < vepir < 300 km/h und dp = 22m

pin [t/m]: 7,5 17,5 25
fl,u fl,m fl,o fl,u fl,m fl,o fl,u fl,m fl,o
ode15s Mittelwert: 6,0 243 | -1,2 | 150 | 204 | -3,0 | 25,6 | 204 | -4,7
Standardabweichung: | 9,2 73,7 7,2 22,3 | 36,9 9,2 35,1 | 254 | 114
ode23t Mittelwert: 5,4 -3,2 5,4 7,2 -5,5 | -14,5 | 84 -6,6 | -16,2
Standardabweichung: | 0,2 8,0 4,5 5,9 11,3 | 234 7,0 12)9 | 28,0

die Balkenléngen eingetragen. Aus Abb. 6.3a kann man erkennen, dass die Relativabweichung
zwischen analytischer Lésung und FEM-Lésung kleiner 30 x 1073 [%] ist (Balken L = 20m,
p="7>5t/m, fi, mit odel5s-Solver).

Somit ist sichergestellt, dass die zwei verwendten in MATLAB integrierten ODE-Solver (odel5s
und ode23t) ein genaues Ergebnis liefern. Fiir die weitere Berechnung wird der Solver ode23t

verwendet, da die Berechnungen geringfiigig kiirzer dauern als mit odei5s.

6.2 Vergleich des Ergebnisses des Koppelbalkens mit sehr hoher
Koppelfedersteifigkeit mit dem analytischen Ergebnis des
Einfeldtragers

Zur Validierung der Modellbildung des Koppelbalkens wird die analytische Losung der Bewe-
gungsgleichung 6 verschiedener Balken mit der FEM-Lo6sung des Koppelbalkens verglichen. Lasst
man die Steifigkeit der Koppelfedern von k. = 45kN/mm gegen Unendlich gehen, wiirde dies
einer starren Kopplung entsprechen. In der Praxis reicht dafiir eine Federsteifigkeit multipliziert
mit dem Faktor 100 aus k. = 4,5 MN/mm, um diesen Effekt zu erhalten. Lésst man iiber den starr
gekoppelten Balken eine Lastfolge fahren, so sollte man das anndhernd selbe Ergebnis erhalten
wie durch die analytische Losung des einfachen Einfeldtrigers, geméfl Gleichung (3.94). Fir die
Balken mit den Grenzspannweiten L.,;;, = 3m sowie Ly, = 20m und den Massenbelegungen
p="75t/m, p=175t/m, p = 25t/m wird jeweils fiir alle 3 Frequenzen nach Fryba [6] (untere:
f1,u, mittlere: f ,, und obere: f,) bei einer Lastiiberfahrt (Np = 5, P = 200kN, dp = 1,5L,
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Tab. 6.3: Maximale Durchbiegung w,,q, in Feldmitte bei Lastiiberfahrt (Np =5, P = 200kN,
dp = 1,5L, v = f1 x dp) fiir Einfeldtrager infolge analytischer Losung und Trag-
werk sowie Gleiskorper des Koppelbalkens (Abkiirzung: KB) infolge FEM sowie die
Relativabweichung A nach (6.2)

Wmazx [mm} A [%]
L [m] | fi [Hz] | p [t/m] | Einfeldtrager | KB-Tragwerk | KB-Gleiskérper
7,5 4,54301 4,00774 4,01322 11,8
24,74 17,5 1,94700 1,84673 1,84701 9,2
25 1,36290 1,30924 1,30871 3,9
75 1,13575 1,10155 1,10683 | 3,0
3 49,48 17,5 0,48675 0,47786 0,47889 1,8
25 0,34073 0,33534 0,33540 | 1,6
7,5 0,28404 0,28540 0,29103 -0,5
98,96 | 17,5 0,12173 0,12281 0,12381 | -0,9
25 0,08521 0,08605 0,08618 -1,0
7,5 25,10321 24,82664 24,82821 1,1
449 [ 175 10,75852 10,71126 10,71194 | 0,4
25 7,53096 7,50828 7,50876 0,3
7,5 6,27727 6,26219 6,26381 0,2
20 | 897 17.5 2,69026 2,68797 2.68%67 | 0,1
25 1,88318 1,88222 1,88271 0,1
75 1,56932 1,56974 157155 | 0,0
17,95 17,5 0,67256 0,67306 0,67394 -0,1
25 0,47080 0,47119 0,47186 -0,1

v = f1 xdp) die oben getroffene Annahme, dass die Ergebnisse von Koppelbalken und analytischer
Losung anndhernd gleich sein sollten, stellvertretend fiir das gesamte Parameterfeld iiberpriift.
In Tab. 6.3 sind die Maximaldurchbiegungen in Feldmitte dargestellt. Einerseits fiir den
FEinfeldtriger, welcher analytisch gelost wird, andererseits fiir das Tragwerk, sowie den Gleis-
korper des Koppelbalkens, welcher mittels FEM gelost wird. Die letzte Spalte Tab. 6.3 ist die
Relativabweichung A bezogen auf die Maximaldurchbiegung des Einfeldtragers:

A — Wmaz,Einfeldtrager — Wmax,K B—Tragwerk (62)
Wmaz,Einfeldtrager

Man kann erkennen, dass die Relativabweichung zwischen Einfeldtrager und Tragwerk des
Koppelbalkens iiber den gesamten untersuchten Bereich sehr klein ist. Eine Ausnahme davon ist
der Balken mit L = 3m und f; = 24,74 Hz. In diesem Fall ist die Biegesteifigkeit des Tragwerks
zu gering, somit hat der Gleiskorper einen grofleren Einfluss. Aus diesem Vergleich lésst sich im
Allgemeinen ableiten, dass das Koppelbalken-Modell und das programmierte FEM-Programm

ordentlich funktionieren und fiir die weitere Berechnung verwendet werden kénnen.



Kapitel 7

Voruntersuchungen

7.1 Effekte der Variation der Schottersteifigkeit auf die

Einflussbreite der Lastverteilung

Laut ONORM EN 1991-2 [11] darf die Radlast bzw. Achslast @ auf die drei benachbarten
Schienenstiitzpunkte als @/4, Q/2 und @Q/4 verteilt werden (wird in weiterer Folge EC-Modell
genannt). Ziel dieser Untersuchung ist es, diese Lastverteilung statisch zu iiberpriifen, um zu
sehen, ab welcher Gleissteifigkeit bzw. ab welchen Koppelfedersteifigkeiten des Oberbaus diese

Annahme zutreffend ist und bei welcher Kombination es grobe Abweichungen gibt.

s i@ o
FPFPiiiiiiiiiiiiiiiii

U 7

Abb. 7.1: Gleis (2 x UIC 60) gelagert auf Federn mit der Steifigkeit k. = 45kN/mm im
Stitzpunktabstand d. = 60 cm

Um dies zu untersuchen, wird ein FE-Modell des Gleises erstellt, welches alle 60 cm mit
dem Unterbau durch Federn gekoppelt ist. Da nur die Federreaktion unabhéngig von der
Unterbausteifigkeit untersucht werden soll, wird hier auf eine Modellierung des Tragwerks
verzichtet und die Federn werden direkt mit dem Untergrund verbunden (siehe Abb. 7.1). Dem

Modell zugrunde liegen folgende Parameter:

« Flichentrigheitsmoment einer UIC 60 Schiene: I = 3055 cm*

Elastizitdtsmodul von Stahl: E = 210000 N/mm?

Léange des Gleises: L = 12m

Stitzpunktabstand: d. = 60 cm

Stiitzpunktsteifigkeit: k. = 45kN/mm
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e Achslast @@ = 200kN

Die Biegesteifigkeit EI des Gleises und die Stiutzpunktsteifigkeit k. werden jeweils um £50%
variiert und dann die unterschiedlichen Kombinationen untersucht. Damit ergeben sich neun
Kombinationen, wie in Abb. 7.2 bis 7.4 dargestellt.

In der Tabelle 7.1 wird fiir alle neun Kombinationen die maximale Durchbiegung, sowie die 3
Federreaktionen links der Tragwerksmitte angegeben (die iibrigen 2 Federreaktionen rechts der
Tragwerksmitte werden zum Zwecke der Ubersichtlichkeit nicht angegeben, entsprechen jedoch
ihrem Gegenpaar auf der linken Seite). Da die Federreaktionen beim Koppelbalken auf das
darunterliegende Tragwerk einwirken, ist dies gleichbedeutend mit der Idee des EC-Modells bei
der auch eine lastverteilende Wirkung des Oberbaus angenommen wird. Aus Tabelle 7.1 bzw. den
Abbilldungen 7.2 bis 7.4 wird ersichtlich, dass die Variation mit 150% der Stiitzpunktsteifigkeit
und 50% der Biegesteifigkeit der EC-Annahme am néchsten kommt. Bei dieser Kombination
ergibt sich fast die Lastverteilung des EC-Modells mit %, % und % Fiir die Kombination mit
100%k. und 100%FET mit der in weitere Folge gerechnet wird, wiirde sich analog zum EC-Modell

eine Verteilung der Last zu: Q % und % (in Summe =~ Q) ergeben. Diese Verteilung

Q Q Q
100 47 37
untescheidet sich wesentlich vom EC-Modell, da hier die Achslast ) nicht iiber 3 Schwellen
sondern iiber 5 ins Tragwerk eingeleitet wird. Mit den realen Werten fiir die Gleissteifigkeit
und den Koppelfedern ergibt sich somit eine giinstigere (im Sinne der Maximaldurchbiegung)

Einwirkung als beim EC-Modell.

Tab. 7.1: Ergebnisse der unterschiedlichen Variationen

k. [%] | EI [%] | wmae [mm] | Fo(z = —2d.) [%] | Fo(x = —d.) [%] | Fe(x = 0)[%]
50 50 2,9271 10,7 23,9 32,9
50 | 100 2,4637 12,3 21,9 27,7
50 | 150 2,2270 12,7 20,6 251
100 50 1,7372 8,2 25,3 39,1
100 100 1,4635 10,7 23,9 32,9
100 150 1,3233 11,8 22,8 29,8
150 50 1,2791 6,3 25,6 43,2
150 100 1,0788 9,4 24,8 36,4
150 150 0,9757 10,7 23,9 32,9
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Abb. 7.2: Fall 1 (50% k)
Durchbiegung infolge Einzellast @ = 200kN in Feldmitte (linke Achse) sowie pro-
zentualer Anteil der Federreaktionen F,; an Gesamtreaktion (rechte Achse) iiber die

Balkenlange L = 12m
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Abb. 7.3: Fall 2 (100% k.)

Durchbiegung infolge Einzellast @ = 200kN in Feldmitte (linke Achse) sowie pro-
zentualer Anteil der Federreaktionen F,; an Gesamtreaktion (rechte Achse) iiber die
Balkenlange L = 12m
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Abb. 7.4: Fall 3 (150% k.)

Durchbiegung infolge Einzellast @

Balkenlange L = 12m

= 200kN in Feldmitte (linke Achse) sowie pro-
zentualer Anteil der Federreaktionen F,; an Gesamtreaktion (rechte Achse) iiber die
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7.2 Statische Durchbiegungsuntersuchung

Vor der dynamischen Untersuchung soll fiir die berechneten Spannweiten eine obere Grenze
ermittelt werden, bis zu welcher der Einfluss der genauen Modellierung mittels eines Schienen-
Tragwerk-Systems notwendig ist. Untersucht wird die Durchbiegung in Feldmitte, sowie die

Querschnittsverdrehung am Auflager fir drei verschiedene Fille (siehe Abb. 7.5):
1. Balken mit Last Q in Feldmitte

2. Balken mit Lastmodell t. ONORM EN 1991-2 [11] (Q/4, Q/2, Q/4 im Abstand von jeweils
60 cm) in Feldmitte

3. Schiene-Balken-Modell mit Last Q in Feldmitte mit einer Variation der Groéfle der Kopp-
lungsfedern (kschotter = 4,5 x 107 N/m aus der Dissertation von Spengler [15]):

a) 50% von kschotter b) 100% von kschotter ¢) 150% von kgschotter

Fall 1: Q
A L\EI A
Q/2
Fall 2:
_om laen
JAN REI JAN
Fall 3: kschotter 5 Q /_/EI Schiene
S EEEEEEEEEEEEE
A \’\EI JAN
v L y

1 1

Abb. 7.5: Untersuchungsmodelle fiir statische Durchbiegung

Punkt 2 und die drei Varianten von Punkt 3 werden mit der einfachsten Konfiguration aus

Punkt 1 verglichen und deren Relativabweichung berechnet:

A, = WFEall 2 — WFall 1 bzw. Ay, = WFall 3 — WFall 1 ain [%] (71)
WFall 1 WFall 1
A, = Prale = PFall1 A, = PRall 3 — Pral 1 . (%] (7.2)

PFall 1 PFall 1
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Die Durchbiegung in Feldmitte, sowie die Querschnittsverdrehung am Auflager wird fir
eine unbestimmte Anzahl N an Einzellasten F} (siche Abb. 7.6), mittels folgender, aus den

Ubertragungsbeziehungen hergeleiteten Formeln (siehe Pichler u. a. [14, S. 132 f.]) berechnet.

o(o=b)- % ) (L-a) (§-a) -

t 48EI 12E1 6E1

S o)L _ (L—a;)°
o(r=0)= Z l 6ET 6EIL] 74

mit dem Abstand der j-ten Last zum linken Auflager a; und der Definition des Macaulay-Operators

AR
0 fir z < a;
(x —a;)" = L= (7.5)
(x —a;)" fir x> a;
——
Go ek
: 1 | A
aN w (5) } }
a; L |
ay ' '
7 :

Abb. 7.6: Laststellungen fiir die Berechnung der Durchbiegung in Feldmitte w (%) und der
Querschnittsverdrehung am Auflager ¢(0) eines Einfeldtrigers

Fiir den Fall 1 vereinfachen sich (7.3) und (7.4) zu:

L\ QL3
w (x = 2> = 8EI (7.6)
2
gp(m = 0) igél (7.7)

Fiir den Spannweiten-Bereich von 4 m bis 30 m und mit einer Last Q = 200kN in Feldmitte
(Fall 1) wird die Biegesteifigkeit EI des Balkens errechnet, so dass folgende Begrenzung fiir die
Durchbiegung gilt:

L L 2000Q L?

—=———=2000 = EFEIl=

d~ wlx=L/2) 48 (7.8)

Die Biegesteifigkeit der Briicke ist somit eine Funktion der Last und der Spannweite.
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Die Berechnung des Fall 2 wird fiir die drei Lasten aus Abb. 7.5 mit den Formeln (7.3) und
(7.4) und folgenden Parametern durchgefiihrt:

a; = — 4+ 60cm as = a3 = — — 60cm

NI O
N e O
N e O

Fiir den Fuall & des gekoppelten Gleiskérper-Tragwerk-Systems wird angenommen, dass es
sich um die nach heutigem Stand der Technik in Osterreich hauptsichlich verwendete Schiene
UIC 60 (E = 210 GPa, I, = 3055 cm?) handelt. Die Durchbiegung sowie Querschnittsverdrehung
werden mittels Finiter Elemente Methode berechnet: q = K~! - p. Die Steifigkeitsmatrix K wird
analog zu der Vorgehensweise in Unterkapitel 4.7 ermittelt. Der Lastvektor p besitzt aufler am
Freiheitsgrad der Durchbiegung in Schienenmitte keinen Wert. Nach der Berechnung werden
aus dem Verschiebungsvektor q die Eintriage der Querschnittsverdrehung ¢(z = 0) am linken

Auflager des Balkens, sowie der Durchbiegung w(x = L/2) in Feldmitte extrahiert.

40 1 1 1 1 1
— Fall 2
530 A\ —-—- Fall 3a| |
<];3 \\ — — Fall 3b
o0 AN e Fall 3¢
g 20 | \\ .
3 '\"\%\
= 5
z 10 SN .
= N T~
Ty,
0 I l &m*mmmmr‘lMMmemmm~
5 10 15 20 25 30
Spannweite L [m]
(a) Abweichung fiir die Durchbiegung in Feldmitte w(L/2) nach (7.1)
35 1 1 1 1 1
< 30 Fall 2 |
o, S\ — - — - Fall 3a
<l325.‘ — — Fall3b| 7
w0 20 e Fall 3¢ | 4
g
=
= -
]
= -
=
e
= -—-“:'“:Lﬁ.'“—d'u_i:‘#ﬁﬂﬁﬂ#ﬂﬁﬂ'ﬁﬂmﬁﬂ*m;
1 I 1

15 20 25 30
Spannweite L [ml]

(b) Abweichung fiir die Querschnittsverdrehung am linken Auflager ¢(0) nach (7.2)

Abb. 7.7: Prozentuelle Abweichung der (a) Durchbiegung in Feldmitte und der (b) Querschnitts-
verdrehung am linken Auflager der Falle 2, 3a, 3b, 3c
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Das Ergebnis der Gegeniiberstellung ist in Abb. 7.7 ersichtlich. Es ist deutlich zu erkennen,
dass der Einfluss der unterschiedlichen Fille zur Einzellast in Feldmitte ab einer Lange L = 20 m
kleiner 2% ist. Somit werden die Berechnung in weiterer Folge nur bis zu dieser oberen Grenze
durchgefiihrt.

7.3 Dynamischer Vergleich des Lastmodells nach Eurocode mit den

Einzellasten

In diesem Kapitel wird die Uberfahrt der Lastverteilung nach Eurocode mit der Uberfahrt von
Einzellasten verglichen. Der Vergleich wird fiir drei Balken mit einer Spannweite L = 20 m und
einer Metermasse 1 = 17,5t/m durchgefiihrt. Die drei Balken unterscheiden sich voneinander in
ihren Eigenfrequenzen, welche nach [6] zu einem unteren Grenzwert fi,,, einem Mittelwert fi,,
und einem oberen Grenzwert fi, ermittelt werden. Uber diese drei Balken fihrt eine Lastfolge
von Np =5 Lasten mit P = 200kN in einem Abstand von jeweils dp = 22 m.

In Rahmen dieser Arbeit werden nunmehr Maximalantwortspektren der Durchbiegung, sowie
Beschleunigung in Feldmitte im Geschwindigkeitsbereich von 100-300 km/h ermittelt. Die
héchsten Ausschlige in diesem Antwortspektrum entstehen bei Uberfahrtsgeschwindigkeiten, die
Resonanz erzeugen. Fiir die unterschiedlichen Lastmodelle betreffend Einzellasten, LV-EC und
Koppelbalken werden die Werte dieser Resonanzspitzen verglichen. Bei groflen Spannweiten sollen
die Ergebnisse der unterschiedlichen Lastmodelle nicht mehr stark voneinander abweichen. Im
statischen Durchbiegungsvergleich (siehe 7.2) betriagt die Relativabweichung der Durchbiegung
nach (7.1) der LV-EC zur Einzellast fiir einen Balken mit einer Spannweite von L = 20m 2%.
Wie in den Untersuchungen in Kapitel 8 gezeigt, kann die Relativabweichung des Ergebnisses
der LV-EC zu dem der Uberfahrt der Einzellasten bei dynamischer Untersuchung bis zu 8%
betragen. Diese Voruntersuchung soll die Ursache dieses Unterschiedes zwischen statischer und
dynamischer Berechnung finden.

Abb. 7.8 stellt iiber einen Geschwindigkeitsbereich von 100 km/h bis 2000 km/h die méglichen
Resonanzantworten der 3 Balken (L = 20m, g = 17,5t/m, mit den drei unterschiedlichen
Eigenfrequenzen fi,, fi.m sowie fi,) dar. Die Resonanzspitzen verteilen sich nach der schon in
3.3.3 hergeleiteten Formel:

Verit,j,k = fjk‘P, k,] eN (79)

mit f; als der j—ten Eigenfrequenz und d,, als dem dquidistanten Lastabstand. Jede Eigenfrequenz
kann in Resonanz gebracht werden, sofern die &uflere Anregung in der gleichen Frequenz bzw. in
einem ganzzahligen Vielfachem von dieser erfolgt. Zur besseren Ubersicht wurde Abb. 7.8 auf die
Maximalantwort bei vq-;; = f1 X dp skaliert.

Im Bereich der real moglichen Geschwindigkeiten (100-300 km /h) ist fiir den Balken mit unterer
Eigenfrequenz nur noch der zweithochste (im Bezug auf den Gesamtbereich 100-2000 km/h)
Ausschlag vorhanden. Betrachtet man den Verlauf zugehorig zur oberen Figenfrequenz, ist ein

ausgepragter Peak kaum noch ersichtlich. Dies findet insofern Bestétigung, als man die in diesem
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Abb. 7.8: Mit Maximalwert skalierte dynamischen Antwort der Durchbiegung fiir 3 Balken
(L = 20m, p = 17,5t/m) mit unterer (fi.), mittlerer (fi,m) und oberer (fi,)
Eigenfrequenz bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN) im Abstand

dp =22m
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Abb. 7.9: Abweichung der dynamischen Antwort der Durchbiegung des EC-Lastmodell zu
Einzellasten fiir die untere (f1.,), mittlere (fi,,) und obere (f1,) Eigenfrequenz

Geschwindigkeitsbereich grofitmoglichen Peaks nach Formel (7.9) berechnet. Man erhilt fiir die

3 moglichen Eigenfrequenzen folgende Ergebnisse:
o fiu=449Hz: vgi = W{% = 178 km/h — 40,0% des Maximalpeaks
o fim=89THz: wyiy= 8’9”{% = 237km/h — 25,7% des Maximalpeaks
o flo=1795Hz: vey = 1PN — 158k /h — 17,5% des Maximalpeaks

Aus Abb. 7.9 wird ersichtlich, dass bei Uberfahrten mit Resonanzgeschwindigkeiten nach (7.9),
mit grofler werdendem Teiler k£ die Abweichung zwischen LV-EC und Einzellasten zunimmt.
Bei kleinem k entspricht die Abweichung dem statischen Fehler von 2-3% aus 7.2. Da die
Resonanzgeschwindigkeit der ersten Eigenform in den meisten Féllen v >300 km/h ist, kann
durchaus eine Abweichung in der Gréflenordnung von 7-8% zwischen LV-EC und Einzellasten
vorkommen.

In Abb. 7.10 sind die dynamischen Antworten der 2 Lastmodelle (LV-EC und Einzellasten)
jeweils fiir die 3 Frequenzen gegeben. Hier ist sehr gut erkennbar, dass bei steigender Frequenz und
damit verbundenener Verschiebung des Maximalpeaks (zugehorig zur Eigenfrequenz) aus dem
Geschwindigkeitsbereich 100-300 km/h hinaus, die Abweichung zwischen LV-EC und Einzellasten
grofler werden. Die Maximaldurchbiegungen der beiden Modelle in Abb. 7.10 ergeben sich zu:

» untere Grenzfrequenz fi ,:
— wgr, = 3,9457 mm
— wgco = 3,8797 mm

— Abweichung ®EL=UEC — 1 67%
EL

o mittlere Grenzfrequenz fi p,:

— wgr, = 0,6286 mm
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— wgeo = 0,6107 mm

— Abweichung “EL—YEC — 2 85%
EL

o obere Grenzfrequenz fi ,:
— WEI, — 0,1061 mimn
— wrc = 0,0979 mm

— Abweichung “EL_“EC =7, 73%

mit wgy (EL...Uberfahrt Einzellasten) bzw wgce (EC...Uberfahrt Lastverteilung Eurocode) als
der Durchbiegung des maximalen Peaks im Bereich 100-300 km /h.

Es bleibt zu erwithnen, dass die Maximalantwort der Einzellast-Uberfahrt und die der LV-EC
Uberfahrt nicht bei der selben Geschwindigkeit auftreten muss, siche Abb. 7.10c. Der Maximalpeak
der Einzellast-Durchbiegung tritt bei 158 km/h auf, der der Lastverteilung nach Eurocode bei
circa 178 km/h. Verglichen wird jedoch immer die Durchbiegung des Peaks, der bei Uberfahrt

der Einzellasten auftritt, also in diesem Fall bei vy = 158 km /h.

7.4 Einfluss der Lastanzahl auf die Resonanzantwort

In diesem Unterkapitel wird der Einfluss der Lastanzahl auf die Resonanzantwort der unterschied-
lichen Systeme (Einzellasten, EC-Lasten sowie Koppelbalken) untersucht. Die Untersuchungen
wurden fiir 4 Balken mit folgenden Parametern und dazugehérigen Uberfahrtsgeschwindigkeiten
durchgefiihrt:

e L=3m, u=175t/m, f = 24,74 Hz, ¢ = 2,5%, dp = 4,5m, veriz = f1 - dp = 401 km /h
e L=3m, u=175t/m, fi = 98,96 Hz, ¢ = 2,5%, dp = 4,51, verst = f1 - dp = 1603km /h
o L=20m, p=17,5t/m, f; =4,49Hz, ( = 1,0%, dp = 30m, verit = f1 -dp = 135km/h
e L=20m, u=175t/m, fi = 17,95Hz, ¢ = 1,0%, dp = 30m, verit = f1 - dp = 538km/h

Die Lastanzahl wurde mit jedem Berechnungsschritt gesteigert und mit der zugehoérigen Maxi-

maldurchbiegung gespeichert. Die Steigerung der Lastanzahl wurde wie folgt gewahlt:
o Fiir die 2 Balken mit Spannweite L = 3m zu: Np = [2,5,10, 15, 20, 30]
o Fiir die 2 Balken mit Spannweite L = 20m zu: Np = [2, 5, 10, 20, 30, 50]

In Abb. 7.11 und Abb. 7.12 sind die Relativabweichungen der Maximaldurchbiegung des EC-
Modells bzw. Koppelbalkens zu den Einzellasten abgebildet. Die Abweichungen errechnen sich

nach folgender Formel:

Ay, — WEL = WEC 0 An — WEL— WKB
pc=———"—"" sowie Axp=———

(7.10)
WEL WEL
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Abb. 7.10: Dynamische Antwort der Durchbiegung fiir EC-Lastmodell und Einzellasten im
Regelgeschwindigkeitsbereich von 100 km/h bis 300 km/h fiir die (a) untere (fiu),
(b) mittlere (f1,m,m) und (c) obere Eigenfrequenz (f,)
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Abb. 7.11: Relativabweichungen Agc (EC-Modell) und Axp (Koppelbalken) nach (7.10) fur
den 3m Balken

mit wgy, als der Maximaldurchbiegung infolge Uberfahrt Einzellasten und wgc als der Maximal-
durchbiegung infolge Uberfahrt der LV-EC.

Man kann erkennen, dass die Relativabweichungen anndhernd unabhéngig von der Lastanzahl
sind. Der Unterschied zwischen 5 Lasten und der maximal gewédhlten Lastanzahl betragt 2-3
Prozentpunkte. Idealerweise wiirde man mit einer sehr hohen Lastanzahl rechnen, so dass der
Resonanzzuwachs der Durchbiegung von Amplitude zu Amplitude kleiner 1% wird. Da dies aber
mit einem immensen Rechenaufwand verbunden wére, wird in dieser Arbeit in weiterer Folge
mit 5 bzw. 10 Lasten gerechnet.

In diesem Unterkapitel wurde nur die Massenbelegung p = 17,5t/m untersucht, da wie in
Kapitel 8 im Anschluss gezeigt wird, die Tragwerksmasse nur einen skalierenden Faktor auf das
Ergebnis hat.
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Abb. 7.12: Relativabweichungen Agc (EC-Modell) und Axp (Koppelbalken) nach (7.10) fur
den 20 m Balken



Kapitel 8

Ergebnis und Interpretation

In diesem Kapitel wird die Lastverteilung nach Eurocode [11] mit dem lastverteilenden Modell
des Koppelbalkens nach Kapitel 5 verglichen (siehe Abb. 8.1). Dabei werden die Maximal-
durchbiegungen wyaz,EL, Wmaz,Ec UNd Wynee kB der Balken in Feldmitte sowie die zugehorigen

Beschleunigungen des bereits in 5.2 erlduterten Parameterfelds ermittelt:
o L ={3,3.5,4,4.5,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18,20} [m]
o pu={7.5,17.5,25} [t/m]
o Berechnung der Frequenz 1t. [6] zu fi1u, fim, fi,0

o Balken mit Rayleigh-Dimpfung gedampft: ¢ = 1+ 0,0883 (20 — L) (siehe 5.1.3)

; dp ) dp ,
EL:
Q Q Q
v .
E1, Mﬁf leL °
EC: Q Q Q
Q2 @ Q|2 @ Q|2 @
¢4l v ¢4l v ¢4l -t
EI u=f lec &
KB: 0 0 0

%%%%%%%%%%%%%%%%%

Ely, =S lw
Lorer " L bzw. Ly

Logy

K y y
£ 7 7

Abb. 8.1: Die drei unterschiedlichen Berechnungsmodelle, deren Ergebnisse in diesem Kapitel
miteinander verglichen werden (EL...Uberfahrt Einzellasten iiber Einfeldtriger analy-
tisch gelost, EC...Uberfahrt Lastverteilung-Eurocode iiber Einfeldtriger analytisch
gelost, KB...Uberfahrt Einzellasten iiber Koppelbalken mittels FEM geldst)
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Die Maximaldurchbiegungen /-beschleunigungen ergeben sich aus den Durchbiegungs(Beschleunigungs)-
Zeit-Verldufen infolge der Belastung von Np = 5 iiberfahrenden Lasten P = 200kN. Diese
bewegen sich jeweils mit zwei wesentlichen Lastabsténden und Geschwindigkeiten iiber den
Balken:

e dp = 1.5L — verip = f1 X dp als die grofftmogliche Resonanzgeschwindigkeit

o dp=22m — Vepjp = h zdp mit k so gewéhlt, dass 100 km/h < vepie < 300 km/h gilt

Die dargestellten Relativabweichungen der Maximaldurchbiegungen ergeben sich nach folgenden

Formeln:
w EL — W KB w EL —W EC
AKB _ Wmaz, mazx, und AEC’ _ Wmaxz, maz, (81)
Wmax,EL Wmazx,EL
Und fiir die Beschleunigung zu:
x Wnaz,EL — Wmaz, KB < Wimaz,EL — Wmaz, EC
AKB — max - max und AE‘C — max - max (8'2)
Wmazx,EL Wmazx,EL

8.1 Beeinflussung der Ergebnisse durch gewahlte Parameter

Bevor die Ergebnisse gezeigt werden, soll noch erwéahnt werden, dass es wesentliche Faktoren

gibt, die einen Einfluss auf die Ergebnisse, insbesondere das der Beschleunigung haben.

o Schottersteifigkeit laut Spengler [15] zu k. = 45kN/mm; dieser Wert wurde iiber die
Berechnung der maximal zuléssigen Schienendurchbiegung errechnet und deshalb sind die
Ergebnisse nur ein Anhaltspunkt. Die Schottersteifigkeit kann variiert werden und somit
konnen sich bei der Berechnung andere Resultate ergeben (siehe die Voruntersuchung im
Unterkapitel 7.1).

e Das Tragwerk und das Gleis wurden nur mit vertikalen Federn verbunden. Horizontale
Federn, welche einen Schubverbund simulieren wiirden, sind nicht angebracht. Ein solcher

Schubverbund wiirde allgemein zu einem steiferen Gesamtsystem fithren.

¢ Die minimale Vorlandldnge wurde mit 15m gewéhlt. Die Auf- bzw. Abfahrtsrampe mit
ansteigender Federsteifigkeit wurde, wie in Kapitel 5 beschrieben, gewéhlt. Dieser Ansatz
erschien dem Verfasser dieser Arbeit am plausibelsten und der Realitdt am néchsten. Es wird
aber darauf hingewiesen, dass gerade die Wahl der Vorlandldnge und der Federsteifigkeiten
der Rampe einen nicht zu vernachlissigenden Einfluss auf die Beschleunigung in Feldmitte

des Tragwerks haben.
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8.2 Uberfahrt mit der ersten Resonanzgeschwindigkeit

In dieser Untersuchung fahren die Lasten mit der gréBtmoglichen Resonanzgeschwindigkeit iiber
die Balken:
Verit = f1 X dp mit dp =1.5L (83)

Mit dieser Formel erhilt man eine Uberfahrtsgeschwindigkeit jenseits der realistisch erreichbaren
Geschwindigkeiten, jedoch hat diese Untersuchung ihre Berechtigung, da fiir alle Balken der
gleiche Peak untersucht wird. Im Vergleich dazu wird in der nachstehenden Untersuchung der
grofte Peak im Bereich 100-300 km/h untersucht. Dieser kann fiir eine bestimmte Spannweite
z.B. der vierte Peak (k = 4 nach (8.3)) sein, bei der nachsten Spannweite jedoch der siebente
Peak (k = 7 nach (8.3)). Der Lastabstand dp der Lasten wurde in dieser Untersuchung variabel
gewahlt, sodass das Verhéltnis zwischen Lastabstand und Spannweite des Tragwerks 1,5 betragt.

Das Parameterfeld wurde in Bezug auf die Massenbelegung eingeschriankt. Fiir die analytische
Berechnung gilt, dass die Massenbelegung nur einen skalierenden Einfluss auf das Ergebnis hat,
siche Abb. 5.2. Wie in Unterkapitel 8.3 gezeigt, wird deutlich, dass auch die Relativabweichungen
des Koppelbalkenmodells zur Einzellastiiberfahrt bei Balken mit unterschiedlichen Massenbele-
gungen anndhernd gleich sind. Somit wird auch der FEM-Berechnung des Koppelbalkens die
Tatsache unterstellt, dass die Massenbelegung des Tragwerks nur einen skalierenden Einfluss auf
das Ergebnis hat. Es werden somit die Massenbelegungen p = 7,5t/m sowie p = 25t/m nicht
weiter beriicksichtigt.

Wie in der nachstehenden Untersuchung wurde auch hier der Gleiskérper einmal mit Masse
und einmal ohne Masse modelliert. Im Vergleich zu der Untersuchung in Unterkapitel 8.3 spiegeln
die Ergebnisse mit Gleiskorpermasse nicht den gewollten Effekt der lastverteilenden Wirkung
wider und sind somit in weiterer Folge nicht relevant. Dies hat damit zu tun, dass die sehr hohen
Geschwindigkeiten den Gleiskorper, der viel steifer als das Tragwerk selbst ist, in Resonanz bringen
und damit das Ergebnis in Bezug auf die lastverteilende Wirkung der Kopplung verfilschen
(siehe 5.4). Der Vollstandigkeit wegen wird Abb. 8.2 trotzdem in der Arbeit belassen, doch wird
darauf nicht weiter eingegangen, doch bleibt zu erwéhnen, dass in Abb. 8.2 der Einfluss der
Gleisfrequenzen ersichtlich ist. Durch die soeben beschriebenen Resonanzfille des Gleiskorpers
kann das Koppelbalkenmodell unter gewissen Umstdnden auch gréfiere Durchbiegungen liefern

als die Einzellasten (siehe Abb. 8.2 wo Ak p in den negativen Prozentbereich geht).

8.2.1 Ergebnis und Interpretation

In Abb. 8.3 ist ersichtlich, dass die Durchbiegung des Koppelbalkens im Vergleich zur Durch-
biegung des Einfeldtrdgers mit der Lastverteilung nach Eurocode vor allem bei sehr kurzen
Tragwerken viel geringer ausfallen kann. Bis zu Spannweiten von L = 6 m kann der Unterschied
der Relativabweichung Axp zu Agc bis zu 20 Prozentpunkte betreffen.

Dazu fallt auf, dass bei Uberfahrt mit der maximalen Resonanzgeschwindigkeit ve.;; die

Balkenfrequenz keinen wesentlichen Einfluss auf die Relativabweichung A g p hat.
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Abb. 8.2: Relativabweichung A (nach (8.1)) der Durchbiegung bei einer Uberfahrt von Np =5
Lasten (P = 200 kN) mit der Resonanzgeschwindigkeit ve.i = f1 X dp mit dp = 1.5L
- Koppelbalken mit Gleiskérper-Masse
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Abb. 8.3: Relativabweichung A (nach (8.1)) der Durchbiegung bei einer Uberfahrt von Np =5
Lasten (P = 200 kN) mit der Resonanzgeschwindigkeit ve.i = f1 X dp mit dp = 1.5L
- Koppelbalken ohne Gleiskérper-Masse
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Abb. 8.4: Uberfahrt des Balkens (L = 9m, p = 17,5t/m, f; = 9,20Hz) von Np = 5 Lasten
(P =200kN, dp = 22m) im Geschwindigkeitsbereich 100-300 km/h - Durchbiegung
in Feldmitte jeweils infolge analytischer Lésung des Einfeldtrédgers und FEM-Losung
des Koppelbalkens unter Vernachlissigung der Gleiskorper-Masse

Da die Untersuchung fiir diese Geschwindigkeit im unrealistischen Bereich liegt und auch die
Lastabsténde teilweise nicht den Abmessungen zwischen Achsen in der Realitdt entsprechen,

wird in der nachfolgenden Untersuchung ein realer Geschwindigkeitsbereich untersucht.

8.3 Uberfahrt im Geschwindigkeitsbereich 100-300 km/h

Fiir diese Untersuchung fahrt iiber die Balken aus dem Parameterfeld eine Folge von Np = 5
Lasten (P = 200kN) im fixen Abstand von dp = 22 m mit der jeweiligen Resonanzgeschwindigkeit
im Bereich zwischen 100-300 km/h, die die gro8te Amplitude bringt. Da die FEM-Berechnung des
gesamten Geschwindigkeitsbereichs sehr lange dauert, wird nur ein Bereich um den Maximalpeak
(Vpeak £ 2km/h) berechnet. Der Maximalpeak wird ermittelt, indem die Durchbiegungsantwort
des Einfeldtriagers iiber den gesamten Geschwindigkeitsbereich 100-300 km/h mit Hilfe der
analytischen Formel berechnet wird. Aus diesem Verlauf wird anschlielend der Maximalpeak
ermittelt. Dieser muss nicht immer bei der gréfiten Resonanzgeschwindigkeit im Bereich zwischen
100 und 300 km/h auftreten (siche Abb. 7.10 auf Seite 105).

In Abb. 8.4 wurde die Durchbiegungsantwort eines ausgesuchten Balkens (L = 9m, p =
17,5t/m, fi = 9,20 Hz) exemplarisch fir beide Berechnungsmethoden dargestellt. Diese Berech-
nugsmethoden sind einerseits die analytische Losung des Einfeldtrigers infolge Einzellasten,
andererseits die FEM-Berechnung des Koppelbalkens. Man erkennt, dass sich die Peaks ziemlich
genau an denselben Positionen befinden. Weiters ist zu beachten, dass der Maximalpeak nicht

der Peak sein muss, an welchem die grofite Differenz zwischen Durchbiegung des Einfeldtrégers
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und Durchbiegung des Koppelbalkens auftritt. Je nachdem fiir welchem Geschwindigkeitsbereich
das Tragwerk bemessen wird, konnen unterschiedliche Abweichungen zwischen Koppelbalken und
analytischer Losung des Einfeldtragers auftreten. Dies soll fiir die anschlielende Interpretation

der Ergebnisse in Erinnerung behalten werden.

8.3.1 Einschrankung des Parameterfelds

Die Untersuchungen wurden einmal mit und einmal ohne Masse des Gleiskérpers durchgefiihrt.
Wie im vorigen Unterkapitel beschrieben, kann die Berechnung mit Gleiskorpermasse zu Reso-
nanzmechanismen im Gleis fihren und damit das Ergebnis in Hinsicht auf die lastverteilende
Wirkung verfilschen. Bei Geschwindigkeiten im Bereich v=100-300 km/h hat diese Art der
Modellierung nur einen sehr geringen Einfluss auf die Ergebnisse, siche Abb. 8.5, in welcher die
Relativabweichungen A tiber den gesamten Spannweitenbereich aufgetragen sind. Man kann
erkennen, dass zwischen der Linie der Modellierung mit Gleiskérpermasse (blau, strich-punktiert)
und der ohne Gleiskérpermasse (rot, strichliert) nur ein sehr geringer Unterschied besteht (ma-
ximal 2 Prozentpunkte). Aus diesem Grund wird in folgenden Abbildungen auf die Ergebnisse
zufolge Modellierung ohne Gleiskérpermasse verzichtet, da wie in Abb. 8.5 dargestellt die Relativ-
abweichung A infolge Modellierung mit Gleiskérpermasse geringer ist als A infolge Modellierung
ohne Gleiskorpermasse. Somit wird der zu erreichende Unterschied nicht {iberschétzt.

In Abb. 8.5 ist die Relativabweichung der Durchbiegung nur fiir Balken mit der Massenbe-
legung p = 17,5t/m dargestellt. Die Massenbelegungen = 7,5t/m und p = 25t/m werden
vernachléssigt, da wie in Abb. 8.6 gezeigt, alle Relativabweichungen annédhernd gleich sind. Die
groBiten Abweichungen zwischen den Ergebnissen der einzelnen Massenbelegungen treten bei
Balken mit unterer Eigenfrequenz auf (Abb. 8.6) und betragen 2 Prozentpunkte. Dieser minimale
Unterschied wird in weiterer Folge vernachlassigt. Somit wird auch dem Koppelbalken-Modell
die Tatsache unterstellt, dass die Massenbelegung des Tragwerks nur einen skalierenden Einfluss
auf das Ergebnis hat, wie dies bei Ergebnissen infolge analytischer Berechnung der Fall ist (siehe
Abb. 5.2). Es wird also nur mehr die Relativabweichung zugehorig zu Balken mit einer Massen-
belegung p = 17,5t/m dargestellt. Dasselbe gilt fiir die Relativabweichung der Beschleunigung w
der Balken. Die absoluten Ergebnisse der Durchbiegungsmaxima bzw. Beschleunigungsmaxima
werden fiir die Massenbelegung = 7,5t/m dargestellt, da diese die absolut groiten sind. Werden
die Ergebnisse fiir = 17,5t/m bzw. y = 25t/m benotigt, so ist das Ergebnis von u = 7,5t/m

7,5

mit den Faktoren % bzw. 3¢ zu multiplizieren.

Die beiden Annahmen, dass die Gleiskérpermasse keinen Einfluss auf die Berechnung hat und

die Massenbelegung p des Tragwerks nur einen skalierenden Faktor auf das Ergebnis hat, gelten
sowohl fiir die Beschleunigung w, als auch fiir die Geschwindigkeit w in Feldmitte. Nachfolgend
sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit somit nur die Relativabweichungen der Durchbiegung w
als Beweise fiir diese Behauptungen angefiihrt (Abb. 8.5, Abb. 8.6).
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Abb. 8.5: Relativabweichung der Durchbiegung A (nach (8.1)) der Balken (Berechnung des
Koppelbalken mit und ohne Gleiskorper-Masse) mit Masse p = 17,5t/m bei einer
Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN, dp = 22m) fiir die Geschwindigkeit des
maximalen Resonanzpeaks im Bereich 100-300 km/h
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Abb. 8.6: Relativabweichung der Durchbiegung A (nach (8.1)) der Balken fiir die Massenbele-
gungen 4 = 7,5t/m, pu = 17,5t/m, u = 25t/m bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten
(P =200kN, dp = 22m) fiir die Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeaks im
Bereich 100-300 km/h - Koppelbalken mit Gleiskorper-Masse
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8.3.2 Ergebnisse der Durchbiegung

g 50 -
<4 40 Axp
©0 —-—-Agc
z
230
.2
£ 20
Q
g
.= 10
=
~ ool 11 LTl e VPSPPI
™m0 <t 10 10 NeJ r~ o0 D o [} <t Ne} ] =)
~ < — — — — — a
Spannweite L [m]
(a) untere Eigenfrequenz fi,,
g 50
<1 40
o0
z
= 30
=2
£ 20
&
>
= 10
© -
é 0 1 1 1 1 1 1 1 1
M0 <H 0 10 Nej ~ o0 D o a <t Ne} ] =)
o <t i Lol i Ll i (A}
Spannweite L [m)]
(b) mittlere Eigenfrequenz fi ,,
g 50
< 40} Axp
©0 —-—-Agc
z
= 30 =
.2
£ 20
Q
g —_—
Z2 10 T T e e e
- et I e e R LT T P
g 1 1 1 1 1
m 0 a <t Ne} o] =)
— — — — a

Spannweite L [m]
(c) obere Eigenfrequenz fi,

Abb. 8.7: Relativabweichung der Durchbiegung in Feldmitte A (nach (8.1)) des Balkens mit
Massenbelegung p = 17,5t/m bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN,
dp = 22m) fiir die Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeaks im Bereich 100-
300 km/h - Koppelbalken ohne Gleiskorper-Masse
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Abb. 8.8: Maximaldurchbiegungen wgy, (Einzellasten), wgo (Lastverteilung-Eurocode) und
wgp (Koppelbalken) in Feldmitte des Balkens mit Massenbelegung p = 7,5t/m
bei Anregung mit Np = 5 iiberfahrenden Lasten (P = 200kN, dp = 22m fir die
Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeaks im Bereich 100-300 km/h
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8.3.3 Ergebnisse der Beschleunigung
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Abb. 8.9: Relativabweichung der Beschleunigung in Feldmitte A (nach (8.2)) des Balkens mit
Massenbelegung p = 17,5t/m bei einer Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200 kN,
dp = 22m) fiir die Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeaks im Bereich 100-
300 km/h - Koppelbalken ohne Gleiskorper-Masse
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Abb. 8.10: Maximalbeschleunigungen wgy, (Einzellasten), wgpc (Lastverteilung-Eurocode) und
wrp (Koppelbalken) in Feldmitte des Balkens mit Massenbelegung p = 7,5t/m
bei Anregung mit Np = 5 iiberfahrenden Lasten (P = 200kN, dp = 22m fir die
Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeak im Bereich 100-300 km/h
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8.3.4 Interpretation der Ergebnisse

Im Vergleich zur vorigen Untersuchung wird hier, wie bereits erwéhnt, nicht fiir alle Spannweiten
der gleiche Resonanzpeak getroffen. Wird vom gleichen Resonanzpeak gesprochen, so ist gemeint,
dass in der Formel

S zd”, keN (8.4)

k fiir alle Tragwerke die gleiche Zahl ist. Wird z.B. von der 7-ten Resonanzgeschwindigkeit gespro-
chen, so ist k = 7. Da nicht immer der gleiche Peak untersucht wird, haben die Abweichungen in
Abb. 8.7 sowie Abb. 8.9 keinen vergleichbar glatten Verlauf wie in der vorigen Untersuchung.
Wie im Zusammenhang mit Abb. 8.4 bereits erwahnt, ist die Relativabweichung von Peak zu
Peak unterschiedlich.

Fiir Tragwerke mit einer Eigenfrequenz im unteren Bereich nach Fryba [6] f1, = 133 X
Lb_o’9 X % (Abb. 8.7a fiir die Durchbiegung sowie Abb. 8.9a fiir die Beschleunigung) kann in
dem Geschwindigkeitsbereich 100-300 km/h bis zu Spannweiten von L = 8 m ein Vorteil aus der
Berechnung mit der Koppelbalken-Modellierung gegeniiber der Berechnung mit der Lastverteilung
nach Eurocode gezogen werden.

Bei Balken mit einer Eigenfrequenz im mittleren Bereich nach Fryba [6] fi,, = 133 x L, 0.9
wird ersichtlich, dass sogar bei groen Spannweiten ein Unterschied zwischen Koppelbalken und
LV-EC bestehen kann (siehe Abb. 8.7b sowie Abb. 8.9b fiir die Beschleunigung).

Fiir Systeme mit einer Eigenfrequenz im oberen Bereich nach Fryba [6] f1, = 133 x L;O’g X 2
ist der Vorteil der Berechnung mittels Koppelbalkens gegeniiber der Berechnung mit LV-EC,
wie in Abb. 8.7c, nicht bis zu einer gewissen Spannweite festzumachen. Bis L = 6 m ist die
Modellierung mittels Koppelbalken klar im Vorteil gegeniiber der LV-EC. Zwischen 6 und 7 m
schmiegt sich die Durchbiegungsabweichung des Koppelbalkens A p an die des LV-EC Agc¢ an,
um anschlieflend einen anndhernd konstanten Unterschied von 5 Prozentpunkten zu halten. Die
Beschleunigungsabweichung hat einen dhnlichen Verlauf (siehe Abb. 8.9¢), jedoch mit deutlich
groferem Unterschied im parallel verlaufenden Teil. Dieses seltsame Verhalten kommt daher, dass
das Verhaltnis der Steifigkeiten von Tragwerk und Gleiskorper des Koppelbalkens so zueinander
passt, dass sich die Durchbiegungen des Gleiskérpers und des Koppelbalkens teilweise aufheben
und somit insgesamt eine geringere Amplitude ergeben. Verringert man exemplarisch fiir den
Balken (L = 16 m, u = 17,5t/m, f; ,) die Steifigkeit des Gleiskorpers E1, (siehe Kapitel 5) um den
Faktor 10, so erhélt man das Ergebnis in Abb. 8.11. Die Durchbiegungen in Abb. 8.11 entsprechen
den Erwartungen, wonach ein geringer Unterschied zwischen der Durchbiegung des Koppelbalkens
mit reduzierter Gleissteifigkeit EI,. ,cq = 0,1 E1,. (gelb-durchgehend) und der Durchbiegung des
Einfeldtréagers belastet durch Einzellasten (violett-strichpunktiert) besteht. Im Vergleich dazu
fallt der Durchbiegungsverlauf des Koppelbalkens mit normaler Gleissteifigkeit (blau-strichliert)
vor allem im hoherfrequenten Bereich viel geringer aus. Da wie man in Abb. 8.10c erkennen kann,
die Beschleunigungen kleiner als 2,5m/s? sind und damit unter geforderten Grenzwerten liegen,
kann der Parameterbereich mit oberer Eigenfrequenz f; , vernachlassigt werden. Die Grenzwerte

der Beschleunigung ergeben sich zu:
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o Gmaz = 3,5m/s? fiir Neuanlagen mit Schotter-Oberbau (gemia3 ONORM EN 1990/A1)

e Qmar = 6m/s? fiir Bestandsanlagen mit Schotter-Oberbau (gemid8 ONORM-Regel ONR
24008)

Abschlieflend kann gesagt werden, dass die Steifigkeit des Tragwerks einen wesentlich Effekt auf
die Relativabweichung A hat. Die Berechnung mittels Koppelbalken gegeniiber der Lastverteilung
nach Eurocode ist bei sehr weichen Tragwerken ( f1 ,,), wie vorhin erwéhnt, nur bis zu Spannweiten
von 6-7 m vorteilhaft. In Abb. 8.9¢ ergeben sich iiber den ganzen Parameterbereich von L=3-20 m
immer wieder Unterschiede in der Gréflenordnung von 20 Prozentpunkten (siehe z.B. L=14 m
bzw. L=18 m). Es ist also bei Tragwerken mit einer Eigenfrequenz im mittleren Bereich nach
Fryba [6] fim = 133 x Lb_o’9 durchaus auch bei grofien Spannweiten ein Vorteil der Berechnung
ersichtlich.

Wie schon erklart, wurde die Berechnung immer fiir die Geschwindigkeit des gréfiten Re-
sonanzpeaks im Bereich v=100-300 km /h gewéhlt. Da diese Geschwindigkeiten nicht mit den
Bemessungsgeschwindigkeiten {ibereinstimmen miissen, sind die in dieser Untersuchung darge-
stellten Werte nur Richtwerte dafiir, was mit der aufwéndigeren Berechnung mit Koppelbalken
moglich sein kann. Jedoch gibt es wie in Abb. 8.4 ersichtlich auch Bereiche fiir die der Unterschied
zwischen Koppelbalken und LV-EC gleich Null ist (z.B. 245-250 km/h). Liegt die Bemessungsge-
schwindigkeit in diesem Bereich so wére eine Koppelbalken-Berechnung fiir diesen Balken nicht
sinnvoll. Bei der Bemessung ist es zielfiihrend, wenn in erster Linie mit der Lastverteilung nach
Eurocode (und dem analytischen Formelapparat) gerechnet wird. Gibt es Bemessungsbereiche,
welche die geforderten Grenzwerte der Beschleunigung tiberschreiten, so kann dann in diesem

Bereich mit dem Koppelbalken-Modell nachgerechnet werden.
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Abb. 8.11: Gegeniiberstellung Modellierung Koppelbalken mit und ohne reduzierter Gleisstei-
figkeit (Faktor 10) - Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200kN) mit dp = 22m
und v = 248km/h iiber Balken (L = 16m, = 17,5t/m, fi,)
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Maximalbeschleunigungen wgy, (Einzellasten), wgpco (Lastverteilung-Eurocode)
und wxp (Koppelbalken) in Feldmitte des Balkens mit Massenbelegung p =
7,5t/m bei Anregung mit Np =5 iiberfahrenden Lasten (P = 200kN, dp = 22m
fiir die Geschwindigkeit des maximalen Resonanzpeak im Bereich 100-300 km/h .
Gegeniiberstellung Modellierung Koppelbalken mit und ohne reduzierter Gleisstei-
figkeit (Faktor 10) - Uberfahrt von Np = 5 Lasten (P = 200 kN) mit dp = 22m
und v = 248km/h tiber Balken (L =16m, p = 17,5t/m, fi,) . . . . . . . .. ..
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