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Kurzfassung

Ziel dieser Arbeit ist der Beweis der Instanz-Optimalitéit der Adaptiven Finiten Elemente
Methode (AFEM) bestehend aus dem in Kapitel 7 beschriebenen Algorithmus. Dieser
besteht im Wesentlichen aus folgender Schleife:

|solve | — | estimate | — |mark| — |refine|

Beginnend mit einer kurzen Einfiihrung in Newest Vertex Bisection (NVB), widmen sich
die ersten Kapitel dem geometrischen Aspekt der AFEM. Mit Hilfe der Knotenmengen
von Triangulierungen, genannt Populationen werden weitere, in der aposteriori Analysis
benotigte Netzeigenschaften bewiesen. Als Modellproblem wéhlen wir die Poissonglei-
chung im R? mit homogenen Dirichlet-Randdaten. In weiterer Folge zeigen wir neben
diskreter Effizienz und Zuverléssigkeit des kantenbasierten Residualschétzers eine Lower
Diamond Estimate fiir den Schétzer sowie fiir das Energiefunktional.

Aufbauend auf der Maximumsstrategie und den oben skizzierten Schema stellen wir einen
adaptiven Algorithmus mit modifizierten Markierungsstrategie vor. AbschlieBend wird
mit Hilfe der oben erwdhnten Netz- und analytischen Eigenschaften die Energieoptima-
litdt beweisen. Aus dieser lédsst sich schlussendlich die Instanz-Optimalitéit fiir den Fehler
[ur — w3 g + 0sc?(T) folgern.

Die Aufgabenstellung dieser Diplomarbeit ist die Auswertung und Aufarbeitung des Pa-
pers ., Instance optimality of the adaptive maximum strategy”von Lars Diening, Christian
Kreuzer und Rob Stevenson. In dieser Publikation wurde erstmals ein Beweis der Instanz-
Optimalitéit einer AFEM, ohne zusétzliche Vergroberungsroutine vorgestellt.






Abstract

This thesis aims to prove the instance optimality of the adaptive finite element method
(AFEM), driven by the algorithm of the form

‘solve ‘ — ‘ estimate ‘ — \mark\ — \refine\

The thesis and hence the proof of the instance optimality is organized as follows. First, we
take a look on Newest Vertex Bisection (NVB), which is used for refining triangulations.
Therefore, after a short introduction we take a different approach to look at meshes
via the nodes of a triangulation. This so called Population-model allows us to derive
some new properties of NVB, which are necessary in proof of the main result later on.
In the next chapter, we introduce the Poisson model problem in R? with homogeneous
Dirichlet boundary conditions and give review of some needed function spaces. In this
setting, we prove besides the discrete efficiency and reliability of the edge based residual
error estimator, a so called lower diamond estimate for the energy functional and the
total error. Chapter 7 contains the adaptive algorithm, which is steered by the maximum
strategy with a slightly modified marking criterion. Finally we prove, first energy- and
subsequently instance optimality for the total error ||uy — qul(Q) + 0sc?(T).

The scope of this thesis is the analysis of the paper “Instance optimality of the adaptive
maximum strategy”by Lars Diening, Christian Kreuzer and Rob Stevenson. This work
contains the first proof of an AFEM algorithm, without using an additional coarsening
routine.
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1 Einleitung

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist ein seit Jahrzehnten bewéhrtes und vielfach
angewandtes Verfahren zur Losung von partiellen Differentialgleichungen. Wie allgemein,
bekannt bieten uniforme Verfahren kein optimales Konvergenzverhalten des Fehlers. Da-
her ist bei rechenintensiven Problemstellungen adaptiven Verfahren, bei welchen ein op-
timales Konvergenzverhalten bewiesen werden kann, der Vorzug zu geben.

Die Ratenoptimalitét fiir die adaptive Finite Elemente Methode (AFEM) ist mittlerwei-
le ein sehr gut untersuchter Forschungsgegenstand und diente in den letzten Jahren als
fruchtbarer Boden fiir diverse wissenschaftliche Publikationen. In Verbindung mit der
von Dorfler in [D6r96] vorgeschlagenen Markierungsstrategie ist die Ratenoptimalitét fiir
eine grofle Klasse von Problemen bewiesen. Neben elliptischen Problemen 2. Ordnung
sei exemplarisch fiir nicht symmetrische Gleichungen auf [FFP14] und fiir inhomogene
Dirichlet-Randdaten auf [FPP14] verwiesen. Des Weiteren wurden die fiir optimale Ra-
tenkonvergenz notigen Voraussetzungen, siche [KPP13] bzw. [CFP14], auf 6 hinreichende
Axiome reduziert.

Der Fortschritt in puncto Instanz-Optimalitét fallt in den letzten Jahren deutlich geringer
aus. Fiir das sehr einfache Beispiel der Poissongleichung mit homogenen Randdaten wurde
erstmals in [BDDO04] die Instanz-Optimalitidt bewiesen. Diese Arbeit bedient sich einem in
[MNSO00] vorgestellten Algorithmus und bendtigt eine zuséitzliche Vergroberungsroutine.
Im Gegensatz zur Ratenoptimalitéit konnte diese erst 2013 in [DKS] entfernt werden.
Dieser beweistechnische Quantensprung dient als Motivation und Ausgangspunkt meiner
Diplomarbeit, welche die genauen Voraussetzungen sowie die mathematischen Mechanis-
men und neuen Methoden hinter dieser Publikation beleuchten soll. Diese Diplomarbeit
beruht in wesentlichen Teilen auf dem oben erwidhnten Preprint des Papers , Instance

optimality of the adaptive maximum strategy”von Lars Diening, Christian Kreuzer und
Rob Stevenson, sieche [DKS].

1.1 Problemstellung

Als Modellproblem withlen wir die Poissongleichung in R? mit homogener Dirichlet-
Randbedingung. Das heiit, fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R? mit Rand 0Q = T
16sen wir die Gleichung

—Au=f in €

1.1
u=0 auf T, (1.1)

mit unbekannter Losung u. Ziel dieser Arbeit ist, die Instanz-Optimalitét fiir die Adaptive
Finite Elemente Methode, bestehend aus der Schleife

|solve | — | estimate | — |mark| — |refine|
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zu beweisen. Der Algorithmus, siehe Kapitel 7, erhélt eine initiale Triangulierung 7 und
berechnet mit Hilfe einer leicht modifizierten Maximumsstrategie in jedem Schleifendurch-
lauf ein Gitter 7, mit dazugehoriger Galerkin-Losung w7,. Um nach jedem Schritt wieder
ein reguldres Gitter, siche Kapitel 2 zu erhalten, wéhlen wir Newest Vertex Bisection
als Verfahren fiir die Netzverfeinerung. Die Instanz-Optimalitét lasst sich mit Hilfe der
Energienorm ||| - ||| und des Markierungsparameters p nun folgendermafen formulieren,
sieche Satz 8.2.1 bzw. Korollar 8.2.2:

Es existieren Konstante K,C > 0, sodass fiir alle vom adaptiven Algorith-
mus erzeugten Gitter 7, und fiir alle Triangulierungen 7 mit #(7 \ 7o) <
KT\ To) gilt

llw = ur; II* +osc*(Te) < C (Il w—ur [|* +osc*(T)).

In anderen Worten, der Fehler |||u—ur,||| einer berechneten Losung ur, auf einer Triangu-
lierung 7, mit n Dreiecken ist bis auf eine Konstante kleiner als der Fehler einer Losung auf
dem bestmoglichen Netz 7 mit n/K Dreiecken. Dies garantiert nun, dass der adaptive Al-
gorithmus maximal K Schritte benotigt um einen ,,optimalen Schritt” durchzufiihren. Die
Instanz-Optimalitat impliziert zusétzlich die Ratenoptimalitiat des adaptive Algorithmus.
Ein weiterer Vorteil ist das Verschwinden einer vorasymptotischen Phase. Fiir den Beweis
der Ratenoptimalitét benotigt man oft, abhédngig von der Problemstellung, sehr kleine
Netzweiten, ehe eine optimales Konvergenzverhalten eintritt. Diese Bedingung tritt oft
als Hemmschuh fiir Implementierungen auf und kann mit Instanz-optimalen Algorithmen
vermieden werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Der Beweis der Instanz-Optimalitét gliedert sich nun in folgende Kapitel bzw. Abschnitte,
welche wir aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit und zur Bequemlichkeit des Lesers
kurz zusammenfassen. Da die Eigenschaften der Netzverfeinerung, neben der a posteriori
Analysis im Beweis der Instanz-Optimalitét eine essentielle Rolle spielen, ldsst sich diese
Arbeit im wesentlichen in zwei Teile trennen. Der erste Teil, bestehend aus Kapiteln 2—4
behandelt die geometrischen Aspekt der AFEM bzw. beweist die notigen Eigenschaften
der Netzverfeinerung mittles NVB. Der zweite Teil, Kapitel 5-8 liefert die analytischen
Voraussetzungen und Hilfmittel sowie anschlieBend den Beweis des Hauptresultats.

Newest Vertex Bisection

Um die Notation einzufiihren, definieren wir Begriffe wie Triangulierungen und Regu-
laritdt und geben eine kurze Einfithrung in die Netzverfeinerung mittels Newest Vertex
Bisection. Wir wiederholen zudem ein paar grundlegende Eigenschaften dieser Methode,
allem voran die BDD-Bedingung siche [BDD04] bzw. Definition 2.2.1 und direkt daraus
folgende Resultate.
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Populationen

Neben der Identifikation einer Triangulierung als Menge von Dreiecken, zeigen wir einen
anderen Zugang um Dreiecksnetze zu beschrieben. Dieser stiitzt sich im Wesentlichen auf
die Knotenmenge eines Netzes, welche wir als Populationen bezeichnen. Beginnend mit
der Definition fiithren wir eine Verbands- und Baumstruktur ein. Diese erlaubt uns, am
Ende dieses Kapitels mit Satz 3.4.7 eine Abschétzung fiir freie Knoten herzuleiten. Als
frei bezeichnen wir im Spéateren Verlauf genau jene Knoten eines Netzes, welche ohne
weitere Konsequenz aus einer Triangulierung entfernt werden kéonnen. Diese Eigenschaft,
welche wir leider nur fiir Netze im R? beweisen kénnen, wird spiter als wichtiger Bauteil
im Beweis des Hauptresultats einfliefen.

Lower Diamond Struktur

In der im vorigen Kapitel aufgebauten Baumstruktur von Triangulierungen bzw. Popula-
tionen ldsst sich nun eine spezielle Ordnungsstruktur auszeichnen, die wir Lower Diamond
nennen; Siehe Definition 4.0.10 bzw. Definition 4.0.12. Ziel dieses Abschnittes ist zu zei-
gen, dass diese Struktur unabhingig von der Betrachtung iiber Knoten oder Dreiecke,
dquivalent definiert werden kann. (Siehe Korollar 4.0.16).

Analysis

In dieser Sektion fithren wir das Modellproblem und die benotigten grundlegenden Ana-
lytischen Begriffe ein. Der dritte Unterabschnitt beschéftigt sich mit der Scott-Zhang
Projektion und bietet Platz, um die spéter benttigten Eigenschaften dieses Operators
herzuleiten. Das Kapitel endet mit dem Beweis der Lower Diamond Estimate fiir den
Fehler in der Energienorm |||uz. — ur|[|?. Diese ist, siche Satz 5.4.2, eine Abschiitzung
welche auf der im vorhergehenden Kapitel definierten gleichnamigen Struktur beruht.

A posteriori Analysis

An dieser Stelle definieren wir den kanten-basierten Residualschitzer n3-(-). Des Weiteren
zeigen wir diskrete Zuverlédssigkeit (Satz 6.1.7) und diskrete Effizienz (Satz 6.1.8) des
Schétzers bzw. zeigen den Zusammenhang zwischen 73(-) und dem Energiefunktional
des Modellproblems. Da wir den Beweis der Instanz-Optimalitét in der Terminologie der
Populationen fithren, {ibersetzen wir anschliefend die notigen analytischen Begriffe in
dieses Modell.

Adaptiver Algorithmus

Hier formulieren wir den oben kurz angesprochenen adaptiven Algorithmus, zuerst fiir
Dreiecke und anschlieflend fiir Populationen. Das Markierungskriterium besteht aus einer
leicht modifizierten Maximums-Strategie, wobei wir in jedem Schritt jene Dreiecke, welche
zusétzlich zu einem markierten Dreieck verfeinert werden miissen, miteinbeziehen.
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Optimalitat

Mit der Vorbereitung aus den vorgehenden Kapitel und dem einem oder anderen tech-
nischen Lemma ldsst sich nun zuerst die Energieoptimalitiat, Satz (8.1.5) beweisen. Aus
diesem Resultat ist es nun ein Leichtes die Instanz-Optimalitdt des adaptiven Algorith-
mus (Satz 8.2.1 bzw. Korollar 8.2.2), welches das Hauptresultat dieser Arbeit darstellt,
zu folgern.

Netze ohne BDD-Bedingung

Im Beweis der Energie- sowie Instanz-Optimalitéit geht entscheidend ein, dass die initiale
Triangulierung die BDD-Bedingung erfiillt. In diesem Kapitel zeigen wir ein paar Pro-
bleme, welche sich ohne diese Voraussetzung ergeben bzw. mit welchen man im Fall von
Netzen aus Simplizes im R™ konfrontiert ist.
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2 Newest Vertex Bisection

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem geometrischen Aspekt der finiten Elemente Me-
thode, das heifit mit Triangulierungen und der dazugehorigen Netzverfeinerung. Im spe-
ziellen verwenden wir in dieser Arbeit Newest Vertex Bisection zur Netzverfeinerung. Ziel
des ersten Kapitels ist, diese Technik vorzustellen und ein paar grundlegende Eigenschaf-
ten zusammenzufassen. Sei dazu Q0 C R? ein polygonales Gebiet mit Rand I" := 99.

2.1 Einfiihrung und Definition

Wir bezeichnen eine Menge T' C R? als nicht degeneriertes Dreieck, wenn es Punkte
xr,yr, zr € R? gibt, sodass T = conv{xr,yr, zr}, und |T| > 0 ist. Fiir ein gegebe-
nes Dreieck T" € T seien K(T') = {zr,yr, 2r} die Menge der Eckpunkte und E(T") =
{conv{zr,yr}, conv{zr, 2r}, conv{yr, 2r}} die Menge der Kanten.

Wir definieren zusitzlich diam(7") := max{|E|: £ € E(T)} = max{|z —y| : 2,y € T'}.

Definition 2.1.1 Sei Q C R? ein polygonales Gebiet. Wir nennen T genau dann eine
Triangulierung von ) wenn gilt:

i) T ist eine Menge von nicht degenerierten Dreiecken.
it) Der Abschluss von Q wird von T dberdeckt, d.h. @ = Jper T

iii) fir alle T, T € T mit T # T gilt |TNT'| =0, d.h. der Schnitt zweier Dreiecke hat
Mafs 0.

Wir betrachten in dieser Arbeit nur Dreiecksnetze die in einem gewissen Sinne ,,schonfind.
Das soll heilen, eine Triangulierung darf keine hdngenden Knoten besitzen, und einzel-
ne Dreiecke diirfen sich nicht iiberlappen. Wir fithren dazu den Begriff einer regulédren
Triangulierung ein.

Definition 2.1.2 Fine Triangulierung T heifit requlir, wenn fir alle T, T" € T mit
T #£ T eine der folgenden Bedingungen zutrifft.

e TNT =0,

o oder TNT = {z} mit z € Kr Ny, d-h. T und T" besitzen einen gemeinsamen
Knoten,

e oderTNT' =FE mit z€ ErNEpr, d.h. T und T' besitzen eine gemeinsame Kante.
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Um den fiir die adaptive Finite Elemente Methode notwendigen Netzverfeinerungsalgo-
rithmus erklédren zu kénnen, benttigen wir eine regulére Triangulierung des Gebietes ().
Diese bezeichnen wir mit 7y, und sie wird als Ausgangspunkt der Verfeinerung verwendet.
In 7y wahlen wir nun fiir jedes Dreieck einen beliebigen Knoten, der als Newest Vertex
bezeichnet wird. Die dem Newest Vertex gegeniiberliegende Kante nennen wir Referenz-
kante. Eine Heuristik fiir Newest Vertex Bisection (NVB) liest sich nun wie folgt:

i) Starte mit reguldrer Triangulierung 7.

ii) Verfeinere markierte Dreiecke M, C 7, und erzeuge dadurch eine Verfeinerung 7y, 1.

Fiir ein beliebiges Dreieck T' € 7Ty, siche Abbildung 2.1, lautet die Verfeinerungsregel nun
folgendermaflen:

e Ein zur Verfeinerung markiertes Dreieck wird durch Halbierung der Referenzkante
ein zwei Dreiecke T7,T5 geteilt. Diese bezeichnen wir als Kinder von 7'.

e Der Mittelpunkt der Referenzkante von T wird nun Newest Vertex der Nachkommen
Ty bzw. T, und analog zur initialen Triangulierung wird jeweils die dem Newest
Vertex gegeniiberliegende Kante neue Referenzkante.

Um ausgehend von 7y sicherzustellen wieder eine reguldre Triangulierung 7,,, zu erhalten,
wahlen wir folgende Verfeinerungsroutine:

e Wird ein Element 7' € 7, fiir die Verfeinerung markiert, markieren wir die dazu-
gehorige Referenzkante.

e In jedem Dreieck T' € 7;, mit mindestens einer markierten Kante wird (falls nicht
schon markiert) zusétzlich die Referenzkante markiert.

e Rekursiv wird nun jedes Dreieck mit markierter Referenzkante nach obiger Regel
verfeinert. Es konnen folgende Fille auftreten, siehe Abbildung 2.2.

— Ist in T keine Kante markiert so wird 7" nicht verfeinert und daher gilt T" € T,

— Enthalt T nur eine markierte Kante, so muss bereits die Referenzkante mar-
kiert sein, und wir teilen 7' laut Bisektionsregel in Kinder 7} und 75. Siehe

Abbildung 2.1 bzw. 2.2 (links).

Abbildung 2.1: Bisektion mit Newest Vertex Bisection. Links: Fiir jedes Dreieck wird
ein Newest Vertex und eine Referenzkante ausgezeichnet. Im Bisektions-
schritt (rechts) wird die Referenzkante halbiert und 7" in Kinder 77 und
T5 unterteilt
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Abbildung 2.2: Abhéingig von der Anzahl der markierten Kanten wird jedes Dreieck in 2,
3 oder 4 Dreiecke unterteilt.

M. D Lo

Abbildung 2.3: Verfeinerung durch Newest Vertex Bisection liefert fiir jedes Dreieck T
nur 4 Klassen von dhnlichen Dreiecken. Ausgehend vom Dreieck T (links)
sind die nach 1, 2 oder 3 Bisektionsschritten (rechts) auftretenden Drei-
ecke abgebildet. Gleiche Farben entsprechen in der Abbildung dhnlichen
Dreiecken. Man sieht, dass nach 3 Bisektionen keine neuen Dreiecksklas-
sen mehr entstehen kénnen.

— Sind in T zwei Kanten markiert, muss die Referenzkante markiert sein. Wir
verfeinern 7" in zwei Kinder 77 und T5. Fiir eines dieser Dreiecke ist wiederum
die Referenzkante markiert und wird daher abermals laut Bisektionsregel in
zwei Kinder geteilt. Abbildung 2.2 (Mitte)

— Sind alle Kanten in T markiert, so teilen wir 7" in Kinder 77 und T5. Beide
Dreiecke haben nun eine markierte Referenzkante und werden daher wiederum
in Kinder T} 1,712 bzw. 151, T5 o verfeinert.

Wie man sich leicht {iberlegen kann, entsteht durch den obige Routine wieder eine re-
gulédre Triangulierung. Man bemerke dass in diesem Schritt, abhéngig von der Anzahl der
markierten Kanten, jedes Dreieck im maximal 4 Kinder unterteilt wird, siche Abbildung
2.2.

Fiir Triangulierungen 7 und 77, wobei T aus 7' durch Verfeinerung von markierten
Elementen M C T hervorgeht, schreiben wir

T = ret(T', M).

Mit Hilfe von Newest Vertex Bisection kénnen wir nun Verfeinerungen einer Triangulie-
rung definieren. Verwenden wir in Folgenden den Begriff Verfeinerung, so meinen wir dies
immer im Sinne der nachstehenden Definition.

Definition 2.1.3 Seien T und T requlire Triangulierungen. Wir nennen T genau dann
eine Verfeinerung von T', das heifit T € refine(T’), wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

o Fs gibt endliche Mengen von Triangulierungen Ty, . .., T, und markieren Elementen

My, ..., M, mit Ty =T sowie T, =T.
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o Piiralle 2 < ( <n gilt My C T sowie T; = ref(Tii; Me_1).

Betrachtet man nun die Nachkommen eines Dreiecks T' € 7T, genauer, so konnen, darge-
stellt in Abbildung 2.3, nur 4 verschiedene Typen von dhnlichen Dreiecken auftreten. Folg-
lich konnen fiir eine initiale Triangulierung 7y, bei Netzverfeinerung mittels Newest Vertex
Bisection, abhéngig von #75, nur endlich viele verschiedene Ahnlichkeitsklassen von Drei-
ecken auftreten. Fiir zwei dhnliche Dreiecke T, 7" gilt |T'|"*/?diam(T) = |T"|~"/?diam(T")
und mit Hilfe dieser Tatsache verifiziert man nun leicht, folgendes Resultat iiber die
uniforme Formregularitdt von NVB:

Satz 2.1.4 Fiir ein Folge von reguliren Triangulierungen (7}) mit Ty € refine(T;_1)

fiir alle ¢ € N, gilt

/eN

sup max |T'|"/*diam(T) < oo.
teN TET

2.2 BDD-Bedingung

Die Wahl der Newest Vertices und der dazugehorigen Referenzkanten in 7q ist a prio-
ri beliebig. Wir beweisen in diesem Abschnitt, dass eine Zuordnung existiert, welche

die nachfolgende Bedingung erfiillt. Die Beweisidee sowie der Erstbeweis stammen aus
[BDDO04, Section 2.2].

Definition 2.2.1 (BDD-Bedingung) Eine Triangulierung T erfillt genau dann die BDD-
Bedingung, wenn fir alle T, 7" € T mit TNT' = E € E(T)NE(T") gilt

E ist Referenzkante von T = E ist Referenzkante von T"

Satz 2.2.2 Sei Q) C R? ein polygonales Gebiet und Ty eine requlire Triangulierung von €.
Fiir Ty existiert eine Zuordnung von Newest Vertices und dazugehorige Referenzkanten,
sodass die BDD-Bedingung 2.2.1 erfillt ist.

Beweis. Um den Beweis anschaulicher zu gestalten, sind die wesentlichen Beweisschritte
in Abbildung 2.4 und 2.5 exemplarisch an einer reguléren Triangulierung dargestellt.

i) Da Q C R? ein polygonales Gebiet im R? ist, lisst es sich homdomorph auf QC
S§? C R? abbilden, wobei &% die Einheitsspéhre bezeichnet. Das Bild der Triangu-
lierung 7Ty liefert Triangulierung 7o von €2, siche Abbildung 2.4. Die Regularitét der
Triangulierung ist eine rein komblnatorlsche Eigenschaft eines Netzes, und daher ist
auch Ty reguldr.

ii) Sei nun T D Ty eine beliebige Erweiterung von 7Ty zu einer reguliren Triangulierung
der kompletten Sphére 8%, Wir bezeichnen nun mit G den dualen Graphen der
Triangulierung 7. Dieser besitzt als Knoten die Menge der Dreiecke von 7 und
jeweils zwei Knoten, die benachbarten Dreiecken entsprechen, sind durch eine Kante
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verbunden. Das heifit als Knoten- und Kantenmenge von G ergibt sich
Vo={T: TeT} und E;:={(T,T"): TNT =E, E ist Kante von 7T}.

Aufgrund der Regularitit der Triangulierung 7 besitzt nun jedes T € T mit genau 3
angrenzenden Dreiecken eine gemeinsame Kante. Somit ist jeder Knoten K € Vi mit
exakt 3 anderen Knoten verbunden und G ist daher ein kubischer Graph. (Abbildung
2.5 (links)).

iii) Nach dem Satz von Peterson (siche [Pet91]) existiert in jedem kubischen Graphen
nun ein perfektes Matching, d.h. eine Menge von disjunkter Kanten M C &g, welche
alle Knoten des Graphen GG beinhalten und jeder Knoten genau einmal als Endpunkte
einer Kante in M auftritt. (Abbildung 2.5 (Mitte))

iv) Da die Kanten im Graphen G den inneren Kanten der Triangulierung T entsprechen,
markieren wir nun alle £ € M als Referenzkanten der angrenzenden Dreiecke in 7.
Nun gilt:

e Da jeder Knoten von G als Endpunkt genau einer Kante in M auftritt, besitzt
jedes Dreieck in T genau eine Referenzkante.

e Fir 7,7 € T mit TNT' = E € &T)NET) gilt
F ist Referenzkante von T" <— EF € M und

E verbindet Knoten T, 7" in G <= E ist Referenzkante von 7".

v) Die so erhaltene Wahl der Referenzkanten in T liefert nun eine Zuordnung der Refe-
renzkanten fiir 7y und folglich fiir 7. Schlussendlich definieren wir fiir jedes T' € 7
den der Referenzkante gegeniiberliegenden Knoten als Newest Vertex. U

Satz 2.2.2 garantiert nun fiir jede Triangulierung 7y eine Zuordnung von Newest Vertices
und Referenzkanten laut BDD-Bedingung 2.2.1. Wir kénnen daher fiir die folgenden Ka-
pitel 0.B.d.A voraussetzen, dass die initiale Triangulierung 7y die BDD-Bedingung 2.2.1
erfiillt.

Definition 2.2.3 Wir definieren nun T, die Menge aller méglichen Verfeinerungen der
initialen Triangulierung Ty als

T:={T: T €refine(7y)},
und die Menge aller Dreiecke in T als

T={TeT:TeT}
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Abbildung 2.4: Tllustration der wesentlichen Beweisschritte von Satz 2.2.2. Fiir eine be-
liebige regulére Triangulierung 7y erhalten wir auf S? die Netze Ty bzw.
eine beliebige Erweiterung 7 zu einer reguléren Triangulierung der ganzen
Sphére

Tio
o, Matching .
G ~ 7 To
Ty o—————0
P TN T s
7 7 TQ./:\' e T /’ \ T3 T

(o]
Ts T .\. ( T T3 / Ts T
3 [§] 6
Ty T Ty

Abbildung 2.5: Illustration der wesentlichen Beweisschritte von Satz 2.2.2. Die Triangu-
lierung 7 liefert nun den kubischen Graphen G. Schwarze Punkte ent-
sprechen Dreiecken in 7g und graue, Elementen aus der Erweiterung T.
Der Satz von Peterson garantiert nun ein perfektes Matching und dadurch
eine Zuordnung der Referenzkanten laut Voraussetzung.

Definition 2.2.4 Fir ein T € T definieren wir nun die Generation gen(T') folgender-
mafien:

e gen(T) :=0 fir alle T € To.

o [ir T € T\ Ty ist gen(T') die Anzahl der Bisektionen, um ausgehend von einem
T €Ty zuT zu gelangen.

Man beachte, dass es fiir jedes Dreieck T' € T ein eindeutiges Element 7" € Ty mit T C T”
gibt. Da in jedem Bisektionsschritt die Referenzkante und daher auch die Flédche eines
Dreiecks halbiert wird, gilt folgende Proposition.
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Proposition 2.2.5 Sei T € . Fir gen(T) gilt

"]
T

gen(T') = log, mit T € To und T C T

U

Wir nennen eine Verfeinerung 7 des Netzes 7 uniform, wenn alle Dreiecke dieselbe Ge-
neration besitzen, d.h. gen(T) = gen(7") fiir alle T,7" € T. Die Voraussetzung, dass
To die BDD-Bedingung 2.2.1 erfiillt, erm6glicht nun den Beweis zwei sehr starke Netzei-
genschaften von Verfeinerungen. Fiir den Beweis von Satz 2.2.6 sei auf [BDD04, Lemma
2.2].

Die Netzverfeinerung NVB wurde so konstruiert, dass ausgehend von einer reguléren
Triangulierung, durch iteratives markieren und verfeinern von Dreiecken, wieder ein re-
guldres Netz entsteht. Diese Eigenschaft wird als Netzabschluss bezeichnet. Verzichten wir
nun auf NVB und betrachten Verfeinerungen, welche nur durch Bisektion von markierten
Dreieck entstehen. Das heifit, nur jedes markierte Dreieck wird genau einer Bisektion (sie-
he Abbildung 2.1) unterworfen. Wie man sich leicht anhand eines Beispieles iiberzeugen
kann, muss in diesem Fall das verfeinerte Netz nicht regulir sein. Es gilt jedoch das
folgende Resultat. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Ste08, Theorem 4.3].

Wir bezeichnen die Menge aller Verfeinerungen von 7y, welche durch Bisektion von ein-
zelnen Dreiecken entstehen mit T. Es gilt nun T C T und folgender Satz:

Satz 2.2.6 Sei Ty eine regulire Triangulierung welche die BDD-Bedingung 2.2.1 erfillt.
Dann ist jede uniforme Verfeinerung T € T reguldr.

Aufbauend auf Satz 2.2.6 erlaubt uns Lemma 2.2.7 im néchsten Kapitel, den Knoten einer
Triangulierung eine sinnvolle und eindeutige Generation zuzuweisen, und so mit Hilfe der
Knotenmenge weitere Netzeigenschaften zu beweisen.

Lemma 2.2.7 SeienT € Tund T, T' € T mit TNT' = E. Ferner sei E ist Referenzkante
von T'. Dann gilt
o entweder gen(1") = gen(T'), und E ist Referenzkante von 1",

e oder gen(T") = gen(T) — 1, und E ist die Referenzkante von einem der beiden
Kinder von T".

Beweis. Sei nun T1, Ty € T beliebig, mit £ = Ty N7T5. Angenommen es gilt gen(Ty) >
gen(1z) + 2. Wir verfeinern nun 75 so lange bis wir einen Nachkommen T von T, mit
gen(T) = gen(T}) und TN T, # 0 erhalten. Da in diesem Fall jede Kante mindestens ein
Mal halbiert wird, siehe Abbildung 2.7, gilt

3K € K(T) mit K € interior(E).

Laut Satz 2.2.6 sind uniforme Verfeinerungen regulér also muss, damit keine hingenden
Knoten entstehen, gen(7T') # gen(T") gelten. Widerspruch.
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T1 Tl

Abbildung 2.6: Fiir gen(7}) > gen(73) + 2 entsteht durch mindestens zweifache Verfeine-
rung von 75, unabhéngig von der Wahl der Referenzkanten, ein hdngender
Knoten K in der uniformen Verfeinerung.

Fall 1: Fall 2: Fall 3:

ey =

Abbildung 2.7: Fir T,7" € T mit TNT" = E ist im Fall 1 und Fall 3 die jeweils grobste
uniforme Verfeinerung mit Generation max{gen(7"), gen(7")} abgebildet.
Im Fall 2, mit gleicher Generation, ist die, durch Bisektion von 7" und 77,
entstehende Verfeinerung dargestellt.

Somit gilt fiir beliebige benachbarte Dreiecke |gen(71) — gen(T3)| < 2.
Seien nun T, 7" € T laut Voraussetzung. Wir unterscheiden nun die 3 moglichen Falle.

Fall 1: gen(7") = gen(T) + 1:
Laut Voraussetzung gilt T'NT" = E und E ist Referenzkante von T'. Verfeinern
wir nun 7" erhalten wir Kinder 77,75 mit gen(77) = gen(73) = gen(7T") und wieder
einen Knoten K € interior(F). Auch in diesem Fall, siche Abbildung 2.7, wiirde
die uniforme Verfeinerung einen hiangenden Knoten enthalten. Daher kann dieser
Fall nicht auftreten.

Fall 2: gen(7") = gen(7):
Unterwerfen wir nun 7" und 7T einer Bisektion, so muss die entstehende uniforme

Verfeinerung regulér sein. Dies kann aber nur der Fall sein, wenn F auch Referenz-
kante von 7" ist. Siehe Abbildung 2.7 (Mitte).

Fall 3: gen(7") = gen(T') — 1: . ) .
Analog zu Fall 1 gibt es ein Kind 7" von 7" mit gen(7") = gen(T) und TNT # (.
Nach Fall 2 gilt nun E ist Referenzkante von 7". U
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3 Populationen

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In diesem Kapitel betrachten wir einen alternativen Zugang Triangulierungen zu beschrei-
ben bzw. zu charakterisieren. Dieser wird sich im Wesentlichen auf die Knoten der Tri-
angulierung stiitzen. Wir bezeichnen die Knotenmenge einer reguldren Triangulierung
als Population und wie sich in diesem Kapitel herausstellen wird, haben Populationen
interessante Eigenschaften, welche wir in der a posteriori Analysis der finiten Elemente
Methode sehr gut Nutzen konnen.

Dazu benétigen wir zuerst ein paar grundlegende Definitionen und Eigenschaften der
Knotenmenge. Wir bezeichnen fiir eine Triangulierung 7 € T mit £(T) := Uper E(T)
die Menge der Kanten und mit K(7) := Uy K(T') die Menge aller Knoten. Analog zu
den Triangulierungen fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

P = JK(T) wd Py:=K(Tp)

TET

Definition 3.1.1 (Population) Sei P C P, eine Menge von Knoten. P ist genau dann
eine Population, wenn eine requlire Triangulierung T € T ezistiert mit P = IC(T). Die
Menge aller Populationen bezeichnen wir mit P.

Klarerweise besitzt jede Triangulierung eine eindeutige Knotenmenge, aber wie das fol-
genden Lemma zeigt, ldsst sich auch jeder Population in eindeutiger Weise eine Triangu-
lierung zuordnen.

Lemma 3.1.2 Sei P € P eine Population, dann existiert eine eindeutige Triangulierung

T €T mit P = K(T)

Beweis. Laut Definition ist jede Population bereits Knotenmenge einer Triangulierung.
Es bleibt nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen es existieren 77,75 € T mit

K(T) = K(T2) = P.

Da 7; und 75 beides Verfeinerungen des initialen Netzes 7 sind und neue Punkte mittels
NVB nur durch Halbierung von Referenzkanten entstehen, bedeuten gleiche Knotenmen-
gen auch, dass jeweils idente Dreiecke verfeinert wurden. Daher enthalten 7; und 75 die
gleichen Dreiecke, d.h. T; = 75 ]

Dies liefert uns eine eindeutige Zuordnung zwischen Populationen und Triangulierungen.
Aufgrund dieser lasst sich nun jeder Population P eindeutig ein Netz Tp zuordnen. Um-
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gekehrt bezeichnen wir die von der Triangulierung 7 induzierte Population mit Pr. Diese
Identifikation ermoglicht uns nun Verfeinerungen von Populationen zu definieren.

Definition 3.1.3 Eine Population P ist genau dann Verfeinerung einer Population P’,

wenn fir die induzierten Triangulierungen gilt T € refine(T’). Wir schreiben analog
P € refine(P').

Populationen besitzen wie Triangulierungen eine Baumstruktur. (Siehe Abbildung 3.1
bzw. 3.2). Um diese nidher beleuchten zu konnen, definieren wir zuerst die Generation
eines Knoten.

Definition 3.1.4 Sei P € P, dann existiert ein T € T, sodass P Mittelpunkt der
Referenzkante von T ist. Wir definieren nun

en(P) 0 falls P € P,.
n(P) :=
8 gen(T) + 1 falls P € Py \ Py und P ist Mittelp. der Referenzk. von T.

Bemerkung 3.1.5 Die Generation eines Knotens P € Py, ist eindeutig, denn besitzen
T1,T, € ¥ die selbe Referenzkante, so gilt laut Lemma 2.2.7, dass gen(T}) = gen(Ts) und
gen(P) ist daher wohldefiniert.

Wie schon am Ende des ersten Kapitels erwiahnt, geht an dieser Stelle die BDD-Bedingung
2.2.1 und das daraus folgende Lemma 2.2.7 entscheidend ein.

Proposition 3.1.6 Sei P € P, \Py und P Mittelpunkt der Referenzkante von Dreiecken
T bzw. T', dann sind folgende Aussagen dquivalent.

i) gen(P) = gen(T) + 1.

ii) P ist Newest Vertex der Kinder Ty, Ty, T{,T5 von T bzw. T" und gen(P) = gen(T;) =
gen(T}) firi=1,2.

iii) gen(P) = min{gen(7):T €% und P € Kr}.

Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz mittels i) = ii) = iii) = i).

e i) = ii) Laut Lemma 2.2.7 gilt gen(7") = gen(7”). Die Implikation folgt nun direkt
aus der Bisektionsregel fiir die Dreiecke T',T".

e ii) = iii) Alle Dreiecke T € T mit P € K(T) entstehen durch Verfeinerung der

Dreiecke T',T" bzw. deren Kinder. Daher gilt gen(T) > gen(7;) = gen(7}) fiir
i,7 = 1,2 und somit gen(P) = min{gen(T): T € T und P € K(T)}.

e iii) = i) Es existiert nun ein T € T mit gen(T) = gen(P) und P € K(T). Analog
zum obigen Punkt muss 7" Nachkomme von T oder T” sein. Wir folgern aufgrund
der Minimalité&t

gen(P) = gen(7T) = min{gen(T): T € T und P € K(T)} = gen(T) + 1.
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O

Bemerkung 3.1.7 Betrachtet man die Verfeinerungen eines Netzes Ty, ohne die BDD-
Bedingung so ermdglicht Punkt iii) aus Proposition 3.1 eine eindeutige Definition einer
Generation von Knoten einer Population. Man beachte, dass in diesem Fall die Aquivalenz
aus Proposition 3.1 nicht mehr gilt.

Wir bezeichnen im Folgenden den Mittelpunkt P einer Kante E als P = mpt(FE) bzw.
die eindeutige Kante £ mit Mittelpunkt P als £ = mpt~*(P) Jeder Knoten P € P, \ Py
ist, siche Abbildung 3.1, Mittelpunkt einer Referenzkante von maximal 2 Dreiecken.

Definition 3.1.8 Sei P € P, beliebig. Wir definieren die Eltern und Kinder von P,
siehe Abbildung 3.1 wie folgt.

o Fir P € Py \ Py und E = mpt—(P) bezeichnen wir die Newest Vertices der
Dreiecke mit Referenzkante E als Eltern von P respektive parents(P). Gilt P € Py
definieren wir parents(P) = ().

o Wir definieren die Kinder von P als children(P) := {P’ € Py : P € parents(FP’)}.

Lemma 2.2.7 garantiert uns wieder, dass Dreiecke mit der gleichen Referenzkante F/|
die selbe Generation besitzen und daher auch die Elterngeneration gen(parents(P)) =
gen(P) + 1 wohldefiniert ist. Es gilt nun die folgende niitzliche Eigenschaft:

Proposition 3.1.9 Fir jedes Dreieck T € T und Knoten P, P' € K(T), mit P # P’ und
gen(P) = gen(P’), gilt

gen(P) = gen(P') = 0.

Das heifit die Knoten jedes Dreiecks T € T mit gen(T) > 1 haben unterschiedliche
Generation.

Beweis. Sei T' € ¥, fiir 2 Knoten P, P’ € Kp mit P # P’ gilt entweder P € parents(P’)
bzw. P' € parents(P), oder P, P’ € Py. Im ersten Fall gilt gen(parents(P)) = gen(P)+1
und damit gen(P) # gen(P’). Somit kann nur der letzte Fall P, P’ € Py auftreten. O

Wie man anhand Abbildung 3.1 erkennen kann, ist jeder innere Knoten P € (Py \ Po) N2
Kind von 2 Elternknoten . Im Falle eines Randknotens P € (P, \ Py) NI ist die Menge
parents(P) einelementig. Andererseits ist P Mittelpunkt der Referenzkante von Dreie-
cken 77 und 75 und daher Newest Vertex von maximal 4 verfeinerten Dreiecken. Siehe
Abbildung 3.1 bzw. 3.2. Mit Hilfe des Knotenpatches erhalten wir folgende Proposition.

Definition 3.1.10 Sei P € P. Fir einen Knoten P € P, definieren wir den Knoten-
patch als

wp:={T €Tp: PecK(T)}.
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. P12
P7 Ps —1P3 H
P. P9 :
P1A 177777 A P11
P1 - P2 Pl(f

Abbildung 3.1: Fiir den Knoten P (in rot) sind in der linken Abbildung die Eltern, und
in der rechten Abbildung die Kinder, jeweils in blau markiert.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 PS8
. . ° . . R gen = 0
Plds  PI13e gen = 1
P9 P10P11P12

Abbildung 3.2: Baumstruktur fiir jene Population, welche der Triangulierung aus Abbil-
dung 3.1 entspricht. Fiir den Knoten P (rot) sind die Eltern blau und die
Kinder griin eingeférbt.

Proposition 3.1.11 Sei P € Py, dann gelten folgende Punkte:

i) Ist P € Py \ Po Randknoten, so gilt #parents(P) = 1.

ii) Ist P € Py \ Py innere Knoten, so gilt parents(P) = {P, P} mit gen(P;) =
gen(Ps).

iii) Fir P € Py existiert eine Konstante C' mit #children(P) < C.
i) Fiir P € Py \ Po gilt #children(P) < 4.

Beweis. Die Punkte i), ii) und iv) folgen direkt aus der Definition bzw. wurden oben ge-
zeigt. Es bleibt nur noch Punkt iii) zu beweisen. Wéhlen wir C' als C':= max{#wp : P €
Po}, kann jeder Knoten P € Py Newest Vertex vom maximal C' Dreiecken sein und daher
gilt #children(P) < C. O

Mit Hilfe der Eltern eines Knoten erhalten wir nun eine sehr niitzliche Charakterisierung
von Populationen.
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Proposition 3.1.12 Fine beliebige Teilmenge Q C P, ist genau dann eine Population,
wenn Py C Q und fir alle P € Q gilt parents(P) C Q.

Da eine eindeutige Zuordnung zwischen Populationen und reguldren Netzen existiert,
charakterisiert die obige Bedingung auch, ob eine Knotenmenge einer regulédren Triangu-
lierung entspricht.

Sei T € T ein beliebiges reguldres Netz. Wir bezeichnen die, durch zweifache uniforme
Verfeinerung entstehende Triangulierung mit 7. Mittels NVB erhalten wir 7+ durch
Markierung aller Kanten in 7, und anschlieSender Verfeinerung. Siehe Abbildung 2.2. Fiir
Populationen definieren wir P+ mit Hilfe von Triangulierungen als P*+ := K(7p*").
Definition 3.1.13 Fir T € T und M C E(T) definieren wir

mpt(M) :={P: IE € E(T), P =mpt(E)}.

Proposition 3.1.14 Fiir Populationen P,P" € P mit P' € refine(P) gilt:
i) PP\ P =mpt(E(Tp))
i) P'N (P \P) =mpt(E(Tp) \ E(Tpr))

Beweis. Tp'T entsteht aus Tp mittels NVB durch Markierung und anschlieBender Ver-
feinerung aller Kanten. Somit erhalten wir im Mittelpunkt jeder Kante in £(7p) einen
neuen Knoten. Es gilt daher

PP =mpt(E(Tp)),
also Punkt i). Mit Hilfe von Punkt i), ergibt sich fiir P’ N (PT*\ P)
P' N (P \P) =P Nupt(E(Tp)).

Laut Voraussetzung ist P’ eine Verfeinerung von P. Die Menge P’ N mpt(E(7p)) enthilt
daher alle Mittelpunkte von Kanten in £(7p), welche beim Ubergang von P zu P’ ver-
feinert werden miissen. Somit gilt

PN (73++ \ 7)) = mpt(g(%) \5(7;9’))7
also Punkt ii). -

Wir bezeichnen im Folgenden fiir 7' € ¥ die Fliche von T mit area (T) :={z € R?: z €
T}.

Definition 3.1.15 Fiir einen Knoten P € P, definieren wir
area (P) := U {area(T): T €%, P € K(T) und gen(T) = gen(P)}.
Fiir eine beliebige Knotenmenge Q C P, definieren wir area (P) durch

area (Q) := U area (P).
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Abbildung 3.3: Links ist area (P) fiir einen Knoten P € P, (rot) dargestellt. area (P)
dndert sich beim Ubergang zu einer Verfeinerung nicht und ist im
Fall des feineren Netzes ungleich dem Knotenpatch. Rechts ist analog
area (parents(P)) in beiden Netzen dargestellt.

Bemerkung 3.1.16 Man beachte, dass die Definition von area (P) im Gegensatz zu wp
unabhdingig von einer bestimmten Triangulierung oder Population ist. Im Allgemeinen
stimmen diese zwei Begriffe auch nicht tberein. Nur im speziellen Fall eines uniform
verfeinerten Netzes T, also fiir alle T,T" € T gilt gen(T') = gen(1") stimmt area (P) mit
der Fldche des Knotenpatches von P iiberein.

In Abbildung 3.3 wird fiir einen Knoten P € P, area (P) und area (parents(P)) in zwei
Triangulierungen dargestellt.

Lemma 3.1.17 Sei P € P, \ Po, dann gelten folgende Punkte fir area (P):
i) area(P) =|J{area(T) € T: P ist Newest Vertez von T}

ii) area (P) C area (parents(P))
iii) Sei P' € Py \ Py mit P' # P und gen(P) = gen(P’). Es gilt
larea (P) Narea(P')| =0

Beweis. 1) Laut Definition beinhaltet area (P) nur Dreiecke mit gen(7") = gen(P) und
P € Kr. Fiir diese gilt genau dann gen(7T") = gen(P), wenn P Newest Vertex von T’
ist. Wir erhalten 1i).
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ii) Fir ein beliebiges Dreieck 7' mit Newest Vertex P und gen(T") = gen(P) gilt, T ist
Verfeinerung eines Dreieckes 7" mit Newest Vertex P’ € parents(P). Mit Hilfe vom
Punkt i) erhalten wir

T CT' C area (parents(P))
—> area(P) C area(parents(P)).

iii) Seien P und P’ laut Voraussetzung. Es gilt daher gen(P) = gen(P’) und P’ # P.
Wir folgern, dass P bzw. P’ Mittelpunkte von Referenzkanten E respektive E’ von
Dreiecken 74,7, sowie 17,7y, der uniformen Verfeinerung mit Generation gen(P)
sind. Laut Lemma 2.2.7 gilt T} # T # T # T3 und daher

|(area (T1) U area(T3)) N (area (7)) Uarea (1y))| = 0. (3.1)
Verwenden wir nun
area (P) C {area(T) : P ist Mittelpunkt der Referenzkante von 7'}, (3.2)

erhalten wir schlussendlich |area (P) Narea(P’)| = 0.
U

3.2 Verbandstruktur von Populationen und
Triangulierungen

Die Relation der Verfeinerung versieht die Mengen T und P in natiirlicher Weise mit
einer Halbordnung. In diesem Kapitel fassen wir ein paar grundlegende Eigenschaften,
der von refine(-) induzierten Ordnungsstruktur zusammen. Ein Vorteil von Populationen
gegeniiber Triangulierungen besteht unter anderem darin, dass sich diese Halbordnung
mit der mengentheoretischen Inklusion {ibereinstimmt. Man verifiziert nun unmittelbar,
dass folgende Proposition gilt.

Proposition 3.2.1 Fir P,P' € P gilt folgende Aquivalenz:
P’ € refine(P) <= 7Tp € refine(Tp) <— PCP.

Die Menge der Populationen bildet beziiglich der Verfeinerung einen Verband. Als obere
Schranken fithren wir die Bezeichnung P & P’, fiir die grobste gemeinsame Verfeinerung
ein. Analog definieren wir P & P’ als die feinste gemeinsame Vergroberung.

Lemma 3.2.2 Die Halbordnung (P, refine()) bildet einen Verband mit Nullelement.
i) FirP, P €P qilt PGP = PUP’ d.h. je zwei Elemente besitzen eine obere Schranke.

ii) Fir P,P' € P gilt PSP = P NP dh. je zwei Elemente besitzen eine untere
Schranke
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iii) Fir alle P € P gilt P © Py = Py, somit Py ist ein Nullelement.
iv) Die um P erweiterte Menge PU{ Py}, bildet einen Verband mit Einselement Py,.
v) Fiir Populationen gilt die Overlay Estimate #(P & P') < #P + #P' — #P,

Beweis. 1) Seien P, P’ € P. Als ersten Schritt miissen wir die Wohldefiniertheit, also
PUP € P zeigen. Trivialerweise gilt Py € P U P’. Fiir ein beliebiges P € P U
P’ mit 0.B.d. A P € P, gilt laut Proposition 3.1.12 parents(P) C P und daher
parents(P) C P UP’. Wir verwenden wieder Proposition 3.1.12 an und erhalten
PUP € P. Nun gilt P,P" C PUP" also laut Prop. 3.2.1 PU P’ € refine(P)
bzw. refine(P’). Dies ist klarerweise die grobste gemeinsame Verfeinerung und wir

erhalten schlussendlich PUP' =P & P'.
ii) Lésst sich vollig analog zu i) beweisen.
iii) Folgt direkt aus ii) da fiir alle P € P gilt Py C P und daher PoNP =Py =P A Pp.
iv) Laut Definition gilt

Pw=|JKT) =P,

TeT PeP

und daher P C P, fiir alle P € P.
v) Da laut Voraussetzung P, P’ € P folgern wir Py C P N P’. Punkt i) liefert nun
#P®P)=#(PUP') <#P +#P' — #P,.
U

Bemerkung 3.2.3 Die Verbandseigenschaft tbertrigt sich mit Hilfe der Bijektion zwi-
schen P und T nun direkt auf die Menge der Triangulierungen.

T EB T/ = 7;)7'@7)7—/ Und T 9 T/ = 7;37'/\737—/

Analog zu oben ist Ty das Nullelement und TU{T,} bildet einen Verband mit Einselement
T..

Da wir T @ T’ und T &7 iiber Populationen definiert haben ist a priori nicht klar, dass
diese Triangulierungen die zu erwartenden Eigenschaften erfiillen. Wie aber das néchste
Lemma zeigt ist das der Fall.

Lemma 3.2.4 Seien 71,7y € T. Gilt nun fir ein Dreieck T, T € Ty NTy so folgt T €
Ti D Te sowieT € T © 7.

Beweis. Seien Pr, Py, die von 7T; respektive 7T induzierten Populationen. Angenommen
es existiert '€ Ty N T mit T ¢ T @ T3. So muss T in 77 & T; verfeinert worden sein und
daher gilt fiir den Mittelpunkt P der Referenzkante von 7', P € Pp & Py, = Pp U Pr,.
Da aber P ¢ Pr, und P ¢ Py, erhalten wir einen Widerspruch. Die zweite Implikation
lasst sich vollig analog beweisen. O
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Mit Hilfe der Verbandsstruktur kénnen wir nun Verfeinerungen beziiglich beliebigen end-
lichen Knotenmengen definieren.

Definition 3.2.5 Fiir P € P und eine Menge Q C Py mit #Q < oo. Wir definieren
ref(P; Q) als

ref(P; Q) .= O{P' € P: P’ € refine(P) und Q C P'}.

Das heifit ref (P; Q) ist die grobste Verfeinerung der Populationen P welche alle Knoten
aus Q enthdlt.

Lemma 3.2.6 Seien P € P und Q C Py milt #Q < oo, so ist ref(P; Q) wohldefiniert
und eindeutig.

Beweis. Wir wéhlen n = max{gen(P) : P € P U Q}. Wir wissen nach Lemma 2.2.6,
dass uniforme Verfeinerungen des Anfangsnetzes regulidre Triangulierungen sind. Sei nun
T, die Triangulierung, welche durch n uniforme Verfeinerungen aus 7y entsteht. Es gilt

VI, T"e€ T : gen(T)=gen(T') = VP € Py gilt gen(P)<n, (3.3)

und daher auch @ C Py sowie Py € refine(P). Somit haben wir eine gemeinsame Ver-
feinerung gefunden. Da wir die grobste gemeinsame Verfeinerung suchen, geniigt es daher
die grofite untere Schranke endlich vieler Populationen zu bestimmen. Die Existenz folgt
induktiv aus der Existenz fiir zwei Populationen. Diese ist eindeutig, denn angenommen
es existieren zwei grobste Verfeinerungen P; # P, so erhalten wir mit P; © Py = P NPy
ein grobere Verfeinerung. Widerspruch. U

Korollar 3.2.7 Fiir zwei Populationen P, P’ € P gilt
ref(P;P') =P &P =ref(P;P'\P).
Beweis. Es gilt laut Definition ref(P;P’) = P @ P’ und mit 3.2.2 weiters auch, dass
PP =PUP =PU(P'\P)=P&(P\P)=ref(P;P'\P).
0

Analog definieren wir die feinste gemeinsame Vergroberung einer Population P und einer
Teilmenge Q C P, das heifit die feinste Population P’, sodass P € refine(P’) und P’
keine Knoten der Menge O enthélt.

coa(P; Q) := EB{P' €P:P e€refine(P’) und QNP =0}

Da sich alle Verbandseigenschaften auf die Triangulierungen {ibertragen, erinnern wir
an dieser Stelle an die Definition ref(7; M) fiir ein Netz 7 € T und einer Menge von
markierten Elementen M C 7. In Verbandsnotation ergibt sich fiir ref(7; M) nun

ref(T; M) =O{T €T: T €refine(T) und MNT =0}
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Markieren wir anstatt Dreiecken nun Kanten so definieren wir

ref(T;F):=6O{T' €T: T €refine(T) und E(T)NF =0} (3.4)

= ref(Pr;mpt(F)). (3.5)

und ref(7;F) bezeichnet wiederum die grobste Verfeinerung von 7T, in der alle Kanten
der Menge F verfeinert wurden. Wir haben nun ref(-;-) mehrfach definiert, doch wird
im spéteren Verlauf immer klar sein, welche Definition bzw. in welchem Sinn wir ref(-;-)

verstehen bzw. verwenden. Es gilt nun folgender Zusammenhang zwischen Verfeinerungen
durch markierte Kanten und markierte Dreiecke.

Lemma 3.2.8 Sei T € T mit F C E(T) dann existieren Mengen
My ={TeT: IEc&T) mit E€F} und
My :={T € ref(T,M;): IE€ E(T) mit E € F},
sodass gilt
ref(T; F) = ref(ref(T; M;); My). (3.6)
Fiir die Anzahl der markierten Dreiecke gilt zusdtzlich die Abschdtzung
#HMy + #My < 4FHF. (3.7)

Beweis. Definieren wir die Mengen M, M, laut Voraussetzung ergibt sich (3.6) direkt
aus der NVB Verfeinerungsroutine. Jedes £ € F ist Kante von maximal zwei Dreiecken,
somit gilt #M; < #2F fiir i = 1,2. Summieren {iber 7 liefert (3.7). O

Betrachtet man nun fiir Triangulierungen 7,7’ mit 7' € ref (T, M), nun #(T \ T’) —
# M., dass heifit die Anzahl an Dreiecken die zuséitzlich zu M verfeinert werden miissen.
Wie man sich leicht anhand eines Beispiels iiberzeugen kann, ist mdglich dass fiir ein
markiertes Element alle Dreiecke einer Triangulierung verfeinert werden miissen. Dennoch
lasst sich folgende wichtige Abschétzung zeigen. Fiir den Beweis sei auf [BDDO04] bzw.
[KPP13] verwiesen.

Satz 3.2.9 (Net Closure Estimate) Fiir eine Folge (T;)ieny C T von Triangulierungen und
einer Folge von markierten Elementen (My)en mit My C Ty, sodass Tor1 = ref (T My)
qilt

-1
#(T\To) < Cp. > #M;.
=0

Mit einer Konstanten C!,, welche nur von der initialen Triangulierung Ty abhdngt.

Bemerkung 3.2.10 Die Net Closure Estimate 3.2.9 gilt, siehe [KPP13] auch fiir Folgen
(Te)een mit einer initialen Triangulierung Ty, welche die BDD-Bedingung nicht erfiillen.
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Der in spéteren Verlauf vorgestellte adaptive Algorithmus und der Beweis der Instanzen
Optimalitat wird sich wesentlich auf Populationen stiitzen. Um daher die Net Closure
Estimate anwenden zu konnen, miissen wir diese fiir Populationen formulieren. Wir ma-
chen das in zwei Schritten.

Lemma 3.2.11 (Net Closure Estimate) Fir eine Folge (Py)ien € P wvon Populatio-

nen und einer Folge markierten Elementen (My)een mit My C E(Py), sodass Py =
ref(Pp; M,) gilt

/—1
#(T\To) < Cue Y #M,.
=0

Mit einer Konstanten C,. welche nur von der initialen Triangulierung Ty abhdngt.

Beweis. Seien (Py)eeny C P und (My)sen laut Voraussetzung. Wir bezeichnen wieder mit
7o die von Py induzierte Triangulierung, und definieren fiir £ € N, Tapyq = ref (T Mo 1)
sowie 7§(g+1) = ref(Tae41; Masa). Laut Proposition 3.2.8 wissen wir nun

Pri1 = 7—2(g+1) sowie #M&l + #Mg,g < 44#M,.

Wir kénnen nun die Net Closure Estimate auf (7;)seny anwenden und erhalten

(£-1) 20—1
#(T2 \To) < C), Z H#Mo;i1 + # Mo < ACY, Z #M,. (3.8)
i=0 =0

Fiir jede Population P € P gilt klarerweise #(P \Py) < #(7Tp \ To). Dies und C,,. := 4C/,
liefert die Behauptung. O

Korollar 3.2.12 Fiir eine Folge (Py)ieny € T und einer Folge (My)oen von markierten
Elementen, mit My C (P, \ P) und Py = ref(Py; M,) gilt

#(72 \ 76) S Cov #Mz

Mit einer Konstanten C,, welche nur von der initialen Triangulierung Ty abhdngt.

Beweis. Folgt direkt aus 3.2.11 mit Hilfe von mpt (P, "+ \ P) = £(P). O

3.3 Vorfahren und Nachkommen

In diesem Abschnitt gehen wir genauer auf die von Eltern und Kindern induzierte hierar-
chische Ordnung ein. Wir definieren dazu die Vorfahren und Nachkommen eines Knoten.
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Definition 3.3.1 Sei P € P, die Vorfahren, anc(P) sind gegeben durch

anc(P) := parents(P) U U anc(Q). (3.9)

Q€Eparents(P)

Wir definieren die Nachkommen des von P € Py, durch
des(P) := {P' € P : P € anc(P')} (3.10)

Da fiir alle P € Py laut Definition parents(P) = () gilt, erhalten wir auch anc(P) = 0.
Die Definition der Vorfahren und Nachkommen sowie der Eltern und Kinder lasst sich
unmittelbar auf eine Menge Q C P, iibertragen. Wir setzen dazu:

children(Q) := | J children(P) (3.11)
parents(Q) := :OQ parents(P) (3.12)
anc(Q) = Dganc(P) (3.13)
des(Q) == :CZ des(P) (3.14)

In der folgenden Proposition fassen nun ein paar grundlegende Eigenschaften der Vor-
und Nachfahren zusammen.

Proposition 3.3.2 Fir Populationen P, P’ € P mit P’ € refine(P) gelten folgende
FEigenschaften:

i) anc(P) C P.

i) Sei Q € Pa, dann gilt ref(P; Q) = P Uanc(Q) U Q.
iii) anc(P) N (P'\ P) = 0.

iv) des(P'\ P)NP = .

Beweis. 1) Laut Proposition 3.1.12 ist P genau dann eine Population, wenn fiir alle
P € P auch parents(P) C P. Somit gilt anc(P) C P.

ii) P Uanc(Q) U Q ist wieder laut Proposition 3.1.12 eine Population. Diese ist eine
Verfeinerung von P und enthélt trivialerweise die Menge Q. Sie ist auch minimal
beziiglich dieser Eigenschaft, denn entfernen wir einen Punkt P € anc(Q) ist P einer
der Eltern eines Punktes in (PUanc(Q)UQ)\ {P} und daher ist PUanc(Q)UQ\{ P}

keine Population.

iii) Aus P’ € refine(P) folgt nach Punkt i) anc(P) C P C P’ und folglich anc(P) N
(P\P) = 0.
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iv) Angenommen es existiert ein Knoten P € des(P’\ P) NP. Nach Definition existiert
ein Knoten P € anc(P) mit P ¢ P. Da aber P € P und laut Punkt i) anc(P) C P
gelten muss erhalten wir einen Widerspruch.

U

Fiir ein n € N sei nun gen™'(n) := {P € P, : gen(P) = n}. Diese Mengen kinnen als
Schichten im Bindrbaum der Populationen, siehe Abbildung 3.2, interpretiert werden. Um
die Notation zu vereinfachen verwenden wir im Beweis des néchsten Lemmas folgende
Schreibweise:

Wir bezeichnen mit 7,, die uniforme Verfeinerung der initialen Triangulierung mit Ge-
neration n und mit P,, die von 7, induzierte Triangulierung. Nun gilt fiir alle P € P,
gen(P) < n. Wir erhalten daher

gen '(n) = {P € Py : gen(P) =n} =P, \ Po_1. (3.15)

Betrachtet man nun fiir einen beliebigen Punkt P € P, die Menge der Vorfahren von P,
so wachst diese a priori mit steigender Generation. Wie aber folgendes Lemma zeigt, ist
die Anzahl der Vorfahren mit gleicher Generation uniform beschrinkt und kann daher
auch bei beliebiger Verfeinerung, der Population bzw. der Triangulierung, nicht vergréfert
werden.

Lemma 3.3.3 (Limited Genetic Diversity) Es existiert eine Konstante Cyq, welche nur
von der initialen Triangulierung Ty abhdngt, sodass

Cyq := sup sup #(anc(P) Ngen ' (n)) < oo. (3.16)
PcPx neEN

Beweis. Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte.

i) Sei T € T ein beliebiges Dreieck. Laut Definition ist gen(T') gleich der Anzahl an
Bisektionen um von einem Dreieck T" € 7y zu T zu gelangen. Da in mit jedem

Bisektionsschritt die Referenzkante und daher auch die Flache eines Dreiecks halbiert
wird, gilt mit 278*D)|T| = |T| nun

27&(0) min 77| < |T) < 2787 max |T'|, (3.17)
T'eTo T'€To

und daher |T| ~ 278*("), Bezeichnen wir mit diam(7") die lingste Seite des Dreiecks,
so liefert uns die uniforme Formregularitét fiir jede Kante E € £(T))

|E| ~ diam(T) ~ |T|7Y/2. (3.18)

mit Konstanten die nur von 7, abhédngen.
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ii) Fir alle P, P’ € Py, mit P’ € parents(P) existiert ein 7' € T mit gen(7") = gen(P)
und P, P’ € K(T). Wir erhalten mit dist(P, P') ~ 2&=()/2,
Sein nun P’ € anc(P) und k := gen(P) — gen(P’) dann existieren Knoten P, ..., P
mit P; = P sowie P, = P’ und fiir alle i > 2 gilt P; € parents(FP;_;). Mit Hilfe der
geometrischen Reihe erhalten wir

k—1

27k/2 1
dist(P,P') = > dist(P, Piyy) ~ Zz /2 = —— ~ 27k/2, (3.19)
=1

iii) Sei nun 7, wie oben, die uniforme Verfeinerung von 7Ty bestehend aus Dreiecken der
Generation m. Aufgrund der Formregularitdt wissen wir, dass der kleinste Innenwin-
kel in 7y, durch eine Konstante nach unten beschrénkt ist. Mit Hilfe von Punkt i)
gilt nun fiir jedes Dreieck T € Ty, und fiir alle £ € E(T')

IT|2 ~ 27 ™2~ |E|.

Fiir jede Kugel B mit Radius 27"/2 existiert daher eine Konstante C, sodass #{T €
Tm :TNB#0}<C.

iv) Fiir ein beliebiges P € anc(P) N gen~'(n) gilt gen(P) — gen(P) = gen(P) —n =:m
und daher nach Punkt ii) dist(P, P) ~ 2="/2. Nach Punkt iii) lisst sich fiir m die
Anzahl der Knoten in jeder Kugel mit Radius r := dist(P, P) ~ 27/ in 7,, durch
eine Konstante C' nach oben abschétzen. Somit gilt fiir alle Kugeln B,(P) um P

3C > #(B.(P)NPr,) > #{P' € P, : dist(P, P') <r}
> #(anc(P) N'P,) = #(anc(P) N gen ' (n)).

v) Man beachte, dass alle verwendeten Konstanten direkt von 7, oder von der unifor-
men Formregularitdt abhédngen. Diese wiederum héngt wieder nur von 75 ab und
daher gilt selbiges auch fiir Cyq4.

O

Lemma 3.3.4 Seien P, P\, P, € Py verschieden, sodass parents(P) = {Py, Py} und
gen(P) > 2. Dann gilt parents(P;) N parents(P,) # 0, d.h. P, und P, besitzen einen
gemeinsamen Elternteil.

Beweis. Seien P, P, P, € P, laut Voraussetzung. In Abbildung 3.4 (Mitte) ist der
grobste Knotenpatch dargestellt, der den Punkt P enthélt. Nun gibt es bis auf Symmetrie
zwei mogliche Vergroberungen in welchen P; und P, als Newest Vertices auftreten, siehe
Abbildung 3.4 jeweils links bzw. rechts.

e In der rechten Vergroberung gilt nun P; € parents(P;) N parents(P,) # 0, also
sind wir in diesem Fall fertig.
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Abbildung 3.4: In der Mitte ist die grobste Triangulierung, die den Punkte P (rot)
enthélt, dargestellt. Links und rechts befinden sich die, bis auf Symmetrie,
einzigen moglichen Vergroberungen welche P, bzw. P als Newest Vertex
enthalten.

e Im Fall der linken Vergroberung betrachten wir P; € parents(F,), so gilt gen(P3) =
gen(P2) — 1 = gen(P) — 2. Analog erhalten wir gen(P;) = gen(P3;) = gen(P) —
2 > 0. Das Dreieck mit Knotenmenge {P;, Ps, P;} enthélt nun zwei Knoten der
selben Generation also gilt nach Korollar 3.1.9 gen(Ps;) = gen(FP,) = 0 und daher
gen(P) = 2. Widerspruch. Somit kann Fall 2 nicht auftreten und daraus folgend
gilt parents(P;) N parents(Pz) # 0.

O

Lemma 3.3.5 Sei P € Py, fiir zwei verschiedene Knoten @), R € anc(P) mit gen(Q) =
gen(R) > 0 existiert ein k € N mit 1 < k < gen(P) —gen(Q) und eine Folge von Knoten
Py, ..., Py. Diese erfiillt Py = Q und P, = R und fir alle 1 <1 < k haben P; und P;_
ein gemeinsames Kind, d.h.

children(P;,_;) Nchildren(P;) N (anc(P)U{P}) #0 1<i<k.

Beweis. Wir wéhlen ein P € P, beliebig aber fest. Wir fithren den Beweis nun Induktiv
nach n := gen(P) — gen(Q).

en=1
In diesem Fall gilt gen(Q)) = gen(R) = gen(P) — 1, insbesondere auch @, R €
parents(P) und somit

children(Q) N children(R) = P.

en—n+l
Es seien P, Q) € anc(P) laut Voraussetzung mit gen((Q)) — gen(P) = n+ 1 gegeben.
Wir wihlen Knoten @) und R’, sieche Abbildung 3.5, mit

Q' € children(Q) Nanc(P) (3.20)
R' € children(R) Nanc(P) (3.21)
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Es folgt gen(Q') = gen(R') = gen(Q) + 1 und somit gen(P) — gen(Q’) = n. Gilt
nun Q' = R’ haben wir ein gemeinsames Kind gefunden und wir sind fertig.

Ansonsten existieren laut Induktionsvoraussetzung Py, ..., P, mit Pj = Q' sowie
P/ = R’ und fiir alle 1 < ¢ < k besitzen P/, P/, jeweils ein gemeinsames Kind.
Laut Proposition 3.1.11 haben beide Eltern eines gemeinsamen Kindes die gleiche
Generation, also gilt gen(P/) = gen(P/_,). Mit der gleichen Argumentation erhalten
wir fiir alle 1 <i <k,

gen(P)) = gen(Q) +1 > 2.

Nach dem soeben bewiesen Lemma 3.3.4 besitzen jeweils gen(P) und gen(P/ ;)
einen gemeinsamen Elternteil welches wir P; bezeichnen. Definieren wir nun Py = Q)
und Py = Rsogilt fiiralle 1 <i¢<k+1 < gen(P)—gen(Q). P, und P,_; haben

ein gemeinsames Kind P/ und insbesondere ist

children(P;_;) N children(P;) N (anc(P)U{P}) # 0.

P

Abbildung 3.5: Induktionsschritt von n — n + 1 im Beweis von Lemma 3.3.5.

3.4 Freie Knoten

Wir betrachten in diesem Abschnitt Knotenmengen, in welcher fiir alle Knoten die Nach-
kommen nicht enthalten sind. Diese Eigenschaft bezeichnen wir als Nachkommen-frei
bzw. free. Wie sich herausstellen wird, sind das jene Knoten, die aus einer Population
entfernt werden kénnen, sodass die iibrig gebliebene Knotenmenge wieder eine Popula-
tion ist. Ziel dieses Kapitels ist, siehe Satz 3.4.7, eine Abschéitzung fiir die Anzahl der
freien Knoten einer Menge herzuleiten.
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Definition 3.4.1 FEine Menge Q C P, ist (Nachkommen-) frei, wenn gilt
des(Q)NQ = 0.

Definition 3.4.2 Sei Q C P, \ Py. Wir bezeichnen mit
free(Q):={P € Q:des(P)NQ =0},
die Menge aller (Nachkommen-) freien Knoten in Q.

Im folgenden Lemma fassen wir ein paar grundlegende Eigenschaften freier Knoten zu-
sammen.

Lemma 3.4.3 Sei Q C P, \ Py beliebig, dann gelten folgende Eigenschaften.
i) Die Menge Q ist genau dann (Nachkommen-) frei, wenn free(Q) = Q.

i) Fiir #Q < oo gilt QU anc(Q) = free(Q) U anc(free(Q)).
i) Fir #Q < oo und P € P folgt ref(P, Q) = ref(P, free(Q)).
) Fiir #Q < oo gilt Q # () = free(Q) # 0.

Beweis. 1) Sei free(Q) = Q. Nach Definition gilt fiir alle P € Q, des(P)NQ = (). Also
P ist (Nachkommen-) frei. Die Riickrichtung folgt wiederum direkt aus der Definition
von free(Q).

ii) Da free(Q) C Q gilt trivialerweise QUanc(Q) DO free(Q)Uanc(free(Q)). Es bleibt
daher nur noch

QU anc(Q) C free(Q) U anc(free(Q))

zu zeigen. Wir wahlen einen Knoten P € Q beliebig aber fest und unterscheiden nun
2 Falle:

o Ist P € free(Q) dann folgt P Uanc(P) C free(Q) U anc(free(Q)) und wir
sind fertig.

o Ist P ¢ free(Q), so existiert ein Nachkomme P’ € des(P) N Q mit gen(P’) >
gen(P). Fur P’ ¢ free(Q) wiederholen wir den Vorgang und wéhlen P” €
des(P’) N Q. Da laut Voraussetzung #Q < oo ist m := max{gen(P) : P €
Q} < oo. Wir erhalten nach endlich vielen Schritten ein P™ mit PM™ ¢
free(Q) und gen(P™) < m. Fiir diesen gilt nun

P Uanc(P) C anc(P') C --- C anc(P™) C anc(free(Q)).

iii) Sei P € P, nach Proposition 3.3.2 Punkt ii) und den soeben bewiesenen Punkt ii)
gilt

3.3.2 ii)

ref(P,Q) = PUanc(Q)U Q@PUfree(Q)Uanc(free(Q))

3.3.2 i)

=" ref(P,free(Q)).

41



iv) Angenommen es gilt Q # () und free(Q) = (). Wir folgern mit Hilfe von Punkt ii)

) = free(Q) U anc(free(Q)) i QU anc(Q) (3.22)

Widerspruch!
O

Bemerkung 3.4.4 Wie wir spdter an einem Gegenbeispiel sehen werden, gilt fiir Netze
ohne die BDD-Bedingung fir Knoten P’' € parents(P) nicht, dass gen(P) > gen(P’).
Somit lassen sich die Punkte i) und iv) in dieser Form nicht beweisen und gelten auch
im Allgemeinen fiir initiale Netze ohne Bedingung 2.2.1 nicht.

Wie zu beginn erwahnt, sind die freien Knoten einer Population genau jene, deren Ent-
fernung wieder in einer Population bzw. einer reguldren Triangulierung ergibt. Diese ist
trivialerweise eine Vergroberung der ausgehenden. Etwas formaler erhalten wir:

Lemma 3.4.5 Gegeben sei eine Population P € P. Dann gelten folgenden Figenschaften.
i) Fir F C free(P \ Py) gilt coa(P,F) =P\ F
ii) Fiir P’ € P folgt free(P\ P') C free(P \ Po)

Beweis. 1) Sei P € P und F laut Voraussetzung. Da F C free(P \ Py) laut Definition

(Nachkommen-) frei ist, gilt fiir alle P € P\ F, parents(P) C P\ F. Wir verwenden

wieder Proposition 3.1.12 und erhalten P \ F € P. Dies ist trivialerweise die feinste
Vergroberung von P welche keine Knoten aus F enthélt also gilt coa(P,F) = P\ F.

ii) Es gilt free(P \ P’) C P\ P’ und trivialerweise free(P \ P') N P’" = (). Mit Hilfe
von Lemma 3.3.2 Punkt i) folgern wir

des(free(P\ P)) NP = 0. (3.23)

Laut Definition der (Nachkommen-) Freiheit gilt fiir jede Menge Q C P, des(free(Q))N

Q = (). Setzten wir Q@ = P \ P’ erhalten wir mit Hilfe von (3.23)

(3.23)

des(free(P\P))N(P\P') =0 "="des(free(P\P)) N (P \ Py). (3.24)

Somit haben Punkte aus free(P \ P’) keine Nachkommen in P bzw. P \ Py, das
heift fiir jeder Knoten in P € free(P \ P’) gilt P € free(P \ Py). Schlussendlich
erhalten wir

free(P \ P') C free(P \ P). (3.25)
U

Wie schon anfangs erwéhnt, benotigen wir fiir den spateren Beweis der Instanzen-Optimalitét

eine Abschéitzung der Anzahl an entfernbaren Knoten in einer Population. Im speziellen
ist die minimale Anzahl an freien Knoten einer Triangulierung 7 € T bis auf eine Kon-
stante bereits durch 7 respektive Py bestimmt. Fiir den Beweis benétigen wir zunéchst
ein technisches Lemma.
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Lemma 3.4.6 Sei P € P, beliebig. Fiir eine (Nachkommen-) freie Menge Q" C anc(P)\

#Ql < ng-

Beweis. Der Beweis gliedert sich in folgende Punkte:

i)

ii)

iii)

Wir wéhlen P € P, beliebig aber fest. Es gilt #anc(P) < oo und daher existiert
eine beziiglich Kardinalitdt, maximale freie Teilmenge. Falls diese nicht eindeutig ist,
wahlen wir jene, in welcher die Summe {iber Generationen der Knoten maximiert wir

d.h.
M :={U C (anc(P) \ Py) : free(d) =U, #U maximal}. (3.26)

Ist die Menge M einelementig, haben wir genau ein ¢ mit maximaler Kardinalitét
gefunden und definieren wir Q := . Ansonsten wéahlen wir

Q := arg max Z gen(K). (3.27)
ueM Keu

Angenommen es gilt folgende Behauptung: Es existiert n € N derart, dass fiir alle
Q € Q, gen(Q) = n gilt und somit Q C gen™'(n).

Lemma 3.3.3 liefert nun #Q < Cyy und daher gilt fir alle Q' C anc(P) \ Py,
#Q' < #Q < (Cyy und damit die Behauptung. Es bleibt also die obige Behauptung
zu beweisen.

Beweis der Behauptung;:
Sei nun gen(P) > 2 sodass Q # (). Ansonsten ist die Aussage trivial. Wir definieren
n = min{gen(Q) : @ € Q} und fiithren einen Widerspruchsbeweis.

Angenommen es gibt ein P’ € Q mit gen(P’) #n < gen(P’') > n+ 1.

Da Q frei ist, gilt anc(P’) g Q und daher existiert ein Vorfahre () von P’ mit
Generation n, welcher nicht in der Menge Q enthalten ist. Da P’ € Q und damit laut
Definition auch P' € anc(P) gilt, erhalten wir () € anc(P) und zusammenfassend

Q € (anc(P’) Nanc(P)Ngen ' (n)) \ Q. (3.28)

Laut Definition von n gibt es einen Knoten R € Q mit gen(R) = n = gen(Q) also
sind die Voraussetzungen von Lemma 3.3.5 erfiillt. Nach 3.3.5 existiert eine Kette
von Knoten ) = Fy, P, ..., P, = R, wobei fiir alle 1 < j </ jeweils P; und P;_; ein
gemeinsames Kind besitzen, sieche Abbildung 3.6. Fiir ein ¢ gilt nun P,_; ¢ Q und
P, € Q C anc(P).

Sei P € children(F;)Nchildren(P; ;) der gemeinsame Nachkomme beider Knoten.
Es gilt P € des(F;) und daher des(P;) O des(P).
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Abbildung 3.6: Darstellung des Zusammenhangs zwischen Q, R bzw. P;, P,_;, P sowie Q
im Beweis von Lemma 3.4.6

Da Q nach Konstruktion (Nachkommen)-frei ist, gilt des(P;) N Q@ = (). Zusammen-
fassend ergibt sich jetzt

des(P) N Q C des(P,) N Q = . (3.29)

Mit IiIilfe von P, ¢ Q und da jeder Knoten maximal 2 Eltern besitzt, ergibt sich
anc(P) N Q = P,. (Abbildung 3.6). Wir definieren nun

Q' = (Q\{P-1}) U{P}.

Da Q frei ist, ist auch Q@ \ {F;_1} eine freie Menge. Laut Gleichung (3.29) hat auch
P keine Nachkommen in Q und schlussendlich ist @' frei von Nachkommen. Fiir Q'
gilt nun

> gen(K)=1+ > gen(K). (3.30)

KeQ’ KeQ

Da #09 = #9Q' und Q maximal beziiglich dieser Summe gewahlt wurde, erhalten wir
einen Widerspruch. Damit haben wir die Behauptung und somit das Lemma.

O
Mit Hilfe des obigen Lemmas kénnen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes zeigen,

welches neben der Net Closure Estimate im Beweis der Instanzen-Optimalitédt eine ent-
scheidende Rolle spielen wird.

Satz 3.4.7 Sei Q CU C Py \ Py, wobei #U < oo. Dann gilt

#free(Q) < Cya#free(U). (3.31)
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Beweis. Seien Q,U lt. Voraussetzung. Es gilt free(Q) C Q C U. Wenden wir Lemma
3.4.3 ii) auf U an erhalten wir

free(Q) C U C free(U) U anc(free(ld)).

Wir schreiben nun free(Q) etwas komplizierter als

free(Q) = free(Q) N U P = U ((PUanc(P)) Nfree(Q)). (3.32)

Pefree(U) Pcfree(U)
Uanc(U)

Fiir einen Knoten P definieren wir, abhéingig von P die Menge Up := ((P U anc(P)) N
free(Q)). Betrachten wir nun fiir ein beliebiges P € free(U) die Mengen Up, miissen
wir folgende 2 Fille unterscheiden.

e Gilt P € free(Q), so folgt anc(P) N free(Q) = () und daher

Z/{P = {P} = #Z/{p < ng.

o Fiir P ¢ free(Q) erhalten wir anc(P)Nfree(Q) = Up. free(Q) erfiillt die Voraus-
setzungen von Lemma 3.4.6, denn einerseits ist free(Q) frei von Nachkommen und
andererseits gilt free(Q) C Up C anc(P)\Py. Lemma 3.4.6 liefert nun #Up < Cyq.

Setzen wir nun in Gleichung (3.32) ein und nutzen #Up < Cyq erhalten wir schlussendlich

#free(Q) < Y Cyy = Cya #free(lU). (3.33)

Pefree(U)

O
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4 Die Lower Diamond Struktur

Dank der Verbandseigenschaften von Triangulierung und Populationen kénnen wir nun
eine spezielle Struktur auszeichnen, die im Folgenden als Lower Diamond bezeichnet
wird. Dieser Lower Diamond Teilstruktur hat interessante Eigenschaften, unter anderem
die Lower Diamond Estimate, welche sich im spéteren Verlauf als sehr hilfreich erweisen
wird. Wir starten wie immer mit einer Definition.

Definition 4.0.8 Sei 7 € T und U C T eine beliebige Menge von Dreiecken. Wir
definieren

area (U) := U {area(T): T € U} (4.1)

Wir bezeichnen im folgenden fiir 7,7 € T und 7' € refine(7) nun area (7' \ 7) als
Bereich der Vergroberung. Das ist genau die Fldche jener Dreiecke in 77 die vergrébert
werden miissen, um von 7’ zu T zu gelangen siehe Abbildung 4.1 . Analog nennen wir
area (7 \ T') den Bereich der Verfeinerung, also wiederum die Fléche all jener Dreiecke in
T, die beim Ubergang vonT zu T~ verfeinert werden. Wie man sich nun leicht iiberlegen

kann, gilt area (7' \ 7) = area (7 \ T').

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Triangulierung 7 bzw. 7' € refine(7). Im lin-
ken Bild ist die Fliache area (7 \ 7') gelb, und rechts area (7" \ 7) griin
dargestellt.

Proposition 4.0.9 Fir P, Q € P und induzierten Triangulierungen Tp,Tog € T gilt
area (P \ Q) = area(7Tp \ To) .

Beweis. Sei P € P\ Q beliebig. Da Py C Q ist P € Py \ Po und daher, falls P
kein Randknoten ist, Mittelpunkt einer Referenzkante zweier Dreiecke und daher Newest
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Vertex der vier Kinder 77,...,7;. Im Falle eines Randknotens argumentieren wir vollig
analog mit Kinder T}, T,. Lemma 2.2.7 garantiert nun gen(7}) = ... = gen(7}). Wir
erhalten

area (P) = U area(7) = area(P\ Q) Carea(7p\ 7o) (4.2)

Da es aber andererseits jedes Dreieck in 7p \ Tg einen Knoten in P\ Q besitzt, erhalten
wir area (P \ Q) = area (7p \ To)- O

Definition 4.0.10 (Lower Diamond) Seien Ti,73,...,T, € T. Fir Triangulierungen
T =@ T und T := @?:1 T: nennen wir (Tz, Te; Ti, - .., Tn) genau dann einen Lower
Diamond, wenn fir alle 1 <i,7 <n und i # j gilt

larea (7; \ Tz) Narea(7; \ 7;) | = 0. (4.3)

Das heifit, um von verschiedenen T; zu T, zu gelangen, miissen jeweils verschiedene Drei-

ecke verfeinert werden.

S\

Abbildung 4.2: Graphische Darstellung eines Lower Diamonds. Pfeile bedeuten jeweils,
dass in diese Richtung verfeinert wurde.

Wie das néchste Lemma zeigt, erfiillen bereits zwei beliebige Triangulierung mit der
grobsten Verfeinerung und feinsten Vergroberung beider Netz, die Voraussetzung eines
Lower Diamonds.

Lemma 4.0.11 Fiir zwei beliebige Triangulierung Ti,Ta € T mit Ty # T bildet (T; @
T2, T1 © T2; T1, T) einen Lower Diamond.

Beweis. Angenommen |area (77 \ (71 ® T2)) Narea (T2 \ (71 ® T2)) | # 0, so gibt es ein
Dreieck T'mit T € TN Tz und T ¢ T; @ T. Andererseits erhalten wir mit Lemma 3.2.4

TeTiNT, = TeTi®T,. Widerspruch.
O
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Die Definition eines Lower Diamonds fiir Triangulierungen lésst sich leider nicht ohne
Weiteres auf Populationen iibertragen. Ziel dieses Abschnittes ist nun eine dquivalente
Formulierung fiir Populationen zu finden. Wir definieren dazu einen Lower Diamond fiir
Populationen und zeigen anschlieBend die gewiinschte Aquivalenz.

Definition 4.0.12 Seien Py, Ps, ..., P, € P, sowie Pr := @, P; und P, := O;_| P;.
Wir nennen (Pg, Pe; Pi, ..., Pn) genau dann einen Lower Diamond, wenn fir alle 1 <
i#j<n gil

(P \Pi) N (P \Pj) = 0.
Bemerkung 4.0.13 Die Voraussetzungen eines Lower Diamonds lassen sich fiir Popula-
tionen wesentlich einfacher nachweisen. Zum Beispiel wissen wir laut Lemma 3.2.2, dass

fiir zwei P, P" € P, P&P' = PUP’ und induktiv fiir endlich viele auch @;_, P; = ;- Pi
gilt. Analog erhalten wir &;_ P; = (-, P;.

Die gewiinschte Aquivalenz zeigen wir mit Hilfe der folgenden zwei Lemmata.

Lemma 4.0.14 Fir Knoten Py, P» € Py \ Py mit |area (P,) Narea ()| > 0 gilt
P, =P, oder P € anc(P,) oder P, € anc(P).

Beweis. Sei Py, P, laut Voraussetzung gewéahlt. Gilt gen(P;) = gen(P,) so folgt fir P, #
P, mit Lemma 3.1.17 iii) |area (P;) Narea (P2) | = 0. Somit muss in diesem Fall P, = P,
gelten.

Fiir den restlichen Beweis sei nun 0.B.d.A gen(P;) < gen(F,). Wir verwenden wieder
Lemma 3.1.17 ii) und folgern area(P,) C area (parents(FP,)). Wiederholen wir den
letzten Schritt (gen(P,) — gen(P;))-mal erhalten wir

area (P,) C area (anc(P,) Ngen ' (gen(P))). (4.4)
Die Voraussetzung |area (P;) Narea (FP)| > 0 impliziert nun
|area (P,) M area (anc(P,) Ngen ' (gen(F))) | > 0. (4.5)

Somit existiert ein Knoten P € anc(P,) mit gen(P) = gen(Py), sowie |area(P;) N
area (P2)| > 0. Analog zum ersten Beweisschritt folgt mit Lemma 3.1.17 iii) P, = P
und daher P, € anc(P).

Im Fall gen(P;) > gen(P) ergibt sich mit gleicher Argumentation P, € anc(FP;). O

Lemma 4.0.15 Gegeben sei P € P und zwei Verfeinerungen Py, Py € refine(P). Es
qilt

(P\P)N(P\Py) =0 <= |area(P\P1)Narea(P\Py)|=0 (4.6)

Beweis. Wie definieren Q1 := P \ P; und Qs := P \ Py. Wir beweisen beide Richtungen
mittels Kontraposition.
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o (P\P)N(P\P)=0 <= larea(P\P;)Narea(P\P)|=0.
Angenommen es existiert P € Q; N Qy # ), so gilt laut Definition area (P) C
area (Q;) Narea (Q,) und infolgedessen

0 < |area(P)| < |area (Q;) Narea (Qs)|. (4.7)

e (P\P)N(P\Py) =0 = |area(P\Pi)Narea(P\Py)|=0.
Angenommen |area (Q;) Narea(Qs)| > 0. Es gibt daher Knoten P, € Q; sowie
P, € Qy mit |area (P;) Narea(F,)| > 0. Diese erfiillen die Voraussetzungen von
Lemma 4.0.14 und daher gilt entweder P, = P, P; € anc(P,) oder P, € anc(P).

Im ersten Fall P, = P, gilt trivialerweise Q; N Qy # ()

Fiir die beiden anderen Moglichkeiten betrachten wir exemplarisch P, € anc(FP,),
der zweite Fall lédsst sich vollig analog behandeln. Die Definition von Q; garantiert
nun P; ¢ P; fiir i = 1,2. Da P; eine Population ist und daher fiir jeden Knoten
auch seine Vorfahren enthalten muss, folgern wir P, ¢ P;. Zusammenfassend ergibt
sich

Pe(P\P)N(P\P2)=21NQ#0.

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen die gewiinschte Aquivalenz zeigen.

Korollar 4.0.16 (P, P.; P, ..., Py) ist ein Lower Diamond im Sinne von Definition
4.0.12 genau dann wenn (Tz,Te; T, ..., Tn) ein Lower Diamond laut Definition 4.0.10
15t.

Beweis. Laut Lemma 4.0.9 ist area (P; \ P;) = area (7; \ 7;) und mit Hilfe von Lemma
4.0.15 folgern wir fiir alle 1 < 4,7 <n mit i # j

(Pi\Pe) N (Pj\Pr) =0

&7 |area (P; \ P.) Narea (P; \ P.)| =0
& |area (7;\ T;) Narea (T; \ 77) | = 0.
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5 Analysis

Am Anfang dieses Kapitels werden die spéater benotigten Funktionenrdume definiert
und das Modellproblem eingefiihrt. In Abschnitt 4.3 widmen wir uns der Scott-Zhang-
Projektion und diversen Eigenschaften dieser. Diese wird sowohl im Beweis der Lower
Diamond Estimate (Satz 5.4.2 bzw. Korollar 5.4.3) als auch in der a posteriori Analysis
als wichtiges Hilfsmittel dienen.

5.1 Funktionenraume

Um die Notation zu erkldaren, wiederholen wir ein paar grundlegende Eigenschaften von
Sobolev-Réumen. Sei 0 C R? ein Lipschitz Gebiet mit Rand I' = 9Q. Wir bezeichnen
mit H'(Q) den Sobolev-Raum

HY(Q) := {u € L*() : u ist schwach differenzierbar und Vu € L*(Q)},

versehen mit der Norm

1/2
lullin oy i= (el + I VulZ@) -

Der Raum H*'(Q) bildet mit der Norm || - || einen Hilbert-Raum. Wir bendtigen
folgendes Resultat iiber den Spuroperator +:

Satz 5.1.1 (Spuroperator) Es eristiert ein eindeutiger linearer Operatory € L*(H(Q); L*(T")),
sodass fiir alle v € C(Q) N HY(Q),

1(0) = .

Das heif§it, v ist eine Fortsetzung, der fiir stetige Funktionen definierten Finschrdinkung
v|r, auf ganz H'(Q).

Mit Hilfe des Spuroperators gilt nun die folgende Identitét
HY() = C(@) ™ = ker(y) = {v € B(Q) : ~(v) =0},

Fiir die Diskretisierung des Modellproblems benotigen wir die nachstehenden diskreten
Réiume. In der nichsten Definition bezeichnet P! den Raum aller Polynome vom Grad 1.

Definition 5.1.2 Sei T € T eine requlire Triangulierung von 2. Wir definieren mit

SHT) ={vreC(Q): YT ET vrlr € P(T)},
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den Raum aller stetigen und stickweise affinen Funktionen. Dariber hinaus, analog zu
H} (), sei S§(T) der Raum aller Funktionen aus S*(T), die auf dem Rand T' verschwin-
den, d.h.

Sy (T)={vreSHT): YPeK(T)NT vr(P)=0} =8 (T)NnHy(Q).

In der folgenden Proposition werden einige spéter benotigte Eigenschaften der Raume
SYT) und 8} (T) zusammengefasst. Der Beweis, siche z.B. [NSV09, Kapitel 3.2], wird
dem interessierten Leser iiberlassen.

Proposition 5.1.3 Sei T € T. Fiir den Raum S*(T) gelten folgende Eigenschaften:
i) SY(T) ist ein N-dimensionaler Unterraum von H'(Q), wobei N = #K(T).
ii) Fiir alle P € K(T) existiert eine eindeutige Hutfunktion @p mit
pp € SHT) und @p(P') =dpp VP € K(T),

wobei 6 das Kronecker-Delta bezeichnet, das heifst 0ppr = 1 falls P = P" und ansons-
ten Null.

iii) By = {pp: P € K(T)} ist eine Basis von S*(T). Diese werden wir im Folgenden
als nodale Basis bezeichnen.

Man konnte die obigen Raume mit Hilfe der Identifikation P = IC(T), dquivalent auch
iiber Populationen P € P definieren. Da aber in der Literatur meist der Zugang iiber
Triangulierungen gewihlt wird, haben auch wir diesen gewihlt. Die im Kapitel 3 defi-
nierte Verbandsstruktur von Triangulierungen, respektive Populationen, iibertragt sich
unmittelbar auf die dazugehérigen diskreten Funktionenrdume S'(7) bzw. S3(75). Die
folgende Proposition zeigt nun diesen Zusammenhang.

Proposition 5.1.4 Seien requlire Triangulierungen T, T € T gegeben, dann gelten fol-
gende Punkte:

i) Falls T' € refine(T) gilt S'(T) C SY(T).

Beweis. i) Sei vy € SY(T), wir miissen nun zeigen, dass fiir alle T' € 77, vy|p € PY(T).
Wir wihlen T € T’ beliebig aber fest. Ist nun 7" € 7, d.h. T wurde in 7’ nicht
verfeinert, gilt laut Definition von S*(T), vr|r € PY(T) und wir sind in diesem Fall
fertig.

Gilt andererseits T' ¢ T, so existiert 77 € T mit 7' C T". Wiederum laut Definition
folgt vyl € PYT”) und daher auch vr|y € PY(T). In Summe erhalten wir vy €
SHT).
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ii) Wir bezeichnen die von 7T respektive 7" induzierten Populationen mit P und P’. Laut
Proposition 3.2.2 gilt P © P’ = PNP" und daher auch K(T ©T") = K(T)NK(T").
Schlussendlich liefert Proposition 5.1.3 iii)

B’T@T/ = {P . Pe IC(T) N IC(T/)}

iii) Der Beweis verlduft vollig analog zu ii). O

5.2 Modellproblem

In diesem Unterkapitel definieren wir das Modellproblem, beschéftigen uns mit seiner
Diskretisierung und fundamentalen Eigenschaften des dazugehorigen Energiefunktionals.
Sei wieder 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet mit Rand I' = 9. Als Modellproblem betrach-
ten wir die Poissongleichung mit rechter Seite f € L?*(2) und homogenen Dirichlet-
Randbedingungen, d.h.

—Au=f in €,

5.1
u=0 auf I. (5.1)
Die schwache Formulierung liest sich nun wie folgt: Finde u € H}(Q) sodass
/(Vu; V) dz = /fv dz  Vwve Hy(Q), (5.2)
Q Q

wobei (+;-) das Skalarprodukt in R™ bezeichnet. Wie allgemein bekannt, besitzt das Rand-
wertproblem (5.1) fiir jedes f € L*(Q) eine eindeutige schwache Losung u € Hj(£2).

Fiir T € T lautet die Galerkin-Diskretisierung nun wie folgt: Finde die eindeutige Galerkin-
Losung ur € S§(T) mit

/(VUT; Vour) doe = /fvT dr  VoureSy(T). (5.3)
Q

Q

Definition 5.2.1 Fiir eine Funktion u € H}(Q) definieren wir die Energienorm ||| - |||
durch

| w||[? := /(Vu; Vu) dz = / |Vu|? dz = ||Vu||%2(9).
Q

Q

Mit Hilfe der Friedrichs-Ungleichung gilt fiir alle v € H}(2) die Aquivalenz ||v| g1 (q) =~
[lofll, d.h. ||| - ||| ist eine zu || - || g1 () dquivalente Norm auf Hj(S2).

Definition 5.2.2 Wir definieren die Dirichlet-Energie J : H(Q2) — R durch

J(u) == / %|Vu|2 — fu dx. (5.4)

Q
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Aus der Variationsrechnnung erhalten wir nun folgenden Satz iiber den Zusammenhang
der Dirichlet-Energie und der schwachen Losung u € Hg(€2) von (5.1). Fiir den Beweis
siehe [Eval0, Kapiel 2 bzw. Kapitel §]

Satz 5.2.3 Sei X C Hj(Q) ein abgeschlossener Unterraum. Eine Funktion u € X ist
genau dann eindeutige Losung der schwachen Formulierung 5.2, wenn sie ein eindeutiger
Minimierer der Dirichlet-Energie J(u) in X ist. Das heifst

J(ur) =inf{J(v) : ve X}. (5.5)
U

Insbesondere ist auch S} (7) ein abgeschlossener Unterraum von H(}(2). Diese Minimie-
rungseigenschaft der Losung von (5.1) liefert uns niitzliche Eigenschaften der Galerkin-
Losungen. Zwei davon werden im néchsten Lemma bewiesen.

Lemma 5.2.4 Seien 7,7 € T, wobei T' € refine(T). Dann gilt fir die Galerkin-
Lésungen ur respektive ur

i) J(ur) < J(ur),

it) J(ur) — T (ur) = 5 || ur —up |||

Beweis. 1) Seien 7,7’ € T laut Voraussetzung mit Galerkin-Losungen uy und .
Laut Proposition 5.1.4 sind die diskreten Riume geschachtelt d.h. S3(T) C S;(7T7).
Fiir die Galerkin-Losung gilt somit ur € S§(77) und aufgrund von Satz 5.2.3

I (ur) < J(ur).

ii) Wir rechnen die gewiinschte Identitét einfach nach. Einsetzen in die Definition von
J liefert

1 1
F(ur) = () = [ 5Vurl = fur de— [ 5[V = fur da

Q Q
1

1

= 5/ VUT, VUT (VUT/ VUT/ dSL’ - /f Uy — uT/) dx.

Q

Aufgrund der Linearitdt und Symmetrie des Skalarprodukts gilt nun

(Vur; Vur) — (Vur; Vur) =(Vuyr — Vur; Vur — Vur) + 2(Vup — up; Vug).
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Setzen wir nun in die obige Rechnung ein und beachten, dass uy und us Losungen
der schwachen Formulierung (5.3) sind, erhalten wir

1
F(ur) = Ttur) =3 || Vur = Vur: [+ [ (Vur = ursVup) do— [ flur - ur) da
Q Q

5.3)1
=5 ' Vur = Vur||*

Ziel der niachsten Abschnitte ist es zu zeigen, dass die Energienorm ||| - [|| und folglich auch
die Dirichlet-Energie [J(-) die Lower Diamond Estimate (Satz 5.4.2 bzw. Korollar 5.4.3)
erfiillen. Dazu bendtigen wir einen Clément-Operator, der im néchsten Kapitel eingefiihrt
wird.

5.3 Scott-Zhang Projektion

Dieses Unterkapitel widmet sich ausschlielich der Scott-Zhang-Projektion. Diese wurde
erstmals in [SZ90] verwendet, und ihre Eigenschaften werden im néchsten Kapitel von
entscheidender Bedeutung sein. Wir verwenden in den folgenden Kapitel die Notation
hT = |T‘1/ 2.

Sei T eine regulidre Triangulierung. Wir wihlen fiir jeden Knoten P € IC(7T) eine Kante
Ep € &(T) mit P € Ep folgendermafen:

e Fir PeTlist Ep C 1T .
e Fiir P € Q) ist Ep beliebig.

Wir benétigen fiir die Definition des Scott-Zhang-Operators folgendes Resultat {iber dau-
ale Basisfunktionen.

Lemma 5.3.1 Fir einen Knoten P € K(T) existiert eine eindeutig Funktion ¢p €
]Pl(Ep) mit

/ Yppp ds =dppr VP € K(T), (5.6)
Ep

wobei ppr € SY(T) die eindeutige Hutfunktion mit op/(P) = dppr ist. Zusitzlich existiert
eine Konstante C' > 0, sodass

1|z (£p) < ClEP| ™ (5.7)
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Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert eine eindeutige Funktion U e
P'([0,1]), sodass

Vg dt = @(0) Vo e PY([0,1]).

Sei ®p : [0,1] — Ep eine affine Parametrisierung der Kante Ep mit ®p(0) = P. Wir
definieren die duale Basisfunktion ¢p € P!(Ep) durch

Es gilt |®5| = |Ep| und mit Hilfe des Transformationssatzes erhalten wir

/Q/JPSOP' ds = /(1/11D o ®p)(pp o Pp)|Pp| dt = / b(t)(pr o @p)(t) dt
P [

0,1] [0,1]
= p (®p(0)) = p:(P) = dppr.

Schitzen wir abschlieBend |[¢p|| 1~ (z,) ab, erhalten wir [|1p||Le(gp) < |Ep|*1||1/3||Loo(0,1)
und haben das Lemma bewiesen. O

Mit Hilfe des obigen Lemmas kénnen wir nun den Scott-Zhang-Operator definieren.

Definition 5.3.2 Fir eine requlire Triangulierung T € T definieren wir den linearen

Operator Jr : HY () — H'(Q) durch

Jr(v) = Ypv ds | ¢p.
>/

PeK(T

Bemerkung 5.3.3 Die Scott-Zhang-Projektion ist wohldefiniert, denn nach Satz 5.1.1
iiber den Spuroperator ist fiir v € HY(Q) die Einschrinkung v|or € L*(0T). Daher exis-
tiert [ ¢Ypv ds und Jr(v) ist daher wohldefiniert.

Ep

Die nachstehende Proposition zeigt nun zwei wichtige Projektionseigenschaften des Scott-
Zhang Operators.

Proposition 5.3.4 Gegeben seien Funktionen v € H'(Q) und vy € SY(T).
i) Es gilt Jr(vr) = vr. Das heifit Jy ist eine Projektion auf S'(T) C H'().

ii) Fir vlr = vr|p folgt (JTU)‘F = v|p. Der Scott-Zhang Projektion Jr erhilt also
diskrete Randdaten.
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Beweis. i) Jede Funktion vy € S'(T) ldsst sich nach Lemma 5.1.3, in der nodalen
Basis darstellen als

vr= Y or(P)ep.

Pek(T)

Mit Hilfe der dualen Basis aus Lemma 5.3.1 erhalten wir

/’UT'(/}P ds = Z vr(P) /SOP'@/)P ds = vr(P). (5.8)
Ep PeK(T) Ep
~—_————

=0ppr

Setzen wir dies in die Definition der Scott-Zhang Projektion ein, folgern wir

Jror = Z (Z/wva ds | op = Z vr(P)pp = vr.

PeK(T) PeK(T)

ii) Fiir einen Randknoten P € T haben wir die dazugehorige Kante so gewéhlt, dass
Ep CT'. Laut Voraussetzung stimmen v und v auf I iiberein. Daher gilt f Ep Ypurds =
i) Ep Ypv ds, und des Weiteren

(JTU /IPPU ds SOP’F /IPPU ds SOP’F

PeIC PeIC(T)mF

/?/)PUT ds SOP’p (Jror) } _'UT}F_,U’F

PeIC

Definition 5.3.5 Fiir ein Dreieck T € T definieren wir den Patch wr C T durch
wr:={T" €T : K(T)nK(T") # 0}.

Wir benétigen im néchsten Kapitel diverse Eigenschaften der Scott-Zhang-Projektion,
welche wir aufgrund der etwas technischen Beweise, in mehrere Lemmata aufteilen.

Lemma 5.3.6 Seiv € HY(Q). Fiir Dreiecke T, T € T mit TNT' # 0, seien vy :=
|7 [ v de bzw. v = |T'|7! [, v da die Integralmittel auf T repektive T'. Dann gilt

lor — v lr2ery < Chr|| Vol L2y, (5.9)

mit einer Konstanten C > 0, welche nur von der Formregularitdt von T abhdngt.
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Beweis. Wir bezeichnen analog zu vr mit vg := |E[™! [, v ds das Integralmittel von v
auf einer Kante E € £(T). Zusétzlich benotigen wir das Referenzdreieck Tyes bestehend
aus den Knoten {(0,0)7, (0,1)7,(1,0)T} und Referenzkante Fres € £ (Trer) mit Erer :=
[0,1] x 0.
Im Beweis verwenden wir die folgende Spurungleichung fiir H'(T')-Funktionen.

| E|hi

o = vsliace) < o = vrliae < Cotpt Vel Vo€ HAD) (5.0

Mit einer Kostante C},. > 0, welche nur vom Referenzdreieck T,.¢ abhéngt.

i) Fiir eine beliebige Funktion w € H'(T.e) erhalten wir mit Hilfe der Holder- und
Spurungleichung (5.10)

H.
LY (Bree) < | Bres| 2w — wr.,

< | Bree| ™ = wis,
(5<10) C(tTh/Tref
o ‘Tref |1/2

——

|wTref - wEref L2(Eref)

(5.11)

V|| £2(Trer)
=:Cref
wobei Clef nur von Tr.s abhéngt.

ii) Sei nun @7 : Tyes — T ein affiner Diffeomorphismus mit ®(FEy.:) = E. Mit Hilfe der
Transformationsformel erhalten wir fiir v € H'(T) und w := v o &7

lor — vell2ry = [T ?lor — ve| = |T| P lwn,, — wr,.,

5 (5.12)

11) Trans.
< TVPCklVolamay < ChelVollza),

mit einer Konstante C, die wiederum von der Formregularitdt von 7 und Cle
abhéngt.

iii) Dreicksungleichung und Fomregularitit liefern nun fiir Dreiecke T,7" € T mit ge-
meinsamer Kante £ := T NT’

lvr = virll 2y =TI or = vrr| S [TV or = vg| + |T'[V?|vg — vr|
= ||UT — UEHLQ(T) + ||’UT/ — 'UE||L2(T’)-
Wenden wir nun Ungleichung (5.12) aus Punkt ii) an ergibt sich
||’UT — UT’HLQ(T) S hTHVUHLQ(T) + hT’HVUHLQ(T’) S hTHVUHLQ(TUT’)-

iv) Seien nun 7, 7" € T mit T NT" # (). Es existiert nun ein minimales n € N und eine
Folge von Dreiecken T' =: Ty, T4, ..., T, := T' mit T; € wy und T;NT;_; = E; € E(T)
fir alle 1 < 7 < n. Aufgrund der uniformen Formregularitéit ist n fiir alle 7 € T
nach oben beschrénkt. Dreiecksungleichung, mehrfaches Anwenden von Punkt iii)
und J!_, 7; C wr liefern schluBendlich

n n
lor — vp 2y < llvr — vz ez S Y I Vollaory S el Voll -
i=1

i=1

4
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Lemma 5.3.7 (H!-Stabilitéit) Es existiert eine Konstante C > 0, die nur von der Form-
reqularitit der Triangulierung T abhdngt, sodass fir alle T € T gilt

||VJ7”U||L2(T) S C||VU||L2(WT) Yv € Hl(Q)

Beweis. Sei T € T beliebig aber fest. Fiir einen Knoten P € K(7) wihlen wir Ep und
Tp mit Ep C Tp und definieren hp := diam(7p). Man bemerke, dass P € K(T) Tp C wr
impliziert. Im Beweis benétigen wir die folgende Spurungleichung fiir H*'(€)-Funktionen

1022050y S b5" (101320, + BNV OllE2(ry)) - (5.13)

Mit Hilfe der Spurungleichung (5.13) erhalten wir nun

Jorvas| < [ 1ol as < orlmry, ol
2 —_—— —_——
P P

5.3.1 Holder
<Eplmt S BR 2 0l 2,

S Ep[ 2052 (I1oll 2y + Bl Vollr2rs))
Eine inverse Abschézung liefert fiir eine beliebige Hutfunktion ¢p
IVerlzm S hitllepllaay < IT1V?hst. (5.14)

Formregularitiat garantiert nun |Ep|hp ~ |Tp| ~ |T'| sowie hp =~ hp. Setzen wir in die
Definition von J7 ein, erhalten wir fiir ein beliebiges v € H' ()

Vol < Y | [ veo ds| [9erliom
—_———

PeR(T)NT g,

<ITIV2hgt (5.15)
S D (B lvllae + 1Vollze@n) -
Pek(T)NT
Wir definieren wieder vy := |[T|7" [ v dz. Die Projektionseigenschaft aus Proposition

5.3.4 Punkt i) garantiert nun Jyvp = vp. Definieren wir weiters w := v — vy und setzen
in (5.15) ein, ergibt sich

IV Irollzay = 1V (0 —vr)llzeny S > (hp'lo = vrllzam) + Vol -

PeK(T)NT
(5.16)

Die Poincare Ungleichung in Verbindung mit Lemma 5.3.6 liefern fiir den ersten Term
der Summe

[0 = vrllrzep) < v — v 2 + v, = vrll2e) S PpIIVO 20 (5.17)
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Setzen wir (5.16) und (5.17) zusammen, erhalten wir schlufendlich
IVIrollzeny S D (IV0lzn + 1V0l2e) S 1002
PeK(T)NT
U

Korollar 5.3.8 FEs existiert eine Konstante C' > 0 die von der uniformen Formregula-
ritdtskonstante abhdingt, sodass fir jede Triangulierung T € T gilt

HVJTUHLQ(Q) < CHVUHLQ(Q) Yuv € H1<Q)

Beweis. Aufgrund der uniformen Formregularitiat ist fiir jede Verfeinerung 7 € T der
initialen Triangulierung 7y und fiir alle 7' € T die Anzahl der Dreiecke in wr durch eine
Konstante K beschrankt. Dies impliziert

5.3.7
IV Irollzeg = Y IVIroliam S D IVulliawn

TeT TeT
<KD |IVoliaey < KIVl3e).
TeT

O

Neben der H!-Stabilitit benttigen wir eine Approximations-Eigenschaft des Scott-Zhnag-
Oparators. Diese wir im nichsten Lemma bewiesen.

Lemma 5.3.9 (Approximations-Eigenschaft) Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur
von der Formregularitit der Triangulierung T abhdngt, sodass fir alle T € T gilt

||(1 — J’T)'UHLQ(T) < C||hV’U||L2(wT) Yv € Hl(Q)

Beweis. Seien T € T und v € H}(Q) beliebig aber fest gewihlt. Wir argumentieren
dhnlich zum Beweis von Lemma 5.3.7 und erhalten mit Hilfe der Spurungleichung (5.13)

| J7v] L2y < Z ’/wpv ds

PEK(TNT g,

||S0P||L2(T)
N——
<|T|1/2

S >0 TR ([olay + hel Vol ) ITITY2 (5.18)
PeK(T)NT

= > (Il + kel Vol
Pek(T)NT

Sei wieder vr := |T|™' [, v da das Integralmittel von v. Aufgrund der Projektionsei-
genschaft aus Proposition 5.3.4 Punkt i) gilt wieder Jruvr = vp. Setzen wir analog zu
Lemma 5.3.7 nun w := v — vr in (5.18) ein, erhalten wir

(L = Jr)vllrzery = (v = vr) = Jr(v = vr)|20r) < [l = vrl[L20r) + | J7(0 = o) || L2077

Slo=vrlzmy + Y. (v = vrll2m + kel Voll2a)).
PeK(T)NT
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Verwenden wir nun Gleichung (5.17) aus Lemma 5.3.7 und nutzen hp ~ hy ergibt sich

11 = Jr)ollzay S brllVollay + Y (bl Vollen) + hellVollzey).)

Pek(T)NT
S hrl[Volleer).
O
Aus der H!'-Stabilitiit und Approximations-Eigenschaft folgen unmittelbar weiter Eigen-

schaften der Scott-Zhang-Projektion, welche wir im néchsten Korollar zusammenfassen.

Korollar 5.3.10 Fir ein Dreieck T € T mit Kante E € E(T) gilt:
1) V(L= Jr)olleeay S IVolleeer) Vo € Ho(Q)

ii) (1= Jr)ollizwm S Chp I Volliwy Vo € HY(Q)

i) Jr und (1 — J7) sind stetige Projektionen von H'(Q) — H*(9).

Beweis. 1) Sei v € H}(Q) beliebig. Dann folgt v — Jrv € H}(Q) und daher erhalten
wir mit Lemma 5.3.9

HV(l — JT)UHLQ(T) S UVUHB(T)J_'_ UVJTU”LQ(T)J g (1 + C)HVUHB(WT).

~~
<[IVoll 2

-~

5.3.9
(wr) < C||V”||L2(wT)

ii) Setzen wir nun fiir ein v € H} (), v— Jrv in die Spurungleichung (5.13) ein, erhalten
wir unter Verwendung von Lemma 5.3.9 sowie Punkt i)

10 = Tr)ollFa S B (1= Jr)vllia +he [V = Jr)vllzr

N~ v~

542.9 9 9 i)
~ hTIIVU”LQ(wT) ’S“vvlliQ(wT)

N hEHVUH%%wT)-

iii) Aus Punkt i) und Lemma 5.3.9 erhalten wir wieder mit Hilfe der Formregularitit fiir
alle v € H'(Q)

11 = Jr)olline = 11 = Jr)vlTam + IV = )]z
= > I = Ir)ollzeery + IV (L = Jr)ollZery

TeT
S Z hllvlizry + 1Vl 22
TeT
< diam(Q)* v 72(q) + I VVll12) < (1 + diam(Q)*)|[v][7 q)-
Die Stetigkeit von Jr ergibt sich nun direkt aus

[J7vll ) = [[(1 = Jr)v +vllme) < [vllm@) + 11— J7r)vllmie)-
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Lemma 5.3.11 Fir Triangulierungen T, T’ mit T € refine(T") gilt fiir die Scott-Zhang
Projektion Jr : HY(Q) — S3(T")

llur = wrl| = llur = Jrurll;
wobei ur bzw. up die Galerkin-Lsung im Raum Si(T) bzw. S(T") bezeichnet.

Beweis. Nach den Céa-Lemma ist uy die Bestapproximation der Losung u von (5.2)
in SY(T") beziiglich ||| - ||| und daher auch Quasi-Bestapproximation der Funktion ur
beziiglich der H!'-Norm. Somit erhalten wir

lur —urllme) S lur —vrllme Yo € SYT).
Setzen wir vy = Jyrug liefert die Norméquivalenz von ||| - ||| ~ || - || #1(@) nun
lur = urlll S lur = Jrur |-

Unter Verwendung der Projektionseigenschaft und Korollar 5.3.7 gilt fiir eine beliebige
Funktion vy € SY(T7)

lur = Jpurll| = [Vur = VIpur|l2q < IV(ur — o)z + [V I (07 — ur) | 120
S IVur = o)z = [llur = o7 |-
Da vy beliebig war, gilt |||ur — Jrur|| S [[lur — wr ||| O

In der Definition der Scott-Zhang-Projektion hatten wir fiir einen inneren Knoten P
beliebige Kanten Ep zugelassen. Durch spezielle Wahl der Kanten Ep lassen sich nun
weitere Eigenschaften beweisen.

Definition 5.3.12 Fiir 7,7' € T mit T € refine(T") definieren wir
O = J(T'\T) und Q:=0Q\Q.
Wir wdhlen nun fir einen Knoten P die ausgehende Kante Ep wie folgt:

0 NQy wenn P € 00y Ny
Ep C <00 wenn P € 0y
00 wenn P € 08,

Falls fiir P keine der beiden Bedingungen zutreffen, ist die Wahl von Ep wieder beliebig.
Diese Wahl der Kanten liefert wiederum eine Scott-Zhang-Projektion, welche wir mit
Jr_7 bezeichnen.

Bemerkung 5.3.13 Die bisher bewiesenen Eigenschaften sind unabhdingig von einer ex-
pliziten Wahl der Kanten und gelten somit auch fir die Projektion Jr_7. Die einzige
Ausnahme bildet Lemma 5.3.4 Punkt ii), denn fir P € T' N 0Oy N OQy gibt es im Allge-
meinen keine Kante Ep C T'N0Q NOQy. Das heifst, im Falle Q. NT # () werden diskrete
Randdaten nicht erhalten und es gilt i.A. Jr_7(H(Q)) # Sa(T").

62



Lemma 5.3.14 Die soeben definierte Scott-Zhang Projektion Jy_7 erfiillt folgende Ei-
genschaften:

i) Jr_ ist ein Projektion von H'(Q) — SY(T7).
i) Fiir allev e HY(Q) gilt ||| Jr—7ll| < ||l

i) Fiiri = 1,2 existiert eine Projektion Jq,, sodass fiir allev € HY(Q) und v; € HY(Q;)
mit v|q, = v;

(JT%T’U)‘QZ. = ‘]Qz(v Ql)

Dass heift, (Jr_7v)|,, hingt nur von vlg, ab.

Q
w) Fiir alle vy € SY(T) gilt (vr — J’T_)T/'UT)‘Q2 = 0.
v) Jro7(S(T)) € S(T).

Beweis. 1) Wurde bereits in Lemma 5.3.4 bewiesen.
ii) Folgt direkt aus Korollar 5.3.8.

iii) Wir bezeichnen T’ ‘Qz die Einschrankung der Triangulierung 77 auf €2;. Um die Pro-
jektion Jq, definieren zu konnen benotigen wir fiir jeden Knoten P € €); eine da-
zugehorige Kante Ep. Dazu iibernehmen wir die Wahl der Kanten von Jy_,7, das
heift fiir jeden Knoten P sei die dazugehorige Kante Ep bei Jgo, und Jr_7 gleich
gewiahlt. Man bemerke, dass nach Definition 5.3.12 fiir jeden Knoten P € 0f); auch
Ep C 0% gilt. Dies impliziert fiir P € €; sofort Ep C €; und des weiteren

(JTHT/U)‘QZ,: Z (S/lppv ds @p‘ﬂi
) \&p

PeK(T

0,)"

— Z (E/’lpp’UQZ ds QOP}Qi:JQi('U
@ P

Pek(T)N

iv) Aufgrund der Definition von €, gilt 1)7"92 € Sl(T')‘QQ. Die Projektionseigenschaft
von Jg, aus Punkt iii) liefert nun

)

vrlg, = Josor|, = (Jroror)lg,-

v) Sei vy € S§(T). Nach Punkt i) gilt Jr_ vy € S§(T’). Es bleibt also nur vr|. =0
zu zeigen. Nach Punkt gilt iv) v = 0 auf I' N Q. Fiir einen Knoten P € K(7”) mit
P €T\ 09y zeigt man analog zu Lemma 5.3.4 ii), dass Jy_,vr(P) = 0 und somit
vr |, = 0 gilt.
U
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5.4 Lower Diamond Estimate

In diesem Kapitel widmen wir uns der schon angesprochenen Lower Diamond Estimate.
Diese werden wir zunéchst in der Energienorm ||| - ||| und anschlieend fiir die Dirichlet-
Energie J(-) formulieren und beweisen. (siche Satz 5.4.2 bzw. Korollar 5.4.3). Wir erin-
nern an die Definition 4.0.10 der Lower Diamond Struktur.

Bevor wir jedoch die Lower Diamond Estimate beweisen kénnen, benotigen wir ein Lem-
ma iiber Eigenschaften der Scott-Zhang-Projektion auf einem Lower Diamond.

Lemma 5.4.1 Sei (7;,7:;Th,...,T,) ein Lower Diamond. Wir definieren fiirj = 1,...,n,

Q;

=U(T;\ Tz) und J; := Jy,_7,. Sei zusitzlich J : S(Tc) — S'(Tc) gegeben durch

J:=Jyo---0J,. Dann gilt

i) die Projektionen J;, aufgefasst als Operatoren von S'(T;) — S'(T;), kommutieren.

i) J ist ein Projektion auf S*(T.) mit J(S;(T:)) C S(T2) und fiir alle vy, € S*(Ty) gilt

. 0.
Jop = ey (5.19)
T auf Q\ Ui,

2. Mit einer Konstanten, die nur von der uniformen Form-

sowie [|Jvz|II* < lllvr
reqularitdit abhdngt.

Beweis. 1) Wir wihlen beliebige aber feste Indizes 7, j € {1,...,n} mit i # j sowie eine
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Funktion vy, € §'(7;). Laut Definition eines Lower Diamonds gilt Q; C 2\ ;. Die
Punkte iv) und v) aus Lemma 5.3.14 angewandt auf J; liefern

Jj(Sol('Y;)) C 501(7;) und  Jjup = vy in Q.

Dies impliziert nun Jur, = J;(J;vr) in ;. Andererseits hangt laut 5.3.14 ii) fiir eine
beliebige Funktion w € H'(2), (Jl-w)‘ﬂy nur von w‘ﬂy ab. Wir folgern

=V7;

—
(JZ 9] Jj)UTr = Jz (Jj’U'];) = JZ"IJ']; in Qi7
und des weitern auch
(Ji o Jj)vy, = Jyvy, = (Jjo Jy)vr,  in Q.

Analog lasst sich (J; o J;)vy, = Jjvr = (J; 0 J;)vy, auf ; zeigen.

Lemma 5.3.14 iv) liefert vy, = (J; 0 J;)vy auf Q\ (Q; U Q;). Die Zusammensetzung
ergibt schlussendlich

(Jj @) JZ)U’E = (Jz @) Jj)’U']; in Q.



ii) Aufgrund der Kommutativitét liefert die Hintereinanderausfithrung der Projektionen
Ji wieder eine Projektion auf ()_; S'(7;) = S'(Tc). Fassen wir J als Jr 7, auf,
erhalten wir mit 5.3.14 iv) nun J(8}(7;)) C S} (7.). Argumentieren wir analog zu
Punkt i) folgt

, £ Q.
Jop = v b (5.20)
(S auf Q\ Uj_, €.

Die Stabilitatseigenschaft aus Lemma 5.3.7 angewandt auf die Projektionen J; liefert
schlussendlich

@, o) + O IVJjur

Jj=1

Bau eyt 2 Y IVIen

J=11CcqQ;
= SIVer?

L2(wp)
2
@, o) T X IIVor
TeT

2= ||V,

| oz 12(2)

= ||Vur,

2
L2(T)

S Vg

|2

%2(@) ~ || Vur, %2(9) = [[lvr

0

Mit Hilfe der Scott-Zhang Projektion ldsst sich die Lower Diamond Estimate (LDE)
beweisen. Fiir Triangulierungen 7., 7., 7Ty, ... T, bezeichnen wieder ur, ur, ur, ..., ur,
die dazugehorigen Galerkinlosungen.

Satz 5.4.2 (Lower Diamond Estimate) Sei (7;,7Tc; 71, - .., Tn) ein Lower Diamond, dann
qgilt

n
Crag vz, —urll* £ llug — urI* S Claw Il ur — url|)®
j=1
Die Konstanten Ciqy, Cian > 0 hdngen nur von der Formregularitit ab.

Beweis. Mit Hilfe der Projektionen J und J; aus den Lemmata 5.4.1 respektive 5.3.14
ist der Beweis der Lower Diamond Estimate ein einfache Rechnung.

5.3.8
llur = urll? "= [V (ur, = Jug) |72

5.4.1 -
=Y IV(ug = Jup) e, + | Vg = Juz) 2oy, o)
— —

j=1 '
5.3.14 iv
M),

n
5.3.14 iv) 5.3.8
=" Vur = Jup)liag = llug —urg I
j=1

Man beachte, dass in allen verwendeten Resultaten die Konstanten nur von der Formre-
gularitdt abhéngen und dies daher auch fiir die LDE gilt. O
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Mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen der Energienorm und der Dirichlet-Energie ist
es nun ein Leichtes die Lower Diamond Estimate fiir J zu formulieren und zu beweisen.

Korollar 5.4.3 Sei (7;,7:;Ti,...,T,) ein Lower Diamond. Analog zu Satz 5.4.2 gilt

n

J(ur) = T (ur) =Y (T (ug) = T(ug)),

j=1
mit Konstanten, die nur von der Formregularitit abhdngen.

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz bis aus Lemma 5.2.4 erhalten wir

n

1 n
T (ur) = T (ur) = 5 llug, = ugl|? = 3 lur, = ur I = 3 (I () = T ()
j=1

j=1

wobei die Norméquivalenzkonstanten nur von der Formregularitdt abhéngen. O
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6 A posteriori Analysis

6.1 Fehlerschatzer

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem Fehlerschétzer. Im Gegensatz zum iiblicheren
Residualschétzer auf Dreiecken verwenden wir einen kantenbasierten Residualschétzer. In
diesem Kapitel werden wir diskrete Zuverlassigkeit und diskrete Effizienz des Schétzers
zeigen. Wir bezeichnen die Menge der Kanten einer reguliren Triangulierung 7 mit (7).
Fiir die Definition des Fehlerschéitzers benttigen wir zuerst den Begriff des Normalen-
sprungs.

Definition 6.1.1 Sei T € T eine regulire Triangulierung und E € E(T)NCQ, so existieren
eindeutige Dreiecke Ty, Ty, € T mit E € E(T4)NE(Ty ). Der Normalensprung auf E fiir
eine Funktion vy € S*(T) sei definiert durch

[Vur] := |[(Vor;nf) + (Vorsng)

)

wobei ng, den duferen Normalvektor der Dreiecke T bezeichnet. Es gilt daher nj, = —nj,
und, da das Skalarprodukt in die reellen Zahlen abbildet, gilt auch [Vvr] € R.

Definition 6.1.2 Fir eine Triangulierung T und E € E(T) definieren wir den Kanten-
patch wg als

wp=|J{TeT: Ec&T)}

Verwenden wir die obige Notation, ergibt sich sofort wp = U{Ty,T;}. Mit Hilfe des
Kantensprungs und dem Begriff des verfeinerten Kantenpatches kénnen wir nun den
Residualschétzer definieren.

Definition 6.1.3 Fir T € T und E € E(T) definieren wir den Residualschitzer n3-(E)
fiir die Kante E als
2 WPy + bl [Vurl sy fiir B € E(T)C O,
n(E) = (6.1)
h’QEHfH%Q(wE) fir E€&(T)CT.

Hier bezeichnet wieder hg := |E|. Fir eine beliebige Menge von Kanten F C E(T) sei
nun

WH(F) =) n7(E). (6.2)

EeF
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Bemerkung 6.1.4 Aufgrund der uniformen Formregularitit gilt fiir alle Dreiecke T €
T mit E € E(Ty), dass hg ~ diam(T) =~ hy. Somit stimmt auch n2(E(T)) bis auf eine
Konstante, mit dem dreiecksbasierten Residualschdtzer tiberein.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir ein 7' € T, mit fr := |T|™} fT f dt das Integralmittel
von f auf T'. Wir benotigen des Weiteren noch den nachstehenden Oszillationsterm der
Daten.

Definition 6.1.5 Sei wieder T € T eine requldre Triangulierung und U C T eine Menge
von Dreiecken. Wir definieren

osc*(U) == Y _hi|f — frllize- (6.3)

Teu

Wie allgemein bekannt, ist der Residualschétzer effizient und zuverldssig. Es gilt daher
folgender Satz. Fiir den Beweis siehe z.B. [NSV09].

Satz 6.1.6 (Effizienz und Zuverléssigkeit) Sei T € T eine regulire Triangulierung mit
Galerkin-Lisung ur. Dann gelten folgende Abschiitzungen fiir den Residualschitzer n3(E(T)).

lu = wrllip @) S 7 (E(T)) S llu = urllip ) + osc*(T)
Sowne aufgrund der Normdquivalenz auch
e = urlll* < 07 (E(T)) S llw —ur [|* +osc*(T).

Ausgehend von der Zuverlédssigkeit und mit Hilfe der Scott-Zhang-Projektion Jr .7
konnen wir nun die diskrete Zuverlédssigkeit zeigen.

Satz 6.1.7 (diskrete Zuverldssigkeit) Seien 7,7’ € T mit T € refine(7’). Bezeichnen
wir die Kanten der Triangulierungen mit € := E(T) und & := E(T"), dann gilt

llugs = ur|* < 0 (E7\ €). (6.4)
Wobei £\ € die Menge aller Kanten in T ist, welche in T nicht verfeinert wurden.

Beweis. Wir definieren w € S}(T7) als w := ur — uy. Lemma 5.3.14 v) garantiert
Jr_(S3(T)) € S3(T"), und die Galerkin-Orthogonalitét liefert nun

[0V w) do = [(Vur = ur )i 9z w) da

(V(Jrsrw) = V(Jrsrw)) f de = 0.

D\D
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Verwenden wir die Galerkin-Orthogonalitit und die Projektionseigenschaft der Scott-
Zhang-Projektion, erhalten wir folgende Identitét fiir die Energienorm |||w|||:

lwl? = / (Vw; V) dar = / (Vi Voo — V(Jyspw) d

Q Q
= /(VUT; Vw — V(Jropw)) de — /(VuT/; Vw — V(Jrorw)) de
Q ES;ET/) Q
= / (w — JT_W/w)f dr — Z / (VUT/; Vw — V(J’T_yr/w)) dx
QO TeT
Q

_ Z (/%(w — Jrorw) dr + /(VuTr;nT)(w — Jropw) ds).

TeT" \p =0 oT

Da Jr_ 7w € S;(T), gilt fiir alle Kanten £ C T’ nun [, (Vuy;ny)(w — Jropw) ds = 0.
Summation iiber die Kanten ergibt nun

lll? = 3 [ (o= drg)g de= Y [ 19ur] (w0 Jrgow) s

TeT Ee&'m g

Nach Lemma 5.3.14 iii) gilt in Q\ (J(77\ T)) aufgrund der Projektionseigenschaft, dass
w = Jr_rw. Fiir eine Kante £ bezeichnen wir wieder mit TEi, die eindeutigen Dreiecke
mit £ = T4 N Ty . Cauchy-Schwarz-Ungleichung, H'(Q)-Stabilitit 5.3.9 und Korollar
5.3.10 liefern

ol = S [ (o= drur = 3 [ 19url (0= Trgw) s

TET\T E€ENE

CSU
< D W lem | = Jramwleay + > 1TVur] ) (1= Jror)wllze -

—~
TeT\T 5.3.9 BeENE 5.3.10 |,
helVull 2, R IVul o
A [\ 4
=:A ~

e Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und anschlieBende Summierung iiber Kanten an-
statt Dreiecken gibt fiir den Term A nun

1

A< (X BUEw) (2 1Vulen) SIVell (X B,

TET\T TET\T EcENE

J

'

§||vw”L2(Q)
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e Behandeln wir den zweiten Term analog gilt

B (X hellVurl o) (X Wulie,)’ 69

Ecg\E EcE\E

SUvwll (2 hel [Vurd e (6.6)
Ee&N\E

NI

Setzen wir zusammen und dividieren wir durch |||w]||, ergibt sich
1 1
2 2 2
ol S (32 1l )" + (30 hell [Vurl? 2
EceNE EcENE
Nutzen wir schluBendlich (a + b)? < a? + b? erhalten wir:
ol <D Bl Zae + N TVerl® e = n3(E\ €),
EeE\E

womit wir die diskrete Zuverldssigkeit beweisen haben.
O

Wie schon zu Beginn dieses Unterkapitels erwahnt, beschliefen wir diesen Abschnitt mit
dem Beweis der diskreten Effizienz.

Satz 6.1.8 (diskrete Effizienz) Seien 7,7’ € T mit T € refine(T"'). Wir bezeichnen
wieder die Kanten der Triangulierungen mit € := E(T) und & := E(T"). Dann gilt

M (ENE) Slllur —ur 1P+ D bl f 5. (6.7)
TeT'\T

Beweis. Sei E € &'\ &€ beliebig, das heifit, die Kante E wurde in der Triangulierung
T verfeinert. Wir bezeichnen wieder den Mittelpunkt von E mit P und erhalten P =
mpt~}(E) € K(T). Der Beweis gliedert sich in folgende Schritte:

i) Ist F eine Randkante, also £ C I, folgt trivialerweise
nr(E) = Wgll 2y < llurr —ur 7 +REIF 1720,
wobei T' = wg das angrenzende Dreieck mit E € £(T') bezeichnet.

ii) Fir E € T, sei T = ref(7’, E). Dann ist T ist somit die grobste Verfeinerung von
T’, in der die Kante E verfeinert wurde. Wir definieren nun die Bubble-Funktion

bp € SL(T) fiir den Knoten P = mpt~!(F) als

1 fir PP =P,
bp(P) = 6pp = T 6.8
p(P) = opp {0 fiir P’ € K(T)\ P. (6:8)

Die Funktion bp erfiillt zusétzlich supp(bp) C wg und aufgrund der Schachtelung
der diskreten Rdume bp € S3(T).
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iii) Laut Definition des Kantensprungs gilt [Vur] |, € R. Bezeichnen wir die angren-

zenden Dreiecke wieder mit wp = {15, Ty } so sehen wir mit [, bp ds = 1/2

1
5/}@ [Vur]* ds = /hE [Vur ] bp ds

E E
= /hE [Vur] ((VUT/;’H;;) + <VUT/;n;};>)bp ds
E
= /hE [[VUT/]] (VUT/; pr) ds + / hE [[VUT/]] (VUT/; pr) ds
s Tp
— /(VUT/; hE [[V’LLT/]] pr) ds.

Mit Hilfe der schwachen Formulierung (5.3) und hg [Vur] bp € Si(T )erhalten wir
weiters

0= fhE [[VUT/]] bp ds — /hE [[V'LLT/]] (V’LLT; pr) ds. (69)

w wEgE

Setzen wir nun in die obige Gleichung ein und wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
an, ergibt sich

1
é/hE [[VUT/]]Q ds :/fhE [[VUT/]] bp ds (610)
E wWE
— / hE [[VUT/]] ((VUT - VUT/); pr) ds (611)
CcSU
< hgllfll 2 | IVur ] bell 2 (6.12)

+ HVUT — VUT’”LQ(wE)HhE [[VUT/]] VbPHLQ(wE)- (613)

iv) Ein Skalierungsargument liefert nun folgende Abschétzung:

e [9u7) Fplegy S | FurPbrely = [Furl? [ b ds

o (6.14)
S [ he[vur]? as

E

Quadrieren wir (6.13) und nutzen wieder (a+b)? < a?+4b%, erhalten wir in Verbindung
mit (6.14)

hell Vur ] 122 = /hE [Vur]® ds < | Vur = Vur|[Zagy + WEl T2

E
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v) Jedes Dreieck T' € 7'\ T in ist maximal 3 Patches wg von Kanten E € E(T")\ E(T)
enthalten. Summieren wir wieder iiber die Kanten und setzten alle Beweisschritte
zusammen, ergibt sich schlussendlich die gewiinschte Ungleichung

BENE) = D (B3I ey + il [Ver] 32 )

Ec&NE
> (M ey + V07 = Vur s
Ec&NE
SIVur = Vur |z + > B fllem,
TeT'\T
und somit die diskrete Effizienz des Fehlerschatzers. O

Im n#chsten Kapitel werden wir die wichtigsten Eigenschaften des Fehlerschitzers, wie
diskrete Effizienz und diskrete Zuverldssigkeit auf den Energieterm G iibertragen.

6.2 Gesamtenergie

In diesem Kapitel widmen wir uns der Gesamtenergie G, welche sich im Wesentlichen aus
der Dirichlet-Energie J und dem Volumsresiduum zusammensetzt. Diese verhélt sich bis
auf eine Konstante wie der Fehlerschitzer, mit dem Vorteil der Monotonie beziiglich der
Verfeinerung. Wir werden nun die Eigenschaften des Schéitzers aus dem vorigen Kapitel
auf G iibertragen.

Definition 6.2.1 Fir eine Triangulierung T bezeichnen wir wieder mit ur die zugehirige
Galerkinlosung. Wir definieren nun die Gesamtenergie G : T — R durch

G(T) = T (ur) + Y Bzl flle2r), (6.15)

TeT

bzw. setzen fir Too analog G(Ts) = J (u), wobei u die eindeutige Losung von (5.2) ist.

Das folgende Lemma zeigt nun den oben angesprochenen Zusammenhang zwischen Feh-
lerschitzer und Energie.

Lemma 6.2.2 Sei T € T, dann gilt
i) n7(E(T)) = Nl — ur ||| +0se*(T) = fllu — ur [I* + Xoper W7l fll72(r) -
i) nr(E(T)) = T (ur) — T (u) + 08¢*(T) = G(T) — G(7).

Beweis. 1) Wir wissen, das Integralmittel ist die L?-Bestapproximation im Raum der
stiickweise konstanten Funktionen P°(7). In anderen Worten

If = frllze) = min |f —wlL2(e
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Das impliziert nun direkt
osc(T) = Z hellf = frlliemy < Z Wl F 72y < nr(E(T)),
TeT TeT
und zusammen mit der Effizienz respektive Zuverlassigkeit aus Satz 6.1.6

2(¢ E<H' _ 2 2 < _ 2 2 2 Zg' 2(¢
i (E(T)) S Mlu—ur |I* +ose*(T) < [llu—ur [*+ 3 hillflZ2) < nr(E(T))

TeT

11) Fir die Dirichlet-Energie gilt nach Lemma 5.2.4 11 u)— J(ur) =5 ||| u—uypl|*.
ii) Fiir die Dirichlet-Energie gilt nach L 5.2.4 1) J(u) = T (ur) = 5| I
Verwenden die Definition von G, erhalten wir

1
5 llw—ur " + D 0y = T () = T (uge) + Y B3l fllzeery = G(T) = G(Too)-

TeT TeT

Zusammen mit Punkt i) folgt die Behauptung.

Als néchsten Schritt zeigen wir die Monotonie von G(-) beziiglich der Verfeinerung.

Lemma 6.2.3 Seien 7,7 € T mit T € refine(T’) gegeben. Dann gelten folgende
FEigenschaften.

D) A rernr B ey < Sper B Eairy ey B s < Srernr Bl
i) osc?(T") — osc?(T) ~ osc*(T'\ T)

i) G(T) < G(T"). Das heifst die Gesamtenergie ist monoton beziglich der Halbordnung
der Verfeinerung.

Beweis. 1) Wir betrachten ein beliebiges Dreieck 7" € 7'\ T. Da sich bei jeder Bisektion
eines Dreiecks T seine Flache halbiert, gilt fiir Kinder 77 und 75 von T

1
W ey + 02 [ Il < Qh%||f||%zm- (6.16)
Wurde nun 7' € 7' zu Nachkommen Ti,...,T,, € T mit T = |J*, T; verfeinert,
erhalten wir induktiv mit (6.16),

>
=1

Dies liefert uns, angewendet auf die linke Seite von Punkt i) ,

Z h’%”fH%Q(T) - Z h’%”fH%Q(T) = Z h’%”fH%Q(T) - Z h%HfH%Q(T)

TeT! TeT TeT\T TeT\T'

1
> S RIS .

TeT\T

1
FlZay < §h%er”%2(T)-
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Die Umkehrung folgt aus

Z h’%”fH%Q(T) = Z h’%”fH%Q(T) + Z h’%”fH%Q(T)

TeT! TET\T TeT'NT
< Z hQTHf”%%T) + Z h’%”fH%Q(T)
TeT\T TeT

ii) Wie in Punkt i) erhalten wir fiir ein Dreieck T € 7'\ T mit Kindern T3, 75
Wollf = frllieay = b2 (Ilf = frlliem) + I1f = friliem))
2( 2 . 2
> 0k |1f — wlidar, + inf [[Fo )
> 2(h If = frllizmy + B f = ol o))
Die Aussage folgt analog zu Punkt i).

iii) Aus der Monotonie der Dirichlet-Energie und Netzweite folgt nun

G(T) = T(ur) + Y bzl flliary < T(wr) + Y bzl flliem = G(T).

TeT TeT’

Wobei wieder u7 und us die Galerkinlésungen auf den Gittern 7 bzw. 7' sind. O

Wir kénnen nun ein diskretes Analogon zu der in Lemma 6.2.2 bewiesenen Aquivalenz
i (E(T)) = G(T) = G(Tsc) zeigen.
Satz 6.2.4 Seien wiederum T,T' € T, sodass T € refine(T"). Dann gilt
G(T") = G(T) = nr(E(T') \ E(T)).
Beweis. Laut Definition und Lemma 6.2.3 gilt

G(T) = G(T) =T (ur) + > Wl fl3oer) — = B3l
TeT! TeT
i~ g<uw - + 37 BRIy
~ TET\T

Die diskrete Effizienz aus Satz 6.1.8 liefert nun direkt
G(T') = G(T) 2 nr(E(T)\ E(T)). (6.17)
Mit Hilfe der diskreten Zuverldssigkeit aus Satz 6.1.7 sehen wir

G(T') = G(T) = llurr —ur [P+ DY B2l flliar

TeT'\T
2 2 2 6-L7 2 1
<lur —ur 1P+ Y. bl S W ET)\ET)),
Ec&E(TH\E(T)
und somit haben das Lemma bewiesen. O
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Diskrete Zuverléssigkeit und Effizienz des Schétzers bzw. der Gesamtenergie erméglichen
es uns, die Lower Diamond Estimate fiir beide Terme zu formulieren und zu beweisen.

Korollar 6.2.5 Sei (7;,7¢;T1,...,T,) ein Lower Diamond und bezeichnen wieder u., ur., ur;
die Galerkinlosungen auf den entsprechenden Triangulierungen.
i) Die Gesamtenergie G erfillt die Lower Diamond Estimate:

n

G(Te) = G(T) = Y (G6(T;) — G(T))

Jj=1

ii) Der kantenbasierte Residualschétzer n erfillt die Lower Diamond Estimate.
7 (E(Te Z n7; (€ E(T5))

Beweis. 1) In Satz 5.4.2 bzw. Korollar 5.4.3 haben wir die LDE bereits fiir die Ener-
gienorm ||| - ||| sowie fiir die Dirichlet-Energie J(-) bewiesen. Mit Hilfe der in diesem
Kapitel gezeigten Eigenschaften des Fehlerschitzers ergibt sich

G(Te) = G(Tz) = T(ur.) — T(uz.) + > Wil ey — > bl f 72

TeT: TeT:

~ Jur) = Twr)+ Y Wl e

TeTc\Tr

(6.18)

Laut Definition eines Lower Diamonds erfiillen alle i # j, dass |area (7;\ 7;) N
area (7; \ 7r)| = 0 ist. Fiir ein Dreieck T € 7; \ 7; gilt daher, dass T" in genau einer
Triangulierung 7; verfeinert wurde. Wir erhalten

Z h’%”fH%Q(T) = Z Z hQTHf”%%T)

TeT\T: Jj=1 TeT\Tr
6232
Z 0l Iewy = Y bRl
j=1 TE€T; TeT:

Einsetzen in Gleichung (6.18) und die LDE der Dirichlet-Energie beweisen

G(Te) ~9(T) = Y (TT) + 3 Wl — (T + 3 Wl )

J=1 TET; TeT:

ii) Folgt mit G(T") — G(T) =~ n7(E(T') \ E(T)) aus Satz 6.2.4 trivialerweise aus Punkt
i).
U
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6.3 Energie und Fehlerschatzer fiir Populationen

Da der im Kapitel 8 gefiihrte Beweis der Instanz-Optimalitédt in der Terminologie von
Populationen gefiihrt wird, miissen wir zuerst die, im vorigen Kapitel gezeigten Resultate
in die Sprache der Populationen iibersetzen.

Definition 6.3.1 Fiir eine Population P € (PU{Px}) definieren wir die Gesamtenergie
mit Hilfe der entsprechenden Triangulierung Tp € (T U {Ts}) durch

G(P) = G(Ty).

Wie wir im ersten Abschnitt gesehen haben gilt, PT+\ P = mpt(E(Tp)). Diese Zuordnung
zwischen Knoten und Kanten legt nun folgende Definition nahe.

Definition 6.3.2 Sei P € (PU{P}) und Tp die von P induzierte Triangulierung. Fir
eine Knotenmenge U C P\ P definieren wir

np(U) = 7, (mpt ' (U)),
wobei mpt —H(U) C E(Tp) eine Kantenmenge ist.

Mit Hilfe dieser Definition iibertragen sich alle Eigenschaften direkt in das Populations-
modell. Da die nachstehenden zwei Identitdten spéter eine wichtige Rolle spielen, fiihren
wir diese Beweise an.

Korollar 6.3.3 Fir Populationen P,P’ € P mit P € refine(P’) gilt
G(P") = G(P) ~np(PN((P)F\P))

Beweis. Benutzen wir die Definitionen von G(P), Satz 6.2.4 und Proposition 3.1.14, ergibt
sich

, of. 6.2.4 1. ,
G(P') —G(P) = G(Te) = G(Tp) "= i, (E(Te) \ E(Tp)) "= 1 (PN (P \ P,
und somit die Behauptung. O
Korollar 6.3.4 Sei (P, Pc;P1, ..., Pn) ein Lower Diamond und wieder up,, up,, up, die

von den entsprechenden Populationen induzierten Galerkin-Losungen. Dann gilt

i) die Gesamtenergie G erfillt die Lower Diamond Estimate

j=1

ii) der Kanten basierte Residualschitzer erfillt die Lower Diamond Estimate

Mp, (Pe V(PN P)) 2> 0 (PN (P Py)).

j=1
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Beweis. Laut Korollar 4.0.16 ist (Py, Pe; P1,- - ., Pn) genau dann ein Lower Diamond im
Sinne von Populationen, wenn die induzierten Triangulierungen (7p,, Tp.; Tp,,---, Tp,)
einen Lower Diamond bilden. Wir erhalten mit Korollar 6.2.5

G(P.) ~G(P.) = G(Tr) — G(To,) 2" (G(Try) — G(Th)) = > (G(P;) — G(Px)
=1 j=1
Damit haben wir Punkt i) bewiesen.
Punkt ii) folgt direkt aus Korollar 6.3.3 in Verbindung mit Punkt i). O
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{ Adaptiver Algorithmus

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Adaptiven Finiten Elementen Methode. Wir ver-
wenden dafiir eine modifizierte Version der von Babuska und Rheinbolt in [BR78] vor-
geschlagenen Maximums Strategie. Der adaptive Algorithmus besteht nun aus folgenden

Schleife:

|solve | — | estimate | — |mark| — |refine|

7.1 Algorithmus fiir Dreiecke

Wir werden die 4 Schritte zuerst aus der Perspektive von Dreiecken betrachten. An-
schlieBend formulieren wir den Algorithmus fiir Populationen, um mit Hilfe der in der
vorhergehenden Kapiteln bewiesenen Netzeigenschaften die Instanz-Optimalitéit beweisen
zu koénnen.

7.1.1 Schritt 1:

Sei 7y € refine(7y) eine reguldren Triangulierung und uy, die eindeutige Galerkin-Losung
ur, der diskreten Formulierung

/(VuT; Vour)de = /fvT dz Yoy € S;(To), (7.1)

Q Q

welche sich durch Losen eines linearen Gleichungssystem berechnen lédsst. In Schritt
solve berechnen wir nun die Exakte Galerkin-Losung ur, € S§(7;).

7.1.2 Schritt 2:

Wir erinnern an die Definition des Fehlerschitzers bzw. den Beitrag einer Kante E € Ty:

2 Wl 72, + hell [Vur] 172 fir E€&(T)CQ,
7 (E) = (7.2)
Wl 11720 fir Ee&(T)CT.

Schritt estimate berechnet fiir jede Kante ' € T, nun die lokalen Beitriage des Schétzers.
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7.1.3 Schritt 3:

Um eine regulidre Triangulierung zu erhalten, in der beliebige Kante E € 7T, verfeinert
wurde, ist es im Allgemeinen notwendig, neben F noch andere Kanten zu verfeinern.
Beachten wir dies, liest sich eine Heuristik des Markierungschritts, wie folgt:

i) Wir ermitteln eine Kante E derart, dass die Summe der Beitrige 77, (E'), iiber alle
Kanten E’ welche zusitzlich zu E verfeinert werden miissen, maximal ist. Diese
Summe bezeichnen wir mit p7 .-

ii) Fiir eine beliebige nicht markierte Kante £ € T; berechnen wir p?(E) als die Summe
der Beitrige n7,(E') iiber alle Kanten E', die fiir E' aber fiir keine bereits vorher
markierte Kante verfeinert werden miissen.

iii) Gilt fiir ein festes o € (0,1) nun p7(E) = 11} 4., markieren wir die Kante E' und
alle Kanten, die zusétzlich zu E verfeinert werden miissen.

iv) Wir wiederholen die Schritte ii) und iii) fiir alle nicht-markierten Kanten E € 7T,

Um diese Heuristik zu formalisieren benttigen wir folgende Definition.

Definition 7.1.1 Sei T € T und E € £(T) eine belicbige Kante. Wir definieren
R(T;E) :=&E(T)\ E(ref(T; E)),

wobei ref(T; E) laut Definition die grobste Triangulierung ist, in welcher die Kante E
verfeinert wurde.

Der Markierungsschritt fiir eine Triangulierung 7, und einem fixiertem p € (0, 1) lautet
nun, wie folgt:

i) Berechne Pfmae = max{n7.(R(T;E)) : E € &(T;)} und definiere die Mengen
My =M, =0 sowie N = E(Ty).

ii) Wiahle E € NV beliebig und berechne p7(E) = n7.(R(Ts; E) \ M,).

iii) Ist p7(E) > 1o} mae» update die Mengen My <= M,U{E} und M, MyUR(T;; E)
sowie N <= N\ R(Ts; E).

iv) Ist N # ) gehe zu ii).

7.1.4 Schritt 4:

Schritt 3 liefert eine Menge M, von markierten Kanten. Mittels Newest Vertex Bisection
berechnen wir nun das Netz Ty, := ref(7T;, M;). Wir erhéhen ¢ = ¢+ 1 und gehen zum
Schritt solve.
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7.2 Algorithmus fiir Populationen

Sei wieder Py = K(Ty) € refine(Py). Wir erinnern an die im Kapitel 2 gezeigt direkte
Korrespondenz

(P \ Py) = mpt(E(Tp,)),

sowie an die Definition des Fehlerschétzers fiir einen Knoten P € P, mittels 73, (P) =
77, (mpt ™ (P)).

Algorithmus 7.2.1 Wir wihlen den Markierungsparameter p € (0,1) beliebig aber fest
und erhalten nun folgenden Algorithmus fiir Populationen:

1. [solve|: Berechne up, = ur, € S§(Tp).
2. [estimate|: Berechne n},(P) fir alle P € P,.

3. [mark]: Besteht wieder aus folgenden Punkten:
i) Finde pj ., = max{np,(ref(Py; P)\ Py) : P € P,/ \ P} und definiere die
Mengen My = M, = () sowie N =P, \ P.
ii) Wihle einen beliebigen Knoten P € N und berechne

Pt (P) = s, (xef (Pe; P) \ (Pr UM,)).

iii) Ist pj(P) > 1pj e, update die Mengen My <= My U P und My — M, U
(ref(Py; P)\ Pr) sowie N <+ N\ (zef(Py; P)\ Py).

i) Ist N # 0 gehe zu ).
4. Erzeuge mittels NVB Pyyq := ref(Py; My), erhihe £ = £ + 1 und gehe zu

1. solve.

Bemerkung 7.2.2 i) Dain M, alle Knoten, die zusdtzlich zu den markierten Knoten
aus My verfeinert werden miissen enthalten sind, gilt

Poiq = ref(Pg; Mz) =P, U HZ

Das heifst fiir eine Implementierung des adaptiven Algorithmus ist nur die Knoten-
menge M, notwendig.

ii) Die Wahl des Knoten ( bzw. der Kante im Fall von Triangulierungen) im Markie-
rungsschritt ii) ist beliebig und daher auch die Reihenfolge in welcher die Knoten der
Population P, abgearbeitet werden. Daher muss im Allgemeinen der Knoten P mit
1%, (ref (Ps; P)) = pf ynae Micht markiert werden.
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Wir schliefen das Kapitel {iber den adaptiven Algorithmus mit dem nachstehenden Lem-
ma.

Lemma 7.2.3 Seien (Pg)ZGN eine Folge von Populationen, die ausgehend von einer in-

itialen Population Py durch Algorithmus 7.2.1 generiert wurde, und (MZ)ZEN die Folge
der in jedem Schritt markierten Elemente. Es gilt fiir alle £ € N, dass My # () sowie

1, (Pes1 N (Pt \ Py)) = np, (ref (Po; M) \ Pe) > pn#Mp mmae-

Beweis. Sei £ € N beliebig. Angenommen, es gilt nach dem Markierungsschritt M, = 0
und daher auch M, = ). Da alle Knoten in P,*" \ P, durchlaufen werden, wird nach
endlich vielen Schritten der Knoten P € P, " \ P, mit

13, (ref(Pr; P)\ (PrUMy)) = pF e
P
=Fre

ausgewihlt, und daher auch markiert. Es gilt somit P € M, # (. Widerspruch
Die rechte Ungleichung folgt direkt aus dem Markierungskriterium, denn wird ein Knoten
P markiert, so wird 73, (ref (Py; M)\ Py) um mindestens 1107 ., €rhht und wir erhalten
daher
7772% (ref (Pf’ Mﬁ) \ PE) > M#pr?,mam
Es gilt m C P, und ref(Py; M) C P, . Mit Hilfe von Bemerkung 7.2.2 i) folgern wir
Pepr N (P \ Po) = ret(Pe; Mo) 0 (P \ Po) = ref (Py; My) \ P

Setzen wir nun in den Fehlerschétzer ein, erhalten wir die gewiinschte Gleichheit. O
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8 Optimalitat

Als erstes Ziel dieses Kapitels beweisen wir die Energieoptimalitéit des adaptiven Algorith-
mus, Satz 8.1.5. Der Beweis ist etwas technischer Natur und gliedert sich in die Lemmata
8.1.2-8.1.4 bzw. 8.1.5. AnschlieBend lisst sich relativ miihelos, mit Hilfe der Aquivalenz
zwischen Gesamtenergie und Fehler, die Instanzenoptimalitét beweisen.

8.1 Energieoptimalitat

Sei Py die von der initialen Triangulierung 7, induzierte Population. Wir benétigen im
spateren Beweis eine beziiglich Kardinalitdt energieoptimale Population.

Definition 8.1.1 Fiir alle n € N definieren wir die PP* als jene Population mit
G(PF*) :=min{G(P): PeP,#(P\ Py <n}.

Das heifit PP* ist die, beziiglich G beste Verfeinerung der Population Py mit n + #Po
Knoten.

Da die Menge aller Populationen P mit #(P \ Py) < n endlich ist, wird das Minimum
angenommen und PP existiert daher immer. Man beachte, dass PP* im Allgemeinen
nicht eindeutig ist, in unserem Fall geniigt jedoch eine beliebige, im obigen Sinn optimale
Population.

In den folgenden Lemmata und Sétzen bezeichnet (Pg) en die vom adaptiven Algorith-
mus 7.2.1 (fiir Populationen) erzeugte Folge von Netzen. Fiir jedes ¢ € N erhalten wir
zusitzlich eine Menge von markierten Elementen M,.

Lemma 8.1.2 Seien (PZ)ZGN und (Mg)éeN gegeben. Es existiert eine Konstante C7 > 0
welche nur von der initialen Triangulierung Ty abhdngt, sodass fir ein ¢ € N und eine
Population @ mit G(Py) > G(Q) gilt

#M
T 9(P) - 6(Q)),

mit die Mengen Py = ref(Py; Q) und U = free(P: N (P, \ 7).

G(Pe) = G(Per) =2 Cip

Beweis. Der Beweis besteht aus folgenden Schritten:
i) Sei £ € N und Q € P mit G(Q) < G(P,). Mit Hilfe von Korollar 6.3.3 und Lem-
ma 7.2.3 erhalten wir die Abschétzung
6.3.3

7.2.3
G(Pe) = G(Pes1) 2 15, (Pesa N (P \Po)) > u#tMopg man- (8.1)
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ii)

iii)

iv)

84

Wir definieren die Mengen P, und U laut Voraussetzung als
P, :=ref(Py; Q) und U :=free(P. N (P \P)).
G(Q) < G(P,) impliziert nun Q # P, und daher auch P, N (P, \ P;) # (. Da laut

Lemma 3.4.3 vi) jede nicht leere Knotenmenge (Nachkommen-) freie Knoten enthélt,
gilt

Prm<Pg++\7Dg) 75@ = U#@
Verwenden wir die Definition von p7 . erhalten wir folgende Abschétzung

pzmax = max{n%e (ref(Py; P)\Py): P e P\ P}
ou

> # Z n%[(ref(Pg; P)\ Py) (8.2)

PeU

> b (U ret (P P\ P,

PeU

Wenden wir Lemma 3.4.3 i) auf P, N (P,** \ P,) an, ergibt sich

U Uanc(U) = free(P. N (P, "\ Py)) Uanc(free(P. N (P \ Pr)))
= (Pr N (Pg++ \ Pg)) U anc(Pr N (Pg++ \ Pg)),

und daher (PN (P, \Pr)) C UUanc(lf). Die Menge |J(ref(Py; P)\ Py) lésst sich

nun folgendermaflen vereinfachen.

| et (P P)\Pr) = | ({P}Uanc(P)\ Pr) = (U Uanclh)) \ P,

Peu PeU
2D (PN (P \Po) \ Py
=P, N (Pg++ \ Pg).

Setzen wir (8.2) und Punkt iv) zusammen und nutzen wieder die Aquivalenz zwischen
Fehlerschitzer und Energie aus 6.3.3, ergibt sich

s > ﬁn%m A (P PY) (8.3)
=GP - G(Py). (8.4)

Laut Lemma 4.0.11 und 4.0.16 bildet (P, P.,P;, Q) nun einen Lower Diamond.
Aufgrund der Monotonie der Gesamtenergie gilt G(P,) < G(Q) < G(P;) und mit
Hilfe der Lower Diamond Estimate fiir G(-) ( Korollar 6.3.4 )

G(P) ~G(P,) > S ((G(Py) ~ G(P.)) + (G(Q) ~ G(P.)))

6.3.4

2 G(P:) —G(P.) > G(P:) — G(Q).

(8.5)



Setzen wir in Ungleichung (8.1) aus Punkt i) ein und verwenden Gleichung (8.4)
ergibt sich schlussendlich

g(Pﬁ) - g(PE—i—l) > M#prz,max

(8.4) HM, (8.5) M,
2 RGP~ G6(P) 2ty

(G(P:) — G(Q)).

vi) Man beachte, dass in den Abschitzung nur die Konstanten der Lower Diamond
Estimate bzw. der diskreten Effizient eingegangen sind. Diese héngen aber nur von
der initialen Triangulierung 7Ty ab.

O

Aufbauend auf 8.1.2, konnen wir nun die nachstehenden zwei Lemmata beweisen.

Lemma 8.1.3 Fir die Folgen (PZ)ZGN und (Mg)geN existiert eine Konstante v, > 0,
welche nur von der initialen Triangulierung Ty und dem Parameter . abhdngt, sodass fiir
(,n € N und Populationen PP, PrEY mit G(PPY) > G(Pr) > G(PEY) gilt

G(Pe) — G(Pes1) > m#FMy (Q(Pflpt) - g<7)28:1))-
Beweis. Wir gliedern den Bewies wiederum in mehrere Schritte.

i) Seien ¢,n laut Voraussetzung, sodass G(PP*) > G(Pr) > G(PE,). Wihlen wir Q als
PeE gilt G(Pr) < G(PLE,) und wir folgern daher mit Lemma 8.1.2

n n

# My

G(Pe) = G(Pey1) 2 1 Y

(g(Pr) - g(PZ}fl))a (86)

mit Mengen P, = ref(Py; Prhy) und U = free(P. N (P \ Py)).
ii) Da P, # PE, gilt fiir die feinste gemeinsame Vergroberung P, := coa(Py; Q) nun

P. S PR und somit Pry \ P # 0. Wir folgern wieder mit Lemma 3.4.3 vi)
V = free(PE, \ P.) # 0. Fiir alle P € V definieren wir die Mengen

n

n

Pp € P das heif}t, fiir alle P € V ist Pp wieder eine Population. Nun sind alle
Pp € refine(P.) und daher ist die grobste gemeinsame Verfeinerung der Mengen
Pp ebenfalls eine Verfeinerung von P.. Wir erhalten

Man beachte, dass laut 3.4.5 Pp = coa(Pofl, P) gilt, und daher ist fiir alle P € V,

Pp € refine(P.) VP eV = & Pp € refine(P.).

Pey

Andererseits liefert uns die Definition der Pp, dass @ p.y, Pr = Piby.
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iii)

iv)

86

Ziel ist nun die Lower Diamond Estimate auf ( Z}fl, &) pey Pp; (Pp) Pg]}) anzuwen-
den. Seien nun #V > 2 und P, P’ € ¥V mit P # P’ dann gﬂt

(P2 \Po) 0 (P \ Por) = PP =0,

7P P’

Somit bildet (PrE, O pey, Pri (Pp)pey) einen Lower Diamond und wir kénnen die

LDE fiir die Energie G(-) anwenden.

6(P) - (P 5" G(© Pr) - 6P
Pev (8.7)
2> (6(Pp) — G(PEY))

Pey

Im Fall #V = 1, das heifit V = {P}, gilt Pp = &,,, Pp und daher trivialerweise
die obige Ungleichung.

Kombinieren wir nun die Ungleichung (8.6) aus Punkt i) und Ungleichung (8.7) aus
Punkt iii) erhalten wir in Summe

(8.6) M Ot (8.7) M ot
O(P) ~G(Pea) 2 1T (6P~ GPE) 2 wTlt S (0(Pe) - G(PIEY)
Pevy
M V opt
> w2 (G~ G(PE).
(8.8)

Die letzte Abschitzung gilt, da #(Pp \ Po) = #(Pr; \ Po) — 1 < n und somit
G(Pp) < G(PPY) erfiillt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass #U/#V durch eine Konstante beschrénkt ist. Wir definieren
dazu W als W := P, N (P, *\ P;) und per Definition gilt U = free(W).

Fiir zwei Populationen, siche Lemma 3.2.2 1) ist die grobste gemeinsame Verfeinerung
durch die Vereinigung der Populationen gegeben. Daraus erhalten wir P, = P,UPP*
und analog mit Punkt ii) P, = P, N PP Wir folgern nun

Pe\Pe= (P UPE)\ Pe = PR3\ (PP = PR\ P,
und somit W C PiE \ Pe. Mit der Abschétzung aus Satz 3.4.7 gilt
#U = #free(W) < Cya#ttree(Pyh \ Po) = Cya#t).

Das impliziert nun #V/#U < C’;dl. Definieren wir nun v, := ,uC';dl erhalten wir mit
(8.7)

G(Pe) — G(Pes1) = My (G(PP*) — G(PEY)).



vi) Man beachte, dass wir neben der Konstante aus Lemma 8.1.2 wiederum nur die
Lower Diamond Estimate und Satz 3.4.7 verwendet haben. Die jeweiligen Konstanten
héngen jedoch nur von der initialen Triangulierung 7q ab.

O

Lemma 8.1.4 Seien (Pg)%N und (Mg)geN vom adaptiven Algorithmus erzeugte Folgen
von Netzen, respektive markierten Elementen. Fs existiert eine Konstante o > 0 welche
nur von der initialen Population Py und dem Parameter pu abhdngt, sodass fir {,n € N

und Populationen PP, PeE mit G(PPY) > G(Py) > G(PE,) gilt

G(Pe) < G(PE it oa)):

Beweis. Wir wihlen ¢,n € N, sodass fiir P, P* und Pt wieder G(PP*) > G(P,) >
G(PEY) gilt. Wir definieren v, € R als

i { G20 )
' Cip” pCrCan § -

Wobei € die Konstante aus Lemma 8.1.2 bezeichnet, und C,,, die Konstante der Lower
Diamond Estimate nach oben ist, das heif3t

n

G(Pe) = G(Pe) > Ciaw > (G(P;) — G(P)).

j=1
Wir definieren r := |#M,/K | und unterscheiden zwei Fille.

i) Fiir den Fall, dass vy, > #M, gilt r = 0 und aufgrund der Monotonie der Gesamt-
energie

G(PEL) = G(PF) = G(Pe) = G(Pes).

ii) Im Fall v < #M, ist r > 1 und daher G(P,E) < G(PP*). Wir wenden wieder
Lemma 8.1.2 fiir Q = P2 an erhalten

# My
#U

wiederum mit Mengen P, = ref(Py; Por), sowie U = free(P. N (P, \ Py)) und
einer Konstanten C; > 0 die nur von der initialen Population P, abhéngt.

G(Py) — G(Pe1) > puCh (G(P:) — G(PES)), (8.9)

iii) Analog zum Beweis von Lemma 8.1.3 Punkt ii) definieren wir V := free(P:5. \ P.)

und erhalten mit gleicher Argumentation wie in 8.1.3 v) #U < Cyq#V. Wir fithren
nun eine Fallunterscheidung nach |#V/r].
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iv)

88

Fall |#V/r]| = 0:
Wir erhalten unmittelbar C;Cll HU < #V < r=|#My/7], sowie

Y #M,
Cya HU

Die Wahl von 75 in Verbindung mit Gleichung (8.9) impliziert nun

t C opt
G(PY) — G(Penn) = nCy M (Gp) — Py > B9, (g(p.) - g(Por))
H#U ng
——
>720, ) >1

> G(P.) — G(PE) > G(Pr) — G(PE).

Die letzte Ungleichung gilt aufgrund der Monotonie, da P, eine gemeinsame Ver-
groberung von P, und Pk +1 ist. Subtrahieren wir nun G(P,;) und multiplizieren an-
schlieBend mit (—1) erhalten wir G(Pyy 1) < G(PeE:).

Fall |#V/r] > 1:

Sei m := |#V/r] und Vy,...,V,, beliebige paarweise disjunkte Teilmengen von V
mit #V; > rfir allei = 1,...,m. Analog zum Beweis von Lemma 8.1.3 ii) definieren
wir die Populationen P; := coa(P,F"; V;) = Pt \ V; mit

#(P; \ Po) = #( :LTT\PO) —r<n4r—r=n
Die Monotonie der Energie G liefert fiir alle i = 1,...,m nun G(P;) < G(PP*). D
alle V; C PR\ P, sind gilt auch

m m
P. € refine(§P;)  sowie EBPi =P
i=1 .

opt .

Ist m > 1 zeigt man analog zu Lemma 8.1.3 v), dass ()", Vi, Po%,; (Pj)i<j<m)
einen Lower Diamond bildet und daher die Lower Diamond Estimate anwendbar ist.
Diese liest sich nun als

g<7)c) - g<7)12}jrtr) < g(e Vl) - g(P:LTT‘) > Cldﬂt Z (Q(PZ> - Q(P:LTT‘)) (810)

Im Fall m = 1ist ©,_, V; = P; und (8.10) gilt trivialerweise.

Setzen wir nun in (8.9) aus Punkt ii) ein, erhalten wir mit Hilfe von (8.10)

G(P) — G(Pesn) > uclcldu#Mf > (9P 6P (51

S umChClg  #H# M,
> 20

>g(,Popt )

(G(PPY) — G(PEL)). (8.12)




Es bleibt jetzt nur noch die Konstante abzuschétzen. Aus m = |#V/r| erhalten wir
m > #V/2r. Somit gilt fiir die Mengen M, und U

#MZJ = 2 < m#MZ.

V2 2Cygal #u

C;#US#VSer:2m{

Schétzen wir die Konstanten in Gleichung (8.11) nach unten ab, ergibt sich mit Hilfe
von G(PP*) > G(P,) und der Definition von 7, schlussendlich

pCh Cld,u
2Cgq

>1

> G(Py) — G(PE).
= G(Pes1) < G(PE,)

G(Pe) = G(Pei1) 2 7 (G(PF") = G(PE)

O

Wir benétigen im Beweis der Energieoptimalitit folgende Identitét fiir die Gauss-Klammer.
Fiir zwei reele Zahlen z,y € R mit y > 1 gilt

o) +ly) = le+ 5. (8.13)

Der Bewelis ist elementar und wird dem interessierten Leser iiberlassen.

Satz 8.1.5 (Energieoptimalitit) Seien (Pg)%N und (Mf)eeN gegeben. Es existiert eine
Konstante C., > 1 welche nur von der initialen Triangulierung Ty und p abhingt, sodass
fiir alle ¢ € N die folgende Implikation gilt.

#(PZ \ PO) Z Ceon — g(Pé) S g(Pzpt) (814)

Das heifst, der Algorithmus ist quasi-energieoptimal.

Beweis. Mit Hilfe der Konstanten 7; und 7, aus den Lemmata 8.1.3 respektive 8.1.4
definieren wir folgende Groflen:

-1
M= #M,
1=0

1
.
M

Angenommen es gilt folgende Behauptung;:

G(Pe) < G(Pirsw)- (8.15)
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So wissen wir aus der Net Closure Estimate fiir Populationen 3.2.12 , dass # (P, \ Poy) <
Cn.M,. Fur C,, := 2C,.L erhalten wir direkt aus den Definitionen der Konstanten die
Implikation

M, M,
H(P\Po) > Ceon = 20, My > Coon = 2—5 >n = {%J > n.

Die Monotonie der Gesamtenergie liefert G (Pf}\’; sr) < G(PpF*) und in Verbindung mit
(8.15) sofort (8.14).

Es bleibt nur noch der Beweis der Behauptung (8.15). Diese beweisen wir induktiv fiir .
Wir kénnen 0.B.d.A G(P;) > minpcp G(P) annehmen, das heifit, dass die Galerkinlosung
up, nicht der exakten Losung w entspricht. Denn ansonsten gilt trivialerweise G(P,) <

G(PF*) fiir alle k € N.
e (=0: Es gilt Py = Py¥* und somit G(Py) = G(P;*").
e /' <{—1— ¢: Wir definieren die Indexmenge
I:= {max{ﬂ—i,()}: 1<i< R, #M,; >72}
und unterscheiden folgende zwei Fiille:

Fall 1: Angenommen [ # () so existiert ein maximaler Index j = max{i : ¢ € I}.
Laut Definition von I gilt j < ¢—1 und mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

G(P;) < g(P‘L’gj/LJ). Daher existiert ein n > |C;/L] mit

G(PE) < G(Py) < G(PFY).

Wir konnen nun Lemma 8.1.4 anwenden und erhalten

G(Pj1) < G(PE unt, jra))- (8.16)

Die Konstruktion von I war so gewahlt, dass #M, > ~,. Eine Nebenrechnung
zeigt nun

27y < 24M; (8.17)

€ 272(#M; + R(y2 — 1)) < #M;L (8.19)

UM+ ROn—1) _ #M,
< ) 2
= 7 <9, (8.20)

Setzen wir nun alle Bausteine zusammen ergibt sich mit Hilfe einer einfachen
Rechnung

H#M; | Det. m | C'; #HM; | G | C;  #M,;
e [ L

20 {c +H#M, +R(72—1)J N PJ

L L
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Der letzte Schritt gilt da alle j <i¢ </ —1, M; <~ — 1 und daher

-1 -1
Z#M Ci+#M;+ Y #M; < Cj+#M;+ Ry — 1)
i=7+1

gilt. Einsetzen in Gleichung (8.16) liefert die Behauptung

G(Pr) < G(P1) < G(PE L)

Fall 2: Wir betrachten nun den Fall I = (). Dieser gliedert sich wiederum in zwei
Unterfille.

Fall 2.1: Als erstes sei £ > R. Nach Induktionsvoraussetzung existiert wieder ein n >

LCg_R/LJ mit
G(PE) < G(Pi—r) < G(PF").

Definieren wir nun m := min {¢ — 1, max{¢— R+j : G(Pr_rs;) > G(PE1)}}.
Ist m < £ —1, das heiBlt G(P,,) < G(PF) folgt wieder aus der Monotonie von
g

G(Pr) < G(Pevrin) < G(PEY).

Sei nun m = ¢ — 1. Fir 1 < ¢ < m erfiillen die Populationen P,_g,; die
Voraussetzungen von Lemma 8.1.3. Wenden wir dieses an, erhalten wir fiir
allei € {1,...,m}

G(Pr-r+i) — G(Pepris1) > n#EMe_r(G(PF") — G(PEY)).

Schreiben wir nun G(Py_r) — G(Pmy1) als Teleskopsumme und formen um,
ergibt sich

G(Pi—r) — G(Pm+1) Z (Pe—r+i) — G(Pe—Rr+it1)

8.1.3
>

Ms I§

Il
o

NH#Me-ri(G(PF) — G(PEY))

(2

>y1(m — £+ R+ 1)(G(PF) — G(PEY)) Z #FMi_pi

>1

>y (m — L+ R+ 1)(G(Pr_g) — G(PTY)).

Dam =¢—1gilt ny(m—-¢+ R+1) =R > 1 und wiederum liefert uns
Monotonie der Gesamtenergie G

G(Pi-r) = G(Pm+1) > G(Pi-r) —G(PE,) = G(Pi_r) < G(PEY).
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Es bleibt noch n+ 1 < |Cy/L] zu beweisen. Da wir im Fall I = () sind, gilt
fir alle ¢ — R <i < {¢—1, dass #M,; < C — 1. Nutzen wir L > R(y, — 1) >
Zﬁ;ﬁf r #M; aus, ergibt sich

Cope1] s |ferstinc) g

1>
”+—L L L L

Wir erhalten somit fiir £ > R, dass G(P;) < G(P|¢,/r)) und sind in diesem
Fall fertig.

Fall 2.2: Ist nun ¢ < R, so bedeutet I = (), dass #M; < y fiiralle 0 < </ < R — 1.
Dies impliziert Cy < (R — 1)(72 — 1) < L und somit |Cy/L] = 0 und die
Behauptung gilt trivialerweise.

O
Bemerkung 8.1.6 Die Konstante C,, aus Satz 8.1.5 wurde definiert als C,, := 2C,,.L.

Setzten wir nun in die Definition von L und o aus Lemma 8.1.4 ein, erhalten wir fir

C@ o

1
Ceo - 4Cnc \‘;J (72 - ]-) + 40710’72

8 \‘ngJ max { C(ncc(gd Cncng} 4 {Cnccgd Cncng} .

, + — max ,
Cl ClCld 12 Cl Clcld

I

I

Beachten wir nun, dass Cye, Cgq, Cig und Cy nur von der Formregularititskonstante sowie

. . . . CneCya CneCloa .
an Ty abhdngen und definieren wir C'y; := max {C—l", TC;} ergibt sich

Ceo

S {ngJ + 4% (8.21)

polunl ow

Nutzen wir 0 < pp < 1 und schitzen (8.21) nach unten ab erhalten wir schlufendlich

8C;C.y  ACT
Ceo Z 02 g _'_ 0 .
7 7

Somit gilt fiir pw — 0, dass C,, = O(u~?). Dieses Wachstum ist fiir u — 0 zu erwarten,
denn fir p = 0 entspricht der Algorithmus uniformer Verfeinerung und kann daher die
Energieoptimalitdt nicht erfiillen.

8.2 Instanzenoptimalitit

Wir kénnen nun nach einiger Vorbereitung endlich das Hauptresultat dieser Arbeit be-
weisen. Wie schon am Anfang dieses Kapitels erwéahnt, ist es mit Hilfe der Ernergieopti-
malitdt ein Leichtes die Instanzenoptimalitdt der Adaptiven Finiten Elemente Methode
Zu zeigen.
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Satz 8.2.1 (Instanzenoptimalitat) Fiir die Folgen (7}) ren respektive (Mg) en €xistie-
ren Konstanten Ci,, K;, > 1, welche nur von der initialen Triangulierung Ty, und K;,
zusdtzlich vom Markierungsparameter p abhingt, sodass fir alle T € T mit #(T \ To) <

K #(Te \ To) gilt
llu —ur, I +0sc*(Te) < Cio( [l w — ur [|I* +osc*(T)).

Beweis. Wir bezeichnen die von den Triangulierungen 7, induzierten Populationen mit
P,. Laut der Energieoptimalitéit 8.1.5 existiert eine Konstante C., > 1, welche nur von
7o und p abhiingt, sodass fiir alle Populationen Py mit #(P; \ Py) > Ceon und fiir alle
P ePmit #(P\Po) <n=H#(Pr\Po)/Ce gilt

G(Py) < G(PF*) < G(P). (8.22)

Uniforme Formregularitéit garantiert nun, dass die Anzahl der Dreiecke in jedem Knoten-
patch durch eine Konstante K, beschrénkt ist. Somit impliziert (8.22), dass G(7;) < G(T)
fiir alle 7" mit

#PAPy) _ #(T\T)

KT \T) < #(P\Py) < 20 &

Mit Hilfe der Aquivalenz zwischen Energie und Fehler, siche Lemma 6.2.2, erhalten wir

mit G(7;) < G(T) schlussendlich

G(T0) — G(Tx) < G(T) — G(Twe).
2 llu — ur, [ +oscX(Te) < C (Il u—ur || +osc*(T))

Wobei C;, die Konstante aus Lemma 6.2.2 bezeichnet. Diese hingt wiederum nur von der
initialen Triangulierung 7, ab. O

Wir beschliefen dieses Kapitel mit der Instanzenoptimalitit des Feherlschéitzers. Dies
ergibt sich mit Hilfe von Effizienz und Zuverléssigkeit des Schétzers aus Satz 8.2.1.

Korollar 8.2.2 Fiir die Folgen (Pf)éeN respektive (MZ)ZEN’ existieren Konstanten C, K >
1, welche nur von der initialen Triangulierung Ty, und K zusdtzlich vom Markierungspa-

rameter (1 abhingt, sodass fiir alle T € T mit #(T \ To) < K '#(T; \ To), gilt

17, (E(T0)) < O (E(T))-

93



94



9 Netze ohne BDD-Bedingung

In diesem Kapitel betrachten wir Verfeinerungen einer initialen Triangulierung 7y, welche
die BDD-Bedingung 2.2.1 nicht erfiillt. Eine wichtige Frage ist nun ob der adaptive Algo-
rithmus aus Kapitel 7 auch in diesem Fall Instanz optimal bzw. energieoptimal ist. Diese
Frage ist unseren besten Wissens zur Zeit leider unbeantwortet. Das liegt unter anderem
daran, dass der Beweis, der fiir die Instanzenoptimalitit notigen Netzeigenschaften, sich
nicht auf diesen Fall verallgemeinern lasst. Ziel dieses Kapitels ist Probleme aufzuzeigen,
die sich fiir Netze ohne die BDD-Bedingung ergeben.

Der Beweis der Instanzenoptimalitét stiitzt sich im Wesentlichen auf zwei Netzeigenschaf-
ten. Einerseits die Net Closure Estimate (Satz 3.2.9 bzw. Korollar 3.2.12), und anderer-
seits Satz 3.4.7.

0.1 Net Closure Estimate

Die Net Closure Estimate gilt auch fiir Folgen von Verfeinerungen eines Netzes Ty ohne
BDD-Bedingung zeigen. Fiir den Beweis verweisen wir auf [KPP13]. Also konnen wir
zumindest die erste wichtige Netzeigenschaft beweisen.

9.2 Freie Knoten

Die zweite wichtige Eigenschaft ist Satz 3.4.7. Dieser besagt, dass fiir Knotenmengen

Q CU C Py \ Py mit #U < oo, gilt
#free(Q) < Cya#free(U).

Fiir eine Verallgemeinerung, miissen wir zuerst die notigen Begriffe auf den Fall ohne
BDD-Bedingung erweitern. Wir definieren die Generation eines Punktes, sieche Bemer-
kung 3.1.7, mittels

gen(P) =min{gen(7) : T €T und P € K(T)}.

Die Definitionen der Eltern und Kinder konnen nun ohne weiteres iibernommen werden.
Fiir die Vor- und Nachkommen betrachten wir zuerst folgendes Beispiel in Abbildung 9.2.

Wie man in Abbildung 9.2 sieht, haben nun die Eltern eines Knoten unterschiedliche
Generation. Verfolgt man nun, die durch Pfeile angezeigte Linie von Nachkommen, ge-
langt man nach endlich vielen Schritten wieder zum Ausgangsknoten. Dieser kann nicht
Vorfahre bzw. Nachkomme von sich selbst sein und somit liegt folgende Definition nahe:
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Abbildung 9.1: Wir starten mit einem reguldren Netz Ty bzw. Py. Markieren wir nun das
schraffierte Dreieck und verfeinern mittels NVB, erhalten wir die Triangu-
lierung 77 bzw. Population P;. Pfeile zeigen jeweils zu den Kindern eines
Knotens.

Definition 9.2.1 Fir P € P, definieren wir

anc(P) := parents(P) U U (anc(Q) \ P),
Q¢cparents(P)

des(P) :={P' € (P \ P): P € anc(P')}.

Die Definition von anc(P) und des(P) iibertragen sich nun Analog zu Kapitel 2.3 analog
auf Knotenmengen Q C P,,. Also néchsten Schritt bendtigen wie nun (Nachkommen-)
freien Knoten. Die Freiheit von Knoten kénnen wir wieder von Kapitel 2.4 iibernehmen.
Wie nennen einen Menge Q C P, genau dann (Nachkommen-) frei, wenn

des(Q)N Q= 0.
und wieder analog zu sei free(Q) definiert als
free(Q):={P € Q:des(P)NQ = 0}.

Wie man sich unmittelbar iiberzeugen kann, ist das Beispiel in Abbildung 9.2 so gew#hlt,
dass free(P \ Py) = 0 gilt. Wihlen wir nun wie in 9.2 rechts, @ := P C (P; \ Py) so

Abbildung 9.2: Markieren wir in 9.2 eines der inneren Dreiecke und verfeinern wieder
mittels NVB, erhalten 75 bzw. P,. Wie man anhand der Selbstédhnlichkeit
leicht erkennen kann gilt wiederum free(Ps \ Py) = 0.
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erhalten wir free(Q) = free(P) = {P} und somit fiir alle Cyy € R
1 = #free(Q) > Cyy#free(P; \ Py) = 0.

Somit einen Widerspruch zu Satz 3.4.7. Wir konnen 7; bzw. P; aus 9.2 abermals verfei-
nern und erhalten, sieche Abbildung 9.2 wiederum free(P;) = 0.

Wie wir in Abbildung 9.2 sehen lassen sich nun beliebig groe Mengen Q C (P \ Pp)
finden die frei sind, aber wieder free(P; \ Py) = 0 gilt.

To und P, T, und Py
N N < <
./// < \;\\ \;\\
// >IN NS

Abbildung 9.3: Wihlen wir 7y wie links Dargestellt und verfeinern wieder die markieren
Dreiecke so erhalten wir 7;. Wéhlen wir analog zu P oben, P, Py, P;, P,
aus jeweils einen der Teilrechtecke, erhalten wir mit Q = {Py,..., P}
wieder #free(Q) = 4 und #free(P; \ Py) = 0.

Somit kann man aber leider Satz 3.4.7 ohne Weiteres nicht auf Netze ohne BDD-Bedingung
erweitern. Dieser ist wesentlicher Bestandteil des Beweises der Energieoptimalitéit. Siehe
Lemma 8.1.3 v), Lemma 8.1.4 iv) und v).

Wir Bemerken, dass wir die Definition der Nachkommen insofern verdndert haben, dass
P ¢ des(P). Wahlt man im Gegensatz die gleiche Definition wie im Fall mit BDD-
Bedingung, so ist zwar Satz 3.4.7 nicht verletzt, jedoch fiir im Falle einer Triangulierung
ohne BDD bedeutungslos. Daher konnen wir auch in diesem Fall, den Beweis der Instan-
zenoptimalitédt nicht wie im Kapitel 8 fiihren.

Neben der Frage nach Netzen ohne BDD-Bedingung, gibt es viele offene Probleme im
Bereich der Instanzenoptimalitit. Unser Modellproblem war mit der Poissongleichung
mit homogenen Randdaten sehr speziell und einfach gewéhlt. Jedoch ist uns kein Beweis
fiir eine allgemeinere Klasse von Differentialgleichungen bekannt. Abseits der FEM ist
natiirlich die Instanzenoptimalitét fiir die Randelement Methode ein offenes Problem. Wie
wir anhand dieser exemplarischen Auswahl an offenen Fragen sehen, steckt die Instanzen-
optimalitdt noch in den Kinderschuhen und bildet daher einen interessanten Gegenstand
der Forschung und viel Platz fiir gute Ideen.
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