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Kapitel 1

Einleitung

Aufgrund verschiedener Vorgaben, wie den International Financial Reporting Standards
(IFRS), ist es bei der Schadenreservierung von Versicherungsunternehmen nicht mehr
ausreichend, nur die Schadenreserven der Fachabteilungen zu verwenden, sondern die
Schadenreserve muss anhand versicherungsmathematischer Verfahren berechnet werden.
Dabei wird unter Zuhilfenahme der vergangenen Schadenzahlungen beziehungsweise der
vergangenen Schadenaufwendungen (Schadenzahlungen + Schadenreserven) die
zukiinftig benotigte Schadenreserve berechnet. Wichtig ist hierbei zu erwédhnen, dass fiir
diese Verfahren nur gleichartige Risiken zusammengefasst werden diirfen, da ansonsten
keine korrekte Schadenreserve berechnet werden kann.

Unterschieden wird hierbei, ob es sich um ein Verfahren basierend auf Schadenstdnde
oder inkrementelle Zuwéchse handelt.

Eines der bekanntesten Schadenreservierungsverfahren in dieser Hinsicht ist das Chain-
Ladder Verfahren. Dieses Verfahren wird in Kapitel 2 vorgestellt.

Die néchste Methode, die in dieser Arbeit betrachtet wird, ist das lineare Modell. Dabei
wird zunéchst auf die Grundlagen des linearen Modells eingegangen, um diese Theorie
dann in der Schadenreservierung anzuwenden.

Eine weitere Schadenreservierungsmethode, die in Kapitel 4 erkléart wird, ist das loglinea-
re lognormale Modell. Dieses Modell kniipft stark an das lineare Modell an und ist das
erste Modell dieser Arbeit, in dem bereits bei der Reserveberechnung eine Verteilungsan-
nahme an die Schadenstédnde getroffen wird.

Danach wird in Kapitel 5 das Chain-Ladder Verfahren erweitert.Dieses Mal mit der An-
nahme, dass die individuellen Abwicklungsfakoren einer bestimmten Verteilung folgen.

Fiir all diese Verfahren werden die Reserven auch anhand zweier realer Versicherungs-
besténde berechnet. Neben der Reserve wird auch die Standardabweichung des Schétzers
bestimmt sowie die Standardabweichung und die Konfidenzintervalle der

tatséchlichen Reserve die sich aus den Modellen ergeben wiirden. Zum Abschluss der Ver-
fahren werden die berechneten Werte mit den Daten verglichen, die sich bei den realen
Versicherungsbestédnden ergeben haben.

Zuletzt werden die Ergebnisse der verschiedenen Verfahren miteinander verglichen.



Kapitel 2
Das Chain-Ladder Verfahren

2.1 Allgemeine Definitionen und Annahmen

Bevor wir uns nun mit dem Chain-Ladder Verfahren befassen werden, folgen noch einige
Definitonen, die sich auch auf die weiteren Schadenreservierungsverfahren beziehen wer-
den.

Mit n bezeichnen wir die Anzahl der betrachteten Schadenjahre und somit auch der be-
trachteten Abwicklungsjahre. Dabei wird die Annahme getroffen, dass die betrachteten
Schadenfille nach n Jahren abgewickelt sind und es hier zu keinen weiteren Schadenbe-
arbeitungen mehr kommt.

Mit P, ;(Zahlungs-Entwicklung) bezeichnen wir die getétigten Schadenzahlungen des
i-ten Schadenjahres(SJ) bis zum Ende des j-ten Abwicklungsjahres(AJ),

mit /; ;(Schadenaufwands-Entwicklung) die Schadenzahlungen zuziiglich der vorhandenen
Reserve fiir Schédden aus dem i-ten Schadenjahr am Ende des j-ten Abwicklungsjahres |
wobei i, j € {1,...,n} gilt. Weiters setzen wir voraus, dass die P; ; und I, ; fiir i+j < n+1
beobachtbar sind und fiir ¢ + 7 > n + 1 nicht.

Das heifit die Datenstruktur hat folgende Form

SJ\ AJ 1 2 e n+1-i e n-1 n
1 Si1 Sig || Simgi—i |0 | Sin—t Sin
2 S2.1 Soo | o | Somgizi |0 | Sona Som
1 Sin Sig || Simgimi | 0| Sin—1 Sin
n-1 Sn—11 | Sn—12 | | Sntptizi | - | Sn—1n-1 | Sn—1n
n Sn,l Sn,2 o Sn,n—l—l—i o Sn,n—l Sn,n

Tabelle 2.1: Allgemeines Abwicklungsquadrat fiir Schadensténde

wobei die grau eingefdrbten Felder noch nicht beobachtbar sind und daher geschétzt
werden miissen.S; ; bezeichne dabei sowohl die Zahlungs- als auch die Schadenaufwands-
Entwicklung.



Nun kénnen wir die inkrementellen Schadenzahlungen Z; ; durch
Zid» — Pi,l falls le
P, — P j—1 sonst
und den inkrementellen Schadenaufwand Y; ; durch
YiJ- — Iz‘,l falls le
Ii,j — ]i,j—l sonst

definieren. Somit kénnen wir auch ein Abwicklungsquadrat fiir inkrementelle Zuw#chse
betrachten.

SJ\ AJ 1 2 e n+1-i e n-1 n
1 T1,1 T1,2 ce Tl,n+1—i T Tl,n—l TLn
T2,1 T2,2 ce T2,n+1—i te T2,n—1 T2,n
1 n,l CFi,2 co Y%n+1_2 co T%,n—l T%,n
n-1 Tnfl,l Tn71,2 ce Tnfl,nJrlfi ce Tnfl,nfl Tnfl,n
n Tn,l Tn,2 e Tn,n—i—l—i o Tn,n—l Tn,n

Tabelle 2.2: Allgemeines Abwicklungsquadrat fiir inkrementelle Zuwéchse

Dabei steht T; ; sowohl fiir die inkrementellen Schadenzahlungen als auch fiir den inkre-
mentellen Schadenaufwand.

2.2 Chain-Ladder Verfahren

Das Chain-Ladder Verfahren ist ein Verfahren, das auf dem Abwicklungsquadrat fiir Scha-
denstédnde beruht. Die Grundlage des Chain-Ladder Verfahren ist das Abwicklungsmuster
fiir Faktoren. Dabei orientieren sich die Annahmen dieser Arbeit an denen, die in Thomas
Mack [6] getroffen werden. Diese Annahmen fiithren dazu, dass wir unter anderem die Vari-
anz der zukiinftigen Reserve und die Varianz der Schétzer der Reserve berechnen kénnen.

Annahme 2.1 Abwicklungsmuster fiir Faktoren.
Es existieren Parameter ¢y, ..., ,_; so, dass fiir alle i € {1,...,n} und j € {1,...,n — 1}

E[Si,jﬂ\si,h e Si,j] = Si,j 'z

gilt. Daraus ergibt sich
E[Sij+] = E[Sij]e;

Dabei steht S; 1, ..,5;; fiir die von diesen Schadensténden erzeugte Sigma-Algebra.

Um das Chain-Ladder Verfahren nun anwenden zu konnen, miissen wir vorraussetzen,
dass ein Abwicklungsmuster fiir Faktoren vorliegt und diese Abwicklungsfaktoren unbe-
kannt sind.



2.2.1 Chain-Ladder Faktoren, Chain-Ladder Schitzer, Chain-
Ladder Reserve

Das Chain-Ladder Verfahren besteht nun im wesentlichen aus zwei Schritten. Im ersten
Schritt wird fiir alle j € {1,..,n — 1} der Abwicklungsfaktor ¢; durch den sogennanten
Chain-Ladder Faktor geschétzt. Dabei ist der Chain-Ladder Faktor als

n—j
Foo— 2 k=1 Okt
Y Y

k=1"k.j

definiert. Im zweiten Schritt kann nun fir alle 7,5 € {1,...,n} mit ¢ + j > n + 1 der zu

erwartende Schadenstand E[S; ;] durch den Chain-Ladder Schétzer S’ZCJL , mit

7—1
GOL . __
Sm- — Si,nJrlfz' H Flm

k=n+1—i
geschitzt werden.
Wenn wir nun noch S5 | := S ,+1-; definieren, gilt offensichtlich die Rekursion

GCL _ QCL

Nach der Berechnung der Chain-Ladder Schétzer kann auch schon die Chain-Ladder Re-
serve berechnet werden. Diese ist fiir die Schadenjahre i € {2,...,n} durch RS gegeben,
wobei

HPCL . QCL
RZ‘ = S@n - Si,n—i—l—i

gilt. Fiir das erste beobachtete Schadenjahr hat die erwartete Reserve den Wert 0, da wir
angenommen haben, dass alle Schadenfélle nach n Jahren abgewickelt sind.

Anhand der Reserveberechnung ist auch ein Schwachpunkt des Chain-Ladder Verfahrens
zu erkennen. Zur Berechnung der Endschadensténde SZC;LL wird nur der Schadenstand
des aktuellen Kalenderjahres herangezogen und mit den Faktoren multipliziert. Ist dieser
Schadenstand nun {iberdurchscnittlich hoch oder niedrig, setzt sich dies bis zum Ende
des Beobachtungszeitraums fort. Dies hat vorallem im aktuellten Schadenjahr grofie Aus-
wirkungen, da hier erst ein Wert beobachtet wurde und alle anderen geschétzt werden
miissen.

2.2.2 Begriindung des Chain-Ladder Verfahrens

In diesem Unterkapitel wollen wir kurz erldutern, wieso die oben getroffene Definiton der
Chain-Ladder Faktoren sinnvoll ist.

Fiir alle Schadenjahre ¢ € {1,...,n — 1} und alle Abwicklungsjahre j € {1,...,n — 1}
definieren wir den individuellen Abwicklungsfaktor durch

.= Sz',jJrl

%, *
’ Sij



Hier gilt, dass die individuellen Abwicklungsfaktoren F;; fiir ¢ + j < n + 1 beobachtbar
sind und fiir t+7 > n+1 nicht. Unter Zuhilfenahme der nlcht beobachtbaren individuellen
Abwicklungsfaktoren konnen die nicht beobachtbaren Schadensténde als

j—
Si; = Sint1—i || Fiy

k=n+1—1i

berechnet werden.

Ersetzt man in obiger Gleichung die individuellen Abwicklungsfaktoren durch die Chain-
Ladder Faktoren, erhédlt man den Chain-Ladder Schétzer. Da fiir die Chain-Ladder Fak-
toren folgende Gleichheit gilt

Sk, —j

n—j n—j n—j . s
P 2 k=1 Skl _ T Skjt1 3 Shej+15,7 Z P
J n— - n—j - n—j n—j Js
Zk Skj k=1 21:1 Sl,j k=1 21:1 SZJ Zl 1 Slj

koénnen sie auch als gewichtetes Mittel der beobachtbaren individuellen Abwicklungsfak-
toren geschrieben werden, was die getroffene Wahl der Chain-Ladder Faktoren bestétigt.

2.2.3 Standardabweichung und Konfidenzintervall der Reserve

Nun, da wir einen Schétzer fiir die zukiinftige Reserve gefunden haben, interessieren wir
uns auch fiir die Standardabweichung der Schadenjahrreserven und der Gesamtreserve.
Mit Hilfe der Standardabweichung werden wir dann ein Konfidenzintervall der Reserven
berechnen.

Dafiir muss zunéchst eine Annahme an die bedingte Varianz der Schadensténde getroffen
werden und an die Schadensténde verschiedener Schadenjahre.

Annahme 2.2 Varianz der bedingten Schadenstinde.
Es existieren Faktoren o, ..., a2 _,, sodass fiir alle ¢ € {1,...,n} und alle j € {1,...,n— 1}
gilt

Var(Si,j+1|Si,1, ceey Si,j) = S@jOéQ-

J

Annahme 2.3 Unabhingigkeit der Schadenjahre.
Die Variablen {S; 1, ..., S;»n} und {S;1, ..., Sj»} sind fiir ¢ # j unnabhéngig.

Satz 2.1.
Fiir alle j € {1,...,n — 2} ist

n—j

1 S

~92 k,j+1 2
a; = — S — F;
J n_J_lz kj Sk,] -7)

ein erwartungstreuer Schétzer fiir 04]2-, das heifit



Beweis.
Bevor wir die Gleichheit zeigen konnen, definieren wir B; := {Six|i +k <n+ 1,k < j}
Nun gilt mit der Gleichheit Y ;"7 Sk j+1 = F; > p—1 Sk
= Skt = Skt
(=3 = 10&] = 35" =2+ SeuaFy + Ses ) = 3 =6 Zsm
=1 Tk k=1
Mit B; gilt nun
n—j
Sk E[F}|Bj]
k=1

n—j
1
Bl(n— ~ 1adlB,] = 3 BISElBlg -
k=1

J

Aufgrund der Unabhéingigkeit der verschiedenen Schadenjahre gilt
E[SE,;11|Bi] = E[S; ;1|Sk1: - Sky)l = Var(Sej+1l Sk, - Skj) + ElSk 1Sk, - Skl
= Skja; + (Sk5)°
Weiter gilt
n—j B. n S 2
V&T(F ‘B ) Zk 1 VST<SIC ]+1| ) Zk:n kg o naj (21)
(>_k2i Skyg)? (> ki Sk]) Y Sky
und
E[F,|B,] = Son {IE[S/HHIB] > i E [Sk1z+1|5k 1y s Skl an Ska% —p; (2.2)
Zk S’w Zk Sk] Zk Sk]
Damit folgt
2
o’
E[F}|B;] = Var(F;|B;) + E[F}| Bj]* = e
Zk Skﬂ
und schlussendlich
A2 = 2 = 2 4 Sk] a;
E((n—j— 1)&3|Bj] =Y o+ Skje — > (Skj} +
k=1 k=1 Z Sk]
=n—-Jjlaj—a;=Mm—-j-1)
Damit ist alles gezeigt, denn es gilt
E[&]] = E[E[6]|B;]] = E[af] = of
O
«,—o normalerweise

Da die Folge oy, ...

A2
Q3 _

Nun benétigen wir noch einen Schétzer fiir
monoton fallend ist, kann man vereinfachend annehmen, dass folgende Gleichung gilt

A2
(O



Dies fiithrt zu

Nun konnen wir die Varianz der zukiinftigen Endschadenstédnde schétzen. Mit ihrer Hilfe
erhalten wir die Varianz der Reserve, da

Var(Sin) = Var(R; + Sint1-i) = Var(R;)

aufgrund der Tatsache, dass S;,+1-; konstant ist, gilt. Dabei wurde der von Braun [2]
prisentierte Algorithmus zur Berechnung der Varianz verwendet.

Satz 2.2 Schitzer fiir die Varianz der Endschadenstéinde.
Fiir ¢ € {2,..,n} erhalten wir folgenden Schétzer der Varianz der Endschadensténde

Var(Si,) = (507 D. <&z

Beweis.
Da fiir die Varianz einer Zufallsvariable

Var(X) =E[Var(X|F)| + Var(E[X|F])

gilt, wobei F' eine Sigma-Algebra ist, erhalten wir mit D, := {S;1, .., Six} und
i€{2,.,ntke{l,..,n—1}

VaT(SMH) = E[Var(5i7k+1|Di7k)] + VCLT‘(E[SZ‘7]€+1|DZ'7]C]) = E[S%k]a/i + VCLT(SZ"kQDk)
= E[Sl,k]ocﬁ -+ goiVar(Si,k) = Sz',n—i—l—igpn—i-l—im%pk—lai + QO%VCLT(SL]Q .

Dabei ist zu beachten, dass

Var(Six) =0 k<n+1-—1

gilt.
Somit erhalten wir
n—1
Var(Sin) = Sint1—i Z Pl Ph 1R PPt -
k=n+1—1i

Um nun einen Schétzer fiir die Varianz zu erhalten, ersetzen wir yg,ap durch deren
Schétzer Fj, und ¢&;. Damit ergibt sich



n—1

y 2 : A2 702 2
VCLT(SZ‘,”> = Si,n+17i FnJrl,i..Fk,lOékaJrl..Fnil
k=n+1—1

S2 oy
i,n+1—1 n+1 IS n E : 2
Simri—id G Fpi—i Fr

k=n+1—
n—1 ~9
—_ (SCL)2 2 : ay
,n S F2
k=nt1—i 0k k

g

Um nun ein Konfidenzintervall fiir die Reserve zu erhalten, muss eine Verteilungsannahme
an die tatsédchlichen Reserven R; getroffen werden. Aufgrund des Zentralen Grenzwertsat-
zes kann man bei einer entsprechenden Anzahl an Schadenreserven annehmen, dass diese
Reserven normalverteilt sind mit Erwartungswert RYL und Varianz Var(R;). Mit die-

sen Annahmen erhélt man ein symmetrisches 95% Konfidenzintervall fiir die zukiinftige
Reserve R; in der Form von

RCL -/ Var RCL +2- Var

Wie man hier schén sehen kann, wird das Konfidenzintervall negativ, sobald 4/ VAaT(Ri)
grofer als 50% von REE ist. Dies ist jedoch fiir eine Reserve nicht méglich.
Wenn dieser Fall eintritt, sollte als Verteilungsannahme die Log-Normalverteilung getrof-
fen werden. In diesem Fall wiirden fiir die Parameter der Verteilung die Gleichungen

2
U’L
exp(p; + 5 —-) =

exp(2u; + 07)(exp(0f) — 1) = Var(R;)

CL
Rz’

gelten. Diese Gleichungen fithren zu den Parametern

Var(R;)
e

o? =In(1

und

2
pi = In(R7Y) — 7°

2

Méchten wir nun ein bestimmtes Quantil der Verteilung von R; berechnen, kénnen wir
wie folgt vorgehen. Zunéchst wird das entsprechende Quantil der Standardnormalvertei-
lung berechnet, welches wir mit x, bezeichnen. Nun erhalten wir mit exzp(z, - 0; + p1;) das
entsprechende Quantil der Log-Nnormalverteilung mit den oben definierten Parametern.
Nun wollen wir noch die Varianz der Gesamtreserve R = Ry + ... + R,, schiatzen. Damit
konnen wir dann auf gleiche Weise ein Konfidenzintervall angeben. Da die Unabhéngigkeit
der verschiedenen Schadenjahre angenommen wurde, erhalten wir diesen Schétzer indem



die Schatzer der Varianzen der Endschadenstidnde aufsummiert werden.

Satz 2.3 Schéitzer fiir die Varianz der Gesamtreserve.
Der Schétzer der Varianz der Gesamtreserve ist aufgrund der Unabhéngigkeit der einzel-
nen Schadenjahre durch

Var() Ry) =) Var(Ry)
k=2 k=2
gegeben.

Von Interesse ist nun noch ein Schétzer fiir die Varianz des Chain Ladder Schétzers. Die-
ser wird in Satz 2.4 vorgestellt und ist mit Hilfe des Algorithmus aus [2] berechnet worden.

Satz 2.4 Schéatzer fiir die Varianz der Chain Ladder Endschadensténde.
Fiir i € {2,..,n} konnen wir die Varianz der Chain Ladder Endschadenstinde durch

n—1 (SCL)2
~ CL\ __ ~ 2 i,k 2 2
Var(Sm )= E ap = S Fi ... F;
k=n+1—i Zj:l J.k
schétzen.
Beweis.

Da fiir die Varianz einer Zufallsvariable
Var(X) = E[Var(X|F)] + Var(E[X|F))
gilt, wobei F' eine Sigma-Algebra ist, erhalten wir mit (2.1) und (2.2) und fiir k > n+1—i
Var(SG) = E[Var(SSE|Br-1)] + Var(E[S{Y | Br-1])

= E[(SGE )2V ar(F1|By1)] + Var(SSE \E[Fy 1| By_1])

2
Q.
= —nH_kk - E[(kaLfl)Z] + @iqvar(sflil)
Z]:l szkfl

Dabei ist zu beachten, dass
Var(SGF) =0 k<n+1-i

gilt.

Wenden wir diese Gleichung nun iterativ an fiir n+1—¢ < k < n und ersetzen 1, ax_1,

E[S?,_;] durch deren Schéitzer Fj,_y,0p—1,(S5%1)?, so erhalten wir die obige Behauptung.
O

Da unter der Annahme, dass S, ,,11-—; konstant ist,
Var(anL) =Var(S; piy1-i + RZ-CL) = Var(RiCL)

gilt, erhalten wir auch einen Schitzer fiir die Varianz der Chain Ladder Reserve.



Zum Abschluss wollen wir noch einen Schétzer fiir die Varianz des Gesamtreserveschitzers
betrachten. Dabei konnen wir nicht so einfach vorgehen wie bei der tatsédchlichen Reserve,
da die Schétzer der Reserve der einzelnen Schadenjahre nicht unkorreliert sind.

Satz 2.5 Schitzer fiir die Varianz der Chain Ladder Gesamtschadenstinde.
Ein Schatzer fiir die Varianz der Chain Ladder Gesamtschadenstande ist durch

Var() S =D (Var(SEh +2 ) Cou(SEE,S5E))
k=2 k=2 j€{3,..,n}
k<j

gegeben, wobei

’ CL <CL
CO’U(Sk,m Sjm, ) =Skmt1-kSjnt1—j Fny1—j. Frop*

) )
Q Q
2 nt1-k 2 n—1
(Fn+1—k + k—1 )“(Fn—l + IS )
=1 Stn+1—k 1n—1

2 2
— Skt 1-kSjnt1—j Fnp1—j P Fq g Fy

gilt.

Beweis. Da fiir die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen X1, .., X,

n

Var() X)) =) (Var(Xp) +2 > Cov(Xy, X))

k=1 j€{2,..,n}
k<j

gilt, miissen wir noch die Kovarianzen der Schétzer der Endschadensténde betrachten.
Da fiir die Kovarianz

Cov(X;, X3,) = E[X,;X}] — E[X;]E[X,]

gilt, werden wir diese Erwartungswerte getrennt betrachten. Sei nun k£ < j. Mit (2.2)
erhalten wir

E[S]fc:ylﬂ = E[Sk,n+lkon+17k~-Fn71] = E[Sk,nJrlkonJrlfk-~Fn72E[anl‘anl]]
- Sk,n—i—l—kwn—l]E[Fn-l—l—k'-Fn—Q] - .. = Sk,n—&-l—kgon—l—l—k-'(pn—l
und damit
E[SkIE[STE] = Sjnt1-iSkmt1-kPrs1—j-- PnkPoi1—h- Lot -
Unter Zuhilfenahme von (2.2) und (2.1) erhalten wir
E[Skcﬁsff] = Sj,n+1*jSk,n+lka[Fn+1*j"Fn*kFr%Jrlfk"FS—l]
= Sjni1-3Skmi1kBFugrjo Pk Foyy o Y G E[F} (| Byl

OZ2

= j,n+1*j5k,n+1*k<90721—1 + Sln_ll )E[FnJrl*j"Fn*kFrZH—l—k“Fr%—z]

= . = j,n+1—jSk,n+1—kS0n+1_j..Qpn_k.*

a?‘L-I—l—k ) ( 2 (1/3_1)

2
(@n-&-l—k + k—1
=1 Slnti—k
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Somit erhalten wir den oben angegebenen Schiitzer, wenn wir anstatt ¢ und i deren
Schiitzer F), und &; verwenden sowie die bereits oben berechneten Schétzer fiir Varianz
der Jahresendschadensténde.

O
Somit haben wir auch einen Schétzer fiir die Varianz der Gesamtschadenreserve, denn es
gilt

n

Var(z Skcﬁ) = Var(z REL)
k=2

k=2

2.2.4 Beispiele Chain-Ladder Verfahren

Nun werden wir dieses Verfahren anhand zweier realer Versicherungsbestédnde betrachten.
Dabei werden wir zunéchst das Verfahren durchfithren und dann dieses Ergebnis mit dem
realen Datenbestand abgleichen um die Aussagekraft der Schéitzung zu erhalten.

Dabei ist zu beachten, dass diese einmalige Durchfithrung der Plausibiliesierung nur zur
Veranschaulichung dient und 6fters durchgefiihrt werden muss, um ein Verfahren zu ver-
werfen oder beizubehalten, da eine einmalige Durchfithrung von Ausreiflern beeinflusst
werden kann.

Die zwei realen Versicherungsbestédnde die wir betrachten werden, sind KFZ-Kasko und
Rechtsschutz. Dabei sind die Daten die wir zur Modellierung betrachten die Schadenzah-
lungen dieser zwei Sparten.

2.2.4.1 KFZ-Kasko

Als Ausgangspunkt des Modells steht das kumulierte Zahlungsdreieck dieser Sparte, wel-
ches folgende Form hat.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

9.908.307,89

12.342.766,87

12.343.978,93

12.346.573,05

12.349.183,49

12.350.215,83

12.350.721,33

12.685.757,26

15.412.892,42

15.480.782,30

15.498.134,36

15.498.177,08

15.498.287,71

16.301.266,73

19.454.488,43

19.608.489,82

19.720.436,82

19.722.695,47

16.084.447,76

18.711.072,65

18.869.060,33

18.920.165,93

15.452.148,36

18.356.911,24

18.489.553,46

15.463.013,72

18.430.481,19

| O Ut [ | |

13.768.695,59

Tabelle 2.3: Kumuliertes KFZ-Kasko Dreieck

Aus diesem Dreieck erhilt man nun die individuellen Abwicklungsfaktoren

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6
1| 1,245699 | 1,000098 | 1,000859 | 1,000211 | 1,000084 | 1,000041
2 [ 1,214976 | 1,004405 | 1,001121 | 1,000003 | 1,000007
3 1,193434 | 1,007916 | 1,005709 | 1,000115
4]1,163302 | 1,008444 | 1,002708
5 | 1,187984 | 1,007226
6 | 1,191907
7
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beziehungsweise die Chain-Ladder Faktoren

| 1| 2 | 3 | 4] 5 | 6
F; | 1,195747 | 1,006096 | 1,002760 | 1,000103 | 1,000041 | 1,000041

Betrachtet man die individuellen Abwicklungsfaktoren erkennen wir, dass sie kaum streu-
en und daher die Annahmen des Chain-Ladder Modells erfiillt sind. Wenden wir nun diese
Faktoren auf unser Zahlungsdreieck an erhalten wir das geschétzte Zahlungsquadrat, wel-
ches folgendende Form hat.

ST\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

9.908.307,89 12.342.766,87 12.343.978,93 12.346.573,05 12.349.183,49 12.350.215,83 12.350.721,33
12.685.757,26 15.412.892,42 15.480.782,30 15.498.134,36 15.498.177,08 15.498.287,71 15.498.922,06
16.301.266,73 19.454.488,43 19.608.489,82 19.720.436,82 19.722.695,47 19.723.504,97 19.724.312,26
16.084.447,76 18.711.072,65 18.869.060,33 18.920.165,93 18.922.119,72 18.922.896,36 18.923.670,88
15.452.148,36 18.356.911,24 18.489.553,46 18.540.585,85 18.542.500,45 18.543.261,51 18.544.020,49
15.463.013,72 18.430.481,19 18.542.827,66 18.594.007,10 18.595.927,20 18.596.690,46 18.597.451,63
13.768.695,59 16.463.875,47 16.564.234,13 16.609.952,51 16.611.667,74 16.612.349,55 16.613.029,50

Tabelle 2.4: KFZ-Kasko Chain Ladder

| O Ut | Cof pOf =

Dabei sind die grau eingefarbten Werte die Schétzer. Bevor wir nun die Reserve angeben,
berechnen wir noch die &;,j € {1,..,n—1}, um fiir die Reserven auch die Standardabwei-
chung und die Konfidenzintervalle angeben zu kénnen. Die Schétzer ¢; haben folgende
Form.

1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
&; | 9518,308575 | 169,7710971 | 97,47988015 | 0,151758688 | 0,040176823 | 0,040176823

Somit erhalten wir fiir die Reserven folgende Werte
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SJ RCE | Stdabw. S, | 2,56%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. Sf"

2 634,35 789,10 57,46 2.749,15 883,96

3 1.616,79 1.258,92 321,94 5.054,79 1.351,58

4 3.504,95 2.095,79 995,59 9.089,32 1.680,42

5| 54.467,03| 42.512,72 10.807,44 170.580,91 22.483,71

6| 166.970,44 |  70.427,01 68.487,20 345.587,33 34.593,84
7[2844.333,91 | 371.309,49 | 2.174.709,18 | 3.657.810,84 | 149.482,42
Gesamt | 3.071.527,48 |  380.321,75 | 2.211.476,74 | 4.160.855,56 |  219.992,53

Tabelle 2.5: Werte KFZ-Kasko Chain Ladder

Dabei wurde zur Berechnung der Konfidenzintervalle die Annahme getroffen, dass die
Reserven logarithmisch normalverteilt sind, da wir ansonsten fiir die Schadenjahre 2-5
als untere Intervallgrenze eine negative Reserve erhalten wiirden.
Nun betrachten wir noch das tatséchlich beobachtete Quadrat. Dieses hat folgende Form

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 9.908.307,89 12.342.766,87 12.343.978,93 12.346.573,05 12.349.183,49 12.350.215,83 12.350.721,33
2 12.685.757,26 15.412.892,42 15.480.782,30 15.498.134,36 15.498.177,08 15.498.287,71 15.499.202,02
3 16.301.266,73 19.454.488,43 19.608.489,82 19.720.436,82 19.722.695,47 19.722.695,47 19.722.939,17
4 16.084.447,76 18.711.072,65 18.869.060,33 18.920.165,93 18.927.186,83 18.931.158,56 18.931.978,64
5 15.452.148,36 18.356.911,24 18.489.553,46 18.489.986,41 18.490.702,29 18.491.202,29 18.491.373,02
6 15.463.013,72 18.430.481,19 18.582.598,10 18.589.779,85 18.599.426,35 18.600.784,49 18.601.256,49
7 13.768.695,59 16.330.431,63 16.439.713,95 16.471.855,69 16.472.920,60 16.473.930,60 16.473.930,60

Tabelle 2.6: Tatséchliches KFZ-Kasko Quadrat

Daher ergeben sich folgende Differenzen zwischen den beobachteten und geschétzten Wer-

ten.

SJ R;| RC' - R

2 014,31 | - 279,96

3 243,70 | 1.373,09

4] 1181271 | - 8.307,76

5 1.819,56 | 52.647,47

6| 17077530 | - 3.804,86

7 [27705.235,01 | 139.098,90
Gesamt | 2.890.800,59 | 180.726,89

Hier ist gut zu erkennen, dass, bis auf das 5. Schadenjahr, die beobachteten Werte und
die geschéitzten sehr dhnlich sind. AuBlerdem befindet sich die tatséchlich beobachtete
Reserve unter Ausnahme des 5. Schadenjahres fiir alle Schadenjahre im jeweiligen Kon-
fidenzintervall. Im 5. Schadenjahr wird die Reserve deutlich iiberschétzt was dazu fiihrt,
dass die tatséichliche Reserve geringer ist als die untere Grenze des Konfidenzintervalls.
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2.2.4.2 Rechtsschutz

Auch hier beginnen wir das Modell mit der Betrachtung des kumulierten Zahlungsdrei-

ecks. Dieses hat folgende Form.

ST\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 | 96.455,48 | 445.284,62 | 643.925,52 | 779.65150 | 883.732,87 | 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 | 516.871,08 | 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30
3 | 184.521,83 | 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17
7 | 448.107,48

Tabelle 2.7: Kumuliertes Rechtsschutz Dreieck

Betrachten wir nun bei dieser Sparte die individuellen Abwicklungsfaktoren

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6|7
1| 4,61648 | 1,44610 | 1,21078 | 1,13350 | 1,04399 | 1,09286
2 [ 4,04934 | 1,67280 | 1,20454 | 1,19958 | 1,05156
3] 4,19430 | 1,45477 | 1,16057 | 1,12068
4 3,92608 | 1,46158 | 1,20176
5| 3,07021 | 1,45435
6| 3,41678
7

ist schon zu erkennen, dass vorallem im ersten Abwicklungsjahr die Faktoren stark streuen
und daher die Chain Ladder Annahmen nicht ganz erfiillt sind. Weiter sehen wir, dass diese
Sparte linger abwickelt als KFZ-Kasko. Daher ist bei den letzten Abwicklungsjahren die
Schétzung schwerer, da hier die Datenbasis nicht mehr so grof ist, aber noch groéflere
Zahlungen flieBen kénnen.

Die Chain-Ladder Faktoren haben bei dieser Sparte folgende Form.

il 1] 2] 3] 4] 5| 6
Fj | 3,71423 | 1,48462 | 1,19247 | 1,15391 | 1,04842 | 1,09286

Damit erhalten wir das geschéitzte Zahlungsquadrat. Auch hier sind wieder die grau
gefarbten Werte die Schétzer.
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ST\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 445.284,62 643.925,52 779.651,50 883.732,87 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 516.871,08 864.624,40 | 1.041.473,61 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.435.739,53
3 | 184.521,83 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 1.476.140,78 | 1.547.618,79 | 1.691.330,48
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 2.043.600,51 | 2.142.556,18 | 2.341.513,68
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.936.208,23 2.234.205,00 | 2.342.390,17 | 2.559.904,23
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.128.517,05 | 2.538.192,30 2.928.838,87 | 3.070.659,75 | 3.355.800,84
7 | 448.107,48 | 1.664.373,56 | 2.470.956,27 | 2.946.540,73 3.400.035,15 | 3.564.672,40 | 3.895.687,44

Tabelle 2.8: Rechtsschutz Chain Ladder

Die Schétzer &;,7 € {1,..,n — 1} haben bei der Sparte Rechtsschutz folgende Form.

il

L | 2

3

4] 5]

6

a; | 95.966,59 | 5.303,19 | 538,36 | 1.631,90 | 29,71 | 29,71

Somit erhalten wir fiir die Reserve

SJ RCE | Stdabw. S, | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. Sf-

2 121.994,23 6.247.11 109.500,00 134.488.,45 7.454,65

3 215.189,70 9.916,98 195.355,74 235.023,66 10.647,16

4 570.487,24 62.692,49 445.102,27 695.872,21 48.637,63

5} 936.208,41 76.321,23 783.565,96 1.088.850,86 58.578,16

6 | 1.922.085,67 162.895,40 | 1.596.294,87 2.247.876,46 113.643,85

7| 3.447.579,96 516.139,90 | 2.415.300,15 4.479.859,76 302.433,65
Gesamt ‘ 7.213.545,20 ‘ 550.298,07 | 6.112.949,07 8.314.141,33 604.212,59

Hier wurde zur Berechung der Konfidenzintervalle angenommen, dass die Reserven nor-
malverteilt sind. Auch hier wollen wir nun das tatéchlich beobachtete Zahlungsquadrat
betrachten und mit dem geschétzten vergleichen. Das tatsédchliche Quadrat hat folgende
Form.
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 445.284,62 643.925,52 779.651,50 883.732,87 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 516.871,08 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.358.927,95
3 | 184.521,83 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78 | 1.539.980,31 | 1.628.371,44
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 | 1.932.512,08 | 2.061.823,12 | 2.215.163,34
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.928.900,99 | 2.251.362,16 | 2.567.299,12 | 2.859.606,91
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.091.419,97 | 2.711.636,97 | 3.216.827,36 | 3.621.598,68 | 3.822.963,90
7 | 448.107,48 | 1.593.877,88 | 2.344.880,19 | 3.065.084,79 | 3.601.092,25 | 3.960.953,39 | 4.116.655,97

Tabelle 2.9: Tatséchliches Rechtsschutz Quadrat

Daher ergeben sich fiir die Reserven folgende Differenzen.

Hier ist gut zu erkennen, dass die Reserven in jedem Abwicklungsjahr entweder deutlich
iberschétzt beziehungsweise unterschéiitzt werden. Auflerdem sind fiir alle Schadenjahre
mit Ausnahme des 7. die tatséichlich beobachteten Reserven auflerhalb des Konfidenzin-
tervalls. Daher ist die getroffene Annahme, dass die Reserven normalverteilt sind mit den

SJ R | RC—R
2| 45.18265| 76.811,58
3| 152.230,66 |  62.959,04
4] 444.136,90 | 126.350,34
5 [ 1.235.911,09 | - 299.702,68
6 [ 2.389.248,73 | - 467.163,06
7 | 3.668.548,49 | - 220.968,53
Gesamt | 7.935.258,52 | - 721.713,32

angegebenen Parametern zu verwerfen.

Zu erwahnen ist, dass die tatsdchliche Reserve auch nicht im Konfidenzintervall liegen
wiirde wenn wir die Annahme treffen wiirden, dass die tatséchliche Reserve logarithmisch

normalverteilt ist.
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Kapitel 3
Das lineare Modell

3.1 Grundlagen

Lineare Modelle sind in der mathematischen Statistik weit verbreitet. Die Grundannahme
dieser Modelle ist, dass die Erwartungswerte aller Zufallsvariablen mittels einer bekann-
ten Matrix von einem unbekannten Parameter, welcher ein Vektor ist, abhédngen.
Zunéchst werden wir das elementare lineare Modell beschreiben. Hier sind alle Zufallsva-
riablen beobachtbar und das Problem besteht in der Schitzung des Parameters.

Danach betrachten wir das erweiterte lineare Modell. Hier sind nicht mehr alle Zufallsva-
riablen beobachtbar. Daher ist das Problem nicht mehr nur die Schéitzung des Parameters,
sondern auch die Prognose der nicht beobachtbaren Zufallsvariablen mittels der beobacht-
baren.

Das erweiterte lineare Modell werden wir auch in der Schadenreservierung heranziehen.
Dabei werden wir uns stark an Radtke und Schmidt [4] orientieren. Zu erwihnen ist, dass
die Beweise, die in diesem Kapitel verwendet werden, nicht in [4] vorkommen und daher
selbst gefithrt wurden.

3.1.1 Das elementare lineare Modell

Wir betrachten hier einen Zufallsvektor X € R™ und definieren mit
Y = Var(X)
die Kovarianzmatrix von X. Das elementare Modell besteht aus folgenden Annahmen.

Annahme 3.1 Elementares lineares Modell.

e Es existiert ein Parameter § € R® und eine Matrix A € R”** mit rang(A) = s und
E[X] = Ap

e Die Matrix ¥ ist positiv definit.

Wir setzen nun voraus, dass diese Annahmen erfiillt sind und die Matrix 3 bekannt ist.
Wir wollen nun den unbekannten Parameter § schitzen. Fiir einen Schétzer § von

17



bezeichnen wir die Differenz B — 3 als Schétzfehler und den Erwartungswert

E[(8 - B)(B - B)]

als erwarteten quadratischen Schétzfehler. Dies bildet die Grundlage fiir den Vergleich
von Schétzern fiir . Aufgrund folgender Gleichung

~ A

E[(8 — B)(B — B)] = spur(Var(8 — B) + E[5 — B"E[8 — B])
= spur(Var(B — B)) + E[8 — BI"E[S — 5]

ist der erwartete quadratische Schétzfehler durch den Erwartungswert und die Varianz
des Schétzfehlers bestimmt.

Wir betrachten nun Eigenschaften die ein Schétzer 8 besitzen kann.
Ein Zufallsvektor § heifft linearer Schétzer, wenn eine Matrix B existiert mit

~

3 =BX

Ein Zufallsvektor 3 heifit erwartungstreuer Schétzer, wenn

gilt.

Ein Zufallsvektor B heifit Gauss-Markov Schétzer, wenn er ein erwartungstreuer, linearer
Schétzer ist und unter allen erwartungstreuen, linearen Schétzern den kleinsten erwarte-
ten quadratischen Schétzfehler besitzt.

Fiir jeden erwartungstreuen Schétzer 3 fiir 3 gilt E[(B — B)([i’ —-B)] = spur(Va?"(B —0)).

Satz 3.1 Gauss-Markov Theorem des elementaren linearen Modells.
Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss Markov Schétzer g* fiir  und es gilt

/8* — (ATZ_IA)_lATZ_IX
und

Var(p*) = (ATS1A)7!

Beweis.

Das der Schétzer * linear ist, ist offensichtlich. Aufgrund der Annahmen des linearen
Modells gilt

E[f*] = (ATSA)TTATSIE[X] = (ATS AN AT T A)B =

Daher handelt es sich bei §* um einen erwartungstreuen, linearen Schétzer.
Sei 3 ein weiterer erwartungstreuer linearer Schétzer. Dann gilt

~

8 =E[f] = E[BX] = BAS .
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Daher muss BA = [ gelten, wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet. Unter Zuhilfenahme
dieser Gleichung folgt

0 < Var( - 87) = Var(B) + Var(8*) — Cov(8*, §) — Cov(B, ")
= Var(ﬁ’) + Var(6*) — Cov(BX, %) — Cov(*, BX)
= Var(f) + Var(8*) — B - Cov(X, X)((ATE14)"t AT HT
— (AT AT ATYS T Cov(X, X)BT
= Var(B) + Var(8*) — BA(ATS'A) 1 — (ATS 1 A) 1(BA)T
= Var(B) + Var(*) —2Var(s*) .
Daher folgt Var(8*) < Var(B). SchlieBlich fehlt noch die Varianz von (*.
Var(B*) = (ATSPA)TATES ™ Var(X) (AT 1A)tATSHT
= (ATSTA) AT AATIS (AT = (ATE T A) !

3.1.2 Das erweiterte lineare Modell

In diesem Kapitel betrachten wir wieder einen Vektor X € R™, bei dem nur noch die
ersten my Eintrédge beobachtbar sind und die Ubrigen ms := m — my nicht. Das heifit,
der Vektor X lédsst sich schreiben als

(%)

wobei wir annehmen, dass X; beobachtbar ist und X, nicht. Definiert man nun die
Kovarianzmatrizen

so erhalten wir die Kovarianzmatrix von X durch
Y X
Var(X
(%)= ( So T
Kommen wir nun zu den Annahmen die in diesem Modell getroffen werden.

Annahme 3.2 Erweitertes lineares Modell.

e Es existiert ein Parameter § € R® und Matrizen A; € R™1*% Ay, € R™2*° mit

rang(A;) = s und < N
=[(%)] - (%)

19



e )y ist positiv definit.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass die Annahmen des erweiterten linearen Mo-
dells erfiillt sind.

Dabei interessieren wir uns nicht nur fiir die Schiatzung von S und die Prognose von
Xz, sondern fiir die Schatzung von C'8 mit C' € R"™® und die Prognose von DXs mit
D € R™™2_ Hier ist dann die Schétzung von 3 beziehungsweise X5 ein Spezialfall. Von
besonderem Interesse sind die Félle C' = ¢! mit ¢ € R® und D = d* mit d € R™2, da wir
auf diese Weise Linearkombinationen der Schétzungen bzw. Prognosen erhalten.

Als erstes betrachten wir die Schétzung von C'3. Dafiir kommt jeder Vektor Y in Frage,
der nur von X; abhéngt. Dabei bezeichnen wir als Schéatzfehler die Differenz

Y -Cp

und den Erwartungswert R )
E[(Y - CB)"(Y - CB)]
als erwarteten quadratischen Schétzfehler. Auch hier bezeichnen wir einen Schétzer Y fiir

Cf als Gauss-Markov-Schétzer, wenn er ein erwartungstreuer, linearer Schétzer ist und
den kleinsten quadratischen Schétzfehler besitzt.

Satz 3.2 Gauss-Markov Theorem des erweiterten linearen Modells.
Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss-Markov Schétzer Y*(C3) fiir C'8 und es gilt

Y*(Cﬁ) = C(Aszl_11A1)_1A1T21_11X1

und

Var(Y*) = C(ATStA) Ot .

Im folgenden werden wir C'8* fiir Y*(C3) schreiben.
Der Beweis hierzu ist analog zum elementaren linearen Modell.

Nun werden wir die Prognose von DXy mit D € R"*™2 betrachten. Als Pradiktor kommt
auch hier jeder Zufallsvektor Y in Frage der nur von X; abhéngt. Nun betrachten wir
Eigenschaften, die dieser Pradiktor besitzen kann. Auch hier heifit ein Pradiktor linear,
wenn es eine Matrix () gibt mit

Y:QXl .

Ein Pradiktor fiir DXy heifit erwartungstreu wenn

A

E[Y] = E[DX]

gilt.

Ein Pradiktor heiffit Gauss-Markov Pradiktor, wenn er unter allen erwartungstreuen li-
nearen Pridiktoren den kleinsten erwarteten quadratischen Prognosefehler besitzt.
Dabei gilt hier fiir den quadratischen Prognosefehler Y von DX5

E[(Y — DX3)T(Y — DX,)] = spur(Var(Y — DX3)) + E[Y — DX,]"E[Y — DX,]
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und somit fiir den quadratischen Prognosefehlers des Gauss-Markov Schétzers

E[(Y — DX)' (Y — DXy)] = spur(Var(Y — DX3)) .

Satz 3.3 Gauss-Markov Theorem fiir Priadiktoren.
Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss-Markov Préadiktor Y*(DX,) fir DX, und
es gilt

Y*(DX3) = D(Ay* + S X7 (Xq — A1 BY))

und

Var(Y*(DX3) — DX3) = D(X9 — Y1 21! S12) DT
+ D(Ay — Sy 1 AN(ATS AN Ay — By 20 A) DT

Beweis.
Zunéchst ist anzumerken, dass fiir die Kovarianzmatrix einer Summe von Zufallsvariablen

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)+ Cov(X,Y) + Cov(Y, X)

und

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)"

gilt. Daher gilt
Y11 =31, 81 =355, 50 = X, .

Aufgrund der Definition von * ist die Linearitét erfiillt. Die Erwartungstreue ist ebenfalls
erfiillt, denn es gilt

E[Y*(DX2)] = D(AE[5] + L X1 (E[Xq] — A E[3*]))
= D(A3B + X015 (418 — A1B)) = DAyB = DE[X,] = E[DX5] .

Nun betrachten wir Var(Y*(DXz) — DX32). Einerseits gilt
Var(DXsy) = DYy DT
und andererseits

Var(Y*(DX3)) = D((Ay — S X AN Var(8%)(Ay — S X3 AT
+ Y X Var(Xy) (S )"
+ (As = Ban X A (AT AN T ATE Cou(Xa, Xa) (B B77) T
+ (A2 = B B3 A (AT 2 AN TATE Cou(Xa, Xa) (B ) 1)) DT
= D((A2 — Zn D3 An) (AT A1) 7 (Az — B 257 A1)+ D01 57 Do
+ (Ay — S S ANAT S 0 + ((Ay — 2o N1 AN AT S )T DT
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Fiir die Cov(Y*(DXa3), DX2) gilt
Cov(Y*(DX3), DX3) = D((Ay — Y1 X1 A1) Cov(B*, Xa) + L9137 Cov(Xy, X)) DT
= D((Ay — S X7 A1) (AT S A) AT S Cov (X, Xa)
+ Yo X Cov(Xy, X)) DT
= D((Ag — Xon X1 A AT S0 + B9, X' 810) DT
Damit erhalten wir
Var(Y*(DXs) — DXs) = Var(Y*(DXz2)) + Var(DXy)
— Cov(Y*(DXs), DX2) — Cov(DXq, Y*(DXa3))
= D((322 — 01871 S12)
+ (Ay — T S AN (AT S AN T (A — S 2 AT DT
Nun zeigen wir noch die Minimierung des quadratischen Prognosefehlers. Dazu sei Y =
X, ein weiterer linearer erwartungstreuer Schétzer fiir DX5. Dann gilt
Cov(Y — DXy, Y*(DX3) — DX3) = Cov(Y,Y*(DX3) — DX3)
— Cov(DX3,Y*(DX5) — DX3) .
Betrachten wir zunéchst Cov(Y,Y*(DXy) — DX,). Hier gilt
Cou(Y,Y*(DX,) — DX3) = Q(Cov(Xy, (Ay — 111 A1) 8% + B 81 Xy — X)) DT
= Q(Cov(Xy, (Ay — T X1 A1) )
+ Cov(Xy, Y0131 X1) — Cov(Xy, X)) DT
= Q(Z1((As = B A (AT AN T ATE DT
+ X1 (Ea ST — B9) D
= Q(A(ATS M A) Ay — 212 ANT) DT
Unter Zuhilfenahme folgender Gleichheit
DAy = DE[X,] = E[DX,] = E[Y] = E[QX4] = QA8
folgt
Q= DAAT .
Daher gilt
Cov(Y,Y*(DXy) — DX3) = DAy ((ATS A1) YAy — By 27 A1) T) DT
Fir Cov(DXa,Y*(DX2) — DX3) gilt indes
Cov(DXo,Y*(DX3) — DX3) = D(Cov(Xa, Y*(DX32)) — Cov(Xa, DX3))
= D(Cov(Xa, (Ay — o1 X7 A1) 5%)
+ Cov(Xa, £ 371 Xy) — Cov(Xa, X)) D"
= D(391((A2 — T S AN (AT S AN T AT ST
+ Y9157 Big — Ugg) DT
= D(Sn S A1 (ATS AN Ay — S B AT
+ Y01 X7 810 — X)) DT
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Daraus folgt

Cov(Y — DX, Y*(DX3) — DX3) = D((Z5 — 01 271 S12)
+ (Ag — o X1 AN (ATS AN Ay — S X AN DT
= VCLT’(Y*(DXQ) — DXz)

und damit
0< Var((? X3) — (Y*(DX;3) — DX3))
= Var(Y — DX3) + Var(Y*(DX3) — DX5)
— Cov(Y Xz, Y*(DX3) — DX3) — (Cov(Y — DX4,Y*(DX3) — DX3))T
= Var(y Xa) = Var(Y*(DXs3) — DX3) .
Somit erhalten wir

Var(Y*(DXy) — DX3) < Var(Y — DX3) .

O
Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch ein Lemma betrachten, dass ein Spezialfall
des Gauss-Markov Theorems ist und welches wir fiir die Schadenreservierung benétigen
werden.

Lemma 3.1.
Sei Y91 = O, wobei O jene Matrix ist, deren Eintrédge gleich Null sind. Dann gilt

Y*(DX3) = DAyS*

und

Var(Y*(DXz) — DX3) = D(Z2 + A2 (A] 71 Ay) TAT) DT

3.2 Das lineare Modell in der Schadenreservierung

Das lineare Modell ist ein Modell basierend auf Schadenzuwéchsen. Dabei wird voraus-
gesetzt, dass die T} ; fiir i+ 7 < n+1 beobachtbar sind und fiir ¢ + j > n + 1 nicht. Unser
Ziel ist es nun diese Zuwiéchse so zu strukturieren, dass wir die Theorie des erweiterten
linearen Modells anwenden konnen.

Satz 3.4.

) 1 1)
Sei m :=n?,m; = %,mg = "(" . Durch die Zuordnung

Xn(ig) = Tiy
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. (2n+3—(i—1))(i—1) .
o j—(G—=1)+ fallsi+j <n-+1
}mJ)Z{ G=1) ?

(i +5) — (n+2)) + 2HHEDTE fapl 4 j > 41

erhélt man eine Anordnung der Zuwéchse zu einem Zufallsvektor

x=(x)

wobel X7 aus den m; beobachtbaren Zuwéichsen besteht und X, aus den ms nicht beob-
achtbaren.

Beweis. Zunéchst werden wir zeigen, dass die Funktion h; ; fir i + 7 < n+1 jeden Wert
der Menge {1,..,m1} genau einmal annimmt.
Wenn wir ¢ festhalten sehen wir, dass h; ; streng monoton wachsend in j ist. Weiter gilt

hip=1
und
2 — —1 -1 4 1
s = 1= () 22O D=, (=
4—2n+n*+4n—mn—-4 n’+n
pr— — _ m
2 2 1
Abschlieffend bleibt folgende Gleichheit zu zeigen
hi,n+1—i = hi+171 -1
Es gilt
M+ 3 —i)i on 43— )i
hi+11—1:1—i+u_1:_i+u
b 2 2
und

m+3—(i—1)6G—1
hi,n+1_i:n+1—i—i+1—l—(n+ (22 ) )
Cn+3—-i+1)(i—1)

2
(n+3—i)i+i—2n—4+i . (2n4+3-i)i

= 2—2 = —
n -+ 7+ 5 1+ 5

=n+2-—2i+

Somit ist fiir i + 5 < n + 1 die Annahme gezeigt.

Nun betrachten wir die Funktion h;; fir ¢ +j > n + 1 und zeigen, dass diese jeden
Wert der Menge {m + 1,..,m} genau einmal annimmt. Auch hier ist leicht zu erkennen,
dass die Funktion streng monoton wachsend ist in j fiir festes i. Es gilt

nn+1)+((2-2)>2+2
2

how=Mn+2—-(n+2))+ =my+1
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Weiter gilt

nn+1)+ (n—2)%*+n 2+n(n+1)+n2—4n+4+n
= n —
2 2

hppn =2n—(n+2) +

1) — 2
_nn+l)—n+n PR

2

Nun bleibt noch zu zeigen, dass

hi,n = hi+1,n+17i —1
gilt. Betrachtet man h, ,, so gilt

1 .2_4. 4 . 1 _. .2
hi7n:i—|—n—(n—|—2)+n(n+ )+22 it4+i_ n(n+ )2 i+

Andererseits haben wir

nn+1)+(@—-12+i+1

hi—}—l,n—i—l—i —1= (n + 2 — (TL + 2)) + 9 1
n(n+1)4+7° —i+2 1_n(n+1)+z‘2—z'
B 2 B 2
und somit gilt auch fiir ¢ + j > n + 1 die Behauptung gezeigt. U

Um nun zu einem linearen Modell zu kommen, nehmen wir an, dass es einen Parameter
p € R° gibt mit s < m und fiir alle 4, j € {1,..,n} einen Vektor g;; € R*® gibt, sodass fiir
alle i,j € {1,..,n}

E[T;;] = gi;' 6
gilt. Bezeichnet man mit a; die j-te Zeile einer Matrix A, so erhalten wir durch die
Zuordnung

eine Matrix
sodass

gilt.

Wenn auflerdem 3y; positiv definit ist und rang(A;) = s gilt, sind die Annahmen des
erweiterten, linearen Modells erfiillt.

Unser Interesse bei der Schadenreservierung gilt dem Gauss Markov Préadiktor

O ). Ty
=2 j=n+2-i

fiir die globale Reserve, und dem Gauss-Markov Pradiktor

n

V(> Ty

j=n+2—i
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fir die Reserve des Schadenjahres i € {2,..,n}.

In all diesen Fillen ist es also notwendig den Gauss-Markov Priadiktor fiir d? X, mit
d € R™ zu bestimmen. Da
Y*(d'Xy) = d"Y*(Xy)

gilt, folgt daraus

V(o X T =2 X Y(T)
1=2 j=n+2—1 =2 j=n+2—1
Y'Y Tiy)= ), YTy

j=n+2—1 Jj=n+2—1

Daher ist es also ausreichend die Gauss-Markov Pradiktoren der einzelnen nicht beob-
achtbaren Schadenstiande zu bestimmen.

3.2.1 Das lineare Modell von Mack

Als ein spezielles lineares Modell wollen wir das von Mack betrachten. Dieses Modell
besteht aus folgenden Annahmen.

Annahme 3.3 Lineares Modell von Mack.
Es existieren Parameter vy, ..., v, € (0,00) sowie (1, ...,(, € Rund o3, ...,02 € (0,00) mit

1;,

E =(;
2=
und )
E T o~
Cov(—2, ﬂ) = L8105
Vs (3 (¥

fir alle 4, 5, k, 0 € {1,..,n}.

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dass die Annahmen des linearen Modells von
Mack erfiillt sind, die Parameter vy, .., v, und o%, .., 02 bekannt sind und die Parameter
(1, ..¢;, unbekannt sind.

Dabei stellen die Parameter vy, .., v,, Volumsmafle dar. Diese konnen entweder die Pramie
des Schadenjahres ¢ oder die Gréfle des Bestandes im Schadenjahr ¢ sein. Sollten die Va-
rianzen o7, ..,02 nicht bekannt sein, so miissen diese genauso wie die Parameter (1, ..,

geschétzt werden.

Setzen wir nun s := n und

G
G2

Go
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Dann gilt fiir alle 4,j € {1,...,n}

Ui = ngjﬁ )
wobei

gij = vie; .

Daher gibt es Matrizen A; € R™** und Ay € R™2*® mit

X1 [ A
f(%)-(R)7
Da alle Zuwiéchse des Schadenjahres 1 beobachtbar sind, gilt rang(A;) = n. Aulerdem
ist nach den Annahmen ¥; eine invertierbare Diagonalmatrix. Daher erfiillt das linea-

re Modell von Mack die Annahmen des erweiterten linearen Modells. Des Weiteren gilt

Aufgrund der Definitionen von Y1, Ay, As folgen fiir den Gauss-Markov Schétzer 5* von

B,

&
G
p=|
G
wobel L
n+1—j
C* _ Zi:l Tm’
J ntl—j
dim Ui

gilt. Aufgrund der Kovarianzannahme der Inkremente gilt

o2

Cov((},Gr) = =i 0ik -
=1 U

Satz 3.5 Erwartungstreue der Gauss-Markov Schéitzer.
Fiir alle j € {1,...,n} ist (; ein erwartungstreuer Schitzer fiir ;, das heifit

E[¢f] = ¢

Beweis.
Sei j € {1,...,n} beliebig. Dann gilt

n+l—yj n+l1—j
E[C*] _ E[ZZ:l ’ TZJ] _ E[Zz:l ’ TZJ]
VA n+1—j - n+1—j
Zi:l % Zi:l Ui
_ szlli] v
= L =

Z?I1l_j (%
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Nun betrachten wir noch die Schitzer fiir die Varianz. Dieser ist [8] entnommen.

Satz 3.6 Erwartungstreuer Schitzer der Varianz.
Fir alle j € {1,..,n — 1} ist

1 " Ty
~2 . SRJ o x\2
J _n_jkz:;vk(vk Cj)
ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0]2.
Beweis.
Sei j € {1,...,n — 1} beliebig. Dann gilt
n+l—j 1
El(n - j)o] = ) (UkE[TkJ] E[T},;¢;] + vkE[(¢})7])
k=1
n+1—j 1
= (Uk (E[Tig)* + Var(Tiy)) — 2(E[Th¢;] — E[TiglEG])
k=1
nt+l—j n+l—j
—2 Z [T BIGT+ Y (un(Var(¢) +E[GT))
k=1
n+1 —Jj 1 0.2
= Z (U (Vi +vr0}) = 2(Cov(Thy, () +0rCF) + vr(=mir— + 7))
k=1 k =1 U
n+l—j 2 2
VO (o
= Z ('UkCJQ + 0']2- — 2Uk<]2 -2 n+13j + U n+1J,j + ’UkCJQ)
k=1 =1 Ul =1 Y
o2 Zﬂ Ty N 92
=(n+2-j—1)o; S uEm = (n—j)o;
O

Nun brauchen wir noch einen Schétzer 02 fiir o2. Dafiir nehmen wir an, dass
ln(UA,%) =ap+kay Vke{l,.,n—1}

gilt. Mittels der Methode der kleinsten Quadrate konnen Schétzer &g, &; von ag, aq be-
stimmt werden und damit
62 = exp(dp + na;)

definieren.

Nun wollen wir die Gauss-Markov Pridiktoren bestimmen. Da fur alle i,5 € {1,..,n}
mit ¢ + 7 > n + 1 ein Einheitsvektor e; ; € R™? existiert mit

T
T;; = €; ;X2
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folgt aufgrund der oben angesprochenen Linearitit des Gauss-Markov Préadiktors
YH(T;;) = Y*(e]  Xa) = e ;Y (Xa) = €] ;A 8"

i7j
= gi;8" = vief* = vl .

Damit gilt fiir den Schétzer der globalen Reserve

QU > Ta=) > v

i=2 j=n-+2—i i=2 j=n+2—i
und fiir die Varianz
n n n n
* _
Var(YV Q- Y Tip)=> Y Ty =
i=2 j=n-t2—i i=2 j=n+2—i

i(zn—i—ll—i +zn ! )( i v) o7 .

i=2 j=1 Uj j=n—i+2 Uj j=n—i+2

Abschlieilend erhalten wir fiir die Reserven der Schadenjahre i € {2,...,n} folgende
Schétzer

n n
Y*( Z T; ;) = Z vy
j=nt2—i j=nt2—i

deren Varianz durch

Var(Y*( Z T;,) — Z T, ;) = Z <%+%) UZ-QO'JQ-

j=n+2—i j=n+2—i j=n+2—i k=1 Uk

gegeben ist.
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3.2.2 Beispiele

Auch bei diesem Modell werden wir die Zahlungsdreiecke der realen Versicherungs-
bestdnde KFZ-Kasko und Rechtsschutz betrachten. Jedoch werden bei diesem Modell die
inkrementellen Zahlungen zur Berechnung herangezogen.

3.2.2.1 KFZ-Kasko

Am Anfang dieses Modells betrachten wir das inkrementelle Zahlungsdreieck, welches
folgende Form hat.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
T | 9.908.307,80 | 2.434.458,08 1.212,06 2.594,12 | 2.610,44 | 1.032,34 | 505,50
2 | 12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.880,8% | 17.352,06 12,72 110,63
3 | 16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,30 | 111.947,00 | 2.258,65
4 | 16.084.447,76 | 2.626.624,39 | 157.987,68 | 51.105,60
5 | 15.452.148,36 | 2.004.762,88 | 132.642,22
6 | 15.463.013,72 | 2.967.467,47
7 | 13.768.695,59

Tabelle 3.1: Inkrementelles Dreieck KFZ-Kasko

Als Volumsmafl betrachten wir die verdiente Pramie v; des Schadenjahres ¢. Dabei gilt

U1
U2
U3
Uy
Us
Ve
U7

13.713.457,77

18.514.732, 78
924.031.112, 54
28.720.787, 59
30.055.066, 86
29.777.398, 96
27.921.354, 56

Bevor wir die Schétzer (* betrachten, betrachten wir noch %

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 [ 0,722524 | 0,177523 | 0,000088 | 0,000189 | 0,000190 | 0,000075 | 0,000037
2 [ 0,685171 | 0,147295 | 0,003667 | 0,000937 | 0,000002 | 0,000006
3 | 0,678340 | 0,131214 | 0,006408 | 0,004658 | 0,000094
4| 0,560028 | 0,091454 | 0,005501 | 0,001779
5 | 0,514128 | 0,096648 | 0,004413
6 | 0,519287 | 0,099655
7 | 0,493124

Vergleichen wir diese mit den Schétzern
j | L | 2| 3| 4 5| 6| 7

¢; ] 0,576978 | 0,116106 | 0,004466 | 0,002153 | 0,000087 | 0,000035 | 0,000037

sehen wir, dass die individuellen Faktoren sehr stark streuen und daher die Annahme
des Modells nicht ganz erfiillt ist. Mit Hilfe dieser Schétzer erhalten wir das geschétze
Abwicklungsquadrat, wobei auch hier die grau eingefirbten Werte die Schétzer sind.
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

9.908.307,89 | 2.434.458,98 1.212,06 2.594,12 | 2.610,44 | 1.032,34 505,50
12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.889,88 | 17.352,06 42,72 110,63 682,48
16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,39 | 111.947,00 | 2.258,65 852,26 885,83

16.084.447,76 | 2.626.624,89 | 157.987,68 51.105,60 2.507,52 1.018,58 1.058,69
15.452.148,36 | 2.904.762,88 | 132.642,22 64.721,52 2.624,01 1.065,90 1.107,88
15.463.013,72 | 2.967.467,47 | 132.982,30 64.123,58 2.599,76 1.056,05 1.097,64
13.768.695,59 | 3.241.849,21 | 124.693,42 60.126,72 2.437,72 990,23 1.029,23

| O O | W N =

Tabelle 3.2: KFZ-Kasko Lineares Modell

Die Schétzer der Varianz haben folgende Werte

j | 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7
65 | 196.090,1337 | 2.2423,3902 | 99,03286621 | 78,37030318 | 0,140232706 | 0,037839579 | 0,000886627

Somit erhalten wir fiir die Reserve

SJ R? | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw R}
2 682,48 128,12 462,29 973.24 148,87
3 1.738,09 964,69 539,07 4.284,22 845,80
4 4.584,79 2.267,12 1.612,78 10.472,79 1.754,41
5) 69.519,30 48.588,10 16.141,06 201.157,00 28.920,89
6 201.859,34 72.718,18 94.437,79 381.909,28 39.804,30
71 3.431.126,52 | 794.386,41 | 2.116.502,59 5.279.315,43 | 349.442,29

Gesamt | 3.709.510,52 | 799.189,96 | 2.368.378,53 | 5.552.361,92 | 361.584,45

wobei Ry =370 Y*(Tiy) und Ry =370 Ti gilt.
Dabei wurde zur Berechnung der Konfidenzintervalle angenommen, dass die Reserven der
Log-Normalverteilung folgen, da ansonsten im 3. und 5. Schadenjahr die untere Grenze

negativ werden wiirde.

Betrachten wir nun das tatséchlich beobachtete Quadrat
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SJI\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 | 9.908.307,89 | 2.434.458,98 1.212,06 2.504,12 | 2.610,44 | 1.032,34 | 505,50
2 | 12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.889,38 | 17.352,06 42,72 110,63 | 914,31
3 | 16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,39 | 111.947,00 | 2.258,65 0 | 243,70
4 | 16.084.447,76 | 2.626.624,89 | 157.987,68 | 51.105,60 | 7.020,90 | 3.971,73 | 820,08
5 | 15.452.148,36 | 2.004.762,88 | 132.642,22 432,95 715,38 500,00 | 170,73
6 | 15.463.013,72 | 2.967.467,47 | 152.116,91 7.181,75 | 9.646,50 | 1.358,14 | 472,00
7 | 13.768.695,59 | 2.561.736,04 | 109.282,32 | 32.141,74 | 1.064,91 | 1.010,00 0

erhalten wir als Differenzen zwischen den tatsédchlichen und den geschétzten Reserven
folgende Werte.

SJ Ri| RI—R

2 014,31 | - 231,83

3 243,70 | 1.494,39

4] 11.812,71 | - 7.227,92

5 1.819,56 | 67.699,74

6 170.775,30 | 31.084,04

7] 2.705.235,01 | 725.891,51
Gesamt | 2.890.800,59 | 818.709,93

Hier kénnen wir sehen, dass die Schadenjahre 5-7 iiberschétzt worden sind. Vor allem die
Reserve fiir das 7. Schadenjahr ist deutlich hoher als die spéter tatsichlich beobachtete.
Weiter ist zu erwihnen, dass die tatsédchliche Reserve fiir die Schadenjahre 2-4 nicht im
angegebenen Konfidenzintervall liegt.
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3.2.2.2 Rechtsschutz

Auch hier betrachten wir zunéchst das inkrementelle Zahlungsdreieck. Dieses hat folgende
Form.

SI\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 | 96.455,48 | 348.829,14 | 198.640,00 | 135.725,98 | 104.081,37 | 38.871,09 | 85.672,39
2 | 104.432,33 | 412.438,75 | 347.753,32 | 176.849,21 | 207.855,20 | 64.416,49
3 | 184.521,83 | 589.417,16 | 351.963,73 | 180.781,62 | 169.456,44
1 | 256.817,88 | 751.470,36 | 465.401,63 | 207.336,57
5 | 363.636,21 752.801,08 | 507.257,63
6 | 419.610,32 | 1.014.104,85
7 | 448.107,48

Tabelle 3.3: Inkrementelles Dreieck Rechtsschutz

So wie bei der Sparte KFZ-Kasko wird auch hier als Volumsmafl die verdiente Pramie v;
fiir das i-te Schadenjahr herangezogen.

U1 1.490.954, 27
() 2.111.251,05
U3 2.908.105, 48
vy | =1 3.890.261,79
Us 4.784.506, 22
Vg 5.723.593, 69
U7 6.722.810, 89
Betrachten wir bei diesem Beispiel die Werte Lii ym die Annahme des Modells zu
iiberpriifen erhalten wir
SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

0,064694 | 0,233964 | 0,133231 | 0,091033 | 0,069809 | 0,026071 | 0,057462
0,049465 | 0,195353 | 0,164714 | 0,083765 | 0,098451 | 0,030511
0,063451 | 0,202681 | 0,121029 | 0,062165 | 0,058270
0,066016 | 0,193167 | 0,119632 | 0,076431
0,076003 | 0,157342 | 0,106021
0,073312 | 0,177180
0,066655

| o | | wof rof =

Auch hier ist eine Streuung der individuellen Faktoren zu erkennen. Vor allem im zweiten
und dritten Abwicklungsjahr ist diese Streuung sehr stark. Daher ist die Annahme des
Modells nicht ganz erfiillt.

Als Schiitzer (7 erhalten wir

j | 1] 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7
G \ 0,067806042 \ 0,18504581 \ 0,12321419 \ 0,076024024 \ 0,073943169 \ 0,02867343 \ 0,057461782

Mit deren Hilfe erhalten wir das geschétzte Dreieck welches folgende Gestalt hat. Dabei
sind auch hier die geschitzten Wert grau eingeféarbt.
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 348.829,14 | 198.640,90 135.725,98 | 104.081,37 38.871,09 85.672,89
2 | 104.432,33 412.438,75 | 347.753,32 176.849,21 | 207.855,20 64.416,49 | 121.316,25
3 | 184.521,83 589.417,16 | 351.963,73 180.781,62 | 169.456,44 83.385,36 | 167.104,92
4 | 256.817,88 751.470,36 | 465.401,63 297.336,57 | 287.658,28 | 111.547,15 | 223.541,38
5 | 363.636,21 752.801,98 | 507.257,63 363.737,42 | 353.781,55 | 137.188,20 | 274.926,26
6 | 419.610,32 | 1.014.104,85 | 705.227,97 435.130,62 | 423.220,65 | 164.115,06 | 328.887,90
7 | 448.107,48 | 1.244.027,99 | 828.345,71 511.095,14 | 497.105,94 | 192.766,04 | 386.304,70

Tabelle 3.4: Rechtsschutz Lineares Modell

Bevor wir nun die Konfidenzintervalle der Reserven berechnen kénnen benotigen wir noch
die Schétzer ;. Diese haben folgende Werte.

i 2| 3| 4] 5] 6] 7
o; | 216,04 | 1.795,88 | 1.315,97 | 340,54 | 1.003,97 | 17,22 | 78,71

Mit deren Hilfe erhalten wir fiir die Standardabweichung der Reserve und fiir die Konfi-
denzintervalle folgende Werte.

SJ R} | Stadabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}
2| 121.316,25 12.890,81 95.534,62 147.097,87 | 15.339,74
3] 250.490,28 16.702,81 |  217.084,66 283.805,91 | 22.065,67
4] 62274681 | 6541328 |  491.920,25 753.573,37 | 56.614,21
5[1.129.633,42 |  83.016,75 [  963.599,92 | 1.295.666,93 | 74.816,93
6 [ 2.056.582,20 | 125.604,65 | 1.805.372,90 | 2.307.791,50 | 104.161,23
7[3.659.645,52 | 174.940,44 | 3.309.764,64 | 4.009.526,40 | 137.296,82
Gesamt | 7.840.414,48 | 240.824,67 | 7.358.765,14 | 8.322.063,82 | 366.956,45

Hier wurde zur Berechnung der Konfidenzintervalle genauso wie im Chain-Ladder Modell
angenommen, dass die Reserven normalverteilt sind.

Zum Abschluss wollen wir auch hier die geschitzten Werte mit den tatsédchlich beob-
achteten Werten vergleichen. Hierfiir benétigen wir zunéchst das tatséchlich beobachtete
Zahlungsquadrat.
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

96.455,48 348.829,14 | 198.640,90 | 135.725,08 | 104.081,37 | 38.871,09 | 85.672,89
104.432,33 412.438,75 | 347.753,32 | 176.849,21 | 207.855,20 | 64.416,49 | 45.182,65
184.521,33 589.417,16 | 351.963,73 | 180.781,62 | 169.456,44 | 63.839,563 | 88.391,13
256.817,88 751.470,36 | 465.401,63 | 297.336,57 | 161.485,64 | 120.311,04 | 153.340,22
363.636,21 752.801,08 | 507.257,63 | 305.205,17 | 322.461,17 | 315.936,96 | 292.307,79
419.610,32 | 1.014.104,85 | 657.704,80 | 620.217,00 | 505.190,39 | 404.771,32 | 201.365,22
448.107,48 | 1.145.770,40 | 751.002,31 | 720.204,60 | 536.007,46 | 359.861,14 | 155.702,58

| O O | W N =

Somit erhalten wir folgende Differenzen zwischen den tatséchlichen und beobachteten
Reserven.

SJ R; Ry — R
2 45.182,65 | 76.133,60
3| 152.230,66 |  98.259,62
4] 444.136,90 | 178.609,91
5 [ 1.235.911,09 | - 106.277,67
6 | 2.389.248,73 | - 332.666,53
7]3.668.548,49 | - 8.902,97
Gesamt | 7.935.258 52 | - 94.844,04

Hier ist gut zu erkennen, dass die Schadenjahre 2-4 deutlich iiberschétzt werden und die
Schadenjahre 5 und 6 unterschéitzt werden. Aulerdem ist zu erwidhnen, dass bis auf die
Schadenjahre 5 und 7 die tatséchlichen Reserven nicht im angegebenen Konfidenzintervall
liegen. Somit ist hier die Annahme der Normalverteilung zu verwerfen.
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Kapitel 4

Das lognormale loglineare Modell

4.1 Grundlagen

In diesem Modell wird angenommen, dass der Logarithmus eines Zufallsvektors normal-
verteilt ist und den Annahmen des linearen Modells gentigt. Dabei werden wir wie im
linearen Modell zunéchst das elementare lognormale loglineare Modell betrachten und da-
nach das erweiterte Modell. Auch hier werden wir zeigen, dass die ersten zwei Momente
von Linearkombinationen der nicht beobachtbaren Koordinaten erwartungstreu geschétzt
werden konnen, und mit deren Hilfe Konfidenzintervalle der Reserven bestimmen. Dabei
werden wir uns auch in diesem Kapitel an Radtke und Schmidt [4] orientieren. Auch
hier wurden die Beweise selbst gefiihrt, da sie schon wie im linearen Modell nicht in [4]
vorkommen wurden.

4.1.1 Das elementare lognormale loglineare Modell

Sei nun Z ein Zufallsvektor mit Werten in (0,00)™. Im elementaren lognormalen logli-
nearen Modell werden folgende Annahmen getroffen.

Annahme 4.1 Elementares lognormales loglineares Modell.
Es gibt einen Parameter 5 € R® und eine Matrix A € R"** mit rang(A) = s derart, dass

Z ~ LN(AB,Y)
gilt. Dabei steht LN fiir die logarithmische Normalverteilung.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass die Annahmen des Modells erfiillt sind
und dass die Matrix ¥ bekannt ist. Durch diese Annahmen erhalten wir fiir In(Z) ein
elementares lineare Modell. Der Gauss-Markov Schétzer ist daher durch

B = (ATSA) T ATS n(Z)

gegeben und da
In(Z) ~ N(AB,)

gilt, konnen wir die Verteilung von 8* bestimmen.
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Lemma 4.1.
Die Verteilung von * ist durch

f*~ N, (AT AT
gegeben.

Beweis.
Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie wissen wir, dass fiir Y := AX, wobei X ~ N(u, ),

Y ~ N(Ap, AL AT)
gilt. Daher gilt
(ATzflA)flATzflE((ATzflA)flATzfl)T — Aflz(AT>fl — (ATzflA)fl

und
(ATZflA)*lATE*IAﬁ = A*12(AT)*1ATE*1A5 =0

Daraus folgt
B* ~ NG, (ATE7TA) T

und somit ist alles bewiesen. O

Nun wollen wir die Momente des Vektors Z schitzen. Dazu sei ¢ € R™ und C € R™*™
und eine Transformation von 3 durch

1
h(B,c, C) := exp(c’ AB + §spur(EC))
definiert.

Satz 4.1 Erwartungstreuer Schitzer der Transformation.
Durch die Funktion

1 1
H(B, ¢, C) = exp(c" AB* + §spur(EC’) - §CTA(ATZ_1A)_1ATC)
ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir h(f, ¢, C) gegeben. Auflerdem ist

H(B,c1,C)H (B, c2,Cy) — H(B,c1 + ¢2,C1 + C3) ein erwartungstreuer Schitzer fiir die
Kovarianz von H (3, ¢y, Cy) und H(B, ¢, Cs).

Beweis.
Zunéachst beweisen wir die Erwartungstreue des Schétzers fiir die Funktion h(S, ¢, C').Da

1
Elexp(ct ABY)] = exp(ct AB + §CTA(ATE’1A)’1ATC)
gilt, folgt

E[H(B,c,C)] = h(B,c,C) .
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Wenden wir uns nun dem erwartungstreuen Schitzer der Kovarianz zu. Hier gilt
Cov(H (B, c1,Ch), H(B,ca, Cy)) = E[H(B, c1, Ch)H (B, 2, Cy))]
H(ﬁ? C1, Cl)]E[H(/Ba C1, 02)]
01701) (8,2, C)] — h(B, c1, C1)h(B, c2, C)
) (ﬁ7 Ca, 02)]
1
c1+ ) AB + §spur(E(C'1 + Cy)))

B,c1,Ch)H(B, ca, Cs)] — E[H (S, c1 + c2, C1 + C5)]
B,c1,Ch)H(B, ca,Cy) — H(B, c1 + 2, C1 + Cs)]

|
s
=
—~
~—~~ ~ Af\

[H

Somit ist die Behauptung gezeigt. 0

Definieren wir nun fiir alle i € {1,..,m}
E; = ee]

7

dann erhalten wir
E[Zi] = ea:p( TAﬁ + 3 6 261) = h(ﬁaei; Ez) = E[H(B7€iaEi>] .

Also ist H(f, e;, E;) ein erwartungstreuer Schétzer fiir E[Z;]. Fiir einen Vektor d € R™

gilt dann
E[d?Z] = Zd Zi) =E[) d;H(B,e;, E
=1

Weiter gilt aufgrund der Erwartungstreue des Schétzers der Kovarianzen

V&T(idl}[(ﬁ, e, B z ZZCOU dH 6 €is ) d; H(ﬁaem ))
=1

=1 j=1

=E[> ) did;H(B,ei, E)H(B, ¢;, E;)]

i=1 j=1
~E) > H(B.ei+e, Ei+Ej)] .
i=1 j=1

Somit kénnen wir den Erwartungswert einer Linearkombination von Koordinaten von Z
erwartungstreu schétzen und Konfidenzintervalle fiir diesen Schétzer angeben.

4.1.2 Das erweiterte lognormale loglineare Modell

Hier betrachten wir einen Zufallsvektor Z mit Werten in (0, 00)™ von dem die ersten m;
Koordinaten beobachtbar und die restlichen msy := m—m; Koordinaten nicht beobachtbar
sind. Wir kénnen Z daher wieder als

(7))
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schreiben, wobei wir annehmen, dass Z; beobachtbar ist und Z, nicht.
Definieren wir nun fiir ¢, € {1,2}

Yij = Couv(log(Z;), log(Z;))

Y X
=
( o1 X2 )
Var(log(Z)) =% .

Nun betrachten wir die Annahmen in diesem Abschnitt

und

dann gilt

Annahme 4.2 Erweitertes lognormales loglineares Modell.
Es gibt einen Parameter § € R® und eine Matrix

1= ()
mit A; € R™** und Ay € R™>** und rang(A;) = s, sodass
Z ~ LN(AB,Y)
gilt.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass die Annahmen des erweiterten lognormalen
loglinearen Modells erfiillt sind und die Matrix 3;; bekannt ist. Da sich aus dem erwei-
terten lognormalen loglinearen Modell fiir Z ein erweitertes lineares Modell fiir log(Z)
ergibt, erhédlt man den Gauss-Markov Schétzer 5* fiir 5 durch

B = (A] S A1) AT S og(Zy)

Da weiter
log(Z1) ~ N(A18,%11)

gilt, folgt
B*~ N(B, (AT 25 A7

Dadurch erhalten wir, dass fiir ¢ € R™ und C' € R™*™ die Funktion
1 1
H(B,c,C) = exp(c" AB* + §spur(ZC’) — icTA(AlTZl_llAl)_lATc)
ein erwartungstreuer Schétzer fiir
1
h(B,c, C) := exp(c’ AB + Espur(EC’))

ist. Mit Hilfe der Funktion H(3,¢,C) kann man genauso wie im elementaren lognor-
malen loglinearen Modell erwartungstreue Schétzer fiir Linearkombinationen von Erwar-
tungswerten der Koordinaten von Z und erwartungstreue Schétzer fiir die Varianz dieser

Schatzer konstruieren. Von besonderem Interesse sind dabei Schatzer des nicht beobacht-
baren Vektors Zs.
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4.2 Das lognormale loglineare Modell in der Scha-
denreservierung

Dieses Modell basiert auf Zuwéchsen. Dabei wird wieder angenommen, dass die Zuwéchse
T;, fur i + 7 < n + 1 beobachtbar sind und fiir ¢ + 5 > n + 1 nicht. Aulerdem wird
vorausgesetzt, dass fiir alle 4, j € {1,..,n}

P(T;; € (0,00)) =1

gilt. Diese Annahme ist erforderlich, da sonst die Logarithmen der Zuwéchse nicht gebil-
det werden konnen.

Diese Annahme ist nicht in jedem Abwicklungsdreieck erfiillt. In den meisten Abwick-
lungsdreiecken fiir Schadenaufwinde ist diese Annahme verletzt, da in den ersten Ab-
wicklungsjahren eine Uberreservierung stattfindet. Daher ist das Modell auf diese Ab-
wicklungsdreiecke nicht anwendbar.

(n—1)n

Sei nun m = n? m; = ”(”TH) und my := . Genauso wie im linearen Modell
erhdlt man durch die Zuordnung
Znij) =T
it (2n+3—(i—1))(i—1)
Wi, ) = j‘—(l'—l)—i— s . fallsz'+‘7‘§n+1
((i 4 7) — (n+2)) + Mot DEE2H fagls 45 > 41

eine Anordnung der Zuwichse T; ; zu einem Zufallsvektor

bei dem die Koordinaten von Z; aus den m; beobachtbaren Zuwéachsen bestehen und die
von Zy aus den my nicht beobachtbaren. Weiter definieren wir fiir i, j € {1, 2}

¥ ;= Cov(log(Z;),log(Z;))

21 22
Y=
< o1 Moo )

Um nun zu einem lognormalen loglinearen Modell zu gelangen, nehmen wir an, dass

und

Z ~ LN(E[log(Z)], %)

gilt und dass ein Parameter § € R® mit s < m und fiir alle ¢,57 € {1,..,n} ein Vektor
gi,; € R existiert mit
Ellog(T:)] = 9,8 -
Durch die Zuordnung
T
@n(i,j) = Yij

erhalten wir nun eine Matrix



fir die
Ellog(Z)] = Ap

gilt. Wenn auflerdem ¥;; positiv definit ist und rang(A;) = s gilt, sind die Annahmen
des erweiterten lognormalen loglinearen Modells erfiillt.

4.2.1 Das lognormale logadditive Modell fiir Zuwéichse
Dieses Modell besteht aus folgenden Annahmen.

Annahme 4.3 Das lognormale logadditive Modell fiir Zuwéchse.
e Die Verteilung des Zufallsvektors Z ist durch
Z ~ LN(E[log(Z)], %)
gegeben.

e Es existieren Parameter pu € (0,00), (1, .., (o1 € R und &, .., &,—1 € R so, dass fiir
alle 4,5 € {1,..,n}

Ellog(Ti ;)] = p+ (1 = d1)&i-1 + (1 = 61,5)Gj-1

gilt.

Wir setzen voraus, dass diese Annahmen erfiillt sind und dass die Matrix Y;; bekannt
ist. Definieren wir nun

L
&

5 = én.—l
G

Cnfl
und
gij i=er+ (1 —=0dri)ei + (1 —61j)en14y

erhalten wir
Ellog(T; ;)] = g.,8
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Fiir alle 4,5 € {1,..,n} mit i + j > n + 1 existiert ein Einheitsvektor e; ; € R™ mit

T
T = ei,jz
und
T
9ij = € ;A

Somit erhalten wir
1 L1 1 _ _

E[T;5] = exp(g,58 + 5ei;5ei5) = Elewp(gi;8" + 5ei;Teis — 50i,(AT S0 A1) i)
wobei * der Gauss-Markov Schétzer von [ ist. Daher erhalten wir einen erwartungs-
treuen Schétzer fiir den Erwartungswert des nicht beobachtbaren Zuwachses T; ;. Damit
konnen wir den erwartungstreuen Schétzer des Erwartungswertes einer Linearkombinati-
on von nicht beobachtbaren Zuwéchsen bilden und einen Schétzer fiir die Varianz dieses
Schétzers. Nun betrachten wir noch einen Spezialfall der in der Schadenreservierung von
grofler Bedeutung ist.

Lemma 4.2.Falls fiir die Kovarianzmatrix 15 = O gilt, folgt fiir die Varianz

VCLT'( i le(ﬁ,ez,Ez)— i dzZZ):VCLT( i dzH(B,Gz,El))+VaT( i dzZz>

i=mi+1 1=m1+1 1=m1+1 i=mi+1

wobei d; € {0,1} ist und Z; die i-te Koordinate des Vektors Z bezeichnet.

Beweis.
Zunéchst gilt

VCLT'( i dZH(ﬁ,eZ,EZ)— i dzZZ):VCLT( i dzH(B,Gl,Ez))‘FVCLT( i d,LZz>

i=mi+1 1=m1+1 1=m1+1 i=mi+1
mo m2
— 2% Cou( E d;H (B, e, E;), E d; Z;)
i=mi+1 i=mi+1

und da die Kovarianz linear ist, reicht es
Cov(H(B, e, E;), Z;) =0 fiir i, € {m1+1,...,mq}

7ZU zeigen.

Da fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen X,Y und messbare Funktionen f,¢g : R — R
auch f(X),g(Y) unabhéngig sind und bei Normalverteilung aus Unkorreliertheit bereits
Unahbhéngigkeit folgt erhalten wir

my
Cov(H (B, e, E;), Z;) = C’ov(exp(z brilog(Zy) + ¢;), exp(log(Z;))) =0
k=1
wobei by ;, ¢; € R. O
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4.2.2 Beispiele

Auch in diesem Modell betrachten wir fiir die Sparten KFZ-Kasko und Rechtsschutz
die inkrementellen Zahlungsdreiecke. Bevor wir aber die konkreten Sparten betrachten,
kommen wir noch zu den Werten und Matrizen, die fiir beide Sparten gleich sind.

Da wir fiir beide Sparten n = 7 Schadenjahre betrachten, gilt m

und s = 13. Somit erhalten wir

21

= 49,m1 = 28,m2 =

0o 0 0 0 0 0O 0 O 0 O

1
1

1 0 0 O

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O

0
0
1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 00 0 0 0 0 0O

1

0

0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 00 0 0 0 0 O

1
1
1
1

0 0 0 0 0 0 0 0 O

1 0 0 O

0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

0

0
1

0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O

1
1
0
0

1
1
1
1

0O 0 0 0 0 0 0 0 O

1 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0 0 0 O

1
1

0

0

0O 0 0 0 0 0 O

1
1
1
1

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0 O

0 0 O
1
0O 0 0 0 O

1

0 0 0 1
0 0 0 O

0
0

0

1

0 0 0 0 0 O

0 0 01 0 O
1 0 0 0 0 O
1

0 0 0 1
0 0 0 O
0 0 0 0 O

1
1
1
1

1 0 0 O

0
1

0 0 0 O

A =

0 0 0 O

beziehungsweise

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1

1

0 0 0 0 0 O 0

1
1
1
0 0 O
0 0 O
0 0 O

1

0 0 0 0 0 0 O

0 0
0 0

1
0 0 O
1

0 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O

1
1
1

1

0 0 0 O
0O 0 0 0 O

1
1

0

0o 0 0 0 O 0 O

1
1
1
1
1

0
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

0 0 1.0 0 0 O
0 0 0 1

1
1
1
1
1

0 0 O
1

0 0 0 0 O

0

0 0 0 O

1
0 0 0 0 0 O

1
1
1
1
1
1

0 0 0 0 O

1
0 0
0

1
0

0 0 0 O

1

0 0 O

1

0

1

0 0 0 O
0 0 0 0 O

1
1

Desweiteren wird die Annahme getroffen, dass

Cov(In(Z),In(Z;)) =0

gilt fir 4,5 € {1,..,m},i # j.
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4.2.2.1 KFZ-Kasko

Genauso wie beim linearen Modell ist der Ausgangspunkt das inkrementelle Zahlungs-

dreieck

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
T | 9.908.307,80 | 2.434.458,08 1.212,06 2.594,12 | 2.610,44 | 1.032,34 | 505,50
2 | 12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.889,8% | 17.352,06 12,72 110,63
3 | 16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,30 | 111.947,00 | 2.258,65
4 | 16.084.447,76 | 2.626.624,80 | 157.087,68 | 51.105,60
5 | 15.452.148,36 | 2.904.762,88 | 132.642,22
6 | 15.463.013,72 | 2.967.467,47
7

13.768.695,59

Aus den Daten der Einzelschéden erhalten wir fiir die Gesamtschadenzahlungen folgende

Parameter
i 1 2 3 4 5 6 7
T | 0,00026654 | 0,00151731 | 6,33122560 | 3,35759558 | 1,37477122 | 1,27066449 | 0,81748229
2 | 0,00024005 | 0,00159811 | 0,16678285 | 0,70188528 | 8,68007637 | 6,05742763
3 | 0,00015332 | 0,00116524 | 0,03981319 | 0,06852133 | 1,81566048
4 | 0,00014792 | 0,00129015 | 0,05272335 | 0,05181053
5 | 0,00015920 | 0,00142288 | 0,01520713
6 | 0,00014072 | 0,00202793
7 | 0,00015750

wobei 0, ; den Parameter der Schadenzahlung T; ; bezeichnet. Mit der oben getroffenen
Annahme beziiglich der Kovarianz erhalten wir die Varianz-Kovarianz-Matrix »;; der
beobachtbaren logarithmierten Schadenstéande.
Die Parameter der unbekannten Schadenzahlungen erhalten wir, indem der Mittelwert
des jeweiligen Abwicklungsjahres gebildet wird. Dadurch ergibt sich folgendes Bild

Ui,j 1 2 3 4 5 6 7
1
2 0,81748229
3 4,11404606 | 0,81748229
4 3,956836023 | 4,11404606 | 0,81748229
5 1,044953178 | 3,956836023 | 4,11404606 | 0,81748229
6 1,321168425 | 1,044953178 | 3,956836023 | 4,11404606 | 0,81748229
7 0,00150360 1,32116843 1,04495318 3,95683602 | 4,11404606 | 0,81748229

und wir erhalten wieder mit der Annahme iiber die Kovarianz der logarithmierten Scha-
densténde die Varianz-Kovarianz-Matrix Yoo der logarithmierten, nicht beobachtbaren
Schadensténde.

Somit sind nun alle Parameter gegeben, die fiir die Berechnung von /* notwendig sind
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un wir erhalten
16,14231279

0, 224525665
0, 464037233
0, 431863563
0,406510314
0, 410209021
B = | 0,295595351
—1, 628554677
—4,740101312
—5, 48064667
—8, 87428206
—9, 582305738
—9, 916764748

Damit ergibt sich mit den gegebenen Daten das nachstehende geschétze Zahlungsdreieck,
wobei die geschétzten Werte wieder grau eingefiarbt sind.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 | 9.908.307,89 | 2.434.458,98 1.212,06 2.594,12 2.610,44 | 1.032,34 | 505,50
2 | 12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.889,88 17.352,06 42,72 110,63 | 632,61
3 | 16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,39 | 111.947,00 2.258,65 | 5.134,30 | 803,84
4 | 16.084.447,76 | 2.626.624,89 | 157.987,68 51.105,60 | 11.151,84 | 4.971,74 | 778,39
5 | 15.452.148,36 | 2.904.762,88 | 132.642,22 | 106.565,27 | 10.872,61 | 4.847,25 | 758,90
6 | 15.463.013,72 | 2.967.467,47 | 260.038,68 | 106.960,69 | 10.912,95 | 4.865,24 | 761,72
7 | 13.768.695,59 | 2.703.045,28 | 231.875,04 95.376,61 9.731,05 | 4.338,32 | 679,22

Tabelle 4.1: KFZ-Kasko Loglineares Modell

Dabher liefert uns das Modell die folgenden Werte fiir die Reserven

SJ R} | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw R}
2 632,61 711,45 68,91 2.564,22 472,83
3 5.938,14 39.844.,54 17,48 43.836,37 4.210,15
4 16.901,98 88.698,72 81,31 123.111,68 8.964,01
5) 123.044,04 | 168.555,07 9.285,26 566.830,91 19.839,21
6 383.539,28 | 463.064,20 36.718,85 1.630.065,45 31.643,17
7| 3.045.046,42 | 426.018,41 | 2.282.720,75 3.983.974,05 65.549,26

Gesamt | 3.575.102,47 | 658.624,71 | 2.439.822,17 | 5.066.684,91 | 98.165,36

wobei auch hier R; = Z?:n 11— i j gilt und R} die Summe der jeweiligen Schétzer ist.
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Auch in diesem Modell wollen wir die Schatzer mit den tatséachlich beobachteten Werten

vergleichen, welche folgende Form haben.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
T | 9.908.307,80 | 2.434.458,08 1.212,06 2.594,12 | 2.610,44 | 1.032,34 | 505,50
2 | 12.685.757,26 | 2.727.135,16 | 67.880,8% | 17.352,06 12,72 110,63 | 914,31
3 | 16.301.266,73 | 3.153.221,70 | 154.001,30 | 111.947,00 | 2.258,65 0 | 243,70
4 | 16.084.447,76 | 2.626.624,80 | 157.987,68 | 51.105,60 | 7.020,90 | 3.971,73 | 820,08
5 | 15.452.148,36 | 2.004.762,88 | 132.642,22 432,95 | 715,88 | 500,00 | 170,73
6 | 15.463.013,72 | 2.967.467,47 | 152.116,01 7.181,75 | 9.646,50 | 1.358,14 | 472,00
7 | 13.768.695,59 | 2.561.736,04 | 109.282,32 | 32.141,74 | 1.064,91 | 1.010,00 0

Somit erhalten wir im lognormalen loglinearen Modell als Differenzen zwischen der
tatsdchlich benotigten Reserve und den Schétzern

SJ R | Ri—R
2 914,31 [ - 281,70
3 243,70 | 5.694,44
4] 11.812,71 | 5.089,27
5 1.819,56 | 121.224,48
6 170.775,30 | 212.763,98
7 [2.705.235,01 | 339.811,41
Gesamt | 2.890.800,59 | 684.301,38

Hier ist zu erwdhnen, dass die Reserven der ersten drei Schadenjahre sehr gut geschétzt
werden, die Reserven der letzten drei Schadenjahre jedoch deutlich iiberschétzt werden.
Gut zu erkennen ist, dass mit Ausnahme des 4. Schadenjahres alle tatsichlichen Reserven
im angegebenen Konfidenzintervall liegen.

4.2.2.2 Rechtsschutz

Zunéchst betrachten wir das inkrementelle Zahlungsdreieck.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 348.829,14 | 198.640,90 | 135.725,98 | 104.081,37 | 38.871,09 | 85.672,89
2 | 104.432,33 412.438,75 | 347.753,32 | 176.849,21 | 207.855,20 | 64.416,49
3 | 184.521,83 589.417,16 | 351.963,73 | 180.781,62 | 169.456,44
4 | 256.817,88 751.470,36 | 465.401,63 | 297.336,57
5 | 363.636,21 752.801,98 | 507.257,63
6 | 419.610,32 | 1.014.104,85
7 | 448.107,48

Auch hier erhalten wir aus den Einzelschadendaten die geschitzten Parameter fiir die
Verteilung.
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i 1 2 3 4 5 6 8
1 | 0,005887705 | 0,004420324 | 0,013582138 | 0,07684008 | 0,139389663 | 0,118784826 | 0,179381666
2 | 0,005731153 | 0,004250075 | 0,009242454 | 0,051347268 | 0,09695653 | 0,266794889
3 | 0,003461622 | 0,002091881 | 0,008950169 | 0,02899561 | 0,036989306
4 | 0,002939904 | 0,002262736 | 0,006241943 | 0,026734087
5 | 0,002237127 | 0,002106584 | 0,006348592
6 | 0,0025403 | 0,002444385
7 | 0,002454249

Wie schon bei KFZ-Kasko bezeichnet o;; die Varianz von In(T; ;). Die Varianz der un-
bekannten logarithmierten Schadensténde erhalten wir wieder, indem wir fiir jedes Ab-
wicklungsjahr den Mittelwert bilden.

o |1 3 4 5 6 7
1
2 0,179381666
3 0,192789857 | 0,179381666
1 0,091111833 | 0,192789857 | 0,179381666
5 0,045979261 | 0,091111833 | 0,192789857 | 0,179381666
6 0,008873059 | 0,045979261 | 0,091111833 | 0,192789857 | 0,179381666
7 0,002929331 | 0,008873059 | 0,045979261 | 0,091111833 | 0,192789857 | 0,179381666

So koénnen wir mit der oben getroffenen Annahme beziiglich der Kovarianz die Varianz-
Kovarianz-Matrix der logarithmierten Schadensténde bilden. Nun ist es auch hier méglich
[£* zu berechnen, wobei wir folgende Werte erhalten

11, 62162425
0,232326358
0, 572813004
0,857104107
1,011816615
1,254517812
1,391164143
1,021635986
0, 614844903
0, 082138546
—0,014137428
—0, 969579503
—0, 263332532

und damit fiir die geschitzten Schadenzahlungen.

ST\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 | 96.455,48 348.829,14 | 198.640,00 | 135.725,08 | 104.081,37 | 38.871,09 | 85.672,89
2 | 104.432,33 412.438,75 | 347.753,32 | 176.849,21 | 207.855,20 | 64.416,49 | 107.872,03
3 | 184.521,83 589.417,16 | 351.963,73 | 180.781,62 | 169.456,44 | 79.145,73 | 151.683,76
4 | 256.817,88 751.470,36 | 465.401,63 | 297.336,57 | 267.835,20 | 105.172,83 | 201.564,95
5 | 363.636,21 752.801,08 | 507.257,63 | 338.789,16 | 312.662,12 | 122.775,64 | 235.301,35
6 | 419.610,32 | 1.014.104,85 | 724.925,46 | 431.770,23 | 398.473,66 | 156.471,10 | 299.880,49
7 | 448.107,48 | 1.244.398,01 | 830.437,57 | 494.609,28 | 456.463,55 | 179.244,72 | 343.526,79

Tabelle 4.2: Rechtsschutz Loglineares Modell
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Fiir die Reserven ergeben sich dadurch folgende Werte.

SJ R? | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw R}
2| 107.872,03 | 47.815,10 42.274,55 230.056,34 | 44.136,90
3] 230.829,49 | 76.501,33 | 114.884,34 417.889,88 | 66.365,26
4] 574572,98 | 131.062,91 |  357.033,06 878.927,55 | 98.499,52
5] 1.009.528,27 | 169.733,00 |  712.927,09 | 1.390.226,35 | 122.444,86
6 | 2.011.520,93 | 226.884,52 | 1.596.314,77 | 2.502.881,40 | 171.868,42
7] 3.548.679,93 | 268.502,44 | 3.042.294,76 | 4.115.789,89 | 263.722,34
Gesamt | 7.483.003,62 | 421.539,63 | 6.675.695,67 | 8.361.407,18 | 672.142,84

Betrachten wir in diesem Modell die taséchlich beobachteten Zahlungen

1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 348.829,14 | 198.640,90 | 135.725,98 | 104.081,37 38.871,09 85.672,89
2 | 104.432,33 412.438,75 | 347.753,32 | 176.849,21 | 207.855,20 64.416,49 45.182,65
3 | 184.521,83 589.417,16 | 351.963,73 | 180.781,62 | 169.456,44 63.839,53 88.391,13
4 | 256.817,88 751.470,36 | 465.401,63 | 297.336,57 | 161.485,64 | 129.311,04 | 153.340,22
5 | 363.636,21 752.801,98 | 507.257,63 | 305.205,17 | 322.461,17 | 315.936,96 | 292.307,79
6 | 419.610,32 | 1.014.104,85 | 657.704,80 | 620.217,00 | 505.190,39 | 404.771,32 | 201.365,22
7 | 448.107,48 | 1.145.770,40 | 751.002,31 | 720.204,60 | 536.007,46 | 359.861,14 | 155.702,58

erhalten wir folgende Differenzen zwischen den tatsdchlich Reserven und deren Schétzern.

SJ R; Ry — R,
2 45.182,65 62.689,38
3] 152.230,66 78.598,83
41 444.136,90 | 130.436,08
51 1.235.911,09 | - 226.382,82
6 | 2.389.248,73 | - 377.727,80
7 | 3.668.548,49 | - 119.868,56
Gesamt | 7.935.258,52 | - 452.254,90

Hier ist sehr gut zu erkennen, dass die Reserven der ersten drei Schadenjahre deutlich
iiberschétzt werden, die Reserven der letzten drei Schadenjahre deutlich unterschétzt
werden. Zu erwéhnen ist, dass fiir alle Schadenjahre die tatséichliche Schadenreserve im
angegebenen Konfidenzintervall liegt, jedoch manchmal sehr knapp an den Intervallgren-
zen.
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Kapitel 5

Stochastische Abwicklungstfaktoren

In diesem Kapitel werden wir nochmals das Chain-Ladder Verfahren betrachten, jedoch
werden wir dieses Mal annehmen, dass die Abwicklungsfaktoren einer Verteilung folgen.
Dazu werden wir als Verteilungen die Log-Nomralverteilung, die logarithmische Gam-
maverteilung und die loginverse Gauf3-Verteilung betrachten. Dabei wird die wichtigste
Eigenschaft dieser drei Verteilungen sein, dass sie beziiglich der Multiplikation invariant
sind. Weiter werden wir Algorithmen sehen, mittels derer wir die Endschadensténde und
somit die Reserven und weitere Kennzahlen schétzen kénnen. Dabei werden wir uns in
diesem Kapitel an Mary Kelly [5] orientieren, wobei wir die Endschadensténde in etwas
abgewandelter Form berechnen werden.

Genauso wie im klassischen Chain-Ladder Verfahren betrachten wir hier ein Schaden-
dreieck basierend auf kumulierten Schadenstdnden. Anhand dieses Dreiecks kénnen wir,
wie bereits im Chain-Ladder Verfahren erwéhnt, individuelle Abwicklungsfaktoren bilden.
Diese haben dann folgende Form.

SJ\ AJ 1 2 oo | on-i | eee | ne2 n-1
1 Fia Fiog |- | Fipi | | Fino | Fina
2 Fya Foo |- | Fomei |- | Fopo
i Fia Fio |- | Fin

n-2 Fn72,1 Fn72,2
n-1 Fn—l,l

Tabelle 5.1: Dreieck der individuellen Abwicklungsfaktoren
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In diesen Modellen wird nun angenommen, dass sich die Endschadensténde wie folgt be-
rechnen lassen.

SJ\ AJ 1 2 n41-i n-1 n
1 Iy 1Dy, LITeZ1 Dik L1127 D1k LI1Z) Dik
2 Iz I2D2 1 L[1pZ1 Dag I HZ:% Ds I HZ:ll Dy i
i I; I,D; 3 LTI i Dy I 1‘[" 2D Iz 1‘[" 1D
n-1 In_1 In—an—l,l In_1 Hz;i Dn—l,k In_1 Hz;l Dn—l,k In_1 Hz;l Dn—l,k
n In InDn B InT132% Do - In 1327 Dnk InT1;=; Dk

Tabelle 5.2: Abwicklungsquadrat bei stochastischen Faktoren

Definieren wir nun S;; = I H D; . erhalten wir fiir das Schadenjahr ¢ den End-
schadenstand U;|S; n41-i == Sin = [ H D, ;, und den Gesamtendschadenstand durch
= Zyzl U;. Dabei sind sowohl die I; als auch die D, ; Zufallsvariablen. Wir werden
als Vereinfachung annehmen, dass die Zufallsvariablen /; und D, ; fiir ¢ + j < n determi-
nistisch sind und durch das bereits beobachtbare Schadendreieck gegeben sind.
Weiter nehmen wir an, dass die D, ; fiir ¢ € {1,..,n} unabhéngig und identisch ver-
teilt sind. Desweiteren wird angenommen, dass fiir festes ¢ € {1,..,n} die D;; und D;
unabhéngig sind fir j, k € {1,..,n}, 5 # k.

5.1 Das lognormale Modell

5.1.1 Grundlagen des Modells

Die Log-Normalverteilung findet hiufig Anwendung bei natiirlichen Phanomenen. Jedoch
kann sie auch zur Berechnung von Aktienkursen und Endschadenstdnden verwendet wer-
den.

Eine Zufallsvariable Y ~ LN (u, 0?) folgt einer Log-Normalverteilung, wenn ihre Dichte-
funktion durch

—(In(y) —u)2> >0

9(y) = —lexp( 5

gegeben ist.

Eine Eigenschaft der Log-Normalverteilung ist, dass Y = exp(X) ~ LN (u,0?) ist, wenn
X ~ N(u,0).

Nun wollen wir zeigen, dass die Lognormalverteilung unter der Multiplikation abgeschlos-
sen ist. Dafiir seien zunichst X, .., X,, unabhéingige Zufallsvariablen mit X; ~ N(u;, 0?).
Dann gilt 7, := > (Xg +br) ~ N(u,0), wobei = >3 _ (i +b) und 0? =3 _, ot
Sind nun Y7, .., Y, unabhéngig und logarithmisch normalverteilt, dann gilt fiir [[;_; (xY%)
mit a; > 0

n n

[[(aws) = [T exp(log(en) + (X)) = exp(Y _(loglaw) + (Xx)))

k=1 k=1

und ist daher logarithmisch normalverteilt mit p = >, (up+log(ay)) und o = Y7, o}
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Nun wollen wir annehmen, dass die Abwicklungsfaktoren D, ; fiir i € {1,..,n} und j €
{1,..,n — 1} einer Log-Normalverteilung mit Parametern p; und 032 folgen.

Dabei vereinfacht die Annahme der Unabhéngigkeit die Berechnungen der Reserve. Somit
erhalten wir, dass der Endschadenstand U;|S; 11— = I HZ;; D, j, einer Log-Normal-
verteilung folgt mit p = log(S;ny1-4) + ZZ;:LH_i py und o2 = Z;}LH_,; o?. Nun miissen
wir noch die Parameter pj und o schiitzen. Da wir angenommen haben, dass die Ab-
wicklungsfaktoren unabhéngig sind, stellen die individuellen Abwicklungsfaktoren Fj ; fiir

1 =1,..,n — 7 eine Zufallsstichprobe der Log-Normalverteilung dar.

Lemma 5.1.
Mit Hilfe der Maximum-Likelihood Methode erhalt man

-
[y = = > log(Fi
= St
als Schétzer fur p;, j € {1,..,n — 1} und

o Siilog(Fuy — fiy)?)
J n _j

fiir 0%, wobei j € {1,..,n—2}. Der Schétzer fiir o7, wird genauso wie im linearen Modell
3.2.1 mit Hilfe der Kleinstquadratmethode berechnet.

Beweis. Die Likelihood Funktion ist gegeben durch

3
d

f(Fl,ja'anfj,ja/*L?o-]Z) = Q(Fk,]>
1

e
Il

wobei g die Dichtefunktion einer Log-Normalverteilung mit Parametern p; und o; ist.
Durch den Ubergang zur Log-Likelihood Funktion erhalten wir

log(f) :=log(f(Fi, . Fajjipt.03)) = _log(g(Fr;))
k=1

n—j

|
/N
=~
)
S
—~
—_
SN—
|
—~
o~
3
~—~
=
.
S~—
|
=
by
SN—
no
——

Damit erhalten wir

Dlog(f) 2 —(In(Fry) — pi)(=1) < (In(Fiy) — p1y)

— T = — — O
2 2
O k=1 9 k=1 95
und es gilt
n—j n—j
In(Frj) = > iy = f;(n—j)
k=1 k=1
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Nun wollen wir den Parameter 0]2 schétzen. Hier gilt

otoals) |G _ @ntosliy _ (op(Fig) i) )
1

aO'j 1 (277)20-]2‘Fk,j 203

_ n_J(_ﬁ (log(Fiy) — My)2> —0
o? o’
k=1 J

und daraus folgt
n—j n—j
> (log(Fry) — jij)* =Y 67 =62 (n—j)

k=1 k=1

Die Schétzer fi; und &JQ- sind notwendig um den Endschadenstand zu berechnen.

5.1.2 Simulationsalgorithmus zur Berechnung
der Endschadenstinde

Da wir in diesem Modell mit Zufallsvariablen arbeiten, muss die Berechnung der Endscha-
denstédnde ofters durchgefithrt werden, damit eine statistische Aussage getroffen werden
kann.

Daher wird nun ein Algorithmus fiir diese Berechnung vorgestellt, der aus folgenden
Schritten besteht.

1. Erzeuge zwei Zufallsvariablen Uy, U,, die auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt sind,
fur die also Uy, Uy ~ U(0,1) gilt.

2. Mit Hilfe der Box-Muller Methode kénnen wir nun zwei unabhéngige, standardnor-
malverteilte Zufallsvariablen erzeugen. Diese Variablen berechnen sich durch

7 = (—210g(U1))% cos(2rls) und Z, = (—2log(U1))% sin(27Us)

3. Mit der Transformation
Yi=exp(i+67;) und Yo = exp(fi + 673)

erhalten wir zwei logarithmisch normalverteilte Zufallsvariablen mit Paramatern /i
und 0.

4. Fiir jedes Schadenjahr i € {2,..,n} und Abwicklungsjahr j € {2,..,n} mit i+j > n+
1 wiederholen wir Schritt 1 bis 3 500 Mal um 1000 Beobachtungen Si,f-;l, ooy S.4:1000

des Schadenstandes S;; zu erhalten, wobei i = log(S;n1-:) + D 3—.1_; Hx und
. - .
02 =3 1o Ok

5. Damit erhalten wir unter anderem 1000 Beobachtungen ST, .., 57,0, des Gesamt-
schadenstandes, wobei Sf = >, S gilt.
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6. Unter Zuhilfenahme dieser 1000 Beobachtungen kénnen wir, sowohl fiir die Endscha-
densténde der einzelnen Schadenjahre, als auch fiir die Gesamtendschadenstidnde
und somit auch fiir die Reserve, die empirische Verteilungsfunktion, die Mittelwer-
te, Varianzen und weitere statistische Groflen berechnen.

Eine weitere Moglichkeit, die auch in dieser Arbeit verwendet wird, besteht darin die
logarithmisch normalverteilten Zufallsvariablen mit R Statistic [9] zu erzeugen. Dabei
ist zu beachten, dass hier die Parameter der Verteilung der Erwartungswert und die
Standardabweichung sind.

5.2 Das loggamma Modell

5.2.1 Grundlagen des Modells

In diesem Modell werden wir die Annahme treffen, dass die individuellen Abwicklungs-
faktoren logarithmisch gammaverteilt sind. Diese Verteilungsannahme hat nicht mehr so
viele wiinschenswerte Eigenschaften wie noch die Log-Normalverteilung.

So ist die logarithmische Gammaverteilung nur fiir Werte gréfler eins sinnvoll definiert.
Somit kann dieses Modell nur fiir Dreiecke verwendet werden, bei denen es fiir jedes Scha-
denjahr in jedem Abwicklungsjahr positive Zahlungen gab. Es besteht die Moglichkeit,
die beobachteten Abwicklungsfaktoren zu verschieben, sodass alle Faktoren gréfler eins
sind und dieses Modell auf alle Dreiecke angewandt werden kann, jedoch werden wir in
dieser Arbeit nicht ndher darauf eingehen.

Ein weiterer Nachteil besteht darin, dass die logarithmsiche Gammaverteilung nur dann
beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist, wenn der Skalierungsparameter konstant
ist fiir alle Abwicklungsjahre. Dabei ist die logarithmische Gammaverteilung beziiglich
der Multiplikation abgeschlossen, da die Gammaverteilung beziiglich der Addition abge-
schlossen ist. Somit miissen zur Berechnung der Schétzer alle bekannten Daten herange-
zogen werden und wir konnen uns nicht wie beim lognormalen Modell auf die einzelnen
Spalten des Dreiecks einschrinken.

Jedoch ist diese Verteilung trotzdem von grofler Interesse, da es Sparten gibt, bei de-
nen die Verteilung der Abwicklungsfaktoren der logarithmischen Gammaverteilung néher
kommmt als die Log-Normalverteilung, wie wir spéter bei der Sparte Rechtsschutz sehen
werden.

Die Dichte der Gammaverteilung mit Lageparameter o und Skalierungsparameter \, wir
schreiben dann X ~ Gamma(a, A), ist durch

flz) = a:ale:??((a—))\x))\a

z >0

gegeben, wobei
F(a):/ t* texp(—t)dt
0

die Gammafunktion ist.
Die momenterzeugende Funktion ist gegeben durch

My (t) = E[eap(tX)] = (%)a A<t
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Hier sehen wir sehr schon, wieso der Skalierungsparameter fiir die Abgeschlossenheit
beziiglich der Addition konstant sein muss. Wie wir ebenfalls an der momenterzeugenden
Funktion sehen, gilt fiir X, ..., X,, mit X; ~ Gamma(a;, A),

dass X = > | X; ~ Gamma(a = > a;, A). Weiter ist die Gammaverteilung nicht
abgeschlossen beziiglich Verschiebungen des Lageparameters und daher die logarithmi-
sche Gammaverteilung nicht beziiglich der Multiplikation mit Skalaren. Wenn X ~
Gamma(a, A) und wir Z = X + § betrachten, so folgt Z einer verschobenen Gammaver-
teilung mit Dichtefunktion

h(z) = >
(2) (o) z2>0
und momenterzeugenden Funktion
A
My(t) = Elexp(tX + t0)] = e:vp(té)()\ — t)o‘ A<t .

Betrachten wir nun Y = exp(X), so ist Y logarithmisch gammaverteilt mit Dichtefunktion

_ 1 (log(y)* 'y~ ODxe
9(y) = f(log(y))y - o) y>1 .

Wir nehmen nun an, dass die individuellen Abwicklungsfaktoren D; ; fiir i € {1,..,n} und
Jj € {1,..,n — 1} einer logarithmischen Gammaverteilung folgen mit Lageparameter «;
und Skalierungsparameter A. Somit ist der Endschadenstand U;|S; n41-i = I; Hz;ll D,
verschoben logarithmisch gammaverteilt und hat die Dichtefunktion

(10g(1) — 10g(Sipnar—))" Syt A"
(o)

gi(u;) = Ui > Sint1—i

. n—1
HlltOé—Zj n+1 zaﬂ

Nun wollen wir die Parameter des Modells schétzen. Dies ist weitaus aufwendiger als noch
im lognormalen Modell. Die Schatzung erfolgt wieder unter Zuhilfenahme der Likelihood-
Methode und wir erhalten als Loglikelihood-Funktion

n—1 n—j

Log(L(ayjy, X; Fijy)) = Z Z — Dlog(log(Fi ;)) + clog(N)

=1 i=1

—log(T'(c;)) — (A + 1)log(F; ;)

wobei hier nur noch jene Terme stehen, die von a; oder A abhédngen. DIe Maximierung
dieser Funktion fiihrt zu folgenden n Gleichungen

Z?_ll(” — J)&;
> i z 7 log(F; ;)
() = log(h) 4 2=t Log(log(Fiy)

X:

fir j=1,..,n—1



wobei ¢(z) = % die Digammafunktion ist. Eine Annéherung der Digammafunktion
ist gegeben durch

1 1 1 1 1
~ 1 = —
vla) ~ log(r) = 30 ~ 1o T T30at 25628 24028
1 N 691 1 N 255 N (5.1)
132210 32760x'2 1224 2893616 o '
wobei diese Annéherung fiir x — oo gilt. Da fiir die Gammafunktion
I(z+1)=al'(2)
gilt, erhalten wir fiir die Digammafunktion die Beziehung
1
(x+1) =h(r) + — (5.2)

T

Mit Hilfe der Approximation (5.1), der Beziehung (5.2) und der Tabelle 5.3 kénnen wir
nun fiir z € [0, 1;4000] die Funktion ¢ (z) sehr gut schétzen.

Wertbereich von x Berechnungsmethodik
[0,1;40] Verwendung der ersten 10 Terme von 5.1 mit ¢t = 40 + (z — [z]).
Y (x) kann dann mittels 5.2 durch v (¢) berechnet werden.
(40;60] Verwendung der ersten 10 Terme von 5.1
(60;200] Verwendung der ersten 8 Terme von 5.1
(200;500] Verwendung der ersten 6 Terme von 5.1
(500;4000] Verwendung der ersten 5 Terme von 5.1

Tabelle 5.3: Berechnungsalgorithmus der Digammafunktion

Bezeichnen wir mit [ := 40 — |z, so erhalten wir ¢(x) fiir z € [0, 1;40] durch

—~r+l—

Nun konnen wir die Parameter &y, ..., &, _1 berechnen. Dazu definieren wir den Vektor
F(A) = (f1(&), s fa1(@))”

wobei fiir k € {1,..,n — 1}

Z?’ “1(n— j)dy )_Z?;flog(log(ﬂ,k))
S0 i log(Fyy) n—Fk

Die Jacobi-Matrix J(&) des Vektors F(&) ist durch

fk(d) = fk<éél, ceey één_1> = ¢(0Afk> — lOg(




gegeben, wobei

V' (ay) 0 0

0 V' () 0
V(&) = .
O O . wl(OénA,I)
und
n—1 n—2 --- 1
n—1 n—-—2 --- 1
D .=

n—1 n-—-2 --- 1

gilt. Die Werte von ¢’(d) erhalten wir, indem wir (5.1) und (5.2) differenzieren und den
Algorithmus verwenden. Dabei gilt fiir € [0, 1;40] und [ := 40 — |z die Gleichung

l
W) =" (40+ (z — [=])) +

p x—i—l—l

Somit erhalten wir unter Zuhilfenahme des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens

(&l,ma ceey d/n—l,m)T - (OAél,m—la seey &n—l,m—l)T - ]F(dm—l)uﬂ_l(éém—l> )

welches wir durchfithren miissen bis Kovergenz beobachtbar ist. Eine Mdoglichkeit zur
Berechnung der Startwerte fiir das Newton-Verfahren ist die Momentenmethode. Dabei
gilt fir y € {1,..,n — 1}

65]‘,0 — : —7
> (log dw)) —J(E?:f log(d; ;))?
Bessere Startwerte erhalten wir, wenn wir die o; aus den Werten berechnen, die wir im

loginversen Modell erhalten. Nun konnen wir auch A berechnen. Somit kénnen wir mit
den geschétzten Parametern die Schadenstdnde simulieren und anhand des Simulations-
ergebnisses Erwartungswert und Varianz des Schétzers berechnen.

5.2.2 Simulationsalgorithmus zur Berechnung
der Endschadenstéinde

Auch fiir dieses Modell werden wir einen Algorithmus zur Berechnung der Endscha-
densténde angeben. Zunéchst prasentieren wir einen Algorithmus, der in allen Program-
men verwendet werden kann, die gleichverteilte Zufallsvariablen erzeugen kénnen.

1. Zunéchst wird eine Zufallsvariable X ~ Gamma(d,1) erzeugt. Dabei gilt es zu
unterscheiden, ob & > 1 oder & < 1 ist. Dieser Algorithmus zur Simulierung einer
gammaverteilten Zufallsvariable wurde aus Devroye [3] entnommen.

(a) Algorithmus fiir & > 1 :
3

Definiere b := & — 1 und ¢ := 3& — 1
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i. Erzeuge zwei unabhéingige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen U, V'
ii. Definiere W :=U(1-U),Y := /35U =b+Y

iii. Falls X < 0, gehe zu 1., sonst gehe zu iv..

iv. Definiere Z := 64VV3V2

v. Falls 7 <1 — gehe zu vii. , sonst gehe zu vi..

vi. Falls log(Z) < 2(bl0g( X)-Y) gehe zu vii., sonst gehe zu i..

vii. Gib X zuriick.

(b) Algorithmus fiir & < 1

Definiere ¢ := 1,d = d&(l — Q)
i. Erzeuge zwei unabhéngige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen U,V
ii. Damit erzeuge zwei exponentialverteilte Zufallsvariable

X =log(25),Y = log(%).
iii. Definiere Z = X¢. Damit ist Z weibullverteil mit Parameter a
iv. Falls X +Y < d+ Z, gib Z zuriick, sonst gehe zu i.

. Eine verschobene logarithmische Gammaverteilung mit Parametern &, A und Ver-
schiebung ¢ erhélt man durch

1
Y = exp(iX +4) .

. Fiir jedes Schadenjahr i € {2,..,n} und jedes Abwicklungsjahr j € {2,..,n} mit
1+ 7 > n + 1 wiederhole die Schritte eins und zwei 1000 Mal um Beobachtun-
gen S, 1,5”2, s Sijs 1000 ZU erzeugen, wobei 0 = log(S;+1-1) gilt. Dabei sind
o = Zk na1—i Ck und A jene Werte, die mittels der Likelihood-Methode berech-
net wurden.

. Somit erhélt man auch hier 1000 Beobachtungen der jeweiligen Endschadenstdnde
und des Gesamtendschadenstandes.

. Diese 1000 Beobachtungen kénnen dafiir verwendet werden, um den Erwartungs-
wert, die Varianz und andere statistische Kennzahlen der Endschadenstidnde und
der Reserven zu berechnen.

In dieser Arbeit werden wir jedoch die logarithmisch gammaverteilte Zufallsvariable nicht
mit dem im 1. und 2. Schritt beschriebenen Algorithmus bestimmen, sondern mit dem
Statistikprogramm R Statistics [9]. Alle anderen Schritte werden wie oben beschrieben
durchgefiihrt.

5.3 Das loginverse Gaufl Modell

5.3.1 Grundlagen des Modells

In diesem Modell werden wir die Annahme treffen, dass die individuellen Abwicklungs-
faktoren der loginversen Gauf-Verteilung folgen. Genauso wie die logarithmische Gam-
maverteilung ist diese Verteilung nur fiir Werte grofler eins definiert. Ebenso ist die lo-
ginverse Gauf-Verteilung nur dann beziiglich der Multiplikation abgeschlossen, wenn die
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Ereignisrate konstant ist. Daher miissen auch in diesem Modell alle bekannten Daten zur
Schétzung der Parameter herangezogen werden.

Die Dichte der inversen Gauf3-Verteilung mit Ereignisrate A > 0 und Mittelwert p > 0,
wir schreiben dann X ~ I'G(u, A), ist durch

A Az p)?
f(z) = (27m3)2emp(2u—2x) fir >0 (5.3)
gegeben. Durch die Umparametrisierung A := p?3 erhalten wir folgende Dichte
B —Blx —p)?, .
flx) = u(27m3) exp( o ) fiir x>0 (5.4)

und schreiben dann X ~ IG(u, 8). Die momenterzeugende Funktion dieser Verteilung ist
durch
B

2 1
Mx(t) = exp(uf — pB(1 — Et)Q) t<3
gegeben. Anhand der Darstellung der momenterzeugenden Funktion ist zu erkennen, dass
eine Summe unabhéngiger, invers gaufiverteilter Zufallsvariablen wieder invers gaufiver-
teilt ist, wenn [ konstant ist.
Definieren wir Z := X + ¢, wobei X ~ IG(f, ) und 6 > 0, so ist Z nicht invers gauf-
verteilt sondern verschoben invers gaufiverteilt. Diese Verteilung hat die Dichtefunktion
B e e Ok
h(z) = p(=—/——==)2 >0
(2) M(ZW(Z_(;)g) exp( 2= 9) ) z=

und die momenterzeugende Funktion

=

My(t) = exp(uB +t6 — pB(1 — =t))

Somit erhalten wir fiir unabhéngige Zufallsvariablen Xi, ..., X,,, wobei X; ~ IG(u;, 5),
dass T}, := Z?:l(Xi + ;) einer verschobenen inversen Gauf-Verteilung folgt mit Para-
metern p = > - p1; und S und einer Verschiebung 6 = > | 4;.

Ist X ~ IG(p, 8) und defineren wir Y := exp(X), dann ist Y logarithmisch invers gauf-
verteilt mit Dichtefunktion

™|

_ 1 B il —B(log(y) —p)*, .
Damit erhalten wir
P 1 —aslp b

In diesem Modell wollen wir nun annehmen, dass die Abwicklungsfaktoren D, ; fiir i €
{1,..,n} und j € {1,..,n — 1} logarithmisch invers gaufiverteilt sind mit Parametern y;
und . Dann ist die Verteilung von U;|S; i1 = 1 H;:ll D, ; eine verschobene logarith-
mische inverse Gauf-Verteilung mit Dichtefunktion

() = p 1ia 38, —(1+38)
gz(“z) - M(QW(lOg(Ul) . lOg(Si,n+1—i))3) (SZ,n+171) u;
x exp(Lp — il )
P 2llog(u) = 10g(Siea)
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wobel u; > S py1—; und p = Z; Cnp1—i My gilt.

Genauso wie im loggamma Modell ist die Schétzung der Parameter sehr rechenintensiv.
Unter Zuhilfenahme der beobachtbaren, individuellen Abwicklungsfaktoren F; ; erhalten
wir die Loglikelihoodfunktion

3
L
3
d

EB(ZOQ(E‘,J’) — 5)°
2 log(Fi;) ’

1
log(L(pjy, B, dgigy)) = (log(p;) + §log(ﬁ) -
1 =1

<.
Il

wobei jene Terme, die unabhéngig von 8 und p; sind, bereits weggelassen wurden. Fiir
die Maximum-Likelihoodschétzer ergeben sich somit folgende n Gleichungen

n log( j
1 i (el
B (n;l)n
i S o S S SR
~ = [ —(n—=7)i;
b log(Fyy) ’

wobei j € {1,..,n — 1}. Diese Gleichungen kénnen wir mittels einem zweischrittigen
iterativen Verfahren losen.

Als Startwert dieses Verfahrens wéhlen wir ;o = nlj S " log(F; ). Dieser Algorithmus
wird solange ausgefiihrt bis Konvergenz der Parameter elntrltt

1. Unter Zuhilfenahme der Werte fi; y,—1, .., fln—1,m—1 Wird der
Maximumlikelihoodschétzer ,, berechnet.

2. Nachdem f3,, berechnet wurde, kann damit fijm fir j € {1,..,n — 1} mit Hilfe des
Maximumlikelihoodschétzers berechnet werden. Dabei gilt

' 1
n_j+((n—j)(n—j+4ﬁ Zz—l log(F, ”)))2
22@ 1 lOg(FZj

Hjm =

Nun kénnen wir mit Hilfe des Algorithmus, der im néchsten Unterkapitel vorgestellt wird,
Endschadensténde simulieren und mit Hilfe dieser Stichprobe Erwartungswert, Varianz
und weitere statistische Kennzahlen berechnen.

5.3.2 Simulationsalgorithmus zur Berechnung
der Endschadenstinde

Auch fiir dieses Modell werden wir zunéchst einen allgemeinen Algorithmus betrachten,
der mit allen Programmen durchgefiihrt werden kann, die uniformverteilte Zufallsvaria-
blen erzeugen kann. Dabei ist zu beachten, dass die Zufallsvariablen mit einer Parame-
trisierung, wie sie bei (5.4) der Fall ist, erzeugt werden.

1. Erzeuge auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen U; und Us.
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2. Mit der Box-Miiller Methode werden zwei unabhéngige chi-quadratverteilte Zufalls-
variablen Z1, Z5 mit einem Freiheitsgrad erzeugt, wobei

Z1 = ((—2log(Uy) 2 cos(21Uy))2, Zs = ((—2log(Uy) 2 sin(21Us))?
gilt.

. 1
Z172—(Zf,2+46112172)2
28

3. Nun definieren wir X; o := fi +

4. Fiir jede der beiden Zufallsvariablen X, X5 erzeugen wir eine auf [0, 1] gleichver-
teilte Zufallsvariable V; o

5. Wenn V; < HLX fir ¢ € {1,2} definiere Y; := exp(X; + §), sonst definere Y; :=
exp(% + d). Dann folgt Y; einer verschobenen logarithmisch inversen Gauf3-Ver-

teilung mit Parametern i, B und Verschiebung §.

6. Fiir jedes Schadenjahr i € {2,..,n} und Abwicklungsjahr j € {2,..,n} mit i +j >
n+1 wiederholen wir die oben genannten Schritte 500 Mal um 1000 Beobachtungen
Siji1y s Sijiooo zu erzeugen wobei 0 = log(S; n41—i) und f und g = Zf;;ﬂﬂ. [t

die oben berechneten Werte sind.

7. Somit erhélt man auch hier 1000 Beobachtungen der jeweiligen Endschadensténde
und des Gesamtendschadenstandes. Mit Hilfe dieser Stichprobe kénnen wir statis-
tische Kennzahlen der Schadenstdnde und der Reserven berechnen.

Fiir diese Arbeit werden wir die invers gaufiverteilten Zufallsvariablen mit Hilfe des Sta-
tistikprogramms R [9] berechnen. Dabei ist zu beachten, dass in diesem Programm die
Dichte mit der Parametrisierung wie in (5.3) hinterlegt ist. Daher miissen wir in diesen
Fall mit den Parametern i und A = 423 arbeiten.

5.4 Beispiele

Auch bei diesen Modellen werden wir die Reserve anhand der kumulierten Zahlungsdrei-
ecke der KFZ-Kasko und Rechtsschutz Sparte berechnen, wobei auch hier nochmals zu
erwahnen ist, dass die verwendeten Daten aus der Praxis stammen. Dabei werden wir
zuerst die verschiedenen Verteilungsannahmen auf KFZ-Kasko und danach auf Rechts-
schutz anwenden.

Dabei wird bei den nachfolgenden Beispielen R; fiir die tatséchliche benttigte Reserve
stehen, das heifit fiir ¢ € {2,..,7} gilt

Ri - Sz',n - Si,n+1—z'
und R} bezeichnet fiir i € {2,..,7} den Schétzer der Reserve, es gilt also

N

*
R = Si,n - Pint+l—i -

)
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Dabei erhalten wir die Schétzer S” fiir i + 7 > n + 1 durch das empirische Mittel der

jeweiligen Stichprobe,

~

Sig =

1000
K1 ik

1000
Die Standardabweichung der tatséchlichen Reserve erhalten wir durch

1 1000
d(R) = | —— e — )2
S (Rz) 1000 — 1 ;(Sz,n,k Sz,n)

da auch hier aufgrund der Tatsache, dass S; ,+1-; eine Konstante ist,
Var(R;) = Var(S;,)

gilt. Somit erhalten wir

~ /1000

Die Quantile der Konfidenzintervalle erhalten wir aus der Stichprobe.

5.4.1 KFZ-Kasko

Wir werden hier die Beispiele ebenfalls mit den bereits beobachtbaren kumulierten Zah-
lungsdreieck beginnen, welches bereits aus dem Chain-Ladder Modell bekannt ist.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 9.908.307,89 12.342.766,87 12.343.978,93 12.346.573,05 12.349.183,49 12.350.215,83 12.350.721,33
2 12.685.757,26 15.412.892,42 15.480.782,30 15.498.134,36 15.498.177,08 15.498.287,71
3 16.301.266,73 19.454.488,43 19.608.489,82 19.720.436,82 19.722.695,47
4 16.084.447,76 18.711.072,65 18.869.060,33 18.920.165,93
5 15.452.148,36 18.356.911,24 18.489.553,46
[§ 15.463.013,72 18.430.481,19
7 13.768.695,59

Aus diesen Daten erhalten wir die logarithmierten, individuellen Abwicklungsfaktoren

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6|7
1[0,21970 | 0,00010 | 0,00021 | 0,00021 | 0,00008 | 0,00004
2 [0,19472 | 0,00440 | 0,00112 | 0,000003 | 0,00001
3770,17683 | 0,00788 | 0,00569 | 0,00011
41°0,15126 | 0,00841 | 0,00270
5 | 0,17226 | 0,00720
6 | 0,17555
7

Tabelle 5.4: Logarithmierte individuelle Abwicklungsfakoren KFZ-Kasko

Um spéter unser Ergebnis mit den tatséchlich beobachteten Werten vergleichen zu
konnen, benotigen wir noch das tatsdchliche Abwicklungsquadrat welches wie folgt aus-

sieht
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 9.908.307,89 | 12.342.766,87 | 12.343.978,93 | 12.346.573,05 | 12.349.183,49 | 12.350.215,83 | 12.350.721,33
2 | 12.685.757,26 | 15.412.892,42 | 15.480.782,30 | 15.498.134,36 | 15.498.177,08 | 15.498.287,71 | 15.499.202,02
3 | 16.301.266,73 | 19.454.488,43 | 19.608.489,82 | 19.720.436,82 | 19.722.695,47 | 19.722.695,47 | 19.722.939,17
4 | 16.084.447,76 | 18.711.072,65 | 18.869.060,33 | 18.920.165,93 | 18.927.186,83 | 18.931.158,56 | 18.931.978,64
5 | 15.452.148,36 | 18.356.911,24 | 18.489.553,46 | 18.489.986,41 | 18.490.702,29 | 18.491.202,29 | 18.491.373,02
6 | 15.463.013,72 | 18.430.481,19 | 18.582.598,10 | 18.589.779,85 | 18.599.426,35 | 18.600.784,49 | 18.601.256,49
7 | 13.768.695,59 | 16.330.431,63 | 16.439.713,95 | 16.471.855,69 | 16.472.920,60 | 16.473.930,60 | 16.473.930,60

Nun ist alles vorbereitet um die Reserven unter den verschiedenen Verteilungsannahmen
zu berechnen.

5.4.1.1 Lognormales Modell

Der erste Schritt, der in diesem Modell durchgefithrt werden muss, ist die Schiatzung der
Parameter der Log-Normalverteilung. Diese Schéitzer sehen wie folgt aus

il ! | 2 | 3 | 4] 5 | 6
I 0,18172 0,00560 0,00243 0,00011 0,00005 0,00004
o? 0,000448398259 | 0,000009477330 | 0,000004341273 | 0,000000007268 | 0,000000001461 | 0,000000000043

Nun kénnen wir mithilfe des Algorithmus aus 5.1.2 die nicht beobachtbaren Schaden-
stdnde simulieren. Die Stichproben die wir dadurch erhalten, kénnen wir nutzen, um die
zukiinftigen Schadenstédnde zu schétzen.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 9.908.307,89 12.342.766,87 12.343.978,93 12.346.573,05 12.349.183,49 12.350.215,83 12.350.721,33
2 12.685.757,26 15.412.892,42 15.480.782,30 15.498.134,36 15.498.177,08 15.498.287,71 15.498.918,79
3 16.301.266,73 19.454.488,43 19.608.489,82 19.720.436,82 19.722.695,47 19.723.576,57 19.724.384,56
4 16.084.447,76 18.711.072,65 18.869.060,33 18.920.165,93 18.922.248,83 18.923.099,34 18.923.872,21
5 15.452.148,36 18.356.911,24 18.489.553,46 18.533.378,76 18.535.545,61 18.536.399,49 18.537.151,10
6 15.463.013,72 18.430.481,19 18.532.973,25 18.580.889,63 18.582.913,54 18.583.772,66 18.584.533,74
7 13.768.695,59 16.504.277,86 16.596.446,31 16.636.732,47 16.638.543,84 16.639.294,48 16.639.979,53

Tabelle 5.5: KFZ-Kasko Lognormales Modell

Fiir die Reserven und deren Kennzahlen erhalten wir folgendes Bild.
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SJ R! | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}
2 631,08 110,64 403,25 852,49 3,50
3 1.689,09 766,10 234,26 3.157,88 24,23
4 3.706,28 | 1.814,66 225,02 7.370,34 57,38
5| 4759764 | 39.572,22 6.111,34 125.437,09 1.251,38
6 [ 154.052,55 | 69.055,49 16.937,80 289.007,99 2.183,73
7287128394 | 361.967,23 | 2.158.993,84 | 3.574.043,60 | 11.446,41
Gesamt | 3.078.960,58 | 371.430,25 | 2.306.445,26 | 3.751.638,74 | 11.745,66

Auffallend ist hier, dass die Standardabweichung des Schétzers sehr gering ist im Vergleich
zu den anderen Modellen, da hier auf mehr Daten zuriickgegriffen werden kann, um den
Schadenstand zu schétzen.

Vergleichen wir nun unsere Schétzer mit den tatsdchlichen Werten, erhalten wir folgende
Differenzen.

SJ R; R — R;

2 914,31 | -28323

3 243,70 | 1.445,39

4] 11.812,71 | -8.106,43

5 1.819,56 | 45.778,08

6 170.775,30 | - 16.722,75

7 ]2.705.235,01 | 166.048,93
Gesamt | 2.890.800,59 | 188.159,99

Hier ist gut zu erkennen, dass mit Ausnahme des 5. Schadenjahres die Reserve gut
geschétzt wird. Anzumerken ist, dass die Schadenjahre 2 bis 5 nicht oder nur sehr knapp
im angegebenen Konfidenzintervall liegen. Bei mehrmaligem Auftreten dieser Situation
wére die Verteilungsannahme nochmals zu iiberdenken.

5.4.1.2 Loggamma Modell

Auch in diesem Modell miissen wir als ersten Schritt die Parameter der Verteilung
schitzen. Da diese Schiatzung unter Zuhilfenahme des Newton-Verfahrens funktioniert,
miissen wir zundchst die Startwerte berechnen.

Wiirden wir zur Berechnung der Startwerte die Momentenmethode verwenden, kénnten
wir fiir unsere Daten keine Konvergenz beobachten. Daher miissen wir, wie in 5.2.1 be-
schrieben, auf die Werte des loginversen Gaufl Modell zuriickgreifen, um die Startwerte
& o zu berechnen.

il 1] 2 | 3 | 4] 5 | 6
djo || 33,1395352 | 0,33273305 | 0,403037 | 0,03853953 | 0,04976607 | 0,0894312

Mit deren Hilfe wurde das Newton-Verfahren durchgefiihrt bis fiir alle j € {1, ..,6}
|G — Gjm—1| < 107°

gilt. Somit erhalten wir fiir die Parameter der Verteilung die Schétzer
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il

L |

2

3|

4 5

6

a; || 60,542543 | 1,4258571 | 0,88769409 | 0,24552795 | 0,2198458 | 0,246035

und

~

A =332,61464 .

Nun kénnen wir den Algorithmus 5.2.2 anwenden um die Schadenstéinde zu schétzen.
Dieser liefert uns folgende Werte

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 9.908.307,89 12.342.766,87 12.343.978,93 12.346.573,05 12.349.183,49 12.350.215,83 12.350.721,33
2 12.685.757,26 15.412.892,42 15.480.782,30 15.498.134,36 15.498.177,08 15.498.287,71 15.509.761,41
3 16.301.266,73 19.454.488,43 19.608.489,82 19.720.436,82 19.722.695,47 19.736.361,84 19.751.287,89
4 16.084.447,76 18.711.072,65 18.869.060,33 18.920.165,93 18.934.881,07 18.948.603,66 18.962.990,47
5 15.452.148,36 18.356.911,24 18.489.553,46 18.540.029,05 18.553.799,13 18.566.695,23 18.581.554,44
6 15.463.013,72 18.430.481,19 18.510.697,79 18.557.872,51 18.570.056,93 18.583.210,46 18.597.397,19
7 13.768.695,59 16.522.811,00 16.590.905,75 16.633.900,87 16.645.641,68 16.657.203,19 16.668.325,57

Tabelle 5.6: KFZ-Kasko Loggamma Modell

Somit erhalten wir fiir die Reserven folgende Werte

SJ Ry | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}

2 11.473,70 | 22.496,46 0,02 84.779,52 711,40

3 28.592,42 | 39.931,12 31,70 142.764,51 1.262,73

4 42.824,54 | 49.687,38 418,16 189.268,52 1.571,25

5 92.000,98 |  73.443,57 24.875,82 282.577,78 2.322,49

6 166.916,00 |  94.259,03 40.981,12 413.268,55 2.980,73

7 2.899.629,98 | 402.373,20 | 2.165.174,60 | 3.802.950,72 | 12.724,16
Gesamt | 3.241.437,60979 | 428.388,16 | 2.470.479,74 | 4.158.080,39 | 13.546,82

Vergleichen wir nun die geschéitzten Reserven mit den tatsdchlich bendtigten, erhalten

WIr
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SJ Ri R; - Ri
914,31 | 10.559,39
243,70 | 28.348,72
11.812,71 | 31.011,83
1.819,56 | 90.181,42
170.775,30 | - 3.859,30

2.705.235,01 | 194.394,97

Gesamt | 2.890.800,59 | 350.637,02

| O] O | W DD

In diesem Modell werden vor allem die Schadenjahre 2 bis 5 stark iiberschétzt. Daher
erhalten wir auch fiir die Gesamtreserve eine relativ grofe Abweichung. Hier befinden
sich bis auf das 5. Schadenjahr alle tatsdchlichen Reserven in deren Konfidenzintervall.
Dies liegt auch daran, dass die Reserven fiir die Schadenjahre 2 bis 4 sehr stark streuen
und daher die Konfidenzintervalle deutlich gréer werden.

5.4.1.3 Loginverses Gaufl Modell

Um bei diesem Modell die Endschadenstdnde berechnen zu kénnen, ist es zunéchst not-
wendig die Parameter zu schéitzen. Da diese sowie im loggamma Modell iiber einen Al-
gorithmus berechnet werden miissen, ist es notwendig, Startwerte fiir diesen Algorithmus
anzugeben.

il 1| 2 | 3 | 4] 5 | 6
fjo || 0,1817220 | 0,0055972 | 0,0024320 | 0,0001096 | 0,0000454 | 0,0000409

Mit Hilfe dieser Startwerte und des Algorithmus im Abschnitt 5.3.1 kénnen wir nun die
Parameter schitzen, wobei der Algorithmus durchgefiihrt wurde bis fiir alle j € {1, ..,6}

|ftjm — fijm| < 107°
gilt. Daher erhalten wir

il L] 2 | 3 | 4] 5 | 6
fi; || 0,1847591 | 0,0018550 | 0,0022470 | 0,0002149 | 0,0002775 | 0,0004986

und

~

B =179, 3662264 .

Unter Verwendung des Algorithmus 5.3.2 kann nun auch in diesem Modell das Zahlungs-
quadrat erzeugt werden.
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7

1 0.908.307,89 | 12.342.766,87 | 12.343.978,93 | 12.346.573,05 | 12.349.183,49 | 12.350.215,83 | 12.350.721,33
12.685.757,26 | 15.412.892,42 | 15.480.782,30 | 15.498.134,36 | 15.498.177,08 | 15.498.287,71 | 15.505.573,43
16.301.266,73 | 19.454.488,43 | 19.608.489,82 | 19.720.436,82 | 19.722.695,47 | 19.728.027,93 | 19.738.270,19
16.084.447,76 | 18.711.072,65 | 18.869.060,33 | 18.920.165,93 | 18.925.937,32 | 18.931.582,02 | 18.942.849,08
15.452.148,36 | 18.356.011,24 | 18.489.553,46 | 18.533.573,50 | 18.536.758,64 | 18.541.787,84 | 18.549.946,86
15.463.013,72 | 18.430.481,19 | 18.468.055,45 | 18.506.842,99 | 18.510.254,37 | 18.514.642,51 | 18.523.990,39
13.768.695,59 | 16.558.979,09 | 16.590.735,27 | 16.628.723,38 | 16.631.895,32 | 16.636.351,30 | 16.644.313,55

Tabelle 5.7: KFZ-Kasko Loginverses Gaufl Modell

| o U] x| wof o

Fiir die Reserven und deren Kennzahlen erhalten wir aus den Stichproben folgende Werte

SJ R} | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}
2 7.285,72 | 21.540,29 127,12 63.262,73 681,16
3] 1557472 | 40.404,23 467,02 114.133,62 1.277,69
4] 2268315 | b57.87547 567,67 148.693,62 1.830,18
5[  60.393,40 | 76.444,40 12.559,67 289.672,25 2.417,38
6 93.509,20 | 92.983,33 12.748,58 364.601,98 2.940,39
712.875.617,96 | 553.899,80 | 1.976.903,01 | 4.191.569,83 [ 17.515,.85
Gesamt | 3.075.064,15 | 577.757,06 | 2.178.990,64 | 4.339.849,38 |  18.270,28

und folgende Abweichung zur tatséchlichen Reserve

SJ Ri| R —R

2 914,31 | 6.37141

3 243,70 | 15.331,02

4] 11.812,71 | 10.870,44

5 1.819,56 | 58.573,84

6 [ 170.775,30 | - 77.266,10

7 ]2.705.235,01 | 170.382,95
Gesamt | 2.890.800,59 | 184.263,56

Auch hier wird die Reserve des 5. Schadenjahres deutlich iiberschétzt. Betrachten wir
hier die jeweiligen Konfidenzintervalle der Reserven ist gut zu erkennen, dass fiir das 3.
und 5. Schadenjahr die tatsichliche Reserve auflerhalb des Konfidenzintervalls liegt.
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5.4.2 Rechtsschutz

Auch bei der Sparte Rechtsschutz ist das Erste, das wir benétigen, das beobachtbare
Zahlungsdreieck, um die individuellen Abwicklungsfaktoren zu berechnen. Das Zahlungs-
dreieck hat folgende Form

SJ\ AbwJ 1 2 3 4 5 6 7
T | 96.455,48 | 445.284,62 | 643.92552 | 779.651,50 | 883.732,87 | 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 | 516.871,08 | 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30
3 | 184.521,83 | 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17
7 | 448.107,48

und daraus erhalten wir die logarithmierten, individuellen Abwicklungsfaktoren

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6|7
1 | 1,52963212 | 0,36886939 | 0,19126396 | 0,12530781 | 0,04304523 | 0,088798
2 | 1,59925418 | 0,51450171 | 0,18609673 | 0,18196981 | 0,05027561
3 | 1,43372527 | 0,37484736 | 0,14800776 | 0,12193821
4 | 1,36764216 | 0,37951529 | 0,18378992
5 | 1,12174476 | 0,37456149
6 | 1,2286979
7

Tabelle 5.8: Logarithmierte individuelle Abwicklungsfaktoren Rechtsschutz

Um auch hier unsere Ergebnisse mit den tatséchlich eingetretenen Schadenzahlungen zu
vergleichen, bendtigen wir noch das Abwicklungsquadrat

SJ \ AbwJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 445.284,62 643.925,52 779.651,50 883.732,87 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 516.871,08 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.358.927,95
3 | 184.521,83 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78 | 1.539.980,31 | 1.628.371,44
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 | 1.932.512,08 | 2.061.823,12 | 2.215.163,34
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.928.900,99 | 2.251.362,16 | 2.567.299,12 | 2.859.606,91
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.091.419,97 | 2.711.636,97 | 3.216.827,36 | 3.621.598,68 | 3.822.963,90
7 | 448.107,48 | 1.593.877,88 | 2.344.880,19 | 3.065.084,79 | 3.601.092,25 | 3.960.953,39 | 4.116.655,97
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5.4.2.1 Lognormales Modell

Um die zukiinftigen Schadensténde schétzen zu konnen, benotigen wir auch hier Schéatzer
fiir die Parameter der Verteilung. Diese erhalten wir aus den logarithmierten, individuellen
Abwicklungsfaktoren und haben folgende Form

2 |
0,40246
0,003149783605

3 |
0,17751
0,000280107184

4 |
0,14307
0,000758414447

5 | 6
0,04666 0,088798
0,000013069602 | 0,000004999082

ill 1|
1 1,38012
0]2. 0,027181549512

Somit erhalten wir unter Verwendung des Algorithmus 5.1.2 folgendes geschétztes Zah-
lungsquadrat.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1| 9645548 | 445.284,62 | 643.92552 779.651,50 | 883.732,87 | 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 | 516.871,08 | 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.435.753,61
3 | 184.521,83 | 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78 | 1.546.380,34 | 1.690.092,48
1 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 | 2.048.736,96 | 2.146.453,06 | 2.345.804,13
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.940.113,32 | 2.237.966,95 | 2.344.949,02 | 2.562.441,12
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.144.554,80 | 2.560.518,09 | 2.953.566,36 | 3.004.347,87 | 3.381.641,77
7 | 448.107,48 | 1.799.704,72 | 2.683.354,10 | 3.204.14559 | 3.695.074,77 | 3.871.649,44 | 4.231.343,54

Tabelle 5.9: Rechtsschutz Lognormales Modell

Nun da die Endschadensténde berechnet sind, konnen wir die Reserve und deren Kenn-
zahlen unter Zuhilfenahme der Stichproben berechnen. Dabei erhalten wir folgende Werte

SJ R} | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}
2 [ 122.00831 | 3.193,90 | 116.162,30 128.292,82 101,00
3] 213.951,70 | 7.322,16 | 200.121,07 228.312,37 231,55
A 57477769 | 66.874,16 |  452.480,68 711.121,43 2.114,75
5| 93874530 | 82.798,66 | 774.92329 [ 1.099.162,41 2.618,32
6 [ 1.947.926,60 | 222.955,16 | 1.560.643,14 [  2.409.596,49 7.050,46
7 [3.783.236,06 | 744.637,00 | 2.466.207,54 | 5.328.397,81 | 23.547,49
Gesamt | 7.580.645,66 | 778.776,88 | 6.171.778,13 | 9.227.171,42 |  24.627,09

Natiirlich gilt auch hier unser Interesse der Abweichung von unseren Schétzern zu den
tatsédchlichen Werten
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SJ R; R: — R
2| 4518265 | 76.825,66
3| 152.230,66 | 61.721,04
4] 444.136,90 | 130.640,79
5] 1.235.911,09 | - 297.165,79
6 [ 2.389.248,73 | - 441.322,13
7]3.668.548,49 | 114.687,57
Gesamt | 7.935.258,52 | - 354.612,86

Betrachtet man die Schadenjahre ist gut zu erkennen, dass mit Ausnahme des 7. Schaden-
jahres die Reserven deutlich iiber- beziehungsweise unterschétzt werden. Betrachtet man
hingegen die Gesamtreserve ist diese Fehlschétzung nicht so stark zu erkennen, da sich
diese ausgleichen. Vergleicht man die tatséchliche Reserve mit den Konfidenzintervallen,
ist zu erkennen, dass die Schadenjahre 2 bis 5 nicht im Konfidenzintervall liegen. Daher
wére auch hier die Verteilungsannahme nochmals zu iiberdenken.

5.4.2.2 Loggamma Modell

Genauso wie bei KFZ-Kasko miissen wir zur Schéitzung der Parameter die Werte ver-
wenden, die wir durch das logarithmische inverse Gaufl Modell erhalten, da auch hier
die Momentenmethode keine Konvergenz liefert. Daher erhalten wir als Startwerte des
Newton-Verfahrens

il L 2] 3 | 4] 5 | 6
Gjo || 155,601746 | 46,007127 | 20,9409153 | 16,6814338 | 6,13399122 | 11,014434

Nach Verwendung des Newton-Verfahrens, wobei auch hier die Abbruchbedingung
|G — Gjm—1| < 107°
fir alle j € {1,..,6} ist, erhalten wir fiir die Verteilung als Parameter

il L 2| 3 | 4] 5 | 6
d; || 161,210378 | 47,3053983 | 21,222471 | 16,9931483 | 5,94962162 | 10,912799

und R
A =117,3088946 .

Nun kénnen wir die Schadensténde berechnen, indem wir den Algorithmus 5.2.2 verwen-
den und so fiir die Schadenstédnde Stichproben erzeugen. So erhalten wir
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SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
T | 9645548 | 44528462 | 64392552 | 779.651,50 | 883.732,87 | 922.603,96 | 1.008.276,85

2 | 104.432,33 | 516.871,08 | 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.442.389,93

3 | 184.521,83 | 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78 | 1.553.390,20 | 1.703.248,29

4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 | 2.052.574,20 | 2.160.125,46 | 2.371.828,46

5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.947.589,07 | 2.249.453,80 | 2.367.252,43 | 2.602.933,33

6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.154.794,74 | 2.586.528,94 | 2.988.745,19 | 3.146.088,42 | 3.455.462,06

7 | 448.107,48 | 1.779.799,25 | 2.669.588,22 | 3.202.384,76 | 3.703.632,88 | 3.898.049,50 | 4.275.235,80

Tabelle 5.10: Rechtsschutz Loggamma Modell
und fiir die Reserve folgende Werte

SJ R} | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}

2 128.644,63 41.624,83 61.742,30 224.142,04 1.316,29

3| 227.107,51 58.933,13 128.413,94 358.438,83 1.863,63

4| 600.802,02 | 122.223,10 394.591,81 866.756,80 3.865,03

5 979.237,51 | 169.496,09 684.818,89 1.347.257,57 5.359,94

6 | 2.021.746,89 | 305.229,94 | 1.473.163,66 2.653.524,05 9.652,22

7| 3.827.128,32 | 608.509,62 | 2.794.394,42 5.212.812,22 19.242.76
Gesamt | 7.784.666,87 | 718.630,44 | 6.535.906,93 | 9.270.056,68 | 22.725,09

Fiir die Abweichung der soeben berechneten Reserve zu der tatsiachlich benttigten Reserve
ergibt sich folgende Tabelle

SJ R; R* — R,
2| 45.182,65 | 83.461,98
3| 152.230,66 | 74.876,85
4] 444.136,90 | 156.665,12
5 | 1.235.911,00 | - 256.673,58
6 | 2.389.248,73 | - 367.501,84
71 3.668.548.49 | 158.579,83

Gesamt | 7.935.258,52 | - 150.591,65

Auch hier werden die Reserven der Schadenjahre iiberschétzt bezichungsweise unter-
schétzt, jedoch liegen hier mit Ausnahme des 2. Schadenjahres alle Reserven im angegeben
Konfidenzintervall.
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5.4.2.3 Loginverses Gaufl Modell

So wie bei KFZ-Kasko miissen zur Berechnung der Parameter zunéchst die Startwerte
berechnet werden, bevor wir den Algorithmus, der im Abschnitt 5.3.1 beschrieben ist,
anwenden kénnen.

Dabei haben die Startwerte folgende Form

j| L | 2 3 4 5 6

fijo || 1,380116067 | 0,40245905 | 0,177514591 | 0,143071944 | 0,04666042 | 0,0887983

und daraus erhalten wir die optimalen Werte

il

2|

3

4

5

6

fi; || 1,36834142 | 0,404580663 | 0,184151673 | 0,1466944 | 0,0539415 | 0,0968599

und

~

B = 113,715585544 |

wobei auch hier der Algorithmus abgegbrochen wurde, sobald fir alle j € {1,..,6}

gilt.

|ftjm — ftjm—1] < 107°

Da wir nun die Parameter der Verteilung geschétzt haben, konnen wir den Algorithmus
5.3.2 verwenden um Stichproben fiir unsere Schadensténde zu erzeugen und damit das
Zahlungsquadrat schétzen.

SJ\ AJ 1 2 3 4 5 6 7
1 96.455,48 445.284,62 643.925,52 779.651,50 883.732,87 922.603,96 | 1.008.276,85
2 | 104.432,33 516.871,08 864.624,40 | 1.041.473,61 | 1.249.328,81 | 1.313.745,30 | 1.447.096,97
3 | 184.521,83 773.938,99 | 1.125.902,72 | 1.306.684,34 | 1.476.140,78 | 1.558.122,92 | 1.717.873,73
4 | 256.817,88 | 1.008.288,24 | 1.473.689,87 | 1.771.026,44 | 2.052.481,14 | 2.167.568,64 | 2.388.825,16
5 | 363.636,21 | 1.116.438,19 | 1.623.695,82 | 1.955.099,58 | 2.265.398,22 | 2.392.613,75 | 2.631.728,73
6 | 419.610,32 | 1.433.715,17 | 2.146.908,40 | 2.581.678,41 | 2.992.369,65 | 3.159.374,06 | 3.482.386,93
7 | 448.107,48 | 1.772.741,38 | 2.657.300,64 | 3.199.618,65 | 3.703.390,36 | 3.907.929,05 | 4.301.477,91

Tabelle 5.11

: Rechtsschutz Loginverses Gaufl Modell

Betrachten wir nun die Reserven und deren Kennzahlen erhalten wir folgendes Bild
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SJ R! | Stdabw. R; | 2,5%-Quantil | 97,5%-Quantil | Stdabw. R}
2| 133.351,67 | 42.372,59 71.297,92 232.384,23 1.339,94
3] 241.732,95| 62.692,16 |  143.103,50 384.800,91 1.982,50
4] 617.798,72 | 119.763,93 |  432.194,53 900.769,33 3.787,27
5[ 1.008.032,91 | 179.181,91 |  703.585,14 | 1.411.756,41 5.666,23
6 | 2.048.671,76 | 312.804,30 | 1.523.544,81 | 2.722.281,48 9.891,74
7]3.853.370,43 | 592.634,82 | 2.835.496,43 | 5.049.369,38 |  18.740,76
Gesamt | 7.902.958,43 | 710.259,74 [ 6.619.691,46 | 9.367.359,20 | 22.460,39

Zuletzt betrachten wir auch hier die Abweichung der geschétzten Reserven zu den
tatsdchlich benotigten Reserven

SJ R R — R
2| 45.182,65 | 88.169,02
3| 152.230,66 | 89.502,29
4| 44413690 | 173.661,82
5| 1.235.911,0 | - 227.878,18
6 | 2.389.248,73 | - 340.576,97
7| 3.668.548,49 | 184.821,94
Gesamt | 7.935.258,52 | - 32.300,09

Hier ist zwar die geschétzte Gesamtreserve anndhernd gleich wie die tatsédchliche Reserve,
jedoch sind die einzelnen Schadenjahre stark iiber- beziehungsweise unterschétzt. Auch
hier liegen die Reserven mit Ausnahme des 2. Schadenjahres immer in dem angegebenen
Konfidenzintervall, jedoch teilweise sehr knapp.
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Kapitel 6

Vergleich der Verfahren

In diesem Kapitel wollen wir die verschiedenen Verfahren miteinander vergleichen. Dabei
ist zu erwéhnen, dass die Verfahren auf unterschiedlichen Annahmen beruhen und es
daher schwer ist die Differenzen zwischen den Modellen zu erkldren. Jedoch kénnen wir
die Modelle mit der tatséchlichen Reserve vergleichen und so ein Bild bekommen, welche
Verfahren sich anbieten wiirden. Dazu werden wir natiirlich auch die Standardabweichung
und die Konfidenzintervalle heranziehen.

6.1 KFZ-Kasko

Betrachten wir fiir diese Sparte die tatséichliche Reserve R; und deren Schétzer erhalten
wir

SJ R; Chain Ladder Lineares Modell Loglineares Modell CL Lognormal CL Loggamma CL Loginvers

2 914,31 634,35 682,48 632,61 631,08 11.473,70 7.285,72

3 243,70 1.616,79 1.738,09 5.938,14 1.689,09 28.592,42 15.574,72

4 11.812,71 3.504,95 4.584,79 16.901,98 3.706,28 42.824,54 22.683,15

5 1.819,56 54.467,03 69.519,30 123.044,04 47.597,64 92.000,98 60.393,40

6 170.775,30 166.970,44 201.859,34 383.539,28 154.052,55 166.916,00 93.509,20

7 2.705.235,01 2.844.333,91 3.431.126,52 3.045.046,42 2.871.283,94 2.899.629,98 2.875.617,96
Gesamt [ 2.890.800,59 [ 3.071.527,48 | 3.709.510,52 | 3.575.102,47 | 3.078.960,58 | 3.241.437,61 [ 3.075.064,15

Tabelle 6.1: Vergleich KFZ-Kasko

Hier ist gut zu erkennen, dass sowohl das klassische Chain Ladder Modell als auch die
Modelle mit den stochastischen Abwicklungsfaktoren die Reserven sehr gut schétzen. Wie
schon bei der Betrachtung der Modelle erwéhnt, wird die Reserve beim linearen und lo-
glinearen Modell deutlich {iberschétzt. Dieses Bild ist nicht verwunderlich, da wir schon
bei der Betrachtung der Modelle festgestellt haben, dass die Chain Ladder Annahmen
erfiillt sind und die des linearen Modells nicht zur Génze.

Die Reserve des 5. Schadenjahres wird in allen Modellen deutlich iiberschétzt. Dies liegt
daran, dass selbst fiir eine kurzabwickelnde Sparte, wie KFZ-Kasko, die nicht beobacht-
baren Schadenzahlungen sehr gering sind. Betrachten wir die Standardabweichung der
Reserven erhalten wir folgende Werte
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SJ | Chain Ladder | Lineares Modell | Loglineares Modell | CL Lognormal | CL Loggamma | CL Loginvers

2 789,10 128,12 711,45 110,64 22.496,46 21.540,29

3 1.258,92 964,69 39.844,54 766,10 39.931,12 40.404,23

4 2.095,79 2.267,12 88.698,72 1.814,66 49.687,38 57.875,47

5 42.512,72 48.588,10 168.555,07 39.572,22 73.443,57 76.444,40

6 70.427,01 72.718,18 463.064,20 69.055,49 94.259,03 92.983,33

7 371.309,49 794.386,41 426.018,41 361.967,23 402.373,20 553.899,80
Gesamt | 380.321,75 | 799.189,96 | 658.624,71 | 371.430,25 | 428.388,16 577.757,06

Da wir uns fiir Modelle interessieren, deren Zufallsfehler klein ist, ist auch hier das klassi-
sche Chain Ladder Modell und das Chain Ladder Modell mit den stochastischen Abwick-
lungsfaktoren, hier vorallem das lognormale Modell, zu wihlen. Ebenfalls von Interesse

ist fiir uns noch die Standardabweichung der Schétzer, die ebenfalls niedrig sein soll.

SJ | Chain Ladder | Lineares Modell | Loglineares Modell | CL Lognormal | CL Loggamma | CL Loginvers

2 883,96 148,87 472,83 3,50 711,40 681,16

3 1.351,58 845,80 4.210,15 24,23 1.262,73 1.277,69

4 1.680,42 1.754,41 8.964,01 57,38 1.571,25 1.830,18

5 22.483,71 28.920,89 19.839,21 1.251,38 2.322,49 2.417,38

6 34.593,84 39.804,30 31.643,17 2.183,73 2.980,73 2.940,39

7 149.482,42 349.442,29 65.549,26 11.446,41 12.724,16 17.515,85
Gesamt | 219.992,53 | 361.584,45 | 98.165,36 | 11.745,66 | 13.546,82 18.270,28

Hier sind vorallem die Schétzer der stochastischen Abwicklungsfaktoren zu beachten, die
aufgrund der Menge an Daten aus der die Stichprobe besteht eine geringe Standardab-
weichung haben. Zum Abschluss wollen wir noch die Konfidenzintervalle der Verfahren
betrachten, die eine Aussage treffen sollen, in welchen Bereichen sich die Reserven befin-
den werden.

SJ Chain Ladder Lineares Modell Loglineares Modell

2 (57,46;2.749,15) (462,29;973,24) (68,01;2.564,21)

3 (321,94;5.054,78) (539,06;4.284,22) (17,47;43.836,37)

4 (995,58;9.089,32) (1.612,77;10.472,79) (81,3;123.111,68)

5 (10.807,44;170.580,91) (16.141,05;201.156,99) (9.285,26;566.830,01)

6 (68.487,19;345.587,33) (94.437,79;381.909,27) (36.718,84;1.630.065,45)

7 | (2.174.709,18;3.657.810,84) (2.116.502,58;5.279.315,42) (2.282.720,75;3.983.974,05)
Gesamt | (2.381.820,85;3.901.141,67) | (2.368.378,53;5.552.361,91) | (2.439.822,17;5.066.684,91)
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SJ CL Lognormal CL Loggamma CL Loginvers
(403,25;852,438) (0,01;84.779,52) (127,11,63.262,72)
(234,25;3.157,88) (31,7;142.764,51) (467,02;114.133,61)
(225,01;7.370,33) (418,15;189.268,51) (567,67;148.693,62)
(6.111,33;125.437,08) (24.875,82;282.577,78) (12.559,67;289.672,24)
) )
) )

(16.937,8;289.007,99) (40.981,11;413.268,54 (12.748,58;364.601,97
(2.158.993,83;3.574.043,6) (2.165.174,6;3.802.950,72 (1.976.903;4.191.569,83

Gesamt | (2.306.445,25;3.751.638,74) | (2.470.479,73;4.158.080,39) | (2.178.990,64;4.339.849,37)

O] O | W[ N

Auch hier ist gut zu erkennen, dass das klassische Chain Ladder Verfahren sowie das
stochastische Verfahren mit den logarithmisch normalverteilten Abwicklungsfaktoren, die
geringste Streuung erwarten lassen wiirden.

Insgesamt fillt die Wahl entweder auf das Chain Ladder Modell und auf die stochastischen
Abwicklungsfaktoren, hier vorallem auf das lognormale Modell. Bei der Entscheidung,
welches der beiden Modelle man wihlt, ist zu beachten, dass die Standardabweichung
der Schétzer des klassischen Chain Ladder Modells deutlich grofier sind, jedoch hier die
Berechnung der Reserven und deren Kennzahlen deutlich weniger aufwendig ist.

6.2 Rechtsschutz

Auch hier wollen wir zunéchst die tatséchliche Reserve R; mit ihren Schéitzern vergleichen.
Dabei ist nochmals zu erwdahnen, dass dies nur nachtriaglich moglich ist und daher nur
einen Eindruck schafft, wie gut die getroffene Wahl war, jedoch keine Aussage liefert, fiir
welches Verfahren man sich entscheidet.

SJ R; Chain Ladder Lineares Modell Loglineares Modell CL Lognormal CL Loggamma CL Loginvers
2 45.182,65 121.994,23 121.316,25 107.872,03 122.008,31 128.644,63 133.351,67
3 152.230,66 215.189,70 250.490,28 230.829,49 213.951,70 227.107,51 241.732,95
4 444.136,90 570.487,24 622.746,81 574.572,98 574.777,69 600.802,02 617.798,72
5 1.235.911,09 936.208,41 1.129.633,42 1.009.528,27 938.745,30 979.237,51 1.008.032,91
6 2.389.248,73 1.922.085,67 2.056.582,20 2.011.520,93 1.947.926,60 2.021.746,89 2.048.671,76
7 3.668.548,49 3.447.579,96 3.659.645,52 3.548.679,93 3.783.236,06 3.827.128,32 3.853.370,43

Gesamt [ 7.935.258,52 7.213.545,20 7.840.414,48 7.902.958,43

7.483.003,62 |  7.580.645,66 |  7.784.666,87

Tabelle 6.2: Vergleich Rechtsschutz

Hier ist gut zu erkennen, dass sich die Reserven der einzelnen Verfahren doch teilweise
deutlich unterscheiden. Betrachten wir die Gesamtreserve ist gut zu erkennen, dass das
lineare Modell und das Modell der stochastischen Abwicklungsfaktoren, hier vorallem das
loginverse Modell, diese relativ genau schitzen. Betrachten wir jedoch die Einzelschaden-
reserven ist gut zu erkennen, dass diese meist {iber- beziehungsweise unterschéitzt werden.
Um nun eine Aussage treffen zu konnen, welches Verfahren wir wéhlen, betrachten wir
die Standardabweichung der tatsédchlichen Reserve und deren Schétzer. Dabei erhalten
wir fiir die Standardabweichung der tatséchliche Reserve R; folgendes Bild.
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SJ | Chain Ladder | Lineares Modell | Loglineares Modell | CL Lognormal | CL Loggamma | CL Loginvers
2 6.247,11 12.890,81 47.815,10 3.193,90 41.624,83 42.372,59
3 9.916,98 16.702,31 76.501,33 7.322,16 58.933,13 62.692,16
4 62.692,49 65.413,28 131.062,91 66.874,16 122.223,10 119.763,93
5 76.321,23 83.016,75 169.733,00 82.798,66 169.496,09 179.181,91
6 162.895,40 125.604,65 226.834,52 222.955,16 305.229,94 312.804,30
7 516.139,90 174.940,44 268.502,44 744.637,00 608.509,62 592.634,82
Gesamt | 550.298,07 | 240.824,67 | 421.539,63 | 778.776,88 | 718.630,44 | 710.259,74

Hier ist gut zu erkennen, dass das lineare und loglineare Modell die geringste Standard-
abweichung hat. Die stochastischen Abwicklungsfaktoren hingegen haben eine sehr hohe
Standardabweichung, die zumindest teilweise auf die grofie Schwankung der individuellen
Abwicklungsfaktoren zuriickzufiihren ist.

Fiir die Schétzer der Reserven erhalten wir als Standardabweichung folgenden Tabelle.

SJ | Chain Ladder | Lineares Modell | Loglineares Modell | CL Lognormal | CL Loggamma | CL Loginvers
2 7.454,65 15.339,74 44.136,90 101,00 1.316,29 1.339,94
3 10.647,16 22.065,67 66.365,26 231,55 1.863,63 1.982,50
4 48.637,63 56.614,21 98.499,52 2.114,75 3.865,03 3.787,27
5 58.578,16 74.816,93 122.444,86 2.618,32 5.359,94 5.666,23
6 113.643,85 104.161,23 171.868,42 7.050,46 9.652,22 9.891,74
7 302.433,65 137.296,82 263.722,34 23.547,49 19.242,76 18.740,76
Gesamt | 604.212,59 | 366.956,45 | 672.142,84 | 24.627,09 | 22.725,09 | 22.460,39

Hier sind die Modelle mit den stochastischen Abwicklungsfaktoren deutlich niedriger als
die restlichen Verfahren. Dies ist wieder auf die Verwendung der Stichproben
zuriickzufithren. Weiter ist zu erwéhnen, dass der Schétzfehler des linearen Modells noch-
mal deutlich niedriger ist als der, der zwei iibrigen Verfahren.

Zuletzt wollen wir auch hier die Konfidenzintervalle der Verfahre betrachten.

SJ Chain Ladder Lineares Modell Loglineares Modell

2 (109.500;134.488,44) (95.534,62;147.097,87) (42.274,55;230.056,34)

3 (195.355,74;235.023,66) (217.084,65;283.895,9) (114.884,34;417.889,88)

1 (445.102,27;695.872,21) (491.920,24;753.573,36) (357.033,05;878.027,55)

5 (783.565,95;1.088.850,86) (963.599,91;1.295.666,92) (712.927,09;1.390.226,35)

6 | (1.596.294,87;2.247.876,45) (1.805.372,9;2.307.791,5) | (1.596.314,77;2.502.881,39)

7 | (2.415.300,14;4.479.859,76) | (3.309.764,63;4.009.526,39) | (3.042.294,76;4.115.789,88)
Gesamt | (6.112.949,07;8.314.141,33) | (7.358.765,14;8.322.063,81) | (6.675.695,66;8.361.407,18)
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SJ CL Lognormal CL Loggamma CL Loginvers
(116.162,79;128.292,81) (61.742,29,224.142,04 (71.297,92,232.384,23
(200.121,06;228.312,36) (128.413,93;358.438,82 (143.103,49;384.800,9
)
)

)
)

(452.480,67;711.121,43 (394.591,8;866.756,79) (432.194,52;900.769,32
(774.923,29;1.099.162,41 (684.818,89;1.347.257,56) (703.585,14;1.411.756,41
)
)
)

(1.560.643,14;2.409.596,49) | (1.473.163,65;2.653.524,05 (1.523.544,81;2.722.281,47
(2.466.207,54;5.328.397,81) | (2.794.394,42;5.212.812,22 (2.835.496,42;5.049.369,38

Gesamt [ (6.171.778,13;9.227.171,42) [ (6.535.906,92;9.270.056,67 [ (6.619.691,45;9.367.359,2)

O] O | W[ N

= — [ =

Bei Betrachtung der Konfidenzintervalle ist zu erkennen, dass das lineare Modell jenes
Verfahren ist, dass die geringste Abweichung bei der zu erwarteten Reserve liefern wiirde.
Ebenfalls gut zu erkennen ist, dass die oberen Intervallgrenzen der stochastischen Ab-
wicklungsfaktoren teilweise deutlich hoher sind als die der anderen Verfahren.

Insgesamt wird die Wahl bei dieser Sparte auf das lineare Modell fallen, da hier so-
wohl der Zufallsfehler als auch der Schétzfehler gering ist. Wiirden unsere Wahl allein
auf dem Schétzfehler basieren, der bei Schétzungen gering sein soll, wiirde unsere Wahl
auf die stochastischen Abwicklungsfaktoren fallen. Jedoch ist bei diesen Verfahren der
Zufallsfehler sehr hoch.

77



Kapitel 7

Schlusswort

Vergleicht man die verschiedenen Verfahren ist gut zu erkennen, dass die Daten sehr
unterschiedliche Annahmen erfiillen miissen. Daher sind die Ergebnisse nur bedingt ver-
gleichbar. Wie wir aber an den zwei Versicherungsbestdnden gesehen haben, ist es not-
wendig, Verfahren mit verschiedenen Voraussetzungen auf die Daten anzuwenden, um
einen guten Schétzer zu erhalten, da bei Verwendung von Verfahren deren Annahmen
nicht erfiillt sind, die Reserven deutlich iiber- beziehungsweise unterschitzt werden.

Ein gute Indikator fiir die richtige Wahl eines Verfahrens ist die Standardabweichung des
Schétzers und der tatséchlichen Reserve.

Wie bereits bei den einzelnen Verfahren erwéhnt, ist der Vergleich der Schétzer mit
den tatséchlichen Reserven notwendig, um herauszufinden, ob die getroffenen Annahmen
korrekt gewesen sind. Jedoch ist die einmalige Durchfiihrung nicht ausreichend, um eine
gesicherte Aussage treffen zu konnen, da die Daten von Ausreiflern beeinflusst werden
konnen. Jedoch ist zu erwédhnen, dass bei mehrmaliger Verschétzung die Wahl des Ver-
fahrens zu iiberdenken ist.

Wie wir ebenfalls beobachten haben koénnen, liefern dhnliche Verfahren teilweise auch
dghnliche Schétzer und dhnliche Standardabweichungen der tatséchlichen Reserve. Hier ha-
ben wir als weiteres Entscheidungskriterium noch die Standardabweichung des Schétzers.
Jedoch besteht die Moglichkeit, dass dieser Schétzfehler nur aufgrund eines erhchten Re-
chenaufwandes vermindert wird. Daher gilt es in solchen Situationen abzuschétzen, ob
sich dieser erhohte Rechenaufwand lohnt.
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