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Kurzfassung 

Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie ist  es, aus analogen oder digitalen B i l dern 
dreidimensionale Objekte - Größe, Form, Lage oder geometri sche Abstände - zu 
rekonstruieren .  Dazu werden zunächst aus Photos mit Hi lfe von bekannten „Gebi lden" 
die Aufnahmeorte und die Orienti erungsparameter bestimmt. In  erster Linie wird die 
Objektrekonstruktion mittel s Verknüpfungspunkten - oder auch über kurvenförmige 
Merkmale - gelöst. In dieser Arbeit hingegen sol l  die Objektrekonstruktion über 
Umrißl i nien di skutiert werden .  Die Einbeziehung von Umri ßpunkten bei der 
Objektrekonstruktion ist dann von Bedeutung, wenn am Objekt nur wenige Punkte 
gemessen werden können, und das Ei nmessen eines jeden weiteren Punktes mit  
erhebl ichem Mehraufwand verbunden wäre. In der digitalen Photogrammetrie bietet s ich 
an, Umriß l in ien automatisch zu detektieren,  jedoch müssen diese Li nien als Umrisse 
identifiziert und den entsprechenden Objekten zugeordnet werden .  Eine 
Objektrekonstruktion ausschl ießl ich über Umrißl inien stößt bei Flächen mit  Einde l lungen 
an i hre Grenzen, jedoch auch h ier l iefern sie wertvol le Beiträge. 

Im ersten Tei l  wird das mathematische und photogrammetrische Gebäude, das für die 
Lösung dieser Aufgabe nötig ist, entwickelt; der zweite Tei l beschäftigt sich mit  der 
Implementierung in das Programmpaket ORIENT. Abgerundet wird diese Arbei t durch 
ei n Musterbeispiel (Vermessung des Wiener Fernwärmeturms), an dem der Ein satz der 
entwickelten Theorie ausführlich gezeigt wird. 
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Abstract 

The main task i n  photogrammetry i s  the reconstruction of 3 d imensional objects - size, 
shape, position or geometric distance - from analog or digi tal i mages. In  a first step the 
camera position and the orientation parameters are calculated from known objects withi n 
the image. The widespread procedure for solvi ng the problem of object reconstruction 
uses 3-D poi nts or free-formed features .  In  the present paper object reconstruction and via 
contours are discussed . Points of the contour are used i f  a l imi ted number of 3-D poi nts i s  
accessi ble and measurements of additional points lead to  prohibitive efforts . In digital 
photogrammetry contours can be detected automatical ly, but these l i nes have to be 
identified as contours and have to be related to the right surface. Object reconstruction of 
surfaces with dents is  not possible by using only contours, but anyway even i n  these cases 
points on contours provide valuable information .  

In  the first part o f  the paper the necessary mathematical and photogrammetri c methods 
for the solution of the tasks are developed. The second part deals with i mplementing the 
algori thms in the ORIENT software. Final ly  an example is given to demonstrate in detai l 
the theory developed (surveying of the "Wiener Fernwärmeturm"). 
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1 Einleitung 

1.1 Aufgabenstellung - Motivation 

Das Grundprinzip der Photogrammetrie ist es, aus anal ogen oder digi talen B i  ldern das 
räuml iche Objekt zu besti mmen [Kraus, 1994] . Das Ei nsatzgebiet erstreck t sich von 
Nahbereichsanwendungen, Aufnahmen von Werkstücken oder Fassaden, bis h in  zu r 
Fernerkundung der Erdoberfl äche vom Weltraum aus. 
Um jedoch aus den Bi  ldern das Objekt rekonstruieren zu können, müssen die Äußeren 
Orientierungen der Bi lder bekannt sein .  Unter der Äußeren Orientierung versteht man die 
Rekonstruktion der Aufnahmesi tuation, also die Bestimmung des Aufnahmeortes und die 
Stel lung der Kamera im Raum bezüglich des Objektes . 
Die wichti gsten Orientierungsverfahren sind [Kraus, 1994] : 

• Einzelbi ldorientierung mit Hi lfe von Paßpunkten oder Paß l i  n ien:  Pu nkte, deren 
Positionen, bzw. Li nien, deren Verläufe zuvor besti mmt wurden .  

• Die relative Orientierung mehrerer B i  lder durch Verk nüpfu ngspunkte bzw. 
- l i  nien. (Homologe Objektpunkte oder Li nien, die in mehreren B i ldern gemessen 
wurden, jedoch sind i hre Koordinaten bzw. ihre Li n ienparameter im 
übergeordneten System nicht bekannt.) 

• Die absolute Orientierung eines aus mehreren relativ orientierten B i ldern 
gebi ldeten Model l s  durch Paßpunkte oder Paßl i  nien. 

• Die hybride B ündelblockausgleichung als gleichzeitige Durchführung der beiden 
zuletzt genannten Methoden. 

Nach der B estimmung der Äußeren Orientierungen für die Kamerastandpunkte können 
die weiteren gewünschten Neupunkte, z.B. mittels räuml ichen Vorwärtsschni ttes, 
bestimmt werden .  
I n  dieser Arbeit  geht es darum, auch Umrißpunkte für die Objektrekonstruktion zu 
benützen.  Um1ißpunkte sind solche Punkte, welche im B i ld die Grenze zwischen dem 
Objekt und dem Hintergrund darstel len.  Dabei gibt es zwei Arten von Umri ßpunkten :  

a )  wenn sei ne Tangenti alebene ans  Objekt im B i ld  proj izierend erscheint (z.B .  
Kugel ) .  

b) wenn sie auf ei ner Kante des Objektes l iege n, und diese das Bild des Objektes 
begrenzt (z.B .  Würfel) .  

Wird in dieser Arbeit von Umri ßpunkten gesprochen,  so handelt es sich immer um solche 
vom Typ „Tangentialebene", wei l  man die Eigenschaft, daß die Tangenti alebene 
proj izierend erscheint, benützt, um die Umri ßbedi ngu ng aufzustel len ! 
Der Typ „Kante" wurde bereits früher i n  ORIENT [IPF, 1994] verwirk l i cht und wird dort 
durch Geraden ,  Polynome oder Spli nes model l  iert. 

In der analytischen Photogrammetrie werden Paßpunkte, Verknüpfungspunkte und 
Um1i ßpunkte vom Beobachter im Photo gemessen. In der digi talen Photogrammetrie ist 
man bestrebt, soviel wie mögl ich ohne Einwirkung ei nes Operateurs bestimmen zu 
lassen. In vielen Fäl len kommt es aber aufgru nd ungeei gneter Textur des Objektes zu 
ei ner falschen Identifizierung des Punktes. Beim Messen von Umri ßpunkten ist diese 



Gefahr geringer, da sich der Hintergrund meist deutl ich vom Objekt abhebt. Weiters i st 
auch kei ne falsche Zuordnung gemessener Umrißpunkte i n  verschiedenen Photos 
möglich (es wird keine durchgeführt), weil sich der Umriß - von jeder B l ickrichtung aus ­
aus anderen Objektpunkten zusammensetzt. Es besteht aber die Gefahr, ei nen 
beobachteten Umri ßpunkt der falschen Fläche am Objekt zuzuordnen . Diese Gefahr ist 
besonders groß, wenn sich ein - i n  sich abgegrenztes Objekt - aus mehreren ei nzelnen 
Tei lflächen zusammensetzt. Aus diesen Gründen ergibt sich für die digitale 
B i ldverarbeitung der Vorteil ,  daß diese Methode sicherer und mit weniger Einwirkung 
des Operateurs erfolgen kann, wenn sichergestel l t  i st, daß es sich bei den gemessenen 
Punkten um Umrißpunkte der gewünschten Fläche h andelt .  Umrißpunkte sind von 
besonderer Wichtigkeit, wenn die Fläche keine oder nur unzureichende Textur aufwei st, 
und es auch nicht möglich i st, Markierungen auf ihr zu befesti gen ,  um Objekt- oder 
Verknüpfungspunkte einzumessen .  
In dieser Arbeit werden für untersch iedl iche Flächendarste l lungen d ie  dafür nötigen 
mathematischen Formel n  al lgemein abgele i tet, und Tei le  davon spezie l l  für das 
Programmpaket ORIENT aufberei tet. 

1.2 Erklärung von Fachausdrücken 
Äußere Orientierung: 

Sie legt die Posi tion und Stel lung der Kamera im Referenzkoordinatensystem fest. 
[Kraus, 1 994, p 1 5ff] 

DHM: 
In  ei nem digitalen Höhenmode l l  (DHM) wird die Form der Geländeoberfläche 
model l iert und gespeichert. 
[Kraus, 2000] 

Gemein lot zweier windschiefen (nicht schneidenden) Geraden i m  9\3: 
Als Gemei n lot zweier Geraden bezeichnet man die kürzeste Verbi ndung dieser 
beiden Geraden .  

Innere Orientierung: 
Sie legt die i nnere Geometrie einer Meßkammer fest. Dazu gehört die 
Kammerkonstante und die B i ldkoordinaten des Hauptpunktes. 
[Kraus, 1 994, p29ff] 

Kol l i  neari tätsbeziehung: 
Unter der Kol l inearitätsbeziehung versteht man , daß zum Zei tpunkt der 
Aufnahme Objektpunkt, B i  ldpunkt und Aufnahmeort auf ei ner Geraden l iegen . 
[Kraus, 1 996, p270] 

ORIENT: 
ORIENT ist ein universel les photogrammetri sches Ausgleichungssystem. 
[Kager, 1 980] oder [Kager, 1 989] 

Paßpunkt: 
Paßpunkte sind Punkte, deren Koordinaten im Objektkoordi natensystem bekannt 
sind. 
[Kraus, 1 994, p 1 5ff] 
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Paßl in ie :  
Ei ne Paßli nie ist  im globalen System bekannt und kann im B i ld identifiziert 
werden. Sie kann entweder in Form einer Punktfolge oder i n  Form der 
Kurvenparameter festgelegt sein .  
[Kraus, 1 996, p68] 

Quadrik :  
Quadriken s ind algebrai sche Flächen 2 .0rdnung. 

Schei nbarer Umriß :  
Das Abbi ld  des Wahren Umri sses z.B .  in  ei nem Photo. 

SCOP :  
SCOP,  Stuttgart COntour Program, ist ein computerunabhängiges 
Programmsystem zur Berechnung und Verwendung digi taler Geländemodel le .  
[IPF, 1 997] 

Umrißpunkt:  
Ei n Punkt, dessen Tangentialebene vom Aufnahmeort aus proj izierend erscheint. 

Wahrer Umriß :  
Der Wahre Umriß,  bezügl i ch eines Standpunktes, setzt s ich aus jenen Punkten am 
Objekt zusammen, deren Tangentialebenen vom Aufnahmeort aus proj izierend 
erschei nen . 

1.3 Schreibweise mathematischer Formeln 

Berechnungen fi nden i n  dieser Publikati on i n  einem l i  nearen orthonormalen Vektorraum 
(9f�) statt [Netz, 1 992, p35] .  Elemente aus ei nem Vektorraum werden als Vektoren 
bezeichnet. 
Im Gegensatz zu anderen Publikationen wird hier zwischen Punkten, die durch 
Ortsvektoren repräsentiert werden, und anderen Elementen des Vektorraumes i n  der 
Notation unterschieden . Grund dafür ist die größere Übersichtlichkeit der Gleichungen 
und auch die unterschiedl i che B edeutung: Ortsvektoren legen ei nen Punkt im System 
fest, die „restlichen" Vektoren eine bestimmte Richtung, die z .B .  aus der Differenz 
zweier Ortsvektoren berech net werden kann .  Ortsvektoren werden im folgenden 
„Punkte" genannt und - an die geometrische Darste l  lung angelehnt - mi t  fettgedruckten 
Großbuchstaben bezeichnet. In Kapitel 1 .3 .2 werden al le mathematischen Elemente und 
deren Schreibweisen in  der Tabel le 1 - 1 übersichtl ich zusammengefaßt. 
Die Tensornotation wird in dieser Arbeit der Matrizenschreibwei se vorgezogen, wei l 
Differenti ale von Matrizen - 3-fach i ndizierte Größen - einfacher dargestel l t  werden 
können. 

1.3.1 Ei nführung i n  die Tensorrechnung 
In  diesem Kapitel wird nur  auf d ie  für diese Arbeit wichtigen Grundkenntni sse der 
Tensornotation eingegangen.  Detai l l i ertere Ausführungen findet man i n  [Bretterbauer, 
1 995] oder auch i n  [Schouten, 1 924] .  Die Tensorrechnung arbeitet direkt mit den 
ei nzel nen Elementen der Vektoren, Matrizen oder al lgemein mi t  den Elementen der 
mehrdimensionalen Größen .  Die ei nzelnen Elemente dieser Größen werden direkt mi t 
Hi lfe ei ner Indi zierung angesprochen, z .B.  ein Vektor a wird in  Tensornotati on wie folgt 
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Ü Ŝ 

1 

dargestel lt :  a;. Man unterscheidet zwischen ko-vari anter (Index unten )  und kontra­
varianter (Index oben) Darste l lung. Bei ei nem ni cht-orthogonalen System l i egt auch eine 
unterschiedliche geometrische Interpretation von ko- und kontra-variant vor. Da in dieser 
Arbei t  aber nur mit orthogonalen Systemen gearbei tet wi rd, exi stiert h ier dieser 
Unterschied nicht. Diese unterschiedlichen Darste l lungsweisen i n  Verbindung mi t  der 
Ei nstein'schen Summenkonvention ste l  len eine sehr übersichtliche und einfache Methode 
zur Notation für Formeln dar. Die Einstein'sche Summenkonvention besagt, daß über 
gleichnamige Indizes in ko- und kontra-v ari anter Darstel lung summiert wird. Ein 
Skal arprodukt zweier Vektoren a, b wird i n  folgender Weise angeschrieben : 

aTb= (a' b) = 1a/ b = a; b1 

Der Summationsindex i wird als stummer Index bezeichnet, weil er nach der Summation 
verschwindet. Ei n Index, der h ingegen keine Summation bewirkt, heißt freier Index. 
Indizes in l ateini scher Notation (i, j, k . . .  ) l aufen in dieser Arbei t von 1 bis 3 ,  jene i n  
griechischer Notation (a, ß, y..) von 1 bis 2 .  
Eine Ablei tung von ei ner n-fach i ndizierten Größe l iefert al lgemein eine n+ 1 -fach 
i ndizierte Größe. Der dadurch entstandene Index wird durch ei nen Bei strich von den 
anderen getrennt. Ein Vektor a, nach sei nen Komponenten abgeleitet, l iefert eine Matrix 

ax1 ax
- aa - aai 

A: 
aal aal aal 

2 ax3 

2 ax3 

2 
aa3 aa3 aa3 

aa2 aa2 aa2 
-A--- --a1 . 'Jax ax1 ax1 ax

ax1 ax ax3 

Ob die Ableitungen ko- oder kontra-variant angeschrieben werden ist  egal ,  es sol l te aber 
darauf geachtet werden,  daß beim Anschrei ben des totalen Differentials kein 
Widerspruch entsteht: 

wei l 

Das Kronecker-ö i n  der Tensornotation ist das Pendant zur Einheitsmatrix i n  der 
Matrizenschrei bweise : 

für i= j 

für i 1' j 

Der E Tensor ist e in anti symmetrischer Tensor und wird unter anderem verwendet, um 
ein Kreuzprodukt zweier Vektoren darzuste l len : 
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Abbi ldungen 

g ibt 

Ai;. R1k Ordnung 
1 Ordnung 

Ub US ub u 

-

{ 1 für (i,j,k) E {(1 ,2,3),(2,3, 1 ),(3, 1 ,2)} 
-Eijk = ] für (i,j, k) E {(1 ,3,2),(3,2,J),(2,J,3)} 

0 für alle übrigen 

(1.3-1)i i j kn = E Jk S V = n = SX V 

In der Mat1izenrechnung benötigt man oft die Transponi erte ei ner Matri x ;  in der 
Tensornotation wird die i ndizierte Größe nicht transponiert, sondern über den anderen 
Index verknüpft : 

= C = AB 

= D = ABT 

Al lgemein heißen Größen, die nur von einem Index abhängen, Systeme 1 .  Ordnung. Ein 
Vektor ist ein solches System. Ei n S kalar ist hingegen ein System nul l ter Ordnung. 

1.3.2 Sym bolü bersicht 
In der folgenden Tabel le werden die Richtl i  nien für die Darstel lung mathemati scher 
Symbole zusammengefaßt. 

Symbol i n  Tex t  und ErklärungSymbol in Formeln 

9\2 9\3 Li neare Vektorräume: der , 
hochgestel l te Index 

die Dimension an 
m, u Skalare : Größen nul l ter Ordnung ni, u 

Pun kte : Größen 1 .  Ordnung P,U Pi, U' 
Matrizen:  Größen 2.A ,  R 
Vektoren : Größen 1.bi' sb' s 

1 Normierte Vektoren : Norm = 1' i ' s 
Flächen (außer Ebenen): Griechi sche <I> ,e, r  
Großbuchstaben 
Ebenen, Kurven und Terme, die zur 
Flächendarstel lung dienen : Griechi sche 
Kleinbuchstaben 

E, 't, 8, 1'.} 

II Paral lel 
Die Zahl X i st Element des 
geschlossenen Interval ls mit den 

XE [a,b] 

Grenzen a und b 
Wird bei Iterationen verwendet und 
ste l l t  eine Wertzuweisung dar 

Tabelle 1- 1 :  Allgemeine Schreibweise von mathematischen Symbolen 
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Abbi ldungen 

Referenzsystem 
R'k II> 

Bi ldsystem 

m 
Koordinatensystemen 

In der Photogrammetrie werden oft mehrere Koordinatensysteme gleichzeitig verwendet. 
Daher bedarf es ei ner ei ndeutigen symbol ischen Zuordnung, um die Systeme nicht 
unterei nander zu vennischen. Die Elemente in  den jewei l igen Systemen werden durch die 
jewei l igen Anfangsbuchstaben des Systems dargestel l t .  

Symbol i n  Text und Symbol in Formeln Erklärung 

R P,RU Rpi, RU' Punkte im 

MA, MR A·· Matri zen : Größen 2 .  Ordnung 

sb, ss ab;, as' Vektoren i m  

M <l> 'Me, M r Flächen i m  Model l system 

Mt , Rt, s't, Re , R'Ü Ebenen, Kurven und Terme 
verschiedenen 

Tabelle 1 -2:  Schreibweise von mathematischen Symbolen in unterschiedlichen Koordinatensystemen 

Die systemanzeigenden Indi zes können leicht von jenen der Tensornotation 
unterschieden werden .  Die einen werden groß und l inks vom Symbol , die anderen klei n 
und rechts geschrieben .  In  einigen Kapi teln wird auf die systemanzeigenden Indizes 
verzichtet, um eine bessere Lesbarkeit zu erzielen. Es wird natürlich in diesen Kapite ln  
speziel l darauf hingewiesen.  
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2 Theorie 

2.1 Allgemeine Überlegungen 
Betrachtet man eine Fläche, von der die Gestalt bekannt i st, so i st nicht jeder Punkt auf 
der Fläche ein Umrißpunkt bezügl ich des Beobachtungsortes. Von anderen 
Beobachtungspunkten aus werden andere Punkte zu Umrißpunkten. So bi lden immer 
andere Punkte der Fläche den wahren Umriß in Abhä ngigkeit des Beobachtungsortes. 
Aus dieser Gegebenheit kan n man Rücksch lüsse auf die Lage des Beobachtungspunktes 
relati v zur Fläche ziehen . 
Kennt man den Beobachtungspunkt, so kann auf Grund des Umrisses auf die Gestalt der 
Fläche geschlossenen werden .  Aus mathemati scher Sicht muß h ier e in überbestim mtes 
System aus Fläche, Umri ßpunkt und Beobachtungspunkt vorliegen, da nicht jeder 
Sehstrahl automatisch zu ei nem Umrißpunkt der Fläche zeigt. Man spricht von einem 
überbestimmten System, wenn mehr Gleichungen als Unbekannte vorliegen.  
Geht man davon aus, daß sowoh l d ie Fläche, der Beobachtungspunkt und die Richtung 
des Sehstrahls bekan nt si nd, so läßt sich aus dieser Konstel l ation ein gewöhnl  icher 
Flächenpunkt eindeutig ' durch Schnitt des Sehstrahls mit der Fläche berechnen.  Den drei 
unbekannten Koordinaten des Punktes stehen die bekann ten (beobachteten) zwei 
B i ldkoordi naten und ei ne Flächengleichung gegenüber. Wurde aber n icht e in al lgemeiner 
Flächenpunkt beobachtet sondern ei n Umri ßpunkt, so kann man vermuten, daß eine 
weitere Bedingung vorl iegen muß. 

2.2 Ableitung der Umrißbedingung 

Umri ßpunkte sind besondere Punkte der Fläche. Es muß eine mathematische Bedi ngung 
zwischen der Fläche, dem Beobachtungspu nkt und dem Umrißpunkt bestehen . Zuerst sol l  
auf dieses Problem kurz i m  9\2 ei ngegangen werden, da anschl ießend der Übergang in 
den 9\3 leichter fä l l t .  Ei n „Umri ßpu nkt" ei ner Kurve 8 im 9\2 bezüglich ei nes Punktes V 
(Viewpoi nt) l iegt dann vor, wenn die Tangente t i m  Umrißpunkt U auch V enthä l t, siehe 
Abbi ldung 2- 1 .  Eine solche Bedi ngung wird in der Schule al l gemei n zw ischen einem 
Kreis in Hauptlage und ei ner Tangente abgeleitet und ist als B erührbedi ngung bekannt 
[Kraft, 1 974, p 1 3] .  

1 Eindeutig ist  hier so zu verstehen, daß den 3 Unbekannten 3 G leichu ngen gegenüberstehen und n i  cht, daß 
bei ei nem Schnitt von Sehstrahl und Fläche die Lösung ei ndeu t ig  sei n muß. 
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V 

2
Abbildung 2-1 :  Bedingung zwischen Umrißpunkt, Tangente und Kurve im 9\

Das Ziel i st es, ei ne mögl i chst a l lgemeine Formul ierung der Bedi ngung für beliebi ge 
Kurven i n  Parametern der Kurve und des Beobachtungspunktes zu fi nden . Ausgehend 
von der E igenschaft, daß der Punkt U genau dann ei n Umri ßpunkt bezüglich V i st, wenn 
die Tangente t im Punkt U auch V enthä l t. Aus dieser Eigenschaft erkennt man,  daß der 
Sehstrahlvektor s ( sa = Ua - Va) normal auf den Normalenvektor n der Kurve im Punkt 
U steht, siehe Abbi ldung 2-2. 

V 

2
Abbildung 2-2: Umrißbedingung zwischen Normalen- und Sehstrahlvektor im 9\

Diese B edingung läßt sich nun sehr ei nfach über das i nnere Produkt der beiden Vektoren 
( n, s )  i n  eine mathematische Formel k leiden: 
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(2.2-1) 

Könnte man die Gleichung (2.2- 1 )  vom 9\2 auf den im 9\3 erweitern, so hätte man 
ei ne passende Formulierung für die Umrißbedi ngung gefunden. Im 9\3 tritt anste l le  ei ner 
Kurve 8 eine Fl äche <P. Es l iegt ei n Umrißpunkt U der Fl äche bezüglich des 
Beobachtungspunktes V dann vor, wenn die Tangenti alebene 't in U auch V enthält. 
Diese Bedi ngung läßt sich analog zum Fal l 9\2 wieder folgendermaßen formulieren :  U i st 
Umrißpu nkt der Fläche <P bezüglich des Beobachtungspunktes V, wenn der 
Normalenvektor n der Fl äche normal auf den Sehstrahlvektor s steht, siehe Abbi ldung 
2-3 . 

Abbildung 2-3 : Umrißbedingung zwischen Fläche, Sehstrahl und Umrißpunkt im 9\3 

Die Formel (2.2- 1 )  ist daher auch im 9\3 anwendbar. Daher kann anste l le des Index a der 
Index i geschrieben werden .  

(2.2-2) 

2.3 Das überbestimmte System bei Umrißpunkten 

Die i n  Kapi tel 2.2 abgeleitete Bedi ngungsgleichung für ei nen Umrißpunkt bewirkt, daß 
das Gleichungssystem überbesti mmt wird. Bei einem überbestimmten System l iegen 
mehr Beobachtungen bzw.  Bedi ngungen vor als Unbekannte. Ei n sehr anschaul icher 
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Beobachtungen 

Umrißpunktes 

Anzahl U nbekannte Anzahl 
Gemessene B i ldkoordi naten des 2 Flächenparameter u u nd v 2 

U 
U l i egt i n  der Normalebene zu g 1 Sehstrahlparameter k 1 
durch W 
Fiktive Umri ßbeobachtung des 1 
Umri ßpunktes U 

L: 4 L: 3 

Zugang, um zu den Parametern zu gel angen, i st der folgende, siehe Abbi ldung 2-4: Mit  
den Parametern u und v kann man den Punkt U(u, v )  auf der Fläche <I> beschrei ben mit  k 
den Punkt W(k) am Sehstrahls  g. Die Parameter u, v und k beschreiben genau dann ei ne 
„Umrißsituation", wenn die beiden Kol l i  neari tä tsgleichungen in Verbi ndung mit den 
beobachteten B i ldkoordinaten [Kraus, 1 994, p 1 4ff] , die in  Kapitel 2.2 abgeleitete 
Umri ßbedingung und die Bedingung, daß U i n  der Normalebene zu g durch W l iegt, 
erfü l l t  s ind. B i  ld l ich läßt sich die Suche nach den Unbekannten u, v und k so 
veranschaulichen :  Man ste l le  sich vor, man befi nde sich am Sehstrahl und schiebe eine 
Normalebene zu g vor sich her und suche gleichzeitig dazu jenen Punkt auf der Fläche, 
der einerseits in der Normalebene l iegt und dessen Normalvektor andererseits normal auf 
g steht. 

u+du 

V 

Abbildung 2-4: Veranschaulichung von Beobachtungen und Unbekannten bei einer 
Umrißbeobachtung 

Diese Konste l lation aus Bedingungen und Unbekannten i st m Tabel le 2- 1 
zusammengefaßt. 

Tabelle 2-1 :  Gegenüberstellung von Beobachtungen und Unbekannten bei einer Umrißbeobachtung 
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Beobachtungen 

Umrißpunktes 

Umrißpunktes 

Umrißpunktes 

Im Hinbl ick auf die Ei nbindung in  das Programm ORIENT wurde ein anderer 
(anal ytischer) Zugang zu den Beobachtungen und Unbekan nten des Gleichungssystems 
bewählt :  
Als  Unbekannte werden die drei Raumkoordinaten des Urnrißpunktes U eingeführt. Dem 
gegenüber stehen wieder die beiden Kol l inearitätsgleichungen in Verbi ndung mit den 
beobachteten B i ldkoordinaten [Kraus, 1 994, p 1  4ff] , die vom Urnrißpunkt erfü l l t  werden 
müssen . Weiters muß U auch die Flächengleichung [Kraus, 1 996, p33ff] und die 
Urnri ßbedi ngung (2 .2-2) erfül  len. Diese Konste l lation aus Bedi ngungen und 
Unbekannten ist in  Tabel le 2-2 zusammengefaßt. Wiederum stehen den drei 
Unbekannten 4 Bedi ngungen gegenüber. 

Anzah l  Unbekannte Anzahl 

Gemessene B i  ldkoordinaten des 2 3D-Raumkoordi naten des 3 
U Umri ßpunktes U 

Fiktive Flächenbeobachtung des 1 
U 

Fikti ve U mri ßbeobachtung des 1 
U 

L: 4 L: 3 

Tabelle 2-2: Gegenüberstellung von Beobachtungen und Unbekannten bei einer Umrißbeobachtung 

Man spricht h ier von „fiktiven" Flächen- und Umri ßbeobachtungen, wei l sie nicht direkt 
beobachtet werden wie die B i ldkoordinaten,  sondern auf theoreti schem Wissen beruhen. 
Umri ßpunkte müssen nicht zwi ngend durch photogrammetrische Methoden beobachtet 
werden,  sie können auch mittels eines Theodol i ts beobachtet werden . Hier treten anste l le  
der beiden gemessenen B i ldkoordinaten ein Horizontalwinkel und ein Vertikalwinkel, d ie 
i n  diesem Fal l d ie Richtung des Sehstrahles festlegen .  
Wie aus Tabel le 2- 1 bzw. Tabel le 2-2  hervorgeht, würde ein gemessener Umrißpunkt 
ei ne Überbestimmung l i efern. Die Behauptung, daß ei n Umrißpunkt „genau" ei ne 
Überbestimmung l iefert, i st nicht ganz exakt. Der Grund für diese Unexaktheit l iegt i n  
der Art und Weise wie nicht-l i  neare überbesti mmte Systeme i n  der Photogrammetrie 
gelöst werden. Aus Kapitel 4, in dem das Lösen derartiger Systeme ausführl ich behandel t  
wird, geht hervor, daß d ie  n icht-l inearen Glei chungen durch l ineare Gleichungen ersetzt 
werden .  Betrachtet man das Gleichungssystem i m  ausiterierten (=gelösten) Zustand, so 
ergi bt sich folgende Situation: Die Li neari sierung der fi ktive Flächenbeobachtung i st die 
Tangentialebene im Umri ßpunkt, der Schnitt aus den beiden l i  nearisierten 
Kol l i  neari tätsgleichungen ergi bt den Sehstrah l ,  und die l i  nearisierte Umri ßbeobachtung 
l iefert eine Ebene, die normal auf den Sehstrahl steht und den Umrißpunkt enthäl t .  Würde 
eine „herkömmliche" Überbesti mmung vorliegen, so könnte eine beliebige l i  nearisierte 
Gleichung weggelassen werden.  Würde man hier die Umrißbeobachtung weglassen, so 
könnte der Umri ßpunkt nicht aus dem Schnitt der anderen drei Gleichungen besti mmt 
werden, da der Sehstrahl in der Tangenti alebene bzw . paral l el zu i hr l iegt. Daraus folgt, 
daß die Umrißbedingung ei ne außerordentl iche Ste l lung in diesem System hat. Sie ist 
nicht durch die anderen drei ersetzbar und wird daher auch exakt erfü l l t, da es zu kei nem 
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Widerspruch kommen kann .  Die Überbestimmung l iegt genau genommen i n  den beiden 
Kol l ineari tä tsgleichungen gemei nsam mit der fi ktiven Flächenbeobachtung. 
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3 Aufbereitung der U mri ßbedingung für 
photogra mmetrische Zwec ke 

3.1 Zusammenführung photogrammetrischer 
Koordinatensysteme 

In der Photogrammet1ie arbeitet man mit mehreren Koordi natensystemen . In dieser 
Arbeit wird e in  übergeordnetes System verwendet, das Referenzsystem (Index R), in dem 
al le anderen eingebettet werden .  Weiters gibt es B i ldkoordinatensysteme ( Index B) ,  i n  
denen die B i ldkoordinaten unter anderem auch von den Umri ßpunkten, gemessen 
werden, und Model lsysteme (Index M), in denen die Flächen dargestel l t  werden .  Um die 
Umri ßbedi ngung, die sowohl Elemente aus dem Mode l lsystem als auch aus dem 
B i ldsystem enthä lt, formul ieren zu können, müssen zuerst die Koordinatensysteme 
i neinander übergeführt werden .  Die Grundgleichung dafür i st die räum l iche 
Ähn l ichkeitstransformation [Kraus, 1 996 p 1  4ff] , die im fo lgenden - i n  der Notation an 
die Anwendung dieser Arbeit angepaßt - angeschrieben wird. 

3.1.1 Tran sformation vom Bi l  dkoordinatensystem ins 
Referenzkoordi natensystem 

Die Stel lung der beiden Systeme ist in Abbi ldung 3- 1 dargestel l t .  

Die Transformationsgleichung für ei nen Punkt X l autet : 

mi t  

(3.1-1)  

RX: Punkt im Referenzsystem 
BX: Punkt im B i ldsystem 
8m: Punkt-Maßstabszahl 
BR: Rotationsmatri x :  Stel lung des B i l  dkoordi naten systems zum 

Referenzsystem 
R V :  Projektionszentrum (Viewpoi nt) im Referenzsystem 
BV:  i nnere Orientierung der Meßkamera 
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Die Transformati onsgleichung für einen Vektor s l autet: 

x3
R 

Rs:  Vektor im Referenzsystem 
8s: Vektor i m  B i ldsystem 
nR : Rotati onsmatri x der Ähn l ichkeitstransformation 
8m: Maßstabsfaktor 

V'R 

V3R 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -))
II

,' RX' 

X3R 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - /- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 0 

V2 I
R II 

I 
III 

III 

III
,' RX2 

Abbildung 3-1 :  Zusammenhang zwischen Bild- und Referenzkoordinatensystem 
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3.1.2 Tran sfo rmation vom Mo del l koordinatensystem ins 
Referenzkoordi naten system 

Flächen können sowohl direkt im Referenzsystem (wie  z .B .  als DHM i n  SCOP), als auch 
in ei nem eigenen Mode l lsystem gegeben sei n  (wie  z .B .  die GESTALTen im 
Programmpaket ORIENT). Ist die Fläche i n  einem eigenen Model lsystem gegeben ,  so 
vereinfacht sich oft die analytische Darstel lung der Fläche bei günstiger Wah l des 
Systems (kanoni sche Darste l lung). Ein Nachtei l hingegen i st, daß dieses System dann ins  
Referenzsystem transformiert werden muß. 

Die Ste l lung von Model l ­ und Referenzkoordinatensystem ist m Abbi ldung 3-2 
dargestel l t .  

X3R 

Q'R 

X'M 
-'- - - - - - -\11 Q31 M11 1 

- - -1 Û6' 7
,' Q2I MI 

RQ3 

I 
II 

1 
\ MX3111 

- - - -;' 
II 

III 

/ x2I MI 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -)) 
I 

I 
,' RX' 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - /- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -0I I1 I/ I/ I X2I Q2 / R/ R // I 

X3R 

Abbildung 3-2: Zusammenhang zwischen Modell- und Referenzkoordinatensystem 
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Die Transformationgleichung für einen Punkt X l autet: 

(3.1 -3) 

RX: 
MX :
Mm: 
MR:  
RQ: 
MQ: 

Punkt im Referenzsystem 
Punkt im Model lsystem 
Punkt-Maßstabszahl 
Rotationsmatrix der Ähnl ichkeitstransformati on 
Bezugspunkt im Referenzsystem 
homologer B ezugspunkt zu RQ im Model lsystem 

Die Transformationgleichung für ei nen Vektor s l autet: 

(3.1 -4) 

RS:  Vektor im Referenzsystem 
MS: 
MR :
Mm: 

Vektor i m  Model l system 
Rotationsmatrix der Ähnl ichkeitstransformation 
Model lmaßstab 

3.1.3 Tran sformation der Elemente der Umri ßbeding u ng ins 
Referenzsystem 

Die Umrißbedingung (2.2-2) i st eine al lgemei n - vom Koordinatensystem unabhängig ­
gültige Gleichung und l autet daher für das übergeordnete Referenzsystem: 

(3.1-5) 

Da der Flächennormalenvektor Mll i m  Mode l lkoordinatensystem und der 
Sehstrahl vektor BS i m  B i ldkoordinatensystem anfä l  lt ,  müssen beide i ns Referenzsystem 
transformiert werden .  
Vektoren i m  Model lsystem werden nach  (3 .  1 -4) ins  Referenzsystem transformiert. Der 
Normalenvektor ergibt sich daher zu: 

(3.1 -6) 

Für die Umrißbedi ngung wird der Vektor ns ms Referenzsystem nach (3. 1 -2) 
übergeführt. 
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Setzt man nun (3 .  1 -6) und (3 .  1 -7) in  (3 .  1 -5) ein, so ergi bt sich die Bedingung im 
Referenzsystem i n  Elementen der anderen Systeme zu : 

3.2 Flächendarstellungen und Berechnung der 
Normalenvektoren 

(3. 1 -7) 

(3.1-8) 

Die Berechnung des Flächennormalenvektors MD und der Näherungskoordinaten des 
Umri ßpunktes MU (siehe Kapitel 5) hängt erheblich von der Darste l lungsart der Fläche 

M <D ab. Daher werden die Vorgangsweisen für einige Fl ächendarstel lungen angegeben .  
In den folgenden Unterkapite ln  wird auf den Index für das Model l  system verzichtet, wei l 
al le Berechnungen i n  diesem System durchgeführt werden. Die Transformation vom 
Model lsystem zum Referenzsystem geschieht mit Formel (3 .  1 -4) . 

3 .2.1 In Parameterdarstel l u ng gegebene Fläc hen 

Die Fläche <D sei wie folgt im Model l system gegeben (X laufender Punkt der Fläche, 
abhä ngig von den Parametern u1, u2) : 

Man berechnet die partie l len Ablei tungen nach u1 und u2 , diese Vektoren 
entsprechend den Tangentialvektoren an die Parameter l in ien :  ( ax ;  ax ;  ) ax ;  . 

Öu 1 
; 

Öu2 = Öua 
= X '  ·a 

(3.2-1)  

(3.2-2) 

Anschl ießend wird über das Kreuzprodukt (vektoriel les Produkt) der 
Normalenvektor n berechnet. In der Tensorrechnung wird ein Kreuzprodukt über den t:­
Tensor dargeste l l t, siehe Kapitel 1 .3 . 1  : 

(3.2-3) 
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3.2.2 Impl izit algebraisch gegebene Flächen 

Eine impl iz i t  gegebene Fläche <I> wird durch ei nen Term tt, der von den Koordinaten X; 

abhängt, dargestel lt. Liegt ei n Punkt auf der Fläche, muß der Term 1'} verschw i nden .  

D i e  B erechnung des Normalenvektors n der Fläche <I> erfolgt, i ndem man den 
Gradienten von 1'} berechnet: 

()f} 
ax1 

n i = grad (tJ) = ()f} = atJ = f}'i 
ax2 axi 
()f} 
ax3 

3.2.3 Expl izit algebraisch gegebene Flächen 

(3.2-4) 

(3.2-5) 

Eine explizit algebraisch gegebene Fläche <I> i st der Graph einer Funktion e, die von zwei 
Koordinaten X

1
,X

2 
abhängt. 

(3.2-6) 

Diese Fläche <I> läßt sich sowohl in ei ne implizit algebraische als auch i n  eine 
Fläche in Parameterform überführen. In  welcher Darstel lung man sie nun umrechnet, 
hängt davon ab, mi t  welcher Darstel lung man das Umrißpunktproblem behande ln  
möchte. 

1 8  



3.2.3.1 Umwandlung von explizit algebraisch gegebenen Flächen in 
Parameterdarstellung: 

Man setzt: 

(3.2-7) 

Nun l iegt die Fläche <l> in Parameterdarstellung vor. 

Beispiel : 

3.2.3.2 Umwandlung von explizit in implizit algebraisch gegebene Flächen: 

Ei ne implizit algebraisch gegebene Fläche <l> hat fo lgende Gestal t :  

(3.2-8) 

Die Umwandlung der expl izit gegebenen Fu nktion ergibt sich zu : 

(3.2-9) 
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--=o== = � 

Beispie l :  

e(x i ) = (x ' )2 - (x 2 )2 - x 3 = o 

3.3 Verbesserungsarten der fiktiven Umrißbedingung 

Überbestimmte Systeme können i m  al lgemei nen n icht i n  dem Sinn exakt gelöst werden, 
daß alle Beobachtungsgleichungen gleichzeitig erfül l t  sind. Die Unbekannten des 
Gleichungssystems werden so bestimmt, daß die gewichtete Quadratsumme der 
Verbesserungen mini  mal wird [Kraus, 1 994, p382ff] .  Unter einer Verbesserung versteht 
man den Zuschlag, den man an die Beobachtung anb1ingen muß, damit sie exakt erfü l l t  
i st .  Be im überbesti mmten System des Umrißpunktes treten 4 B eobachtungen auf, siehe 
Tabel le 2-2, die verbessert werden müssen.  Bei B i ldkoordinaten i st naheliegend, daß 
diese verbessert werden, wei l sie auch wirk l ich beobachtet werden [Kraus, 1 994, p 1 4ff] . 
Bei einer fi ktiven Flächenbeobachtung (3 .2-8), die i n  i mpliziter Form vorliegt, i st das 
nicht mehr so offenkundi g. In diesem Fal l  würde man die fiktive „Null"  beobachten und 
verbessern, hier fehlt aber ei ne anschau l iche Deutung. S i nnvol l  wäre es, den kürzesten 
Abstand zur Fläche zu verbessern, was auch in ORIENT geschieht [Kager, 2000) . Bei  der 
fi ktiven Umrißbeobachtung, wie in Kapitel 2 .2 abgeleitet, würde das i nnere Produkt 
verbessert werden :  

(3.3-1) 

Doch so wie bei der Flächenbeobachtung feh l t  auch hier eine anschaul iche 
Interpretati on. Geometrisch anschau li che Verbesserungen wären, siehe Abbi ldung 3-3 :  
Die Normalprojektion von s auf n,  

i11 S; 
O + v� II 

(3.3-2) 

Die Normalprojektion von n auf s 

i11 S; 
O + V  

s 

(3.3-3) 

20 



r.:;::--.J'1 1 n1 ;\ 
\: 

vs = �si�J 

Beobachtungen Verbesserungen 

Flächenbeobachtung 
Gemessene B i  ldkoordi naten v. U B i ldkoordinaten v .  U 
Fiktive v. U Normalabstand zur Fläche 
Fiktive Umri ßbeobachtung v. U Normalabstand zur Fläche oder 

der Rechte Wi nkel zwischen n und s 

Die Abweichung vom Rechten Winkel 

in s .�, . = cos(90° + v) =  - sin(v)  = O  - v"'s .1 s .J 

111111 
- - .l., _ _ _111111111111111 . 1I 111 S; 1 
v =  -- ,II 

\ 
1 

n;s. 

(3.3-4) 

V 

s 

Abbildung 3-3: Geometrische Darstellung der Minimakriterien für die Umrißbeobachtung 

Aus der Abbi ldung 3-3 geht hervor, daß (3 .3-3) zwar geometrisch interpretierbar ist, aber 
deren prakti sche Anwendung als Endmi n imumkri terium fragl ich i st .  Diese Art der 
Verbesserung ist aber dennoch sehr wichtig, wie in Kapitel 4 gezeigt wird. 
Die geometrisch sinnvol l  i nterpretierbaren Verbesserungen al ler Beobachtungsarten 
werden i n  Tabel le 3- 1 nochmals zusammenfassend aufgel istet: 

Tabelle 3- 1 :  Die Verbesserungsarten beim überbestimmten System Umrißpunkt 
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4 Linearisierung und Konvergenzverhalten der 
U m  ri ß bedingung 

4.1 Lösen eines überbestimmten Systems 
Liegt ein überbestimmtes System vor, so kann es mit  Ausgleichung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate [Wolf, 1 996] gelöst werden .  Es sol l hier näher in der Notation dieser 
Arbeit zitiert werden, weil diese Vorgangswei se sehr wichtig für das Verständnis dieses 
Kapitel s  i st .  
B eobachtungen, wie z.B. B i ldkoordinaten oder auch die fiktive Umrißbeobachtung, 
l assen sich als Funktion der Unbekannten darste l len :  

(4. 1-1)  
l; Beobachtung 
Xj Unbekannte 

Da die Ausgleichung nach der Methode der k lei nsten Quadrate l i  neare Systeme 
voraussetzt, muß (4. 1 - 1 )  in eine Taylorreihe entwickelt werden und diese wird nach den 
l i  nearen Gl iedern abgebrochen . Bei der Lineari sierung ersetzt man ei ne ni cht- l ineare 
Funktion i n  n Unbekannten durch eine l i neare n-dimensionale Hyperebene. 

(4.1 -2) 

Ei ne l i  neare Funktion kann eine n icht- l i  neare nicht über den ganzen Defi nit ionsbereich 
hi  nreichend gut approximieren ,  daher kommt dem Entwicklungspunkt (x;)° 

( = 
2

Näherungswerte der Unbekannten ) ei ne große Bedeutung zu, siehe Abbi ldung 4- 1 :  

2 Der hier rechts hochgestel l t  I ndex 0 bedeutet, daß es sich u m  e i  nen Näherungswert handelt  und nicht  u m  
eine Potenz. 
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Abbildung 4-1 :  Approximation einer Kurve durch Geraden 

Abbi ldung 4- 1 zeigt, wie stark sich Richtung und Lage der Approxi mati onsgeraden 
ändern können , obwohl die beiden Entwicklungspunkte X und Y knapp bei sammen sind. 

Die Li nearisierungskoeffi zienten ( df J0 , ausgewertet an der Ste l le (xJ ° , l assen sich zu 
dxj 

ei ner zweifach i ndizierten Größe A/ zusammenfassen:  

A/ df; o 
= ( J

dx 

(4.1 -3) 

Die beobachteten Werte l; werden nicht mi t  den berechneten Werten 

f; (xi ' x2 , x3 . . .  x,, )0 
, die aus der Linearisierung stammen, übereinstimmen. Diese 

Abweichungen werden Widersprüche genannt und wie fo lgt berechnet: 

(4.1 -4) 

Die Beobachtungsgleichungen (4. 1 -2)  lassen sich nun zu ei nem l i  nearen 
Gleichu ngssystem zusammenfassen:  

(4. 1 -5) 
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Da ein überbestimmtes System vorl iegt, können i n  der Regel nicht al le Gleichungen von 
( 4. 1 -5) simultan erfü l l t  werden . Es müssen Korrekturen an die Beobachtungen l; 
angebracht werden ,  die sogenannten Verbesserungen v; Aus dem Gleichungssystem . 

(4. 1 -5) wird das Verbesserungsgleichungssystem: 

(4.1-6) 

Das Gleichungssystem (4. 1 -6) wird so gelöst, daß die gewichtete Quadratsumme 
der Verbesserungen min imal wird: 

(4.1 -7) piJ Gewichtsmatri x 

In die Gewichtsmatri x gehen die Genauigkei ten der Beobachtungen ei n .  

Die  Zuschläge dx; aus (4. 1 -7)  ergeben s ich  zu : 

mit A, 111 p U A). i 15 III 
Qik - k 

(4.1 -8) 

Die gesuchte Lösung x; ergibt sich i terativ zu : 

(4.1 -9) 

4.2 Linearisierung der Umrißbedingung 

Die fi kti ven Beobachtungsgleichungen E 1  -E4 aus dem Kapitel 3 . 3  müssen nach den 
unbekannten Parametern, die sowohl in E 1  -E4 als auch im Ausgleichungssystem 
vorkommen, differenziert werden :  
RS kann direkt als Differenz des Umri ßpunktes RX und dem Projektionszentrum R V i n  
Referenzsystem angeschrieben werden . 

(4.2-1) 

Ril kann leider nicht direkt durch Parameter 1m Referenzsystem ausgedrückt 
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werden, da er im  Model lsystem berechnet wird .  Mn wird nach (3 .2-3) oder (3 .2-5) 
berechnet und i st eine Funktion von :
Mll = Mll (A , MX) 
Auf die Flächenparameter A sol l i n  diesem Kapitel noch nicht genauer eingegangen 
werden, da sie sehr von der Flächendarstel l  ung abhängen .  Im speziel len werden die 
Differenti ale nur für jene Flächendarstellung, welche auch in ORIENT implementiert 
si nd, ausformul iert (siehe Kapitel 6). 
MX i st auf Grund der Transformation vom Model l - ins Referenzsystem nach ( 3 .  1 -3) eine
Funktion von :
Mx =  Mx (MR, RQ, MQ, M111) . 

Die fi kti ve Umrißbeobachtung muß daher nach folgenden Unbekannten differenziert 
werden :  

RX 
RV 
MR(Mr) 
RQ 
Ml11 
A 

Umrißpunkt i m  Referenzsystem 
Projektionszentrum im Referenzsystem 
Rotationsmatri x in Abhängigkeit der Drehparameter r 
homologer Bezugspunkt des Model l  systems im Referenzsystem 
Transformationsmaßstab 
Parameter der Fläche 

Die Taylorentwicklung von E lautet formal : 

0 ( )0 ( )0
()E ()E . ()E .O + v = E0 + (-. ) dA + --. d RX '  + --. d RV ' + 
()A ' ' () X '  d V 'R R( )0 ( )0 ( )0

()E . ()E . ()E
+ --; d RQ ' + --; d M r' + -- dMm

dRQ dM r dM m  

4.2.1 Vo m jewei l igen Typ u nabhängige elementare Differentiale 

d Rnj . 

dM /1/ 
Folgt aus Differenti ation von (3 .  1 -4) : 

dR l1j I 
-- =M m  M RjdM /1/ 
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dRS  __ J_
. 

= -1 -

_ _ 1
_ 

dM n . 
__ J . 
aMx ,  . 

Dieses Differential ist von der jewei l igen Flächendarstel lung abhängig. Es handelt  sich in 
jedem Fal l  um eine zweifach indizierte Größe, da ein Vektor nach einem Vektor 
differenziert wird. Abkürzend wird dafür MF geschrieben :

dM nj I 
--

=M F.aMx ,  J 

aMx .J • 

aRx, . 
Folgt aus Differentiation von (3 . 1  -3) :  

aRx ,  

aMx j 
M R' 1

d RX I M m 

Folgt aus Differentiation von (4.2- 1 )  : 

aMx .J • 

dR QI 

d R Sj = Ö . I 
aRx, J 

Folgt aus Differentiation von (3 .  1 -3 )  :
aMx j R ' ·  
a 

M JR Q/ M m  

(4.2-4) 

(4.2-5) 

(4.2-6) 

(4.2-7) 

( 4.2-8) 
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CJ Rnj . 
CJM r„ 

Folgt aus Differentiation von (3 .  1 -4) : 

CJ Rnj . 
CJM m 

d RnJ CJM R1111 R " a R a . -M j M 1111 .M /111 M 1  p 

Folgt aus Differentiation von ( 4.2- 1 )  : 

d R n1. . .
-- - RJIa -M M ni 

M m 

Die anderen Differentiale sind von der Art der Umrißbedi ngung abhängig und 
werden für jeden ei nzelnen Typ E1 -E4 separat angegeben .  

4.2.2 Differentiale für den Typ E1 

Grunddifferenti ale für den Typ E1 

h .  
CJ R nj 

Durch Differentiation von (4.2- 1 1 )  gelangt man zu: 

i .  
CJ RS ./ 

Durch Differenti ation von (4.2- 1 1 )  gelangt man analog zu: 
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(4.2-1 1 )  

(4.2-12) 
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Differenti al nach dem Umrißpunkt RX : 

F 
,,, R; ;

M 1 M ,,, +R n  

abkürzend wird für 

gesetzt. 

1
M Rj F 

m
M I 

Differential nach dem Projektionszentrum R V : 

CJE 1 CJE 1 O RSj
= -- --

aRvi 

Differenti al nach dem Model lbezugspun kt RQ : 

Differential nach den Drehparametern Mr : 

()E I ()E I  () Rnk 
-- - -- --
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:Differential nach dem Transformationsmaßstab Mm 

(4.2-18) 

Differenti al nach den Flächenparametern A : 

ÖE 1 - j ÖRnj ÖM nl 
ÖA; Ö Rnj ÖM nl ÖA; 

(4.2-19) 

a n Das Di fferential ŷ wird noch ni cht näher ausgeführt, da eine konkrete 
ÖA; 

Flächendarstel l ung dafür notwendig wäre (siehe Kapi tel 6 .3) .  

4.2.3 Differentiale fü r den Typ E2 

(4.2-20) 
Tei ldifferentiale für den Typ E2 

ÖE 2 . 
Ö Rnj 

(4.2-2 1) 
abkürzend wird für 

Durch Differentiation von (4.2-20) unter Verwendung von Produkt- und Quotientenregel 
gelangt man zu : 
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--==== ( sR n k R nk 

()E2 
d R Sj 

Durch Differentiation von (4.2-20) gelangt man zu : 

Differenti al nach dem Umrißpunkt RX : 

G"j R IR S„ M j 

abkürzend wird für 
M R/ M F/" M R ; ,,, = RF/ 

gesetzt. 

F ,,, R ; ; )M I M 111 +R n  

Differential nach dem Projektionszentrum R V : 

Differential nach dem Model lbezugspunkt RQ : 
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(4.2-25) 

Differential nach den Drehparametern Mr : 

ÖE2 a Rnk= -- --

(4.2-26) 

Differenti al nach dem Transformationsmaßstab Mm : 

(4.2-27) 

Di fferenti al nach den Flächenparametern A : 

oE2 
O Rnj OM nl 

-- -- --

(4.2-28) 

Das Differential wird noch nicht näher ausgeführt, da e ine konkrete 

Flächendarste l lung dafür notwendig wäre (siehe Kapitel 6.3) .  
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4.2.4 Differentiale für den Typ E3 

Tei ldifferentiale für den Typ E3: 

oE3 . 
0 RT1j

Durch Differentiation von (4.2-29) gelangt man zu: 

oE 3 .O 
R S ./ 

(4.2-29) 

(4.2-30) 

Durch Differentiation von (4.2-29) unter Verwendung von Produkt- und Quotientenregel 
gelangt man analog zu: 

abkürzend wird für 

Differential nach dem Umrißpunkt R X :  

abkürzend wird für 

R;  H "; )M 111 +R nn 
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M Rj ' M F , 
'" 

M Ri ,,, = R Fj i 

gesetzt.

Differenti al nach dem Projektionszentrum R V : 

Differenti al nach dem Model lbezugspu nkt RQ : 

Differenti al nach den Drehparametern Mr : 

ÖE3 _ ÖE3 d R nk 
dM r „ dR nk d M r„ 

Differential nach dem Transformationsmaßstab Mm : 

ÖE3 = ÖE 3 d Rnj 
dM m d Rnj Ö 111 m 
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Differential nach den Flächenparametern A : 

ÖE3 CJE3 d R nj dM n1= -- -- --
dA; d R nj d M nl dA; 

a n Das Differential _____!!____.!_ wird noch n icht näher ausgeführt, da ei ne konkrete 
ÖA; 

Flächendarste l lung dafür notwendig wäre (siehe Kapitel 6 .3) .  

4.2.5 Differentiale für den Typ E4 

Tei ldifferentiale für den Typ E4 

oE4 . 
d R 11 j 

(4.2-37) 

(4.2-38) 

Durch Differentiation von (4.2-38) unter Verwendung von Produkt- und Quotientenregel 
gelangt man zu : 

abkürzend wird für 
(4.2-39) 
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Ö"j _ R s
k
R S 

C1E4 
dR Sj 

Durch Differentiation von (4.2-3 8)  unter Verwendung von Produkt- und Quotientenregel 
gelangt man analog zu: 

abkürzend wird für 

gesetzt. 

= H "j( II j JR S R Sk 

Differential nach dem Umri ßpunkt RX : 

abkürzend wird für 

gesetzt. 

I
M Rj F mM I 

Differential nach dem Projektionszentrum RV : 
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Differenti al nach dem Model lbezugspunkt RQ : 

Differenti al nach den Drehparametern Mr : 

ÖE4 - ÖE4 a R nk 
0 M rp 0 RJ1k 0 M r„ 

Differential nach dem Transformationsmaßstab Mm : 

Differenti al nach den Flächenparametern A : 
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Das Differential wird noch nicht näher ausgeführt, da eme konkrete 

Flächendarste l lung dafür notwendi g wäre (siehe Kapitel 6 .3) .  

4.3 Konvergenzbereich - Wie genau müssen die 
Näherungswerte für den Umrißpunkt sein? 

Um das Gleichungssystem (4. 1 -5 )  aufste l len zu können müssen die Differentiale aus dem 
Kapitel 4.2 an der Ste l le  des Entwicklungspunktes (=Näherungswerte) ausgewertet 
werden.  Von der Güte der Näherungswerte hängt es ab, ob das Gleichungssystem 
konvergiert. Die Zuschläge für die Näherungswerte, die mit (4. 1 -8 )  berechnet werden, 
werden dann mit  (4. 1 -9) angebracht. Diese korrigierten Werte dienen als neuer
Entwicklungspunkt für die Differentiale. Ein Gleichungssystem konvergiert, wenn die 
Näherungswerte nach ein igen I terationen gegen die gesuchte Lösung konvergieren

3 
.

Verfahren und Hinweise zur B esti mmung von Näheru ngsweite für die Orientierungen
und Flächenparameter werden in [Kraus, 1 996, p46ff] bzw . [Kraus, 1 996, p33ff] 
angegeben,  Verfahren zur Besti mmung der Näherungswerte für Umrißpunkte wird im  
Kapitel 5 angegeben.  In  diesem Kapitel sol l zuvor die Frage behandelt werden, w ie  nahe 
die Näherungswerte des Umrißpunktes am Umrißpunkt selbst l iegen müssen, damit die 
gewünschte Konvergenz erreicht wird.  Jede Bedingungsgleichung, die noch nicht 

9l11 , nl i  nearisiert wurde, beschreibt ei nen geometrischen Ort im  ist die Anzahl der 
Unbekannten . Im Fal le  ei ner Fläche und eines unbekannten Punktes, wäre es die Fläche Ö 
selbst, auf der der Punkt zu l iegen hat .  Schneidet man die m (m>n) geometri schen rter
miteinander, so fi ndet man den gewünschten n-dimensionalen Lösungsvektor ohne 
Näherungsweite und ohne Iteration. Jedoch ist ein ausgleichender Schnitt von m, im
al lgemeinen nicht-li nearen Gleichungen ,  i n  n Variablen nicht triv ia l .  Daher schl ägt man Ö 
den Weg ein,  der in Kapi tel 4.  1 beschrieben wird. Die al lgemei nen geometrischen rter

n­der Gleichungen werden durch differentielle geometrische Örter ersetzt, die auch 
dimensionale Hyperebenen genannt werden, und geschnitten . Jede Zei le aus der
Gleichung (4. 1 -5 )  entspricht einem differentiellen geometrischen Ort. Ei ne 
Flächengleichung (z. B .  von ei ner Quadrik) würde durch eine Ebene ersetzt werden . In  
der differentiel len Umgebung des Entwicklungspunktes wird d ie  a l lgemeine Gleichung 
durch die Hyperebene ausreichend gut ersetzt. Je weiter jedoch der Entwicklungspunkt 
von der gesuchten Lösung entfernt i st, desto sch lechter wird die Hyperebene die Fläche 
approximieren .  Das kann zu schleifenden oder unbrauchbaren Schn itten (neuer
Entwicklungspunkt l iegt wei ter von der gesuchten Lösung entfernt als der vorherige) 
fü hren;  dari n l iegt der Grund für ei n divergierendes Gleichungssystem.  Es ist zu 
erwarten,  je höhergradig die Gleichung ist, desto genauer müssen die Näherungswerte 
bestimmt werden .  Schön wäre es, den „günstigen" Bereich um den Umri ßpunkt 
(Konvergenzbereich) abgrenzen zu können ohne jegl iche Messungen einfl ießen zu
lassen. Im Fal l  des Umrißpunktsystems verfügt man über zwei fi kti ve 
Bedi ngungsgleichungen und zwei Beobachtungsgleichungen, siehe Tabel le 2-2. Würde 

3 Ei n G l eich un gssystem kann auch gegen eine „falsche" Lösung konvergieren, das ist dann der Fal l ,  wenn 
das System in einem lokalen Mi nimum hängen bleibt.  
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man nur die zwei fi ktiven differentie l  len Örter miteinander schneiden, so würde man 
keine ei ndeutige Lösung bekommen sondern eine Gerade, wei l eben noch
Bestimmungsgleichungen fehlen. Diese Unterbestimmung kann man beheben, i ndem 
man i mmer e inen ebenen Schnitt durch die Fläche betrachtet. Diese Annahme schränkt 
die allgemeinen 

Ü 
berlegungen nicht ein, da man mehrere benachbarte Schni tte betrachten 

kann, erleichtert aber die Darstellung. 
Jede Zei le  des Gleichungssystems (4. 1 -5)  ste l l t  einen differentiel len geometrischen Ort 
dar. Da ein Konvergenzbereich für den Um1ißpunkt angegeben werden sol l ,  s ind nur die 
Differentiale der fi ktiven Flächen- und U mri ßbeobachtung nach RX von Interesse. A1 i n
(4 . 1  -5) wird j e  nach gewünschtem Mini mumkriterum durch eines der Differentiale 
(4.2- 1 4) ,  (4.2-23), (4.2-32) oder (4.2-4 1 )  besti mmt. Der Widerspruch w ergibt sich zu :  

(4.3-1) 

Die differentie l len Örter der Umrißbedingung ergeben sich zu : 

(4.3-2) 

(4.3-3) 

(4.3-4) 

(4.3-5) 

Die differentiel  len Örter für die Flächenbedingung werden berechnet, i ndem die 
Flächengleichung <D(RX)=O nach RX differenziert und anschl ießend der Widerspruch 
berechnet wird, siehe [Kager, 2000] : 

(4.3-6) 
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Dunkelgrau 

Typ 

Typ 
Typ 
Typ Magenta 
Typ 

E lement 
Fläche, Kurve <D 
Thalesfläche, Thaleskurve T 

Farbe 

Braun 
Elemente vom E 1  (4.3-2) B lau 

Grün 
Elemente vom E3 (4.3-4) Rot
Elemente vom Typ E2 (4.3-3) 

Elemente vom E4 (4 .3-5) Gelb 
Elemente vom F1 (4.3-6) 

(4.3-7) 

(4.3-6) ste l l t  den Partner für E1 al s auch für E3 dar, wei l  sowohl Umriß- als auch 
Flächenbedingung nicht mit Rll normiert wurde. (4.3-7) i st der Partner für E2 und für E4, 

Rllwei l hier eine Normierung mit Rll vorli egt. Normiert man die Fläche mit , so 
verbessert m an in erster Näherung den Normalabstand Fläche - Punkt, was wiederum 
eine sehr anschaul iche Verbesserungsart darstel l t .  
Um das Konvergenzverhalten der unterschiedlichen Minimumskriterien untersuchen zu 
können wurde ein Programm erste l l t, das sowohl Normalenvektorfelder als auch die Ö 
geometrischen rter von Quadriken darste l  len kann. Durch eine Schnittste l le  mit  
ORIENT können auch andere Flächen untersucht werden (siehe Kapitel 6).  

4.3.1 U ntersuchung der Normalenvektorfelder der d ifferentiellen 
geometrischen Örter von Umriß- und Flächenbed i ngu ngen 

Ö 
Der Normalenvektor der differentiel len geometrischen rter ist der Vektor, der in den 
Formeln (4.3-2) bis (4.3-7) l i  nks von dRX steht. Weisen diese Vektorfelder Wirbel auf, 
so weist das daraufhin, daß in diesem B ereich der diff. geom. Ort stark seine Richtung 
ändert. Starke Richtungsänderungen wirken sich instabi l  auf die Konvergenz aus. Treten Ö 

rter auf, in denen der Normalenvektor verschwi ndet, so würde das zu Si ngularitäten i m  
Gleichungssystem führen. 
Al lgemeine Erläuterungen zu den folgenden Darstel lungen: 

F2 ( 4.3-7) Elemente vom Zyan
Tabelle 4-1 :  Farbcodes für die Vektorfelddarstellungen und für die diff. geom. Örter 

In Anlehnung an den Thaleskreis wird jener Ort, an dem der rechte Wi nkel zwi schen n 
sund erfü l l t  i st, a l lgemei n als Thalesfläche bezeichnet. Dieser Ort wird durch die 

j = 0Gleichung R nj R s beschrieben. In den folgenden Abbi ldungen werden die Fläche 
<D, der Flächenmittelpunkt Q, die Thalesfläche T, das Projektionszentrum V und der 
Umri ßpunkt U mit  einem regelmäßigen Punkteraster überzogen. Dieser Punkteraster legt 
die zu testenden Näherungswerte fest. 
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Zuerst sollen die Normalenvektoren der diff. geom. 
Ö 

rter für eine Kugel untersucht 
werden, da man hier die charakteristischen Eigenschaften der Vektorfelder besser 
erkennen kann .  Die Matrix F ergibt sich bei einer Kugel zu einem Vielfachen der 
Einheitsmatrix .  
Anmerkung: In  den Abbi ldung 4-2 bis Abbi ldung 4- 1 2  werden ebene Schnitte der 
Normalenvekorfelder dargestellt. Liegt der Normalenvektor n icht in dieser Schnittebene, 
so wird dieser in die Ebene projiziert. Daher kann es in diesen Fällen zu minimalen 
Verzerrungen in  der Länge des Vektors kommen. Diese Verzerrungen wirken sich i n  
keiner Weise auf die abgeleiteten Ergebnisse aus.  
Abbildung 4-2 und Abbildung 4-3 zeigen die Normalenvektorfelder der vier 
Bedingungstypen der Umrißbedingung. Bei der Fläche handelt es sich um eine Kugel,  
dargestellt werden Schnitte, die sowohl Q als auch V enthalten :  

Tu u 

a V a 

Abbildung 4-2: Normalen vektorfelder für ebenen Kugelschnitt 
der Umrißtypen E1 links und E2 rechts 

T 
u u 

a V a 

Abbildung 4-3: Normalenvektorfelder für ebenen Kugelschnitt 
der Umrißtypen E3 links und E4 rechts 

T 

V 

T 

V 

Vektorfeld E1 (blau) :  Es handelt sich um ein wirbelfreies Feld. Es besitzt als 
ausgezeichneten Punkt den Mittelpunkt des Thaleskreises, an dem der Normalenvektor 
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des diff. geom. Ortes verschwindet. Das Feld  i st auch radialsymmetrisch bezügl ich dieses 
Punktes . 
Schlußfolgerung: Bei  E 1  i st lediglich darauf zu achten, daß die Näherungswerte n icht i n  
der Nähe des Mittelpunktes der Thalesfläche l iegen.  

Vektorfeld E2 (grün) :  Es handelt s ich um ein Feld mit einem Wirbel . Es besi tzt a ls  
ausgezeichneten Punkt den Mittelpunkt der Fl äche, an dem der Normalenvektor des diff. 
geom . Ortes verschwi ndet und auch gleichzeitig das Zentrum des Wi rbels i st . 
Schlußfolgerung: Bei  E2 i st darauf zu achten, daß die Richtungen der diff. geom . 

Ö 
rter i n  

der Nähe von Q i nstabi l sind und daher z u  numerischen Problemen oder Divergenzen 
führen können.  

Vektorfeld E3 (rot) :  Es handelt s ich um e in  Feld  mit einem Wirbel .  Es besitzt a ls  
ausgezeichneten Punkt das Projektionszentrum V, an dem der Normalenvektor des diff. 
geom. Ortes verschwindet und auch gleichzeitig das Zentrum des Wirbels i st .  
Schlußfolgerung: Bei E3 is t  darauf zu achten,  daß die Richtungen der diff. geom. 

Ö 
rter i n  

der Nähe von V i nstabi l  s ind und daher z u  numerischen Problemen oder Di vergenzen 
führen können. 

Vektorfeld E4 (gelb) :  Es handelt sich um e in  Feld mit  zwei Wi rbeln .  Es besi tzt sowohl 
den Wirbel bei Q aus auch den bei V. Entlang der Geraden QV verschwi nden die 
Normalenvektoren des diff. geom . Ortes . 
Schlußfolgerung: Bei E4 i st darauf zu achten,  daß die Richtungen der diff. geom . 

Ö 
rter i n  

der Nähe von V und Q instab i l  s ind und daher z u  Divergenzen führen kön nen . 
Näherungswerte zu nahe an der Geraden QV führen zu Singu laritäten. 

Der Grund für diese Wirbel l iegt in den Matrizen G und H. 

Es handelt s ich hier um Normalprojekti onsmatrizen . Bei  G werden Vektoren Rm paral lel 
zu Rß auf den Nul lvektor abgebi ldet, Vektoren RP normal zu Rß auf sich selbst : 

Für H gi l t  Analoges mit  RS. Die so entstehenden Verdrehungen der Normalenvektoren 
kann man sich sehr schön veranschau l  ichen,  wenn man per Hand einige 
Normalenvektoren der diff. geom . 

Ö 
rter konstruiert. Die Normalenvektoren al ler Typen 
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fal len im Umrißpunkt zusammen, da hier die Projektionsmatrizen die zu proj izierenden 
Vektoren auf sich selbst abbilden . 

Die Abbildung 4-4 zeigt die Normalenvektorfelder der 2 Bedingungstypen der 
Flächenbedingung: 

<I> 

Tu u 
<I> 

a • „ • , - .._ V Ŀ - a 

Abbildung 4-4: Normalenvektorfelder für ebenen Kugelschnitt 
der Flächentypen F 1 l inks und F2 rechts 

T 

V 

Vektorfeld F 1 (magenta) : Es handelt sich um ein wirbelfreies Feld . Es besitzt als 
ausgezeichneten Punkt den Mittelpunkt Q der Fläche, an dem verschwindet der 
Normalenvektor des diff. geom. Ortes. Das Fe ld ist auch radialsymmetrisch bezüglich 
dieses Punktes. 
Schlußfolgerung: Bei E1 ist lediglich darauf zu achten, daß die Näherungswerte nicht in 
der Mitte der Fläche liegen. 

Vektorfeld F2 (zyan) :  Für F2 gilt  dasselbe wie für F1 . 
Die beiden Vektorfelder unterscheiden sich nicht in den Richtungen der Vektoren. Der 
Klammerausdruck in (4.3-7) bewirkt keine Richtungs- sondern nur eine Längenänderung. 

Geht man bei der Fläche von der Kugel zum Ellipsoid über, so ist F nicht mehr ein 
Vielfaches von der Einheitsmatrix sondern eine konstante symmetrische Matrix, in der 
die Achsenparameter des Ellipsoids vorkommen. Dargestellt werden wieder Schnitte vom 
Ellipsoid, die wieder Q und V enthalten 
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<I> 

u T u
<I> 

a V a 

Abbildung 4-5: Normalenvektorfelder für ebenen Ellipsoidschnitt 
der Umrißtypen E1 l inks und E2 rechts 

u T u
<I> 

(} . .  V a 

T 

T 

V • 

V 

Abbi ldung 4-6: Normalenvektorfelder für ebenen Ellipsoidschnitt 
der Umrißtypen E3 links und E4 rechts 

4-5 4-6Abbildung und Abbildung zeigen ein sehr ähnliches Verhalten der
unterschiedlichen Typen wie bei einer Kugel .  Auf folgende Besonderheiten soll speziell 
hingewiesen werden: Anstelle der Thaleskugel bei der Kugel , tritt ein Thalesellipsoid. Es 

j
R s =kann allgemein für Quadriken gezeigt werden, daß die Gleichung R nj 0 ,  die die 

Thalesfläche beschreibt, wieder von derselben Art ist wie die Fläche. Das Vektorfeld Ei 
besitzt bei der Ellipse auch einen Wirbel ,  der sein Zentrum im Mittelpunkt des Ü 
Thalesellipsoids hat. Bei E2, E3 und E4 kommt es zu einer berlagerung des Wirbels, der 
von G und H herrührt mit jenem, der von F bedingt ist. 
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u T u 

a V a 

Abbildung 4-7: Normalenvektorfelder für ebenen Ellipsoidschnitt 
der Flächentypen F 1 l inks und F2 rechts 

T 

V 

Die Matrix F von Ell ipsoiden bewirkt bei den Normalenvektoren der diff. geom. 
Ö 

rter
der Flächengleichungen (siehe Abbi ldung 4-7) unterschiedliche Ri chtungen. 

Bei Hyperboloiden i st F auch nicht mehr ein Vielfaches der Einheitsmatrix sondern eine 
konstante symmetrische Matrix, in der al lgemein die Achsenparameter des Hyperboloids 
eingehen. 

T 

u 

--- -­ - ,9 ­ - - - V . . - - -

T 

u 

a 

Abbildung 4-8: Normalenvektorfelder für ebenen Hyperboloidschnitt 
der Umri ßtypen E1  links und Ei rechts 
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T
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Abbildung 4-9: Normalenvektorfelder für ebenen Hyperboloidschnitt 
der Umrißtypen E3 links und E4 rechts 

Abbildung 4-8 und Abbildung 4-9 wirken auf den ersten B lick ganz anders als jene von 
Kugel und Ellipsoid. Dieser Unterschied ist jedoch auf die Geometrie des Hyperboloids 
zurückzuführen, da es im Gegensatz zu Ellipsoid und Kugel nicht geschlossen sondern 
zweigeteilt ist .  Bei näherer Betrachtung weisen die unterschiedlichen Typen ähnliche 
Charakteristika auf. E 1  (blau) besitzt einen ausgezeichneten Punkt: den Mittelpunkt des 
Thaleshyperboloids, an dem der Normalenvektor des diff. geom. Ortes verschwindet. Bei 
E2 (grün) ist der ausgezeichnete Punkt Q, an dem der Normalenvektor des diff. geom. 
Ortes verschwindet und auch gleichzeitig das Zentrum des Wirbels ist. Bei E3 (rot) ist der 
ausgezeichnete Punkt V, an dem der Normalenvektor des diff. geom. Ortes verschwindet 
und auch gleichzeitig das Zentrum des Wirbels ist. E4 (gelb) vereint den Wirbel von Ei 
bei Q mit dem von E3 bei V.  
Auffällig ist, daß der ebene Schnitt des Thaleshyperboloids eine Hyperbel in 1 .  Hauptlage 
ist, obwohl der Schnitt der Fläche hier in 2.  Hauptlage ist. Die B egründung liegt darin, 
daß die Bedingungen E 1  -E4 in den Punkten Q und V erfü llt werden müssen. Das ist aber 
nur dann erfü llt, wenn die Strecke QV ein reeller Durchmesser der Hyperbel darstellt .  

T T
<!> <!> 

u u 

Q VQ • - y_ -

Abbildung 4-10: Normalenvektorfelder für ebenen Hyperboloidschnitt 
der Flächentypen F 1 l inks und F 2 rechts 
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Auch bei den Hyperbeln bewirkt die Matrix F unterschiedliche R ichtungen bei den 
Normalenvektoren der Flächengleichungen (siehe Abbi ldung 4- 1 0) .  

Dieses Kapitel soll noch mit  den Vektorfeldern von ei ner Ellipse (Abbildung 4- 1 1  ) und
einer Hyperbel (Abbildung 4- 1 2) in allgemeiner Lage abgerundet werden. In diesem Fal l  
l iegt V nicht auf einer verlängerten Achse des Kegelschnittes. In diesen Abbildungen 
werden die Vektorfelder farbig überlagert, damit die unterschiedlichen Richtungen besser 
sichtbar werden: 

u 

a 

V 

T 

1 t ·, ' 
' 1 t 
' 

V 

u 

a T 

Abbildung 4- 1 1 : Normalen vektorfelder für ebenen Ell ipsoidschnitt in allgemeiner Lage 
der Umrißtypen E3-E4 l inks und der Flächentypen F1 und F2 rechts 

,.. .; ..-' /
·ľ "" , - l • •  •
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Abbildung 4-12: Normalenvektorfelder für ebenen Hyperboloidschnitt in al lgemeiner Lage 
der Umrißtypen ErE4 l inks und der Flächentypen F 1 und F2 rechts 

Zusammenfassend haben die Untersuchungen der Vektorfelder der diff. geom. 
Ö 

rter
voraussichtlich sensible und defini tiv unmöglich 

Ö 
rter für die Lage der Näherungswerte 

des Umrißpunktes aufgezeigt. Jedoch geben uns diese Vektorfelder nur Auskunft über die 
Richtungen der Normalenvektoren aber nicht über die Lage der 

Ö 
rter. Daher liegt es 
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nahe, nicht nur die Normalenvektoren zu untersuchen sonder die Lage der differenti ellen 
geometrischen 

Ö 
rter. 

4.3 .2 Lageuntersuch ung der differentiellen geometrischen Örter von 
Umriß- und Flächenbedingungen 

Wie schon erwähnt stellt der diff. geom. Ort die lineare Ersatzfläche (=Hyperebene) der 
Beobachtungsgleichung dar. Da hier Schnitte durch die Fläche betrachtet werden, wird 
der geom. Ort durch eine Gerade repräsentiert. Bevor auf geometrische Zusammenhänge 
unter den Typen näher eingegangen wird, sollen einige 

Ö 
rter dargestellt werden, um dem 

Leser ein Gefühl für deren Lage zu vermitteln. Die Berechnung der diff. geom. 
Ö 

rter
erfolgt durch die Auswertung der Gleichungen (4.3-2) bis (4.3-7). 
Die folgende Abbildung 4- 1 3  zeigt die diff. geom. 

Ö 
rter der unterschiedlichen Typen an 

zwölf verschiedenen Näherungswerten. Die zwölf Punkte sind gleichmäßig in der oberen 
Hälfte (oberhalb der Geraden QV) verteilt, aus Symmetriegründen (QV ist Spiegelachse 
für diff. geom. 

Ö 
rter) verhält sich die Situation in der unteren Hälfte gleich. Als Fläche 

wurde eine Kugel gewählt, da hier die Zusammenhänge besser sichtbar werden. 
Dargestel lt werden wieder ebene Schnitte, die Q und V enthalten, es gelten die Farbcodes 
von Tabelle 4- 1 .  

1 2 
X X 

T 
uu 

V aa V<!> 
<!> 

T 
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Abbildung 4-13: Darstellung der unterschiedlichen Lagen der diff. geom. Örter bei 
unterschiedlichen Näherungswerten für ebene Kugelschnitte 

Ö 
B etrachtungen zu den rtern der fiktiven Umrißbeobachtung: 

Ö 
ÖAuffallend ist, daß sich die diff. geom. rter in der Lage je nach Typ stark unterscheiden. 

Lediglich in der Nähe des Umrißpunktes, siehe Abbildung 4- 1 3  B i  ld 5, liegen die rter
nahe beisammen. Allein diese Tatsache weist darauf hin, daß ein unterschiedliches 

ÖKonvergenzverhalten je nach gewähltem Typ zu erwarten ist. Auf dem ersten B lick 
scheinen die rter der unterschiedlichen Typen in keinem direkten Zusammenhang zu 
stehen, jedoch bei genauerem Betrachten fal len folgende Gesetzmäßigkeiten auf, die 
sowohl für die Konstruktion als auch für die Vorstellung wichtig sind. Aus didaktischen 
ÖGründen wird zuerst mit den Typen E2 (grün) und E3 (rot) begonnen. Die Richtungen der 

rter werden, wie in Kapitel 4.3.  1 beschrieben, bestimmt. Zur Festlegung fehlt daher nur 
mehr ein Punkt des Ortes4 : 

Diff. geom. Ort für E2 (grün ) :  Schneidet man die Gerade XQ mit der Thaleskurve T, so
bekommt man einen Punkt des diff. geom. Ortes. Diese Tatsache bewirkt, das der Ort in 
der Nähe von V zu liegen kommt, wenn X in der Nähe der Geraden QV l iegt, siehe 
Abbildung 4- 1 3  Bi lder 7, 9 - 1 2 .  Auf diese Eigenschaft ist besonders zu achten, wenn die 
Fläche relativ klein zur Entfernung QV ist, denn hier befindet sich einerseits der 
Umrißpunkt relativ nahe an der Geraden QV und andererseits kommt dann der diff. 
geom. 01t weit vom Umrißpunkt zu liegen ! 

Diff. geom. Ort für E3 (rot) : Schneidet man die Gerade XV mit der Thaleskurve T so
bekommt man einen Punkt des diff. geom. Ortes . Diese Tatsache bewirkt, das der Ort in 
der Nähe von Q zu l iegen kommt, wenn X in der Nähe der Geraden QV liegt, siehe 
Abbildung 4- 1 3  B ilder 7, 9 - 1 2 .  Auf diese Eigenschaft ist besonders zu achten, wenn die 
Fläche relativ groß zur Entfernung QV ist. Dadurch liegt der Umrißpunkt nahe bei V, 
hingegen aber der diff. geom. Ort weit entfernt vom Umrißpunkt bei Q! 

4 Im Graphikprogramm wurden d ie diff. geom. Örter nicht mit Hilfe der Konstruktionvorschriften 
gezeichnet, sondern berechnet. Diese Konstruktionsregeln sind aber für das Verständnis sehr nützlich. 
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Diff. geom. Ort für E 1  (blau) :  Legt man eine Gerade normal zur Geraden XV durch X und
schneidet diese mit dem diff. geom. Ort vom Typ E3, so liegt dieser Schnittpunkt auf E i  . 

Diff. geom. Ort für E4 (gelb): Legt man eine Gerade normal zur Geraden XV durch X 
und schneidet diese mit dem diff. geom. Ort vom Typ E2, so l iegt dieser Schnittpunkt auf 
E4. Die Kombination aus den Wirbeln des Vektorfeldes und der Schnittkonstruktion 
bewirkt, daß dieser diff. geom. Ort in Abbi ldung 4- 1 3  in den Bi ldern 1 und 7 außerhalb
des Rasters l iegt und in den Bi ldern 1 0- 1 2  unbestimmt ist. 

Betrachtungen zu den 
Ö 

rtern der fiktiven Flächenbeobachtung: 

Die Abbi ldung 4- 1 3  zeigt, daß die diff. geom. 
Ö 

rter der Flächenbeobachtung nicht derart 
große Lagedifferenzen aufweisen wie die Umrißbeobachtungen.  Jedoch fällt folgende 
herausstechende Eigenschaft auf: Der diff. geom. Ort von F1 (magenta) liegt immer 
außerhalb der Fläche, hingegen jener von F2 (cyan) immer innerhalb ! 

Handelt es sich wie im oberen Musterfall um eine Kugel, so können noch weitere 
Zusammenhänge unter der 

Ö 
rtern gefunden werden, jedoch würden diese nicht für 

Quadriken gelten.  Die oben angeführten Eigenschafen gelten alle auch für Quadriken wie 
aus Abbi ldung 4- 14  zu erkennen ist. 

X 

uT Xu
Q V Q • V 

T 

Abbildung 4- 1 4: Darstellung der unterschiedlichen Lagen der diff. geom. Örter in einem ebenen 
Schni tte von Ellipsoid und Hyperboloid für einen allgemein gewählten Näherungspunkt 

Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die Art des Minimumkriteriums (Ei  -E4; F i ,  
F2) erheblichen Einfluß auf das Konvergenzverhalten n immt. Eine Grundtendenz läßt 
sich jetzt schon herauslesen, daß der Typ Ei wohl die besten und der E4 die sch lechtesten 
Eigenschaften für eine erfolgreiche Konvergenz aufweist. E2 scheint mit E3 und Fi mit F2 
halbwegs gleichwertig zu sein .  Aber um genauere Aussagen treffen zu können, wurde 
eine Methode entwickelt, die im folgenden Kapitel erklärt und angewendet wird. 
Anmerkung: In dieser ausführlichen Art wurden bis jetzt nur Flächen zweiter Ordnung 
untersucht. Stichprobenartig wurden auch Flächen höherer Ordnung untersucht (z. B .  
Torus) bei denen ähnliches festgestellt werden konnte. Es ist daher z u  erwarten, daß sich 
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Umrißtyp Flächentyp 
Typ Typ 
Typ Typ 

Typ Typ 

E 1  (4.3-2) F1 (4 .3-6)
E1 .3-3) F1 (4 .3-7)

Typ E:i .3-4) Typ F1 (4.3-6) 

Öauch andere Flächen nach diesen Gesetzten verhalten werden .  Al lgemeine und
weiterführende Untersuchungen zu diff. geom. rtern von Flächen höherer Ordnung
würde ein sehr in teressantes Forschungsgebiet abgeben, jedoch hätte das den Rahmen
dieser Arbeit gesprengt. 

4.3.3 Konvergenzbereich für Umriß- und Flächenbedingungen 

Ziel  i st es, jenen Bereich abzugrenzen, der als Näherungswert für den Umrißpunkt
geeignet i st . Wie im Kapitel 4.2 bereits erwähnt wurde, l iefert der Schnitt der diff. geom.Ö 

rter den neuen Näherungswert. In  den Kapiteln 4 .3 . 1  und 4.3.2 konnten aussagekräftige
ÖEigenschaften aus 2-D Darstel lungen für die Vektorfelder als auch für die Lage der diff. 

geom. rter abgelei tet werden. Um jedoch den Konvergenzbereich abgrenzen zu können,
bedarf es der Darstel lung von vier Hyperebenen, herrührend aus den vier Beobachtungen
(siehe Tabel le  2-2). Diese vier Beobachtungen enthalten einersei ts die zwei fiktiven
Beobachtungen (Umriß- und Flächenbedingungen) und andererseits die gemessenen
Bi ldkoordinaten .  Wünschenswert wäre es, über das Konvergenzverhalten ausschl ießlich 
von Umriß- und Flächenbedi ngungen Aussagen treffen zu können, da bei diesen beiden
Beobachtungen kei ne Meßgrößen angenommen werden müssen .  Läßt man hingegen die
Beobachtungen der B i ldkoordinaten weg, so könnte der neue Näherungswert nicht mehr
eindeutig aus dem Schnitt der beiden verbleibenden Hyperebenen - Schnittgerade -
bestimmt werden .  Betrachtet man al lerdings wieder ebene Schni tte von den Flächen, die

Vsowohl Q als auch enthalten, kann der neue Näherungswert ei ndeutig besti mmt
werden .  Durch diese „2-D" Vorgangsweise wird der Konvergenzbereich des Systems,
das aus allen vier Beobachtungen besteht, verfälscht. Al lerdings treten hierbei die
Konvergenzeigenschaften von Flächen- und Unuißbedingung besser hervor.
Rückschlüsse aus den „2-D" Ergebnissen (ohne gemessenen B i ldkoordinaten) auf
Eigenschaften des kompletten Systems werden im Kapitel 4.3.4 gezogen.Ö

ÜFür den „2-D" Fal l müssen die rter von Flächen- und Umrißbedingung miteinander 
geschnitten werden.  Zur bersichtl ichkei t werden die zusammengehörenden Typen i n
Tabel le  4-2 zusammengefaßt. 

F1 (4.3-7)E4 

(4
(4
(4 .3-5)

Tabelle 4-2: Zusammengehörigkeiten von Umriß- und Flächentypen 

Für den Umrißtyp E1 und dem dazugehörenden Flächentyp F1 wird eine erfolgreiche
Konvergenz i n  der Abbi ldung 4- 1 5  dargestel l t :  
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Abbildung 4- 15 :  Erfolgreiche Konvergenz von Umriß- und Flächenbeobachtung 

In Abbildung 4- 1 5  sieht man sehr schön, wie von Iteration zu Iteration der 
Näherungspunkt X dem Umri ßpunkt U zustrebt, bis er schließlich mit ihm im letzten Bi ld 
zusammenfällt. Prüft man für jeden Rasterpunkt, ob die Iterationen zum Umrißpunkt 
führen, so kann dadurch der Konvergenzbereich bestimmt werden. Alle Punkte, von 
denen aus das System konvergiert, werden mit einem Kreis versehen. Die Farbe des 
Kreises gibt Auskunft wie viele Iterationen nötig sind, bi s der Umrißpunkt erreicht wird. 
Von Punkten mit gleicher Farbe ausgehend konvergiert das System gleich schnell .  Die 
Anzahl der Iterationen kann so eruiert werden, indem man die Farbübergänge vom 
Umrißpunkt zum Näherungspunkt zählt. Punkte mit einem schwarzen Doppelkreis zeigen 
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T 

T 

jene Punkte an, an denen der diff. geom. Ort unbestimmt ist .  Punkte, von denen das 
System aus nicht konvergiert, werden lediglich durch den Rasterpunkt dargeste l lt .  

Zu Beginn werden die Konvergenzbereiche für den Kreis (analog zur Kugel im 9\3) 
untersucht: 

T 

Q V Q V 

Abbildung 4- 16 :  Konvergenzbereiche bei einem Kreis für E1  mit F1  l inks und E2 mit F2 rechts 

Abbildung 4- 1 6  zeigt die Konvergenzbereiche für Ei mit  F1 l inks und Ei mit F2 rechts. 
Beide weisen einen zusammenhängenden, annähernd gleich großen Bereich auf. 
Auffällig ist, daß Ei bei weitem mehr Farbschichten hat, was ein Zeichen für langsamere 
Konvergenz ist .  Die zwei konvergenzfreien Räume, der eine hinter dem Kreis (Art 
„Schlagschatten") der andere davor, l iegen dort, wo man das erwarten kann. 

Q V Q 

Abbildung 4- 1 7 :  Konvergenzbereiche bei einem Kreis für E3 mit F1 l inks und E4 mit F2 rechts 

Abbildung 4- 1 7  zeigt die Konvergenzbereiche für E3 mit F1 l inks und E4 mit F2 rechts. 
Di ese Konvergenzbereiche unterscheiden sich optisch stark von jenen in Abbi ldung 4- 1 6  . 
Beide haben wieder einen zusammenhängenden Bereich, jedoch enthält dieser ein Loch 
neben V. Besonders auffällig ist, daß sowohl bei E3 als auch bei E4 das System bei 
Punkten konvergiert, die hinter V l iegen. Weiters fällt auf, daß der Konvergenzbereich 
bei E4 kleiner ist als bei den anderen. 
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Ellipse in 1 .  Hauptlage : 

T 

V a V 

Abbildung 4- 18 :  Konvergenzbereiche bei einer Ellipse in 1 .  Hauptlage für E1 mit F1 l inks und E2 mit 
F2 rechts 

Abbi ldung 4- 1 8  zeigt die Konvergenzbereiche für E t  mit Ft l inks und E2 mit F2 rechts. 
Beide Konvergenzbereiche sind wieder zusammenhängend, jedoch größer als jene bei der 
Kugel, Ursache dafür ist die Matrix F. Würde eine El  lipse in 2. Hauptlage gegeben sein, 
würde sich der Konvergenzbereich gegenüber der Kugel verkleinern. Weiters sind bei E2 
wieder mehr Farbschichten, was ein Zeichen für eine langsamere Konvergenz ist. 

T T 

V a Va 

Abbildung 4-19 :  Konvergenzbereiche bei einer Ellipse in 1 .  Hauptlage für E3 mit F1  links und E4 mit 
F2 rechts 

Abbi ldung 4- 1 9  zeigt die Konvergenzbereiche für E3 mit F1 links und E4 mit F2 rechts. 
Auch diese Konvergenzbereiche unterscheiden sich wieder optisch stark von jenen in 
Abbi ldung 4- 1 8 .  Diesmal l iegt kein  einzelner zusammenhängender Bereich mehr vor. Es 
besteht weiterhin ein dominierender Bereich jedoch existieren auch vereinzelte isolierte 
Punkte bzw. Punktgruppen, von denen das System aus konvergiert. Weiters fäll t  auf, daß 
der Konvergenzbereich bei E3 und E4 kleiner ist als bei den beiden anderen . 
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Ellipse in 2. Hauptlage, V nicht auf einer der beiden El lipsenachsen: 

T 
T 

V V 

<!> Q Q 

Abbild ung 4-20: Kon vergenzbereiche bei einer Ell ipse in 2. Ha uptlage für E1 mit F1 li nks und Ei mit 
F2 rechts 

Abbildung 4-20 zeigt die Konvergenzbereiche für E1 mit f 1 l inks; dieser unterscheidet 
sich lediglich von jenem in Abbildung 4- 1 8  dadurch, daß er verzerrt ist auf Grund der 
Versch iebung von V. Die Tatsache, daß es s ich hier um eine Ellipse in 2 .  Hauptlage 
handelt, wirkt sich nur sehr schwach bis gar nicht aus. Jedoch bei Ei mit F2 rechts bewirkt 
die 2. Hauptlage, daß der Bereich viel kleiner wird als in Abbi ldung 4- 1 8  . Ursache dafür 
ist die Matrix F, wie schon zuvor erwähnt wurde. 

T T 

V 
V 

Q 

Abbildung 4-2 1 :  Kon vergenzbereiche bei einer Ellipse in 2. Hauptlage für E:i mit F 1  li nks und E4 mit 
F2 rechts 

Abbildung 4-2 1 zeigt die Konvergenzbereiche für E3 mit F1 l inks und E4 mit F2 rechts. 
Besonders auffallend ist, daß der Konvergenzbereich von E3 größer ist als jener von E2, 
man könnte sagen, daß die beiden Typen die „Rol len" getausch t  haben. Die Begründung 
liegt wieder bei der Matrix F. E4 weist wieder ei nen sehr auffälligen Konvergenzbereich 
auf, der diesmal jenem von E2 ähnelt. Es besteht bei E2 und E4 ein domi nanter Bereich ;  
jedoch existieren auch vereinzelte isolierte Punkte bzw. Punktgruppen, von denen das 
System aus konvergiert. Weiters fällt auf, daß der Konvergenzbereich bei E2 und Ei 
kleiner ist als bei den beiden anderen. 
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Hyperbel in 2. H auptlage: 

<!> 

T 

Q 

Abbild ung 4-22: Konvergenzbereiche bei einer Hyperbel i n  2. Hauptlage für E1 mit F1 l i  nks und E2 
mit F2 rechts 

Abbi ldung 4-22 zeigt die Konvergenzbereiche für E 1  mit F1 l inks und E2 mit F2 rechts. E 1  
besticht wieder durch einen großen und zusammenhängenden Konvergenzbereich. E2 
hingegen weist nur ein relativ kleines Band, normal zur Geraden QV, als 
Konvergenzbereich aus. 

<!> 

Q V 

Abbildung 4-23: Konvergenzbereiche bei einer Hyperbel in 2. Hauptlage für E3 mit F 1 l inks und E4 
mit F2 rechts 

Abbi ldung 4-23 zeigt die Konvergenzbereiche für E3 mit F1 l inks und E4 mit F2 rechts. 
Der Konvergenzbereich von EJ ist größer als jener von Ei, aber nicht ganz so groß wie 
jener von E 1  . E4 weist wieder einen sehr auffäll igen Konvergenzbereich auf, der eine Art 
Kombination aus E2 und E3 ist . Die Größe stammt von E2, die Form von E3 . 
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Hyperbel i n  1 .  Hauptlage: 

T 
<I> 

Q V 

Abbildung 4-24: Konvergenzbereich bei einer Hyperbel in l .  Hauptlage für E1 mit F 1 

Das besondere an diesem Beispiel ist, daß das Projektionszentrum V i n  der rechten 
Schale der Hyperbel l iegt und somit kein  Umri ßpunkt existieren kann .  Abbi ldung 4-24 
zeigt dieses auch, wei l cI> mit T kei nen Schnitt hat, und weist auch keinen Punkt als 
geeigneten Näherungswert aus. 

Es soll nochmals erwähnt werden, daß die in diesem Kapitel gefundenen 
Konvergenzbereiche und deren Eigenschaften auf Vereinfachungen beruhen. Im Kapitel 
4.3 .4 werden die hier gewonnenen Erkenntnisse vor a llem durch geometrische 
Überlegungen auf das komplette System (mit gemessenen Bi  ldkoordinaten und im 9\3) 
übertragen .  

4.3.4 Erweiternde Überlegu ngen zu m Konvergenzbereich von U m ri ß­
u n d  Flächenbedingung i m  9\3 

Die in  Kapitel 4 .3 .3 abgeleiteten Ergebnisse beruhen auf der Tatsache, daß die zwei 
Beobachtungen der Bi ldkoordinaten weggelassen wurden und nur ebene Schni tte, die Q 
und V enthielten, der Fläche betrachtet wurden .  Zie l  ist es, diese Ergebnisse für das 
System Umriß- und Flächenbedingung und beobachtete Bi ldkoordinaten zu erweitern. 
Um einen Bereich für die Schnittkonvergenz von diesem System angeben zu können, 
müßte für jeden Rasterpunkt und für jede Richtung des Sehstrahls ein ausgleichender 
Schnitt der Hyperebenen durchgeführt werden.  Dieser Schnittpunkt wäre dann der neue 
Näherungswert, für den dann wiederum die Örter berechnet werden würden und so 
weiter, bis eine Konvergenz oder Divergenz des Gleichungssystems erfolgt. Eine derartig 
empirisch Untersuchung wäre für diese Arbeit einerseits zu umfangreich geworden, 
andererseits gelingt es, durch allgemeine Überlegungen und geschickt getroffene 
Annahmen hinreichende Aussagen über die Konvergenz im 9\

3 
abzuleiten . 

Zwei Fragen erscheinen von besonderer Wichtigkeit zu sein :  
1 .  Vergrößert oder verkleinert sich der Konvergenzbereich? 
2. Gelten die unterschiedlichen Charakteristika der Typen E 1  -E4 auch im 9\3? 
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Zur Beantwortung beider Fragen ist folgende Überlegung sehr wichtig: Wie schon oben 
erwähnt, bekommt man den neuen Näherungswert als Schnitt der vier Hyperebenen.  
Diese vier Ebenen schneiden einander a llgemein nicht i n  einem Punkt sondern in  einem 
Tetraeder. Der Schnittpunkt ist bei gleicher Gewichtung der Beobachtungen der 
Schwerpunkt des Tetraeders. Der Schnittpunkt könnte auch über folgende Konstruktion 
bestimmt werden :  Man scheidet paarweise die Hyperebenen von Umriß­ und 
Flächenbedingung und die Ebenen der beiden B ildkoordinatenbeobachtungen 
miteinander (Anm. :  Der Schnitt der dieser beiden Hyperebenen liefert den Sehstrahl . ) .  So 
l iegt dann der Schnittpunkt in der Mitte des Gemeinlots der beiden Geraden .  

Ad 1 :  Zuerst betrachten wir einen ebenen Schnitt, der den Sehstrahl g und die Strecke 
QV enthält. Der Näherungswert X soll vorab auch in dieser Ebene liegen. Diese 
Annahme bewirkt, daß in diesem Fal l  (Kugel) die Hyperebenen proj izierend erscheinen. 
In b lau ist die Hyperebene vom Typen E 1  und in magenta jene vom Typ F 1  dargestel l t .  
Die Schnittgerade h der beiden Hyperebenen ist daher auch projizierend, somit  l iegt das 
Gemeinlot und S auch in dieser Ebene und kann eingezeichnet werden (siehe Abbi ldung 
4-25).  Aus dieser Abbi ldung kann man sofort erkennen, daß der neue Näherungswert 
(Schnittpunkt) S mit Berücksichtigung des Sehstrahls näher zum Umrißpunkt U rückt als 
ohne. Jedoch das hängt natürlich sehr von der Exaktheit der Richtung des Sehstrahls  ab. 
Aber bei der Objektrekonstruktion kann man davon ausgehen, daß eine sehr gute 
Richtung des Sehstrahls vorliegt. 

X 

. -. . 

Abbildung 4-25: Bestimmung des Schnittpunktes im 9\3 über Gemeinlot 
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Löst man sich von der Annahme, daß der Näherungswert X auch in  der Schni ttebene l iegt 
und läßt ihn  z .B . um die Achse QV rotieren,  so kön nte der Schni ttpunkt i n  sehr 
ungünstigen Bereichen, vergleiche Kapitel 4.3 .  1 und 4.3 .2,  zu l iegen kommen . Je weiter 
sich X vorn Sehstahl entfernt, desto eher muß mit ungewünschten Effekten oder sogar mit 
Si ngu laritäten gerechnet werden .  Liegt der Näherungswert X auf dem Sehstrahl g, so 
kann dieses Problem ei nfach umgangen werden. Betrachtet man in Kombi nati on 
Abbi ldung 4-25 und Abbi ldung 4- 1 6  (rechtes B i  ld) so erkennt man, daß nicht unbedi ngt 
jeder Pu nkt am Sehstrahl zur Konvergenz führen muß. In jedem Fal l  führen die Punkte 
zur Konvergenz, die es auch ohne Sehstrahl getan haben .  Durch Ei nbeziehung des 
Sehstrah ls vergrößert sich sogar der Konvergenzbereich, wei l i n  den Abbi ldu ngen über 
die Konvergenzbereiche Punkte als ungünstig ausgewiesen werden, deren Schni ttpunkt 
z .B . von E 1  und F1 außerhalb des Rasters lagen . Der Sehstrahl bewi rkt nun, daß der 
Schn ittpunkt näher beim Umrißpunkt zu l iegen kommt und somit  zu ei ner Konvergenz 
fü hrt. Al lgemein kann gesagt werden ,  je weiter man sich am Sehstrahl mit  dem 
Näherungswert von der Fläche entfernt, desto wahrschei nlicher wird ei ne Divergenz. 
Daher sol lte man den Näherungswert am Sehstrahl auf etwa gleicher Höhe der Fläche 
suchen , um nicht in gefährliche Randzonen zu kommen. Absch l ießend kann gesagt 
werden, daß die Konvergenzbereiche i m  9\3 jenen im 9\2 

ähnel n ,  wenn man die oben 
genan nten (einfach zu bewerkstel l igenden) Lagebeziehungen berücksichtigt. 

Ad 2 :  
Geht man davon aus, daß die Näherungswerte unter Berücksichti gung der oben 
genan nten Kriterien besti mmt werden,  so kann aus analogen und geometrischen 
Überlegungen gesagt werden, daß die i n  Kapitel 4 .3 .3  für die Typen unterschiedl ichen 
Merkmale auf den 9\3-Fall übertragen werden können. Diese Behauptung wurde auch 
stichprobenartig an Quadriken und Toren überprüft. 

Zusammenfassend kann gesagt werden ,  daß das Konvergenzverhal ten sowohl i n  9\2 
­

bzw. im 9\3-Fal l sehr stark von Fläche, Typ und Sehstrahl abhängt und dadurch ei ne sehr 
hohe Bedeutung der Güte der Näherungswerte für die Umri ßpunkte zukommt.  Aus den 
untersuchten Flächen geht hervor, daß der Typ E1 in den meisten Fäl len der geei gnetste 
ist, um die gewünschte Konvergenz zu erzielen . Ist dieser Typ jedoch als 
Mini mumkriteriurn ungeeignet, sol l te man die Iteration trotzdem mit diesem Typ starten 
und erst in der letzten Iteration auf den gewünschten anderen Typ umschalten . Im Kapitel 
5 werden verschiedene Verfahren zur Besti mmung von Näherungswerten für 
Urnri ßpunkte angegeben,  um sie mit  h inreichender Quali tät zu bestimmen.  
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5 Besti m mung der Näherungswerte für U m  riß pun kte 

Wie aus Kapite l  4 hervorgeht, ist die Güte der Näherungswerte für die Umri ßpunkte von 
besonderer Wichtigkeit .  Daher werden in diesem Kapite l  verschiedene Verfahren zur 
Besti mmung der Näherungswerte angegeben . Grob können diese Verfahren i n  drei 
Gruppen zusammen gefaßt werden:  Verfahren, die un abhängi g von der 
Flächendarste l lung sind, werden i m  Kapitel 5 .2  angeführt; Ve1fahren, die nur für Flächen 
in Parameterdarstel lung geeignet sind, im Kapite l  5.3 und Ve1fahren, die für i mplizit  
gegebene Flächen geei gnet si nd, im Kapitel 5 .4 .  Expl izi t  gegebene Fl ächen können in 
eine der beiden anderen Darstel lungsmöglichkei ten übergeführt werden (siehe Kapitel 
3 .2 .3) .  
Für die Berechnung der Näherungswerte des Umrißpunktes müssen Sehstrahl und Fläche 
im selben Koordinatensystem dargeste l l t  werden.  Naheliegend wäre es, den 
Näherungswert im Referenzsystem zu berechnen , da auch in diesem System die 
Umri ßbedi ngung formuliert wird. Aber dazu müßte die Fläche transformiert werden, was 
wiederum zu einer komplizierteren Flächendarstel lung führen kann.  Daher transformiert 
man den Sehstrahl ins Model lsystem.  

5.1 Transformation des Sehstrahls vom Bild- ins Modellsystem 

Die Darstel lung des Sehstrahls  g im B i ldsystem lautet: 

g :  

mit  

, u ś [ :fl ; ,v +
: J 
BU' gemessene B i ldkoordinaten des Umrißpunktes 

BV B i ldkoordi naten des Hauptpunktes 
c Kammerkonstante 
m Parameter der Sehstrahlgleichung 

(5.1-1)  

Da das Projektionszentrum V der homologe Punkt bei der Transformation vom B i  ld- ins 
Referenzsystem i st (siehe Kapitel 3 .  1 .  1 ), wird V nur vom Referenz- i ns Model lsystem 
nach Umkehrung von (3 .  1 -3) transformiert: 
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(5.1 -4) 

5.2 

1 
V ; _ - R ; ( V j Q j ) Q ;M -- M j  R -R  +M 

M m 

(5.1-2) 

Der Sehstrahlvektor ns wird nach (3 . 1  -2) ins  Referenzsystem und anschl ießend 
durch Umkehrung von (3 .  1 -4) ins Mode l lkoordinatensystem transformiert: 

(5.1 -3) 

Nun bekommt man den Sehstrahl im Model lsystem:  

m Parameter der Sehstrahlgleichung 

Flächenunabhängige Lösungsansätze zur Bestimmung der 
Näherungswerte 

In diesem Kapitel werden Verfahren zur Besti mmung der Näherungswerte für die 
Umri ßpunkte angegeben, die unabhängig von der Darstel lungsart der Fläche sind. Wie i n  
Kapitel 4.3 .4, kann auch hier angenommen werden, daß die Richtung s des Sehstrahl s  g 
und das Projektionszentrum V bei der Objektrekonstruktion der Fläche <I> sehr gut 
bekannt sind. Dadurch läßt sich der Sehstrahl g mit Hi lfe der Formel (5 .  1 -4) i m  
Model lsystem beschreiben . I n  den Formeln wird wieder auf den systemanzeigenden 
Index verzichtet, da al le  Berechnungen i m  Model lsyste m erfolgen : 

Verfahren 1 :  
Für dieses Verfahren ist e s  wichtig, daß ei ne mi  ttlere Distanz d von V zur Fläche <I> 
bekannt ist .  Die Distanz d kann über verschiedene Arten besti mmt werden :  Man könn te 
ei ne mittlere Entfernung zur Fläche mi t  genäherter Normalfallphotogrammetrie oder auch 
mit einem Entfernungsmesser bestim men. Es besteht aber auch die Möglichkeit die 
Entfernung zu berechnen : Wurde ein Verknüpfungspunkt T auf der Fläche bestimmt, so 
kann für die Distanz d die Länge der Strecke TV verwendet werden. 
Dann wird der Näherungswert S für den Umri ßpunkt U so berechnet, daß S am Sehstrahl 
l iegt und die Strecke SV die Länge d hat: 

(5.2-1) 
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Hinweis :  Gefahr besteht bei diesem Verfahren ,  daß eine Distanz d nicht für a l le  Punkte 
ausreichend genau ist, oder sogar für einen Sehstrahl mehrere Punkte in unterschiedlichen 
Entfernungen in Frage kommen . Bei Quadriken oder ähnl ich gefonnten Fl ächen wird 
man mit ei ner Distanz auskommen, hingegen bei ei nem Torus sol l ten mehrere Distanzen 
verwendet werden oder m an greift auf ein anderes Verfahren zurück (siehe Kapitel 5 .4) .  

Ve1fahren 2: 
Dieses Verfahren i st besonders gut geei gnet, wenn sich der Wahre Umriß der Fläche <l> 
nahezu in einer Ebene E befindet. Kennt man weiters einen Punkt P in dieser oder nahe 
dieser Ebene E, so kann der Näherungswert S wie folgt bestimmt werden:  
B ei dem Punkt P kann es sich um einen Verknüpfungspunkt auf der Fläche, oder auch 
um den Flächenmittelpunkt handeln.  Die Ebene E wird dann so gelegt, daß sie einerseits 
P enthält und andererseits normal auf s steht. 
Die Normalform von E lautet : 

(5.2-2) 

Den Näherungswert S erhält man als Schnittpunkt von Sehstrahl g und Ebene E. 
S kann auf folgende Art berechnet werden : Das Ei nsetzen der Sehstrahlgleichung (5. 1 -4) 
i n  (5 .2-2) führt zu einer l inearen Gleichung in m, löst man diese Gleichung nach m auf 
und setzt m wieder in (5 .  1 -4) ein, so erhält man den gesuchten Schnittpunkt S.  
Hi nweis: Es  muß nicht für jeden Sehstrahl ei ne eigene Ebene aufgespannt werden.  Es 
reicht i n  vielen Fäl len, wenn eine mittlere Richtung dazu verwendet wird. Bei dem 
Musterbeispiel in Kapitel 7 wird dieses Verfahren zur Besti mmung der Näherungswerte 
angewendet. Auch hier werden al le Näherungswerte der Umrißpunkte in  einem Bi ld  mit 
Hi l fe einer Ebene bestimmt, die normal zum Hauptstrahl des Bi ldes (ist gleichbedeutend 
mit Bi ldebene und Ebene E sind paral le l)  steht. Diese Methode wird deshalb in Kapitel 7 
angewendet, wei l sie sehr leicht in ORIENT real isierbar ist. Weiters würde sich auch als 

i i imittlere Richtung der Vektor s = V  - p anbieten.  

5.3 Bestimmung der Näherungswerte für Flächen in 
Parameterdarstellung 

Die hier angegebene Methode sol l te nur dann verwendet werden ,  wenn die in Kapitel 5 .2 
versagen oder die Voraussetzungen nicht gegeben sind.  Grund dafür ist, daß bei der 
Objektrekonstruktion im Gegensatz zum Sehstrahl die Lage und Orientierung der Fläche 
nur sehr ungenau bekannt sind. Darüber hi naus muß auch noch über die Formparameter 
der Fläche verfügt werden.  Diese Tatsachen sind deshalb sehr unangenehm, da bei dieser 
Methode ein Punkt auf der Fläche gesucht wird und daher auch mit  der Fläche gerechnet 
wird .  
Die Grundidee dieses Ve1fahrens ist, jenen Punkt A auf der Fl äche zu fi nden, an dem die 

;Umrißbedi ngung n s; = 0 erfül l t  ist und einen möglichst kurzen Abstand zum Sehstrahl g 

62 



hat. Die Besti mmung des Näherungswertes des Umrißpunktes kann i n  fo lgende Schritte 
untertei lt  werden:  
1 .  Schritt: Dieser Schritt ist wohl  der wichtigste bei dieser Methode. Es muß eine Fläche 
<I>, die der zu besti mmenden Fläche ähnelt, und deren Parameterdarste l lung gefunden 
werden .  Dazu können di verse Flächenatlanten, z .B .  [Lori a, 1 9  1 0] ,  herangezogen werden. 
Anschl ießend muß die Fläche <I> i n  annähernd ri chtiger Stel lung zum Sehstrahl g gebracht 
werden. Dieser Schri tt kann im Fal le einer Kugel oder Quadrik einfach sei n ,  h ingegen bei 
Flächen höherer Ordnung durchaus zu ei nem diffizi len Problem für den B enutzer werden .  
2 .  Schritt: Im nächsten Schritt muß die Domäne der Fläche <I> bestimmt werden.  Mi t  dem 
Begriff Domäne wird in dieser Arbeit jener relevante Tei l des Defin i  tionsbereiches der 
Fläche bezeichnet, der für die Näherungswertsuche i n  Frage kommt. Der 
Definitionsbereich für die Fläche kann gemeinsam mit der Flächendarste l lung aus den 
Fl ächenatlanten entnommen werden .  Wurde schl ießl ich eine Fläche <I> gefunden,  so kann 
sie und ihr Defin i tionsbereich in folgender Form angeschrieben werden :  

(5.3-1) 

Bevor Kriterien für die Besti mmung der Domäne angegeben werden,  sol l  
Abbi ldung 5- 1 auf mögl iche Gefahren hinwei sen .  

<I> :  

Abbildung 5-1:  Übersichtsskizze bei der Bestimmung des Näherungswerts für Flächen in 
Parameterdarstellung 
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(5.3-3) 

Aus Abbi ldung 5- 1 erkennt man, daß ohne näheres Wissen über die Lage des 
Umrißpunktes mehrere Bereiche für die Kandidaten in Frage kommen . Die Parameter u1 
und u2 des ei nen Kandidaten würden im Interval l  [a1, a2] beziehungsweise im Intervall 
[b1,  b2] l iegen, die des anderen in [a1,  a2] beziehungsweise in [b2, b3] .  Daran erkennt man,  
wie wichtig e ine sorgfältige Wah l  einer Domäne i st. In ein igen Fäl len wird bereits das 
Wissen, daß die Fläche außerhalb ei nes gewissen Bereiches in der Natur n icht mehr 
exi stiert, die Mehrdeutigkeit lösen. In al len anderen Fäl len wird der Benutzer klärend 
eingreifen müssen.  Auf den ersten B l ick scheint ei ne vol l ständige Automati sierung dieser 
Methode nicht möglich zu sein .  Man sol l te aber auch in diese Überlegung ei nbeziehen, 
daß die in Abbi ldung 5- 1 dargestel l te S i tuation bewußt schwie1ig gewähl t  wurde, und i n  
vielen anderen Fäl len die Domäne automatisch gefunden werden kann .  
Somit ergibt sich e ine  mögli che Domäne bei sehr gutem Vorwissen über die 
Parametervertei lung zu : 

(5.3-2) 

oder bei praktisch kei nem oder sehr geringem Vorwissen zu: 

Bei der i m  Fal l  (5 .3-3) angegebenen Domäne bedarf es ei ner weiteren, wenn 
mögl ich automatischen, Einschränkung des Bereiches, u m  ei ne ähnl ich gute und 
vielversprechende Ausgangsposition zu bekommen, wie im Fal l  (5 .3-2) .  Ferner i st auf 
Si  ngulari täten der Flächendarstel lung zu achten . Kommen Singu laritäten in der Nähe 
oder sogar in der Domäne vor, so gi l t  h ier höchste Vorsi cht. Diese können natürl ich 
genauso wie bei m Definit ionsbereich auch aus der Domäne ausgesch lossen werden, 
wobei dies aber eher auf ei ne falsche Wahl der Domäne hindeutet oder überhaupt auf 
ei ne falsche Wah l der Fläche. 
Es sei darauf hingewiesen, daß die im folgenden angegebene Methode zur Einschränku ng 
der Domäne mit Vorsicht zu genießen i st, da sie nie in der Praxi s  ausreichend getestet 
wurde : 

Um die Domäne weiter ei nschränken zu können, versucht man Pu nkte auf der Fläche <l> 
zu fi nden, die einen möglichst kürzen Abstand d zum Sehstrahl g haben . Zu diesem 
Zweck vertei lt man regelmäßig über der Domäne (5 .3-3) die Punkte A1m(u1,  u2) und 
berechnet die Abstände d1111(u1, u2) zum Sehstrahl g (siehe Abbi ldung 5-2): 
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8u 1 = 2 - J ; 8u , = 2 J 

(5.3-4) 

(5.3-6) 

Abbildung 5-2: Testpunktverteilung und Abstände zum Sehstrahl 

Die Testpunkte werden in nerhal b der Domäne regel mäßig vertei l t  durch :  

mit  ka = 0 ( 1 )  na 

Bei ei ner Anzah l von (n1+ 1 )  (112+ 1 )  Testpunkten ergeben s ich die <5u; zu: 

a 

n1 

a 
-

b - b  
112 

(5.3-5) 

Bei der Wahl der Größen 11 1 und 112 so l l te man folgendes beachten : Eine zu geri nge 
Anzah l an Testpunkten kön nte zu einem Versagen des Verfahrens führen, jedoch ei ne zu 
große Anzah l ledi gl ich zu längeren Rechenzei ten . Eine vernünfti ge Richtl inie wäre, daß 
die Anzah l der Testpunkte so zu wählen ist, daß diese Testpunkte den charakteri stischen 
Verlauf der Fläche wiedergeben. 
Die Indi zes l, m laufen in den folgenden Formeln nicht von 1 bis 3 sondern von 0 bis na, 
dann ergeben sich die Testpunkte A1m zu : 

tim seien die Vektoren vom Projekti onszentrum V zu den Testpunkten A1ru : 

; A ;t 1111 = 1111 - V ; 

(5.3-7) 
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Wobei nur jene t1m relevant sind, deren i nnere Produkte mit s größer Nul l  s ind.  Mit  dieser 
Bedi ngung wird sicher geste l lt, daß s und tim in denselben Halbraum zeigen .  

Die Abstände d1111 berechnen sich zu : 

mit  

sk 1111i - i jm 1111 - E Jk t Im 
k 

s 1111 s
k,111 

(5.3-8) 

Bei der Suche nach jenen Punkten A1m(u1, u2), die ei nen mögl ichst kleinen Abstand d1111 i n  
ei nem lokalen B erei ch haben, sol l te folgende Strategie angewendet werden : Man sortiert 
die Punkte A1m(u1, u2) nach dem steigenden B etrag der Vektoren t

;
1111 aus Formel  (5 .3-7) .  

Damit bewirkt man, daß man zuerst jene Punkte untersucht, d ie  nahe dem 
Projektionszentrum V sind. Diese sortierte Liste wird der Reihe nach nach lokalen 
Minima untersucht. Betrachtet man nochmals die Abbi ldung 5- 1 ,  so hätte man die 
folgenden Stel len, der Reihe nach,  als Punkte A,  B, C, D mit lokalen mini  malen Abstand 
zu g gefunden .  An diesen Stel len verfei nert man den Raster, hier ausgeführt nur für e in  
Parameterpaar Y.1  und  Y.2 (Y.1 und  Y.2 gehört zu  jenem Punkt A1m  mit dem kürzesten 
Abstand zum Sehstrahl ) :  

a1 := Y.1-ÖU1 
bJ := Y.1-ÖU2 

a2 := Y.1+<5u1 
b2 := Y.2+<5u2 

(5.3-9) 

Mit diesen verkleinerten Bereichen führt man eine wei tere Abstands­
min i  mumsuche, analog zur ersten mit angepaßten n1 und 112, durch .  Diesen Schri tt 
wiederholt man solange,  bis entweder der Minimalabstand kei ner als ei ne gewisse 
Schranke c1 i st, oder das Verhäl tn i s  der Minimalabstände aus der letzten und vorletzten 
Iteration klei ner als ei ne Schranke c2 i st .  Als Ri chtwert fü r c1 könnte ei n Prozentsatz p der 
Entfernung von Rasterpunkt und Projektionszentrum genommen werden ;  c2 könnte direkt 
auf diesen Prozentsatz p gesetzt werden.  Als Prozentsatz p könnte sich z .B . 0.05 eignen . 
Die so gefundenen Punkte prüft man der Reihe nach auf folgende Kriterien :  
I s t  der Abstand d1111 > c1,  so geht  der Seh strahl an  der Fl äche vorbei und der Punkt bleibt 
als Kandidat für den Näherungswert erhal ten .  Das würde beim Punkt A i n  diesem 
Musterbeispiel der Fal l sei n .  Das macht man mit jedem weiteren Pu nkt, bis der Abstand 
an einem Punkt d1111 <= c1 ist. In diesem Fal l  muß man zwi schen zwei Fäl l en 
unterscheiden, dazu berech net man den Winkel zwischen s und n nach der Formel  
(3 .3-4). Weicht dieser Wi nkel n icht  mehr a ls  z .B .  5 Grad vom Rechten Win kel  ab, so  hat 
man den Kandidaten gefunden und kann die Suche beenden .  Weicht dieser Winkel  
jedoch mehr als diese angenommenen 5 Grad ab,  so heißt  das, daß der Sehstrahl an 
diesem Punkt in die Fläche eindri ngt (siehe Abbi ldung 5- 1 Punkt B). In  diesem Fal l  
spannen dieser Punkt u n d  der nächste Punkt (siehe Abbi ldung 5- 1 Pu nkt C )  i n  der Liste 
ein Intervall auf, in dem ei n wei terer mögl i  cher Kandi dat enthalten sei n kann .  Al le  
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anderen Punkte der Liste können auf Grund von Sichtbarkeitsüberlegungen 
ausgeschlossen werden .  Dieses Intervall kann aufgespannt werden, wenn der ei ne Punkt 
die Parameter (a1, b1) und der andere (a2, b2) hat, mit :  

(5.3-1 0) 

In diesem Interval l startet man eine weitere Minimu msuche, i n  der jener Pu nkt 
A1m gefunden werden sol l ,  dessen Normalenvektor D1m und Sehstrahlvektor s die klei nste 
Wi nkelabweichung von einem Rechten Winkel nach Formel (3 .3-4) aufwei sen :  

Die Berechnung der Rasterpunkte geschieht wieder m i t  den Formeln (5.3-4) b i s  (5 .3-6). 
Die Normalenvekoren n;

1111 an den Ste l len A;
1111 werden nach den Formeln (3 .2- 1 )  bis 

(3 .2-5) berechnet. Anschl ießend berechnet man die Abweichu ngen vom Rechten Winkel  
nach der Formel (3 .3-4). An jener Ste l le mi t  der klei nsten Winkelabweichung führt man 
sol ange ei ne Interval l verdichtung durch, bis die Wi nkelabweichung klei ner als die 
angenommene Schranke von 5 Grad ist .  Letztl ich würde das i n  unserem Bei spielsfal l  zu 
Punkt E führen . 
Um jetzt aus der Liste der verbleibenden Kandi daten den richtigen, besser gesagt den 
wahrschein l ichsten ,  zu fi nden, berechnet man nochmals für diese Punkte die Abstände 
zum Sehstrahl g und nimmt jenen mit  dem kleinsten Abstand als Näherungswert für den 
Umri ßpunkt. Im Beispielsfal l  wäre das der Punkt A gewesen .  

Anschl ießend wird der gefundene Punkt M A  nach Umformung von (3 .  1 -3) mi t  (5 .3- 1  1 )  
ins  Referenzsystem transformjert. 

(5.3-1 1) 

5.4 Bestimmung der Näherungswerte für implizit 
algebraisch gegebene Flächen 

Im folgenden werden zwei Vorgehensweisen zur Besti mmung der Näherungswerte für 
implizi t  algebraisch gegebene Flächen ausgeführt. Vari ante eins eignet sich besonders 
gut, wenn <l> von n iedrigem Grad ist, Variante 2 beruht auf derselben Grundidee wie jene 
in Kapitel 5 .3 .  

/ .  Variante: 

Die Schnittkurve der 1 .  Polarfläche r von <l> mit  <l> selbst l i  efert den Wahren Umri ß  
bezüglich eines festen Punktes V [Pottmann, 1 996]. Nach Berechnung von r wird die 
Pol arfl äche mit dem Sehstrahl g geschnitten ;  das l iefert den gesuchten Näherungswert S 
für den Umrißpunkt U .  
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(5.4-3) 

Abbildung 5-3: Stellung von Fläche, Polarfläche und Sehstrahl zueinander 

Der Index M zur Kennzeichnung des Model lkoordinatensystems wird auch hier für die 
folgende Berechnung des Näherungswertes zum Zwecke der Übersichtlichkeit 
weggelassen, da al le folgenden Berechnungen in diesem System stattfinden . 

(5.4-1)  

Zur Berechnung der 1 .  Pol arfläche r muß die Fläche i n  homogenen Koordi naten ,  
h ier gekennzeichnet durch e in  l inks von der Vari able hochgestel ltes h, dargestel l t  werden 
[Boehm,  1 994, p307ff] . Bei Variablen in homogenen Koordinaten l aufen daher die 
Indizes von 0 bis 3 :  

(5.4-2) 

Nach Ei nsetzen i n  (5 .4- 1 )  und Wegmultipli zieren mit ("X0)'1 erhält man eme 
homogene Gleichung für die Fläche h<l> vom Grad n :  

="tJ("x 0 ,"x ,"x 2 "x 3 )1 , o 
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" · 0 " ·0 u, . -1-. u 

Die Gleichung der Tangentialebene 't i n  ei nem festen Flächenberührpunkt hX 
" 6 (" X ; )= 0 lautet - "yi seien jetzt die l aufenden Koordinaten i n  't: 

• 

a " 6  
d

. . I I  Abi . h " X; d I Iwon n = 1e part1e e e1tung von nac arste t .' (J 'X ' 

(5.4-4) 

Für i rgend ei nen festen Pu nkt hy - jetzt l aufe "x ; - ste l l t  diese Gleichung die erste 
Polarfläche r dieses Punktes dar. Da der gesuchte Umri ßpunkt auch auf der Fläche <l> 
selbst l iegt, vereinfacht sich die Gleichung für r nach Ei nsetzen der Euler' schen Identi tät 
[Bretterbauer, 1 994, p.68f] :  

" x ; " 6,
;= n " 6(" x ; ) 

und mit " 6(" x ; )= ü  zu: 

r: " y i " 6, .= 01 

Anste l le  irgendeines festen Punktes hy wird das Projektionszentrnm hy 
eingesetzt: 

"v i " 6, = o1 

Der Punkt X des Sehstrahls g r n  (5 .  1 -4) wird i n  homogenen Koordinaten 
dargestel lt :  

.g : 

" x i 
" x o 
" x 2 
" x o 
" x 3 
" x o 

= V ; + m s ; 
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Nach Ei nsetzen von g in die Gleichung (5 .4-7), bekommt man eine Glei chung vom Grad 
n- 1 ,  i n  der m der unbekannte Parameter ist - hx° läßt sich bei algebrai sch gegebenen 
Flächen i mmer herausheben und kürzen . Wird der Wert von m in (5 .  1 -4) eingesetzt, so 
ergibt sich MS zu : 

(5.4-9) 

Achtung: Die Gleichung für m i st vom Grad n- 1 und hat daher n- 1 Lösungen für m; von 
diesen muß die richti ge - reel le - Nu l l stel l e  durch Einsetzen von MS in (5 .4- 1 )  gefunden 
werden.  Für jeden Kandidaten MS ergi bt sich nach Einsetzen ei ne Diskrepanz d. Jener 
Punkt m i t  dem absolut klei nsten d i st der gesuchte Umrißpunkt. 

Anschl ießend wird MS nach Umformung von (3 . 1  -3) mit (5 .4- 1 0) ms Referenzsystem 
transformiert. 

Beispiel: 

Geg. :  Torus <l> und e in Sehstrahl g: 

r 

I \ 

Abbildung 5-4: Stellung von Torus, Polarfläche und Sehstrahl zueinander 
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Die Sehstrah lgleichung lautet: 

(5.4-1 1 )  

Die Parameterdarstel lung ei nes Torus l autet (zur Interpretation der Parameter, 
siehe Abbi ldung 5-5) :  

' /
' /\ /\ I\ I1 I1 1I RI 11 

I \ 
/ \

/ ' 
' 

x1 

Abbildung 5-5: G rund- und Aufriß eines Torus 
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[ (R + r cos a)cos ,1, 

<t> :  X; = (R + r crs a)s in  ,1, 

r sm a  J 
Die implizi te Darste l lung l autet: 

<l> :  (X1/+(X2/+(X3/+2(X1/(X2/+2(X1/(X3/ +2(X2/(X3/­
-2r2(X1/-2R2(X1J

2-2r2(X2/-2R2(X2/-2r2(X3/+2R2(X3)2+ 
+r4-2r2R2+R4 =0 

Folgende Abkürzungen werden gesetzt: 

a= 2 
b= -2(R2+r2) 
c= 2(R2-r2) 
d= (R2-r2/ 

<l>: (X,/+(X2/+(X3/+a(X1/(X2/+a(X1/(X3/ +a(X2/(X3/ + 
+b(X1/+ b(X2/+c(X3/+
+d =0 

Ges . :  Näherungswert S des U nuißpunktes . 

Übergang auf homogene Koordinaten m i t  (5 .4-2) und Multipl i  kation mit  ( 11X0/: 

(11X1/+('1X2/+('1X3/+ 
+a(11X,/(11X2/+a('1X1/(11X3/+a('1X2/(hX3/+ 
+b (''Xo/ (''x,/+ b <'1xol r '1X2/+c r '1Xol (11X3/+
+d (11Xo/ =0 

Berechnung der 1 . Polarfläche r nach (5 .4-4):  

rh : (2 (11X1/+a hX1 (11X2/+a "x, (11X3/+b 11X1 (11Xo/)( 11X1 - "  Y1)+ 
+(2 ('1X2/+a ("X,/ 11X2+a 11X2 ('1X3/ +b 11X2 (11XoJ2)( 11X2- 11Y2)+ 
+(2 ('1X3/+a (''xl)2 11X3+a (11X2l 11X3+C 11X3 (''Xo/)( 11X3- 11Y3)+ 
+(2d (11X3/+b ("XJ}2 11Xo+b (11X2/ 11Xo+c (1X3/ 11Xo)( hXo- 11 Yo) =0 

72 



+ 2 (1iVJJ4 + 2 (1iV2f + 2 (1iV3f + 

Nach Ei nsetzen der Euler' schen Identi tät und von hV für hy - " zJ( " xJ= 0 - folgt die 

Gleichung der 1 Polarfläche bezügl ich hV - Vergleich mit (5 .4-6) :  

rh : (2 (1tX1/+a 1tXJ('1X2/+a 1iXJ('1X3/+b hXJ(''Xo/) 1iVi+ 
+(2 (1X2/+a (hX1/ hX2+a 1txl1X3/+b hxl'Xo/) ltV2+ 
+(2 (hX3)3+a (1iXJ}2 1iX3+a (1iX2/ 1iX3+c hXJ(''Xo/) 1iV3+ 
+(2d (1iXoJ3+b (1iX1/ hXo+b (1iX2/ 1iXo+c (''X_X/ 1iXo) 1iVo =0 

Berechnung des Sehstrahles g nach (5 .4-7) :  

g wird i n  h r  eingesetzt. Nach ei n igen Umformungen ergibt sich eine kubische Glei chung 
in  m; hV kann herausgehoben werden .  

e + fm + g nl + h m 3 = 0 

e = 2b (hVJ/ + 2b (1i 1V2/ + 2c ( V3/+ mit 

1V3/ ++ 2a (hVJ/ (hVi/ + 2a (hVJ/ (hV3/ + 2a (hV2/ (
+ 2d 

v 3 v 3 v 3 
h = 2 1i J S 1 + 2 1i 2 S2 + 2 1i 3 S3 + 

1 v 2 1 v 2 1 v 2+ a i I s I s2 + a i 2 sI s2 + a i I s I S3 + 
v 2 1tv 2 1tv 2+ a 1i 3 s1 s3 + a 2 s2 s3 + a 3 s3 s2 

Folgende Beispielswerte werden angenommen : 

R = 5 
r = 2 
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" X . =1 

1 5/J2
1 5/J2

1 0  
s = - 1 5

[ - 1 5  J' 
- 5,9J2 

Mit  diesen Werten ergeben sich folgende Zwi schenergebni sse: 

a = 2 b = -58 

e = 1 94432 
g = 959825 ,040 1 

c = 42 

f = -73833 8,2736 
h = -4 1 7396,874 1 

Für diese Koeffizienten gibt es nur eine ree l le Lösung für 111 : 

111 = 0,9770 

d = 44 1 

Setzt man 111 i n  g ei n ,  so bekommt man den gesuchten Umrißpunkt U:[- 4  05 JV; = - 4:05 

1 ,85 

Hätte es für m mehrere reel le  Lösungen gegeben, so würde es auch mehrere Kandidaten 
für den gesuchten Umri ßpunkt geben.  Den gesuchten Umrißpunkt würde m an 
herausfi nden, i ndem man al le drei Punkte i n  die Gleichung von <l> einsetzt und die 
Di skrepanzen d; betrachtet. Der Punkt mit dem absolut kleinsten d; wäre dann der 
gesuchte Umrißpunkt. Bei diesem Bei spi el gibt es nur eine Diskrepanz: 

d = -6,7 1 30 

2. Variante: 

Die hier angegebene Methode ähnelt jener, die i m  Kapi tel 5 .3  angegeben ist . Der 
Unterschied l iegt dari n ,  daß man bei diesem Verfahren ei nen Punkt S auf dem Sehstrahl g 
und nicht auf der Fläche <l> sucht, an dem die Umrißbedi ngung 1/ s; = 0 erfü l l t  ist  und 
einen mögl ichst kürzen Abstand d zur Fläche <l> hat. 
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d =-p-

in;n; 

(5.4- 1 5) 

Der Sehstrahl g ist gegeben durch:  

(5.4- 1 2) 

Der Abstand d vom Sehstrah l g zur Fläche <l> kann näherungsweise auf folgende 
Art bestimmt werden :  Ausgehend von der Gleichung (3 .2-2) für implizit gegebene 
Flächen kann für jeden Punkt X ein Potential p berechnet werden : 

(5.4-13) 

Das Potential p ist negati v für Punkte i nnerhalb5, positiv für Punkte außerh alb 
und verschwindet für Punkte auf der Fläche <D. Dieses Potential ist ein Richtwert für den 
mit  Vorzeichen behafteten (gerichteten) Abstand ei nes Punktes zur Fl äche. Jedoch 
handelt es sich bei p noch um kei n metri sches Maß, sondern um eine Zahl .  Dividiert man 

p durch den Betrag des Normalenvektors n (n folgt au s (3 .2-6)) im Punkt X, so erhält 
man in  erster Näherung sei nen gerichteten und metri schen Abstand d :  

(5.4-1 4) 

Hi nweis zur Berechnung des Normalenvektors n i m  Pu nkt X:  Liegt X nicht auf 
der Fläche <D, so berechnet man genau genommen den Norm alenvektor der 
Äquipotenti alfl äche <l>p durch X, die gegeben i st durch die Gleichung: 

<l>µ: t9(X 1 , X 2 , X 3 )- p = 0 

Bei diesem Verfahren im Gegensatz zu jenem aus Kapitel 5 .3  muß ledi gl ich die 
Domäne des Parameters m aus der Gleichung (5 .4- 1 2) besti mmt werden . Dafür reicht 
eine grob geschätzte max imale Entfernung r der Fläche aus. Dann ergibt sich die Domäne 
für m zu : 

m E [ü, r] 
(5.4- 1 6) 

Für m = 0 l iefert die Gleichung (5 .4- 1 2) das Projektionszentrum V, für m = r den 
Punkt D am Sehstrahl mit der Entfernung r zum Projektionszentrum (siehe Abbi ldung 
5-6). 

5 Die Defi n  i t ion von innerhalb und außerhalb erfolgt über die Richtung des Normalen vektors i n  der Art , 
daß der Normalenvektor für Pun kte auf der Fläche nach „außen" zeigt. 
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Abbildung 5-6: Übersichtsskizze bei der Besti mmung des Näherungswerts für 
implizit gegebene Flächen 

Analog zum Kapitel 5 .3  vertei l t  man nun rege lmäßig über der Domäne von m die Punkte 
A1(m) und berechnet die Abstände d1(m) zur Fläche <D:  

Die  Testpunkte werden innerhalb der Domäne regel mäßig vertei l t  durch :  

m1 = 0  + k  i5m mit  k = 0 ( 1 ) n  
(5.4-17) 

Bei ei ner Anzahl von (n+ 1 )  Testpunkten ergeben sich die öm zu : 

i5m = !___
n 

(5.4-1 8) 

Bei der Wah l  der Größe n sol l te man wieder fol gendes beachten (vergleiche Kapitel 5 .3 ) :  
Ei ne zu  geri nge Anzahl an  Testpunkten könnte zu  einem Versagen des Verfahrens 
führen, jedoch eine zu große Anzahl ledig l ich zu längeren Rechenzeiten . Ei ne 
vernünftige Richtl in ie  wäre, daß die Anzah l der Testpu nkte so zu wäh len ist, daß diese 

76 



/ Ø -v n ' 1  n;1 

(m 

Testpunkte den charakteristischen Verlauf der Fläche entlang des Sehstrah ls 
wi edergeben . 
Der Indiz l lauft i n  den folgenden Formel n  nicht von 1 bis 3 sondern von 0 bis n,  dann 
ergeben sich die Testpunkte A1 zu : 

. . 0 .A 1 1  = V  ' + m1 s ' 

Die geri chteten Abstände d1 berechnen sich nach der Formel (5 .4- 1 4) zu : 

d = p, 

(5.4-19) 

(5.4-20) 

Bei der Suche nach jenem Pu nkt A1(m), der ei nen mögli chst kleinen 
Absolutbetrag des gerichteten Abstandes d1 hat, sol l te folgende Strategie angewendet 
werden :  Man begi nnt mit A1(0) = V und sucht der Reihe nach nach lokalen Minima oder 
nach Stel len an denen d1 sein Vorzeichen wechselt. Betrachtet man nochmals Abbi ldung 
5-6, so hätte man die fo lgenden Stel len, der Reihe nach die Punkte A, B,  C, am Sehstrahl 
g gefunden. An diesen Stel len verfeinert man den B ereich von m gehört zu jenem 
Punkt A1 mit dem kürzesten Abstand zum Sehstrah l ) :  

m E  g - !im, m + !im ] 

(5.4-21)  

Mit diesem verkleinerten Bereich führt man ei ne weiter Abstands­
mini mumsuche, analog zur ersten,  durch .  Diesen Schritt wiederholt man solange, bis 
entweder der Absolutbetrag des gerichteten Minimalabstands keiner als eine gewisse 
Schranke c1 i st (Vorzeichenwechsel), oder das Verhältnis der Min i  malabstände aus der 
letzten und vorletzten Iteration klei ner als ei ne Schranke c2 i st .  Als Richtwert für c1 
könnte ei n Prozentsatz p des Parameters m genommen werden ;  c2 könnte direkt auf 
diesen Prozentsatz p gesetzt werden. Als Prozentsatz p könnte sich z .B .  0.05 eignen. 
Die so gefundenen Punkte prüft man der Reihe nach auf fol gende Kriterien :  
Ist  der d1 > c1,  so geht der Sehstrahl an der Fläche vorbei und der Punkt bleibt a ls  
Kandidat für den Näherungswert erhal ten . Das würde beim Punkt A i n  diesem 
Musterbeispie l  der Fal l  se in .  Das macht man mit  jedem weiteren Punkt, bis ld11 <= c1  i st . 
In diesem Fal l  muß man zwischen zwei Fäl len unterscheiden, dazu berechnet man den 
Wi nkel zwischen s und n nach der Formel (3 .3-4). Weicht dieser Winkel nicht mehr als 
z .B .  5 Grad vom Rechten Wi nkel ab, so hat man den Kandidaten gefunden und kann die 
Suche beenden .  Weicht dieser Wi nkel jedoch mehr als diese angenommenen 5 Grad ab, 
so heißt das, daß der Sehstrahl an diesem Pu nkt in  die Fläche ei ndri ngt (siehe Abbi ldung 
5-6 Pu nkt B). In diesem Fal l  spannen dieser Pu nkt und der nächste Punkt (Punkt C) in 
der Liste ei n Interval l  auf, in  dem ei n wei terer möglicher Kandidat enthalten sein kan n .  
Al le anderen Pu nkte der Liste können auf Gru nd von Sichtbarkeitsüberlegungen 
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ausgeschlossen werden .  Dieses Intervall kann aufgespannt werden,  wenn der eine Punkt 
den Parameter m1 und der andere m2 hat, mit :  

(5.4-22) 

In diesem Intervall startet man ei ne wei tere Mini  mumsuche, in der jener Punkt 
A1 gefunden werden sol l ,  dessen Normalenvektor n1 und Sehstrahlvektor s die kleinste 
Winkelabweichung von einem Rechten Wi nkel  nach Formel (3 .3-4) aufweisen: 

Die Berechnung der Rasterpunkte geschieht  wieder mit  den Formeln (5.  3-4) bis (5 .3-6). 
Die Normalenvekoren 1/1 an den Stel len Ai1 werden nach der Formel (3 .3-4) berechnet. 
Anschl ießend berechnet man die Abweichungen vom Rechten Wi nkel  nach der Formel 
(3 .3-4). An jener Ste l le mi t  der kleinsten Wi nkelabweichung führt man solange eine 
Interval lverdichtung durch, bis die Wi nkelabwei chung klei ner als die angenommene 
Schranke von 5 Grad i st .  Letztl ich würde das in unserem Beispielsfal l zu Punkt E führen .  
Um jetzt aus der Liste der verbleibenden Kandi daten den ri chtigen, besser gesagt den 
wahrschein l ichsten, zu fi nden, berechnet man nochmals für diese Punkte die Abstände 
zum Sehstrahl g und n immt jenen mit dem kleinsten Abstand als Näherungswert für den 
Umri ßpunkt. Im Beispielsfal l wäre das der Punkt A gewesen .  

Anschl ießend wird der gefundene Punkt M A  nach Umformung von (3 .  1 -3) mi t  (5 .3- 1  1 )  
ins  Referenzsystem transformiert. 

5.5 Lösungsweg spezialisiert für implizit gegebene Quadriken 

Quadriken sind Flächen 2 .  Ordnung [Netz, 1 992, p.454] und decken einen Großtei l der 
benötigten Flächen ab. Zu ihnen zäh len : 

Drei achsiges El l  ipsoid Rotationsell ipsoid 
Kugel Kegel 
El l iptischer Zyl inder Hyperbol ischer Zyl i nder 
Parabol ischer Zyl i  nder Krei szyl i  nder 
Ei nschal i ges Hyperboloid Zweischaliges Hyperboloid 
El l iptisches Paraboloid Hyperbo l isches Paraboloid 

Bei Quadriken vereinfacht sich die in Kapitel 5 .4 ( 1 .  Variante) aufberei tete Theorie, da 
die erste Pol arfläche r eine Ebene ist. 
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1 · 

<I> :  

(5.5-3) 

"x . = o 
(5.5-4) 

Quadriken werden nach [Netz, 1 992, p.454] wie folgt angeschrieben:  

2 
a(X J

2 
+ b(X 2 J

2 
+ c(X 3 ) + dX 1 X  2 + eX 1 X 3  + fX-2 X 3  +1 

+ gX + hX 2 + jX 3 + k = 01 

(5.5-1 )  

Jedoch ist für die Berechnung der 1 .  Polarfläche r die Tensorschrei bweise zu 
bevorzugen,  da hier der mathematische Zusammen hang besser ersichtlich i st .  

" A u 1ix . 
" X .I } = 0 

(5.5-2) 
· mit  h x0 = 

Die Koeffizienten der beiden Darstel lungen können leicht inei nander übergeführt 
werden :  

2k g h J 
2a 

2b 

J e f 2c 

d" Aij = _!__ 
2 

g e 

h d f 

Die Schreibwei se (5 .5-2) wird oft als symmetrische Darste l  lung bezei chnet. Läßt sich h<I> 
i n  dieser symmetrischen Darstel lung - bei Quadri ken ist dies immer möglich ­
anschreiben, l iegt h<I> bereits i n  homogenen Koordinaten vor. 

Berechnung der 1 . Polarebene r: 

" Wird in  (5.5-2) anstel le ei nes der beiden Vektoren X .I das Projektionszentrum 

hv11ivI eingesetzt, l iegt die Gleichung der Pol arebene hr vor:. = "V2 
h 

1 

v3 

}
1iv " Au

I 

Da Xo konstant 1 gesetzt ist und als l aufende Koordinaten von hr nur X1, X2, X3 
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-----------

übrig bleiben, wechsel t  die homogene Darstel lung von hr nach Ausmultipl izieren von 
(5 .5-4) in die i nhomogene Darste l lung über: 

r: 

(Aoo + A 'ov + A2ov + A3ov )+1 2 3 
+ (A0 ' + A ' ' v  + A 21V + A3 1V )x +1 2 3 1 
+ (A02 + A 12V + A22V + A32V )x +1 2 3 2 
+ (A 03 + A 13V + A 23V + A33V )x - o1 2 3 3 -

Für die Klammerausdrücke werden zur besseren Übersicht folgende Abkürzungen 
eingeführt: 

t = (A00 + A'0v + A 20V + A30V ) 1 2 3 
u = (A0' + A1 1V1 + A2 1V2 + A3 1 V3 ) 

v = (Ao2 + A '2v, + A22v2 + A32vJ 

w = (A03 + A 1 3V + A23V + A33V )1 2 3 

r: t + uX 1 + vX 2 
+ wX 3 = 0 

Die Ebene r wird nun mi t  dem Sehstrahl g, der zuvor mit den Gleichungen aus 
Kapitel 5 .  1 ins  Model lsystem transformiert wurde, geschnitten :  

Nach Einsetzen von g i n  d ie  Gleichung (5 .5-6) bekommt man eine Gleichung 
vom Grad 1 ,  i n  der m der unbekannte Parameter i st, 
m ergi bt sich zu : 

t + u M v, + v M v2 + w M V3m = 
u M S1 + V M S2 + W M S3 

Wird der Wert von m i  n (5 .5-7) ei ngesetzt, so ergibt sich MS zu : 

Anschl ießend wird MS nach Umformung von (3 .  1 -3)  mit  (5 .5- 1 0) ms 
Referenzsystem transformiert. 

80 

(5.5-5) 

(5.5-6) 

(5.5-7) 

(5.5-8) 

(5.5-9) 



(5.5-10) 

In  der Rechtwinkelbedingung R n ; R s; =M m 8m M R;k M  n k 8 R/ 8 sj = O  läßt sich 

der Vektor Mn spezifizieren :  

(5.5-1 1 )  

Durch Einschränkung der Fl ächen auf Flächen zweiter Ordnung wurde die 
komplexe Theorie aus Kapitel 5 .4 so weit verei nfacht, daß sie sehr gut geeignet i st zur 
automatisierten Berechnung der Näherungswerte. 

5.6 Bestimmung der Näherungswerte für explizit algebraisch 
gegebene Flächen 

Diese Flächen können wie aus Kapitel 3 .2 .3  hervorgeht sowohl i n  ei ne implizit  
algebrai sche als auch in  ei ne Fläche in  Parameterform umgeformt werden .  Daher wird 
kei n Lösungsweg nur für explizit algebraisch gegebenen Flächen angegeben .  
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6 Auf bereitung der Theorie für ORI  ENT 

In den folgenden Unterkapiteln werden die Erweiterungen von ORIENT, die das Thema 
Umri ßpunkt betreffen, ausführl i ch behandelt .  Al lgemeine Informationen zum Produkt 
ORIENT können jedoch z .B . in [Kager, 1 980] , [Kager, 1 989] , [Kager, 2000] oder 
[Forkert, 1 994] nachgelesen werden . 

6.1 Datenraumstruktur 

In ORIENT sind die Daten in zwei Arten von Datenräumen organisiert [IPF, 1 994, p6] : 
• Parameterräume, 
• Beobachtungsräume. 

Bekannte Parameter können entweder als Konstante oder als Beobachtungen behandelt 
werden .  Unbekannte Parameter werden durch strenge Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt. 

Innerhalb der „Räume" sind die Daten als „Punkte" organisiert, 
• die einen Namen haben, 
• die von 0 bis zu 7 „Koordi naten" (z .B.  X, Y, Z, S igmax, Sigmay, S igmaz) 

aufweisen und 
• die durch ein „Statuswort" hi  nsichtl ich i hrer Tei l nahme oder Nichttei l nahme am 

aktuellen Prozeßgeschehen gekennzeichnet sind. 

Um beobachtete Umri ßpunkte in  ORIENT verwalten zu können, mußte ein neuer 
6Beobachtungsraum vom Typ SILHOUETTE geschaffen werden.  

Zum Raum SILHOUETTE gehören : 
• „Name" (IDENTIFIER), zur Unterscheidung von mehreren SILHOUETTEen 

wird jeder eine e igene Nummer zugewiesen, die vom Benützer gewählt  werden 
kann .  

• „Kopfzei le" (HEADER) : In der al le Verweise zu anderen Punkten oder Räumen 
angeführt sind, die direkt mi t  dem Raum oder seiner Transfonnation selbst im 
Zusammenhang stehen. 

o EXTREFPO (Exterior Reference Poi nt) :  Punktnummer des 
Aufnahmeortes R V. RV wird üblicherweise ein Projektionszentrum eines 
Photos sei n ,  aber es kann sich auch um einen Polarstandpunkt, von dem 
aus Umri ßpunkte beobachtet wurden, handeln .  Aufgrund dieser 
Punktnummer können die zugehörigen Koordinaten des Aufnahmeortes 
i m  Referenzsystem gefunden werden .  

6 I n  ORIENT wurde d i e  Bezeichnung SILHOUETTE der CONTOUR vorgezogen ,  u m  Verwech s l  ungen 
mit ähnl ichen Schi.issel wörtern zu vermeiden, obwohl CONTOUR der exaktere Name wäre. 
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o GESTALT: Name der Fläche, auf der die Umrißpunkte beobachtet 
wurden . 

o SIGMA: Zur Festlegung der Genauigkeit der Umrißpunktbeobachtung. 
Jede Beobachtung wird vor der Ausgleichung mit ei nem Gewicht 
versehen .  Das Gewicht ist i ndirekt proporti onal dem Quadrat der 
Genauigkeit (= SIGMA) der Beobachtu ng: 

• „Punktliste": In dem die Pu nktnummern der beobachteten Umri ßpunkte stehen 
• „Subtyp": Der „Subtyp" l iefert eine wichtige Information zum Raum selbst. Im 

Fal le  SILHOUETTE wird dieser „Subtyp" dazu verwendet, um die 
dazugehörende Flächenart auszuwählen. Er wählt  durch sei nen Wert, der 0, 1 ,  2 
oder 3 sei n kann ,  eine der 3 Flächen der dazugehörenden GESTALT aus, siehe 
Kapitel 6.2. Nimmt er den Wert 1 an, so ist die erste Fl äche gemeint usw. Bei 0 
existiert hoffentl ich nur e ine von diesen drei Flächen, die dan n natürl ich zu 
verwenden ist . Durch diese Vorgehensweise legen GEST ALT und „Subtyp" von 
SILHOUETTE ei ndeutig die dazu gehörende Fläche fest. 

Punkte MX im Model lsystem der Fläche <l> werden in ORIENT mit der Formel (6 . 1  - 1 )  ins 
Referenzsystem transformiert: 

(6. 1 -1)  

Die feh lenden Parameter dieser Transformation bekommt man über den 
HEADER der GESTALT: 

• MR: Die drei Drehwi nkel stehen i n  ei nem Raum des Typs ROTPAR. Der 
„Subtyp" des ROTPAR Raums legt die Deutung der Drehparameter fest. Der 
Name des ROTPAR-Raumes steht im HEADER der GESTALT. 

• Mm : Der Maßstab der Ähnl ichkeitstransformation wurde sei nerzeit per 
Defin i tion 1 gesetzt und wird aber in  Zukunft auch durch die Ausgleichung 
bestimmt werden können . 

Das gewünschte Minimumkriterium bei der Ausgleichung legt der „Subtyp" des 
ADPAR-Raumes fest (siehe Tabel le 6- 1 )  : 

des Minimumkriteriums 

E 1  (4 .3-2 )  mit T F1 (4.3-6) " 1 
T E2 (4 .3-3) mit T F2 (4 .3-7) " 3 
T E3 (4. 3-4) mit  T F1 (4 .3-6) " 5  

E4 (4.3-5) mit  T F2 (4. 3-7) " 7 
Tabelle 6-1 :  Zusammenhänge zwischen Minimumkriterium und „Subtyp" des ADPAR-Raumes 

Der Zusammenhang von ADPAR und GESTALT wird im Kapitel 6.2 erkl ärt. 
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6.2 Flächendarstellung in ORI ENT: 

In ORIENT werden Flächen in Räumen vom Typ GESTALT verwaltet . Zu jeder 
GESTALT kann es bis zu drei Flächen geben, die fo lgende unterschiedlichen Formen 
h aben können : 

Erste Fläche: 
<I> 1 :  

M Q 1 = ttttt tt A 1 ;;kp/11111 (M X 1 Y (M X 2 y (M X 3 y (q)I' (r)' (s)"' (t )" i=O j=O k=0 p=O 1=0 111=0 11=0 

Zweite Fläche:  
<1>2: 

M Q2 = ttttttt A\kp/11111 ( M  X 1 Y (M X 2 )1 (M X 3 Y (q )" (r)' (s)111 (t )11 i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

Dritte Fläche: 
<1>3 : 

M Q3 = fffffff A\kp/11111 (M x 1 )t1 x 2 Y (M x 3 Y (q)" (r)' (s)111 (t )11
i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

mit u = 9 .  

(6.2-1) 

(6.2-2) 

(6.2-3) 

Die Koeffizienten A1iJkplnm von <1> 1 stehen i n  kei nem Zusammenhang mit A2;Jkplmn von <1>2 
oder mit  A3iJkplmn von <1>3 . Es wird aber trotzdem eine zusammenfassende Bezeichnung für 
die unterschiedl ichen Koeffizienten Ar;iJkplmn gewähl t, wei l  dadurch ei ne bessere 
Übersichtlichkei t i n  der Notation erzielt  wird .  Die drei Formeln können zu ei ner 
zusammengefaßt werden :  

M Qg = fffffff Ag ijkp/11111 (M x 1 } (M x 2 )1 (M x 3 Y (q)" (r)' (s)111 (r)" (6.2-4)i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

mit der Defi ni tion 

M x i M R/ ( R x j -R Q j )
mo 

mit 1110 als konstantem Skalierungsfaktor 
(6.2-5) 
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C11 x 1 } (M x 2 Y (M x 3 Y (qy (rY (s )"' (t )" 

Dadurch ergibt sich der Zusammenhang zwischen M X ; und M X ; zu : 

(6.2-6) 

Die Größen mo und AgiJkpt11111 werden i n  ORIENT wie folgt verwaltet: 

• mo: Der Skalierungsfaktor für die Transformation (6.2-5) steht im 
HEADER des ADPAR-Raumes und so l l  etwaige numerische Probleme bei der 
Besti mmung der AgiJkptmn verh indern . Als  Richtwert für mo kann der halbe 
Durchmesser des Interessensgebiet angenommen werden .  Der Faktor m0 steht i n  
direkter Abhängi gkeit zu Mm und wird daher in ORIENT - bei der Ausgleichung ­
als Konstante geführt und nicht bestimmt. Daher wird auch kein  Differential für 
mo berechnet. 

• A'\ikp/11111 : Die Koeffizienten stehen in einem Raum des Typs ADPAR. Der 
Name des ADPAR Raumes steht im HEADER der GESTALT. 

RX ist der Pu nkt im Referenzsystem, der nach der Transformation mit  (6.2-5) die 
Flächengleichung erfül  len muß, abgesehen von sei ner Verbesserung v. Achtung! Die 
Gleichung (6.2-4) ste l l t  noch nicht die fi ktive Flächenbeobachtung dar ! Zur 
Beobachtungsgleichung für Punkte auf Flächen in ORIENT gel angt man nach folgenden 
Umformungen der Gleichung (6 . 1 1 ) :-

Anste l le  des Punktes MQ in  (6 . 1 - 1 )  wird (6 .2-4) substituiert. Diese Vorgangsweise 
scheint verwickelt zu sein ,  hängt aber damit zusammen, daß diese Substitution für andere 
Auf gaben entworfen wurde. Löst man diese Gleichung nach MX auf und schreibt sie 
komponentenweise an, so wird nur die g-te Komponente fiktiv zu Nu l l  beobachtet. 

Ersetzt man M X ; mit Hi lfe von (6.2-6) durch M X ; ,  gelangt man schl ießl ich zur fi ktiven 

Fl ächengleichung in ORIENT: 

+ IIIIIII AK ijkp/11111 
j;Q j;Q k;Q p;Q /;Q 111;Q 11;Q 

(6.2-7) 

Für A. = 0 handelt es sich um ei ne i mplizite Flächengleichung, bei A. = 1 um eine 
expl izite Flächengleichung. Handelt  es sich um eine expl izi te Fl ächenglei chung, so 
„läuft" in der Gleichung (6.2-7) ei ner der Indizes i (bei g= l ), j (bei g=2) oder k (bei g=3) 
nicht bis u sondern bis Nul l .  Je nach Art der Flächendarste l  lung ( implizit oder explizi t) 
muß der „Subtyp" der GESTALT dementsprechend gesetzt werden (siehe Tabe l le 6-2) .  
Die Koeffizienten Agiikp/11111 können entweder Parameter der Fläche repräsentieren oder 
auch Konstante . Jedoch ist es nicht mögl ich,  unter den Koeffizienten Bedingungen zu 
formulieren, wie es z. B .  bei einem Rotationsel l ipsoid notwendi g wäre, weil hier zwei 

85 



expl iz i t- i mpl izit 
<D1 <D.L <DJ ) 

explizit expl izi t 
explizit 

expl izit implizit  expl izi t  
explizit expl izit  implizit 
expl izit i mpl izit i mpl izit 

i mpl izit i mpl izit expli zi t  
i mplizit i mplizit 

Achsen gleich sein müßten . Geht ein Flächenparameter i n  mehrere Koeffizienten ein, so 
muß dieser über einen der Parameter q, r, s, t model l iert werden.  Beispiele für 
Flächenmodel l ierungen fi nden sich im Kapitel 8 .4 .  

Flächendarste l lung „Subtyp" der 
Fläche 1 ( ) Fläche 2 ( ) Fläche 3 ( GESTALT 

expl izit 0 
i mplizit  explizit 1 

2 
3 
4 

i mpl izi t  explizit i mplizit 5 
6 

implizit 7 
Tabelle 6-2: Zusammenhänge zwischen expliziter und impliziter Flächendarstellung und „Subtyp" 

der GESTALT 

6.3 Differentiale der fiktiven Um rißbedingung angepaßt an die 
Flächendarstellung von ORIENT 

Die Differentiale aus dem Kapitel 4.2 werden für die Fl ächendarstel l ungen in  ORIENT 
aufberei tet. Zu diesem Zweck werden Flächennormalenvektor MD und Matri x MF 
berechnet. Genau genommen müßten diese Größen ebenfal ls  mit dem Index g versehen 
werden .  Da aber ab diesen Größen keine Fal lunterscheidungen, die von g heniihren, 
mehr nötig sind, wird auf diesen Index zwecks Übersi chtli chkeit verzichtet. Ausdrücke, 
bei denen der Exponent kleiner Nul l wird, sind per Definition gleich Nul l :  

Der Normalenvektor berechnet sich nach (3 .2-5) und unter Berücksichtigung des 
„Schlangenmodel l s" zu: 

a<i> aMxq
= 

OMXq OMX r 

mit 
(6.3-1) 

(6.3-2) 

zu : 
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-::'\ o M nk 

)k , 

rM 11 = 

I I I  I I I  I iA g ijkpt11111 (M X i y-i (M X 2 Y (M X 3 Y (q )P (r )' (s )111 (t )"i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

II II II II II II II
L L L L L L L kA8 ijkplm11 (M x i } (M x 2 Y (M X 3 y-i (q )" (r)' (s)111 (t )11i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

Die Matri x MF ergibt sich nach (4.2-4) und unter Berücksichtigung des 
„Schlangenmodells" zu: 

mit (6.3-2) und 

dM l1j = 
mo Ö . k - JM m 

ergi bt sich F/' zu : 

(6.3-3) 

(6.3-4) 

(6.3-5) 

Fi i = I I I  I I I  I i(i - 1 )A 8 Ukp/11111 (M X i Y-2 (M X 2 Y (M X 3 Y (q)1' (r )' (s )"' (t )" i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 
II II II II II II I I  

( ). i ( ) . i (Fi 2 = L L L L L L L ijA g ijkp/11111 M x i  ,_ M X 2  J- M X 3  (q )1' (r)' (s )111 (t )"i=O j=O k =0 p=O 1=0 111=0 11=0 
II II II II II II  II 

( ). i ( ) · ( )k iFi 3 = L L L L L L L ikA g ijkp/11111 M x i  ,_ M X 2  J M X 3  - (q )1' (r)' (s)111 (t )11i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

F2 2 = I I I I I I I J(i - 1 )A g Ukpt11111 (M X i } C,, X 2 Y-2 C1 X 3 Y (q ) '' (r )' (s )111 (t )" i=O j=O k=O p=O 1=0 111=0 11=0 

F23 = I I I I I I I JkA g Ukpt11111 (M X i } (M X 2 Y-1 C1 X 3 Y-1 (q ) " (r)' (s )111 (t )11i=O j=O k =O p=O 1=0 111=0 11=0 

F33 = I I I  I I I  I k (k - 1 )A g Ukp/11111 (M X i ); (M X 2 Y (M X 3 Y-2 (q )" (r)' (s )111 (t )11i=O j=O k =O p=O 1=0 111=0 11=0 
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--- = -- -- ---

_a_E_,_ =-M_m_R � � (M
_
x 

- - - - - s: u,3 

Fj 1 
i st symmetrisch auf Grund der Vertauschbarkeit der partiel len Ablei tungen .  Daher 

wird auch hier nur die obere Dreieckshälfte der Matri x angegeben, und es gi lt daher F/ = 
F'j . 
Die Differenti al e  für ORIENT ergeben sich, i ndem man die Differentiale (6.3- 1 )  bis 
(6.3-5) in die gewünschten - je nach Typ und Unbekan nte - vom Kapi tel 4.2 ei nsetzt . 
Es wird h ier nur das Differential für die Flächenkoeffizienten ausformuliert, wei l  auf die 
nicht speziel l  im Kapitel 4.2 eingegangen wurde, und weil dieses auch als Musterbeispiel 
der Vorgangsweise für die anderen nicht ausformul ierten Differentiale dienen kann.  

Differential nach den Flächenparametern A i n  ADPAR : 

Typ E 1  : 
Das Grunddifferentia l  von (4.2- 1 9) l autet: 

ÖE , ÖE , a R nf aM nr 
(JA g ijkp/11111 a Rn f aM n, (JA g ijkp/11111 

Das Differential 
dM nr 

ÖA 8 ijkpt11111 
konnte i n  (4.2- 1 9) n icht näher ausgeführt werden, da 

(6.3-6) 

noch keine konkrete Flächendarste l lung vorhanden war. Mit der Flächendarste l lung aus 
(6.2-7) läßt sich dieses Differential konkreti sieren, aus (6.3-3) folgt: 

Setzt man (6.3-7) i n  (6.3-6) ein,  so kommt man zum gesuchten Differential : 

[ i (M x ' t' (M x 2 Y (  M x 3 Y (q)" (r)' (s)111 (t )" ö,, + ]
sf M Rf r + j (M 1 )' (M 2 t' 3 y (q)" (r )' (s)"' (t )" Ö,2 +ÖA 8 Ukp/11111 ni0 ( 1 )' ( 2 )1 ( 3 )k-1 ( )" ( )' ( )111 ( )"+ k M X M X M X - q r s t 

Zur Vol l ständigkeit werden auch die Differentiale für die anderen Typen 
angegeben : 
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(6.3-1 1 )  

Typ E 1 : 
Das Grunddifferential l autet : 

(6.3-9) 

= 

(6.3-1 0) 

Differential nach den Flächenparametern q,  r, s ,  t :  
Im fol genden werden nur die Differentiale für t berechnet, da sich al le anderen 
Differenti ale aus Analogien ablei ten l assen . 

oE 1 oE1 0 R l1f O i11 l1,
- - -- -- --

ot 0 R  l1f 0M l1r Ot 

(6.3-1 2) 

Das Differential konnte in  ( 4.2- 1 9) nicht näher ausgeführt werden, da noch keine 
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s: V 

5: u,1 

konkrete Flächendarstel lung vorhanden war. Mit  der Flächendarste l lung aus (6.2-7) läßt 

sich das Differenti al 
aM n, konkretisieren, aus (6.3- 1 2) folgt: ai 

aM n, - M m A g . . + . ( X- 1 )i ( x - 2 )j-1 ( X- 3 )k ( )p ( )' ( )III (t)11-I +
[ in ( ,11 X 1 Y-1 (M X 2 Y (M X 3 Y (q)" (r )' (s )"' (t )"-1 Ö,1 + l

- ukp/11111 Jn M M M q r S ,2at mo 
+ k11 (M X 1  y L1 x. 2 y (M x 3 y-1 (q)P (r )' (s)"' (t)"-1 Ö,3 

Setzt man (6.3- 1 3) i n  (6.3- 1 2) ein, so kommt man zum gesuchten Differential : 

[ . ( - 1 )i- 1 ( - 2 )j ( - J )k ( )" ( )' ( )III ( )11-I l111  M X M X M X q r s t + 
ļ . - 1 i - 2 j- I - 3 k " I III 11-Ik ijkp/11111 + ]11 (M X ) (M X ) (M X ) (q) (r) (s) (t) Ö,2 + 

+ k11 (M X 1 )' (M X 2 )1 (M X 3 Y-1 (qY1 (r )' (s )"' (t )"-1 Ö,3 

Zur Vol lständigkeit werden auch die Differentiale für die anderen Typen 
angegeben:  
Typ E2 ergibt s ich zu:  

[ in (M X 1 t (M X 2 y (M X 3 r (qy (r ) ' (s )"' (ty -I Ö,1 + l
/( . - 1 i - 2 j-I - 3 k p I III 11-IA iik„ 111111 + 111 (M X ) (M X ) C1 X ) (q) (r) (s) (t ) Ö,2 + 

+ k11 (M X 1 )' (M X 2 )1 (M X 3 Y- 1 (q )" (r )' (s )"' (ty -i Ö,3 

Typ E3 ergibt sich zu: 

[ i11 (i11 x 1 t1 (M x 2 Y (M x  3 Y (q)" (r)' (s)"' (r )"-1 ö, 1 
+ ]

Ľ . - 1 i - 2 j-1 - 3 k " I III 11-Ik uk„111111 + 111 (M : ) (i11 : ) (i11_ X ) (q) (r) (s) (t ) ö,2 + 
+ k11 c X 1 )' (M X 2 )1 (M X 3 Y- 1 (q )" (r)' (s )"' (t )"-1 Ör3 
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(6.3-1 6) 

Typ E4 folgt aus ( 4.2-46): 

(6.3-1 7) 

Alle weiteren Differenti alkoeffi zienten für die Umrißbedingung können i n  analoger 
Vorgangsweise gefunden werden ausgehend von den Differentialen i m  Kapitel 4.2. Hier 
nicht ausformul ierte Differentiale, wie z .B .  das Differenti al nach den Drehwinkeln ,  
können in  [Stadler, 1 997, p24ff] nachgelesen werden. 

6.4 Bestimmung des Konvergenzbereiches 

Für die Bestimmung des Konvergenzbereiches von Quadriken kann das EDV Programm,  
mi t dem auch d ie  Abbi ldungen im Kapitel 4 .3 erzeugt wurden, al lei n verwendet werden. 
Für die Untersuchung der Konvergenzbereiche von anderen Flächen ( laut Kapitel 6.2) 
wurde eine Schni ttstel le zwi schen ORIENT und diesem Programm geschaffen .  Die 
Vorgangsweise sol l  anhand eines Torus erläutert werden: 
Um die gewünschten Daten der diff. geom. Örter von ORIENT zu bekommen, müssen i n  
ORIENT Fläche, S i lhouette, Koordinatensysteme und Rasterpunkte erzeugt werden .  Für 
diese Aufgabe empfiehlt es sich, ein CMD-Fi le zu erstel len. In diesem CMD-Fi le stehen 
alle dafür nötigen ORIENT-Befehle (Direktiven) übersichtl ich aufgel i  stet. Detai l s  und 
al lgemeine Erklärungen zu den ORIENT-Befehlen können in [IPF, 1 996] nachgelesen 
werden, zusätzl iche Kommentare stehen direkt im CMD-Fi le und sind durch ei n $ c  

gekennzeichnet. Das folgend CMD-Fi le erzeugt zuerst e i n  MODEL, i n  dem al le 
Rasterpunkte (die Aufli  stung enthält aus Platzgründen nicht al le Punkte) mit  i hren 
Koordinaten enthalten sind. Anschl ießend werden REFSYS, GESTALT und 
SILHOUETTE erzeugt und der Beobachtungspunkt R V gesetzt. Kommentare sind im 
CMD-Fi le durch ein vorangestel l tes $c gekennzei chnet. 

$c t o r  . txt 2 0 0  1 . 1 . 2  Toru s - Ra s  terp . 

$M Mode l l  8 0 0  : 

$ c  $M er zeugt Me l dung am B i l ds ch i rm · 

$d EDIT MODEL FREE CMD ROTPAR=OWN=OMF I KA ( O  0 0 )  ORIGIN 9 0  0 0 0 8 0 0  END -

9 9  . 

$ c  Erz eugung des Mode l  l s  

9 1  



8 0 0  

- 2  

1 0 1  - 5 0 . 0 0 0  5 0 . 0 0 0  0 . 0 0 0  

1 0 2  - 4 4 . 7 3 7  5 0 . 0 0 0  0 . 0 0 0  

1 0 3  - 3 9 . 4 7 4  5 0 . 0 0 0  0 . 0 0 0  

2 0 1 8  3 9  . 4 7 4  

2 0 1 9  4 4  . 7 3 7  

2 0 2 0  5 0  . 0 0 0  

- 9 9  0 0 0 

$ c  Ras terpunkte und 

$ c  e i ngel esen 

- 5 0  . 0 0 0  0 . 0 0 0  

- 5 0  . 0 0 0  0 . 0 0 0  

- 5 0  . 0 0 0  0 . 0 0 0  

deren Koordina t en wurden i n  das Mode l l  8 0 0  

$d 

$ c  

$c 

EDIT REFSYS 9 0 0 0  TAKE ( M8 0 0  i l - 9 9 9 9  N 9 0 0 0 0 8 0 0  9 0 0 0 0 0 0 1 - 9 0 0 0 0 0 1 0 )  . 

nimmt a l l e  Punkte aus dem Raum 8 0 0  m i t  den Nummern 1 - 9 9 9 9  

zusät z l i ch noch 9 0 0 0 0 8 0 0  und 9 0 0 0 0 0 0 1 - 9 0 0 0 0 0 1 0  

und 

$ d  UPDATE REFSYS 9 0 0 0  DEACTIVATE ( 9 0 0 0 0 0 0 2 - 9 0 0 0 0 0 1 0 )  . 

$m GEST 5 0 0  Torus 

$ d  UPDATE REFSYS 9 0 0 0  ALTER (  9 0 0 0 0 0 1 0  ) n (  9 0 0 0 0 5 0 0 )  ; 

REACTIVATE ( 9 0 0 0 0 5 0 0  ) ;  

ALTER 9 0 0 0 0 5 0 0  x (  - 1 0  . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 )  . 

$d CREATE 

- 3 2 2 0 0 0 0 0  

- 3 2 0 0 0 0 2 0  

z =OWN (  - 3 4 0 0 0 0 0 0  1 - 3 0 4 0 0 0 0 0  1 

2 - 3 2 0 2 0 0 0 0  2 - 3 0 2 2 0 0 0 0  2 

- 2  - 3 2 0 0 0 0 0 2  - 2  - 3 0 2 0 0 0 2 0 - 2  

- 3 0 0 4 0 0 0 0  1 

- 3 0 2 0 0 0 0 2  - 2  - 3 0 0 2 0 02 0  2 - 3 0 0 2 0 0 0 2 

- 3 0 2 0 0 0 0 2 - 2  - 3 0 0 2 0 0 2 0  2 - 3 0 02 0 0 0 2 - 2  

- 3 0 0 0 0 0 0 4  1 - 3 0 0 0 0 0 2 2  - 2  - 3 0 0 0 0 0 4 0  1 

- 3 9 9 9 0 0 0 2 1 .  0 0  

- 3 9 9 9 0 0 0 1  0 .  2 0 )  

GESTALT 5 0 0  NORME ( 2 0  . 0 0 )  ORI G I N  ( 9 0 0 0 0 5 0 0 )  ROTPAR=OWN=OMF I KA ( 0  . 0 0 0 . 0 0 

0 . 0 0 )  

S I GMA ( l )  TAKE ( G3 M9 0 0 0  i 1 - 9 9 9 9 )  . 

$ d  CREATE S I LHOUETTE 1 0 0 0  TAKE ( m9 0 0 0  i 1 - 9 9 9 9 )  EXTREFPO 9 0 0 0 0 0 0 1  

SURFACE 5 0 0  S I GMA ( 1 )  . 

$d UPDATE REFSYS 9 0 0 0  ALTER 9 0 0 0 0 0 0 1  x ( 4 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 )  . 

$ D  CMD SYMB ( RaAn z ) ADD ( 2 0 )  ; 

CMD SYMB ( We i t e )  ADD ( 1 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0E+ 0 0 0 2  ) .  

$ d  CMD READONLY ( di f f cmdl . cmd ) NEXT . 

Das Erzeugen von Fläche und der passenden Konste l lation i n  ORIENT kan n natürlich 
auch ohne CMD-Fi le anders erfolgen .  Als nächster Schritt müssen die diff. geom. Örter 
i n  ORIENT berechnet werden ,  dies kann wiederum mit  Hi lfe ei nes CMD-Fi les erfolgen 
oder auch wiederum ohne.  Das zuvor aufgel istete CMD-Fi le ruft automatisch das 

· folgende auf und zeigt das Menü am Beginn :  

$ c  di f f cmdl . cmd 5 -Mai - 1 9 9 9  

<menu 
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$ -pc+lm 

$m torus 

$m " @Prot fn 

$m " @AdpTypl 

$m " @AdpTyp3 

$m " @AdpTyp5 

$m " @AdpTyp7 

$m " @Adj 

$m " @ Ende 

$ ed 

<pro t fn 

$ D $ - l c  + LM-pm-pc 

$m$m Pro t f  i l  ename ? 

CMD SYMB ( prot f )  ADD . 

$ d  CORMAN PROT (  ! pr o t  f )  . 

@menu 

<AdpTyp l 

$d UPDATE ADPAR ( 5  0 0 - 5 9 9  ) TYPE ( 1 )  . 

@menu 

<AdpTyp3 

$d UPDATE ADPAR (  5 0 0 - 5 9 9  ) TYPE ( 3 )  . 

@menu 

<AdpTyp 5 

$d UPDATE ADPAR (  5 0 0 - 5 9  9 )  TYPE ( 5 )  . 

@menu 

<AdpTyp7 

$d UPDATE ADPAR (  5 0 0 - 5 9 9 )  TYPE ( 7 )  . 

@menu 

< adj 

$ D $ - l c  + LM+pm-pc 

$m "@RaAnz ! Raan z  ; 

$m " @We i t  e ! We i t e  ; 

$d ADJUST REFSYS 9 0 0 0  GESTALT OBJECT S I  LHOUETTE 1 0  0 0  OBJECT MODEL 

OBJECT MERELY S I GMA ( l )  TEST ( 3 3 8 5 8 )  PRINT . 

$ D$ - l c  + LM-pm- pc 

@menu 

< ende 

$ ed 

Unter dem Menüpunkt „protfn" kann der Dateiname für die Ausgabe der nötigen Daten 
der diff. geom. Örter angegeben werden .  Mit den Menüpunkten „AdpTyp l -7" kann 
jewei l s  das gewünschte Mini mumkri terium nach Tabel le  6- 1 gesetzt werden .  Durch 
Aufruf von „adj"  werden die Örter berechnet und auf das Ausgabefi le  geschrieben .  Es 
können natürl ich auf dasselbe Fi le die Ergebni sse al ler 4 „ADPAR-TYPEn" ausgegeben 
werden .  Es muß nach jeder Änderung des „ADPAR-TYPE" der Menüpunkt „adj " 
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aufgerufen werden. Mit dem Menüpunkt „ende" steigt man aus dem CMD-File aus. Das 
durch dieses CMD-Fi le erzeugte Ausgabefi le kann mit dem EDV-Programm aus Kapitel 
4 .3 aufbereitet werden .  
Abbildung 6- 1  und Abbi ldung 6-2 zeigen den Konvergenzbereich eines Torus bei 
unterschiedlichen Minimumkriterien. Der Torus l iegt wie in Abbi ldung 5-5 und 
dargestellt  wird der Schnitt mit der [X1, X2] Ebene. Der Verlauf des Schnittes von Torus 
und Grundebene wird durch die kleinen grauen Kreise angedeutet, die durch Interpolation 
gewonnen werden . Auch beim Torus zeigen sich ähn l iche Charakteristiken wie bei den 
sehr ausführlich untersuchten Quadriken (siehe Kapitel 4.3). Es empfiehlt sich auch h ier 
die Iteration mit E1 und F1 zu starten und dann auf das gewünschte Minimumkriteri um 
umzuschalten. 

V V<I> a <I> 

Abbildung 6- 1 :  Konvergenzbereiche eines Torus, geschnitten mit der Grundebene, für E1 mit F1  
l inks und E2 mit F2  rechts 

V V<I> <I> a . 

Abbildung 6-2: Konvergenzbereiche eines Torus, geschnitten mit der Grundebene, für E3 mit F1  
l inks und E4 mit F2 rechts 
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7 Anwendungsmöglichkeiten . 

Bevor direkt auf An wendungsmögl ichkeiten der Objektrekonstruktion mi  ttel s  
Umri ßpunkten ei ngegangen wird, sol l  hier ein kurzer und al lgemeiner Überbl ick über die 
Methoden der Objektrekonstruktion gegeben werden .  
Die Methoden können grob i n  folgende Berei che ei ngetei l t  werden:  

• Punkt- und l in ienweise Objektrekonstruktion:  
Unter der punkt- und l i  nienweisen Objektrekonstruktion versteht man die 
Model l ierung einer Oberfl äche ei nes Objektes nur mit  Hi lfe von Punkten 
und Linien .  

• Flächenweise Objektrekonstruktion : 
Hier wird die Oberfläche eines Objektes durch eme oder mehrere 
Tei lfl ächen model l iert. 

Bei der punkt- und l i  nienweisen Objektrekonstruktion scheidet die Ei nbeziehung von 
Umri ßpunkten aus, da für diese Methode eine Fläche unbedi ngt notwendig i st .  H ingegen 
bietet sich bei der fl ächenweisen Objektrekonstruktion die Einbeziehung von 
Umri ßpunkten an, da ohne erhebl ichen Mehraufwand (kein Anbri ngen von 
Markierungen) die Umrißpunkte gemessen werden können. 
In der Praxis werden al le  oben genannten Objektrekonstruktionsmethoden gleichzeitig 
eingesetzt, um eine opti male Model l ierung der Fläche zu en-eichen . Im Kapitel 8 wird 
anhand eines Beispiels auch gezeigt, daß i n  Sonderfäl len ei ne Objektrekonstruktion 
aussch l ießl ich über Umri ßpunkte möglich i st .  

Aus jetziger Sicht wird die Objektrekonstruktion mittels Umri ssen vor al lem 111 zwei 
Bereichen der Vermessung ei ngesetzt werden:  

• Rohrleitungssysteme 

Abbildung 7-1 :  OMV Rohrleitungssystem 

• Freiformflächen 

Abbildung 7-2: Zwiebel des Wiener Fernwärmeturms 
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Bei Rohrleitungssystemen sind die geometri schen Formen der Flächen von Tei l stücken 
bekannt. Hier handelt es sich primär um Zylinder, Kegel und Toren.  Die Schwierigkeit 
bei dieser Aufgabe l i egt i n  der Zuordnüng der Umri ßpunkte zu den Lei tungstei l stücken ­
vor al lem wenn die Umrisse automatisch detektiert werden sol len - und i n  der 
Verwaltung dieser Tei l stücke. 
Bei gekrümmten Freiformflächen l iegen die Schwierigkeiten bei der Model l ierung der 
Flächen und den von Fläche zu Fläche verschiedenen Konvergenzbereichen. Als 
besonders vorte i lhaft erweist s ich diese Theorie, wenn die zu vermessenden Fl ächen nicht 
zugänglich (Türme, gesperrte B ereiche) sind oder zu geringe Textur aufweisen. 
Als Musterbeispie l  für diese Arbeit (siehe Kapite l  8)  wurde die Vermessung der 
zwiebelförmigen Fläche des Wiener Fernwärmeturms (siehe Abbi l dung 7-2, entworfen 
von F. Hundertwasser) gewählt .  Grund für diese Wahl war die ausgefallene geometrische 
Form, die Nähe zur Universität und auch der i nternationale Bekanntheitsgrad dieses 
B auwerkes. 
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8 Musterbeispiel anhand der Vermessung der Zw iebel 
und des Schaftes des Wiener Fernwärmeturm s 

Das Hauptaugenmerk bei der Vermessung der Zwiebel und des Schaftes des Wiener 
Fernwärmeturms (siehe Abbi l dung 8- 1 )  lag dari n ,  zu zeigen, daß ei ne Vermessung nur 
mit Umrißpunkten mögl ich ist. So wurde auch auf das aufwendige Einmessen von 
Paßpunkten verzichtet und die Auswertungen in  einem lokalen System durchgeführt . 
Derarti g  verschiedene „Vereinfachungen" können zu ungün stiger Feh lerfortpflanzung 
und zu anderen aus photogrammetrischer Sicht unerwünschten Sei teneffekten führen, die 
aber keinerlei Auswirkungen auf die Gültigkeit und Exakthei t dieser Arbeit  haben. 

Abbildung 8-1 :  Wiener Fernwärmeturm 
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8.1 Lagerung und Bestimmung des lokalen Systems 

Bei der Planung der verschiedenen Aufnahmeorte wurde darauf geachtet, daß ei ne 
Sichtverbindung zwi schen den Aufnahmeorten vorhanden war. In der näheren Umgebung 
haben sich zwei Gebäude angeboten :  Sowohl am Gebäude der Pol izeidirektion Wien als 
auch am Hochhaus der Fernwärme Wien wurden je zwei Standpunkte (P744/P757;  
P775/P767) festgelegt (siehe Abbi ldung 8-2). 

Zwiebel
Fernwärmeturm 

y 

P744 =
[ q l
1 .4 1 

Gebäude der 
Polizeidirektion Wien 

[7

8 

. 

28
]

P757 = 0
1 .4 1 

20m 

[ 1 25.95]
o P767 = 1 36.6

8

20.64 

Hochhaus der 
Fernwärme Wien 

Abbildung 8-2: Lageplan der Aufnahmesituation 

Von diesen Standpunkten aus wurden mit  der digitalen Meßkamera Kodak DCS 460c die 
Aufnahmen durchgeführt .  Es wurde ei n l 5mm Objektiv mit  einer Kamerakonstanten von 
1 665. 1 2pi x und ei n 28mm Objektiv mit ei ner Kamerakonstanten von 3 1  l 8 .86pi x 
verwendet. Von jedem Standpunkt aus wurden, gleichmäßig über den ganzen Vollkreis 
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Standpun kt 

Anmerkung 

_je Standpunkt 
Paßpunktraum Systemlagerung 

vertei l t , Aufnahmen zur Versteifung des Systems durchgeführt. Anzah l und 
Photonummern der Aufnahmen können in Tabel le  8- 1 nachgelesen werden .  

Pol izei P744 
Photonum mern bei l 5mm 

50-53 
Photonummern bei 28mm 

44-49, 54, 56 
Anzahl 

1 2  
Pol izei P757 62-64 57-6 1 ,  66 9 
Hochhaus P767 7 1  -72 67, 69-70, 73 6 
Hochhaus P775 85-89 90 6 

Tabelle 8-1 :  Aufnahmeverteilung über die Standpunkte 

Über die 7 Parameter der Lagerung des lokalen Systems wurde wie fo lgt verfügt, s iehe 
[Kraus, 1 996, p98ff] : 

3 Translationen durch Festsetzen der Koordinaten von P744 
1 Rotation durch Nul lsetzen der y Koordinate von P757 
2 Rotationen durch B eobachten von senkrechten Li nien 
1 Maßstab durch Messen der x Koordinate von P757 

Die Messungen von B i ldkoordinaten wurden mi t  dem Program m ORPHEUS [IPF, 2000],  
der anschl ießende photogrammetrische Ausglei ch mit dem Programm ORIENT 
durchgeführt. 
Auf die Berechnung des Ausgleiches des lokalen Netzes sol l hier nicht näher 
ei ngegangen werden, da das eine übliche und nicht neue Vorgangsweise i st. Die bis dahin 
i n  ORIENT erzeugten Räume können in  Tabel le 8-2 und d ie  wichtigsten Werte der 
Ausgleichsstatistik i n  Tabel le 8-3 nachgelesen werden :  

Raumart 
REFSYS 

Nummer 
900 1 Übergeordnetes System ( lokales 

Netz) 
PHOTO 44-90 Detai ls ,  siehe Tabel le 8- l 
GESTALT 3200, 32 1 0, 

3220, 3230 
Senkrechte Häuserkanten zur 
Horizontierung des Systems 

GESTALT 744, 757, 
767, 775 

Model l ieru ng der exzentrischen 
Kameraaufstel lungen 

CONPOI 80003000 für 

Tabelle 8-2: Auflistung der in  ORIENT erzeugten Räume zur Bestimmung 
der Orientierungen vor der SILHOUETTEn-Berechnung 
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Kenngröße 
[pvv] Verbesserungen) 

Beobachtungen 

posteriori pix 

Interpretation 

Wert 
(Quadratsumme der gewichteten 70.02 

Anzahl der 2874 
Anzahl der Unbekannten 6 1 3  
Redundanz 226 1 
Standardabweichung a priori PHOTO 1 .5 pix 
Standardabweichung a priori GESTALT 

700 bis 799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 

SigmaO a priori 0 . 1  pix 
SigmaO a 0. 1 727 

Tabelle 8-3: Auflistung der wichtigsten statistischen Größen der Ausgleichung 
in ORIENT vor der SILHOUETTEn-Berechnung 

8.2 Messung der Um rißpunkte auf Schaft und Zwiebel 

Die Umrißpunkte wurden ebenfal ls mit dem Programm ORPHEUS gemessen.  
Umri ßpunkte sowohl von Zwiebel und Schaft wurden von jedem Standpunkt aus i n  den 
B i  ldern gemessen (siehe Abbi ldung 8-3) .  

Für d ie  Verwaltung der Umrißpunkte wurde folgendes 5-ste l l iges Punktnummernschema 
verwendet (siehe Tabel le  8-4). 

Punktnummer 

l 
á {� Zwiebel 

tppx x Schaft PP Photonummer X X  Punktnummer 

Tabelle 8-4 : Punktnummernschema von Umrißpunkten 
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Abbildung 8-3: Turm mit gemessenen Umrißpunkten 

8.3 Bestimmung der Näherungswerte für die Umrißpunkte 

Nach Berechnung der Orientierungen wurden die Koordi naten des Mi tte lpunktes des 
Turmes grob geschätzt. In diesem Punkt wurden Ebenen erzeugt, die senkrecht zum 
Hauptstrahl der B i  lder standen,  in denen der Turm beobachtet wurde. Anschl ießend 
schnitt man diese Ebenen mit den Sehstrah len. So ge langte man zu sehr guten 
Näherungen für die Umrißpunkte. 
Das Erzeugen der Ebenen geschah ORIENT mit folgenden Direktiven, 
zusammengefaßt in ei nem CMD-Fi le :  

$ c  Scha f t  

< Ebn6xx 

UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER (  9 0 0 0 0 0 8 0  ) n (  9 0 0 0 0 6 0 0 )  

x ( - 3 9 4  4 0 )  ; 

DEACTIVATE ( 9 0 0 0 0 6 0 0 )  . 

CREATE z =OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 6 0 0  ) ROTPAR ( 5 1 )  GESTALT 6 5 1  

TAKE ( m9 0 0 1  i 6 5 1 0 0 - 6 5 1 9 9  ) .  

I O I  
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CREATE z = OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 6 0 0  ) ROTPAR ( 6 3 )  GESTALT 6 6 3  

TAKE ( m9 0 0 1  i 6 6 3 0 0 - 6 6 3 9 9  ) .  

CREATE z =OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORI GIN ( 9 0 0 0 0 6 0 0  ) ROTPAR ( 7 1  ) GESTALT 6 7 1  

TAKE ( m9 0 0 1  i 6 7 1 0 0 - 6 7 1 9 9  ) .  

CREATE z = OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 6 0 0 )  ROTPAR ( 8 8 )  GESTALT 6 8 8  

TAKE ( m9 0 0 1  i 6 8 8 0 0 - 6 8 8 9 9  ) .  

$ ed @ 

$ c  Zwiebel 

< Ebnl xx 

UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER (  9 0 0 0 0 0 8 2  ) n  ( 9 0 0 0 0 1 0 0 )  

x ( - 3  9 4  4 0 )  ; 

DEACTIVATE ( 9 0 0 0 0 1 0 0 )  . 

CREATE z =OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 1  0 0 )  ROTPAR ( 5 1 )  GESTALT 1 5 1  

TAKE ( m9 0 0 1  i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9 9  ) .  

CREATE z =OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 1 0 0 )  ROTPAR ( 6 3 )  GESTALT 1 6 3 

TAKE ( m9 0 0 1  i 1 6 3 0 0 - 1 6 3 9 9  ) .  

CREATE z = OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORI G I N  ( 9 0 0 0 0 1 0 0 )  ROTPAR ( 7 1  ) GESTALT 1 7 1  

TAKE ( m9 0 0 1  i 1 7 1 0 0 - 1 7 1 9 9  ) .  

CREATE z = OWN (  - 3 0 0 0 0 0 0 0  0 )  

NORME ( l )  ORIGIN ( 9 0 0 0 0 1 0 0 )  ROTPAR ( 8 8 )  GESTALT 1 8 8  

TAKE ( m9 0 0 1  i 1 8 8 0 0 - 1 8 8 9 9 )  . 

$ ed 

Dieser Code sol l  vor al lem ORIENT Benützern bei m Erzeugen solcher Ebenen helfen. 
Auf ein paar Detai l s  sol l noch h ingewiesen werden :  Erzeugt man die Ebenen i n  Form von 
z-GESTALTen und verwendet die Rotationen der entsprechenden B i lder, so hat man 
bereits bewerkste l l i gt, daß die Ebenen normal auf den Hauptstrahl stehen .  Der 
Turmmittelpunkt wurde mit  (-3/94/40) angenommen . Die Numerierung der Ebenen i st 3­
ste l l ig und die Interpretati on erfolgt analog zu den ersten drei Stel len des 
Punktnummernschemas (tpp) von Tabel le 8-4. 
Die Näherungswerte wurden mit  folgendem Befehl i n  ORIENT berechnet: 

$ d  ADJUST PHOTO=OBJECT ( 5 1 63 7 1  8 8 )  GE STALT=OBJECT ( 1 5 1  1 6 3  1 7 1  1 8 8  

6 5 1  6 6 3  6 7 1  6 8 8  ) SHOW ; 

Da sowohl bei den PHOTOs als auch bei den GESTALTen nur die Objektpunkte frei 
waren, entsprach das dem Schneiden der Sehstrahlen mit den entsprechenden Ebenen. 
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8.4 Erzeugen von Schaft- und ZwiebelG E STA LTen 

Das Erzeugen von GESTALTen i n  Orient sol l h ier vorab an zwei einfachen Flächen 
gezeigt werden . Im Kapitel 8.8 werden geeignete Flächen für die Turmzwiebel gesucht. 
Der Schaft des Turmes sol l durch einen geraden Kreiskegel model l iert werden . 
Die impl izite Gleichung ei nes geraden Kreiskegels l autet [Netz, p 456] , siehe auch 
Abbi ldung 8-4: 

(8.4-1) 

2 2Nach Multipl ikation von (8 .4- 1 )  mit a c gelangt man zu : 

(8.4-2) 

Die Koeffi zienten Af?iJkptn/11 der Flächengleichung lauten , siehe auch Kapitel 6 .2 :  
Zuwei sung der Parameter: 

s:=c 

t: =a 

Koeffizienten :  

A/?2000020 = fest 
Ago200020 = fest 
Agoo20002 = - 1  fest 
AR39990001 = 4 frei 
Ag3 9990002 = 500 fest s 

t 
Um die Form eines Kegels beschreiben zu können, reicht das Verhältnis - aus, daher 

s 
wird auch nur der Parameter t freigelassen .  Würde man bei de Parameter s und t 
frei lassen, würde das zu ei ner Si ngularität führen. 

Das Erste l len des Kegels in  ORIENT geschieht wiederum über ei n dokumentiertes CMD­
Fi le, das hier abgebi ldet ist (Erklärungen sind durch $c gekennzei chnet) : 
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<Kg l gs t 6 0 0 0  

UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER ( 9 0  0 0 0 0 8 l  ) n ( 9  0 0 0 6 0  0 0 )  

$ c  aendern des Namens e ines unbenu t z t en Punk tes i n  den Namen der 

$c gewünschten Kege l sp i t z e 

x ( - 1 6  9 0  4 4 0 )  ; 

$ c  s e t z en der Näherungswerte für d i e  Kegel s p i t z e  

REACTIVATE ( 9  0 0 0 6 0 0  0 )  . 

$ c  wird für den Au sgl e i ch f r e i gegeben , kann s i ch verändern 

CREATE z = OWN obs ( 

$ c  Koef f .  nummer Wer t Genau i gke i  t der Beobachtung ( be i  0 unbeobacht e t  ) 

$ c  . - .  vor dem Ko e f f i z i en t en bedeu t e t  , daß er inakt iv i s t  beim 

$ c  Ausg l e i ch 

- 3 2 0 0 0 0 2 0  1 0 $ c  x1 " 2  s " 2 

- 3 02 0  0 0 2 0  1 0 $ c  x2 " 2  s " 2 

- 3  0 0 2 0 0 0 2 - 1  0 $ c  X3 " 2  t " 2  

- 3 9 9 9 0 0  0 2  5 0 0  0 $ c  s .  . .  c :  Hoehe d Sp i t  z e  über Bas i s kre i s  

3 9 9 9 0 0 0 1  4 0 $ c  t . . .  a :  Bas i s kr e i s rad i u s = 4  

GESTALT 6 0 0 0  NORME ( l )  ORIGIN ( 9  0 0 0 6  0 0 0 )  

ROTPAR=OWN=OMF I KA ( 0  . 0  0 0 . 0  0 0 . 0  0 )  

$ c  GESTALT wird er z eugt m i  t NORME= l Bezugspunkt ( Q )  9 0 0 0 6 0 0 0  und den 

$ c  Dr ehungen ( 0  0 0 )  

S I GMA ( 0  . 2  5 )  TAKE ( M9 0 0 1  i 6 0 0 0 0 - 6 9 9 9 9  ) .  

$ c  Genau i gke i  t w i r d  au f 0 .  2 5m gese t z t  Punkte 6 0 0 0 - 6 9 9 9  l i  egen auf 

$ c  GE STALT 

UPDATE GESTALT 6 0 0 0  TYPE= 3  . 

$ c  impl i z  i t e z -GESTALT 

UPDATE ROTPAR 6 0 0 0  DEACTIVATE a l l  . 

$ c  Ro t a t i on w i rd nicht f r e i gegeben 

UPDATE ADPAR 6 0 0 0  TYPE= l .  

$ c  Minimumkri t er i um w i r d  a u f  Typ E l  ges e t z t  

$ e d  

Die Zwiebel des Turmes sol l für Übungszwecke durch ei ne Kugel model l iert werden.  
Die impl izi te Gleichung einer Kuge l  l autet [Netz, p 456] : 

(8.4-3) 

Die Koeffizienten k�iJkp tmn der Flächengleichung l auten, siehe auch Kapite l  6 .2 :  
Zuweisung der Parameter: 

t: =r 

Koeffizienten :  

A30000002 = - 1  fest 
Ag2000000 fest 
Ago200000 = 1 fest 
A 3 0020000 = l fest 
A339990001 = 8 frei t 

1 04 



Das Erste l len der Kugel 1 n ORIENT geschieht wiederum über ei n CMD-Fi le, das hier 
abgebi ldet i st : 

<KugGs t l O O O  $ c  KUGEL 

$d UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER ( 9 0  0 0 0 0 8 3  ) n (  9 0 0 0 1 0 0  0 )  ; 

UPDATE REFSYS ALTER ( 9  0 0 0 1 0 0 0  ) x ( - 3 9 0  2 0  0 )  ; 

REACTIVATE ( 9  0 0 0 1 0 0 0  ) .  

$ d  CREATE z =OWN=obs ( 

- 3 0 0 0 0 0 02 - 1  0 $ c  

- 3 2 0 0 0 0 0 0  1 0 $ c  x1 A 2  

- 3 0 2 0 0 0 0 0  1 0 $ c  x2 A 2  

- 3  0 0 2 0 0 0 0  1 0 $ c  x3 A 2 

3 9  9 9 0 0 0 1  8 0 )  $ c  r = 8  t=r 

GESTALT 1 0 0 0  NORME ( l  . 0  0 )  ORI G IN ( 9  0 0 0 1 0 0 0  ) 

ROTPAR=OWN=OMFIKA ( 0  . 0  0 0 . 0  0 0 . 0  0 )  

S I GMA ( 0  . 1  0 )  

TAKE ( M9 0 0 1  i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9 9  1 6 3 0 0 - 1 6 3 9 9  1 7 1 0 0 - 1 7 1 9 9  1 8 8 0 0 - 1 8 8 9 9  ) .  

UPDATE GESTALT 1 0 0 0  TYPE= 3  . $ c  i mp l  i z i t e z GESTALT 

UPDATE ROTPAR 1 0  0 0  DEACTIVATE ALL . 

UPDATE ADPAR 1 0  0 0  TYPE= l .  

$ ed 

8.5 Erzeugen von Schaft- und Zwiebel- SILHOUETTEn 

Das Erzeugen von SILHOUETTEn in Orient soll hier ganz ausführlich erkl ärt werden , da 
dieser Raum im Zuge dieser Arbeit in ORIENT entstanden ist . Die Raumstruktur und die 
notwendigen Parameter für das Erzeugen einer SILHOUETTE wurden im Kapitel 6.  1 
behandelt, die Syntax für das Erzeugen wird hier ausführlich erk lärt: 

$ c  Kommentar 

CREATE $ c  E r z eugt Raum 

S I LHOUETTE ( s  i l houette_ i d )  $ c  Name der S I LHOUETTE 

TAKE ( s e l ec t i on )  $c A l l e  Punkte , d i e  auf der 

$c S I LHOUETTE s ind 

EXTREFPO ( vi ewpo i nt_i d )  $c Name des S t andpunkt es der 

$c der Beobachtung 

SURFACE ( ge s t a l  t_ i d )  $c Name der GESTALT 

S I GMA ( 0 . 1  0 )  $ c  Genau i g ke i t  der S I L HOUETTE­

$ c  Beobachtung 

$c Abschluß der D i r ekt i ve 

Der „Subtyp" von SILHOUETTE wird, wenn er nicht in  der Direktive gesetzt wird, 
automatisch auf nul l  gesetzt 

Für Schaft und Zwiebel l auten die Direkti ven: 

< S i l h 6 0 0 0  $ c  Scha f t  

CREATE S I LHOUETTE 6 0 5 1  TAKE ( m9 0 0 1  i 6 5  1 0 0 - 6 5 1  9 9 )  EXTREFPO 9 0 0 0  0 0 4 4  

SURFACE 6 0 0 0  S I GMA ( 0 . 1  0 )  . 

CREATE S I LHOUETTE 6 0 6 3  TAKE ( m9 0 0 1  i 6 6 3 0 0 - 6 6  3 9 9  ) EXTREFPO 9 0 0 0 0 0 5 7  
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SURFACE 6 0 0 0  S I GMA ( 0 . 1  0 )  . 

CREATE S I L HOUETTE 6 0 7 1  TAKE ( m9 0 0 1  i 6 7 1 0 0 - 6  7 1 9 9  ) EXTREFPO 9 0 0 0 0 0 6 7  

SURFACE 6 0 0 0  S I GMA ( 0 . 1  0 )  . 

CREATE S I  LHOUETTE 6 0 8 8  TAKE ( m9 0 0 1  i 6 8 8 0 0 - 6 8  8 9 9  ) EXTREFPO 9 0 0 0 0 0 7 5  

SURFACE 6 0 0 0  S I GMA ( 0 . 1  0 )  . 
$ ed @ 

< S i l hl O O O  $ c  Zwi ebe l 

CREATE S I  LHOUETTE 1 0  5 1  TAKE ( m9 0 0 1  i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9  9 )  EXTREFPO 9 0  0 0 0  0 4 4  

SURFACE 1 0 0 0  S I GMA ( 1 . 1  0 )  . 

CREATE S I  LHOUETTE 1 0 6 3 TAKE ( m9 0 0 1  i 1 6 3 0 0 - 1 6  3 9 9 )  EXTREFPO 9 0 0 0 0 0 5 7  

SURFACE 1 0 0 0  S I GMA ( 1 . 1  0 )  . 

CREATE S I  LHOUETTE 1 0 7 1  TAKE ( m9 0 0 1  i 1 7 1  0 0  - 1 7 1  9 9 )  EXTREFPO 9 0  0 0 0 0 6 7  

SURFACE 1 0  0 0  S I GMA ( 1 . 1  0 )  . 

CREATE S I  LHOUETTE 1 0 8 8  TAKE ( m9 0 0 1  i 1 8 8 0 0 - 1 8 8  9 9 )  EXTREFPO 9 0  0 0 0 0 7 5  

SURFACE 1 0 0 0  S I GMA ( 1 . 1  0 )  . 

$ed 

8.6 Syntax und Strategie beim Ausgleich von SILHOUETTEn 

Syntax für den SILHOUETIEn Parameter bei m Ausgleich :  

ADJUST 

OBJECT EXTREFPO ROT PAR AD PAR PRJCTRS I  LHOUETTE 

bei 
SILHOUETIE = OBJECT frei lassen der Objektpunkte 
SILHOUETIE = EXTREFPO frei lassen des GEST ALT Bezugspunktes 
SILHOUETIE = ROTPAR frei lassen der ROTPAR der GESTALT 
SILHOUETIE = ADPAR frei lassen der Koeffizienten des ADPAR­

Raumes 
SILHOUETIE = PRJCTR frei lassen des Standpunktes der 

S ILHOUETIE- B eobachtung 

Strategie:  
Für e ine  Konvergenz des Ausgleichssystems i st, wie  bereits i m  Kapitel 4 .3 ausführl i ch 
untersucht wurde, das Min i  mumkrite1ium entscheidend. In sehr vielen Fäl len hat sich 
bewährt, zu Begi nn des Ausgleiches den „Subtyp" des ADPAR-Raumes auf 1 zu setzen 
und, sobald die Konvergenz sichergeste l l t  i st, auf des gewünschte Min imummaß 
umzusetzen. Weiters hat sich gezeigt, daß gemeinsame Freihei tsgrade (ADPAR 
EXTREFPO ROTPAR), die sowohl von der GEST ALT als auch von der SILHOUETIE 
gesteuert werden können, paral lel geführt werden sol len. Das heißt, s ind diese Parameter 
bei der GESTALT frei ,  so sol len sie auch bei der SILHOUETIE frei sein ,  ansonsten 
kann das zu ei nem nicht ausi terierbaren Gleichungssystem führen.  Es sol len ADPAR, 
EXTREFPO und ROTPAR nicht al le am Anfang der Iterati on freigegeben werden, 
sondern in der Rei henfolge EXTREFPO, dann ADPAR und dann erst ROTPAR und 
dazwischen sol l te ausi teriert werden. Führt diese Vorgangswei se nicht zur gewünschten 
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Konvergenz, so kann möglicherweise durch Änderung der Rei henfolge der Frei gabe 
Konvergenz erzi e l t  werden . 

8. 7 Ergebnisse der Schaftvermessung 

Bei der Form des Sch aftes war es offensichtl ich, daß es sich hier um einen Kegel handel t .  
Die GESTALT wurde durch das in Kapitel 8 .4 aufgeli  stete CMD-Fi le erzeugt, Parameter 
siehe Abbi ldung 8-4. Die i mplizite Gleichung des Kegels l autet : 

(8.7-1) 

-20 
- 1 5  
-1 0 
-5 

5 
- 1 0  

1 5  

-1 0 -5 0 5 1 0  
Abbildung 8-4: Meridianschnitt eines Kegels 
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Kenngröße 

[pvv] 

priori 

posteriori pix 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebnis :  

Wert 

(Quadratsumme der gewichteten Verbesserungen) 70.02 
Anzahl der Beobachtungen 3238 
Anzah l der Unbekannten 886 
Redundanz 235 1 
Standardabweichung a PHOTO 1 .5 pix 
Standardabweichung a priori GESTALT 

700 bis 799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 

SigmaO a priori 0. 1 pix 
SigmaO a 0. 1 728 

Tabelle 8-5: Auflistung der wichtigsten statistischen Größen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Kegelberechnung 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Parameter Wert [m] Mitt lerer Feh ler [m] 

a 5. 1 1  ± 2. 1  7 
Radius des B asi skreises 

c 500 fest 
Höhe der Kege lspi tze über 

dem B asiskreis 
Q -4.2 1 ± 0.04 1 

Koordinaten der 1 23 .33  ± 0.037 
Kegel spitze 506.62 ± 93 

Tabelle 8-6: Parameter des Schaftes approximiert durch einen Kegel 

Aus den Parametern a und c ergibt sich ei n Öffnungswi nkel a von 0.6 Gon. Dieser 
geri nge Öffnungswinkel ist auch der Grund für die sch lechte Genauigkeit der Kegelspitze 
in der x3 Koordinate (sch leifender Schnitt der Erzeugenden). 
Drei weitere Größen sind bei Flächenbestimmungen von Interesse : 
Mittlerer Feh ler a priori angenommene Genauigkeit der Fläche 
Mittlerer Feh ler a posteriori tatsächl iche Genauigkei t der Fläche 
Maxi male Feh ler maximale Fehler eines Pu nktes auf der Fläche 

Mit .  Fehler a riori [m] 

± 0.  1 0  

Mit .  Feh ler a osteriori [m] 
± 0. 1 1  

Max. Feh ler [m] 

+ 0. 1 9  

Tabelle 8-7: Fehler des durch einen Kegel approximierten Schaftes 
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Betrachtet man die Genauigkei ten des Basiskreisradius a und der x3- Koordinaten von Q, 
so ste l l t  sich die Frage, ob es mögl ich ist durch ei ne „geschicktere" Formul ierung des 
Kegels bessere Genauigkeiten zu erzielen. Durch geometrische Überlegungen wurde 
folgende alternati ve Formulierung gefunden :  Der Bezugspunkt Q des Kegel s  wurde nicht 
in  die Spitze gelegt sondern in de n Basiskreis .  Die Höhe des B asiskreises wurde auf Nul l  
gesetzt (daraus folgt: RQ3 = 0)7 , das entspricht i n  etwa der Aufnahmehöhen der 
Standpunkte am Pol izei gebäude. Die Gleichung des Kegels für Q am B asi skreis l autet 
und kann aus (8 .7- 1 )  abgele itet werden, Parameter siehe Abbi ldung 8-5: 

- 1 0  -5 0 

' -1 5 
- - - 1 0  

-5 

1 0  
1 5  
205 1 0  

Abbildung 8-5: Meridianschnitt eines Kegels 

(8.7-2) 

Multipliziert man Gleichung (8  .7-2) mit a2 und setzt man für !!:_ = tan (a) den neuen 
c 

Parameter k, so gelangt man zu folgender Kegelgleichung: 

(8.7-3) 

7 Genau genommen wurde die x_;-Koordinate von RQ nicht festgehalten, sonder m i t  einer Genaui gkeit von 
±0 .0 1 m beobachtet, daher wird auch in Tabel le  8-9 fiir diese Koordinate eine Gen auigkeit ausgegebe n .  
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Die Koeffi zienten k�iJkplnm der Flächengleichung lauten, siehe auch Kapitel 6.2 :  

Zuweisung der Parameter: 

s:=a 

t: =alc 

Koeffizienten :  

A80000020 = - 1 fest 
Ag2000020 = 1 fest 
Ag0200020 = 1 fest 
A80020002 = - 1 fest 
A80010011 = 2 fest 
A839990001 = 0 .0 1 frei t 

A839990002 = 5 frei s 

Die GESTALT wurde durch das h ier aufgel istete CMD-Fi le erzeugt: 

< Kegel KEGEL 

$d UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER (  9 0 0 0 0 0 8 4 )  n (  9 0  0 0 6 0 1 0  ) ;  

UPDATE REFSYS ALTER ( 9  0 0 0 6 0 1 0  ) x  ( - 1 6  9 0  0 )  ; $ c  

REACTIVATE ( 9  0 0 0 6 0 1  0 )  . 

$ d  CREATE z =OWN= obs ( 

- 3  0 0 0 0 0 2 0  - 1  0 $ c  s " 2  

- 3 2 0 0 0 0 0 0  1 0 $ c  x"2 

- 3 0 2 0 0 0 0 0  1 0 $ c  y " 2  

- 3  0 0 2 0 0 0 2 - 1  0 $ c  z " 2  t " 2  

- 3 0 0 1 0 0 1 1  + 2  0 $ c  z " l  s " l  t " l  

3 9  9 9 0 0  0 2  5 0 $ c  s = a  Radius des Bas i s kr e i s es 

3 9  9 9 0 0 0 1  0 . 0  1 ) $  c k=a / c  

GESTALT 1 0 0 0  NORME ( l . 0  0 )  ORIGIN ( 9  0 0 0 6 0 1 0 )  

ROTPAR=OWN=OMF I KA ( 0  . 0 0 0 . 0 0 0 . 0  0 )  

S I GMA ( 0  . 1  0 )  TAKE ( M 9 0 0 1  i 6 0 0 0 0 - 6 9 9  9 9 )  . 

U PDATE GESTALT 6 0 1 0  TYPE= 3  . $ c  imp l i z i t e z GESTALT 

UPDATE ROTPAR 6 0 1 0  DEACTIVATE a l l  . 

$ c  Ro t a t i on wi rd nicht f r e i gegeben 

UPDATE ADPAR 6 0 1 0  TYPE= l .  

$ d  EDIT CONPOI DATA ( kegel . con ) FORMAT= FREE ENDCODE ( - 9 9 )  . 

$ c  E i n l  esen eines Pas spunktraums , der 

$c d i e  z Koordinate von Q beobachtet ( en t sp r i c h t  " f e s tgehal t en "  ) 
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Kenngröße 
[pvv] gewichteten Verbesserungen) 

Beobachtungen 

Standardabweichung priori pix 

SigmaO posteriori pix 

priori posteriori 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebnis: 

Tabelle 8-8: Auflistung der wichtigsten statistischen G rößen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Kegelberechnung 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Tabelle 8-9: Parameter des Schaftes approximiert durch einen Kegel 

Aus dem Parameter k ergi bt sich wieder e in Öffnungswinkel a von 0.6 Gon . Vergleicht 
man Tabel le 8-6 mit Tabel le 8-9, so erkennt man, daß durch diese Kegeldarste l lung ei n 
besseres Ergebnis, was die mi ttleren Feh ler betri fft, erzi elt wurde. 
Mi ttlerer Fehler a priori, mittlerer Feh ler a priori und maxi male Fehler ergaben sich zu: 

Mit. Fehler a [m] Mit .  Feh ler a [m] Max. Feh ler [m] 

± 0 .  1 0  ± 0 .  1 1  + 0. 1 9  

Wert 

(Quadratsumme der 70.03 

Anzahl der 3238 

Anzah l der Unbekannten 886 

Redundanz 235 1 

a PHOTO 1 .5 

Standardabweichung a priori GESTALT 
700 bis 799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 

SigmaO a priori 0. 1 pix 
a 0 .  1 728 

Parameter Wert [m] M ittlerer Feh ler [m] 

a 5 .  1 8  ± 0.057 

Radius des B asiskreises 
k=cla 0.0 1 02 ± 0.002 

Verhältnis aus Höhe und 
Basiskrei sradius 

Q -4.2 1 ± 0.04 1 

Koordinaten der 1 23 .33 ± 0.037 

Kegelspi tze 0 ± 0.0 1 7  

Tabelle 8-10:  Fehler des durch einen Kegel approximierten Schaftes 
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8.8 Ergebnisse der Zwiebelvermessung 

Bei der Form der Zwiebel wurden verschiedene Flächen für ei ne Approximation 
verwendet. Das Spektrum reichte von ei ner ei nfachen Kugel bis h in  zu Rotationsflächen 
vierter Ordnung. Zur Auswah l passender Flächen können „Fl ächenlexika" wie [Loria, 
1 9 1 0] verwendet werden ,  oder auch ausführlichere Formelsammlungen wie [Netz, 1 992] .  

Für die B estimmung dieser Zwiebel wurde zusätzl ich noch [Wunderli ch ,  1 979] 

herangezogen . Diese Publ ikation beschäftigt sich mit der Besti mmung der Geometrie der 
Vogeleier. Drei Flächen wurden ausgewähl t  und auf die Eignung zur Approximati on der 
Zwiebel untersucht: 

8.8.1 Approximation mittels Kugel 

Die GESTALT wurde durch das in Kapitel 8.4 aufgelistete CMD- Fi le erzeugt, 
Die impl izi te Gleichung einer Kugel l autet : 

Parameter, siehe Abbi ldung 8-6:  

5 - ­ - - - ­

0 

- 1 0  -5 

Q 

0 5 1 0  

Abbildung 8-6: Meridianschnitt eines um die xrAchse rotierenden Kreises 
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Kenngröße 
[pvv] gewichteten Verbesserungen) 

Beobachtungen 

priori pix 

posteriori pix 

Kugel 

Kugelmitte lpunktes 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebni s :  

Wert 
(Quadratsumme der 77.84 

Anzah l der 3842 

Anzahl der Unbekannten 1 343 

Redundanz 2499 

Standardabweichung a PHOTO 1 .5 

Standardabweichung a priori GESTALT 
700 bis 799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 

SigmaO a priori 0.  1 pix 
SigmaO a 0. 1 765 

Tabelle 8- 1 1 :  Auflistung der wichtigsten statistischen Größen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Kugelberechnung 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Parameter Wert [m] Mittlerer Fehler [m] 
r 1 0.05 ± 0.026 

Radius der 
Q -4.62 ± 0.047 

Koordi naten des 1 23 .64 ± 0.04 1 

55 .82 ± 0.048 

Tabelle 8-12 :  Parameter der durch eine Kugel approximierten Zwiebel 

Mit. Fehler a 1iori [m] Mit.  Feh ler a osteriori [m] Max . Feh ler [m] 
± 0. 1 0  ± 0. 1 3  - 0.37 

Tabelle 8-13:  Fehler der durch eine Kugel approximierten Zwiebel 

Gemessenen Verknüpfungspunkte, die nicht zur Besti mmung der Fl ächengestal l t  
verwendet wurden, wiesen ei nen maxi malen und mi ttleren Abstand ( in  erster Näherung) 
zur Fläche von 1 .05 m bzw. ± 0.35 m auf. 

1 1  3 
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8.8.2 Approximation mittels Rotationskard ioide 

Die implizi te Gleichung der Rotationskardioide lautet: 

Parameter, siehe Abbi ldung 8-7 : 

i - -

-20 - 1 5  - 1 0  -5 0 5 

- ­ - . ­ - - - , - - - - -20 

1 0  

- 1 5  

-1 0 

- _, - ·- - ­ -5 

0 

[X1 X2] 
5 

' 
1 0- - - - - - -' 

1 5  

1 5  20 

Abbildung 8-7: Meridianschnitt einer um die xrAchse rotierenden Kardioide 

Die GESTALT wurde durch das hier aufgel istete CMD-Fi le erzeugt: 

< Kdgs t l O O O  KARDI O I DE 

$d UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER ( 9 0 0 0 0 0 8 3  ) n ( 9 0 0 0 1 0 0 0 )  ; 

UPDATE REFSYS ALTER ( 9 0 0 0 1 0 0 0  ) X ( - 3 9 4  4 1 ) ;  $ c  

REACTIVATE ( 9 0 0 0 1 0 0 0 )  . 

$d CREATE z =OWN= obs ( 

- 3  0 0 0 0 0 0 0  0 0 $ c  

- 3 4 0 0 0 0 0 0  1 0 $ c  x1 " 4  

- 3 0 4 0 0 0 0 0  1 0 $ c  X2 " 4  

- 3  0 0 4 0 0 0 0  1 0 $ c  X3 " 4  
- 3 2 2 0 0 0 0 0  2 0 $ c  X1 " 2  X2 " 2  

- 3 2 0 2 0 0 0 0  2 0 $ c  x 1  " 2  X3 " 2  

- 3 0 2 2 0 0 0 0  2 0 $ c  X2 " 2  X3 " 2  

- 3 2 0 0 0 0 0 2  - 6  0 $ c  X1 " 2  t " 2  

- 3 0 2 0 0 0 0 2  - 6  0 $ c  X2 " 2  t " 2  

- 3  0 0 2 0 0 0 2 - 6  0 $ c  X3 " 2  t " 2  

- 3  0 0 1 0 0 0 3 - 8  0 $ c  X3 " 2  t " 3  

- 3  0 0 0 0 0 0 4 - 3  0 $ c  t " 4  

1 1 4 

(8.8-2) 



Kenngröße 

[pvv] gewichteten Verbesserungen) 

Standardabweichung priori 

SigmaO priori 
SigmaO posteriori 

pix 

Kardioidenparameter 

tte lpunktes 

3 9 9 9 0 0 0 1  3 0 $ c  

9 9 9 9 0 0 0 1  3 0 )  $ c  

r = - 3  t = r  

GESTALT 1 0 0 0  NORME ( l  . 0 0 )  ORIGIN ( 9 0 0 0 1 0 0 0 ) ROTPAR=OWN=OMF I KA ( 0  . 0 0 0 . 0 0 

0 . 0 0 )  

S I GMA ( 0  . 1 0 )  TAKE ( M 9 0 0 1  i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9 9  1 6 3 0 0 - 1 6 3 9 9  

1 7 1 0 0 - 1 7 1 9 9  1 8 8 0 0 - 1 8 8 9 9  ) .  

UPDATE GESTALT 1 0 0 0  TYPE= 3  . $ c  imp l i z i t e z GESTALT 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebnis :  

(Quadratsumme der 
Anzahl der Beobachtungen 
Anzahl der Unbekannten 
Redundanz 

a PHOTO 
Standardabweichung a priori GESTALT 
700 bis 799 

3000 bis 3999 

a 
a 

Wert 

77.26 

3 842 

1 343 

2499 

1 .  5 pix 

0.05 m 
0.0 1 m 
0. 1 

0 .  1 7 5 8  pix 

Tabelle 8-14: Auflistung der wichtigsten statistischen Größen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Rotationskardioideberechnung 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Parameter Wert [m] Mitt lerer Feh ler [m] 

r 3 .95 ± 0.0 1 0  

Q -4.64 ± 0 .048 

Koordinaten des 1 23 .65 ± 0.044 

Kardioidenmi 5 3  .64 ± 0.045 

Tabelle 8-15:  Parameter der durch eine Rotationskardioide approximierten Zwiebel 

Mit.  Feh ler a riori [m] Mit .  Fehler a osteriori [m] Max. Feh ler [m] 

± 0.  1 0  ± 0. 1 3  + 0.38 

Tabelle 8- 16 :  Fehler der  durch eine Rotationskardioide approximierten Zwiebel 
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$ c  s " 4  

- 3  

Gemessenen Verknüpfungspunkte, die nicht zur Besti mmung der Fl ächengestal lt 
verwendet wurden ,  wiesen ei nen maximalen und mittleren Abstand (in erster Näheru ng) 
zur Fläche von 0.50 m bzw. ± 0.23 m auf. 

Da die Approxi mation der Zwiebel durch ei ne Rotati onskardioide keine Verbesserung 
zur Kugel darstel l te (vergleiche Fehler a posteri ori ), wurde ein Maßstabsfaktor h in der 
x3-Ri chtung zusätzl ich model l iert. 

Die implizite Gleichung der Rotationskardi oide mit x3 Faktor (h) lautet: 

(8.8-3) 

Das modifizierte CMD-Fi le lautet: 

< Kdgs t l O O O  KARDIOIDE mi t x3 Faktor 

$ d  UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER (  9 0 0 0 0 0 8 3  ) n  ( 9 0 0 0 1 0 0 0 )  ; 

UPDATE REFSYS ALTER ( 9 0 0 0 1 0 0 0  ) x  ( - 3 9 4  4 1 )  ; $ c  

REACTIVATE ( 9 0 0 0 1 0 0 0 )  . 

$d CREATE z=OWN= obs ( 

- 3 0 0 0 0 0 0 0  0 0 $ c  

- 3 4 0 0 0 0 0 0  1 0 $ c  X1 " 4  

- 3 0 4 0 0 0 0 0  1 0 $ c  X2 " 4  

- 3 0 0 4 0 0 4 0  1 0 X3 " 4  

- 3 2 2 0 0 0 0 0  2 0 $ c  X1 " 2  X2 " 2  

- 3 2 0 2 0 0 2  0 2 0 $ c  X 1  " 2  X3 " 2  s " 2  

- 3 0 2 2 0 0 2 0  2 0 $ c  X2 " 2  X3 " 2  s " 2  

- 3 2 0 0 0 0 0 2  - 6  0 $ c  X1 " 2  t " 2  

- 3 0 2 0 0 0 0 2 - 6  0 $ c  X2 " 2  t " 2  

- 3  0 0 2 0 0 2 2  - 6  0 $ c  X3 " 2  s " 2  t " 2  

- 3  0 0 1 0 0 1 3  - 8  0 $ c  X3 " l  s " l  t " 3  

- 3  0 0 0 0 0 0 4 0 $ c  t " 4  

3 9 9 9 0 0 0 1  3 0 $ c  r = - 3  t = r  

3 9 9 9 0 0 0 2  1 0 )  $ c  s = - 1  s = h  

GESTALT 1 0 0 0  NORME ( 1 . 0 0 ) ORIGIN ( 9 0 0 0 1 0 0 0  ) 

ROTPAR=OWN=OMFIKA ( 0  . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 )  

S I GMA ( 0  . 1 0 )  

TAKE ( M9 0 0 1 i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9 9  1 6 3 0 0 - 1 6 3 9 9  1 7 1 0 0 - 1 7 1 9 9  1 8 8 0 0 - 1 8 8 9 9  ) .  

UPDATE GESTALT 1 0 0 0  TYPE= 3  . 

$ c  impl i z i t  z GESTALT 

1 1 6 



Kenngröße 

pvv Verbesserungen) 

SigmaO posteriori pix 

Kardioidenparameter 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebnis :  

Wert 

pl l  (Summe der Zuschläge) 77.58 

(Summe der 7 7 . 5 8  

Beobachtungen 3 842 

Unbekannte 1 343 

Redundanz 2499 

Standardabweichung a priori PHOTO 1 .5 pix 
Standardabweichung a priori GESTALT 
700 bis 799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 
SigmaO a priori 0. 1 pix 

a 0. 1 742 

Tabelle 8-17:  Auflistung der wichtigsten statistischen Größen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Rotationskardioideberechnung (mit x3 Faktor) 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Parameter Wert [m] Mittlerer Feh ler [m] 

r 3 .95 ± 0.0 1 0  

h 0.92 ± 0.008 

x3 Faktor 
Q -4.63 ± 0.047 

Koordinaten des 1 23 .  65 ± 0.044 

Kardi oidenmittelpunktes 53 .49 ± 0.054 

Tabelle 8-18: Parameter der durch eine Rotationskardioide mit x3 Faktor approximierten Zwiebel 

Mit. Fehler a priori [m] Mit. Feh ler a osteriori [m] Max. Feh ler [m] 

± 0. 1  0 ± 0. 1 1  + 0.28 

Tabelle 8- 19: Fehler der durch eine Rotationskardioide mit x3 Faktor approximierten Zwiebel 

Gemessenen Verknüpfungspunkte, die nicht zur Bestimmung der Flächengestal l t  
verwendet wurden ,  wiesen ei nen maxi malen und mittleren Abstand ( in  erster Näherung) 
zur Fläche von 0.40 m bzw. ± 0.  1 9  m auf. 

Der mittlere Fehler a posteriori war von ± 0.  1 3  auf ± 0.  1 1  gefal len und der maximale 
Fehler von + 0 . 37 auf + 0.28. Daß die Feh ler kleiner werden, war zu erwarten,  da e in  
weiterer freier Parameter e ingeführt wurde. Ein Sign ifi kanztest wurde durchgeführt, der 
geprüft hat, ob sich der zusätzl iche Parameter signifikant von 1 unterscheidet [Kreyszig, 
1 979, p 203ff] .  Dabei wurde die maximale Abweichung vom Referenzwert unter der 

1 1 7 
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Annahme von ei ner 99%igen Wahrschei n l ichkeit berechnet. Dieser Test l ieferte als 
maximale Abweichung 0.0 1 86, der berechnete x3 Faktor wei st ei ne Abweichung von 0.08 

auf und l iegt daher außerhalb des I nterval ls .  Was wiederum hei ßt, daß der Faktor zurecht 
eingeführt wurde. 

8.8.3 Approximation m ittels parabolischer Rotationskubik 

Die implizite Gleichung der Rotationskkubi k l autet : 

Parameter, siehe Abbi ldung 8-8 :  

1 0  

5 : 

m 
O · 

[Xt X2J i
-5 

- 1 0 ' 

-25 -
- 1 5  - 1 0  -5 0 

p 

2 2 
c = p q

b2 (p - q) 
5 1 0  1 5  

Abbildung 8-8: Meridianschnitt einer um die xrAchse rotierenden parabolischen Kubik 

Die GESTALT wurde durch das hier aufgel i  stete CMD-Fi le erzeugt: 

< Kdgs t l O O O  Parabol i s che Kubi k  

UPDATE REFSYS 9 0 0 1  ALTER (  9 0 0 0 0 0 8 3  ) n (  9 0 0 0 1 0 0 0 )  

x ( - 4 1 2 3  6 5 )  ; 

REACTIVATE ( 9 0 0 0 1 0 0 0 )  . 

CREATE z = OWN=obs ( 

- 3  0 0 0 0 0 0 0  0 0 $ c  

- 3 2 0 0 0 1 0 0  - 1  0 $ c  x1 A 2  t A l  

- 3 0 2 0 0 1 0 0  - 1  0 $ c  x2 A 2  t A l  

- 3  0 0 3 0 0 0 0  1 0 $ c  x3 A 3  

1 1  8 

(8.8-4) 



Kenngröße 

[pvv] gewichteten Verbesserungen) 

Standardabweichung priori pix 

SigmaO priori pix 

- 3 0 0 2 0 0 1 0  1 0 $ c  X3 " 2  s " l  

- 3 0 0 2 0 0 0 1  - 1  0 $ c  X3 " 2  r " l  

- 3  0 0 1 0 0 1 1  - 1  0 $ c  X3 " 2  s " l  r " l  
3 9 9 9 0 0 0 1  6 0 $ c  t = 6  r=m 

3 9 9 9 0 0 0 2  2 0  0 $ c  s = 2 0  s = l  

3 9 9 9 0 0 0 3  1 9  0 )  $ c  t = 1 9  t = c  

GE STALT 1 0 0 0  NORME ( 1 .  0 0 )  ORIGIN ( 9 0 0 0 1 0 0 0  ) 

ROTPAR= OWN=OMF I KA ( 0  . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 )  

S I GMA ( 0 . 1 0 )  

TAKE ( M9 0 0 1  i 1 5 1 0 0 - 1 5 1 9 9  1 6 3 0 0 - 1 6 3 9 9  1 7 1 0 0 - 1 7 1 9 9  1 8 8 0 0 - 1 8 8 9 9  ) . 

UPDATE GESTALT 1 0 0 0  TYPE= 3 .  $ c  imp l i z i t  z GESTALT 

Der Ausgleich l ieferte folgendes Ergebnis :  

Parameter Wert [m] Mitt lerer Fehler [m] 

l 2 1  . 1 8  ± 0.49 1 
c 1 8  .70 ± 1 .330 
m 5.44 ± 2 .340 
Q -4.68 ± 0.040 

Koordinaten des 1 23 .62 ± 0.034 
Kubi kbezugpu nktes 68.  1 2  ± 0.53 1 

Wert 

(Quadratsumme der 77.78 
Anzahl der Beobachtungen 3842 
Anzahl der Unbekannten 1 343 
Redundanz 2499 

a PHOTO 1 .5 
Standardabweichung a priori GESTALT 

700 bis  799 0.05 m 
3000 bis 3999 0.0 1 m 

a 0. 1 
SigmaO a posteriori 0. 1 7 1 9  pix 

Tabelle 8-20: Auflistung der wichtigsten statistischen G rößen der Ausgleichung 
in ORIENT bei der Rotationskubikberechnung 

Die Werte der Parameter ergaben sich zu : 

Tabelle 8-21 :  Parameter der Zwiebel approximiert durch eine parabolische Rotationskubik 

Fehler a prioti [m] Feh ler a posteriori [m] Maximaler Feh ler [m] 

± 0. 1 0  ± 0.08 - 0.27 

Tabelle 8-22: Fehler der Zwiebel approximiert durch eine parabolische Rotationskubik 

1 1 9 



Gemessenen Verknüpfungspunkte, die nicht zur Bestimmung der Fl ächengestal l t  
verwendet wurden, wiesen ei nen maxi malen und mittleren Abstand ( in erster Näherung) 
zur Fläche von 0.24 m bzw. ± 0. 1 2  m auf. 

Die Approxi mation der Zwiebel durch ei ne parabol ische Rotationskubik brachte e ine 
weitere Verbesserung zur Rotationskardi oide mit Maßstabsfaktor in  der x3 Richtung 
(vergleiche Fehler a posteriori ) .  Hi ngegen versch lechterten sich die Genaui gkeiten der 
Formparameter (vergleiche Tabel le 8-2 1 mit Tabel le  8- 1 8) .  Das ist darauf 
zurückzuführen, daß bei der Kubi k drei Parameter zu besti mmen waren . Die 
Überbestimmungen tei l ten sich daher auf di ese drei Parameter auf, was zu diesem 
Genauigkeitsverlust fü hrte. 

8.8.4 Zusammenfassung 

Sowohl d ie Rotationskardioide mit  Maßstabsfaktor als auch die parabol i  sche 
Rotationskubik approx imieren die Zwiebel sehr gut. Bei beiden Kurven bewegen sich die 
mittleren Fehler im 1 0  cm Bereich. Welche der bei den Kurven für den Benutzer die 
bessere i st, muß von ihm selbst entschieden werden.  Eine mögliche Entscheidungshi lfe 
würden Punkte am unteren Ende der Zwiebel l iefern , da sich hier die beiden Fl ächen am 
stärksten unterscheiden .  Leider werden diese Punkte vom Schaft verdeckt. 
Anmerkung: Die angegebenen mittleren Fehler für die Zwiebelvermessung beziehen sich 
auf das fest gelagerte lokale Koordi natensystem. Mit Hi l fe ei ner freien Netzl agerung 
könnte man ein Loslösen vom festen System bewirken. 

1 20 



9 Zus am menfassung und Aus blick 

Das Ziel der Objektrekonstruktion unter Mithi lfe von Umrißpunkten wurde erreicht. Die 
dafür entwickelte Theorie wurde al lgemei n für unterschiedl iche Flächen darstel lungen 
abgeleitet, durch Erklärungen,  Abbi ldungen und Tabellen dem Leser verständl icher 
gemacht, sodaß die Grundidee besser zu erkennen i st. 
Speziel l  wurde die Theorie der Objektrekonstruktion durch beobachtete Umri ßpunkte für 
das Programmpaket ORIENT aufbereitet und implementiert. Die Schri tt für Schri tt 
aufberei teten Tei lkapitel des Theorietei l s  fi nden i n  der Vermessung des Wiener 
Fernwärmeturms Anwendung. Dieses Beispiel veranschaul icht nochmals ausführl i ch die 
Vorgangsweise bei der Objektrekonstruktion mit Hi lfe von Umrißpunkten und kann 
daher als Musterbeispiel für Folgeprojekte dienen.  Die Vermessung des Turmes erfolgte 
ausschl ießl ich unter der Verwendung von Umrißpunkten .  
Ziel ist es ,  d ie Umrisse automati sch zu detektieren und sie den entsprechenden Flächen 
zuzuordnen . Erste vielversprechende Vorstudien wurden vom Verfasser bereits in dieser 
Richtung unternommen [Legenstein ,  2000] . 

Abbildung 9-1 : Fernwärmeturm und automatisch detektierter Umriß des Turmes 

Abbi ldung 9- 1 zeigt den Fernwärmeturm und das Ergebnis  ei ner automati schen Objekt­
und Umri ßdetektion. Für die Objektdetektion wurden Farbe und Textur verwendet, für 
die anschl ießende Besti mmung des Umrisses ein „ei nfacher" Kantenextraktor. Ei ne 
Zuordnung der ei nze lnen Umrißtei l stücke zu i hren Flächentei len könnte über die 
unterschiedlichen Farben von Schaft und Zwiebel erfolgen.  
Eine tei lweise oder vol l  ständige Automation würde (grob geschätzt) i n  jedem zwei ten 
photogrammetrischen Projekt zu Zeitersparnissen und Erleichterungen führen.  

Ein wei terer Berei ch, bei dem Umrißpunkte zum Ei nsatz kommen könnten,  wäre die 
Bi ldori entieru ng. Es sol l hier ei ne Aufl istung der unterschiedl ichen 
Bi  ldorienti erungsverfahren und ei ne grobe Abschätzung über de n Ei nsatzbereich von 
Umrißpunkten dabei erfolgen : 

1 2 1  



• Einzelb i ldorientierung 
Die Ei nzelbi ldorientienmg erfolgt über Paßpunkte oder Paßl i  nien [Kraus, 
1 994] [Forkert, 1 994) . Ei n beobachteter Paßpunkt l i  efert zwei 
Beobachtungsgleichungen - je B i ldkoordinate e ine Beobachtungs­
gleichung. Ei n beobachteter Pun kt auf einer Paßl in ie  l iefert h i ngegen nur 
ei ne Überbesti mmung - den beiden Bedingungsgleichungen für die 
B i ldkoordinaten steht der unbekann te Parameter des Punktes auf der Linie 
gegenüber. Ein Umrißpunkt würde ebenfal l s  bei  gegebener Fläche ei ne 
Überbesti mmung l iefern . Ei ne B i ldorientierung ausschl ießl ich mit 
Umri ßpunkten wird sicher versagen, wenn die Fläche eine oder mehrere 
Rotationsachsen besi tzen würde. I n  al len anderen Fäl len wäre ei ne 
B i ldorientierung mit Umrißpunkten theoretisch möglich . 

• Relative Orientierung 
Die re lati ve Orientierung von Photos erfolgt über Verknüpfungspunkte 
und Verknüpfungs l inien.  Ei ne „direkte" relative Orientierung 
aussch l ießl ich mit Umrißpunkten i st nicht mögl ich,  da es sich bei 
beobachteten Umrißpunkten - in verschiedenen B i ldern - um kei ne 
homologen Punkte handelt. Denn der wahre Umriß setzt sich aus 
unterschiedlichen Punkten - von jeder B l ickrichtung aus betrachtet ­
zusammen. Jedoch wäre es mögl i ch ,  die gegebene Fläche zu einem Photo 
rel ativ zu orientieren und anschl ießend die wei teren Photos relati v zur 
Fläche zu orientieren .  Es ist zu beachten, daß ei n beobachteter 
Umrißpunkt drei Beobachtungsgleichungen l iefert und daß neben diesen 
Objektpunkten auch die Orientierung der Fläche bestimmt werden muß. 

• Absolute Orientierung relativ orientierter Stereomodel le  
Die absolute Orientierung relativ orientierter Model le  erfolgt über 
Paßpunkte und Paßl i nien .  Dabei i st der Einsatz von Umri ßpunkten nicht 
möglich, da Umrißpunkte nur in Kombination mit Flächen mögl ich sind. 
Werden aber auch Paßflächen dazu verwendet, so l iefern auch hier 
Umri ßpunkte zusätzl iche Informationen. 

• Hybride Bündelblockausgleichung 
Die hybride Bündelblockausgleichung bestimmt die Relative Orientierung 
und die Absolute Orientierung simultan . Hierbei gel ten die gleichen
Überlegungen wie bei den ersten drei Methoden.  

Ei ne potenti e l le  Anwendung wäre die Orientierung von Landschaftsphotos, bei denen 
von ei nem Standpunkt aus Konturen der Berge photographiert wurden .  So könnte man 
die Orientierung von Photos mit H i l fe ei nes DHM der Landschaft berechnen 
[Fi nsterwalder, 1 994] . 
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