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Abstract

This master’s thesis is concerned with numerous characteristics of cubic algebraic surfaces
within the context of projective geometry. In comparison to the quadrics these surfaces al-
ready allow considerably more projective differentiated types. After a comprehensive chapter
with essential basics out of the domain of plane algebraic curves, singularities of cubic sur-
faces will initially be considered more precisely. It is demonstrated that a cubic surface offers
a singular line if and only if it is a ruled surface. Subsequently it is proofed that a nonsingu-
lar cubic surface always contains exactly 27 lines and furthermore numerous characteristics
of configuration of these lines are described. Moreover rational parametric equations and
projective generations for cubic surfaces are developed. The argumentation and structure
follows in big parts results from books of Burau [B] and [2]. This Master’s Thesis adds nu-
merous proofs and steps of proofs — which were abstained in these oeuvres — and explicates
many of those conclusions in a considerably more precise way.

Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit befasst sich mit zahlreichen Eigenschaften kubischer algebraischer Fla-
chen im Rahmen der projektiven Geometrie. Im Vergleich zu den Quadriken erlauben diese
bereits deutlich mehr projektiv unterscheidbare Typen. Nach einem umfassenden Kapitel
mit notwendigen Grundlagen aus dem Bereich der ebenen algebraischen Kurven, werden
zundchst Singularitdten auf kubischen Flachen genauer betrachtet. Es wird gezeigt, dass ei-
ne kubische Fliache genau dann eine singulire Gerade besitzt, wenn sie eine Regelflache ist.
Im Anschluss daran wird eine Beweis dafiir angegeben, dass auf einer singularitdtenfreien
kubischen Flache immer genau 27 Gerade liegen und es werden zahlreiche Konfigurations-
eigenschaften dieser Geraden beschrieben. Des weiteren werden rationale Parameterdarstel-
lungen und projektive Erzeugungen fiir kubische Fldchen entwickelt. In der Argumentation
und im Aufbau wird dabei in groBlen Teilen den Biichern von Burau [3] und [2] gefolgt.
Diese Diplomarbeit ergéinzt zahlreiche Beweise und Beweisschritte, auf die in diesen Werken
verzichtet wurde und fiithrt viele der dort angegebenen Schlussfolgerungen deutlich genauer
aus.
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1 Grundlagen

Von Leserinnen und Lesern werden Grundkenntnisse der Algebra, wie die Berechnung von
Skalarprodukten, Determinanten, linearen Abbildungen und der Nullstellen von Polynomen
sowie der Anwendung des Gauflschen Fundamentalsatzes vorausgesetzt. Weiters werden grund-
legende Begriffe der affinen Geometrie bendtigt. Um ein umfassendes Versténdnis der alge-
braischen kubischen Flachen zu erlangen, benétigen wir zunéchst einen groben Einblick in das
Gebiet der projektiven Geometrie. Neben einem streng axiomatischen Zugang, den wir hier
nicht ndher beleuchten wollen, kann man die projektive Geometrie als Erweiterung der affinen
Geometrie auffassen. Da wir spéater zur Erfassung von Schnittkurven kubischer Flachen mit
einer Ebene die sogenannten ebenen algebraischen Kurven benotigen, werden wir uns zunéchst
mit der projektiven Ebene beschéiftigen. Im nédchsten Abschnitt fiihren wir zunéchst die pro-
jektive Ebene P? iiber R und einige weitere Definitionen ein. Die Aussagen gelten auch fiir die
projektive Ebene iiber C, wobei wir hier am Ende des Abschnitts einige zusétzliche Definitionen
anfithren werden.

Prinzipiell sei festgehalten, dass wir unsere weiteren Betrachtungen stets iber dem Grundkorper
C(2 R) durchfithren werden. Bei manchen Ergebnissen wird jedoch speziell darauf hingewiesen,
wenn sie zwar fiir den Korper der komplexen Zahlen erfiillt sind, aber im Allgemeinen fiir die
reellen Zahlen nicht stimmen miissen.

Die Definitionen und Aussagen dieses Abschnitts sind groitenteils entnommen aus Blaschke [1],
Kowol [6] und Hulek [5]. Einige Ergénzungen finden sich zudem auf Wikipedia: [1§], [12], [L17],
[15], [16], [19], [L3]. Die wesentlichen Eigenschaften der Resultanten, Formen, Hyperflichen und
ebenen algebraischen Kurven stammen aus Burau [3]. Die Grundbegriffe aus dem Bereich der
algebraischen Flachen finden sich in Burau [2].

1.1 Projektive Ebene P2

1.1.1 Definition und analytisches Modell

In einer affinen Ebene konnen Gerade liegen, die sich nicht schneiden — sogenannte Parallele.
Fiir den Ubergang zu einer projektiven Ebene werden die Elemente der affinen Ebene durch
Fernelemente ergénzt. Dazu wird zu jeder Klasse von parallelen Geraden ein Fernpunkt definiert,
der die Richtung dieser Geraden angibt. Alle Fernpunkte bilden zusammen die Ferngerade.
Somit kann auch ein Schnittpunkt von parallelen Geraden angegeben werden. Um den Begriff
der affinen Ebene erkldren zu kdnnen, bendtigen wir zunéchst den Begriff der Inzidenzstruktur:

Definition 1.1.1 (Inzidenzstruktur). Eine Inzidenzstruktur (P, B,Z) besteht aus drei Mengen
mit folgenden Eigenschaften:

e PNB=10
. IQPXB

Die Elemente von P heiflen Punkte, die von B Blicke. Die Elemente von Z heiflen Inzidenzen
und fiir (P, B) € Z mit P € P, B € B schreibt man auch pZB.



Im Folgenden wird die Menge der Blocke B die Geradenmenge G sein.

Definition 1.1.2 (Affine Ebene). Eine Inzidenzstruktur (P,G,Z) mit der Punktmenge P, der
Geradenmenge G und der Menge der Inzidenzen 7 heifit affine Ebene, wenn gilt:

e 7Zu zwei verschiedenen Punkten P, () € P existiert genau eine Verbindungsgerade g € G
mit PZg, QZg.

o Zu gegebener Gerader g € G und gegebenem Punkt P € P mit (P, g) ¢ Z existiert genau
eine Gerade h € G mit PZh und g N h = (.

« Es existieren drei verschiedene Punkte aus P, die nicht alle auf einer Geraden aus G liegen.

Bemerkung 1.1.3. Der Vektorraum R? ist eine affine Ebene, wobei P = R? gilt und die Menge
G alle eindimensionalen affinen Unterrdume umfasst. Die Inzidenzrelation ist die Relation €.
Analoges gilt fiir den Vektorraum C2.

Bemerkung 1.1.4. Oft schreibt man ¢ = P(Q, um anzudeuten, dass die Gerade g die Verbin-
dungsgerade der Punkte P und @ ist.

Definition 1.1.5 (Parallelitit). Zwei Gerade g, h € G heifien parallel (i.Z. g || h), wenn entweder
g = h oder wenn g N h = 0.

Bemerkung 1.1.6. Die Parallelititsrelation ist eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklasse
(g) der zu g parallelen Geraden wird auch als Richtung von g bezeichnet.

Bei der Erweiterung zu einer projektiven Ebene wird nun eine affine Ebene um eben diese Aqui-
valenzklassen von parallelen Geraden, die sogenannten Fernpunkte, erweitert. Alle Fernpunkte
bilden zusammen die Ferngerade u. Die neuen erweiterten Mengen <ﬁ, B, f> der Inzidenzstruk-
tur lauten dann:

« P=PU{{g),9 €6}

e G=0U{u}

e« T=TU{({9),h): 9l hgeG,hecGtU{({g),u): g€}
Nun konnen wir auch die projektive Ebene definieren:

Definition 1.1.7 (Projektive Ebene). Eine Inzidenzstruktur <f, g, f> mit der Punktmenge P,
der Geradenmenge G und der Menge der Inzidenzen Z heifit projektive Ebene, wenn gilt:

e 7Zu zwei verschiedenen Punkten P,(Q € P existiert genau eine Verbindungsgerade g € G
mit PZg, QZg.

e Zu zwei verschiedenen Geraden g,h € G existiert genau ein Schnittpunkt P € P mit
PZLg, PTh.

o Es existieren vier verschiedene Punkte aus P, sodass je drei davon nicht auf einer Geraden
aus G liegen.

Bemerkung 1.1.8. Man sieht leicht, dass eine affine Ebene mit der oben erwéhnten projektiven
Erweiterung eine projektive Ebene darstellt.

Bemerkung 1.1.9. Wird die affine Ebene R? auf diese Art projektiv erweitert, erhilt man die
projektiv abgeschlossene Ebene P?(R).



Fiir unsere weiteren Betrachtungen bendétigen wir jetzt ein analytisches Modell der projektiven
Ebene P?(R). Dazu dient uns der Vektorraum R? mit den Koordinaten (zg,x1, ) in folgender
Weise:

o R? wird eingebettet in R? als Ebene zg = 1, also R? C P?(R)

o Jeder Punkt X € P?(R) ist eindeutig dargestellt durch die Gerade OX, also die Verbin-
dungsgerade des Ursprungs O = (0,0,0) mit X = (xg,x1,x2). Dadurch erhalten wir die
Punktemenge von P?(RR) mit:

P = {fR = (z0, 21, 22)\ = (z0 : T1 : 29), A # 0, € R3\ {(’)}}

Wir bezeichnen ZR = (xg,x1,z2)A als homogene (projektive) Koordinaten des Punktes
X € P%(R). Die Doppelpunkte bzw. die Schreibweise als Vielfaches von \ sollen andeuten,
dass es nur auf das Verhaltnis der drei Koordinaten zueinander ankommt. Man erhélt
namlich:

e Fir X =ZR und Y = ¢R gilt:

X =Y < 7 und § sind linear abhéngig.

e O =(0,0,0) stellt keinen Punkt von P?(R) dar.

Bemerkung 1.1.10. Formal spricht man beim P?(R) auch vom Quotientenraum R3\ {O} / ~
beziiglich der Aquivalenzrelation

z~yeINER\{0}:z=\y,z € R3 y e R3.
Die Umrechnung zwischen Punkten aus R? und P?(R) funktioniert dann wie folgt:

o Sind (z,y) die affinen Koordinaten eines Punktes X in R?, ergeben sich fiir X in P?(R) die
homogenen Koordinaten (1, x,y). Dabei muss die z-Achse parallel zu 21 und die y-Achse
parallel zu zo gewahlt werden, wobei dann (O, x,y) ein affines Koordinatensystem mit
Ursprung O in R? darstellt. Klarerweise erhilt man so nur homogene Koordinaten fiir
eigentliche Punkte, also Punkte, die keine Fernpunkte sind.

o Umgekehrt erhilt man die affinen aus den homogenen Koordinaten fiir jeden eigentlichen
Punkt durch

il T2
r=—und y = —.
Zo Lo

o Fiir Fernpunkte F' € u liegt die Gerade OF in der Ebene xy = 0 (hat daher keinen
Schnittpunkt mit der Ebene xg = 1), also

FeueF= (O)f17f2)R‘

Die Gerade OF hat (0, f1, f2) als Richtungsvektor.

Nachdem wir uns mit der Punktemenge der projektiven Ebene P?(R) auseinandergesetzt haben,
brauchen wir auch fiir die Geradenmenge eine Ubersetzung in das analytische Modell.



e Jede Gerade g € P%(R) wird eindeutig dargestellt durch die Ebene v = Og, also die
Verbindungsebene des Ursprungs O mit der Geraden g. Die Ebene « ist gegeben durch

v 1 goxo + g121 + gox2 = 0(= g - &) mit (go, g1, 92) # (0,0,0). (1.1)

Dadurch erhalten wir die Geradenmenge von P?(R) mit:

G ={RG=X\go,91.92) = (90: 91 : 92), A # 0,5 € R\ {O}} .

Es sind dann Rg = A(go, g1, 92) die homogenen Koordinaten der Geraden g. Die Dop-
pelpunkte deuten wieder an, dass es nur auf das Verhéltnis der Koordinaten zueinander
ankommt.

o Zur Unterscheidung von Punkten und Geraden wird oft folgende Notation verwendet:

ZR ... Punkt
Rg ... Gerade

« Die Ferngerade u € P?(R) wird dargestellt durch die Ebene zq = 0, also v = R(1,0,0).

« Der Vektor g € R? ist Normalvektor der Ebene ~.

Die Umrechnung zwischen affinen und homogenen Geradendarstellungen erfolgt im Fall einer
eigentlichen Geraden (also nicht der Ferngeraden) durch Division der Geradengleichung durch
xg bzw. umgekehrt durch Multiplikation mit xg. Ist die Gerade g in homogenen Koordinaten
gegeben durch die Gleichung goxo + g171 + ga2w2 = 0, so erhélt man nach der Division durch
xg die affine Geradendarstellung mit go + g1 + goy = 0. Die Umkehrung durch Multiplikation
mit zq ist offensichtlich. Zur Vervollstandigung unseres analytischen Modells ben6tigen wir jetzt
noch die passende Inzidenzrelation. Wir sagen, dass ein Punkt X = #R genau dann auf einer
Geraden g = Rgq liegt, wenn gilt

G T = goxro+ g1x1 + g2x2 =0 also § L Z.
Unsere Inzidenzmenge lautet also
I= {(X,g) = (#R,Rq),Z € R*\ {O},7 € R®\ {0}, mit §- & = O}.
Bemerkung 1.1.11. Wir wollen noch Eigenschaften von Geraden in P?(R) angeben:

e Sind P und Q zwei verschiedene Punkte in P?(R), so existiert genau eine projektive Gerade,
die durch P und @ verlduft.

e Sind Py, P, ..., P, endlich viele Punkte in P2(R), so existiert eine projektive Gerade, die
durch keinen der Punkte P, Ps, ..., P, geht.

1.1.2 Dualitatsprinzip

Betrachtet man die obige Definition und das analytische Modell von P?(R) etwas genauer, so
sieht man, dass die Darstellungen fiir Punkte und Gerade identisch sind. Es ist also moglich,
in Aussagen, die mithilfe dieses analytischen Modells gewonnen werden, Punkte und Gerade
zu vertauschen. Geht man von einer Aussage iiber Punkte aus, so erhélt man die sogenannte
duale Aussage, indem man die Punkte durch Gerade und das Verbinden von Punkten durch das
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Schneiden von Geraden ersetzt. Ist somit eine Aussage fiir Punkte wahr, so ist auch die duale
Aussage fiir Gerade wahr. Man erhilt die duale projektive Ebene P?*(R) = (P*,G*,7*) mit
P*=G,G* =P, I* =TI. Analoges gilt, wenn man von einer Aussage iiber Gerade ausgeht und
zur dualen Aussage iiber Punkte tibergeht. Dual zur dualen projektiven Ebene ist also wieder
die projektive Ebene.

Bemerkung 1.1.12. Als Beispiel wollen wir die Aussagen aus der obigen Bemerkung dua-
lisieren, da wir sie spater auch noch benétigen werden:

e Sind g und h zwei verschiedene Gerade in P2(R), so existiert genau ein Punkt, der auf
beiden Geraden liegt — der Schnittpunkt.

e Sind g1, go, ..., g» endlich viele Gerade in P2(R), so existiert ein Punkt, der auf keiner der
Geraden g1, go, ..., g, liegt.

Es folgen nun ein paar Definitionen zu Begriffen, die wir immer wieder benétigen.

1.1.3 Projektive Abbildung und projektive Kollineation

Definition 1.1.13 (Projektive Abbildung). Eine Abbildung ¢ : P?(R) — P2(R) heifit projektiv,
wenn es eine injektive lineare Abbildung

&1 R - R mit 6((2)) = (6(2)),¥ (a) € P(R)

gibt, wobei sich (z) auf die Darstellung der Punkte von P?(R) als Aquivalenzklassen beziiglich
der Aquivalenzrelation ~ bezieht (siehe )

Bemerkung 1.1.14. Da sich lineare Abbildungen durch eine geeignete Matrix darstellen lassen,
ist dies auch fiir projektive Abbildungen moglich. Die projektive Abbildung sei gegeben durch
¢ : P*(R) — P*(R)
X=7R— X =ZR.

Die zugrunde liegende lineare Abbildung 5 sei dargestellt durch die Matrix A € R3*3. Dann
gilt fiir die projektive Abbildung

Fiir eine projektive Abbildung miissen die Koeffizienten von A nur bis auf ein Vielfaches be-
stimmt sein, also A=\A, X # 0.

Gewohnlich benotigen wir den folgenden Spezialfall der projektiven Abbildungen:

Definition 1.1.15 (Projektive Kollineation). Eine projektive Abbildung ¢, deren zugrunde
liegende lineare Abbildung ¢ invertierbar (also det(A) # 0) ist, heifit projektive Kollineation.
Die Abbildungen aus Definition sind sicher invertierbar, da im endlichdimensionalen aus
injektiv schon bijektiv folgt.

Bemerkung 1.1.16. Die projektiven Kollineationen bilden die projektive lineare Gruppe PGL(R).
Wir geben ein paar Eigenschaften von projektiven Kollineationen an:

o ¢:P?(R) — P2(R) ist eine bijektive Punktabbildung, da 5 : R? — R3 linear unabhingige
Vektoren auf linear unabhéngige abbildet.
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o Kollineare Punkte (Punkte, die auf einer Geraden liegen) werden auf kollineare Punkte
abgebildet.

o Gilt fiir einen Punkt X € P?(R) die Gleichung X = ¢(X), so nennt man ihn Fixpunkt.
Eine projektive Kollineation mit vier oder mehr Fixpunkten, wobei keine drei davon auf
einer Geraden liegen, stellt sich immer als die Identitdtsabbildung idpz(g) heraus. Auch
diese ist nur bis auf einen Faktor bestimmt.

« Die duale projektive Kollineation ¢* : P?*(R) — P2*(R) bildet Gerade bijektiv auf Gerade
ab und wird dargestellt durch die Matrix A=7.

1.1.4 Projektives Koordinatensystem und Koordinatenwechsel

Von einem Koordinatensystem erwartet man, dass die Koordinaten eines Punktes nach einer
bijektiven Punktabbildung in ein neues Koordinatensystem unveréndert bleiben. Die bijektiven
Punktabbildungen sind durch die projektiven Kollineationen gegeben und fiir deren zugrunde
liegende lineare Abbildungen bendtigt man zur eindeutigen Festlegung grundsétzlich drei linear

unabhéngige Vektoren b_(;, b_i, by (entspricht drei Punkten aus P?(R)) und deren Bilder I;Vg, l;vl, by.
Jedoch ist durch die Bezeichnung X = ZR zwar X durch & festgelegt, aber nicht umgekehrt.

Daher ist von vornherein nicht klar, welches jeweilige Vielfache von b_(;, b_i, b_é bzw. l;), I;l, I;; Zur
Berechnung der linearen Abbildung A herangezogen werden soll. Durch die Angabe eines zusétz-
lichen vierten Punktes & und seines Bildes ¢ und die Bedingung, dass die jeweiligen Vielfachen
der ersten drei Punkte so gewéhlt werden miissen, dass gilt

€= by + by + bo,

S

= bg + by + bo,

kann dieses Problem gelost werden. Die Anpassung der Vielfachen von b_(;, b_i, b_é bzw. 66, l;l, b~2
nennt man Umnormierung. Nach der Umnormierung berechnet man die Matrix A unter den
Bedingungen

b?) — Z;VO

b1 by

bg — l;é
und erhélt so die projektive Kollineation, fiir die schliellich auch € ¢ gilt. Man bendtigt
also vier Punkte, wobei je drei davon nicht auf einer Geraden liegen diirfen, und die jeweiligen
Bilder der Punkte zur Festlegung einer projektiven Kollineation. In weiterer Folge benttigt man
zur Festlegung eines projektiven Koordinatensystems ebenfalls vier Punkte, wobei je drei davon
nicht auf einer Geraden liegen diirfen.

S(By = bR, B; = iR, By = bR, E = ¢R).

Man nennt By, B1, Bo Grundpunkte und E Einheitspunkt. Man kann zeigen, dass eine projektive
Kollineation, die einen Koordinatenwechsel zwischen den Koordinatensystemen ¥( By, By, Ba, F)

und X(By, B1, Bz, E) realisiert, durch eine Matrix A dargestellt wird, die spaltenweise aus den
Darstellungen der B;,¢ = 0,1, 2 beziiglich des Koordinatensystems > besteht.
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1.1.5 Korrelation und Polaritat

Definition 1.1.17 (Projektive Korrelation). Eine projektive Abbildung « : P?(R) — P*(R)
mit Rj = R(AZ), A € R¥*3 det(A) # 0,7 € R?,Z € R? heiit projektive Korrelation. Sie bildet
Punkte des P?(R) bijektiv auf Gerade des P?*(R) ab. Projektive Korrelationen sind durch ein
Viereck und das entsprechende Bildvierseit (vier Gerade, bei denen je drei ein nicht entartetes
Dreieck bilden) eindeutig festgelegt.

Bemerkung 1.1.18. Die zu s : P2(R) — P?*(R) duale Korrelation * : P*(R) — P?(R) ist
dargestellt durch ZR = (A~T§)R.

Definition 1.1.19 (Konjugiertheit). Ein Punkt @ € P2?(R) ist konjugiert zu einem Punkt
P € P2(R), wenn Q € xP. Analog heiBt eine Gerade h € P?*(R) konjugiert zu einer Geraden
g € P2*(R), wenn x*(g) € h.

Definition 1.1.20 (Adjungierte Abbildung und Selbstadjungiertheit). x* ' : P2(R) — P?*(R)
heifit die zu k adjungierte Abbildung. Eine projektive Kollineation heifit selbstadjungiert, wenn
K* o k = idp2(R) ist.

Bemerkung 1.1.21. Man kann zeigen, dass fiir die Matrix A der Abbildung s im Fall einer

selbstadjungierten Korrelation A7 = £A gelten muss. Fiir eine bijektive lineare Abbildung ist
jedoch fiir den Fall A € R3*3 nur AT = A moglich.

Definition 1.1.22. Eine projektive Korrelation mit ¢* o ¢ = idpz () heifit Polaritéit. Fiir die
analytische Darstellung gilt dann AT = A.

Bemerkung 1.1.23. Im Fall einer Polaritét ist die oben definierte Konjugiertheitsrelation sym-
metrisch.

1.1.6 P2(C)

Ganz analog zu P?(R) geht man jetzt von einer affinen Ebene C? aus und erweitert sie um
die Fernelemente. Auch der Aufbau des analytischen Modells folgt dem selben Schema wie
bei P?(R). Wir erginzen nun noch ein paar weitere Definitionen, die insbesondere die reellen
Elemente von P?(C) herausstreichen sollen.

Definition 1.1.24 (Konjugiert komplexe Punkte). Seien z;,7;, 7 = 0, 1,2 konjugiert komplexe
Zahlen. Dann nennt man die Punkte P = (xg,z1,22)C, P = (Zg, 71, 72)C konjugiert kom-
plex. Analoges gilt fiir Gerade ¢ = C(g0,91,92),9 = C(90,91,92). Die Abbildung ¢ : P =
(20,71, 12)C + P = (Tg, 71, T2)C heifit Konjugieren. Ein Punkt P heifit reell, wenn P = P gilt.
Analog fithrt man den Begriff der reellen Geraden ein.

Bemerkung 1.1.25. Diese Konjugiertheit ist nicht zu verwechseln mit jener aus Definition .

Bemerkung 1.1.26. Betrachtet man Koordinatenwechsel, bei denen ein reelles Koordinatensys-
tem X (reelle Punkte By, Bi, Ba, E) auf ein weiteres reelles Koordinatensystem ¥ abgebildet
wird, so ist die obige Defintion beziiglich dieser invariant. Fiir Abbildungen #C =

(BZ)C mit B € R3*3 gilt also (B%) = (Fi’) =7.

Definition 1.1.27 (Reelle Kollineation). Eine Kollineation ¢ : P?(C) — P2(C) heifit reell, mit
7C= (AZ)C, wenn A bis auf einen gemeinsamen Faktor A € C lauter reelle Eintrige hat.

Bemerkung 1.1.28. Analoges gilt fiir reelle Korrelationen und Polarititen.

Bemerkung 1.1.29. Jeder nicht reelle Punkt P zé P liegt genau auf einer reellen Geraden g = ﬁﬁ.
Und dual dazu: Jede nicht reelle Gerade h # h enthélt genau einen reellen Punkt P = h N h.
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1.2 Resultante und Formen

Im néchsten Abschnitt wollen wir ein Kriterium einfithren, dass uns angibt, ob zwei gegebene
Polynome eine gemeinsame Wurzel besitzen. Das wird uns spéter helfen eine Maximalanzahl von
gemeinsamen Punkten ebener algebraischer Kurven und Fléchen zu berechnen. Es gilt folgender
Zusammenhang:

Satz 1.2.1. Seien f und g zwei Polynome in x mit Koeffizienten aus C. Es gelte Grad(f) =n
und Grad(g) = m, also

f(@) = fox™ + fu12™ 4+ fo, (1.2)
9(r) = gma™ + gm_12™ 4+ + g0

mit fn # 0,9m # 0. Dann haben f und g genau dann eine gemeinsame Wurzel, wenn zwei
Polynome F und G ezistieren, sodass F'f +Gg = 0 gilt, wobei Grad(F') < m und Grad(G) < n.

Beweis.

e =: Angenommen es existiert eine gemeinsame Wurzel w von f und g. Dann lasst sich bei
beiden Polynomen ein Faktor abspalten, also

f() = (& — w) f(2), (1.3)

g(x) = (z = w)g(z),

wobei f und g jeweils Polynome sind mit Grad(f) < n bzw. Grad(g) < m. Wir multipli-
zieren (@) mit g(x) und (@) mit h(z) und erhalten

Damit haben wir die beiden Polynome F'(z) = —g(x) und G = f(z) gefunden.

o «<:Esgelte Ff+Gg = 0als Ff = —Gg. Nach dem Gauf’schen Fundamentalsatz ldsst sich
f als Produkt von n Faktoren schreiben. Da aber Grad(G) < n muss wegen F'f = —Gg
zumindest einer dieser Faktoren von f auch ein Teiler von g sein. Also haben f und g eine
gemeinsame Wurzel.

O]

Zu gegebenen Polynomen f und g wollen wir nun kldren, welche Voraussetzungen erfiillt sein
miissen, damit F' und G mit F'f + Gg = 0 existieren. Sei

F(z) = Fpp12™ ' + Frpooa™ 2 + -+ + Fp,
G(x) = Gp12™ 4+ Gpoz™ 2+ - + Gy,
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dann ist

R(f,9)(x) = F(x)f(z) + G(x)g(x)

ein Polynom vom Maximalgrad m +n — 1 (hat also maximal m + n Koeffizienten). R(f, g)(x) =
F(z)f(x)+G(z)g(x) = 0 gilt genau dann, wenn alle m + n Koeflizienten von R(f, g) verschwin-
den. Nach den Potenzen von x sortiert ergeben sich fiir die Koeffizienten folgende Gleichungen:

pmtn—1. anmfl + gmanl =0
a2 B 1+ faFis 4+ gm-1Gn—1 + gmnGn—2o =0
:L,m+n—3: fnf2Fm71 + fnleme + anme + gmeanl + gmflGn*Q + gman:a =0

a0 JoFo + g0Go =0

Dieses System aus m + n linearen Gleichungen lésst sich in Matrixschreibweise so darstellen
(hier fiir den Fall m > n, analog auch fir m < n):

m Spalten n Spalten
fn 0 o 0 --- 0 Im, 0 0 O 0
fn-1 In 0 0 - 0 gma 9m o 0 -~ 0
fnf2 fnfl fn 0o - 0 Im—-2 Gm—-1 Gm o .- 0
. . . . . . . . . Foy 0
F,,_ 0
fo h me?
S S 0 B O
0 o : : : : : : : : Gh_1 o 0
. . . . . . . . . . . G2 0
90 91 G 0
0 90
0
0 e 00 S 0 N
—A

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass das obige homogene lineare Gleichungssystem genau

dann eine nichttriviale Losung hat, wenn det(A) = 0 gilt. Damit haben wir ein Kriterium

abgeleitet, dass angibt, ob zwei gegebene Polynome f und g eine gemeinsame Wurzel haben.
det(A) =0

SR(f, 9)(x) = F(x) f(x) + G(x)g(x) = 0 (1.5)
< f und g haben eine gemeinsame Wurzel

Bemerkung 1.2.2. Wegen det(A) = det(AT) verwendet man iiblicherweise zur besseren Ubersicht
die transponierte Matrix B := AT =
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fo fact fa—2 - fo 0 e e el oo oo 0
0 fon fo1 - fi fo O :
0 0 I m Zeilen
0 0 0 0

3 0
0 0 0 o
0 0 m n Zeilen
0 0 0 0

3 0
0 0 0 %

zur Uberpriifung des Kriteriums.

Definition 1.2.3 (Sylvester Matrix und Resultante). Die Matrix A nennt man auch Sylvester-
Matrix und res(f, g) := det(B) = det(A”) heiit Resultante von f und g.

Bemerkung 1.2.4. Allgemein gilt sogar, dass zwei Polynome A(x) und B(z) mit Grad(4) <
m, Grad(B) < n und Koeffizienten aus C existieren, sodass res(f,g) = A(x)f(z) + B(z)g(z).

Bemerkung 1.2.5. Fasst man res(f, g) als Polynom in den f;,i =0,1,...,nund g;,j =0,1,...,m
auf, so ldsst sich zeigen, dass in jedem Glied die Summe der Indizes gleich m - n ist.

In der projektiven Geometrie werden wir die Variablen gewthnlich als projektive Koordinaten
deuten. Daher werden bei uns in der Regel homogene Polynome auftreten, die man auch Formen
nennt.

Definition 1.2.6 ((q + 1)-dre Form vom Grad p). Ein homogenes Polynom in den Variablen
Zo, %1, ...Tq der Gestalt

q

f(fﬂoafb“l, ---7$q) = E Qiyig..ipLig Lig---Lip
i1yeenyip=0

heifit (¢ + 1)-dre Form vom Grad p und besteht aus (¢ + 1)? Summanden, wobei in dieser Dar-
stellung Monome x;, z;,...x;, mehrfach auftreten und entsprechend zusammengefassst werden

konnen. Es ergeben sich dann ( P jl_ q > verschiedene Monome und dementsprechend ebenso

viele Koeffizienten.

Bemerkung 1.2.7. Beispielsweise ergibt sich fiir eine terndre Form (¢ + 1 = 3) vom Grad p = 2
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die Darstellung

2
f($0a$1a:732) = Z Qi1ip iy Lig

i1,i2=0
= Gooxg + ap1To1 + @202 + A10ToT1
+ anﬁ + a1271T2 + a20T0T2 + A2121T2 + (1225B%
= aoox% + (CL01 + alo)ﬂfol‘l + (CLDQ + azo)xoxg + allx% + (a12 + agl)xlxg + aggaj%

~ 2 ~ ~ ~ 2, ~ ~ 2
= apoxy + ap1Toxr1 + ap2xoT2 + a1127 + a12T1T2 + G225
: . . . 4 : .
Die 32 = 9 Koeffizienten reduzieren sich also auf ( 5 | = 6. In der Regel wird man diese neuen

Koeffizienten dann auch platzsparender, etwa mit a;,j = 0,1, ..., ( p j]_ g ), bezeichnen.

Bemerkung 1.2.8. Angenehmerweise verhalten sich Formen in g + 1 Verédnderlichen oft sehr
dhnlich wie beliebige Polynome in ¢ Variablen. Zum Beispiel kann man das Polynom (@)
zunichst homogenisieren zu einer bindren Form vom Grad n

f(xo, 1) = fral + foora) too 4+ -+ foxl

und dann zeigen, dass auch hier eine Zerlegung von f in ein Produkt von n bindren Linearformen
(hochster auftretender Grad ist 1) mit Koeffizienten aus C moglich ist:

h
flxo,x1) = H(agl)xl + agz)xo)‘” mit o1 + o2 + ... + 0 = n und

=1
@ )
a;’  ay C
- . 0 bei 4 .
0 |7 7

Dazu muss man nur die einzelnen nach dem Gaufischen Fundamentalsatz existierenden linearen
Faktoren des Polynoms homogenisieren.

Bemerkung 1.2.9. Ist eine Binadrform n-ten Grades durch Linearformen mit Vielfachheitssumme
grofler als n teilbar, so muss f identisch verschwinden.

Bemerkung 1.2.10. Zwar zerfillt eine bindre Form f vom Grad p immer in ein Produkt von p
bindren Linearformen, im allgemeinen gilt das aber nicht fiir beliebige (¢ + 1)-dre Formen. Eine
(¢ + 1)-dre Form vom Grad p kann in ein Produkt von (¢ + 1)-dren Formen niederen Grades,
deren Gradsumme p ist, zerfallen. Fiir den Fall, dass eine Form nicht zerfillt, sagt man, sie ist
irreduzibel.

Fir Formen f(zo, 1, ..., 24) vom Grad p gilt das folgende

Lemma 1.2.11 (Eulersche Beziechung).

q
0
o,
=0 9T

Moglich sind auch Formen mit mehreren Variablenreihen, wie sie bei der sogenannten Polaren
auftreten. Gegeben sei eine Form f(zo, 21, ..., 24) vom Grad p > 1. Setzt man

zi=xi A+ yp furi =0,1,...,q,
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in die Form f ein und fasst man die Terme nach Potenzen von A und p zusammen, so erhélt
man eine bindre Form in A und p

FO\p) = FoN + PN+ o+ Fou?

mit Koeflizienten F; (j = 0,1,...,p), die rational von z; und y; (¢ = 0,1,...,q) abhéngen.
Insbesondere erhalt man

FO = f(a:o,ml, ...,1'q)

q of
Z@xiyi

1=0

F

Definition 1.2.12 (Polare). Man nennt

q
of
Fr = Z g Vi
i=0

)

die Polare (oder Polarform) von (yo,y1, ..., yq) beziiglich der Form f(xo, z1, ..., z4).

Bemerkung 1.2.13. Lineare Substitutionen

q
T; = E ajjuj mit 1 =0,1,...,q
Jj=0

bei denen aus einer gegebenen Form f(xg, z1,...,z4) die Form

q q q
g(UO,Ul, "'7uq) = f(z ap; Ty, Zaljxﬁ te ZGQJ:UJ)
j=0 =0 j=0

entsteht, und die Bildung der Polaren sind vertauschbare Prozesse.

1.3 Hyperflache, Singularitat, Tangente

Analog zu P%(C) bezeichnet P*(C) den n-dimensionalen projektiven Raum iiber C. Die De-
finition und das analytische Modell folgen demselben Aufbau wie bei der projektiven Ebene.
Konkret werden wir das spiter noch fiir den projektiven Raum P3(C) betrachten. In Zukunft
schreiben wir fiir P*(C) nur mehr kurz P". Des weiteren wollen wir mit P, einen d-dimensionalen
Teilraum des P" bezeichnen. Man nennt diesen dann erwartungsgemaf fiir d = 0 Punkt, fir
d =1 Gerade und fiir d = 2 Ebene. Dabei spielt fiir die Bezeichnung nur der Index eine Rolle,
d.h. Punkte konnen statt mit Py auch mit Ag, By, ... bezeichnet werden und Gerade entspre-
chend mit Ay, By, ... usw. Zusétzlich werden wir fiir Punkte statt (zg, z2, ..., £,)C nur mehr kurz
(o, x2, ..., p) schreiben.

Bemerkung 1.3.1. Als eindimensionale Teilrdume besitzen Gerade im P" eine Parameterdarstel-
lung der Gestalt

Ti =piA+qumiti=0,1,...n

wobei Py = (po, p1, -, Pn) und Qo = (qo,q1, -.-, ¢n) zwei verschiedene Punkte auf der Geraden
sind. Analog konstruiert man Parameterdarstellungen fiir hoherdimensionale Teilrdume P4 mit
d + 1 linear unabhéangigen Punkten aus Pg.
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Definition 1.3.2 (Hyperfliche des P und Hyperebene). f(zg,z1,...,2y) sei eine n-dre Form
vom Grad p mit Koeffizienten aus C. Die Gesamtheit aller Punkte des P”, deren Koordinaten
die Gleichung

f(zo, 1, ..c;zn) =0 (1.6)

erfiillen, heiit Hyperfliche des P”. Ist p = 1 so heifit die Hyperfliche auch Hyperebene und
stellt einen (n — 1)-dimensionalen Teilraum des P™ dar.

Bemerkung 1.3.3. Aus Bemerkung wissen wir, dass Formen zerfallen kénnen. Demnach
kann auch eine Hyperfliche in Hyperflichen von niedrigerem Grad zerfallen. Ist die Form jedoch
irreduzibel, spricht man bei der zugehorigen Hyperfliche auch von einer projektiven Varietdt.

Bemerkung 1.3.4. Einige Beispiele:

e n = 1: Aus Bemerkung ist bekannt, dass f(x,x1) nach dem GauBschen Fundamen-
talsatz in bindre Linearformen mit gewissen ganzzahligen Exponenten zerfallt. Daher ist
die Hyperfliche auf der projektiven Geraden P' ein System von Punkten, je mit Vielfach-
heiten versehen.

e n = 2: Wir bezeichnen die Hyperflichen des P? als Kurven. Die Hyperebenen sind Gerade
(vergleiche auch [L.1)).

e n = 3: Die Hyperflichen des P3 werden Flichen genannt und die Hyperebenen sind Ebe-
nen.

Definition 1.3.5 (Vielfachheit eines Punktes und Singularitit). F), sei die durch eine Gleichung
der Gestalt (@) definierte Hyperfliche des P" vom Grad p. Sy = (so, s1, ..., S) sei ein Punkt,
der auf dieser Hyperfliche liegt (also dessen Koordinaten die Gleichung erfiillen). Wir sagen Sy
ist von der Vielfachheit s > 1, wenn fir die Koordinaten von Sy alle partiellen Ableitungen von
f bis zur (s — 1)-ten, aber nicht alle s-ten Ableitungen verschwinden, dass heifit

okf

81-07:0 8x1i1 e axnln

Ek<s—1: (80,81,...,Sn):0mit i0+i1+...+in:k,ij€N,

aber
o°f

({‘)xoi()awlil e 8xnin

(80, 815+, 8n) £ 0

fiir mindestens eine Kombination aus g, i1, ..., %, mit ig + 41 + ... + i, = s,4; € N. Ist s = 1,
nennen wir den Punkt Sy regulér, andernfalls singular.

Bemerkung 1.3.6. Will man das Verhalten von F), (definiert durch (@)) bei einem Punkt
Sp untersuchen, kann man diesen als Ecke des Koordinatensystems annehmen. Wir erhalten
dann eine praktische Tatsache, die uns die Arbeit in vielen Féillen erleichtern wird, da man
im Allgemeinen immer durch eine geeignete projektive Kollineation das Koordinatensystem so
anpassen kann, dass ein spezieller Punkt zur Ecke wird. Sei beispielsweise Sgp = (1,0, ..., 0), dann
gilt folgender Zusammenhang:

Sp ist ein Punkt von Vielfachheit s

&b ™? ist die hochste Potenz von zg, die in f(zg, 21, ..., T,,) auftritt.
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Definition 1.3.7 (Tangentialhyperebene). Py = (po,p1, ..., pn) sei ein regulirer Punkt einer
Hyperflache F},, definiert durch eine Gleichung (E) Dann ist

Z <g§(p07p17 7pn)> X = 0

1=0

die Gleichung der Tangentialhyperebene 7,_1(Py) an F), in Py. Im Fall n = 2 sprechen wir von
einer Tangente, bei n = 3 von einer Tangentialebene.

Wir wollen nun den Schnitt einer Geraden mit einer Hyperfliche F}, naher betrachten. Zunéchst
gilt allgemein, dass man durch Einsetzen einer Parameterdarstellung eines Teilraumes P; C P™
fur die x;,7 = 0,1,...,n in die Gleichung (|L.6) von F), eine Form in d 4+ 1 Unbekannten erhilt.
Verschwindet diese Form identisch (sind also alle Koeffizienten 0), liegt der Teilraum P; ganz
auf F),. Andernfalls erhdlt man die Gleichung einer Hyperfléche innerhalb von P?, die durch Py
aus F), ausgeschnitten wird. Man erhélt dann den

Satz 1.3.8. Jede Gerade P! C P, die nicht ganz auf der durch die Gleichung ) definierten
Hyperfliche F, liegt, schneidet I, in hochstens p verschiedenen Punkten. Pi,, Py, ..., Pr, seien
diese Schnittpunkte. Dann kann man jeden Punkt mit einer wohlbestimmten Zahl 0,9 =1,...,r
versehen, sodass Y ;_, or = p. Die Zahlen o; nennt man auch Vielfachheiten der jeweiligen
Schnittpunkte (nicht zu verwechseln mit der Vielfachheit eines Punktes nach Definition ).

Beweisidee. Zunichst setzt man eine Parameterdarstellung (siehe Bemerkung ) der Gera-
den in f ein und erhilt eine bindre Form vom Grad p, die man nach dem Gauflschen Fundamen-
talsatz (siehe Bemerkung ) in bindre Linearformen mit gewissen ganzzahligen Exponenten
zerlegen kann (siche auch Bemerkung )

Bemerkung 1.3.9. Py € P1 sei ein Schnittpunkt von Py und Fj,. Dem Punkt sei die Vielfachheit
o zugeordnet. Man sagt dann, dass Py o-fach als Schnitt von P; und F), zéhlt oder auch ,in Py
fallen o Schnittpunkte zusammen®.

Bemerkung 1.3.10. Py € Py sei ein Schnittpunkt von P; und F),. Dem Punkt sei die Vielfachheit
o > 2 zugeordnet. Daraus kann man nicht schlieffen, dass Py ein Punkt der Vielfachheit s > 2
der Hyperfliche F), (also ein singuldrer Punkt) ist. Umgekehrt gilt aber, dass fiir Gerade durch
einen singularen Punkt Py der Vielfachheit s einer Hyperflache F), die Schnittvielfachheit o der
Geraden in diesem Punkt zumindest s betrdgt. Das ldsst sich leicht unter Verwendung einer
Parameterdarstellung von P; zeigen.

Definition 1.3.11 (Tangente). F) sei eine Hyperfliche des P". Eine Gerade, die durch den
reguldren Punkt Py € F, geht und entweder ganz auf Fj liegt oder bei der der Schnittpunkt
mit F}, mindestens doppelt zahlt (im eben definierten Sinn mit o > 2), heifit Tangente 77 (Po)
an Fy, in Py (vergleiche fiir n = 2 auch mit Definition )

Der folgende Satz verdeutlicht den Zusammenhang der schon zuvor in Definition einge-
fihrten Tangentialhyperebenen mit den Tangenten aus der vorigen Definition.

Satz 1.3.12. F, sei eine Hyperfliche des P". Die Tangentialhyperebene Tp,—1(Po) des reguliren
Punktes Py € F), enthdlt alle Tangenten an F, in Py. Umgekehrt ist jede Gerade durch Py, die
ganz in Tn—1(Po) enthalten ist, eine Tangente an F), in Py.
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Definition 1.3.13. In Anlehnung an Definition nennt man die durch die Gleichung
(sofern der Ausdruck nicht komplett verschwindet)

n of
;(%il/izo

definierte Hyperflache vom Grad p — 1 Polare eines Punktes Yy = (yo,y1, ..., yn) € P™ beziiglich
der durch die Gleichung (@) definierten Hyperfliche F}, vom Grad p.

Bemerkung 1.3.14. Wegen Bemerkung héngt die Beziehung zwischen einem Punkt ) und
seiner Polaren beziiglich einer gegebenen Hyperfliche Fj, des P" nicht vom Koordinatensystem
ab.

1.4 Ebene algebraische Kurven

Wir kehren zur projektiven Ebene P?(C) zuriick und betrachten als Spezialfall der Hyperflichen
die ebenen algebraischen Kurven.

1.4.1 Definitionen
Definition 1.4.1 (Ebene algebraische Kurve). Eine Gleichung
f(@o,z1,22) =0 (1.7)

definiert eine ebene algebraische Kurve (im Folgenden kurz als ,,Kurve* bezeichnet) k,,, wobei f
eine terndre Form vom Grad n (vergleiche Definition m fir g =2,p=n)inden z;,: =0,1,2
mit Koeffizienten aus C ist. Man nennt n die Ordnung der Kurve.

Bemerkung 1.4.2. Eine k, kann in Kurven niederer Ordnung mit einer Gesamtsumme der Ord-
nungen von n zerfallen (vergleiche Bemerkung ) Die gemeinsamen Punkte dieser Kurven
niederer Ordnung sind singuldre Punkte im Sinn von Definition .

Bemerkung 1.4.3. Einige Bezeichnungen fiir Kurven fiir spezielle Ordnungen n:
e n = 1: Gerade
e n = 2: Kegelschnitt
o n = 3: Kubik
e n = 4: Quartik

Spéater werden wir fiir diese Spezialfélle noch einige Eigenschaften betrachten.

Bemerkung 1.4.4. Nach Bemerkung besitzen Gerade in P? eine Parameterdarstellung der
Gestalt

wobei Py = (po, p1, p2) und Qo = (qo, q1, q2) zwei Punkte sind, die auf der Gerade (Hyperebene)
f(x0, 21, 22) = apzo + a171 + agre = 0

liegen.
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Ist Pp = (1,0,0) € ky, ein Punkt von der Vielfachheit s (im Sinne von Definition ), so hat
die Kurve k,, eine Darstellung der Gestalt (vergleiche Bemerkung )

f(zo, 1, 22) =z *as(x1, x2) + $87571a5+1(l‘1,$2) + ...+ ap(x1,22) =0,

wobei die a; bindre Formen vom Grad ihres Index sind. Auflerdem verschwindet dabei as(z1, z2)
nicht identisch und besitzt als bindre Form eine Zerlegung in ein Produkt aus bindren Linear-
formen. Setzt man diese einzelnen Faktoren gleich 0, erhilt man die Gleichungen derjenigen
Geraden durch Py, welche mit der k,, einen mehr als s-fach zu zéhlenden Schnittpunkt (im Sin-
ne von Satz [1.3.§) gemeinsam haben. Diese Geraden sind nicht notwendigerweise verschieden.
Wir unterscheiden mehrere Falle:

o s=1: Py ist ein regulirer Punkt und aq(x1,x2) = 0 ist die Gleichung der Tangente 71 (Pp)
in Py.

e 1 < s < n:Pyist ein singuldrer Punkt. Auch in diesem Fall wollen wir die durch Nullset-
zen der einzelnen Faktoren von as(z1,x2) erhaltenen s Geraden durch Py als Tangenten
bezeichnen.

e s =n: Wie im vorigen Fall erhalten wir n Gerade durch Py. Jedoch zerfillt schon die k,
in eben diese Geraden.

Aus diesem Beispiel gewinnen wir Definition als Erweiterung von Definition , wobei
dabei wieder die zwei Begriffe s-facher Punkt einer Hyperfliche und s-facher Schnittpunkt
auseinander gehalten werden miissen.

Definition 1.4.5 (Tangente eines s-fachen Punktes). Von den Geraden, die durch einen s-
fachen Punkt Py einer Kurve k,, der Ordnung n mit der Gleichung (@) gehen, bezeichnen
wir jene s nicht notwendigerweise verschiedenen Geraden, deren Schnitt mit k, mehr als s-fach
zéhlt, als Tangenten in Py.

Bemerkung 1.4.6. Der Schnitt einer Geraden mit einer Kurve k,, in einem s-fachen Punkt z&hlt
immer zumindest s-fach. Das lasst sich leicht unter Verwendung einer Parameterdarstellung der
Geraden zeigen.

Bemerkung 1.4.7. Im Fall s = 1 sprechen wir weiterhin von einem reguldren Punkt (vergleiche
Definition [1.3.5), andernfalls von einem singuldren Punkt. Die Tangente kann im Fall eines
reguldren Punktes dann auch wie in Definition fiir n = 2 berechnet werden.

Definition 1.4.8 (Gewdhnlicher s-facher Punkt). Ein (s > 2)-facher Punkt Py (also ein singu-
larer Punkt) einer Kurve k,, der Ordnung n mit der Gleichung (E) heifit gewohnlicher s-facher
Punkt, wenn alle Tangenten durch Py voneinander verschieden sind.

Bemerkung 1.4.9. Ist wie beim obigen Beispiel Py = (1,0,0) ein gewdhnlicher s-facher Punkt
der k,, so zerfillt as(z1,22) in ein Produkt von s wesentlich verschiedenen Linearformen.

Definition 1.4.10 (Doppelpunkt, Spitze). Im Folgenden ist die k, wieder eine Kurve der
Ordnung n.

e Ein singuldrer Punkt Py € k, mit Vielfachheit s = 2 heifit Doppelpunkt, wenn es 2
verschiedene Tangenten durch Py gibt.

e Ein singuldrer Punkt Py € k, mit Vielfachheit s = 2 heifit Spitze, wenn die beiden
Tangenten durch Py zusammenfallen und die verbleibende Tangente die k,, in Py mit
Vielfachheit o = 3 schneidet.
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Bemerkung 1.4.11. Der Doppelpunkt gehort also zu den gewohnlichen s-fachen Punkten, die
Spitze nicht. Die Tangenten eines Doppelpunkts heiflen auch Doppelpunktstangenten, die einer
Spitze Spitzentangente.

Definition 1.4.12 (Gewohnliche Wendetangente). Eine Gerade W, die eine Kurve k;,, nur in
einem reguldren Punkt Py genau von der Vielfachheit ¢ = 3 schneidet und in keinem weiteren
Punkt berithrt (in moglichen weiteren Schnittpunkten hochstens mit der Vielfachheit o = 1),
heifit gewohnliche Wendetangente. Py heifit gewohnlicher Wendepunkt.

1.4.2 Eigenschaften einer Kurve

o Besitzt eine k, einen Punkt Py der Vielfachheit n, so zerfillt die k, in n Gerade durch Py
(vergleiche mit dem obigen Beispiel). Umgekehrt ergeben die Gleichungen von n beliebigen
und nicht notwendigerweise verschiedenen Geraden durch einen Punkt Py miteinander
multipliziert die Gleichung einer solchen k.

e Daraus folgt sofort, dass n — 1 die hochste Vielfachheit eines Punktes einer nicht zerfal-
lenden k,, ist. Solche k,, heilen Monoide.

e Ein Monoid k,, mit n > 3 kann aufler einem Punkt der Vielfachheit n — 1 keine weiteren
Singularitdten besitzen ohne zu zerfallen.

 Eine nicht zerfallende Kurve k,, der Ordnung n kann fiir n > 2 nicht mehr als ( " ; 2 )

singulare Punkte besitzen.
o Die Schnittpunkte der Teilelemente zerfallender Kurven sind immer singulér.

e Da eine ternidre Form vom Grad n nach Definition m von ( " —; 2 ) Koeffizienten
abhéngt, es in unserem Fall aber auf einen gemeinsamen Faktor aller dieser Koeffizienten
nicht ankommt, gilt folgendes: Die ebenen algebraischen Kurven der Ordnung n sind

eineindeutig den Punkten eines projektiven Raumes PV mit

vo("y) -t

Dimensionen zugeordnet.

Bemerkung 1.4.13. Der Begriff Monoid lasst sich auch auf Hyperflichen vom Grad n des P"
iibertragen.

1.4.3 Polarsystem
Zunéchst benotigen wir folgende

Definition 1.4.14 (Lineare co™-Schar). Als lineare oo”-Schar von Kurven k, der Ordnung n
b?zeic)hnet man die Gesamtheit aller Kurven, die den Punkten eines Teilraums P, ¢ PV, N =
n(n+3

——5— zugeordnet sind.

Bemerkung 1.4.15. Nimmt man beispielsweise als Ausgangsmenge die Geraden des P? (also die
k1), ergibt sich N = 2. Fiir h = 1 erhélt man dann eine oco!-Schar von Geraden. Das entspricht
allen Geraden, die durch einen gemeinsamen festen Punkt gehen.
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Bemerkung 1.4.16. Bei h = 1 spricht man von Biischeln, bei h = 2 von Netzen.

FEin wichtiges, mit jeder Kurve k, der Ordnung n verkniipftes Linearsystem von Kurven der
Ordnung n — 1 ist das Polarsystem.

Definition 1.4.17 (Polarsystem). Eine Kurve k, der Ordnung n sei gegeben durch ein Glei-
chung (@) Das zugehorige Polarsystem ist durch
of of of
M=—+M=——+X=—=0 1.8
08.1‘0 + 1(92171 + 28.%'2 ( )
gegeben. Verschwindet der Ausdruck (@) nicht identisch, bezeichnet man ihn in Anlehnung
an die Definitionen h.2.1ﬂ und h.3.1ﬂ als Polare k,,_1(Py) der k,, beziiglich des Punktes Py =
()\07 >\17 )‘2)

Bemerkung 1.4.18. Aus Bemerkung wissen wir, dass die Polarenbeziehung invariant gegen
Koordinatendnderungen ist. Verschwindet also ([l.§) identisch fiir einen Punkt Py, konnen wir
Koordinaten einfiithren, sodass Py = (1,0, 0) ist. Damit (|L.§) identisch verschwindet, muss dann
5% = 0 sein. Also héngt f nicht von xy ab und Py ist ein n-facher Punkt der Kurve k,,, die
dann in n Gerade durch Py zerfillt. Umgekehrt besitzt jede Kurve k,, die in n Gerade zerféllt,
mindestens einen Punkt mit unbestimmter Polaren. In jedem anderen Fall ist (@) ein Netz
von Kurven der Ordnung n — 1, also eine lineare oo? Schar, die man auch das zu k, gehérige

Polarennetz nennt.

Nun folgen einige Eigenschaften des Polarennetzes einer Kurve k,, der Ordnung n:

e Jeder Kurve k,_1 des Polarennetzes ist eindeutig ein Punkt Py zugeordnet, dessen Polare
kn—1 ist.

e Umgekehrt kann man zu gegebenem k,,_1-Netz im allgemeinen auch eine k,, konstruieren,
sodass die k,_1 des Netzes die Polaren sind.

o Fiir die Punkte Py € ky, gilt Py € kp—1(Pp), sie liegen also auf ihrer eigenen Polaren.
Umgekehrt gilt fiir Punkte Py mit Py € k,—1(Pp) auch schon Py € k,. Das folgt aus der
Eulerschen Beziehung aus Lemma

wenn man fiir die z; die Koordinaten von P, einsetzt.

e Besitzt k, einen singuldren Punkt Sp, so muss dieser auf allen Polaren liegen, da fiir Sy
alle Ableitungen von f verschwinden.

o Liegt ein Punkt Qy sowohl auf k, als auch auf der Polaren k,_;(Py) eines Punktes Py
und ist zudem Qq regulér, gilt Py € T1(Qop) (Po liegt also auf der Tangente durch Q).
Umgekehrt ergibt sich fiir einen Punkt Py mit Py € T1(Qp) auch Qg € k,—1(Po), falls Qq
ein reguldrer Punkt von k,, ist. Das ergibt sich ganz einfach daraus, dass man die Tangente
eines Punktes Qg nach Definition () berechnet durch

) ] 0
ﬂfo(aﬂi(%, a1, q2)) + xl(ajl(Qm q1,q2)) + x2(8;(QO,Q1, q2)) = 0.

Die letzte Eigenschaft ist besonders wichtig, weil wir dadurch ein Verfahren gewinnen koénnen,
um alle Tangenten aus einem Punkt Py an eine Kurve k,, zu erhalten:
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1. Bilde kn_1(Po).
Berechne ky, N k,—1(Po).

Verbinde Py mit den gefundenen Schnittpunkten, sofern sie reguldr sind.

L

Falls Py selbst ein reguldrer Punkt von k,, ist, muss man noch die Tangente in Py hinzu-
fiigen.

Bemerkung 1.4.19. Aus den obigen Eigenschaften des Polarennetzes wissen wir, dass singulére
Punkte einer Kurve k,, auf allen Elementen des Polarennetzes liegen. Daher sind die singuléren
Punkte auch sicher in jeder Menge k, Nk,—1(Po), und die Zusatzbedingung der Regularitat der
Schnittpunkte im Punkt 3. des angegebenen Verfahrens macht Sinn.

1.4.4 Dualgebilde

Das fiihrt uns zu folgender

Definition 1.4.20 (Klasse). Als Klasse m einer ebenen algebraischen Kurve k,, bezeichnet man
die héchste Anzahl von Tangenten an k,,, die man durch einen Punkt des P? legen kann.

Bemerkung 1.4.21. Nach dem obigen Verfahren wissen wir, dass die Klasse m also im Wesentli-
chen die Maximalanzahl der Elemente von k,, N k,_1(Py) ist, wenn man sozusagen alle Py € P2
ydurchprobiert und die singuldren Punkte aufler Acht ldsst. Im néchsten Abschnitt werden
wir einen Satz betrachten, der uns Aufschluss {iber die Maximalanzahl von Schnittpunkten
gegebener Kurven gibt.

Bemerkung 1.4.22. Ordnung und Klasse sind dual zueinander definiert. Ordnung ist eine Anzahl
von Punkten auf einer Geraden und Klasse eine Anzahl von Geraden durch einen Punkt.

Bisher sind wir bei unseren ebenen algebraischen Kurven k,, von einer Gleichung
f(zo,z1,22) =0

in Punktkoordinaten x; ausgegangen, wobei f eine ternire Form vom Grad n ist. Im Gegensatz
dazu erhalt man die Dualkurve k,,

f(.gOagng) = Oa (19)

wenn man statt den Punktkoordinaten x; Geradenkoordinaten g; verwendet, wobei f wieder
eine ternare Form vom Grad m ist. Die Dualkurve E:n ist die Gesamtheit aller Geraden aus
P?*| deren Koordinaten die Gleichung (@) erfiillen. Die Dualkurve legt eine ebene algebraische
Kurve k in der Weise fest, dass jede Tangente von k die Gleichung (@) erfiillt und jede Gerade
von l;,; eine Tangente von k ist.

Mit jeder nicht zerfallenden ebenen algebraischen Kurve k, ist eine solche Geradenmenge k/:n\l,
ndmlich die Menge der Tangenten in den reguldren Punkten von k, und die Grenzlagen dieser
Tangenten (um die Tangenten in den singuldren Punkten miteinzubeziehen, z.B. Doppelpunkts-
und Spitzentangenten), verbunden. Die dabei auftretende Zahl m ist genau die Klasse von k,.
Um eine Gleichung (@) fiir die Tangentenmenge Er\n einer durch die Gleichung (@) gegebenen
Kurve k,, zu finden, muss man aus

of of of

90'91.92:87%'8:1:1'3.%2

die z; eliminieren. Fasst man die so erhaltene Gleichung (@) wieder als Gleichung in Punkt-
koordinaten auf, erhélt man die sogenannte zu k, duale Kurve.
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Bemerkung 1.4.23. Die angesprochene Elimination ist schon fiir n = 3 nicht mehr ganz so
einfach.

Bemerkung 1.4.24. Aus Satz wissen wir, dass der Schnitt einer Kurve k,, der Ordnung n
mit einer Geraden aus héchstens n Punkten besteht. Dual dazu gehen durch einen Punkt P
hochstens m Gerade einer Dualkurve k,,. Dabei kénnen, wie bei den Punkten, auch mehrere
Gerade zusammenfallen.

Wir erhalten nun folgende

Definition 1.4.25 (Liniensingularitit). &y, sei eine nicht zerfallende Kurve der Ordnung n und
km, die mit k, verbundene Gesamtheit ihrer Tangenten.

« Eine Tangente T; C ky, heiBt einfach (oder regular), wenn genau ein Punkt A4y € Ty
exisitert, sodass 71 unter allen Tangenten durch irgendeinen Punkt 7y € 71, A9 # To
einfach (im Sinn von Bemerkung ) zdahlt und mindestens doppelt bei Ay = Tp.

o Analog heifit eine Tangente 71 C lgn: gewoOhnliche s-fache Tangente, wenn es genau s
verschiedene Punkte A, Ag,, ..., As,, Ai, € T1 gibt, sodass 71 unter den Tangenten durch
irgendeinen Punkt 7y € 71, A, # To s-fach zahlt und mindestens (s + 1)-fach bei A;, =
Toi=1,2,..,s.

Es liegt nahe, dass die Punkte A;,7 = 1,2, ..., s genau die Beriihrpunkte der Tangente 7; an die
Kurve k,, sind. Um das einzusehen, benétigen wir jedoch noch ein paar weitere Instrumente —
unter anderem den Satz von Bezout.

1.4.5 Der Satz von Bezout

Wie bereits angekiindigt, wollen wir eine Aussage zur Anzahl der gemeinsamen Punkte von
zwei ebenen algebraischen Kurven machen. Dieser Satz ist ein Sonderfall einer Aussage iiber n
algebraische Hyperflichen des P". Einige Uberlegungen dazu sind Liidtke [7] entnommen.

Satz 1.4.26 (Bezout). Gegeben sind zwei ebene algebraische Kurven kfi und k2. k:£ set von der
Ordnung n und definiert durch die Gleichung

f(CC(], I, .732) =0.
Analog sei kj), von der Ordnung m und definiert durch die Gleichung
g(xo,x1,22) = 0.

Dann besitzen k{: und ki, entweder einen gemeinsamen Kurvenbestandteil (also unendlich viele
gemeinsame Punkte), oder sie haben hochstens m - n gemeinsame Punkte. Sind

P1o> P2ys - Pro

diese Punkte, kann man jedem dieser Punkte eine natirliche Zahl o;,0 = 1,2, ...,r, die soge-
nannte Schnittvielfachheit von k:fi und ki, in Piy,i =1,2,...,r, zuordnen, sodass dann

r
E =m-n
=1

gilt.
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Beweis.

o Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass der Punkt .4y = (0,0, 1) auf keiner der beiden
Kurven liegt. Wir schreiben jetzt die Gleichungen von k,{ und k), ausfiihrlicher (vergleiche
Definition ;.2.6 fir ¢ = 2,p = n bzw. p = m) und nach Potenzen von x5, sortiert:

f(zo, z1,x2) = apxs + al(azo,xl)xg‘_l + ..+ ap—1(x0, 1) T2 + an(x0, 21)

g(xo, 1, x2) = boxh" + by (o, ml)xén_l + oo + b—1(xo, 1) 22 + by (20, 1)
Wegen Ay ¢ ki, und Ay ¢ kY, gilt (vergleiche Bemerkung )

ao7éoabo7£0,

und die tbrigen a;,7 = 1,...,n und bj,j = 1,...,m sind bindre Formen in zo und z; vom
Grad ihrer Indizes.

o In Satz und den darauf folgenden Ausfithrungen (insbesondere (@)) haben wir ein
Kriterium entwickelt, um festzustellen, ob zwei gegebene Polynome gemeinsame Wurzeln
besitzen. Zundchst bendtigen wir also die Resultante. Fasst man nun f und g als Polynome
in x9 auf, erhilt man die Resultante als Determinante der Sylvestermatrix (vergleiche

Definition )

aO a/l a2 ... an 0 ... .. o .. o .. ... .. 0
0 a a1 -+ ap—1 an, O
: 0
0 0 0 oo e e e e e gy |
bo by by oo e e e e by 0 e e 0 = R(zo, 1)-
0 by by -+ o o oo o bpq bym O :

Dies ist die Gestalt der Determinante fiir m > n (analog auch fur m <n).

e Jeder Eintrag ist eine bindre Form in xg und 1, sofern man konstante Eintrage 0, ag, bg
auch als solche betrachtet. Aus Bemerkung wissen wir, dass in R(xg,z1) die Summe
der Indizes in jedem Glied m - n ist. Daher konnen wir schlieflen, dass auch R(xq,z1) eine
bindre Form ist. Sie hat den Grad m - n, sofern R(x, 1) nicht identisch verschwindet.
Gleich 0 gesetzt (das ist schlieflich auch der interessante Fall) kann man also R(xg,z1) als
Kurve der Ordnung m-n auffassen. Fiir die bindre Form R(xg, x;) existiert eine Zerlegung
in bindre Linearformen, wobei man in P? jeden Faktor gleich 0 gesetzt, als Gerade durch
Ag = (0,0,1) auffassen kann (héngt schlieflich nicht von x2 ab, vergleiche Definition
), und gemeinsame Elemente von kf: und kj, auf einer dieser Geraden liegen miissen.
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e Zudem wissen wir aus Bemerkung , dass sich R(zg,z1) auch schreiben lisst als
R(zo,x1) = A(x2) f + B(z2)g, (1.10)
wobei A und B Polynome in 2 mit Grad(4) < m — 1 und Grad(B) < n — 1 sind.
e Wir wollen nun in einem Zwischenschritt Folgendes zeigen:
R(z0,x1) verschwindet identisch < &/ und kY, haben eine ganze Teilkurve gemeinsam.
— = Gilt R(zg,z1) = 0 so folgt aus ()
A(z2) f = —B(22)g. (1.11)

Das heifit f teilt die rechte Seite von () Da aber f vom Grad n ist und B
héchstens Grad n — 1 hat, ist f nicht teilerfremd zu g. Also haben in diesem Fall ki
und k7, eine ganze Teilkurve gemeinsam.

— <: Haben k,{ und ki, eine ganze Teilkurve kj, gemeinsam, so betrachte man das Ge-
radenbtischel mit dem Grundpunkt A4y = (0,0,1). k; wird von jeder Geraden dieses
Biischels in mindestens einem Punkt getroffen (vergleiche dazu auch Satz ), ge-
meinsame Punkte von ki und kg, liegen also auf jeder Geraden durch Ag. Das heif3t
aber, jeder mogliche binére Linearfaktor wiirde in R(xg, z;) auftreten und damit sind
alle (zo, 1) Wurzeln von R(xg, 1), sodass dieser Ausdruck identisch verschwindet.

o Verschwindet R(zo,x1) nicht identisch, so hat diese bindre Form endlich viele Wurzeln.
(po, p1) sei eine dieser Wurzeln. Setzt man diese in () ein, erhélt man einen Ausdruck,
der nur mehr von xo abhingt und so kénnen endlich viele gemeinsame Wurzeln von f und
g, also gemeinsame Punkte Py = (po, p1,p2) von k£ und k7, ermittelt werden. Fiihrt man
das fiir alle Wurzeln von R(zg,z1) durch, erhilt man so sdmtliche gemeinsame Punkte
von k:{; und &j,. Wir kénnen also festlegen, dass es sich nur um endlich viele solche Punkte
handeln kann.

o Gibt es jetzt aber zu einer gegebenen Wurzel (po,p1) von R(xo,z1), eingesetzt in ()
mehr als eine Wurzel po, liegen die entsprechenden gemeinsamen Punkte alle auf einer
Geraden (jener zu (po,p1)) durch Ay = (0,0, 1).

e Um das zu vermeiden, erweitern wir die Voraussetzungen an das Koordinatensystem so,
dass Ag auf keiner Verbindungsgeraden von zwei oder mehr gemeinsamen Punkten von kﬂ;
und kj, liegt. Das heifit Ay darf nicht auf endlich vielen Geraden liegen, was im allgemeinen
immer moglich ist.

o Dadurch erhalten wir jetzt zu jeder gegebenen Wurzel (po,p1) von R(zg,z1) nur einen
gemeinsamen Schnittpunkt Py = (po, p1, p2) von ki und k%,. Da R(zq, x1) eine bindre Form
vom Grad m - n ist, kann die Anzahl der Schnittpunkte diesen Wert nicht iiberschreiten.
Die gemeinsamen Punkte von kf:, und kY, seien jetzt

P1o> P2ys - Pro

und P;, gehore zur Wurzel (po, p1) der Vielfachheit o; von R(zg,x1). Wir sagen dann, dass
kf: und kY, sich in Pi, von der Vielfachheit o; schneiden. Nach den Bemerkungen
und wissen wir jetzt, dass m - n die Vielfachheitssumme der gemeinsamen Punkte
von kj, und kY, ist.
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Bemerkung 1.4.27. Im obigen Beweis hdngen die Vielfachheiten der Schnittpunkte von ki und
Kk, noch von der Lage von Ay ab. Es wiire mit Hilfe von R(zg,z1) rechnerisch moglich, die
Unabhéngigkeit von der Lage zu zeigen. Uns reicht an dieser Stelle aber ein Stetigkeitsschluss:
Angenommen der Punkt Ay durchliuft in P? eine bestimmte Kurve Ag(t) mit (tg < t < 7).
Dabei sollen alle Punkte Ay(¢), die im Beweis verwendete allgemeine Lage besitzen, also fiir alle
t mit ty <t < 7 soll gelten

« Ao(t) ¢ ki Ao(t) ¢ ki,
o Ay(t) liegt auf keiner Verbindungsgeraden von zwei Schnittpunkten von ki und k2.

Nun bildet man fir jeden Punkt A4y (¢) als Punkt (0,0, 1) eines Koordinatensystems die Resul-
tante R(xp,x1). Setzt man diese Resultanten 0, wissen wir schon aus dem Beweis, dass dann
die so erhaltene Kurve von der Ordnung m - n in Gerade durch Ay(t) zerfallt. Diese Geraden
verbinden dann je Ag(t) mit einem der Punkte Py, Pa, ..., Pry, wobei jede Gerade mit der aus
der Zerlegung der Resultante folgenden Vielfachheit o; zu zéhlen ist. Sowohl die Resultante,
als auch die aus ihr berechneten Vielfachheiten o; hangen nun stetig von ¢ ab, wobei die o; als
ganze Zahlen konstant bleiben miissen.

Bemerkung 1.4.28. Nach Bemerkung wissen wir, dass wir fiir den obigen Beweis immer
einen Punkt A4 finden kénnen, der auf keiner der Verbindungsgeraden von zwei oder mehr
gemeinsamen Punkten von kf; und k7, liegt.

Bemerkung 1.4.29. Der Satz von Bezout garantiert uns die Existenz zumindest eines Schnitt-
punkts zweier ebener algebraischer Kurven.

Das Berechnen der Schnittvielfachheiten nach dem im Satz angegebenen Verfahren ist im all-
gemeinen umstéandlich. Auf der Grundlage des Satzes lasst sich der folgende besser anwendbare
Satz jedoch verhédltnisméfig einfach zeigen, wobei wir hier den Beweis nicht néher ausfiihren
wollen.

Satz 1.4.30. Gegeben sind zwei ebene algebraische Kurven l££ und kI, . k#i sei von der Ordnung
n und definiert durch die Gleichung

f(xo,21,22) = 0.

Analog sei kj, von der Ordnung m und definiert durch die Gleichung
g(zo,z1,22) = 0.

So sei ein gemeinsamer Punkt von kL und kJ,, wobei Sy fiir ki ein Punkt der Vielfachheit s
und fiir kjj, ein Punkt der Vielfachheit t sei. Auferdem sollen die Tangenten in Sy an kf; von
denen an ki, verschieden sein. Dann zihlt So unter den gemeinsamen Punkten von k‘g und k2,
genau mit der Vielfachheit op, = s - t.

Wir erwdhnen noch zwei wichtige Spezialfille:

e Ist Sy ein gemeinsamer Punkt von k:f; und kY, und Sy fiir eine der beiden Kurven ein
Punkt der Vielfachheit s > 2 und fiir die anderen Kurven ein reguldrer Punkt, und sind
aulerdem die Tangenten in Sy an die eine Kurve verschieden von der an die andere, so ist
die Schnittvielfachheit in Sy gleich s.
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o Ist Sy ein gemeinsamer Punkt von k:f; und k7, und fiir beide Kurven ein regulirer Punkt
und auflerdem die Tangente in Sy an die eine Kurve verschieden von der an die andere,
so ist die Schnittvielfachheit in Sy gleich 1.

Umgekehrt gilt der

Satz 1.4.31. Wenn Sy ein Punkt der Vielfachheit s von k:g ist und ein Punkt der Vielfachheit
t von ki, betrigt die Schnittvielfachheit in einem gemeinsamen Punkt So der beiden Kurven
k‘£ und ki, mindestens st. Betrigt die Schnittvielfachheit genau s -t, so sind die Tangenten der
etnen Kurve in Sy verschieden von denen der anderen.

Fiir die Definition der s-fachen Tangenten brauchen wir nun noch folgende Uberlegungen:

Bemerkung 1.4.32. Gegeben sei eine nicht zerfallende Kurve k;, der Ordnung n > 1. Nach den
Ausfithrungen des letzten Abschnitts gibt es die mit k,, verbundene Geradenmenge k,,, die aus
allen Tangenten an k, in den reguldren und singuldren Punkten besteht. Py sei ein Punkt der
nicht auf k,, und auf keiner der Tangenten eines singuléren Punktes von k,, liegt. Wir betrachten
nun die Gesamtheit der Schnittpunkte von

kn N Ekn—1(Po) = { Q195 D2, s @po> S1: 5205 -+, Sqo | + (1.12)
wobei die S;, die singuldren Punkte von k,, sind. Nach dem Satz von Bezout gilt
n(n—1)=o0g, +0g, +..+t0og, +0s, +0s, +..+0s,:

wobei die o-Werte Schnittvielfachheiten der Punkte in () angeben. Aus der Lage von Py
lasst sich dann schlieffen, dass die Geraden

Qi = Qi UPo,t=1,2,...,p (1.13)
Tangenten von k, und damit in k/:n\l enthalten sind, und die Geraden
Si, =Sj,UPo,j =1,2,...,q
keine Tangenten sind. Damit erhalt man die Klasse m von k,, als
m =09, + 09y t.-1+09,-

Die Geraden aus () miissen nicht alle verschieden sein, da mehrere Punkte Q;, mit Py
kollinear liegen kénnen. Angenommen auf Q;, liegen die Punkte Q;,, Qa,, ..., Qt,, dann sagen
wir, die Vielfachheit pg, , mit der die Gerade Qp, in der Gesamtheit aller Tangenten an die
Kurve k,, die Py enthalten, zahlt, ist

PQ1, = 091, + 093, t .t 0og,,
und man erhélt in Summe wieder

m = Uglo +0Q20 4+ ... +JQt0 +JQt+10 4 ... +UQ7,O.

pQ11
Ist k,, singularitdtenfrei, so gilt

m=mn(n—1).
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Hat k,, die Singularitaten Si,, S, ..., Syy, s0 gilt
m = n(n — 1) — (0310 + 08, + ...+ quo),

wobei man 0S4 die durch S, bewirkte Klassenreduktion nennt und die Summe (0510 +0s,, +
—|—qu0) Gesamtreduktion. Man kann zeigen, dass fiir Py in der oben definierten Lage die Werte
08;, nicht von Py abhangen.

Wir betrachten nun noch die oben fiir Py ausgeschlossenen Lagen.

o Py sei ein reguldrer Punkt von k. Dann tritt natiirlich Py selbst in der Menge () auf.
Sei Py = Qj, und die Tangente 7; des Punktes Q;, beriihre die k,, auflerdem noch in
den Punkten Q9 , O, ..., D¢,,t > 1, aber in keinem singuldren Punkt, dann gilt fiir die
Vielfachheit p7; von 7; in der Menge der Tangenten, die Q;, enthalten,

PTL =0Q, T0Qy + o +00Q, -

o Ist 77 eine Gerade, die sowohl Py enthélt, als auch Tangente fiir die ¢ regulidren Punkte
Q15 9D2y, -5 D1y, t > 0 und die s singuldren Punkte Sy, Sa,, ..., Sy, 8 > 1 ist, so ergeben
sich groflere Schnittvielfachheiten JZS],O, mit denen die Punkte Sy, Sa, ..., Sy, jetzt in der
Menge () zu rechnen sind. Es ergibt sich eine Formel

’ ’ ’
PTL =0Q, T 09y t...T0g, +0s, — 78, T 085, — T8y, t . tos, — TS,

fiir die Vielfachheit p7; mit der die Gerade 7; in der Menge der Tangenten durch Py
gezahlt werden muss.

Bemerkung 1.4.33. Die Vielfachheit pr;, die einer Geraden 77 € lgn\@ zukommt, ist das Minimum
unter allen Vielfachheiten, die 77 beziiglich seiner Punkte besitzt.

Wir erhalten folgenden

Satz 1.4.34. k,, sei eine nicht zerfallende Kurve der Ordnung m mit der Polaren kp—1(Po)
beziiglich eines Punktes Py. Qo sei ein fir k, requlirer Punkt mit Qy € kn—1(Py) mit der
Schnittvielfachheit og,. Weiters sei T1(Qp) die Tangente in Qqy an ky,.

e Dann gilt (wie schon gesehen) Py € T1(Qo).
e Beriihrt T1(Qp) die ky, in Qq einfach (Schnittvielfachheit 2), so gilt im Fall Qo # Py
og, =1
und im Fall Qy = Py
0Q, = 2.
e Beriihrt T1(Qo) die ky, in héherer Ordnung, so gilt oo, > 2.
e Beriihrt T1(Qp) die ky, in Qo genau mit Schnittvielfachheit 3, so gilt im Fall Qp # Po
0gy =2
und im Fall Qy = Py

09, = 3.
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e Sy sei ein gewdhnlicher s-facher Punkt (s > 1) von ky,, dann ist die Schnittvielfachheit
05, von ky und kn—1(Po) in So grifler als s(s — 1), falls Py auf einer Tangente in Sy an
ky, liegt, und gleich s(s — 1), falls nicht.

Bemerkung 1.4.35. ky, sei eine nicht zerfallende Kurve der Ordnung n, lgf\n, die mit k,, verbundene
Gesamtheit ihrer Tangenten, und 7; € ky, eine regulére Tangente. Bildet man also k, Nk, —1(7o)
fiir einen Punkt 7y € 71, Aq # 7o, so ist nach den Erlduterungen aus Bemerkung und den
Ergebnissen aus Satz der Punkt Ay nur mit Vielfachheit 04, = 1 in dieser Menge und
fiir Ag = 7o mit Vielfachheit o4, = 2, woraus sich jeweils p;; = 1 bzw. p7; = 2 ergeben. Also
genau das, was man aufgrund von Definition erwarten wiirde.

Bemerkung 1.4.36. Anschaulich betrachtet, bedeutet die Definition nun, dass zum Beispiel
eine Doppeltangente (zweifache Tangente) die Kurve erwartungsgeméf genau in zwei Punkten
mit Vielfachheit o = 2 beriihrt.

Bemerkung 1.4.37. Definition kann man auch als Dualisierung von Bemerkung und
Deﬁnition auffassen, wobei erst durch die Begriffsbildungen dieses Abschnitts wirklich klar

ist, was es heiflt, wenn eine Tangente durch einen Punkt s-fach z&hlt.

Beispielsweise ist also die Doppeltangente das duale Gegenstiick zum Doppelpunkt aus Defini-
tion.

Demnach erhélt man dual zur Spitze eine Tangente 77 auf der ein Punkt Ay liegt, sodass T;
unter allen Tangenten durch einen beliebigen ihrer Punkte 7y # Ag doppelt zdhlt, fiir 7o = Ag
jedoch dreifach (vergleiche dazu auch mit Satz ) Das ist aber genau das duale Gegenstiick
zur Wendetangente aus Definition .

In den néchsten drei Abschnitten wollen wir Kegelschnitte und Kubiken hinsichtlich der bisher
im Kapitel erarbeiteten Begriffe untersuchen. Fiir die Quartiken streichen wir noch ein paar
Eigenschaften heraus, die wir spéter bendtigen werden.

1.4.6 Kegelschnitte

Eine Kurve ky der Ordnung 2 heifit Kegelschnitt und die zugehorige Gleichung hat nach Zu-
sammenfassung der entsprechenden Terme die Gestalt

2
Z ~ 9~ ~ ~ 2~ ~ 9
f(xo, x1, :EQ) = A TiT; = apoTh + G01T0T1 + G02T0T2 + A11X] + G12X1T2 + A22X5 = 0.
t,j=0

Es gelten folgende Eigenschaften:

e Die Gleichung eines Kegelschnitts kann auch folgendermafien angegeben werden:

f(wo, 1, m2) = (zo, 21, 22) | “5- ann “2 | |z | =0 (1.14)
A

o Es gibt zwei mogliche zerfallende ko
— zwei Gerade mit einem gemeinsamen Punkt,
— eine doppelt zu zdhlende Gerade.

Dabei zerfallt ein Kegelschnitt ko genau dann, wenn die Matrix A in () nicht inver-
tierbar ist, also det(A) = 0 gilt.
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e Eine nicht zerfallende k3 hat keine Singularitéten.
o Eine ky hat keine gewohnlichen Wendepunkte.
o Fiir eine ky gibt es eine rationale Parameterdarstellung.

e In jedem Punkt einer nicht zerfallenden ky gibt es eine wohlbestimmte Tangente. Die
Gesamtheit der Tangenten bildet das Dualgebilde ks.

e Eine nicht zerfallende k5 ist eine Kurve der Klasse 2.

e Durch Z?,jzo a;;x;y; = 0 ist eine Polaritatskorrespondenz gegeben, wobei 2 Punkte kor-
respondieren, wenn ihre Koordinaten (xg, x1,x2), (yo,y1,y2) die Gleichung erfiillen.

e Die ko ist die Gesamtheit aller selbstkorrespondierenden Punkte.

e Die Polaritiatskorrespondenz entspricht im Fall eines Kegelschnitts der Gleichung der in
Definition eingefiihrten Polare beziiglich des Punktes (vo, y1,¥2).

e FEin Kegelschnitt ist durch die Angabe von finf auf ihm liegenden Punkten projektiv
eindeutig (bis auf einen Faktor) gegeben.
1.4.7 Kubiken

Eine Kurve k3 der Ordnung 3 heiit Kubik (oder kubische Kurve) und die zugehorige Gleichung
hat nach Zusammenfassung der entsprechenden Terme die Gestalt

2
flzo,x1,m0) = ) agpwiwjay
7. k=0

— 3 —— 9 — 9 — 2 2
= app0T( + Ap01ToT1 + @002ZT2 + G011T0T] + A022T0T2
— — 3, —~— 9 — 9 — 3
+ ap12x0T1T2 + a11177 + a11227T2 + a1222125 + a0y = 0.
Es gelten folgende Eigenschaften:

e Es gibt sechs mogliche zerfallende ks:

— ein nicht zerfallender Kegelschnitt und eine seiner Tangenten,

ein nicht zerfallender Kegelschnitt und eine Gerade, die ihn nicht beriihrt,

drei Gerade durch einen gemeinsamen Punkt,

drei Gerade ohne gemeinsamen Punkt,
— eine Gerade und eine doppelt zu zdhlende Gerade,
— eine dreifach zu zéhlende Gerade.
e Eine nicht zerfallende k3 hat hochstens eine Singularitdt — einen Doppelpunkt oder eine
Spitze.
e Gewohnliche Wendepunkte:
— Eine Kubik mit Spitze besitzt genau einen Wendepunkt.
— Eine Kubik mit Doppelpunkt besitzt genau drei Wendepunkte.

— Eine Kubik ohne Singularitéit besitzt genau neun Wendepunkte.
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Eine Wendetangente hat aufler dem Wendepunkt mit der ks keinen weiteren Punkt ge-
meinsam. Eine Gerade, die drei Wendepunkte einer k3 enthélt, heifit Inflexionsachse. Die
neun Wendepunkte einer singularitdtenfreien Kubik liegen auf zwolf Inflexionsachsen.

Eine nicht zerfallende Kubik mit singuldrem Punkt hat eine rationale Parameterdarstel-
lung.

Kubiken mit Doppelpunkten und Kubiken mit Spitze sind je zueinander projektiv dqui-
valent, d.h. es gibt eine Darstellung in einer Normalform, die nicht von Koeflizienten
abhéngt.

Eine Kubik heifit reell, wenn sie in einem bestimmten Koordinatensystem durch eine
Gleichung mit reellen Koeffizienten dargestellt werden kann. Es gibt im wesentlichen fiinf
grobe Typen von nicht zerfallenden reellen Kubiken:

— die zweiteilige Form,

— die einteilige Form,

mit reellem Knoten,

mit isoliertem Punkt,
— mit Spitze.

Die letzten drei Typen sind Kubiken mit singuldrem Punkt, die beiden ersten ohne. Bei
der zweiteiligen Form unterscheidet man noch weiter in einen im Endlichen liegenden Teil
(paarer Teil) und einen sich ins Unendliche erstreckenden Teil (unpaarer Teil).

Eine reelle singuldre Kubik besitzt entweder einen oder drei reelle Wendepunkte.

In der reellen projektiven Ebene kann es keine Konfiguration mit neun Wendepunkten
und zwolf Inflexionsachsen geben.

Das Polarsystem einer Kubik besteht aus einer co?-Linearschar von Kegelschnitten.

Kubiken ohne singuldren Punkt haben Klasse 6, Kubiken mit Doppelpunkt Klasse 4 und
Kubiken mit Spitze Klasse 3.

Alle ebenen kubischen Kurven, die durch sechs verschiedene feste, nicht alle auf einem
Kegelschnitt ks liegende Punkte gehen, bilden eine co3-Linearschar.

1.4.8 Quartiken

Eine Kurve k4 der Ordnung 4 heifit Quartik. Es gelten folgende Eigenschaften:
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Eine Quartik kann einen reguldren Punkt haben, in dem die zugehdrige Tangente von
der Vielfachheit 4 beriihrt. So ein Punkt heifit Flachpunkt und die zugehorige Tangente
Flachtangente.

Das duale Gegenstiick einer Flachtangente ist ein Spitzpunkt. Dieser ist Ursprung eines
Zweigs der Ordnung 3 und Klasse 1.

Eine singularitétenfreie Quartik ohne Flachpunkte (ohne Flachtangenten) hat 24 gew6hn-
liche Wendepunkte und 28 Doppeltangenten.

Es gibt reelle Quartiken mit 28 Doppeltangenten.



1.5

Es existiert keine Quartik k4 ohne Punktsingularitéit, deren Dualgebilde als Liniensingula-
ritdten (vergleiche Definition ) nur Wendetangenten und eine Flachtangente besitzt.
Eine solche Quartik muss also zumindest noch eine weitere Flachtangente oder eine Dop-
peltangente besitzen, da als Liniensingularitédten bei den Quartiken nur Doppeltangenten,
Flachtangenten und Wendetangenten in Frage kommen.

IP)3

Nachdem wir nun einige Begriffe der projektiven Ebene P?(C) (bzw. P?(R)) vorbereitet haben,
brauchen wir als nichstes ein analytisches Modell fiir den projektiven Raum P3(R). Der Aufbau
fiir den Raum P3(C) funktioniert ganz analog. Wir gehen wieder ganz dhnlich wie beim P? vor,
wobei wir fiir diesen Abschnitt von der bisher verwendeten Notation fiir Punkte, Gerade, ... mit
den tiefgestellten Dimensionszahlen noch einmal abweichen.

1.5.1 Analytisches Modell

Zunichst gehen wir vom affinen Raum R? aus und fiigen wieder die Fernelemente und die
entsprechenden Inzidenzen in folgender Weise hinzu:

— parallele Gerade definieren einen Fernpunkt,
— parallele Ebenen definieren eine Ferngerade.

— Der Fernpunkt G, einer Geraden g liegt auf der Ferngeraden e, der Ebenen ¢, die
zu g parallel sind.

Fernpunkte und Ferngerade liegen in der Fernebene w.

Dadurch erhalten wir den projektiven Abschluss

P3(R) = R3 U {Fernpunkte} U {Ferngerade} U {Fernebene} .

Fiir das analytische Modell gehen wieder vom affinen Raum R? mit dem Koordinaten-
system (O = (0,0,0),z,y,z) (Ursprung O) aus und betten ihn in R* ein, sodass fiir den
Vektorraum R* mit den Koordinatenachsen xg, 1, z2, z3 gilt, dass

wllwy,y | w2, 2 [ o3
und R? in der Hyperebene zg = 1 liegt.

Jeder eigentliche Punkt X € R3 ist darstellbar als Schnittpunkt von R? : g = 1 mit einer
Geraden ZA = (xg,x1,x2,x3)\ durch O = (0,0,0,0), wobei z¢ # 0 gilt. Die Umrechnung
von xg,r1, T2, x3 auf z,y, z erfolgt dann durch

. X1 T2 . I3

r=—y=—,2=—.
Lo Lo Zo

Die Fernpunkte des projektiven Abschlusses P3(R) von R? werden dargestellt durch die
Geraden fA durch O mit fy = 0.

Man erhilt, wie im P2, eine Bijektion zwischen den Punkten P3(R) und den Geraden
(1-dimensionalen Unterrdumen) durch O. Wir identifizieren also Punkte X € P3(R) mit
Vektoren Z\, ¥ € R? und erhalten die Punktmenge des P3(R) als

P = {fR = (l‘o,xl,xQ,xg))\ = (1‘0 DY o5 I 13 I .263),)\ 75 O,fE ]R4\ {O}}

und bezeichnen (xg, z1, z2,x3) als homogene Koordinaten von X.
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« Jede Ebene FE € R? ist darstellbar durch E : eg+ejz+eay+e3z = 0, (eq, ez, e3) # (0,0,0).
Durch Homogenisieren erhalt man

€:epxg+ e1xy + eaxg + ezxz = 0(=¢€- ), (1.15)
wobei E = e (R?: 29 = 1) gilt. Die Fernebene ergibt sich durch w : 29 = 0.

e Man erhilt nun eine Bijektion zwischen den Ebenen e € P3(C) und den 3-dimensionalen
Unterrdumen des R*, die in Gleichungen der Form () gegeben sind. Dadurch lassen
sich auch Ebenen e € P3(R) mit Vektoren \é, & € R* identifizieren und wir erhalten die
Ebenenmenge des P3(R) als

&= {Ré’: )\(60,61,62,63) = (60 e1peg 63),)\ 75 0,€€ R4\ {O}}
und bezeichnen (e, e1, €2, €3) als homogene Ebenenkoordinaten von e.

o Zur Vervollstandigung des analytischen Modells ergdnzen wir noch die passende Inzidenz-
relation. Wir sagen, dass ein Punkt X = ZR genau dann auf einer Ebene ¢ = Ré liegt,
wenn gilt

—

€T =egrg+e1x1 + eaxs +esrz =0 also € L 7.
Die Inzidenzmenge lautet dann

I={(X,e) = (7R, Re), 7 € RN\ {0}, € RN\ {O}, mit & F =0}

o Eine Gerade g € P3(R) wird durch einen 2-dimensionalen Unterraum des R* dargestellt.
Alle Geraden bilden die Geradenmenge G. Man erhélt ein Schema, dass auch auf héhere
Dimensionen erweiterbar ist:

P3(C) | R*

Punkt | 1—dimensionaler Unterraum
Gerade | 2—dimensionaler Unterraum
FEbene | 3—dimensionaler Unterraum

1.5.2 Dualitatsprinzip

Wie schon bei der projektiven Ebene P?, lisst sich auch zu P3(R) der duale projektive Raum
P3*(R) entwickeln, mit den Mengen

Pr=E,G"=G.E =P.

Es besteht also eine Dualitiit zwischen Punkten und Ebenen des P3(R), die sich auch an der
gleichen analytischen Darstellung ablesen ldsst. Gerade sind selbstdual. Fast man eine Gerade
als Erzeugnis einer Punktreihe auf, ergibt sich dual dazu, dass sich eine Gerade als Ort der
gemeinsamen Punkte eines Ebenenbiischels darstellen lasst. Man sagt, dass die Gerade Trdger
des Ebenenbiischels ist. Das Dualitdtsprinzip besagt, dass sich geometrische Aussagen iiber
Punkte in geometrische Aussagen iiber Ebenen umwandeln lassen, wobei man das Verbinden
von Punkten durch Schneiden von Ebenen ersetzen muss.
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1.5.3 Projektive Abbildungen, Koordinatensysteme und Koordinatenwechsel

Grundsétzlich gelten alle Aussagen aus den entsprechenden Abschnitten der projektiven Ebene
P2, wobei wir hier das Wichtigste noch einmal zusammenfassen:

Eine Abbildung ¢ : P3(R) — P3(R) heiit projektiv, wenn es eine injektive lineare Abbil-
dung

& : R* = R* mit ¢((z)) = <$(a:)> V¥ (z) € P5(R)

gibt, wobei sich (z) auf die Darstellung der Punkte von P3(R) als Aquivalenzklassen
beziiglich der Aquivalenzrelation ~ bezieht (vergleiche )

Die projektive Abbildung kann durch eine Matrix A € R*** angegeben werden.

Ist gg invertierbar, sprechen wir von einer projektiven Kollineation. Diese ist eine bijektive
Punktabbildung, geradentreu (kollineare Punkte werden auf kollineare Punkte abgebildet)
und ebenentreu (koplanare Punkte werden auf koplanare Punkte abgebildet).

Die duale projektive Kollineation ¢* : P3*(R) — P3*(R) bildet Ebenen bijektiv auf Ebenen
ab und wird dargestellt durch die Matrix A=7.

Zur Festlegung einer projektiven Kollineation bendtigt man fiinf Punkte und ihre jewei-
ligen Bilder. Dabei dirfen je drei der fiinf (sowohl im Bild als auch im Urbild) nicht auf
einer Geraden liegen und je vier nicht auf einer Ebene. Ein projektives Koordinatensys-
tem ist demnach durch fiinf Punkte mit den gleichen Voraussetzungen festgelegt. Man
bezeichnet vier dieser Punkte By, By, Bo, Bs als Grundpunkte und den fiinften Punkt F
als Einheitspunkt. Die Grundpunkte spannen das sogenannte Grundtetraeder auf.

Daraus ergibt sich auch, dass bei der Betrachtung einer Hyperfliche des P3(R) ohne
Beschrankung der Allgemeinheit bis zu fiinf Punkte in dieser Lage vorgegeben werden
koénnen, da jede andere Wahl von fiinf derartigen Punkten mittels einer projektiven Kol-
lineation eineindeutig den fiinf vorgegebenen Punkte zugeordnet werden kann.

Eine projektive Abbildung x : P3(R) — P3*(R) mit R§ = R(AZ), A € R*** det(A) #
0,7 € R*, 7 € R* heifit projektive Korrelation. Sie bildet Punkte des P? (R) bijektiv auf
Ebenen des P>*(R) ab. Eine projektive Korrelation mit ¢* o ¢ = idps(g) heifit Polaritét.

1.5.4 P3(C)

Ganz analog zu P3(R) geht man jetzt von einem affinen Raum C? aus und erweitert ihn um
die Fernelemente. Auch der Aufbau des analytischen Modells folgt dem selben Schema wie bei
P3(R). Wir erhalten:

Ein Punkt P heit reell, wenn P = P.
Eine Ebene € heif3t reell, wenn € = €. Haben € und € eine Gerade gemeinsam, ist € komplex.

Bei den Geraden unterscheidet man drei Sorten:

— Gilt g = g, sprechen wir von einer reellen Geraden.

— Schneiden sich g und g in einem reellen Punkt, spricht man von niederimaginéren
Geraden.
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Schneiden sich die Geraden in keinem reellen Punkt, spricht man von hochimaginédren
Geraden.

Im Folgenden werden wir statt P3(C) nur mehr P? schreiben.

1.5.5 Einschrankung einer Kollineation
Gegeben sei eine projektive Kollineation
¢: PP —P°
FC=(A-2)C.

Wir wollen ¢ auf eine Ebene 7(=P?) einschriinken. Dazu miissen wir unser Koordinatensystem
in P3 so wihlen, dass By, B, Bo in der Ebene 7 liegen. Die Punkte B; seien gegeben durch
b_;C und F' sei ein weiterer Punkt mit fC = (b_é + b_i + b;)C. Unter ¢ werden die Punkte dann
folgendermafien abgebildet:

B;— B;,i=0,1,2,
FF,

wobei B(/), B/17 B; und F' in der Ebene 7 liegen. Fiir einen Punkt X € 7 gilt dann, dass er sich
darstellen lasst als

X = 2oby + 21b1 + 2obs.

Er wird dann unter ¢|, abgebildet auf
X' = zoby + x1b] + wab),

womit X und X' durch dieselben Koordinaten (xo : o1 : we) beziiglich der projektiven ebe-
nen Koordinatensysteme (By, By, B2, F') in 7 und (B(/),Bl,BQ,F/) in 7 beschrieben werden.
Schrénkt man eine projektive Kollineation

¢: P> —P°
FC=(A %)C

auf eine Gerade ¢ ein, so erhélt man analog, dass X und X  unter ¢|y durch dieselben Koor-
dinaten (zo : xl) beziiglich der projektiven Geraden Koordlnatensysteme (Bg, B1, F) in g und
(By, B}, F') in g beschrieben werden, wobei fC = (bo + b1)C gilt.

1.5.6 Darstellungen von Geraden und Ebenen

Aus Bemerkung wissen wir bereits, dass d-dimensionale Teilrdume des P? eine Parameter-
darstellung besitzen. Konkret heiflt das fiir Ebenen, dass

X = ZC = (o + b+ ~&)C

ein beliebiger Punkt einer Ebene € ist, wobei A = aC, B = EC, C = C drei verschiedene Punkte
der Ebene sind, die nicht auf einer Geraden liegen. («, 3,7) sind die homogenen Koordinaten
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in € beziiglich dem Koordinatensystem (A, B, C, D), wobei dC = (@ + b + &)C gilt.
Fir Gerade bedeutet das, dass

-,

X = ZC = (ad + 8b)C

ein beliebiger Punkt der Geraden g ist, wobei A = dC, B = bC zwei verschiedene Punkte von g
sind. (a, ) sind die homogenen Koordinaten in g beziiglich dem Koordinatensystem (A4, B, C),
wobei @& = (@ + b)C gilt.

Alternativ kann zufolge Abschnitt eine Gerade auch als Tréger eines Ebenenbiischels
aufgefasst werden. Durch die Angabe zweier Ebenen dieses Biischels ist die Gerade eindeutig
festgelegt.

e=Céund ¢p =C f seien zwei Ebenen, die g gemeinsam haben. Eine beliebige Ebene ~ durch

g ist dann dargestellt durch
v = C(AE+ uf).

(A, ) sind die homogenen Koordinaten im Ebenenbiischel beziiglich dem Koordinatensystem

(e,, 1), wobei 1 = C(€+ f) gilt.

Von nun an wollen wir wieder zur Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen mit den
tiefgestellten Dimensionszahlen zuriickkehren, wobei wir Gerade nun manchmal auch mit Klein-
buchstaben bezeichnen werden. Es gibt eine weitere Moglichkeit Gerade des P? darzustellen, die
wir spater benttigen werden.

1.5.7 Pluckersche Geradenkoordinaten

Definition 1.5.1 (Pliickersche Geradenkoordinaten). Gegeben seien zwei Punkte des P? durch
Ao = (ap,a1,a2,as) und By = (bg, by, be, b3). Die sechs Determinanten

a;  Qj

) i<
b b, mit (0 <i<j<3)

Dij =

bezeichnet man als die Pliickerschen Geradenkoordinaten der Verbindungsgerade p; von A und
Byp. Die p;; sind unabhéngig von der Wahl der zwei Punkte auf p;. Auflerdem gilt die Beziehung

Po1p23 + pozpiz — pozp1s = 0. (1.16)

Bemerkung 1.5.2. Fasst man die Werte po1, po2, po3, P12, P13, P23 als Koordinaten eines Punktes
im P5 auf, so definiert die Gleichung (@)) innerhalb des P die sogenannte Pliickerquadrik Q4.
Man kann also den Geraden des P3 eindeutig Punkte auf Q4 zuordnen.

Es gelten die folgenden zwei Aussagen, die man unter der Verwendung der Pliickerschen Gera-
denkoordinaten beweisen kann.

Satz 1.5.3. Gegeben seien zwei windschiefe Gerade ay und by des P3. Dann wird die Gesamtheit
L, b, aller Treffgeraden von a; und by (Gerade, die gleichzeitig a1 und by schneiden) auf die
Punkte einer reguldren Quadrik Q2 C Q4 abgebildet. Man nennt Ly, 3, die allgemeine lineare
Geradenkongruenz.

Bemerkung 1.5.4. Durch jeden Punkt, der weder auf a; noch by liegt, geht genau eine Gerade
von Ly, p,. Fiir die duale Aussage ergibt sich: In jeder Ebene, die weder a; noch b; enthélt, liegt
genau eine Gerade von Lg, p, .
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Satz 1.5.5. Gegeben seien die allgemeine lineare Geradenkongruenz Ly, p, und eine Ebene Ca,
die weder a1 noch by enthdlt. Fir Co gelte:

CoNay =Co,CoNby =Ch er =CorUC.

Wenn man Punkte Py € Co den Geraden p1 € Ly, p, zuordnet, mit denen sie inzidieren, so
erhdlt man eine im allgemeinen eineindeutige Beziehung mit folgenden Ausnahmen:

e Jeder Punkt von ci ist c1 zugeordnet.
e Ci* und Cgl sind je allen Geraden aus Lg, p, durch Cy* und Cgl zugeordnet.
Bemerkung 1.5.6. Wir wéhlen im Satz beispielsweise
a1 :10o=x3=0,b1: 0 =21 =0und Cy : x3 — 29 = 0,

wobei a; und by jeweils durch zwei Ebenen des Biischels (zo = 0 und 3 = 0 bzw. g = 0 und
x1 = 0), deren Triger sie sind, dargestellt werden. Die Ausnahmegerade ergibt sich dann zu

Tr3 =Xy = 0
bzw. in Pliickerkoordinaten
P12 = 1,p01 = P23 = Po2 = po3 = p13 = 0. (1.17)

Man erhélt nun fiir einen durch Py = (xg,x1, z2,23) dargestellten Punkt der Ebene Cy eine
Pliickerdarstellung der Py enthaltenden Geraden Py € L, p, mit

po1 = P23 = 0, o2 = ToT2, Po3 = Ta, P12 = T1T2, P13 = TT1. (1.18)

Es lasst_sich zeigen, dass ([l.1§) auch die Projektion der Quadrik Q2 aus Satz aus dem
Punkt () (ist wie bekannt als Gerade ein Punkt der Plickerquadrik) auf eine diesen Punkt
nicht enthaltende Ebene ist. Man spricht dann von einer stereographischen Projektion.

1.5.8 Involutionen und Korrespondenzen zwischen Geraden

Definition 1.5.7 (Involution). (xg,z1) seien projektive Koordinaten auf einer Geraden p;. Die
Gesamtheit aller Punktepaare mit Koordinaten (xo,z1) und (yo,y1) auf p1, die

(yoaoo + y1boo)x2 + 2(yoaor + y1bo1)xox1 + (Yoar1 + yibi1)zt =0 (1.19)

erfiillen, heilen Involution, wobei die festen a;; und b;; nicht alle verschwinden diirfen und
(yo,y1) # (0,0) gelten muss.

Man kann (yo,y1) als Koordinaten einer zweiten Geraden ¢; auffassen und erhélt die

Definition 1.5.8 ((2,1)-Korrespondenz). Das Paar von Punkten Xy = (z9,21) € p; und Yy =
(y0,y1) € q1 korrespondiert zueinander, wenn ihre Koordinaten die Gleichung (@) erfiillen.
Wir sprechen von einer (2,1)-Korrespondenz x zwischen den Punkten von p; und ¢, denn im
allgemeinen korrespondieren zwei Punkte auf p; zu je einem Punkt auf ¢;.
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Bemerkung 1.5.9. Die Gesamtheit der so erklarten Paare auf p; definieren die Involution. Dabei
fallen zwei Punkte (sogenannte Doppelpunkte) genau dann zusammen, wenn fiir die entspre-
chenden Punkte ) auf ¢

(ao1yo + bory1)? — (acoyo + booy1)(a11yo + b11y1) = 0 (1.20)

gilt. Verschwindet die linke Seite dieser Gleichung nicht identisch und hat zwei verschiedene
Wurzeln, sprechen wir von einer reguléren (2, 1)-Korrespondenz. Das ist dquivalent dazu, dass

D = (a; — agoa1)(b3; — boob11) — (ao1bor — aobi1 — a11boo)® # 0
gilt. D ist aber gleichzeitig auch die Resultante der Polynome
aoox% + 2a01x0x1 + (111.73% =0
booxg + 2bp1xoT1 + bu&?% = 0.

Verschwindet D, so haben die beiden Polynome eine gemeinsame Wurzel und umgekehrt.

Es lasst sich zeigen, dass es neben den reguliren (2, 1)-Korrespondenzen noch drei Typen von
nicht-reguldren (zerfallenden) (2, 1)-Korrespondenzen gibt. In geeignet gewéhlten Koordinaten
erhélt man folgende Normalformen fiir alle vier Typen:

. :L‘(Q)yo — :U%yl = 0 im reguldren Fall und
o xo(xoyo — z1y1) = 0, 2021y0 = 0 oder x%yyo = 0 in den nicht-reguldren Fallen.

Man sieht leicht, dass im nicht-reguléren Fall der Punkt (xg,z1) = (0, 1) zu jedem Punkt (yo, 1)
korrespondiert.

1.6 Algebraische Flachen

1.6.1 Definition
Wieder als Spezialfall der Hyperflichen erhalten wir die algebraischen Flichen des P3.

Definition 1.6.1 (Algebraische Fliche). Eine Gleichung

f(xo, 1,22, 23) =0 (1.21)

definiert eine algebraische Fliche F),, wobei f eine quaterndre Form vom Grad n (vergleiche
Definition fir ¢ =3,p=n) in den z;,7 = 0,1, 2,3 mit Koeffizienten aus C ist. Man nennt
n die Ordnung der Fléche.

Im Folgenden wird die algebraische Fliche kurz als ,,Flache® bezeichnet.

Bemerkung 1.6.2. Eine Fj, kann in Flachen niederer Ordnung mit einer Gesamtsumme der
Ordnungen von n zerfallen (vergleiche Bemerkung ) Zerfillt die Flache nicht, sagt man,
sie ist irreduzibel.

Bemerkung 1.6.3. Einige Bezeichnungen fiir Fliachen fiir spezielle Ordnungen n:
e n = 1: Ebene
e 1 = 2: Quadrik
o n = 3: Kubische Fliache
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1.6.2 Eigenschaften einer Flache

e Aus Satz wissen wir, dass eine Gerade, die nicht schon ganz in einer Fliche Fj,
der Ordnung n liegt, die F}, in hochstens n Punkten schneidet. Diese Hochstzahl muss
erreicht werden, wenn Fj, irreduzibel ist. Im reduziblen Fall kann F},, mehrfach zu zdhlende
Bestandteile besitzen und daher kann es passieren, dass keine Gerade die Hochstzahl der
Schnittpunkte erreicht.

o Eine beliebige Ebene Ps, die nicht schon ein Bestandteil von F;, ist, schneidet die Flache
F,, in einer ebenen algebraischen Kurve k,, der Ordnung n. Diese k,, kann auch zerfallen,
wenn F;, irreduzibel ist.

o Ist Py =(1,0,0,0) € F,, ein Punkt der Vielfachheit s (im Sinne von Definition ), SO
hat die Fldche F), eine Darstellung der Gestalt (vergleiche Bemerkung )

f(xo,z1, 22, 23) = 2 *as(x1, x2,23) + x8_8_1a5+1($1,x2,x3) + ... + ap(x1, 22,23) =0,
(1.22)

wobei die a; terndre Formen vom Grad ihres Index sind. Auflerdem verschwindet dabei
as(r1, 2, x3) nicht identisch. Im Fall s = 1 sprechen wir weiterhin von einem reguliren
Punkt (vergleiche ebenfalls Definition ), andernfalls von einem singuldren Punkt.

e Im Gegensatz zu den Kurven kénnen Flachen auch unendlich viele singuldre Punkte be-
sitzen ohne zu zerfallen. Diese bilden dann eine sogenannte singuldre Kurve, also in der
Regel eine Kurve im Raum. Beispielsweise hat ein Ebenenpaar seine Schnittgerade als
singuldre Kurve, und eine F3, die in eine Quadrik (sieche Abschnitt [L.6.5) und eine Ebene
zerfallt, hat einen Kegelschnitt als gemeinsame singulare Kurve.

Als Spezialfall fiir n = 3 erhalten wir aus der Definition die

Definition 1.6.4 (Tangentialebene). Py = (po, p1, p2, p3) sei ein regulidrer Punkt einer Fliche
F,, der Ordnung n. Dann bezeichnet man die Ebene mit der Gleichung

3
of B
Z <a$i(p07p17}727p3)) Ty = 0

=0
als Tangentialebene 72(Py) von F, im Punkt Py.

Diese Definition erlaubt uns, einige weitere Eigenschaften zu beschreiben.

Bemerkung 1.6.5.

e Nach Satz schneiden alle Geraden, die ganz in T2(Pp) liegen, die Fliache F, in
Py mit einer Vielfachheit o > 2. Umgekehrt liegen alle Geraden mit dieser Eigenschaft
schon in 72(Pp). Wir bezeichnen diese Geraden naheliegenderweise als Tangenten an F),
im reguliren Punkt Py.

e Wie schon bei den Kurven, wollen wir auch die Geraden, die durch einen s-fachen Punkt
So einer Fliache Fj, der Ordnung n mit der Gleichung () gehen und deren Schnitt
mit F,, mehr als s-fach zéhlt, als Tangenten in Sy bezeichnen. Diese Tangenten bilden den
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Tangentialkegel mit der Spitze Sp. In einem reguldren Punkt entspricht die Tangentialebe-
ne dem Tangentialkegel. Wahlt man das Koordinatensystem so, dass Sy = (1, 0,0, 0) gilt,
so erhédlt man eine Gleichung der Gestalt (), wobei as(z1,x2,23) = 0 die Gleichung
des Tangentialkegels ist (das ist auch eine Gleichung einer ebenen kubischen Kurve kg der
Ordnung s in der Ebene g = 0).

Bemerkung 1.6.6. Ein Kegel der Ordnung n wird durch Verbinden der Punkte einer ebenen
algebraischen Kurve ky,, die in einer Ebene des Raums liegt, mit einem Punkt aulerhalb dieser
Ebene erzeugt. Beispielsweise ist fiir den eben erwihnten Tangentialkegel as(z1, x2, x3) = 0 die
Gleichung einer solchen Kurve ks. Kegel sind als Fliachen der Ordnung n gekennzeichnet, die
einen singuldren Punkt mit Vielfachheit s = n (die Spitze) besitzen.

Bemerkung 1.6.7. Wir bezeichnen, wie bei den Kurven, jene Flachen F,, der Ordnung n als
Monoid, die einen Punkt der Vielfachheit s = n — 1 besitzen. Dazu zédhlen alle Quadriken und
die kubischen Fliachen mit einer Singularitét.

Wir wollen einen spéter niitzlichen Satz zur Kennzeichnung von Tangentialebenen angeben:
Satz 1.6.8. Py sei ein regquldrer Punkt der Fldiche F, der Ordnung n. Die Tangentialebe-
ne Ta(Po) schneidet dann F,, in einer in Py singuliren Kurve. Umgekehrt ist eine Ebene To

Tangentialebene in Py, wenn dieser Punkt einerseits fiir F,, requldr und andererseits fiir die
Schnittkurve To N Fy, singuldr ist.

Definition 1.6.9 (Regelfliche). Eine algebraische Fléche, bei der durch jeden Punkt mindestens
eine Gerade geht, die ganz auf der Fliche liegt, heifit Regelfliche.

Bemerkung 1.6.10. Quadriken und Kegel sind Regelfléchen.

Wir wollen nun noch das Analogon eines Doppelpunkts fiir eine Fléche entwickeln. Dabei kénnen

allerdings drei Falle unterschieden werden.

Definition 1.6.11 (Doppelpunkt). Sy sei ein singuldrer Punkt mit Vielfachheit s = 2. Aus den
oben angegebenen Eigenschaften wissen wir, dass die Tangenten an F;, in Sy einen Tangential-
kegel bilden. Dieser Kegel ist dann eine Fliache der Ordnung 2, die im Gegensatz zur Quadrik
(siehe Abschnitt ) einen singuldren Punkt besitzt. Eine Fldche der Ordnung 2 kann jedoch
auch noch in ein Ebenenpaar oder eine doppelt zu zéhlende Ebene zerfallen. Je nachdem, spricht
man dann von einem

o konischen Doppelpunkt (Kegel)
o biplanaren Doppelpunkt (Ebenenpaar)

o uniplanaren Doppelpunkt (doppelt zu zéhlende Ebene).

1.6.3 Polarsystem

Wie schon bei den Kurven lassen sich die Flachen den Punkten eines hoherdimensionalen pro-
jektiven Raumes zuordnen. Da eine quaternire Form vom Grad m nach Definition von

3
dieser Koeffizienten nicht ankommt, gilt folgendes: Die algebraischen Flichen der Ordnung n
sind eineindeutig den Punkten eines projektiven Raumes PV mit

_( nt+3
v (7)o

( nts3 > Koeffizienten abhéngt, es in unserem Fall aber von einem gemeinsamen Faktor aller
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Dimensionen zugeordnet.
Als lineare oo”-Schar von Flichen F, der Ordnung n bezeichnet man die Gesamtheit aller

Flichen, die den Punkten eines Teilraums P, ¢ PV, N = < " ;_ 3

h = 1 spricht man wieder von Biischeln, bei h = 2 von Biindeln.
Ein wichtiges, mit jeder Flache F,, der Ordnung n verkniipftes Linearsystem von Fléchen der
Ordnung n — 1 ist wiederum das Polarsystem.

> — 1 zugeordnet sind. Fiir

Definition 1.6.12 (Polarsystem). Eine Fliache F,, der Ordnung n sei gegeben durch ein Glei-
chung () Das zugehorige Polarsystem ist durch

3

of
EE:Aiaxi——O (1.23)

1=0

gegeben. Verschwindet der Ausdruck (M) nicht identisch, bezeichnet man ihn in Anlehnung
an die Definitionen |1.2.1ﬂ und Il.S.lEﬂ als Polare F,,_1(Pp) der F,, beziiglich des Punktes Py =
(>\07 )\17 >\2a A3)

Bemerkung 1.6.13. Die Polare F,,_1(Py) von Py beztiglich F,, ist genau dann nicht erklart (die
linke Seite von () verschwindet also), wenn F,, ein Kegel mit der Spitze Py ist. Genau dann
hat auch das Polarsystem weniger als 3 Dimensionen.

Mit den Polaren kann man, wie bei den Kurven, die Berithrpunkte der Tangenten finden, die

einen gegebenen Punkt enthalten. Es gilt der

Satz 1.6.14. Qy sei ein beliebiger Punkt des P? und F,_1(Qqp) die Polare des Punktes Qq
beziiglich F,,. Der Punkt Py sei tm Durchschnitt

Fn N Fpe1(Qo). (1.24)

Ist Py reguldr fiir Fy,, ist die Gerade P1 = Py U Qq eine Tangente an F,_in Py. Umgekehrt liegt
der Beriihrpunkt Py jeder Tangente, die Qqy enthdlt, im Durchschnitt ) Auflerdem liegen
alle singuldren Punkte von F,, in der Menge )

Bemerkung 1.6.15. Alle Tangenten aus einem beliebigen Punkt Qg des P? bilden den sogenann-
ten Umrisskegel der Flache F,, vom Punkt Qg aus, wobei man im Fall eines reguldren Punktes
Qo € F,, die in der Tangentialebene T5(Qyp) der F,, liegenden Tangenten nicht zum Umrisskegel
zahlt.

1.6.4 Dualgebilde

Wie schon bei den Kurven wéhlen wir als Ausgangspunkt eine gleich 0 gesetzte quaternére Form
vom Grad m

f(eo, €1,€2,€3) =0 (1.25)

in den Ebenenkoordinaten ¢;,7 = 0,1,2,3. Die Dualfldche }/W;L ist die Gesamtheit aller Ebenen
aus P3*, deren Koordinaten die Gleichung () erfiillen. Folgende Eigenschaften ergeben sich
durch Dualisierung der bereits angefiithrten Ergebnisse der vorigen Abschnitte und viele Begriffe
sind analog zum entsprechenden Abschnitt bei den Kurven definiert:

e Pj sei eine beliebige Gerade. Es gibt dann zwei Mdoglichkeiten:
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— Alle Ebenen durch P; gehoéren zu ﬁ:n oder

— nur endlich viele, ndmlich hochstens m, gehdren zu F’T\n

e Py sei ein beliebiger Punkt. G/e\hé')ren nicht alle Ebenen durch Py schon zu ﬁ;“ bilden
die Ebenen durch Py, die zu F), gehoren, das rdumlich-duale Gegenstiick einer ebenen
algebraischen Kurve. Man erhdlt sie also durch Verbindung der Geraden eines eben-dualen
Gegenstiicks k,, einer Kurve mit dem Punkt Py (Kegel).

e Eine Ebene Py € E\n heift von der Vielfachheit s in IE’,\n, wenn es Gerade Py € P gibt,
sodass P im Sinn des vorletzten Punktes unter den endlich vielen, zu F),, gehorigen
Ebenen durch P; s-fach zéhlt, aber keine Geraden P; € Po, bei denen P, weniger als
s-fach zahlt. Gilt s = 1, spricht man von einer regularen Ebene, andernfalls von einer
singularen.

e In einer reguldren Ebene Po gibt es einen Punkt Py, fiir den gilt: Py zahlt in allen Biischeln,

deren Tragergerade Py nicht enthélt, einfach, fiir alle Biischel, deren Trigergerade Py ent-
halt, mindestens zweifach (vergleiche Definition ) Dieser Punkt Py € P, ist das
duale Gegenstiick zur Tangentialebene im reguldren Punkt einer Fliache Fj,. Die Geraden
des Biischels durch Py in der Ebene Ps entsprechen den/I\‘angenten, die F}, im reguldren
Punkt Py beriihren. Wir nennen sie Dualtangenten von Fj,.
Zahlt eine Ebene Py im Sinn des vorletzten Punktes von der Vielfachheit s > 1, dann
bilden die Geraden Py C Pz, fir deren Buschel P, mit Vielfachheit grofer s zéhlt, das
eben-duale Gegenstiick ks zu einer ebenen algebraischen Kurve. Auch diese Geraden wer-
den Dualtangenten von F},, genannt.

o Als duales Gegenstiick zu einem konischen Doppelpunkt erhilt man eine Ebene P € 13;1
von der Vielfachheit 2, wobei die nach dem letzten Punkt in P, ausgezeichnete ko aus den
Tangenten eines reguldren Kegelschnitts besteht.

« Der Dualkegel besteht aus allen Ebenen des P?, die Geraden eines Gebildes lg;n einer festen
Ebene Sy enthalten. Sy entspricht der Spitze des Kegels.

e Eine Dualfliche Ijﬂ; ist Dualregelfléiche, wenn es in jeder Ebene P, mindestens eine Gerade
Py gibt, sodass auch alle Ebenen durch P; in F}, liegen.

In Anlehnung an Definition wollen wir Definition auch auf nicht regulére Punkte
ausbauen.

Definition 1.6.16 (Singuldre Tangentialebene). Sy sei ein singuldrer Punkt einer Fliche F,
der Ordnung n und K,(Sp) der schon in Bemerkung m definierte Tangentialkegel mit der
Spitze Sp. Die Geraden von K,(Sy) ergeben sich dabei durch Verbindung von Sy mit einer
Kurve ks;. Mit ks sei das ebene Dualgebild/e\z % verbunden. Wir bezeichnen alle Ebenen, die sich
als Verbindungsebenen von Geraden aus k mit Sy ergeben, als singuldre Tangentialebenen in
Sp. Diese Ebenen sind auch tangential an den Kegel (vergleiche mit der Aufziahlung am Beginn
des Abschnitts; Dualkegel).

Bemerkung 1.6.17. Die singuldren Tangentialebenen sind Grenzlagen von Tangentialebenen in
reguldren Punkten.

Die Gesamtheit der reguldren und singuldren Tangentialebenen von F), bezeichnen wir als das
mit F,, verbundene Dualgebilde F;,. Es gilt der
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Satz 1.6.18. Das mit einer gegebenen Fliche Fy verbundene Dualgebilde ist eine Dualfliche
F,., aufler wenn F,, eine Ebene oder eine Torse ist. Eine Torse ist eine spezielle Art einer
Regelfidche. (Ein Kegel ist auch eine Torse.) Wir bezeichnen ]3;1 auch als die mit F,, verbundene
duale Fliche.

Das Dualgebilde F; einer Fliche F),, kann durch Elimination wie bei den Kurven durch eine
Gleichung

f(eo,€1,€2,€3) =0

dargestellt werden. Fasst man diese Bedingung als Gleichung in Punktkoordinaten auf, erhélt
man die zu F,, duale Fliche F,,. m ist die sogenannte Klasse von Fj,.

1.6.5 Quadriken

e Eine Quadrik @5 ist eine Flache der Ordnung 2 und wird durch eine quaternire Form
vom Grad 2 beschrieben, also

3

E i T;T;.

i.j=0

e Schreibt man die Koeffizienten a;; in eine entsprechende Matrix, dann ist der Rang die-
ser Matrix im Fall einer Quadrik ohne Singularitdten gleich 4 und jeder Punkt hat eine
Tangentialebene. Die Beziehung zwischen einem Punkt und seiner Tangentialebene kann
auf den ganzen P3 ausgedehnt und durch eine Polaritit angegeben werden.

e Die Quadriken haben Ordnung und Klasse 2.

o Ist der Rang der Matrix 3, gibt es einen singuldren Punkt Sy und @2 ist ein Kegel mit
Spitze Sp.

e Eine Quadrik muss erst zerfallen, wenn sie mehr als einen singuléren Punkt hat. Gibt es
zwei singuldre Punkte Sy, 7o, so ist die ganze Gerade 81 = SoU7g singuldr und Qo zerfillt
in zwei Ebenen durch &;. Die Matrix hat dann den Rang 2.

o Singularitatenfreie Quadriken (und nur diese) kénnen von zwei Scharen windschiefer Ge-
raden erzeugt werden. Dabei reicht es, die eine Schar als jene Geraden zu kennzeichnen,
die drei Gerade der anderen Schar schneiden.

o Singularitdtenfreie Quadriken sind selbstdual. Den Quadriken mit Rang 3 stehen die Ebe-
nen des P3, die eine der Tangenten eines in einer gewissen Ebene liegenden Kegelschnitts
enthalten, gegeniiber.

e Singularitdtenfreie Quadriken besitzen in geeigneten Koordinaten eine Normalform
Tox3z — T1x9 — 0
und eine rationale Parameterdarstellung.

e Singularitdtenfreie Quadriken kénnen nur mit gewissen Ausnahmen eineindeutig auf die
Punkte einer projektiven Ebene Pz bezogen werden. Man bendtigt die stereographische
Projektion.
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e Quadriken konnen durch zwei regular projektiv aufeinander bezogene Ebenenbiischel er-
zeugt werden (das heift, es gibt eine bijektive Abbildung, die die Ebenen des einen Bii-
schels auf die des anderen abbildet). Die Schnittgeraden von zwei zugeordneten Ebenen
liegen alle auf einer Quadrik.

Bevor wir jetzt endgiiltig in das Gebiet der kubischen Flédchen starten, bendtigen wir noch die
Variante des Satzes von Bezout fiir den projektiven Raum P3.

1.6.6 Bezoutscher Satz im P3

Satz 1.6.19 (Bezout im P3). Gegeben seien drei verschiedene Flichen F;, F; und Fy, des P?
mit den Ordnungen i,j und k, die nur endlich viele gemeinsame Punkte besitzen. Dann ist die
Héchstzahl dieser Schnittpunkte i - j - k. Die gemeinsamen Punkte seien

PIO,P207 "'7PT0 mit r S ) j k.
Man kann jedem dieser Punkte eine natirliche Zahl o;,i = 1,2, ...,r, die sogenannte Schnitt-
vielfachheit von F;, F; und Fy, in P;,,1 = 1,2,...,r, zuordnen, sodass dann

r

d =ijk

=1
gilt.
Finen Spezialfall dieses Satzes erhalten wir im

Korollar 1.6.20. Gegeben seien zwei Flichen F,, und F, des P* mit den Ordnungen m und
n und eine Ebene Fy (Fliche der Ordnung 1), die nur endlich viele gemeinsame Punkte haben.
Setzt man

k, = F,NJFy und ky, = Frp, N o

und erklart die Schnittvielfachheit o; eines gemeinsamen Punktes P;, der drei Flichen als die
Schnittvielfachheit von ky, und ky, in P;, (also wie beim Satz von Bezout fiir P2, Satz ),
so ist die Summe dieser Vielfachheiten gleich m - n.

Auferdem gilt: Der gemeinsame Punkt Py zdhle in diesem Sinn einfach. Dann ist Py fir F,, und
F,, requldr, die Tangentialebenen in Py an F,, und F,, sind verschieden und ihre Schnittgerade

liegt nicht in Fy. Umgekehrt zahlt Py auch nur unter diesen Voraussetzungen einfach (beziiglich
der Schnittvielfachheit).
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2 Kubische Flachen

Im Hauptteil der Arbeit sollen nun einige spezielle Eigenschaften der kubischen Flachen préasen-
tiert werden. Besonders werden wir dabei Gerade betrachten, die ganz auf der Flache liegen, und
wir werden versuchen, Flachen eineindeutig auf Ebenen abzubilden (und entsprechende ratio-
nale Parameterdarstellungen der Flachen anzugeben). Zwar soll ein moglichst grofies Spektrum
abgedeckt werden, jedoch handelt es sich hierbei nicht um eine vollstdndige Klassifikation der
kubischen Flachen. Beispielsweise werden wir uns hauptséchlich mit den irreduziblen kubischen
Flachen auseinandersetzen und auch bei diesen nicht alle méglichen Varianten der auftretenden
Singularitdten betrachten. Zunéchst geben wir einmal die Definition an, wobei wir die kubischen
Flachen prinzipiell schon im Abschnitt @ kennengelernt haben (vergleiche Definition @ und
Bemerkung ) Die Begriffsbildungen und Argumentationen folgen dabei Burau [2].

2.1 Definition

Definition 2.1.1 (Kubische Fléche). Eine kubische Fléche Fj ist gegeben durch eine nullgesetz-
te quaternare Form f(xg,x1,x2,x3) vom Grad 3 (vergleiche Definition M fir ¢ = 3,p = 3),
also

3

f(@o, x1,22,23) = Z QijkTiTT) =0 (2.1)
i)j?k:()

Bemerkung 2.1.2.

e Schreibt man die Gleichung (@) in voller Linge aus und fasst die Koeffizienten a;;j,
gleicher Monome zusammen zu Koeffizienten a;j, erhélt man

3
f(@o, 21, 22, 3) = Z Qi jkTiT Tk
i’j»k:()

—~ 3, — 2 — 9 — 9 — 2
= a000xg + G001TpT1 + Ap02Tx2 + A03TpT3 + Ap11T0L]
— — — 2, —— — 2
+ ap1220T122 + A013T0T1X3 + A22X0Ty + Ap23T0X2T3 + A033T0L3
—~ 3, —~— 2 —~ 9 — 2, —
+ 011127 + a11227T2 + 41137723 + Q1227175 + A123T1T273
— 2 | —~—_ 3, —~— 2 — 2 | —~—_3
+ a1337175 + 22275 + 2237573 + G233T2x5 + azzzxry = 0 (1)
Wir konnen also ablesen, dass eine kubische Flache durch eine homogene Gleichung mit

20 Koeflizienten angegeben wird, wobei es in unserem Fall nicht auf einen gemeinsamen
Faktor aller Koeffizienten ankommt. Zum selben Ergebnis kommt man auch unter Bertick-
sichtigung von Definition , also < p j]_ 1 ) = ( 3+3 ) = 20.

3

o Aus der Aufzdhlung direkt am Beginn von Abschnitt erhalten wir direkt:
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— Eine Gerade, die nicht ganz in einer Fj liegt, schneidet die F3 in hochstens 3 Punkten.
Ist F3 irreduzibel, muss diese Hochstzahl auch erreicht werden (vergleiche auch Satz

— Eine beliebige Ebene Ps, die nicht schon ein Bestandteil einer Fj ist, schneidet die
F3 in einer ebenen algebraischen Kurve k3 der Ordnung 3. Diese k3 ist entweder
irreduzibel oder reduzibel, wobei im zweiten Fall die Flache F3 auch irreduzibel sein
kann. Zerfallt die k3, ergeben sich die sechs moglichen Félle wie im ersten Punkt der
Aufzihlung im Abschnitt .

2.2 Reduzible kubische Flachen

Zerfallt die Gleichung (ﬁ) in ein Produkt von Formen niederen Grades, so zerféllt auch die zuge-
horige Flache F3 in Fliachen niederer Ordnung. Dabei gibt es folgende Moglichkeiten zerfallender
F3:

e eine nicht zerfallende Quadrik und eine ihrer Tangentialebenen,

e eine nicht zerfallende Quadrik und eine Ebene, die die Quadrik nicht beriihrt,

o ein Kegel der Ordnung 2 und eine Ebene durch die Spitze des Kegels,

e ein Kegel der Ordnung 2 und eine Ebene, die die Spitze des Kegels nicht enthélt,
e drei Ebenen mit einer gemeinsamen Geraden,

e drei Ebenen mit einem gemeinsamen Punkt und ohne gemeinsame Gerade,

e eine Ebene und eine doppelt zu zahlende Ebene,

 eine dreifach zu zdhlende Ebene.

Bemerkung 2.2.1. Gemeinsame Punkte der einzelnen Bestandteile einer zerfallenden F3 sind
singulare Punkte. So haben zum Beispiel eine nicht zerfallende Quadrik und eine Ebene, die die
Quadrik nicht beriihrt, einen Kegelschnitt gemeinsam. Zusétzlich kann die Quadrik auch noch
einen singularen Punkt besitzen. Es liegt dann ein Kegel vor.

Im Folgenden werden wir uns ausschlieflich mit irreduziblen kubischen Fliachen F3 beschéftigen,
wobei wir zunéchst die Flachen mit Singularitdten behandeln werden.

2.3 Irreduzible kubische Flachen mit Singularitaten

Im ersten Abschnitt betrachten wir zunichst kubische Flachen F3 mit ausschlie3lich isolierten
Singularititen, also Fliachen, die nur eine endliche Anzahl singuldrer Punkte besitzen und keine
singuldren Geraden, Kegelschnitte usw.

2.3.1 Flachen mit isolierten Singularitaten

Zunéchst ist eine kubische Flache F3 mit einer Singularitdt der Vielfachheit s = 3 ein Kegel.
Liegt die Singularitdt in einem geeigneten Koordinatensystem im Punkt Sy = (0,0,0,1), so
erhélt man nach Bemerkung fir F3 eine Gleichung der Gestalt

f(xo, z1, 22, 23) = ag(xo, z1,22) = 0,
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Abbildung 1: Schnittkurve einer kubischen Fliache mit Singularitdt mit einer Ebene

wobei as(zg,x1,z2) eine terndre Form vom Grad 3 ist. Diese héngt also nicht mehr von 3
ab. Umgekehrt hat auch jeder Kegel mit Spitze So = (0,0,0,1) eine Gleichung dieser Gestalt
(vergleiche dazu auch Bemerkung )

Im Folgenden soll die kubische Fléche F3 nur Singularitdten mit Vielfachheit s = 2 besitzen. Eine
solche Flache heifit nach Bemerkung Monoid. Ist wieder Sy = (0,0,0,1) die Singularitét
mit der Vielfachheit s = 2 einer Fléche F3, so erhilt man aus der Gleichung ([|) fiir F3 ein
Darstellung der Gestalt

f(x()?xla 1‘25‘%3) = $3d2(l‘0,$1,$2) + a’3(x071:1al‘2) = 0’ (22)

wobei as und a3 Formen vom Grad ihres Index in xg,z1 und x9 sind. Da die Vielfachheit von
Sp nur s = 2 ist, darf ag(xo, 1, z2) dabei nicht identisch verschwinden. Aus dem zweiten Punkt
der Bemerkung [1.6.5 wissen wir, dass as(zo,x1,z2) = 0 die Gleichung des Tangentialkegels in
So ist. Je nachdem, ob der Kegel weiter zerfillt oder nicht, bezeichnet man &y als konischen,
biplanaren oder uniplanaren Doppelpunkt (vergleiche Definition ) Auch ag(xg,z1,22) =0
ist die Gleichung eines Kegels mit der Spitze Sg. Nun vorab noch ein Satz, der sich mit der
Schnittkurve k3 einer Flache F3 mit einer Ebene durch einen singuliren Punkt befasst (der
Punkt muss dabei keine isolierte Singularitit sein).

Satz 2.3.1. Fj sei eine irreduzible kubische Fldche und Aqg sei ein singuldrer Punkt dieser Fs.
Schneidet man die F3 mit einer beliebigen Ebene Ay durch Ay, so ist der Schnitt eine kubische
Kurve ks, die in Ay ebenfalls singuldr ist (siche Abbildung H)
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Beweis. Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass sich fiir den singulédren Punkt A und die
Schnittebene As die Darstellungen Ag = (0,0,0,1) und Ay : x5 = 0 ergeben. Dann erhalten wir
aus dem letzten Absatz fiir die F3 die Darstellung (R.2). Schreiben wir die Formen as und ag
explizit an, erhalten wir
xg(agxg + a1xox1 + asxoxs + agac% + asx120 + CL5$%) + boxg + blx%xl + b2$(2)$2 (2.3)
+ bgmoazf + bazox122 + b5x0x§ + b6x? + b7x%x2 + bgCL‘lfL’% + bg:ﬂ% =0. (2.4)
Bilden wir den Schnitt der Flache F3 mit der Ebene As, erhalten wir die Gleichung der kubischen
Kurve k3 in der (xg,x1,x3)-Ebene

k(zo,x1,23) = xg(agx% + a1xox1 + aga:%) + boxg + blxgxl + ngox% + b6$£1)’ =0.

Bildet man nun die partiellen Ableitungen, erhilt man

ok

87%(.%'0, xy, xg) = x3(2a0x0 + alxl) + 3b0$g + 2[)1%0%‘1 =+ ng%,
ok = 2 bizl + 2b 3bgz?
87;1(16'0,901, x3) = x3(a1xo + 2a3x1) + bixg + 2bzxozy + 3bex,
a—xg(xo, x1,3) = apxy + arxory + aswy,

und diese verschwinden alle fiir den Punkt Ay, womit dieser auch fiir die Kurve k3 singular
ist. O

Es gilt folgender

Satz 2.3.2. Gegeben sei eine durch (B) definierte irreduzible kubische Fliche F3, die kein Kegel
ist. So sei ein singuldrer Punkt dieser Fy. Dann gibt es Gerade durch Sy, die ganz auf F3
liegen. Die Anzahl dieser Geraden ist < 6, und es kann jeder dieser Geraden eine Vielfachheit
p zugeordnet werden, sodass die Vielfachheitssumme 6 betrdgt.

Beweis.

o In einem geeigneten Koordinatensystem (vergleiche Bemerkung ) habe Sy die Koor-
dinaten (0,0,0,1).

e Man kann dann den Geraden durch Sy die Schnittpunkte der Ebene Py : 3 = 0 mit
den Koordinaten (zg,z1,z2) eineindeutig zuordnen. Wir haben schon gesehen, dass eine
Fliache mit der Singularitit Sp = (0,0,0,1) eine Gleichung der Gestalt (@) hat. Die
beiden Kegelgleichungen ag(xo, z1,z2) = 0 und as(zg, z1,22) = 0 stellen, eingeschriankt
auf die Ebene Ps, Gleichungen von Kurven ko und ks dar.

o Hitten diese zwei Gleichungen gemeinsame Faktoren (in diesem Fall hatten die beiden
Kurven gemeinsame Bestandteile), wiirde die Fj zerfallen. Da dies nicht der Fall ist, folgt
aus dem Satz von Bezout (Satz ), dass k2 und k3 maximal sechs gemeinsame Punkte
besitzen (o < 6), wobei die Vielfachheitssumme der Schnittpunkte 6 betragt.

o Da sowohl ay(zg,z1,22) = 0 als auch as(zg,x1,22) = 0 Gleichungen von Kegeln sind,
gehen durch diese 0 Punkte Gerade durch Sy (siehe Bemerkung ), die ganz auf der
F3 liegen (alle Punkte dieser Geraden liegen namlich sowohl auf as (g, 21, 22) = 0 als auch
auf ag(xg, z1,22) = 0, wodurch die Gleichung (R.2) der Fj fiir diese Punkte erfiillt ist; siehe
auch Abbildung ) und denen als Vielfachheiten p die Vielfachheiten der Schnittpunkte o
zugeordnet werden.
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Abbildung 2: Schnittgeraden eines quadratischen und eines kubischen Kegels mit gemeinsamer
Spitze

o Umgekehrt sei P; eine Gerade durch Sy = (0,0,0, 1), die ganz auf der irreduziblen kubi-
schen Flache F3 mit der Singularitdt Sy der Vielfachheit 2 liegt. Diese Gerade hat sicher
einen Schnittpunkt (pg, p1,p2,0) mit der Ebene P : £3 = 0 und kann daher durch eine
Parameterdarstellung xg = pupo, x1 = pp1, ro = ups, 3 = A angegeben werden. Setzt man
diese Geradendarstellung in die Gleichung @) der Fj ein, so erhélt man

Aaz(fepo, pp1, p2) + a3(ppo, pp1, p2) = 0.

Aus as und a3 lassen sich p? bzw. p? herausheben (vergleiche dazu mit der expliziten
Darstellung von as und a3 in (R.3)). Wir erhalten also

12 (Aaz(po, p1, p2) + paz(po, p1,p2)) = 0,

und da die Gerade P; ganz auf der F3 liegen soll, muss dieser Ausdruck identisch ver-
schwinden. Das kann aber nur passieren, wenn der Punkt (po, p1, p2, 0) so gewéhlt ist, dass

a2(p07p17p2) =0 und a3<p07plap2) =0 gllt
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Abbildung 3: Eine kubische Fliche mit zwei isolierten Singularititen (affine Gleichung: 3 +
iz + 222 — 22 =0)

Abbildung E zeigt zur Visualisierung des Sachverhalts aus Satz einen quadratischen Kegel
as und einen kubischen Kegel a3 mit gemeinsamer Spitze Sp. G1 und H; sind Schnittgeraden
der beiden Kegel.

Bemerkung 2.3.3. Gehen mehr als sechs Gerade durch Sy, die ganz auf der F3 liegen, so ist die
F3 entweder ein Kegel mit Spitze Sy, oder sie zerfallt, wobei ein solcher Kegel als Teil auftritt.

Im Abschnitt werden wir eine Projektion der kubischen Flichen mit isolierter Singularitat
auf eine Ebene entwickeln. Dadurch erhélt man rationale Parameterdarstellungen dieser Fla-
chen.

Eine kubische Flache F3 kann mehr als einen singulédren Punkt besitzen ohne zu zerfallen (siche
beispielsweise Abbildung E) Es gibt 20 verschiedene Typen von Flachen F3 mit r < 4 isolierten
Singularitdten, wobei man bei jeder einzelnen Singularitit noch zwischen den drei Moglichkei-
ten — konisch, biplanar, uniplanar — zu unterscheiden hat. Wie schon am Beginn des Kapitels
angemerkt, werden wir hier auf eine genaue Klassifikation der kubischen Flachen mit Singula-
ritat verzichten (Leserinnen und Leser seien hierzu auf Sturm [@] und eine Diplomarbeit von
Reimann [] verwiesen) und nur den Fall, dass die F3 genau r = 4 isolierte Singularitdten be-

sitzt, ndher betrachten. Dabei werden wir gleichzeitig zeigen, dass es nicht mehr als vier solche
Singularitdten geben kann. Dazu bendtigen wir zuerst folgenden

Satz 2.3.4. Besitzt eine durch (ﬂ ) definierte kubische Fliche Fs mehr als zwei Singularititen
auf einer Geraden G, dann ist jeder Punkt von Gy singuldr fiir Fs.

Beweis. In einem geeigneten Koordinatensystem seien zwei singuldre Punkte Ag und By einer
kubischen Flache F3 gegeben durch Ay = (0,0,0,1) und By = (0,0, 1,0). Aus Bemerkung
erhalten wir wieder, dass wegen der Lage von Ay die hochste Potenz von z3 in (Jl) 1 sein muss.
Analoges erhélt man fiir x2 wegen der Lage von By. Dadurch gelangt man zu einer Darstellung
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der F3 durch eine Gleichung in der Form
f(zo, x1, 22, x3) = xaw3ai(xo, 1) + x2bo(zo, 1) + x3c2(T0, 1) + d3(xo, 1) =0, (2.5)

wobei aq, ba, c5 und ds jeweils bindre Formen in zy und z1; vom Grad ihrer Indizes sind. Schreibt
man diese Formen ausfithrlich auf, erhélt man

f (20,21, 29, 23) = Tox3(ai0zo + a1121) + To(b2xs + barzoxs + baor?) (2.6)
+ x;;(czox% + o101 + czzx%) + dgoxg + dglxgaq + dggx()x% + d33$? =0,
(2.7)

und die ersten partiellen Ableitungen sind dann

of

a—mo(xo, x1,x2,x3) = a1pr2x3 + x2(2b20zo + b2121) + x3(2¢2020 + C2171)
+ 3d30x% + 2ds1x011 + d32.’1]%

gxfl(wo, T1, X9, T3) = a117273 + T2(2b2271 + b2120) + 3(2c2271 + C2170)
+ 3dz3x} + 2dsazom1 + d31 7

;m(ﬂﬁo, T1, 29, v3) = 3(a1020 + a1171) + baowd + bar oy + baow?

0

2 2
Den (x0, x1, 22, 23) = x2(a10T0 + a1121) + c20xh + C212021 + C2207
3

Auf der Verbindungsgeraden G; von Ay und By, die als Trager des durch

Tro —

z1 =0

(kurz zp = z1 = 0) definierten Ebenenbiischels angegeben werden kann, liege jetzt noch ein
weiterer singuldrer Punkt Cy der Flidche F3. Da man wegen der Homogenitét gegebenenfalls die
Koordinaten von Ay und By noch entsprechend skalieren kann, kénnen wir fiir Cy den Punkt
(0,0,1,1) wahlen. Verlangt man jetzt, dass die partiellen Ableitungen von (@) fir den Punkt
Cop gleich 0 sind, so erhélt man durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes in die partiellen
Ableitungen die Beziehungen

of

87Co(o,o, 1,1) = a;o =0
gi(o,o, 1,1) =ay;; =0
52(0,0,1,1) =0
553(0,0,1,1) =0

und damit die Bedingung, dass a1 (xo,x1) identisch verschwinden muss. Unsere F3 hat also eine
Gleichung der Gestalt

f(xo, 1, T2, 23) = 29 (bood 4 barow1 + bog?)

+ x3(c207d + 10wy + c2077) + d3oxy + dz17w1 + daawox? + dszat =0
(2.8)
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mit den partiellen Ableitungen

0

83{0(1’07 1, T2, 73) = T2(2b2oT0 + b2171) + 3(2c2070 + c2171) + 3dz0f + 2ds12071 + dsoat
0

8701(330’ T1, %2, 13) = 22(2boax1 + ba10) + 23(2c2221 + c2170) + 3dsza? + 2dzarory + d312d
9 2 2

8702(%’ x1, T2, 23) = (boox§ + ba17ox1 + boowy)

15)

—— (w0, 71,2, T3) = (Co0xf + ca170T1 + Co227).
81’3

Damit verschwinden aber fiir jeden Punkt der Geraden G : g = x1 = 0 alle partiellen Ablei-
tungen. ]

Bemerkung 2.3.5. Aus der Gleichung (@) kann man ablesen, dass die Verbindungsgerade G;
von zwei singuldren Punkten einer F3 immer schon ganz auf der Fliche liegt. Eine Gerade
G1 C F3, deren Punkte alle singulér fir F3 sind, heifit singulidre Gerade von Fj.

Unter Verwendung dieser Ergebnisse erhalten wir den

Satz 2.3.6. Fine durch (E) definierte irreduzible kubische Fldache F3, die kein Kegel ist und nur
endlich viele isolierte Singularititen besitzt, kann hochstens vier solche Punkte besitzen.

Beweis.

1.
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Nach Satz diirfen maximal zwei singuldre Punkte Ay und By einer F3 auf einer
Geraden liegen, ansonsten ist schon die ganze Gerade singular fiir die Fléche. Drei Singu-
laritaten Ag, By und Cy einer F3 miissen daher eine Ebene aufspannen.

. Der Schnitt einer Ebene mit einer Fliche F3 ist nach Bemerkung eine ebene Kurve

k3. Im Fall einer Ebene, die drei singuldre Punkte Ag, By und Cy der Fliache F3 enthélt,
zerféllt diese ks in die _drei Verbindungsgeraden dieser Singularititen, da diese Geraden
nach der Bemerkung schon ganz auf der F3 liegen miissen.

. Soll ein weiterer singuldrer Punkt Dg der F3 in derselben Ebene liegen, kann er also nicht

auferhalb dieser drei Verbindungsgeraden liegen (dann wére der Schnitt von Ebene und
Fldache mehr als die k3). Nach dem Satz wére dann aber schon die ganze Gerade
singulér fir die Flache.

. Vier Singularitdten miissen also linear unabhéngig sein. Sie spannen ein Grundtetraeder

Ao, By, Co und Dy auf.

. Soll ein weiterer singuldrer Punkt &y der F3 auf dem Grundtetraeder liegen, so muss er

wiederum in einer der durch drei der vier Punkte aufgespannten Ebenen liegen, was wegen
3. nicht moglich ist.

. Liegt & aufBlerhalb des Grundtetraeders, so kann man die Verbindungsgerade G; von Ajg

und &y bilden. Diese muss nach der Bemerkung auch ganz auf der Fj liegen. G; hat
jedoch auch einen Schnittpunkt Fy mit der durch By,Cy und Dy aufgespannten Ebene
(siehe Abbildung @) In dieser Ebene lage dann aber aufler den drei Verbindungsgeraden
der singuléren Punkte auch noch der Punkt /y und damit wieder mehr als eine k3.
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Abbildung 4: Grundtetraeder mit singuldaren Eckpunkten

Bemerkung 2.3.7. Im letzten Punkt des Beweises von Satz konnte & auch eine nicht
isolierte Singularitét sein.

Fiir die irreduziblen kubischen Fldchen mit genau vier isolierten Singularititen gilt der folgende

Satz 2.3.8. Irreduzible kubische Fldachen Fs mit genau vier isolierten singuldren Punkten sind
zueinander projektiv dquivalent (das heifit, dass es eine Darstellung in einer Normalform gibt,
die nicht von Koeffizienten abhdingt).

Beweis. Wihlt man die vier singuldren Punkte der Fj als die Ecken des Koordinatensystems

Ao = (1,0,0,0)
By =(0,1,0,0)
Co =(0,0,1,0)
Dy = (0,0,0,1),

so erhélt man aus der Gleichung (m) der Fj3 eine Darstellung der Form

(W0, Y1, Y2, y3) = aoy1y2y3 + a1yoy2y3 + a2yoy1y3 + asyoyiy2 = 0, (2.9)

da keine der vier Variablen in einer hoheren Potenz als 1 auftreten darf. Dabei diirfen auch
die a;,7 = 0,1,2,3 nicht verschwinden, da sich andernfalls aus der Gleichung (@) ein Faktor
abspalten liefle und die F3 reduzibel wire. Fithrt_ man nun durch die projektive Kollineation
yi = a;x; neue Koordinaten ein, erhilt man aus (@) durch Kiirzen des gemeinsamen Faktors
apaiasas die Gleichung

f(zo,x1, 2, 23) = 12923 + Tox2X3 + Tox123 + Tor1x2 = 0. (2.10)

Damit haben wir die projektive Aquivalenz aller F3 mit vier singuldren Punkten gezeigt.

Noch ist aber nicht klar, ob die F3 mit der Gleichung () nicht noch weitere Singularitidten
besitzt. Aus dem Beweis von Satz bzw. der Bemerkung wissen wir zumindest schon,
dass es keine weiteren singuldren Punkte auflerhalb des Grundtetraeders geben kann. Wére
aber zum Beispiel die ganze Gerade Gy : g = x1 = 0 des Grundtetraeders fiir die F3 singulér,
so miusste jede Ebene durch G; die Fj in einer ebenen Kurve k3 schneiden (wir werden diese
Schnittkurve spéter auch explizit im Beweis von Satz angeben), die in jedem Punkt von
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G1 singulér ist (siehe Satz ) Betrachtet man jedoch die Ebene xy = 0, so sieht man, dass fiir
deren Schnitt mit der F3 die sich ergebende k3 in drei verschiedene Gerade (x1 = 29 = 23 = 0;
G1 und zwei weitere Gerade) zerfallt (und nicht in die nach dem Beweis von Satz fiir den
ebenen Schnitt durch G; notwendige fiir den Schnitt doppelt zu zdhlende Gerade G; und eine
weitere Gerade). Die Gerade G ist also nicht in jedem Punkt singulér fir k3 und damit auch
nicht fir F3. O

Im Abschnitt @ werden wir weiter unten noch die Dualfliche zu einer kubischen Fldche mit
genau vier isolierten Singularitdten betrachten. Nun wollen wir die kubischen Flachen mit einer
singuldren Geraden néher betrachten.

2.3.2 Kubische Flachen mit singularen Geraden

Wir haben in Satz bereits gesehen, dass jeder Punkt einer Geraden G; singulér fiir eine
F3 ist, wenn dies schon fiir mehr als zwei Punkte der Gy gilt. Nun erhélt man folgenden

Satz 2.3.9. Eine irreduzible kubische Fliche F3 mit einer singuldren Geraden G1 C F3 ist eine
Regelfiiche und besitzt keine weiteren singuldren Punkte.

Beweis.

e I3 sei eine irreduzible kubische Flache und G; C Fj eine singulédre Gerade der F3. Weiters
sei & eine beliebige Ebene durch G;.

e Da die Fj irreduzibel ist, kann nicht schon die ganze Ebene & zur F3 gehoren.

¢ Damit schneidet & nach dem zweiten Punkt in der Aufzdhlung am Beginn des Abschnitts
die Flache F3 in einer ebenen kubischen Kurve k3. Wir werden diese Schnittkurve
spater auch explizit im Beweis von Satz angeben. Teil dieser k3 ist die Gerade G;
und die k3 ist nun auch fiir jeden Punkt von G singulér (siehe Satz ) Die ks zerfallt
also in die nach dem Beweis von Satz fiir den Schnitt doppelt zu zédhlende Gerade
G1 und eine weitere Gerade H;, die ebenfalls ganz auf der Fj liegt.

e Nun kann man die Ebene & innerhalb des Ebenenbiischels mit der Trégergeraden G;
beliebig varieren und erhilt so Gerade H; durch jeden beliebigen Punkt der F3. Damit ist
die F3 eine Regelfldche.

o Angenommen es gidbe auf der F3 einen weiteren singuldren Punkt Sy auflerhalb der Ge-
raden G;. Dann musste aber die Ebene

Fo=G1USy

die Fliache F3 in einer zerfallenden kubischen Kurve ks schneiden, die in jedem Punkt von
G1 und in Sy singulér ist. So eine k3 gibt es jedoch nicht.

O]

Bemerkung 2.3.10. Aus dem Satz m lasst sich unmittelbar ablesen, dass die Schnittkurve
einer beliebigen Ebene &, die eine singuldre Gerade Gy einer irreduziblen kubischen Flédche F3
enthélt, mit der F3 entweder einen Punkt Gy der Vielfachheit s = 3 besitzt (siche Abbildung
a) oder jeder Punkt der Gerade G; zéhlt fiir sie dreifach (sieche Abbildung B) Das héngt davon
ab, ob die Schnittkurve aus zwei verschiedenen Geraden G; und H; oder nur aus der Gerade G;
besteht. Wir erhalten den folgenden
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Abbildung 5: Dreifacher Schnittpunkt Abbildung 6: Dreifache Schnittgerade

Satz 2.3.11. Gegeben sei eine irreduzible kubische Fliche Fs mit einer singuldren Geraden
G1 C Fs. Ordnet man jedem Punkt Gy der Geraden Gy die Fbene durch Gy zu, fiir deren
Schnittkurve mit der Fliche der Punkt Gy ein dreifacher Punkt ist, so wird dadurch eine (1,2)-
Korrespondenz K (vergleiche Abschnitt ) definiert (und damit auch eine Involution der
Ebenen), wobei gilt

o zerfdllt k, so ist die F3 ein Kegel,

o zerfallt k nicht, so ist die F3 kein Kegel und alle Punkte von Gi sind biplanar bis auf
entweder zwet oder einen uniplanaren Punkt, je nachdem, ob k reguldr oder parabolisch
1st.

Beweis.

o Wir wéhlen ein Koordinatensystem so, dass die singuldre Gerade einer irreduziblen ku-
bischen Fliache F3 beschrieben wird durch Gy : xp = 21 = 0. Aus dem Beweis von Satz
wissen wir schon, dass die F3 dann dargestellt werden kann durch eine Gleichung
der Gestalt (R.§), wobei man durch entsprechendes Herausheben die Form

ba1 21
f(xo, 1, 72, 23) = 23 (baow2 + coox3) + 2woﬂﬁl(? T2+ o x3)
d3q
—X

d
3 (2)561 + 3£$0$% + d33$i1)) =0

+ 22 (bogag + c203) + d3oxd + 3 3

erhélt. Fiir eine tibersichtlichere Darstellung ersetzen wir die Koeffizienten dieser Gleichung
und erhalten

f(.%'(), r1, T, 333) = a:g(agxg + a3x3) + 22021 (bg&?g + b3.’L‘3) + x%(CQ.fQ + 631'3)
+ doxd + 3dyxiry + 3daxox? + dyxi = 0. (2.11)

Dabei diirfen die a;, b; und ¢; nicht alle verschwinden, da andernfalls die F3 in ein Ebenen-
tripel durch G; (die Gleichung der F3 hingt dann nur mehr von xy und x; ab) zerfallen
wiirde.

e Das Ebenenbiischel mit der Tragergerade G; enthélt die Ebenen g = 0 und z; = 0 und
kann daher angegeben werden durch die Gleichung

arg — fry =0,

59



60

wobei («, 5) # (0,0) gelten muss. Daraus ergibt sich fir eine beliebige Ebene Ga durch G;
eine Parameterdarstellung der Gestalt

o =a\x1 = BN\ x9=p,x3 =1 (2.12)
wmit (o, 8) # (0,0).

Die Schnittkurve k3 der F3 mit der Ebene Gy erhdlt man nun durch Einsetzen dieser
Darstellung in die Gleichung () Dabei sind jetzt (A, i, v) die Parameter in der Ebene
Go, und man bekommt durch entsprechendes Umformen

N2 (a® (agp + azv) + 208(bopi + bsv) + B2 (cop + c3v))
+ A3 (doa® + 3d10%B + 3daa S + d3%) = 0.

Fir A = 0 erhdlt man wieder die doppelt zu zidhlende Gerade G; und sieht auch durch

Bilden der partiellen Ableitungen, dass diese Gerade fiir die k3 singulér ist.
Ein Punkt Gy = (0,0, u,v) € Gy ist demnach dreifach fir die k3, wenn

a®(azp + azv) + 2aB(bap + bav) + B (cop + c3v) = 0
gilt.

Diese Gleichung definiert nach dem Abschnitt aber genau eine (1,2)-Korrespondenz
k. Dabei sind den Punkten Gy € G; im allgemeinen zwei Ebenen aus dem Ebenenbiischel
um G; zugeordnet.

Zerfillt nun die Darstellung von k in zwei Faktoren, die jeweils nur mehr von « und
bzw. p und v abhéngen, also

(Agp + Agl/)(BoOéQ + 2B1af + B2/32) =0,
so erhdlt man unter Riickverfolgung der obigen Schritte eine Darstellung der F3 durch
f(l'(), x1,T2, .1‘3) = (AQI‘Q + A3£C3)(BQ$% =+ 231.1‘01’1 + ng%)
+ dol‘g + 3d1$3l‘1 + 3d2$gl‘% + dgx? = 0.

Durch Bilden der zweiten partiellen Ableitungen sieht man leicht, dass der Punkt Gy =
(0,0, Ag, —Ay) € F3 fiir die F3 singuldr mit der Vielfachheit s = 3 ist. Also ist die F3 ein
Kegel mit der Spitze Gy.

Ist umgekehrt die F3 ein Kegel mit der Spitze Gy = (0,0,0,1) (durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems) und der singuldren Geraden G; : 29 = x; = 0, so kann wegen
der Vielfachheit s = 3 des Punktes Gy die Unbekannte x3 in der Gleichung () gar
nicht mehr auftreten. Damit verschwinden ag, bs und c¢3 und in weiterer Folge zerfallt die
Gleichung von x in

p(age? + 2bgaf + 25°),
also in zwei Faktoren, die nur mehr von o und 8 bzw. p (und v) abhéngen.

Betrachten wir schlieSlich irreduzible Flachen F3 mit einer singuldren Geraden G : xg =
x1 = 0, die keine Kegel sind, so zerfillt s nicht.



o Die zu jedem Punkt Gy = (0,0, u,v) € Gy bei k korrespondierenden Ebenen sind gerade
diejenigen, in die der Tangentialkegel von Gy zerféillt. Um das einzusehen, wihle man die
Parameterdarstellung einer Geraden durch Gy und einen beliebigen unbestimmten weiteren
Punkt (o, 3,7,0) auerhalb von G; (also eine beliebige Gerade durch Gy ungleich G;, das
heifit (o, B) # (0,0)) mit

Ty = oa,r1 = 0f, T2 = pp+ 07,x3 = pv + 00

und bilde den Schnitt mit der F3. Dann erhélt man durch entsprechendes Herausheben
die Gleichung der Schnittpunkte in (o, p) mit

po?(a?(agp + azv) + 208 (bap + bsv) + B2(cop + c3v)) + a(...) = 0.

Damit ist der Punkt Gy (entspricht o = 0) dreifach fiir den Schnitt der Geraden mit Fj,
wenn

a?(agp + azv) + 2aB(bap + bsv) + B (cap + c3v) =0

gilt, da (o,p) # (0,0) erfiillt sein muss. Das heiit aber, dass alle diese Geraden einen
in Ebenen zerfallenden Kegel bilden und gleichzeitig ist das die Gleichung von x, da der
Punkt («, 8,7, 0) wie bekannt genauso der Punkt sein kann, auf dem die obige Parame-
terdarstellung einer beliebigen Ebene durch G; beruht.

e Aus dem Abschnitt m wissen wir, dass die so erklarten Paare von Ebenen eine Involution
bilden, die entweder regular oder parabolisch sein kann. Im regulédren Fall gibt es zwei, und
im parabolischen Fall einen uniplanaren Punkt (Anzahl der Fixpunkte) auf der Geraden
G1, wihrend die iibrigen Punkte von G; alle biplanar sind.

O]

2.4 Kubische Regelflachen

Bevor wir uns den Regelflichen konkret zuwenden, bendtigen wir einige Eigenschaften von
Geraden auf irreduziblen kubischen Fléchen.

Satz 2.4.1. Gegeben sei eine nicht singulire Gerade Gy auf einer irreduziblen kubischen Fldche
F5. Wir wissen bereits, dass beim Schneiden der Fs mit einer beliebigen Ebene Gy durch Gy die
Schnittkurve in die Gerade Gy und einen Kegelschnitt ko(Go) zerfallt. Ordnet man bei Verdande-
rung der Ebene Go im Biischel mit der Tragergerade Gy die Schnittpunkte ko(Ga) NG1 = {So, To}
der Ebene Go zu (siehe Abbildung H), so erhalt man eine (1,2)-Korrespondenz k. Dabei ist k
genau dann reguldr, wenn auf G1 keine singuldren Punkte der F3 liegen.

Beweis.

e Wir wihlen das Koordinatensystem wieder so, dass G; : 9 = x1 = 0 gilt. Die Punkte
(0,0,1,0) und (0,0,0,1) liegen auf dieser Geraden. Erstellt man mit Hilfe dieser Punkte
eine Parameterdarstellung

zo=0,11 = 0,23 =\, z3 =1
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g1 So .

k2(G2)

Abbildung 7: Zerfallende Schnittkurve der kubischen Flédche mit einer Ebene durch eine Gerade

62

der Flache

der Geraden G; und setzt diese in die allgemeine Gleichung einer kubischen Fléche (m) ein,
erhdlt man

A\ + agoa N2 + azazu® + agssp® = 0.

Da die Gerade Gy ganz auf der F3 liegen soll, muss dieser Ausdruck identisch verschwinden,
und damit gilt fiir die Koeffizienten

(222 = G23 = 233 = azz3 = 0.
Durch entsprechendes Umformen erhalten wir so aus (ﬂ) eine Gleichung der Gestalt

f(xo, 21,2, 73) = w0(a2073 + 2a037273 + az373) + 71 (b3 + 2bozows3 + b3zx3)
+ x%(ang + agl‘g) + 2(1501‘1(1)21‘2 + b3$3) + 11%(02562 + 63333)
+ doxy + 3d1x§T1 + 3damozt + dsat = 0. (2.13)

Weil G; keine singulére Gerade fiir Fj ist, diirfen in dieser Darstellung nicht gleichzeitig alle
a;; und b;; verschwinden (betrachte dazu die partiellen Ableitungen von f ()—(@),
die dann fir alle Punkte (0,0, ¢, d) € G; gleich 0 wéren).

Wir wihlen fiir eine Ebene Gy durch G; wieder die Parameterdarstellung () und erhal-
ten durch Einsetzen in (2.13) und entsprechendes Umformen eine Gleichung der Schnitt-
kurve in den Parametern (A, i, v) der Ebene Gs als

Ma(agop® + 2a93pv 4 azzv?) + B(baap? + 2bozpv + bazv?))
+ X (?(agp + azv) + 2a8(bap + bav) + B2 (cap + czv))
+ M (doo® + 3d10%B + 3daaff? + d3f53) = 0.

Dabei ist durch A = 0 die Gerade G; gegeben. Spalten wir diese Gerade ab, erhalten wir
den Kegelschnitt ky(G2) durch

(a(agap® + 2a03pv + azzv?) + B(baap® + 2bazpr + bszv?))
+ Ao (agp + agv) + 2aB8(bap + bav) + 57 (copt + c3v))
+ \2(doo® + 3d10”B + 3daa 8% + d3 %) = 0.



e Schneidet man jetzt den Kegelschnitt mit der Geraden G, die in der Ebene G5 dargestellt

ist, durch A = 0, erhélt man fiir die (i, v)-Koordinaten der Schnittpunkte die Beziehung
O[(CLQQ/,LQ + 2a93uv + 033V2) + 5(622#2 + 2boguv + b33V2) =0,

und diese Gleichung definiert die behauptete (1,2)-Korrespondenz x (und damit nach
Bemerkung auch eine Involution auf G;), wenn man davon ausgeht, dass die Para-
meterdarstellung der Ebene etwa auf dem Punkt (v, 3,7, d) beruht.

Ist x nicht regulér, so verschwinden entweder alle a;; oder alle b;;, oder die Formen

agapi® + 2a93pv + aszr? = 0 (2.14)
bQQIMQ + 2boz v + b331/2 =0 (2.15)
haben eine gemeinsame Wurzel (¢ = ¢,v = d) (vergleiche dazu wieder Abschnitt )
Falls eines der beiden Polynome identisch verschwindet, sei einfach (1 = ¢,v = d) eine

Wurzel des anderen. In jedem Fall ist der Punkt (0,0,¢,d) € G; singular fiir F3. Bildet
man namlich die partiellen Ableitungen fiir (), so erhalt man

of

6760(530, T1,72,73) = (a20x3 + 2a937273 + azzx3) + 220(azrs + azxs)
+ 21 (bawa + baxz) + 3doxd + 6dy 0wy + 3da?, (2.16)
of
8701(370, T1, T2, 73) = (baoa3 + 2bogxom3 + b33a3) + 270 (bax2 + b3xs)
+ 2.%'1(62332 + 031'3) + 3d11‘% + 6doxor1 + 3d3x%, (2.17)
0
%(1‘0, T1,T2,73) = 20202072 + 24232073 + 2ba2r172 + 2bozr123 + agwd 4+ 2bowoxy + Co1],
2
(2.18)
of

871:3(%’ 71,72, T3) = 2237072 + 2337073 + 2bozT172 + 2b33T173 + azwd + 2bswoxy + C377,
(2.19)

und fir den Punkt (0,0, ¢, d) gilt
of

(97&70(07 0,c, d) = a2202 + 2a93cd + a33d2
8f 2 2
87331(07 0, C, d) = bQQC + 2b230d + bggd

of

Yr d) —

B2y (0,0,¢,d) =0

of

—(0,0,¢,d) =0

8£U3( , U, C, ) )

wobei (¢, d) eine gemeinsame Wurzel von (M) und (M) ist. Daher sind die Ableitungen
fiir den Punkt (0,0, ¢, d) alle 0.

Ist umgekehrt der Punkt Gy = (0,0,¢,d) € G; singulér fiir die F3, dann miissen die par-
tiellen Ableitungen von f (siehe (R.16)-(R.19)) fiir Gy verschwinden. Damit verschwinden
aber auch die Polynome (M) und (R.1§) fur 4 = ¢ und v = d. Also haben die beiden
Polynome eine gemeinsame Wurzel und die Korrespondenz x ist nicht regulér.
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Bemerkung 2.4.2. Bei den nicht-reguléren Korrespondenzen des vorigen Satzes kommt Folgendes
vor:

Es existiert mindestens eine Ebene durch Gy, zu der nicht nur zwei oder einer, sondern unendlich
viele Punkte von G; korrespondieren.

Daraus folgt die Tatsache:
Korollar 2.4.3. Eine Gerade Gy liege auf einer irreduziblen kubischen Fliche F3. Dann gilt:
G1 enthdlt genau dann singulire Punkte der Fs, wenn es eine Ebene durch Gy gibt, deren

Schnittkurve mit der F3 in die doppelt zu zdhlende Gerade G1 und hochstens noch eine weitere
Gerade zerfillt.

Wir benétigen noch eine

Definition 2.4.4 (Voll zerfallender Schnitt). Man bezeichnet jene Schnittkurven k3 einer kubi-
schen Fléche mit einer Ebene als voll zerfallend, die in drei nicht notwendigerweise verschiedene
Gerade zerfallen.

Nun erhalten wir einen Satz, der spéter bei den singularitdtenfreien kubischen Fldchen noch
eine Rolle spielen wird.

Satz 2.4.5. Gegeben sei eine Gerade G1 auf einer irreduziblen kubischen Fldche Fs. Betrachtet
man alle Schnitte der F3 mit einer Ebene Gy durch Gi, so gibt es zwei Méglichkeiten:

o Alle ebenen Schnitte durch G1 zerfallen.

o FEs existieren nur endlich viele voll zerfallende ebene Schnitte durch Gi — und zwar min-
destens einer und héchstens finf.

Der erste Fall ist fiir singularititenfreie kubische Fldachen nicht méglich, und es gibt fiir diese
immer genau finf voll zerfallende ebene Schnitte (siehe Abbildung ).

Beweis.

e Zunichst gehen wir so vor wie zu Beginn des Beweises von Satz . Wir wahlen das
Koordinatensystem so, dass G : x9p = 1 = 0 gilt und wir fiir die irreduzible kubische
Flache F3 eine Gleichung der Gestalt (@) erhalten. Setzt man wieder die Parameterdar-
stellung () einer Ebene Gy durch Gy in die Gleichung der F3 ein, so erhilt man nach
Abspaltung der Geraden G; (entspricht A = 0) die Gleichung des Kegelschnitts k2(Gs) in
den Parametern (\, i, v) der Ebene als

(aagap® 4 2ag3pv + azzv?) + B(baap® + 2bazpr + bszv?))
+ Ma?(aop + agv) + 2aB(bops + bsv) + B2 (cop + c3v))
+ X2 (dga® + 3d1a?B + 3dyaf? 4 d3B3) = 0.

Durch entsprechendes Umformen erhélt man
X2 (door® + 3d10%6 + 308 + d %) + 27n(a + bpaf + 2 57)
as

+ 2)\1/(?042 + bzaf + %3/32) + 12 (agzor + b223)
+ uv(agza + basf) + 12 (asza + bszf) = 0.
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Abbildung 8: Fiinf voll zerfallende ebene Schnitte

o Aus dem Abschnitt wissen wir, dass dieser Kegelschnitt genau dann zerfallt, wenn
doo® + 3d102B + 3daa 8% + d3 2 Lo’ +baf + 2587 Ba? + byaf + B

2a? + byafS + 4 azocr + b3 agza + bas 3
La? + byaff + § 62 azza + basf3 asza + bszf
=H(a,8)=0

gilt.
o Durch Berechnung der Determinante H(«, ) sieht man, dass diese eine bindre Form in «
und 8 vom Grad 5 ist. Es ergeben sich folgende Moglichkeiten:
— H(a, B) verschwindet identisch.
— H(a, B) ist ein Produkt von hochstens 5 verschiedenen Linearfaktoren in o und .

Im ersten Fall zerfallen alle Schnitte mit einer Ebene durch G; voll (die Determinante
ist unabhéngig von o und f immer 0) und im zweiten Fall gibt es mindestens einen voll
zerfallenden Schnitt durch G; (es gibt mindestens einen Linearfaktor) und maximal finf.
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e Wir setzen nun voraus, dass die F3 irreduzibel und singularitétenfrei ist. Go sei eine Ebene
durch G, die die Fj voll zerfallend schneide. Aus Korollar (angewandt auf jede der
drei Geraden) wissen wir dann, dass Ga N F3 aus drei verschiedenen Geraden bestehen
muss. Es bleiben noch zwei Félle zu unterscheiden:

— Go N F3 sind drei Gerade ohne gemeinsamen Punkt
— Go N F3 sind drei Gerade mit gemeinsamem Punkt
e Go N F3 seien drei Gerade ohne gemeinsamen Punkt. Wir wéhlen die Koordinaten so,
dass zusatzlich die Ebene Gy durch xg = 0 und das Dreiseit Go N F3 durch xizox3 = 0
beschrieben wird. Setzt man Parameterdarstellungen
ro=x2=0:20=0,21 = N\2z2o=0,23 =p

xo=x3=0:20=0,21 = A\,x0 = p,x3 =0
der beiden anderen Geraden in die Gleichung () der F3 ein, erhdlt man

b3z Au? + 3\ 4 dz\3 = 0 (2.20)
bzw. bagAp® 4+ coX*p + ds\? = 0. (2.21)

Da die beiden Geraden ganz auf der F3 liegen, miissen die Ausdriicke (M) und (51])

identisch verschwinden und man erhélt

bog = b3z = cy = c3 = d3 = 0.
Die Gleichung der F3 hat dann die Gestalt

f(xo, 21,2, 73) = mo(a2r3 + 2a232273 + az3x3) + 2ba3x1T273
+ x%(agl'g + a3$3) + 2.%0.%‘1([)23}2 + ngg)
+ dol’% + 3d11‘(2)$1 + 3d2$0l‘% =0.
Dabei muss bog # 0 gelten, da sonst der Faktor xg = 0 abgespalten werden kénnte und

die F3 somit zerfallen wiirde. Auflerdem muss do # 0 gelten, andernfalls wére der Punkt
(0,1,0,0) singular fiir die F3. Betrachte dazu die partiellen Ableitungen

0
83{0(%’ T1, T2, 73) = (2273 + 2023273 + assx3) + 220(azw2 + azws)
+ 2$1(b2$2 + bglbg) + 3dol‘(2) + 6di1xor1 + 3d233%
0
87@(950’ x1, T2, x3) = 2bogroxs + 2x0(baxa + b3xs)
+ 3d11’(2) + 6d2x0x1
0
87@(.%0, x1,T2, .%'3) = 2a99x0To + 2a93x0T3 + 2b93r1x3 + CLQZ% + 2boxox1
0
8763(960, T1, T2, T3) = 2423702 + 2337073 + 2ba3T172 + azxd + 2bswoz,
die fiir den Punkt (0, 1,0,0)
of of of of
—(0,1,0,0) = dy, —(0,1,0,0) =0, —(0,1,0,0) =0, —(0,1,0,0) =0
81'0(”7) 27ax1(777> ’8(E2(”’) 781.3(777)
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ergeben. Berechnet man nun H(«, ), erhilt man
H(o, B) = —3dabys a8 + hohere Potenzen in o
————
#0

Damit verschwindet H(c, ) sicher nicht identisch und hat die zur Ebene Go gehorige
Wurzel (o, ) = (0,1) (vergleiche dazu mit der Parameterdarstellung der Ebene (@ )
der Vielfachheit 1.

N

Go N F3 seien nun drei Gerade mit gemeinsamem Punkt. Wir wéhlen die Koordinaten
so, dass zusétzlich die Ebene Gy durch xy = 0 und das Geradentripel Go N F3 durch
x122(x1 + x2) = 0 beschrieben wird. Setzt man Parameterdarstellungen

xo=x3=0:20=0,21 = A\x2o =0,23 =p

xo=x1+a2=0:20=0,21 = A,z = -\, 23 =L
der beiden anderen Geraden in die Gleichung () der Fj ein, erhilt man
bazAu? + 3\ 4 dz\3 = 0 (2.22)
bzw. boo A3 — 20030211 + b3z Ap® — oA 4+ e3 A2+ ds\® =
M3 (bao — €2 + d3) + N2 p(—2ba3 + ¢3) + bszAp? = 0. (2.23)

Da die beiden Geraden ganz auf der Fj liegen, miissen die Ausdriicke (M) und (M)
identisch verschwinden und man erhélt aus (@)

bsz=c3=d3 =0
und aus ()
baa — ¢z + dg = —2bgz + c3 = bgz = 0.
Das ergibt in Summe
bog = b3z = c3 = d3 = 0 und boy = co.
Die Gleichung der F3 hat dann die Gestalt
f(z0, 21, 29, 23) = To(a2023 + 2a03T223 + a333) + boox 23
+ 28 (aszo + a3x3) 4 2x0x1 (bawy + b3xz) + byoxias
+ dgajg + 3d1x(2)x1 + 3d2x0x% =0. (2.24)

Dabei muss boe # 0 gelten, da sonst der Faktor xzy = 0 abgespalten werden kénnte und
die F3 somit zerfallen wiirde. Auflerdem muss as3 # 0 gelten, andernfalls wire der Punkt
(0,0,0,1) singulér fiir die F3. Betrachte dazu die partiellen Ableitungen

of

8—%(380, T1, T2, 3) = (a3 + 2a93w2x3 + a33x§) + 2xo(agze + asxs)
+ 221 (boxo + b3xs) + 3d0x(2) + 6d1xor1 + 3d2:1:%
8851(950, T1, T2, x3) = booxs + 2x0(boxy + b3r3) + 2bgox 1 To
+ 3d1x% + 6dazox1
gm(xo, x1,T2,x3) = 2a20T0T2 + 2a23T0x3 + 2b22x129 + agx% + 2bozozy + bggl’%
é(iaxg(xo’ T1, T2, T3) = 2a93T0Ts 4+ 2a3370x3 + azri 4+ 2b3T0T1,
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Abbildung 9: Schnittpunkt von drei nicht in einer Ebene liegenden Geraden einer kubischen
Fléache

die fir den Punkt (0,0,0,1)

af e O _o 9f
Har (00:0,1) = a5, 5(0,0,0,1) = 0, 7~

of
1 = _— 1 =
(0,0,0,1) =0, 7-(0,0,0,1) = 0

ergeben. Berechnet man nun H(«, ), erhélt man

1
H(a,B) = —zbgzagg aﬂ4 + hohere Potenzen in a.
——
£0

Damit verschwindet H(c, ) sicher nicht identisch und hat die zur Ebene Gy gehorige
Wurzel («, 8) = (0,1) der Vielfachheit 1.

O]

Wir werden diesen Satz spéter noch dazu einsetzen, 27 Gerade auf einer singularitdtenfreien
kubischen Flache Fj zu finden. Auf diesen ist eine spezielle Geradenanordnung nicht méglich,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.4.6. Liegen drei verschiedene Gerade A1, B1 und Ci, die einen Punkt Sy gemeinsam
haben, ganz auf einer kubischen Fldiche Fs3, jedoch nicht in einer Ebene (siehe Abbildung|9), so
ist So singuldr fir die Fj.

Beweis. Wir gehen aus von der Darstellung (m) der kubischen Flache F3. Wir wéhlen unser
Koordinatensystem so, dass der Punkt Sg und die Geraden A;, By und C; gegeben sind durch
So = (0,0,0,1), A) : 2o = 21 =0, By : 1 = 9 = 0 und C; : 9 = z2 = 0. Setzt man
Parameterdarstellungen

A1 :20=0,21 = 0,20 = N\, 23 = 1
Bli.%'():)\,.%'l :0,1'2 :0,1'3 =M

Cl:xO:O,xl Z)\,.TIQ :0,x3 =M

68



der drei Geraden in die Gleichung (ﬂ) der F3 ein, erhilt man

a2\’ + azos Ny + azgsp® + agszp® = 0 (2.25)
aoooA® + ago3A’p + agss A’ + assap’ =0 (2.26)
bzw. aiiA® + ats\p 4 arssAu’ + azssp® = 0. (2.27)

Da die drei Geraden ganz auf der Fj liegen, miissen die Ausdriicke ()—() identisch ver-

schwinden und man erhalt
apoo0 = @03 = A033 = A111 = A113 = A133 = A222 = (223 = G233 = G33 = 0.
Die F3 hat dann eine Gleichung der Gestalt

— 9 — 9 — 9 —— — — 9
f(zo, 1, 22, 23) = apo1 251 + Ao02THT2 + Go11Z0T] + A012Z0Z1T2 + A013T0T1X3 + A022T0TS

+ ap23x0r2x3 + 41122722 + a1227175 + a123T1T273 = 0.

Durch Bildung der partiellen Ableitungen von f

of
— — —_— 2 — —_—
D (o, x1, T2, x3) = 2a001T0T1 + 2a002T0T2 + Go11%] + Gp12T1X2 + Q013123
0
—_— 2 —_—
+ ap2223 + ap232273,
of e e _ . g
%(1‘07 x1,T2,T3) = 0012 + 200112021 + Ag12T0x2 + A013T0T3 + 201127172
1
— 2 —
+ a12275 + a123T223,
of e _ __
P (20, 21,22, 23) = apo22y + ao12Z0x1 + 2a022T0%2 + A023T0T3 + A11227
2
+ 2a1207172 + a1237173,
af . __ __
%(Cﬁo, Z1,T2,T3) = A013L0L1 + A23T0T2 + A123T1T2
3
und Einsetzen des Punktes Sy sieht man, dass dieser singulér fiir die Fj ist. ]

Nachdem wir nun einige Ergebnisse tiber Geraden auf irreduziblen kubischen Flachen gesammelt
haben, wollen wir uns konkret den kubischen Regelflichen zuwenden. Dazu zdhlen zunéachst die
kubischen Kegel, da es offensichtlich durch jeden Punkt eine Gerade gibt, die ganz auf der Flache
liegt. Sofern ein kubischer Kegel nicht zerféllt, entsteht er dadurch, dass man alle Punkte einer
in einer Ebene & liegenden, nicht zerfallenden ebenen Kurve k3 der Ordnung 3 mit einem
Punkt Sy ¢ £ — der Spitze — verbindet. Die k3 kann dabei entweder singularitatenfrei sein,
einen Doppelpunkt oder eine Spitze enthalten. Im ersten Fall gibt es aufler Sy keine singuléren
Punkte auf dem Kegel. Im Fall einer singuléren k3 gibt es auf dem Kegel eine ganze singulare
Gerade. Um das einzusehen, wahlt man zum Beispiel einen Kegel mit Spitze (0,0, 0, 1) mit einer
Gleichung der Gestalt as(xg,x1,22) und einen weiteren singuldren Punkt (1,0,0,0), der die
Kegelgleichung zusétzlich vereinfacht. Bildet man die partiellen Ableitungen der resultierenden
Kegelgleichung, sieht man, dass die ganze Gerade x1 = x2 = 0 fiir den Kegel singulér ist. Wir
erhalten also drei verschiedene Klassen kubischer Kegel.

Wir wollen uns im Folgenden mit irreduziblen kubischen Regelflichen befassen, die keine Kegel
sind, und wir werden sehen, dass es dabei zwei projektiv verschiedene Klassen gibt. Zunéchst
benétigen wir folgenden
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Abbildung 10: Situation aus dem Beweis von Satz

Satz 2.4.7. Auf jeder irreduziblen kubischen Regelfidche F3 existiert eine Gerade Ty, sodass
alle Schnitte von F5 mit einer Ebene E durch T voll zerfallen.

Bewess.
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e Da wir die Fj als irreduzible kubische Regelfliche voraussetzen, gibt es sicher Gerade, die

ganz auf ihr liegen. G; sei eine solche Gerade. Erfiillt G; schon die Eigenschaft, dass alle
ebenen Schnitte durch sie zerfallen, sind wir fertig. Andernfalls existiert mindestens eine
Ebene Go durch Gi, die mit der F3 aufler G; noch einen nicht zerfallenden Kegelschnitt ko
gemeinsam hat (der Schnitt ist ja eine k3).

Aus Satz wissen wir, dass es Ebenen durch G; gibt, deren Schnitt voll zerféllt. 7, sei
eine solche Ebene durch G;.

Nun wahlen wir 20 Punkte auf ko, die nicht auf G; liegen diirfen, und zwar
Aig,i=1,2,...,20.

Da die F3 eine Regelflache ist, gibt es sicher ganz auf der Fj liegende Gerade
Aii=1,2,...,20, (2.28)

die wegen der Wahl der Punkte sicher nicht in der Ebene G5 liegen, denn dann wiirde der
Schnitt dieser Ebene mit der F3 aus einem Kegelschnitt und zwei verschiedenen Geraden
G1 und A;, bestehen (so eine k3 gibt es nicht). Auflerdem kénnen die Geraden () auch
nicht in der Ebene 75 liegen, denn da der Schnitt von 73 und G5 die Gerade G; ist, miisste



eine solche Gerade A;, die Ebene Gz in einem Punkt Gy auf G; schneiden. Gy miisste
jedoch als einziger Schnittpunkt mit Gy (72 # G2) bereits der Punkt A;, sein, der nach
den Voraussetzungen nicht auf G; liegen darf.

e Es gibt daher die Punkte
Bi, = Aiy, N T2,i=1,2,...,20,
die alle auflerhalb von G; liegen miissen.

e Da die Punkte B;, auch alle auf der Fj liegen, muss der Schnitt von 75 mit der Fj
nun neben G; noch mindestens eine weitere Gerade enthalten (hochstens zwei weitere;
siehe Abbildung @) Ein einfacher Schubfachschluss ergibt, dass es in diesem Schnitt
eine Gerade 7T; geben muss, sodass mindestens 10 der Punkte B;, auf ihr liegen (gibt
es keine weitere Gerade, miissen natiirlich alle 20 Punkte auf 7; liegen). Wir wéhlen die
Nummerierung der Punkte B;, so, dass

8107 BQm sy 8100
auf 77 liegen.

o Damit wird jetzt 71 von den Geraden A;,,i = 1,2, ..., 10 getroffen, wobei nur hochstens je
zwei dieser Geraden eine Ebene aufspannen kénnen. Eine solche Ebene schneidet ndmlich
die Ebene Gs in einer Geraden, die nach Satz den Kegelschnitt ko C Go, auf dem
die zugehoérigen Punkte A; ,7 = 1,2,...,10 liegen, in hochstens zwei Punkten schneiden
kann (siehe Abbildung [L().

o Es gibt daher mindestens fiinf verschiedene Ebenen durch 77, die die F3 voll zerfallend
schneiden. Auflerdem ist 75 eine weitere, von diesen fiinf verschiedene, sechste Ebene durch
T1, die die F3 voll zerfallend schneidet. Daher erhalten wir aus Satz , dass alle Ebenen
durch 77 voll zerfallen miissen.

O

Mithilfe dieses Ergebnisses kdnnen wir nun einen Satz beweisen, der im Grofien und Ganzen
eine Umkehrung zu Satz darstellt.

Satz 2.4.8. Jede irreduzible kubische Regelfiiche F3, die kein Kegel ist, besitzt eine singuldre
Gerade.

Beweis.

o Gegeben sei die irreduzible kubische Regelfliche F3. Nach Satz kénnen wir ein Gerade
G1 auf der Fj finden, sodass alle Schnitte von F3 mit Ebenen durch G; voll zerfallen. Ist
G1 schon ganz singulér, sind wir fertig.

o Wir gehen nun davon aus, dass G; nicht ganz singulér ist und wollen zeigen, dass es dann
gar keinen singuldren Punkt auf dieser Geraden gibt. Angenommen ein Punkt Gy € Gy
wére singuldr. Dann schneidet aber jede Ebene durch G; die Fléache Fj3 in einem Geraden-
tripel mit Gy als singuldren Punkt. Damit enthalten die Geradenpaare, die die Ebenen des
Biischels mit Tragergerade G; neben G; noch mit der F3 gemeinsam haben, alle den Punkt
Go (die Schnittpunkte der zerfallenden Kurven sind die singuldren Punkte), was die F3
selbst zu einem Kegel mit Spitze Gy (alle drei Geraden sind verschieden und gehen durch
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Abbildung 11: Situation aus dem Beweis von Satz

Go) macht, oder die F3 enthélt so einen Kegel als Teil (zerfillt also). Beide Varianten sind
Widerspriiche zu den an die F3 gestellten Voraussetzungen, also kann die Gerade G; keine
singularen Punkte der F3 enthalten.

Aus Korollar wissen wir dann, dass die Gerade Gy fiir keinen Schnitt mit einer Ebene
des Gi-Bischels mehrfach zahlt.

Nach Satz bestimmen diese ebenen Schnitte auf G; eine regulére Involution .

Wir wihlen das Koordinatensystem nun so, dass die Gerade Gy durch G; : xop = 21 =0
gegeben ist. Die Doppelpunkte von x auf Gy sollen dabei die Punkte Ay = (0,0, 1,0) und
By = (0,0,0,1) sein.

Es muss nun zwei verschiedene Ebenen As und By durch G; geben, fiir deren Schnitt
mit der F3 man die Doppelpunkte von x auf der Geraden Gy erhélt. Dabei kann so ein
Doppelpunkt nur dadurch entstehen, dass die zwei neben G; noch vorhandenen Geraden
Aj, und Az, durch Ay aus dem ebenen Schnitt zusammenfallen (analog fiir By). Die andere
Moglichkeit, also zwei verschiedene Gerade neben G, die sich beide in einem Punkt auf G;
schneiden, kann nicht auftreten. Betrachte dazu den letzten Punkt des Beweises von Satz



. Dort haben wir gezeigt, dass eine irreduzible kubische F3, auf der drei verschiedene
Gerade (eine davon war G) liegen, die sich in einem Punkt schneiden, eine Gleichung der
Gestalt () hat. Dabei haben wir gesehen, dass bgg # 0 sein muss, da andernfalls die
F zerfallt. Im selben Beweis haben wir auch H(«, ) eingefiihrt und gesehen, dass dieser
Ausdruck fiir eine Gerade, deren Schnitte alle voll zerfallen, identisch verschwinden muss.
Ist nun aber unsere F3 von der Gestalt (), so erhalt man

1
H(a,p) = —1b§2a33a54 + hohere Potenzen in «,

und damit muss fiir unsere Gerade G; der Koeflizient ag3 verschwinden. Wir haben dann
im selben Beweis gesehen, dass damit der Punkt (0,0,0,1) € Gy singular fiir die F3 ist.
Wir haben aber schon gezeigt, dass es so einen Punkt auf G; nicht geben kann.

A1 und By durch Ay bzw. By seien nun die jeweils doppelt zu zéhlenden Geraden aus den
ebenen Schnitten der F3 mit As und By. Aus Korollar wissen wir, dass es auf diesen
Geraden je mindestens einen singuldren Punkt S;, € A; bzw. Sy, € By geben muss. Diese
Punkte diirfen nicht auf Gy liegen, und weil die Ebenen A5 und B, verschieden sind, kann
auch die Gerade

S = Slo U SQO

die Gerade Gj nicht schneiden (siehe Abbildung Iﬂ) Wir passen unser Koordinatensystem
nochmals an und wéhlen es so, dass S;, = (0,1,0,0) und Sz, = (1,0,0,0) gilt.

Wir kennen nun von dieser F3 die Geraden Gy : xg = 1 = 0, Ay : 29 = 3 = 0 und
Bi : x1 = x2 = 0 und wissen auflerdem, dass die Punkte S;, und Sy, singulér fiir die F3
sind. Wir wissen bereits, dass wir aus der Tatsache, dass die Gerade G; auf der Fj liegt,
eine Gleichung der Gestalt ) erhalten. Da nun Si, und Sy, fiir die F3 singulér sind,
diirfen nach Bemerkung m die Unbekannten zg und z1 mit keiner gréfferen Potenz als
1 auftreten. Dadurch reduziert sich die Gleichung der F3 auf
f(.%’o, x1, T2, x3> = xo(aggx% + 2a93x9x3 + a33:r§) + $1(b22$% + 2[)23.1‘2%‘3 =+ 1)333}%)
-+ 2x0x1(b2x2 + bg.%'g) = 0.

Setzen wir nun Parameterdarstellungen der Geraden A; und B

./41 Z.T():O,l'l :)\,l’Q :,Lt,xgzo

Bi:xg=MNx1=0,20=0,23 =p
in die verbleibende Gleichung der Fj ein, erhalten wir

baoAp® = 0,
bzw. a33)\,u2 = 0,

und da die beiden Geraden ganz auf der F3 liegen sollen, miissen diese Ausdriicke identisch
verschwinden. Es gilt also ags = beg = 0 und die Gleichung der F3 reduziert sich auf

f(x0, 1, w2, 13) = T0(a2273 + 2a03w223) + x1(2bg3wow3 + b3zx3)
+ 2x9x1 (ngg + b3:(}3) =0.
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Durch unsere Wahl des Koordinatensystems wird die Ebene As durch As : g = 0 und die
Ebene By durch Bs : 1 = 0 beschrieben. Schneiden wir diese Ebenen mit der F3, erhalten
wir

A : 5[51(2b23$2$3 + bggl‘%) =0
bzw. By : xo(aggx% + 2(123:62.733) =0.

Da fiir den Schnitt mit As die Gerade A; : g = 23 = 0 doppelt zdhlen soll, muss byg = 0
sein. Analog erhélt man, da fiir den Schnitt mit der Ebene By die Gerade By : g = 22 =0
doppelt zdhlen soll, dass ass = 0 gelten muss. In der nun verbleibenden Gleichung der Fj

f(zo, 21,22, 23) = azwoxs + bszr123 + 2wo21 (baws + baxs) = 0
muss age # 0 und b3s # 0 gelten, da die F3 sonst zerfillt.

e Bildet man nun, wie im Beweis von Satz , den Ausdruck H(a, ) fur die Gerade G;
und die aktuelle Gleichung der Fj, erhélt man

H(a, B) = —a?B*(bjazn + b3bss).

Da alle ebenen Schnitte durch Gy voll zerfallen, muss by = b3 = 0 gelten, und die F3 hat
die Gleichung

2 2
f(xm Z1,22, 333) = ax0Ts + bazzrizy = 0.

o Bildet man die partiellen Ableitungen von f, erhilt man

of

87:0(0, 1,0,0) = agex? (2.29)
of 2

87;1(0, 1,0,0) = bzzx3 (2.30)
883{2(0’ 1, 0, 0) = 2a22x0m2 (2.31)
gg{;(o, 1, 0, 0) = 2()331’11’3. (2.32)

Die Gerade &7 wird beschrieben durch die Darstellung S; : x5 = 3 = 0. Aus Bemerkung
wissen wir bereits, dass die Gerade S ganz auf der F3 liegt, und anhand ihrer
partiellen Ableitungen (@)—() erkennt man, dass sie fiir die Fj singular ist.

d

Nachdem wir die Existenz einer singuldren Geraden auf einer irreduziblen Regelfliche nachge-
wiesen haben, konnen wir uns dem Hauptergebnis dieses Abschnitts zuwenden.

Satz 2.4.9. Es gibt neben den Kegeln zwei projektiv verschiedene Typen von irreduziblen kubi-
schen Regelflichen, die sich unterscheiden lassen:

o die sogenannte allgemeine Regelfiiche mit einer Normalgleichung
Tozs + xlxg = 0;

es gibt genau dann auferhalb der singuldren Geraden S1 noch eine zu 81 windschiefe
Gerade T, die von allen anderen Geraden der Fliche getroffen wird. Die Ebenenpaare
der Tangentialkegel zu den Punkten von Sy (vergleiche Satz ) bilden eine reguldre
Involution, und es gibt keine Torsalebene, also keine Ebene, die die Fldiche in der dreifach
zu zdhlenden Gerade S1 schneidet.
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Abbildung 12: Voll zerfallender ebener Schnitt der kubischen Fliache durch die Gerade T3

o Die sogenannte spezielle oder Cayleysche Regelfiiche mit einer Normalgleichung
xoxg + 17273 + x% =0

es existiert genau dann keine Gerade Ty windschief zu Sy, die von allen anderen Geraden
der F3 getroffen wird. Die Ebenenpaare der Tangentialkegel zu den Punkten von S1 bilden
eine parabolische Involution. Sie besteht aus allen Ebenenpaaren (Az,S2) durch Si, wobei
As fest ist und So durch S1 beliebig. Die Ebene As schneidet dabei die Fliche Fs in der
dreifach zu zihlenden Gerade Sy, ist also ein Torsalebene.

Bewess.

o Gegeben sei eine irreduzible kubische Regelfliche Fj3, die kein Kegel ist. Besitzt die Flache
auflerhalb ihrer singulédren Geraden S1 noch eine weitere auf ihr liegende Gerade 7Ty, die Sy
nicht trifft, so haben alle ebenen kubischen Schnittkurven der F3 mit beliebigen Ebenen
durch 77 einen Punkt Sg mit S; gemeinsam. Sy ist nach Satz auch fir die ebene
kubische Schnittkurve singulér. Diese besteht neben der Geraden 71 noch aus einem Ke-
gelschnitt ky. Da wegen Satz m der singuldre Punkt Sy nicht auf 77 liegen kann, muss
dieser auf ko sein. Nach Abschnitt zerfallt ko bei Auftreten eines singuldren Punktes
schon in zwei Geraden (siehe Abbildung [12), und daher missen alle ebenen Schnittkurven
der F3 mit beliebigen Ebenen durch 77 voll zerfallen.

o Wegen unserer Wahl der Geraden Sy und 77, und da wir nun fir die Gerade 77 wissen,
dass alle Schnitte voll zerfallen, konnen wir den Beweis des Satzes erneut verwenden
(71 entspricht G;) und erhalten fiir die Gleichung der F3 die Beziehung

f(x0,$1,$2,1'3) - a22$0$% + b33[1}13j‘§ =0.
Durch geeignete Wahl des Einheitspunkts gelangt man dann zu

(o, w1, w9, 23) = To5 + xw% =0. (2.33)

e Aus Satz wissen wir: Ordnet man jedem Punkt Sy der Geraden S§; die Ebene durch
81 zu, fiir deren Schnittkurve mit der Flidche der Punkt Sy ein dreifacher Punkt ist, so
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wird dadurch eine (1,2)-Korrespondenz  definiert. Eine Ebene durch &; hat analog zu
() die Parameterdarstellung

To = U, T1 =V, Lo = a\, 3 = BA.
Schneiden wir diese Ebene mit der Fj, erhalten wir
N (up® +va®) =0,
und ein Punkt (u,2,0,0) € S; zahlt somit dreifach fiir den Schnitt, wenn
wB?+va? =0

gilt. Das ist aber schon die Gleichung der Korrespondenz r (vergleiche mit dem Beweis
von Satz ), die nach Abschnittg@ regulédr ist. Damit sind nach Satz alle

Punkte der Geraden &7 biplanar, bis auf zwei uniplanare Punkte, und aus dem gleichen
Beweis wissen wir auch, dass die zu jedem Punkt der &7 korrespondierenden Ebenen die
Tangentialebenen sind, die somit eine regulédre Involution bilden.

Liegt umgekehrt eine reguldre Involution der Tangentialebenen zu den Punkten Sy € S;
vor, so gibt es zwei uniplanare Punkte Ay und By, fiir die wir das Koordinatensystem
so wahlen, dass A4y = (1,0,0,0) und By = (0,1,0,0) gilt. Die zugehorigen Doppelebenen
seien ¥3 = 0 und 23 = 0.

In den Beweisen von Satz m und Satz haben wir bereits gesehen, dass eine Fj3
mit einer singuldren Gerade eine Gleichung der Gestalt

f(wo, 71, T2, 73) = 23 (agw0 + asx1) + 2v223(baxo + b3w1) + 73 (c2z0 + C371)
+ dga:§’ + 3d1x§x3 + 3d2x2x§ + dgﬂfg =0 (2.34)

hat, wobei wir wegen der Symmetrie die Rollen von xg und xo bzw. x; und z3 vertauscht
haben, da die Gerade S; die Darstellung Sy : x5 = x3 = 0 und nicht x¢g = 1 = 0 besitzt.

Bilden wir wieder wie im Beweis von Satz die Korrespondenz unbestimmt fiir eine
Ebene durch die Gerade S; und durch den Punkt (v, d, a, 8) mit der Parameterdarstellung

o = [, 21 = U, T3 = a\,x3 = BA
und einen Punkt Sy = (u,7,0,0) € S1, so erhalten wir die Beziehung
o (azp + azv) + 208(bap + bv) + B2 (cap + cav) = 0.

Fiir die Ebene x2 = 0 (also durch den Punkt (v, d,«, 8) = (0,0,0,1)) erhdlt man wegen
a=0und =1

copt + c3v =0,

und da zu dieser Ebene der Punkt Ag korrespondieren soll, muss c¢o = 0 gelten. Analog
erhélt man fir die Ebene z3 = 0 und den Punkt By die Bedingung as = 0. Die Korre-
spondenz hat dann die Gestalt

s+ 208(bap + byv) + cs v = 0,



Abbildung 13: Vier Tangentialebenen durch &y

und damit sie regulér ist, muss as # 0 und c3 # 0 gelten.
Setzt man nun umgekehrt den Punkt Ag ein, erhilt man a?as + 2a8by = 0 und fiir eine
Doppellésung muss bs = 0 gelten. Analog erhélt man fiir den Punkt By die Bedingung
bs = 0. Damit ergibt sich eine Darstellung der F3 durch die Gleichung

f(mo, 21, w9, 23) = aga3mo + c3r3m)

+ doxg + 3d1x§x3 + 3d2x2x§ + dgxg =0
mit az # 0 und c3 # 0. Wendet man die projektive Kollineation

Yo = axxo + dox2 + 3d1x3,

y1 = c3x1 + 3dawa + d3xs,

Y2 = T2,

Yz =3
an, erhilt man yoy3 + ylyg = 0. Man sieht jetzt leicht, dass die zur &1 windschiefe Gerade
Ti: xo = x1 = 0 auf der Fj liegt.

Eine irreduzible kubische Regelfliche F3 mit einer singuliren Geraden &7 und einer dazu
windschiefen Geraden 7, die von allen iibrigen Geraden der Fliche getroffen wird, kann
keine Torsalebene besitzen, da jede Ebene durch S; auch 77 schneidet. Damit bestiinde
der ebene Schnitt aus mehr als einer ks.

Umgekehrt sei eine irreduzible kubische Regelfliche mit einer singulédren Geraden S; und
ohne Torsalebene gegeben. Man wéhlt nun zwei biplanare Punkte Ay und By auf S;. Die
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Abbildung 14: Die zu &; windschiefe Gerade T;

beiden Tangentialebenen im Punkt Ay enthalten neben der Geraden S noch jeweils eine
weitere Gerade A; bzw. A} (die Gerade Sy zahlt doppelt fiir den Schnitt; siehe auch den
Beweis von Satz P2.3.11)) auf der F3. Da die Ebenen verschieden sind, sind auch die Geraden
verschieden. Da nach Satz 2.3.1 l| der Punkt Ajp fiir den Schnitt mit seiner Tangentialebene
dreifach zahlt, miissen die Geraden A; und A} durch Ay gehen. Analog erhélt man zwei
verschiedene Geraden B; und B] auf der F3 durch By. Wir bilden die beiden Ebenen
Ay = Ay U A} und By = B; U B] (siehe Abbildung @) Diese konnen &7 nicht enthalten,
da sonst die doppelt zu zdhlende Gerade &1 und zwei weitere Gerade im Schnitt mit der F3
lagen. Es darf auch keine der Geraden A; oder Aj eine der Geraden B; oder B] schneiden,
da sonst wieder &1 und zwei weitere Geraden in einer Ebene ldgen. Bildet man nun die
Gerade T; = Ay N Ba, so hat diese mit der Flache F3 vier Punkte (die vier Schnittpunkte
mit den Geraden A;, A}, By und B)) gemeinsam. Damit liegt aber 77 schon ganz auf der Fj
und ist wegen der Lage der beiden Ebenen Ay und By windschief zu S; (siche Abbildung

)

Liegt schliefflich eine parabolische Involution der Tangentialebenen zu den Punkten &y €
81 vor, so gibt es wegen Satz auf der Geraden Sp nur einen uniplanaren Punkt Aj.
Zu diesem korrespondiert eine Ebene As, die wegen der Eigenschaften der parabolischen
Korrespondenzen (siehe Abschnitt ) zu jedem anderen Punkt der Gerade S; ebenfalls
korrespondiert. Das bedeutet aber, dass fiir den Schnitt der F3 mit dieser Ebene jeder
Punkt Sy € &1 dreifach zéhlt. Damit ist die Ebene Ay eine Torsalebene (in dieser Ebene
konnen dann keine weiteren Schnittpunkte mehr liegen). Da sie parabolisch ist, besteht
unsere Involution aus allen Ebenenpaaren (Ag,S3) durch S;, wobei Ay fest ist und So
durch &; beliebig.



o Wir wéhlen das Koordinatensystem so, dass &1 : 9 = xz3 = 0, A9 = (1,0,0,0) und
Ao 1 x5 = 0 gilt. Wegen der Lage von Sj erhalten wir eine Gleichung der F3 von der
Gestalt () Fiir den Schnitt mit der Ebene Ay mit der Parameterdarstellung xg =
A, x1 = p, 22 = v,x3 = 0 erhdlt man

V2 (ag\ + asp) + v3dy = 0.

Die Gerade S; entspricht dabei in der (A, i, v)-Ebene der Gleichung v = 0. Sie soll fiir den
Schnitt dreifach zahlen (also jeder Punkt (A, u,0,0) € S; soll dreifach zédhlen), wodurch
man az = 0 und ag = 0 erhélt. Bilden wir weiters wieder die Korrespondenz unbestimmt
fiir eine Ebene durch die Gerade S; und durch den Punkt (v, d, v, ) mit der Parameter-
darstellung

o = @, r1 =V, T2 = a\,x3 = A
und einen Punkt Sy = (i, 7,0,0) € Sy, so erhalten wir die Beziehung
208(bap + bsv) + B*(cap + czv) = 0.

Fiir den Punkt Ag = (1,0,0,0) erhalten wir 2a3bs + 3%co = 0. Da wir fiir den uniplanaren
Punkt Ay eine Doppellésung brauchen, muss by = 0 gelten.

o Die Gleichung der F5 hat nun die Gestalt
2b3x1Tox3 + x%(@xo + 031'1) + dox% + 3d1x§x3 + 3d2$23}§ + dgl’g =0, (235)

wobei co # 0 sein muss, da sonst xg gar nicht auftritt und die F3 zu einem Kegel wird.
Auflerdem darf dp nicht verschwinden, da die Flache sonst zerféllt (man kann dann xj
herausheben).

e Bildet man nun den Schnitt der F3 mit der Ebene By : 1 = 0, so erhélt man die Schnitt-
kurve

ks : Cngxo + d0x§ + 3d1x§x3 + 3d21:2:c§ + dgﬂ?g, (2.36)

die wegen co # 0 und dy # 0 nicht zerfallt. Durch Bilden der partiellen Ableitungen sieht
man leicht, dass die ks im Punkt Ag eine Spitze hat. Aus Abschnitt wissen wir,
dass eine solche kubische Kurve einen Wendepunkt Wy besitzt. Aulerdem haben wir dort
gesehen, dass die zugehorige Wendetangente keinen weiteren Schnittpunkt mit der k3 (also
auch nicht den Punkt Ap) besitzt. In der Ebene Co = &1 U W) liegt aufler S; noch eine
weitere Gerade Cp, die ganz in der F3 enthalten ist (ebener Schnitt mit doppelt gezidhlter
&1 und einer weiteren Geraden). Diese muss durch den Punkt Wy gehen, da dieser Punkt
ein Bestandteil der Fj ist. Aulerdem muss sie durch einen weiteren Punkt Cy € &1 gehen,
der nicht Ag sein kann, da sonst der Schnitt der Ebene B; mit der F3 die k3 und die
Gerade C; enthalten wiirde.

o Wir passen unser Koordinatensystem weiter an und legen Cy = (0,1,0,0), Wy = (0,0,0,1)
und Wy : zg = x1 = 0 fest. Nach der Wahl der Punkte ist das sicher zulédssig. Durch
Finsetzen einer entsprechenden Parameterdarstellung zg = 0,21 = A\, 22 = 0,23 = p der
Geraden C1 =CoUW)p : 290 = 22 =0 in () erhalten wir

e’ A+ dap® = 0.

Da nun die Gerade C; ganz auf der Fj3 liegen soll, muss c¢3 = d3 = 0 gelten.
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o Schneidet man die k3 mit der Gleichung (R.36) mit der Wendetangente WV, (hat in der
Ebene B; : 1 = 0 die Gleichung 29 = 0), so erhéilt man

dol’% + 3d11’%l’3 + 3d2$2$§ = 1'2(3(12‘%% + $2(3d1£€3 + .’Egdo)) = 0.

Der Punkt W soll der Wendepunkt der k3 sein und daher muss der Schnitt mit der Gerade
Wi dreifach zéhlen. Darum muss d; = do = 0 gelten, und die Gleichung der F3 hat die
Gestalt

2bsx1x023 + nggl’o + dowg =0,

wobei wegen dem bisher Bewiesenen ¢y # 0 und dg # 0 gelten muss. Auflerdem muss
b1 # 0 sein, da sonst x1 nicht mehr vorkommt und die F3 zu einem Kegel wird. Durch die
geeignete Wahl eines Einheitspunkts kann nun die irreduzible kubische Regelfliche dieses
Typs mit einer Gleichung der Form

xoxg + x12003 + x% =0

dargestellt werden.

Bemerkung 2.4.10.
o Die Fliche mit der Gleichung () heifit auch Whitney Umbrella.

e Die beiden Geraden &1 und 77, die von allen anderen Geraden der allgemeinen kubischen
Regelfldche getroffen werden, heiflen Leitlinien. Die restlichen Geraden heiflen Erzeugende.
Bei der Cayleyschen Regelfliche fallen die Geraden S und 77 zusammen. Die verbleibende
Gerade ist dann sowohl Leitlinie als auch Erzeugende.

o Allgemeine kubische Regelflachen kénnen dadurch erzeugt werden, dass man die Punkte
einer Geraden &1 auf die Punktepaare einer reguldren Involution auf einer Geraden Ty
bezieht und entsprechend verbindet. Fiir Cayleysche Regelflichen gibt es keine solche
Erzeugung.

Allerdings beschreiben wir eine mdégliche Konstruktion im folgenden

Satz 2.4.11. Gegeben sei ein reguldrer Kegelschnitt ko und eine Gerade Ti, die nicht in der
Ebene von ko liegt. Bezieht man nun die Punkte von ko mit einer Abbildung ¢ eineindeutig auf
die der Geraden T1 und verbindet diese, erhdlt man je nach Lage von T1 Erzeugende von

e ciner allgemeinen kubischen Regelfliche, wenn T1 Nk = {} gilt;

o ciner Cayleyschen Regelfiiche, wenn T Nky = Ag gilt, der Punkt Ay unter der Abbildung
¢ jedoch nicht auf sich selbst abgebildet wird;

e einer quadratischen Regelschar (Quadrik), wenn Ty Nky = Ag gilt und der Punkt Ay unter
der Abbildung ¢ auf sich selbst abgebildet wird.

Bemerkung 2.4.12. Es ist moglich, alle drei Arten von kubischen Regelflichen (allgemeine, Ca-
yleysche und Kegel) durch eine Projektion einer sogenannten Normregelfiiche ®3 des P* zu
definieren. Diese ®3 wird so erzeugt wie die Gebilde in Satz , wobei in diesem Fall die
Gerade 77 die Ebene von ko gar nicht trifft.

Die Dualflichen der Regelflichen sind sehr leicht zu finden. Wir werden das im Abschnitt @
noch genauer betrachten.
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2.5 Singularitatenfreie irreduzible kubische Flachen

Wir wollen uns nun den singularitidtenfreien Flachen zuwenden. Zunéchst werden wir zeigen,
dass auf einer solchen Fliche F3 immer eine Gerade liegt. Dazu werden wir die Geraden ei-
ner kubischen Fléche mit den Doppeltangenten einer ebenen Quartik in Verbindung bringen.
Schlieflich werden wir sehen, dass man sogar noch 26 weitere Gerade auf der F3 finden kann.
Wir werden die Lage dieser Geraden studieren und einige Eigenschaften ableiten.

2.5.1 Die 27 Geraden auf der singularitatenfreien irreduziblen kubischen Flache

Im Folgenden soll nun also die irreduzible kubische Fliache F3 keine Regelfliche sein. Es liegen
daher nur endlich viele Gerade und singuldre Punkte auf ihr. Wir geben uns jetzt eine Grund-
konfiguration (sieche Abbildung @) vor, die wir fiir die nachfolgenden Betrachtungen benotigen
werden:

e Der Punkt Ag sei regulér fiir die F3 und liege auf keiner Geraden, die schon ganz in der
Flache enthalten ist.

o Die Tangentialebene (nach Definition ) an Iy in Ay bezeichnen wir mit 73(Ay).
o Wir wihlen das Koordinatensystem im Folgenden so, dass
Ao =(0,0,0,1) und T2(Ap) : 22 =0 (2.37)
gilt. Die iibrigen Eckpunkte des Systems werden dann nach Bedarf nachtriglich festgelegt.

e Wir betrachten nun die allgemeine Gleichung (E) einer F3 aus Bemerkun 212 Setzt man
den Punkt Ag ein, erhélt man agz3 = 0. Bildet man nach Definition i.6.4‘ die Tangential-
ebene fiir den Punkt Ap, erhédlt man die Gleichung

T2(A2) : aos3ro + a13371 + aze = 0,
und weil wir 72(Az2) schon mit xo = 0 festgelegt haben, ergibt sich
ap33 = a133 = 0 und az3z = 1.
Damit hat die F3 eine Gleichung der Gestalt
f(xo, 1, 2, 23) = x%xg + 2x3as(xo, 1, 2) + az(xg, x1,x2) = 0, (2.38)
wobei wieder as und a3 Formen in zg, 21 und x5 vom Grad ihres Index sind.

e In Bemerkung haben wir bereits den Umrisskegel eines beliebigen Punktes Qg
kennengelernt. Man erhélt ihn durch Bildung aller Tangenten aus Qp an die F3. Um diese
Tangenten zu finden, muss man nach Satz alle fiir die Fj reguldren Punkte des
Durchschnitts F3 N F5(Qp) mit Qp verbinden. Dabei bezeichnet F5(Qg) die Polare des
Punktes Qg beziiglich der Fj (siehe Definition )

e Bilden wir nun nach Definition die Polare fiir den Punkt Ay, erhalten wir die
Gleichung

FQ(.A()) 1 2xox3 + 2a2(x0, Ty, xg) =0. (2.39)
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Abbildung 15: Grundkonfiguration

e Um nun eine Gleichung des Umrisskegels von Ay zu finden, geniigt es, die Schnittkurve
k der F3 mit der Polaren Fy(Ap) zu bilden (das wird im Allgemeinen eine raumliche
und keine ebene Kurve sein). Dazu wollen wir z3 aus (2.38) und (R.39) eliminieren. Wir
berechnen also die Resultante beziiglich x3 von (R.38) und ( .3d) und erhalten

za(22a3(20, 21, T2) — az(zo, 21, 22)%) = 0.

Unabhéngig von x3 miissen also die Punkte der Schnittkurve k diese Beziehung fiir xg, 21
und x5 erfiillen. Fiir 25 = 0 erhalten wir alle Tangenten an die F3, die in der Ebene T2(.Ag)
liegen. Nach Bemerkung gehoren sie nicht zum Umrisskegel. Wir kénnen daher den
Faktor xo abspalten und erhalten

x9a3(o, 1, 72) — ag(xo, v1,22)% = 0. (2.40)

Diese Beziehung definiert einen Kegel K4(Ag) der Ordnung 4 mit Spitze Ao, auf dem
alle Punkte der Schnittkurve k liegen (deren Koordinaten miissen nadmlich dieselbe Glei-
chung erfiillen). Es handelt sich also um den Umrisskegel des Punktes Ay. Alle Schnitte
eines Kegels mit einer Ebene, die Ay nicht enthélt, sind projektiv dquivalent (vergleiche
Bemerkung ) Man kann daher die Beziehung () auch als Gleichung einer Quartik
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k4(Ap) in der Ebene By : x3 = 0, deren Punkte bei Verbindung mit .4y wieder den Kegel
K4(Ap) ergeben, auffassen. Wir wollen diese Quartik als Umrissquartik bezeichnen.

o In der Ebene By liegt die ausgezeichnete Gerade By = B2 N T2(Ap), die durch By : x9 =
x3 = 0 definiert wird. Durch Schneiden dieser Geraden mit der durch () definierten
Umrissquartik k4(.Ap) sieht man, dass B eine Doppel- oder Flachtangente (sieche Abschnitt
) von ky4(Ap) ist (in der Ebene By ist die Gerade gegeben durch zo = 0; az(xo, z1,0)
zerfallt und definiert einen oder zwei Schnittpunkte; diese zahlen wegen der Quadrierung
jeweils doppelt bzw. im Fall einer Flachtangente z&hlt der eine Schnittpunkt vierfach;

vergleiche auch Bemerkung )

o Da es im Weiteren nur auf den projektiven Charakter von k4(Ap) ankommt, ist ihre
Abhéngigkeit von der Ebene By unwesentlich. Wir verstehen daher unter k4(Ap) den
Schnitt von K4(Ap) mit einer jeweils geeignet als 23 = 0 gewéahlten Ebene Bs.

e Die Abhéngigkeit der Umrissquartik vom Punkt Ay € F3 ist klarerweise wesentlich und
ohnehin in der Namensgebung — k4(.Ap) — festgehalten.

Der folgende Satz, der uns im Weiteren sehr hilfreich sein wird, stellt nun eine Verbindung
zwischen der Umrissquartik und der Fléche F3 her.

Satz 2.5.1. Die Umrissquartik k4(Ao) der irreduziblen kubischen Fliche Fs, gebildet fiir einen
Punkt Agy, durch den keine Gerade geht, die ganz auf der F3 liegt, besitzt genau dann einen
stnguldren Punkt, wenn die F3 einen solchen besitzt.

Beweis.
e Der Punkt By sei zunéchst singular fiir die Fj.

o Angenommen By ldge auf der Tangentialebene T2(.Ag) des Punktes Ag. Schneidet man die
Flache F3 mit der Tangentialebene 73(.Ap), so erhdlt man eine kubische Kurve k3. Diese
ist nach Satz singuldr im Punkt 4. Aulerdem wissen wir aus Satz , dass auch
der Punkt By fiir die k3 singular ist. Damit zerfallt nach Abschnitt die k3 und hat
nach Abschnitt die Gerade G; = Ay U By als Bestandteil. Diese Gerade liegt dann
aber auch auf der Flache F3 und geht durch den Punkt 4y, was unseren Voraussetzungen
widerspricht. Der Punkt By liegt also nicht in der Ebene T3(Ayp).

o Wir wihlen das Koordinatensystem nun so, dass .4y und 72(.Ap) der Grundkonfiguration
am Anfang dieses Abschnitts entsprechen. Daher ergibt sich fiir die F3 eine Gleichung
der Gestalt () Zusétzlich passen wir unser Koordinatensystem so an, dass wir fiir den
Punkt By die Darstellung By = (0,0, 1,0) erhalten. Aus Bemerkung wissen wir dann,
dass in der Gleichung der F3 die Unbekannte xo hochstens mit der Potenz 1 auftreten darf,
also in den Formen ao und ag auch hochstens mit dieser Potenz vorkommt.

o Damit kommt z2 in der Gleichung () des Umrisskegels — und damit auch der Umriss-
quartik k4(Ap) — nur mit hochstens der Potenz 2 vor. Diese hat also eine Darstellung der
Gestalt

k(z0, 1, 79) = 22(apxf + a125m1 + asadrs + azwoxi + asoriTe + a575 + agrizs)

— (boxg + bizoxy + boxpre + b3$% + b4x1$2)2 =0.
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Die partiellen Ableitungen lauten dann

g:o(xo, x1,x2) = x2(3a0x% + 2a1 711 + 20902 + az3x? + agr1To)

— 2(bow? 4 brwox1 + bawora + b3z + byw172) (26070 + bi71 + baza)
gxkl(:vo, Ty, T9) = zo(a1xf + 2a32071 + a4rors + 3asrt + 2a6x1T2)

_ 2(bol’g + bizoxy + bazoxa + bgﬂ&'% + byw12) (b120 + 2b371 + byT2)
8852(5607 x1,T2) = (aoxg + alxgan + a2:1:3x2 + agxox% + auToT1T2 + a5x:1” + aﬁx%xz)

+ zo(aga? + aszort + agr?)

— 2(b0x% + bixgxy + boxoxo + ng% + byz12)(bazo + baz1).

Durch einfaches Einsetzen sieht man, dass der Punkt (0,0, 1,0) singuldr fur die Umriss-
quartik k4(Ap) ist.

o Gilt umgekehrt, dass die Quartik k4(Ap) fir den Punkt Ay, also die Schnittkurve von

K4(Ap) mit der Ebene By, einen singularen Punkt By besitzt, so gibt es zwei Félle (By €
T2(Ap),Bo ¢ T2(Ap)), wobei wir wieder von unserer Grundkonfiguration am Anfang dieses
Abschnitts ausgehen:

By € T2(Ap): In diesem Fall passen wir das Koordinatensystem so an, dass By =
(1,0,0,0) gilt. Damit tritt aber xy wegen Bemerkung in () hochstens mit
der Potenz 2 auf. Wegen der Gestalt () der Umrissquartik kann das nur eintreten,
wenn in as das Glied mit x% und in a3 das Glied mit a:% verschwindet. Das bedeutet
aber auch, dass diese Terme schon in der Gleichung () der F3 nicht auftreten
diirfen. Diese erhilt also die Gestalt

2 2 2
f(xo, x1,T2, :Eg) = x372 + 21‘3(b11}0$1 + boxgro + bgl‘l + bgx1T0 + b5fL‘2)
+ alxga:l + CLQQZ%.TQ + agmox% + aqxor179 + a5x0x§

3 2 2 3
+ agx] + arriTr2 + agrixry + agx;y.

Unter der Verwendung einer Parameterdarstellung xg = A\, z1 = 0,22 = 0,23 = p der
Geraden G : xg = x1 = 0 sieht man, dass diese ganz auf der F3 liegt. Auflerdem geht
diese Gerade durch den Punkt Ay, was allerdings unserer Voraussetzung widerspricht.

Daher muss By ¢ T2(Ap) gelten: Wir passen das Koordinatensystem so an, dass
By = (0,0,1,0) gilt. Damit tritt aber zo wegen Bemerkung in () hochstens
mit der Potenz 2 auf. Wegen der Gestalt () der Umrissquartik kann das nur
eintreten, wenn s in as und ag hochstens mit der Potenz 1 enthalten ist. Diese
Bedingung hat auch Auswirkungen auf die Gleichung der F3, die dann die Gestalt

flxo,x1, 9, 23) = x%xg + 23:3(1)0:1:% + bixoxy + boxoxo + bgfL‘% + byxixo) + aoxg

+ 12371 + asrdas + azrort + agroriTe + asxt + agrive



hat. Durch das Bilden der partiellen Ableitungen erhélt man

0
%(mo, r1, X2, 1'3) = 2$3(2b0.%'0 + bix1 + bQI'Q) + 3a0x% + 2a1x0T1 + 2a920%2
0
+ agl‘% + aqr1T2,
of 2
%(ﬂfo, x1, 22, x3) = 2x3(b170 + 2b3w1 + baxo) + a1xh + 2a3T021 + a4T0x2
1
+ 3@5%% + 2a6x1x2,
0
87(:130, T, T2, 1:3) = Z‘% + 2x3(b2x0 + 541:1) + aga:g + agxory + CLGJZ%,
2
0

87(560, T1, T2, 23) = 22329 + 2(boxd + bizoxy + bawoxs + b3x? + byxixe),
3

und damit sieht man wieder durch Einsetzen, dass der Punkt By = (0,0, 1,0) singulér
fur die Fj3 ist.

O]

Bemerkung 2.5.2. Wenn wir also im Folgenden von einer singularitdtenfreien kubischen Fléache
F3 ausgehen, so wissen wir, dass die Umrissquartik, gebildet fiir einen Punkt Ay, durch den
keine ganz auf der F3 liegende Gerade geht, auch keine Singularitdten besitzt.

In der Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitts haben wir den Umrisskegel K4(Ap) der
von Ay an die F3 gelegten Tangenten betrachtet. Die Tangentialebenen an diesen Kegel sind
gleichzeitig auch Tangentialebenen an die F3. Das zeigt uns der folgende

Satz 2.5.3. K4(Ap) sei der Umrisskegel der singularititenfreien kubischen Fliche F3 vom Punkt
Ao aus. Durch diesen Punkt soll keine Gerade gehen, die ganz auf der F3 liegt. Dann ist jede
Ebene durch Ay, die den Kegel K4(Ag) berihrt, eine Tangentialebene an die F3, und umgekehrt
berihrt jede Ay enthaltende Tangentialebene der F3 auch K4(Ap).

Beweis.

o Die Voraussetzungen an F3 und Ky(.Ap) seien erfillt. Wir wihlen das Koordinatensystem
dann wieder der Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitts entsprechend. Damit ist
T2(Ap) die Tangentialebene von F3 im Punkt Ay.

e Zunichst wollen wir die Gleichung der F3 aus () explizit anschreiben:

f(xo, 1, T2, 23) = 2329 + 223(boxd + bizow1 + baxowa + b3a? + byxixo + bsr3)

+ apTy + a175T1 + avxiTs + azTox; + asToT1T2 + a5TTS + AT
+ arxizy + agrirs 4 agxs. (2.41)

Gerade By : 9 = x3 = 0 eine Tangente der Umrissquartik k4(Ag) ist. Im Abschnitt
(siehe Dualkegel) haben wir gesehen, dass dann die Ebene 72(Ap) auch Tangentialebene
des zur Umrissquartik gehorenden Umrisskegels K4(Ag) ist (sogar Doppeltangentialebe-
ne).

o Wir wissen bereits aus der Grundkonfiguration, dass die in der Ebene T2(Ao) lieﬁende

o Wir konnen also im folgenden von einer Ebene Co # T2(Ag) ausgehen, die den Kegel
K4(Ap) langs der nicht in 73(Ap) liegenden Geraden C; beriihrt. Da der Umrisskegel aus
allen Tangenten aus Ay an die F3 besteht, muss C; auch eine Tangente der F3 sein. Der
Beriithrpunkt sei Cy ¢ T2(Aop).
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o Wir passen unser Koordinatensystem dahingehend an, dass Cy = (0,0,1,0), Cy : 1 = 0
und C; : zg = 1 = 0 gilt.

o Wir schreiben die Gleichung des Umrisskegels explizit an (in () entsprechend einge-
setzt) und erhalten

k(zo, 21,72, 73) = 2(aoxy + a178z1 + asrizs + azzoz + aszor172 + A57073 + A6TT
2 2
+ arziry + agrizi + agry)
2 2 212
— (bQCCO + bixoxy + boxgxo + bgl‘l + byr1T0 + b5$2) =0 (242)

(dabei ist prinzipiell keine Abhéngigkeit von z3 gegeben). Wegen Cy € K4(Ap) gilt b5 =0
(Bemerkung ).

» Die Ebene Cs soll tangential an den Kegel K4(.Ap) liegen. Bildet man nach Definition
die partiellen Ableitungen der Kegelgleichung erhélt man

ok

%(azo, x1,T9,T3) = x2(3a0x(2) + 2a1x0x1 + 2007072 + agac% + asx120 + %az%)
0
— 2(bowd + b1wox1 + bawowa + b3t + baz172)
(2()01’0 + blscl + ngg),
ok 2 2 2
87(x0’ x1, T2, x3) = x2(a12q + 2a3z0x1 + asxox2 + 3asr] + 207172 + A7)
1
— 2(bo? + bizox + bawowa + bzt + bywy o)
(bizo + 2b3z1 + baza),
Ok 3 2 2 2 2 3
%(xo, T1,T2,X3) = apTy + a1TGT1 + axiT2 + asTor] + a4Toxr1xT2 + asToTs + agry
2
+ a7x%:p2 + CLg.CL’le% + agxg’ + CL’Q(CL2$(2) + a4z + 2052022
+ (W.CU% + 2a8x1x2 + 3(19%%)
— 2(b0x3 + bizor1 + boxoxo + bg&?% + b4x1x2)(b2x0 -+ b4$1)
ok
87%(9507961,902,333) =0.

Setzt man den Punkt Cy ein, erhdlt man

;ﬁ](o,o,m) = as,
gi(o,o,m) = as,
gi(o,o,m) = day,
&(0,0,1,0) =0,

und damit die Tangentialebene asxy + agx1 + 4agxre = 0. Damit ergibt sich a5 = ag = 0
und ag = 1.

e Setzt man in die Gleichung der F3 () entsprechend ein und beachtet die Bedingungen
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as = ag = bs = 0 und ag = 1, so ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen von f

0
i(.%’(], x1,T2, :Eg) = 21‘3(2()0$0 + bixy + b2$2) + San% + 2a1x07r1 + 2092072 + agx%
81’0

+ aqx129

0
%(3}0, x1,T2, $3) = 2:63([)1.7}0 + 253%’1 + b4$2) + alm% + 2azxor1 + a4x0x2 + 3a6x%
1
+ 2a7x% + m%

0

%([L‘O, x1,T2,T3) = l‘% + 2x3(bozo + bax1) + a2x(2) + agxox1 + a7x% + 2z129
2

of 2 2

87(560, x1,T2,x3) = 2x3x2 + 2(boxf + bizor1 + baxoxa + b3x] + baz122)
3

und fiir den Punkt Cy ergibt sich

(%(0,0,1,0) =0,
£(0,0,1,0) =1,
;gi(o,o,m) =0,
6‘1(0,0,1,0) =0,

also ist die Ebene Cs eine Tangentialebene an die F3.

Umgekehrt geht man wieder von der Grundkonfiguration und einer Ebene Cy # T2(Ap)
aus, die die Fliache F3 im Punkt Cy beriihrt.

Da Cy # Ap gilt, muss auch Cy ¢ T2(Ap) gelten, da sonst die Gerade G; = Ay U Cy ganz
zur Fj gehoren wiirde. Das ergibt sich daraus, dass die Gerade G; eine Tangente der Fj
ist, die in den zwei Tangentialebenen Cy und 7T2(.Ap) liegt. Nach Bemerkung m zahlen
fiir den Schnitt der Geraden mit der F3 sowohl Ay als auch Cy zweifach, womit schon die
ganze Gerade auf der Fj liegen muss, was den Voraussetzungen widerspricht.

Wir passen das Koordinatensystem nun so an, dass der Punkt Cy = (0,0,1,0) in der Ay
nicht enthaltenden Ebene By : 23 = 0 (die auch k4(Ap) enthilt) liegt. Weiters sei die
Ebene Cy gegeben durch Co : 21 = 0.

Die Fj3 sei wieder gegeben durch () Aus Cy € F3 folgt ag = 0 (Bemerkung )

Wir bestimmen die Tangentialebene der F3 fiir den Punkt Cy. Die partiellen Ableitungen
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von f lauten:

0
%(wo, x1,T2, 1‘3) = 2.%3(21)01’0 + bixy + bzl‘z) + 3(10.233 + 2a1z01 + 2092022 + CL3$%
0

2
+ agx1T0 + A5T5,

0
87(560, x1,T2, 933) = 2$3(b1£€0 —+ 2()3561 —+ b4$2) + aw% + 2asror1 + agxors + 3@656?

1

+ 2a7x% + bga3,

0
7(1‘0, x1,T2, .’L‘3) = .’L‘% + 21‘3(1)2330 + bax1 + 2[)51‘2) + CLQ.’L‘% + agxox1 + cwx% + 2agT1 29,
81’2
0

9 (20, 71, 29, T3) = 21329 + 2(boxd + b1wox + bawow2 + b3zt + bya1wa + bsrd),
3

und fiir den Punkt Cy erhalten wir

5;0(0,0, 1,0) = as,
3851(0’0’ 1,0) = as,
88;2(0,0,1,0) =0,

553(0,0, 1,0) = 2bs.

Die Gleichung der Tangentialebene lautet also aszzg + agx1 + 2bsx3 = 0. Da die Ebene Co
tangential zur Fliache F3 im Punkt Cy liegen soll, erhalten wir a5 = b5 = 0 und ag = 1.

o Der Umrisskegel K4(Ap) hat dann eine Gleichung der Gestalt (in () entsprechend
eingesetzt)
k(wo, w1, 12, 13) = w2(aoxf + a1 + axxias + azzor] + aswor1®2 + agat + arrize
+ xlx%) — (boiﬁ% + bixor1 + boxoxo + bgl‘% + b43:1:v2)2 = 0.
Bildet man wieder die partiellen Ableitungen, erhélt man

ok
2 2
— (20, z1, 22, x3) = x2(3apzy + 2a12021 + 2a2z0T2 + azxr] + asx122)

Oxo
— 2(bo2 + bizox1 + bawowa + bzt + byx129)(2box0
+ bix1 + baxa),
Ok 2 2 2
8—3;1(360, x1, T2, 3) = xo(arxy + 2as3x0x1 + asrore + 3asxr] + 2a7x129 + T5)
— 2(box? + bizoxy + bawoxa + bzt + byxya9) (b1
+ 2b3z1 + b)),
Ok 3 2 2 2 3
87:32(1:0’ T1,T2,23) = ATy + a175T1 + a2T(T2 + azToTT + a4ToT1T2 + AT
+ cw:c?xg + xlx% + a:g(agscg + asxox1 + am% + 2x129)
— 2(boxd 4 bizoxy + boxoxs + b3x? + byxyx9)(boz + baxy),
ok

87:3(96(),%,362,333) =0,



und fiir den Punkt Cy ergibt sich

(fgi](o,o,l,o) =0,
Si(o,o,1,o) =1,
552(0,0,1,0) =0,
$(0,0,1,0) =0,

womit die Ebene Cy tangential an den Umrisskegel K4(Ag) liegt.
O

Nun betrachten wir die Doppel- und Flachtangenten der Umrissquartik. Wir haben einige Eigen-
schaften der Quartiken bereits im Abschnitt festgehalten. Eine Flachtangente ist demnach
eine Gerade, die die Quartik in einem reguldren Punkt von der Vielfachheit 4 beriihrt.

Satz 2.5.4. Ausgehend von der Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitts sei K4(Ag) der
Umrisskegel der singularitatenfreien kubischen Fldache F3 vom Punkt Ay aus. Durch diesen
Punkt soll keine Gerade gehen, die ganz auf der Fy liegt. G1 sei eine Doppel- oder Flachtangente
der Schnittkurve ky(Ao) des Umrisskegels K4(Ag) mit der Ebene Ba. Dabei sei Gy verschieden
von der Geraden By = Ba N T2(Ap). Dann enthdlt die Ebene

Go = Ay UG

eine Gerade, die ganz auf der Fs liegt. Umgekehrt liegt eine Doppel- oder Flachtangente von
k4(Ao) in der Ebene Ay U Sy, wobei Sy eine Gerade ist, die ganz auf der Fy liegt.

Beweis.

o Es liege die Umrissquartik k4(Ag) = B2 N K4(Ap) des Umrisskegels K4(Ap) der F3 vor,
wobei F3 singularitatenfrei sein soll und Ay und By die entsprechenden Voraussetzungen
erfiillen sollen. Wir kénnen also von der Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitts
ausgehen. Es ergeben sich zwei Fille:

— Gy ist Doppeltangente und beriihrt die k4(Ap) in zwei verschiedenen Punkten Gy und
g{). Die Ebene G ist eine Tangentialebene (vergleiche Abschnitt ; Dualkegel)
des Umrisskegels und nach Satz auch eine Tangentialebene der Fj. Die Geraden
AogUGy und A ug(’] sind Tangenten an die F3 (beide liegen auf dem Umrisskegel). Sie
berithren daher die F3 in zwei verschiedenen Punkten 7y und 7[)/. Das sind gleichzeitig
die zwei Berithrpunkte der Tangentialebene Gs.

(Denn hétte beispielsweise Ty eine andere Tangentialebene 72(7p), so lage die Gerade
Ao UGy, da sie wegen Bemerkung m eine Tangente im Punkt 7y ist, auch in dieser
Ebene. T3(7y) ware dann ebenfalls tangential an den Umrisskegel, und man erhielte
eine weitere Tangente der k4(.Ap) durch Gy, was wegen der Singularitdtenfreiheit der
k4(Ap) nicht moglich ist.)

Nach Bemerkung m beriihrt die Gerade 71 = 7y U ’7'0l C Gy die F3 in den Punkten
To und 73 jeweils von der Vielfachheit 2 und muss daher schon ganz auf der Fj liegen
(siehe Abbildung [Ld).
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Abbildung 16: Situation aus dem Beweis von Satz

— G ist Flachtangente und beriithrt die k4(Ap) nur in einem Punkt Cy. Wir wéihlen das

Koordinatensystem unserer Grundkonfiguration entsprechend und passen es so an,
dass wie im Beweis von Satz fiir Cy = (0,0,1,0) und die zugehorige Tangential-
ebene Gy : x1 = 0 gilt. Betrachten wir die Gleichung () der k4(Aop), erhalten wir
wie im Beweis von Satz , dass a5 = ag = b5 = 0 und ag = 1 gelten muss. Schnei-
det man die verbleibende Gleichung der k4(.Ap) mit der Geraden Gy : 1 = 23 = 0
(die Flachtangente hat dann in der Ebene By die Gleichung x1 = 0), so ergibt sich

2.2 2 2
aomgxg + aszgry — (boxg + baxox2)” =0

Damit der Punkt Cy in diesem Schnitt mit der Vielfachheit 4 z&hlt, muss sich der
Ausdruck auf b3zg = 0 mit by # 0 (sonst liegt die ganze Gerade auf der Quartik;
diese soll aber nicht zerfallen) reduzieren. Es gilt also ag = a2 = be = 0 und wir
erhalten fiir die zugehérige F3 eine Gleichung der Gestalt

x%m + 2w3(b033% + bizgry + bga:% + byx129) + alwgml + agmox% + agxor12T9 + aex?

+ b7x%x2 + xlm% =0.

Durch Einsetzen einer Parameterdarstellung g = A\,x1 = 0,29 = p,z3 = 0 der
Geraden Gy sieht man, dass diese schon ganz auf der F3 liegt.



o Liegt umgekehrt die Gerade S; ganz auf der F3, so schneidet die Ebene Co = Ay U S (wir
gehen von der Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitt aus) die Flache F3 in einer
kubischen Kurve k3, die dann in &1 und einen weiteren Kegelschnitt ko zerfallen muss. Es
gibt nun wieder zwei Félle:

— Die Gerade &7 schneidet k9 in zwei verschiedenen Punkten Cp und C(I). Diese Punkte
sind reguldr fiir die F3 und singulédr fiir die Schnittkurve der Ebene Cy mit der Fj
(vergleiche Abschnitt ) Nach Satz ist die Ebene Co Tangentialebene an die
F3 in den Punkten Cy und C(/) und somit nach Satz m auch Doppeltangentialebene
an den Umrisskegel K4(Ap) (die Argumentation funktioniert genau umgekehrt zu
jener in der Klammer im ersten Teil dieses Beweises).

— Die Gerade &7 beriihrt ko in einem Punkt Cp, der wieder einerseits fir F3 regulér
und andererseits fir die Schnittkurve der Ebene Cy mit der F3 singulér ist. Damit
ist Co eine Tangentialebene an die F3 im Punkt Cy und nach Satz auch wieder
Tangentialebene an den Umrisskegel K4(.Ap). Wir passen das Koordinatensystem so
an, dass S : x1 = 23 = 0 C B, C2 : 1 = 0 und Cy = (0,0,1,0) gilt. Wegen der
Grundkonfiguration gehen wir von einer Gleichung () der F3 aus und erhalten
wieder, wie im Beweis von Satz , dass a5 = ag = b5 = 0 und ag = 1 gelten muss.
Wir schneiden die F3 mit der Ebene Co und erhalten die k3

x%xg + 2x3(b0x(2) + bazoxa) + aoz% + agxg:cg =0.

Soll die k3 die Gerade Sy abspalten, muss ag = as = 0 gelten. Die verbliebene k3 hat
dann die Gestalt

233 + 223(box + bazoza) = 0,
und so ergibt sich fiir die ko die Gleichung
xr3x2 + 2([)01’% + ngoflfg) = 0.

Damit der Punkt Cy eine Doppellésung des Schnitts der ko mit der Geraden S; ist,
muss by = 0 gelten. Wir erhalten also fiir die Umrissquartik k4(.Ap) eine Gleichung
der Gestalt
2 2 3 2 2
x2(a1zger + azror] + asror1x2 + ax] + arriTa + T173)
— (b(){L‘(Q) + bixory + ng% + b4$1$2)2 =0,

und beim Schnitt mit der Geraden S; (in der Ebene Bs dargestellt durch x; = 0)
erweist sich der Punkt Cy als Schnittpunkt der Vielfachheit 4.

O
Nun sind wir bereit fiir den Hauptsatz dieses Abschnitts.
Satz 2.5.5. Jede singularititenfreie kubische Fldiche besitzt eine ganz auf thr liegende Gerade.

Beweis. Fj sei eine singularititenfreie kubische Flache und Ay ein Punkt auf ihr. Geht durch
Ay bereits eine Gerade, die ganz auf der Fj liegt, sind wir fertig. Andernfalls kénnen wir von der
Grundkonfiguration am Anfang des Abschnitts ausgehen und erhalten eine singularitdtenfreie
Umrissquartik k4(Ap) mit der ausgezeichneten Gerade By, die Doppel- oder Flachtangente von
k4(Ap) ist. Wir unterscheiden zwei Félle:
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o B ist Flachtangente. Damit muss es nach Abschnitt zumindest eine weitere von B
verschiedene Doppel- oder Flachtangente an die k4(Ag) geben.

o B ist Doppeltangente. Aus der Aufzdhlung am Beginn des Abschnitts wissen wir,
dass die k4(Ap) entweder eine Flachtangente oder sogar 27 weitere Doppeltangenten be-
sitzt.

In jedem Fall gibt es neben B; noch eine weitere Doppel- oder Flachtangente an die k4(.Ap).
Mit Satz existiert dann eine Gerade auf der Fj. O

Wie der Beweis von Satz schon vermuten lasst, gibt es nicht nur eine, sondern sogar 27
Gerade auf einer singularitdtenfreien kubischen Flidche. Dies zeigt nun der

Satz 2.5.6. Auf einer singularititenfreien kubischen Fldiche liegen genau 27 Gerade.

Beweis. Nach Satz liegt zumindest eine Gerade G; ganz auf der singularititenfreien kubi-
schen Flache F3.

e In Satz haben wir gesehen, dass es fiinf voll zerfallende ebene Schnitte durch G
gibt, und aus Korollar (angewendet auf jede Gerade) folgt, dass die Schnitte jeweils
aus drei verschiedenen Geraden bestehen. Wir erhalten also pro Schnittebene zwei weitere
Gerade, die, da sie in verschiedenen Ebenen liegen, auch alle voneinander verschieden sein
miissen. Wir geben nun den Ebenen und Geraden entsprechende Bezeichnungen:

A, Ay C Ay
By, By C By
C1,Cy C Co
Dy, D, C D,
£,E C & (2.43)

o Keine dieser zehn Geraden wird von einer der anderen Geraden getroffen, aufler jener, die
bereits mit ihr in einer Ebene liegt. Ware das ndmlich der Fall, miisste der Schnittpunkt
Go der beiden Geraden, da sie nicht alle in einer Ebene durch Gy liegen, auf G; sein. Dann
ware nach Satz der Punkt Gy allerdings singulér.

o Nach der selben Argumentation wie im ersten Punkt dieses Beweises besitzt jede der zehn
Geraden selbst zehn Gerade auf F3, von denen sie getroffen wird. Beispielsweise wird die
Gerade A; von All, G1 und noch acht weiteren Geraden

Wl,Wi,Xl,Xll,yl,yi,Zl,Zi (244)

geschnitten. Dabei kann keine dieser acht Geraden mit einer aus () zusammenfallen,
da namlich A; unter diesen zehn Geraden nur von A; getroffen wird.

o Die Geraden aus () schneiden auch nicht A}, denn trifft eine Gerade sowohl A; als
auch A}, so liegt sie in der Ebene Ay oder geht zumindest durch den Punkt Ag = A; NA;.
Im ersten Fall lagen dann aber mit Gy vier verschiedene Gerade in der Ebene As, was fiir
einen ebenen Schnitt mit der F3 nicht moglich ist. Im anderen Fall gingen drei Gerade der
F3 durch den Punkt Ay, lagen aber nicht in einer Ebene. Nach Satz wére der Punkt
Ao dann singular fur die F3.
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o Betrachtet man jetzt die zehn Geraden, die All treffen, so gibt es neben A; und G; noch
81’8177—177—11?1/{172/{17]}17]}1' (245)

Diese acht miissen wegen der selben Argumentation wie bei den Geraden aus ( von
jenen aus () verschieden sein. Und da nach dem letzten Punkt die Geraden aus ()
die Gerade A/l nicht schneiden, miissen sie auch von allen aus (R.45) verschieden sein.

e Zusammen mit G; ergeben (),() und () genau 27 Gerade auf der F3.

e Das ist auch schon die Maximalzahl, denn ist H; eine beliebige auf der F3 liegende Gerade,
die von Aq, A/l und Gy verschieden ist, dann kann #; einerseits nicht in der Ebene A,
liegen (dort lagen sonst vier verschiedene Gerade), andererseits muss sie die Ebene A
dann aber in einem Punkt treffen, der auf A;, A) oder G; liegt (sonst wére auch mehr
als eine k3 im Schnitt). Damit muss H; aber schon in einem der voll zerfallenden Schnitte
von Ebenen durch A, A; oder G; liegen und eine der Geraden (), () oder ()

sein.

O]

Bemerkung 2.5.7. Es ist auch recht einfach, zu einer gegebenen Quartik k4 eine kubische Fléache
F3 mit k4 als Umrissquartik zu konstruieren. Dazu muss die Gleichung der k4 unter Auszeichnung
einer Doppel- oder Flachtangente B; in der Form () angegeben werden. Von dieser kann
dann zur Gleichung der F3 mit der Gestalt (R.3§) iibergegangen werden.

Dieser starke Zusammenhang zwischen den singularitétenfreien kubischen Flachen und den
Quartiken lasst es zu, gewisse Sétze iiber Quartiken zu solchen iiber Geraden auf kubischen
Flachen umzudeuten und umgekehrt. Beispielsweise ergibt sich recht einfach aus den Sétzen
und , dass eine singularitétenfreie Quartik 28 Doppel- oder Flachtangenten besitzt.

Zum Abschluss noch ein Satz, der einen Bezug der Punkte auf den 27 Geraden einer kubischen
Flache zu ihren Tangentialebenen herstellt.

Satz 2.5.8. Py sei ein Punkt einer singularitdatenfreien kubischen Fldache Fs, der auflerdem
noch auf einer der 27 Geraden liegt. Dann liegt diese Gerade in der Tangentialebene To(Py) des
Punktes Py.

Beweis. Der Punkt Py sei auf der Geraden P, die ganz auf der singularitédtenfreien Fliache F3
liegt. Wir wéihlen das Koordinatensystem so, dass Py = (0,0,0,1) und P; : 9 = 1 = 0 gilt.
Setzt man eine Parameterdarstellung zg = 0,21 = 0,22 = A\, x3 = p von P; in die allgemeine
Gleichung (ﬂ) der F3 ein, erhdlt man

a2\ + a3 A2 + agzzAu® + azzap’ = 0.

Da die Gerade P; ganz auf der Fj liegen soll, muss dieser Ausdruck identisch verschwinden, und
damit gilt fiir die Koeffizienten

a2 = age3 = agz3 = aszz = 0.
Bildet man nun nach Definition die Tangentialebene fiir den Punkt Py, erhalt man
T2(Po) : apsszo + aizzw1 = 0,

wobei dieser Ausdruck nicht identisch verschwinden kann, da sonst der Punkt Py singulér fiir
die F3 wére (dann wiren namlich alle ersten partiellen Ableitungen im Punkt Py gleich 0). Die
Gerade P; : xg = 1 = 0 liegt jetzt aber offensichtlich in der Ebene T2(Pp). O
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Abbildung 17: Eckardtpunkt Abbildung 18: Tritangentialebene

Bemerkung 2.5.9. Satz garantiert zusammen mit Abschnitt @, Satz und Bemerkung
1.6.6 auf jeder kubischen Flidche zumindest eine Gerade.

Im néchsten Abschnitt werden wir trotzdem die direkte Betrachtung (ohne Umweg iiber die
Quartiken) wéhlen und uns mit verschiedenen Eigenschaften auseinandersetzen, die sich durch
die Anordnung der 27 Geraden einer singularitéitenfreien kubischen Flédche ergeben.

2.5.2 Die Konfiguration der 27 Geraden

Wir bleiben bei den singularitdtenfreien kubischen Fliachen und wollen die 27 Geraden mit der
Bezeichung 27-Konfiguration versehen. Zunéchst halten wir einige Grundeigenschaften fest:

Bemerkung 2.5.10.

« Aus Satz wissen wir, dass drei Gerade einer 27-Konfiguration nie durch einen Punkt
gehen konnen, ohne in einer Ebene zu liegen, da sonst der Punkt singulér fiir die Fléche
ware.

e Satz m und Korollar (auf jede Gerade angewendet) haben uns gezeigt, dass jede
Gerade G der 27-Konfiguration von 10 verschiedenen anderen geschnitten wird, wobei je
zwei davon mit Gy fiinf verschiedene Ebenen aufspannen.

Wir wollen nun drei weitere Begriffe einfiihren.

Definition 2.5.11 (Tripelebene). Eine von drei Geraden der 27-Konfiguration aufgespannte
Ebene heifit Tripelebene.

Definition 2.5.12 (Eckardtpunkt, Tritangentialebene).

o Haben alle drei Geraden Sy, 71 und U; einer Tripelebene einen gemeinsamen Punkt Py,
nennt man diesen Eckardtpunkt (siehe Abbildung @)

e Sind die Schnittpunkte Py, Qp und Ry der drei Geraden einer Tripelebene verschieden, so
beriihrt sie die Fliche in diesen drei Punkten (nach Satz ) und wird Tritangentialebene
genannt (siehe Abbildung @)

Wir erhalten den

94



Satz 2.5.13. Jede 27-Konfiguration spannt 45 Tripelebenen auf.

Beweis. Jede Gerade der 27-Konfiguration ist nach Satz an fiinf Tripelebenen beteiligt,
wobei zu jeder Tripelebene drei Gerade gehdren. Man erhélt

27-5

45
3

d

Wir erarbeiten in den nun folgenden Séitzen einige Aussagen zur Lage der Geraden einer 27-
Konfiguration zueinander. Dabei spielen vor allem die Teilmengen, die aus lauter paarweise
windschiefen Geraden bestehen, eine besondere Rolle. Wir nennen diese Mengen entsprechend
auch windschiefe Paare, Tripel usw..

Satz 2.5.14. In einer 27-Konfiguration gibt es keine Teilmenge von vier zueinander paarweise
windschiefen Geraden, die alle von drei anderen paarweise zueinander windschiefen Geraden
getroffen werden.

Beweis. Angenommen es gibe vier windschiefe Gerade, die alle von drei anderen zueinander
windschiefen Geraden getroffen werden. Aus dem Abschnitt m wissen wir dann, dass diese
vier Geraden alle auf einer (durch diese Angabe wohlbestimmten) Quadrik Q2 liegen. Diese wird
durch lauter Gerade erzeugt, die die ersten vier schneiden. Damit haben diese unendlich vielen
erzeugenden Geraden jeweils vier Punkte mit der F3 gemeinsam und liegen daher auch alle
ganz auf der Flidche. Damit kann die F3 nicht mehr singularitdtenfrei sein (dort sind maximal
27 Gerade auf der Fliache) und zerfillt in die Quadrik Q2 und eine Ebene. O

Satz 2.5.15. FEs existieren genau finf Gerade, die zwei gegebene windschiefe Gerade einer
27-Konfiguration gleichzeitig schneiden. Diese fiinf Geraden bilden ein windschiefes Quintupel.

Beweis.

o Wir gehen von zwei gegebenen zueinander windschiefen Geraden A; und B; einer 27-
(3

Konfiguration aus. Diese gibt es immer (beispielsweise sind A; und B; aus Satz M
sicher windschief).

o Aus Satz wissen wir, dass es durch Ay funf verschiedene Tripelebenen gibt. Diese
miissen die Gerade B; in fiunf verschiedenen Punkten schneiden und durch jeden dieser
Punkte muss mindestens eine 4; treffende Gerade der 27-Konfiguration gehen (sonst lige
in einer Schnittebene mehr als eine k3).

e Mehr als eine A; schneidende Gerade kann durch einen Punkt By € By nicht gehen, da
dieser sonst nach Satz m singular ware.

e Aus dem selben Satz konnen wir auch schlieBen, dass keine zwei Geraden aus unter-
schiedlichen Tripelebenen durch A; sich in einem gemeinsamen Punkt auf A; treffen. Wir
erhalten also fiinf Gerade

g11 ) 921, g31 ’ g41 3 g51 )
die sowohl A; als auch By in jeweils fiinf verschiedenen Punkten treffen.

e Da es durch jede Gerade nur finf Tripelebenen gibt, sind damit alle gemeinsamen Schnitt-
geraden von A; und B erfasst.
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e Wiirden sich zwei dieser fiinf Geraden auflerhalb von A; oder By schneiden, so miissten sie
zusammen mit A; und By eine Ebene aufspannen, was den Voraussetzungen widerspricht.

O]

Ay

AN

B

Ci

Abbildung 19: Ein Paar von windschiefen Tripeln

Eine Gerade, die zwei zueinander windschiefe Geraden schneidet, nennt man auch gemeinsame
Sekante oder Treffgerade.

Satz 2.5.16. Die drei Geraden eines windschiefen Tripels der 27-Konfiguration werden von
drei Geraden eines anderen windschiefen Tripels geschnitten. Diese Tripel treten also immer
paarweise auf, wobei jede Gerade des einen Tripels jede des anderen schneidet (siehe Abbildung

19).
Beweis.

o Gegeben sei ein windschiefes Tripel A;, B und C; innerhalb einer 27-Konfiguration. Dieses
gibt es nach Satz immer (fiinf wurden dort schon gefunden). Wir wollen nun zeigen
dass jede zu A; und B; windschiefe Gerade (also auch C;) genau drei der nach Satz
vorhandenen fiinf gemeinsamen Sekanten von A; und B; schneidet.

e Wir bezeichnen die fiinf gemeinsamen Sekanten von A; und By mit

CQI?C31’C4NC517C61- (246)

o A; spannt mit jeder Gerade aus () nach Bemerkung eine Tripelebene auf. Ana-
loges gilt fiir By. Da die beiden Geraden 4; und B; zueinander windschief sind, handelt
es sich dabei um zehn verschiedene Ebenen. In jeder dieser Tripelebenen liegt nach Be-
merkung m noch eine weitere Gerade, die wir mit (Aj;); bezeichnen wollen, falls sie
in einer Ebene durch A; liegt, die die Gerade C;,, i = 2,3,4,5,6 aus () enthalt. Ana-
log ergeben sich die Geraden (By;)1,7 = 2,3,4,5,6. Wir wollen zeigen, dass alle diese 17
Geraden verschieden sind:

— Es gilt zunéchst sicher Ay # (Ay;)1,4 = 2,3,....6, und C;; # (A1i)1,i = 2,3,...,6 da
die Geraden aus Tripelebenen nach Korollar immer verschieden sind. Analog
gilt fir die Geraden (By;)1,¢ = 2,3, ...,6 auch By # (By;)1 und C;; # (Bui)1.
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— Weiters gilt A; # (By;)1 fiur i = 2,3, ...,6, da die Gerade 4; windschief zu B; liegt
und daher die Tripelebenen durch B; nur in einem Punkt schneidet. Analog gilt
By # (Ay) fiiri = 2,3,...,6.

— Auch (Ay;)1 = (Aij)1,@ # j ist nicht moglich, da die Geraden in verschiedenen
Tripelebenen durch A; liegen. Genauso gilt (Bi;)1 # (Bij)1,1 # J.

— Aus demselben Grund muss auch C;; # (Ayj)1 bzw. C;;, # (Bij)1 fiir i # j gelten.

— SchlieBlich ist auch (Ai;)1 = (Bij)1 fiir 4, = 2,...6 unmdoglich, da sonst (Aj;); eine
von () verschiedene Treffgerade von A; und By wére, was nach Satz nicht
moglich ist.

Neben den 17 Geraden Ay, Bi, (A1i)1, (B1i)1 und C;, fur i = 2,3, ...,6 gibt es noch zehn
weitere Gerade

Hi,s ..., Hio, (2.47)
in der 27-Konfiguration.

Die Gerade C;, aus (R.46) wird von (Ay;)1 bei i # j nicht getroffen, da die beiden in
verschiedenen Tripelebenen durch A; liegen und sich daher héchstens in einem Punkt auf

A; schneiden kénnten, der dann nach Satz singulér fir die F3 wére. Analog sind
auch die Geraden C;, und (B;;)1 windschief bei ¢ # j.

Von den zehn Geraden, die nach Bemerkung die Gerade C;, treffen, konnen daher
nur Ay, By, (A1) und (By;)1 aus der Menge der ersten 17 Geraden sein (die C;, sind
namlich ohnehin zueinander windschief). Die restlichen sechs miissen aus der Menge ()
stammen.

In Summe treten also die Geraden aus () genau 5 - 6 = 30 mal als Schnittgeraden der
fiinf Geraden aus () auf. Dabei sollen

— ny der Geraden C;,,7 = 2,3,...,6 von H;,

— ng der Geraden C;,,i = 2,3, ...,6 von Ha,

— nyo der Geraden C;,,7 = 2,3, ...,6 von Hjo,

getroffen werden. Es gilt einerseits
n1+ne + ... + nig = 30,

und andererseits nach Satz auch n; < 3 fiir i = 1,2, .., 10. Da die n;,i = 1,2, .., 10
sicher ganze positive Zahlen sind, erhélt man n; = 3 fir ¢ = 1,2, .., 10.

Die zu Ay und B; windschiefe Gerade C; muss eine der zehn Geraden aus () sein (alle
anderen schneiden entweder zumindest A; oder By). Die Geraden A; und B; werden von
allen finf aus () getroffen, und nach dem eben Gezeigten wird C; von drei Geraden
aus dieser Menge getroffen.

Wir haben also zwei windschiefe Tripel gefunden, bei denen jede Gerade des einen Tripels
jede Gerade des anderen schneidet.

O]
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Bemerkung 2.5.17. Wie wir soeben im Beweis von Satz gesehen haben, trifft jede der
Geraden aus () genau drei aus der Menge () AuBlerdem ist jede Gerade aus ( sowohl
zu A;j als auch zu By windschief, da die nach Bemerkung P (J moglichen zehn Schnittgeraden
schon durch die C;, und (Ay;)1 bzw. (By;)1 fiir i = 2,3, ..., 6 gegeben sind. In Zukunft wollen wir
die Geraden aus () mit (D;;)1,% # j bezeichnen, wobei (D;;)1 genau jene Gerade ist, die C;,
und Cj, nicht trifft.

Da uns diese Bezeichnungen im Folgenden eine Weile begleiten werden, fassen wir sie noch
einmal zusammen.

e Ausgangspunkt sind zwei windschiefe Gerade der 27-Konfiguration

Aq und B;.

e Dazu kommen ihre fiinf zueinander paarweise windschiefen Treffgeraden

Cgl 5 Cgl s C41 s C51 und CG1 .

e Diese werden jeweils durch die fiinf noch fehlenden weiteren Schnittgeraden

(A12)1, (A13)1, (A14)1, (A1s)1 und (Age)1
bzw. (Bi2)1, (B13)1, (B14)1, (B15)1 und (Big):

von A; bzw. B; erginzt, wobei jeweils Ay, C;; und (Ai;)1 bzw. By, C;; und (By;)p fiir
1=2,3,...,6 in einer Ebene liegen.

e Schlussendlich bleiben noch die zehn sowohl zu A; als auch B; windschiefen Geraden

(D23)1, (D24)1, (D25)1, (D26)1, (D34)1, (P35)1, (P36)1, (Das)1, (Dag)1 und (Dse)1,

wobei die Indizes angeben, welche zwei der fiinf Geraden Cy,, C3,, C4,, C5, und Cs, von
(Djj)1 nicht getroffen werden. Die restlichen drei Geraden dieser Menge werden getroffen.

Satz 2.5.18. Die Geraden der 27-Konfiguration seien versehen mit den Bezeichnungen aus
Bemerkung . Dann werden die 45 Tripelebenen aufgespannt durch

(Alac’ha (“412')1)’ (Blvcila (811)1) mit 1 = 27 37 ceey 67 (248)

(Ciyy Dr)1s (Din)1), wobei (iklmn) eine Permutation der Zahlen 2,3,4,5,6 ist, (2.49)

und ((A1i)1, (Bij)1, (Dij)1), ((A1j)1, (Bii)1, (Dig)1) mit (2 <i < j <6). (2.50)
Bewezs.

o Die Tripelebenen aus (M) ergeben sich schon aus der Definition der Geraden (A;;); und
(B1i)1 mit ¢ =2,3,...,6 im Satz E.E).ld bzw. in Bemerkung .

o Ebenfalls nach dem Beweis von Satz bzw. Bemerkung wird die Gerade Co,

von den zehn Geraden

At Bi, (Ai2)1, (Bi2)1, (D3a)1, (D3s)1, (D36)1, (Das )1, (Pas)1 und (Dse)1 (2.51)

getroffen. Nach Satz liegen diese Geraden in fiinf verschiedenen Tripelebenen durch
Ca, . Zwei davon, also (A1, Ca,, (A12)1) und (B1,Cs,, (B12)1), sind schon in () enthalten.
Damit sind an den anderen drei Ebenen nur (Dij)l—Gerade beteiligt.
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Allerdings treffen beispielsweise (D34)1 und (Ds5)1 sowohl Ca, als auch Cg,. Die Geraden
Ci, sind paarweise zueinander windschief, also kénnten sich (Ds4); und (Dss5); hochstens
in einem Punkt auf Cy, oder Cs, schneiden, der dann aber nach Satz singular fir
die F3 ware. Wir erhalten also, dass sich zwei (D;;)1-Gerade nur dann schneiden konnen,
wenn alle vier Indizes verschieden sind. Damit bleiben fiir die fehlenden drei Tripelebenen
durch Cy, aber genau drei Ebenen aus () Analog erhélt man fiir C;,,7 = 3,4,5,6 die
restlichen 12 Ebenen aus dieser Menge.

Wir wissen bereits aus dem Beweis von Satz bzw. Bemerkung , dass (D23)1
die Geraden Ay, By, Co, und Cs, nicht trifft. Da aber (Dsg); nicht in den Tripelebenen
(A1,Ca,, (Ag2)) und (B1,Ca,, (Bi2)) aus () enthalten ist, muss sie diese in Punkten
schneiden, die demnach auf (A;2); und (Bi2)1 liegen (sonst wéren die Schnittkurven nicht
von der Ordnung 3).

Analog schneidet (Dgy3)1 auch (Ai3)1 und (Bi3);.

(A13)1 liegt ebenfalls nicht in der Tripelebene (Bj,Cs,, (Bi12)) und muss diese daher in
einem Punkt auf einer der drei Geraden schneiden. (A;3); kann B nicht schneiden, da sie
sonst_eine weitere Treffgerade von A; und B; neben den C;,,i = 2,3, ..., 6 wére, was nach
Satz nicht moglich ist. Allerdings kann (A4,3); auch die Gerade Co, nicht schneiden,
da wir deren zehn Schnittgeraden schon in (@) angegeben haben.

Damit schneidet (A;13);1 die Gerade (Bi2)1, und wir erhalten die Tripelebene
((A13)1, (Bi2)1, (D23)1).

Wiederholt man dieses Vorgehen fiir alle méglichen Indexkombinationen, erhélt man samt-
liche Tripelebenen aus (@)

O]

Mit den Ergebnissen aus Bemerkung und Satz ist es nun moglich anzugeben, welche
Geraden_der 27-Konfiguration einander schneiden (inzidieren). Das Schnittverhalten wird in
Tabelle [I| veranschaulicht (aus Platzgriinden wurden die tiefgestellten Einsen weggelassen).
Wir wollen uns jetzt genauer mit windschiefen Quadrupeln, Quintupeln und Sextupeln ausein-
andersetzen.

Satz 2.5.19. Innerhalb einer 27-Konfiguration gibt es

einen Typ von windschiefen Quadrupeln mit zwei gemeinsamen Treffgeraden;

zwei Typen von windschiefen Quintupeln mit
— einer gemeinsamen Treffgerade;
— zwetl gemeinsamen Treffgeraden;
einen Typ von windschiefen Sextupeln. Alle windschiefen Teilquintupel gehdren zum ersten

Typ, besitzen also eine gemeinsame Treffgerade. Die so definierten Treffgeraden bilden
threrseits ein weiteres, dem ersten eineindeutig zugeordnetes Sextupel.

Beweis. Ausgangspunkt ist ein beliebiges windschiefes Tripel innerhalb der 27-Konfiguration.
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Co | C3 | Ca| C5 | Cs | Ar2| Aws| Aua| Ais| Aig| Bia | Bis | Bia| Bis | Bie | D23 | Daa| Das| Da6| Dsa| Dss| Ds6| Pas| Das| Dss

b
o]

Tabelle 1: Inzidenzmatrix der 27-Konfiguration

e Zwei der drei Geraden bezeichnen wir in Ubereinstimmung mit Bemerkung mit

100

A; und B; und die drei gemeinsamen Treffgeraden des Tripels mit Ca,, C3, und Cyq,. Mit
den Bezeichnungen aus Bemerkung ist dann (Dsg)1 die dritte Gerade des Tripels.
Auch die restlichen 21 Geraden wollen wir in Ubereinstimmung mit Bemerkung
benennen.

Aus der selben Bemerkung wissen wir, dass die Geraden

(D25)1, (D26)1, (D35)1, (D36)1, (Das)1 und (Dag )1 (2.52)

windschief zu A; und By sind. Auflerdem haben wir im Beweis des Satzes gesehen,
dass die Geraden aus (@), da sie sich mit (Dsg); einen Index teilen, diese Gerade auch
nicht schneiden.

Ergénzt man also (Aj, B1, (Dse)1) mit einer der Geraden aus (), erhélt man ein wind-
schiefes Quadrupel, wobei sich immer zwei der Geraden Cy,, Cs,, C4, (némlich die, deren



Index nicht vorkommt) als gemeinsame Treffgeraden ergeben. Beispielsweise sind C3, und
C4, gemeinsame Sekanten des windschiefen Quadrupels

(A1, B1, (Ds6)1, (Das)1)- (2.53)

Setzen wir mit diesem Beispiel fort, so sind aus der Menge () nur mehr

(D26)1, (D35)1, (Das )1 (2.54)

zu () windschief, da (Dsg); und (Dyg)1 mit (Dos)1 keinen gemeinsamen Index haben

(vergleiche wieder mit dem Beweis von Satz P.5.1§).

Wir erhalten also drei verschiedene windschiefe Quintupel

(A1, B1, (Ds6)1, (D2s)1, (Dss)1) (2.55)
(A1, B1, (Ds6)1, (D25)1, (Das)1) (2.56)
und (./41, Bl, (D56)1, (D25)1, (DQG)l). (2.57)

Dabei haben () und (R.56) nur jeweils eine gemeinsame Treffgerade Cy, bzw. C3, (da
4 bzw. 3 die jeweils einzigen nicht vorkommenden Indizes sind).

Das windschiefe Quintupel (E?l) hat sowohl Cs, als auch C4, als gemeinsame Treffgerade
(beide Indizes kommen nicht vor). Um (t2_57|) zu einem windschiefen Sextupel zu ergénzen,
kommen jetzt nur mehr die Geraden (Ds5); und (Dys); in Frage, die aber beide mit (Dag)1
keinen Index gemeinsam haben, diese Gerade also schneiden.

() lasst sich mit (Dy4s5)1 allerdings schon zu einem windschiefen Sextupel

(A1, B1, (Ds6)1, (Das)1, (D35)1, (Das)1) (2.58)

ergénzen, denn zu den ersten vier Elementen war (Dy5)1 ohnehin schon windschief, und
auch mit (Ds5); hat die Gerade einen gemeinsamen Index (vergleiche wieder mit dem

Beweis von Satz R.5.1§).

A

Ergénzt man (R.56) mit (Dss5)1, erhilt man dasselbe windschiefe Sextupel.

Je fiinf Gerade aus () haben eine gemeinsame Treffgerade. Diese sind dann
(815)1, (A15)1, Cgl 5 Cgl 5 C41 und Cﬁl . (2.59)

Das folgt daraus, dass (Bis)1 sicher B; trifft und nach Satz jeweils mit (Dsg)1,
(D25)1, (D35)1 und (Dys)1) in einer Tripelebene liegt. Aulerdem schneidet (Bj5); sicher
nicht A; (siehe den Beweis von Satz m bzw. Bemerkung ) Analoges gilt fiir
(A15)1. Co, ist gemeinsame Sekante von A; und B; und schneidet nach Bemerkung p.5.1
(D56)1, (D35)1 und (D45)1), aber nicht (D25)1. Analoges gﬂt far Cgl, C41 und Cﬁl.

() bildet ein zweites windschiefes Sextupel. Nach Bemerkung sind die Geraden
Ca,, C3,, C4, und Cg, zueinander windschief und liegen in verschiedenen Ebenen durch A;.
(A15)1 liegt mit Cs, in einer weiteren Schnittebene durch A;, kann also die Geraden Cy,,
Cs,, C4, oder Cg, nur in einem Punkt auf A; schneiden, was nach Satz nicht moglich
ist. Analoges gilt fiir (B15)1. Es bleibt noch zu zeigen, dass (Aj5); und (Bjs); sich nicht
schneiden:
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A By (Dse)1 (D25)1 (P3s)1 (Das)i

(Ais)1

(Bis)1 TL
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Abbildung 20: Eine Doppelsechs

— 1]

-

Angenommen das wére der Fall. Da beide Gerade nach Bemerkung auch Cs, schnei-
den, wirden alle drei entweder eine Ebene aufspannen, in der dann auch die zueinander
windschiefen Geraden A; und B; liegen miissten, was nicht moglich ist. Oder die drei
liegen in verschiedenen Ebenen und schneiden sich in einem Punkt, was nach Satz
auch nicht zutreffen kann.

O]

Bemerkung 2.5.20. Zwei windschiefe Sextupel, die wie im Satz miteinander verbunden
sind, nennt man zusammen Doppelsechs oder Schliflische Doppelsechs (siehe Abbildung R().

Satz 2.5.21. Es gibt 720 windschiefe Tripel innerhalb der 27-Konfiguration, wobei jedes Tripel
in genau zwet Doppelsechsen liegt. Insgesamt gibt es 36 verschiedene Doppelsechsen.

Beweis.

e Geht man von einer der 27 Geraden der 27-Konfiguration aus, so gibt es nach Bemer-
kung zehn Gerade, die diese treffen. Es bleiben also 16 méogliche windschiefe tibrig.
Aus dem Beweis von Satz R.5.16 bzw. aus Bemerkung wissen wir, dass es zu zwei
windschiefen Geraden noch 10 weitere gibt, die beide nicht schneiden. Wir erhalten also

27-16 - 10 = 4320
geordnete windschiefe Tripel innerhalb einer 27-Konfiguration. Dividiert man durch die

3! = 6 moglichen Anordnungen eines Tripels, erhélt man also 720 ungeordnete windschiefe
Tripel.
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e Wir bezeichnen die Geraden eines windschiefen Tripels wie im Beweis von Satz mit
Ajq, By und (Da3)1. Mit den selben Bezeichnungen wie in Bemerkung wissen wir
dann schon, dass C4,, C5, und Cg, ihre gemeinsamen Treffgeraden sind. Wie im Beweis

von Satz erhalten wir, dass
(D25)1, (D26)1, (Ds5)1, (D36 )1, (Das)1 und (Dag)y

windschief zu Aj, By und (Dy3)1 sind. Aus diesen sechs Geraden kann man nur zwei wind-
schiefe Tripel (nach Satz 2.5.1§ schneiden sich jene (D;;)1-Geraden mit vier verschiedenen
Indizes)

((Das5)1, (D35), (Das)1)
und ((D26)1, (P36)1, (Da6)1)

bilden. Jedes fiir sich erginzt Aj, By und (D23); zu einem windschiefen Sextupel (fiir
das erste vergleiche mit (), das zweite ergibt sich nach dem selben Schema wie im
Beweis von Satz ) Damit liegen A;, By und (Da3); in genau zwei verschiedenen
windschiefen Sextupeln und daher auch in zwei verschiedenen Doppelsechsen.

e 720 Tripel fithren dann zu 720 - 2 = 1440 Sextupeln, wobei aber jedes ( g

geziahlt wird (das entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, sechs windschiefe Gerade in
zwei windschiefe Tripel aufzuteilen). Es bleiben also % = 72 Sextupel, die sich nach

dem Satz P.5.19 eineindeutig zu 36 Doppelsechsen zusammenfiihren lassen.

> = 20 mal

O

Bemerkung 2.5.22. Es ist moglich, die Konfiguration der Doppelsechs unabhéngig von der ku-
bischen Fliache zu erklaren:

e Gegeben seien dabei 5 paarweise zueinander windschiefe Gerade
Aq,, Az, Az, Agy und As,, (2.60)

. . . ! .
die eine gemeinsame Treffgerade Ag, besitzen.

o Zu je vier sollen die Geraden aus (| ) eine weitere Treffgerade besitzen. Diese bezeichnen

wir mit A;l,i =1,2,...,5, wenn sie A;, nicht trifft.

o FErgéinzt man .AIG ,» so erhélt man sechs windschiefe Gerade
Aps Ay As Ay Ag, und g, (2.61)

(wéren die Treffgeraden schneidend, so wéren es auch die Geraden selbst), wobei nach
Konstruktion darin schon fiinf windschiefe Quintupel existieren, die je eine der Geraden
aus () als gemeinsame Treffgerade besitzen.

e Es lédsst sich zeigen, dass auch das sechste aus () gebildete windschiefe Quintupel
(Alh,.A/Ql,.Aél ,.,4211 ,.,4/51) eine gemeinsame Treffgerade Ag, besitzt.

o Damit bilden A;, und A;l fir i = 1,2, ...,6 eine Doppelsechs.
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Bemerkung 2.5.23. Geht man vom dualen Gegenstiick einer singularitédtenfreien kubischen Fla-
che F3, also einer kubischen Dualflache 1/5'; ohne singulédre Ebene aus (vergleiche Abschnitt ),
so ergeben sich ebenfalls 27 wohlbestimmte Gerade, sodass alle Ebenen durch diese Geraden
zu F3 gehoren. Wir bezeichnen diese als duale 27-Konfiguration. Durch Dualisierung der bisher
erarbeiteten Ergebnisse erhélt man:

o In einer dualen 27-Konfiguration liegen niemals drei Gerade in einer Ebene, ohne dass sie
durch einen Punkt gehen, da diese Ebene sonst fiir die F3 singuldr wére (vergleiche Satz
b.4.d).

o Statt 45 Tripelebenen gibt es 45 Punkte, durch die je drei Gerade einer dualen 27-
Konfiguration gehen. Damit ist die duale 27-Konfiguration wohlunterscheidbar von der
27-Konfiguration.

e Allerdings stimmen die Doppelsechsen, die man bei beiden Konfigurationen bilden kann,
projektiv iiberein. Das ergibt sich daraus, dass eine Doppelsechs ihrer Definition nach in
sich schon dual ist.

Man kann zeigen, dass eine Doppelsechs bereits je eine F3 und eine ﬁ; bestimmt, der sie ange-
hort. Wir zeigen fiirs Erste

Satz 2.5.24. Ist die Doppelsechs der 12 Geraden

(-Ah A21 'A31 A41 ‘A51 AGI)

A A A A A AL (2.62)

einer singularititenfreien kubischen Fldche F3 entnommen, so ergeben sich die restlichen 15
Geraden der 27-Konfiguration aus

(Cij = (A, UA;) N (A, UA) fiir i # 5. (2.63)

Ist ) einer singularititenfreien kubischen Dualfldche f’; entnommen, so ergeben sich die
restlichen 15 Geraden der dualen 27-Konfiguration aus

(Cij)l = (AN ‘A;d) U ('Ajl N A;l) fiir i # j.
Beweis.

e Ist der erste Teil bewiesen, ergibt sich der zweite durch Dualisieren.

o Eine durch () definierte Gerade (C;;)1 (man erhélt immer ein Gerade, da wegen der
Eigenschaften der Doppelsechs (A;, liegt windschief zu A;, usw.) die Ebenen A;; U A;-l

und A; U .,4;1 mit Sicherheit verschieden sind) hat mit der F3 je vier auf A;,, Aj, .,4;1
und A; , liegende, im Allgemeinen verschiedene Punkte gemeinsam.

o Zusammenfallen kénnten hochstens diejenigen Punkte, die auf A;, und A;-l bzw. A;, und

A , liegen. Auch dann ergibt sich aber eine Schnittvielfachheit der Gerade (C;;)1 mit der
F3, die grofer als drei ist (es liegt ein Eckardtpunkt vor).

(Nach Satz beriihrt beispielsweise die Ebene Py = A4;, U .A;- , die F3 im Punkt Py =
A, U .A;-l. Nach Bemerkung schneidet dann jede Gerade, die in der Ebene Py liegt
und durch den Punkt Py geht, die F3 im Punkt Py von der Vielfachheit 2.)
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o Damit liegt die Gerade (C;j;)1 aber auf der F3.

« Ebenfalls aus den Eigenschaften der Doppelsechs folgt, dass die Geraden (C;;): alle ver-
schieden sind und damit die Doppelsechs zu einer vollstdndigen 27-Konfiguration ergénzen.
(Ware némlich (Cj;)1 = (Cg)1, wobei alle vier Indizes verschieden sind, so wiirde A;, mit
(Cij)1 eine Ebene aufspannen, in der sowohl "4;‘17 also auch A;ﬂ und A;l lagen, da die
beiden letzteren sowohl (C;;)1 als auch A;; schneiden wiirden. Dann légen aber fiinf ver-
schiedene Gerade einer F3 in einer Ebene, also mehr als eine k3. Gilt (Ci;)1 = (Cix)1,
kommt man analog auf die vier Geraden (C;;)1, A, A; , und A;ﬂ in einer Ebene, erhalt
also ebenfalls einen Widerspruch.)

O]

Bemerkung 2.5.25. Die Bestimmung der 27 Geraden einer kubischen Flache héngt von einer
Gleichung vom Grad 27 ab mit einer Galoisgruppe von 25920 Elementen. Auch aus dieser
Gruppe lassen sich die Besonderheiten der 27-Konfiguration, wie die Doppelsechsen, ablesen.
Geht man bei den nach dem Beweis von Satz vorhandenen 72 windschiefen Sextupeln zu
geordneten Sextupeln iiber, erhélt man 72 - 6! = 51840 verschiedene. Es ldsst sich zeigen, dass
die sogenannte Cozeter-Gruppe Eg auf der Menge der windschiefen Sextupel operiert. Diese hat
genau 51840 Elemente. Eine kurze Ausfiihrung dieser Uberlegungen finden sich in den online
zur Verfiigung gestellten Vorlesungsunterlagen von Ringel [9]. Einfithrende Infos zu Coxeter-
Gruppen gibt es beispielsweise auf Wikipedia [14].

Wir werden spéter im Abschnitt noch rationale Parameterdarstellungen fiir singularité-
tenfreie kubische Flachen entwickeln.

Bemerkung 2.5.26. Jetzt wollen wir noch die Realitdtstypen von singularitdtenfreien kubischen
Flichen betrachten. Man sagt, eine 27-Konfiguration ist vom reellen Typ, wenn sie beim Uber-
gang zum konjugiert komplexen in sich selbst transformiert wird. Es gelten folgende Eigenschaf-
ten (vergleiche Abschnitt ):

o Es gibt singularitédtenfreie kubische Flachen mit 27 reellen Geraden.
e Liegt eine 27-Konfiguration vom reellen Typ vor und sei 75 eine Tripelebene dieser Kon-
figuration, dann gibt es folgende Moglichkeiten:
— 7T ist reell und
* alle drei Geraden in der Ebene 75 sind reell.
* eine Gerade in 73 ist reell. Die beiden anderen sind niederimaginér.
— 7T ist imaginir mit 7; = 75 N 73 und

* T, gehért zur 27-Konfiguration. Die iibrigen vier Geraden in 75 und 73 sind
hochimaginér.

* T, gehort nicht zur 27-Konfiguration. Je zwei Geraden aus 75 und 73 sind hoch-
imaginir und je eine niederimaginér.

* 71 gehort nicht zur 27-Konfiguration. Alle Geraden aus 73 und 75 sind niederi-
maginar.

— Besitzt eine 27-Konfiguration sowohl reelle als auch niederimaginére, aber keine hoch-
imagindren Geraden, so sind nur drei Geraden reell.

— Besitzt eine 27-Konfiguration sowohl reelle als auch niederimaginére, aber keine hoch-
imagindren Geraden, so gibt es keine zwei windschiefen reellen Geraden.
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Abbildung 21: Clebsche Diagonalfliche (Alain Esculier, entnommen aus [@])

— Liegt eine 27-Konfiguration vom reellen Typ vor, die auch hochimaginire Geraden
enthélt, so gibt es nur folgende Moglichkeiten:

* 12 hochimaginire und 15 reelle Geraden

* 16 hochimaginare, 4 niederimaginire und 7 reelle Geraden

* 12 hochimaginare, 12 niederimaginire und 3 reelle Geraden
Die sogenannte Clebsche Diagonalfiiche ist eine kubische Flédche mit 27 reellen Geraden. Eine
mogliche affine Gleichung einer solchen Fliche lautet 22 +y3 + 23+ 1 - 0.5(z +y + 2+ 1)3 = 0.

Abbildung @ zeigt neben der Clebschen Diagonalfliche auch die 27 Geraden. Abbildung @
zeigt auBlerdem ein Modell einer solchen Fléche.

2.6 Rationale Parameterdarstellungen kubischer Flachen

Es lasst sich zeigen, dass sich alle kubischen Fldachen mit Ausnahme der sogenannten elliptischen
Kegel birational, das heifit im Allgemeinen eineindeutig (es kann gewisse Ausnahmemengen ge-
ben), auf eine Ebene beziehen lassen. Wir wollen uns zwei solche rationale Parameterdarstellun-
gen konkret erarbeiten. Zunéchst betrachten wir jene fiir kubische Fldchen mit einem singuldren
Punkt der Vielfachheit 2 und im Anschluss daran die fiir singularitdtenfreie kubische Fléchen.
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Abbildung 22: Modell einer Clebschen Diagonalfliche im Innenhof der Mathematisch-
Naturwissenschaftlichen Fakultdt der Diisseldorfer Universitét (Gerd Fischer,
entnommen aus [])

2.6.1 Rationale Parameterdarstellungen fiir kubische Flachen mit Singularitat

Aus Abschnitt wissen wir, dass eine irreduzible kubische Flache mit einer Singularitdt Sg
der Vielfachheit 2 bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems (So = (0,0,0,1)) durch eine
Gleichung der Gestalt

f(xo,x1, 22, 23) = w302(20, 21, T2) + a3(T0, 71, T2) (2.64)

(wobei as und a3 Formen vom Grad ihres Index in zg, z; und zy sind) dargestellt werden kann
(vergleiche (@)) Wir erhalten nun folgenden

Satz 2.6.1. Gegeben sei eine irreduzible kubische Fliche Fs mit einem singuldren Punkt Sy der
Vielfachheit 2. Dann wird die F3 durch eine Projektion vom Punkt Sy auf eine So nicht enthal-
tende Ebene Py im Allgemeinen eineindeutig abgebildet. Wihit man das Koordinatensystem so,
dass man fir So und Py die Darstellungen Sy = (0,0,0,1) und Py : x5 = 0 erhdlt, so wird diese
Beziehung durch (die Gleichung der F3 hat dann die Gestalt ))

zo = poaz(po, p1,P2),
x1 = praz(po, p1,p2),
x9 = paaz(po, p1,P2),
r3 = —az(po, p1,P2)
angegeben, wobei (po, p1,p2) jetzt die Parameter in der Ebene Po sind. Umgekehrt erhdlt man

aus )— ) bei teilerfremden Formen ao und as auch die Parameterdarstellung einer
irreduziblen kubischen Fldche mit einem singuldren Punkt der Vielfachheit 2.
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Beweis.

Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dass Sp = (0,0, 0, 1) der singulédre Punkt mit Viel-
fachheit 2 einer irreduziblen kubischen Flidche F3 ist (diese hat dann also eine Darstellung
mit einer Gleichung der Gestalt ()

Py sei jetzt eine Gerade durch Sy = (0,0,0,1). Diese hat sicher einen Schnittpunkt
(po, p1,p2,0) mit der Ebene Py : 3 = 0 und kann daher durch eine Parameterdarstel-
lung

To = [1Po, L1 = [1P1, L2 = [1P3, L3 = A (2.69)
angegeben werden.

Setzt man diese Geradendarstellung in die Gleichung () der F3 ein, so erhélt man
Aaz(ppo, pp1, up2) + az(ppo, wp1, pp2) = 0.

Aus as und ag lassen sich p? bzw. u? herausheben (vergleiche dazu mit der expliziten
Darstellung von as und a3z in (R.3)). Wir erhalten also

12 (Maz(po, p1, p2) + paz(po, p1,p2)) = 0

und damit konnen wir einerseits die doppelt zu zdhlende Wurzel (A = 1, = 0) (ent-
spricht dem Punkt Sp) ablesen und andererseits ergibt sich ein im Allgemeinen dazu ver-
schiedener weiterer Schnittpunkt der Geraden P; mit der Fj als (A = —as(po, p1,p2), t =

az(po,p1,p2))-

Setzen wir das in () ein, erhalten wir einen Punkt der F3 und gleichzeitig genau

(b.63)- (-6d).

Durch Verdnderung der Geraden P; im Biindel durch Sy erfasst man jeden Punkt der Fj.

Umgekehrt stellen Formeln der Gestalt ()—( §) eine Parameterdarstellung einer F3
mit der Gleichung () (also mit singuldrem Punkt der Vielfachheit 2) dar.

O]

Bemerkung 2.6.2. Es handelt sich hierbei im Wesentlichen um eine stereographische Projektion.

Wir wollen nun die Parameterdarstellung ()—() genauer betrachten und erhalten das

Korollar 2.6.3. Gegeben sei die durch )—) definierte Abbildung k einer irreduziblen
kubischen Fliche F3 mit dem singuldaren Punkt Sy = (0,0,0,1) der Vielfachheit 2 auf die Ebene
Py i xg = 0. Sind (po, p1,p2) die Parameter in der Ebene Pa, so gilt:
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e Die Schnittkurven ks, die sich beim Schnitt einer beliebigen Ebene mit der F3 ergeben,

sind den Kurven des durch

—Asa3(po, p1,p2) + Aopoaz(po, p1,p2) + Mipraz(po, p1,p2) + Aap2a2(po, p1,p2) =0

definierten linearen 0o3-System eineindeutig zugeordnet.



o k ordnet Punkte der F3, die nicht auf einer ganz auf der F3 liegenden Geraden durch
So sind, eineindeutig Punkten in der Ebene Py zu, die nicht auf dem Kegelschnitt ko :
az(xo, 1, x2) = 0 liegen.

e Dem singuldren Punkt Sy werden unter dieser Abbildung alle Punkte der Ebene Po zuge-
ordnet, die zwar auf dem Kegelschnitt ko : as(xg,x1,22) = 0, aber nicht auf der Kurve
ks : az(xo, x1,x2) = 0 liegen.

Der Beweis dieser Aussagen ergibt sich direkt aus den Formeln ()—( g).

Bemerkung 2.6.4. Um die Beziehung aus Satz zu vervollstdndigen, ordnet man alle Punkte,
die auf ganz auf der Fj liegenden Geraden durch Sy sind (aufler Sy selbst), den Schnittpunkten
von kg : ag(xg, 1, x2) = 0 und k3 : az(xg, x1,x2) = 0 in der Ebene Py zu.

Es lasst sich zeigen, dass man auf die soeben in Satz vorgestellte Art fiir alle kubischen
Fldachen mit singuldren Punkten — aufler den elliptischen Kegeln — eine rationale Parameter-
darstellung in der Ebene findet. Dazu sind in der Regel kleine Abwandlungen notwendig. Ein
Nachteil besteht zum Beispiel darin, dass im Fall einer F3 mit mehreren singuldren Punkten bei
unserer Abbildung aus Satz m einer Singularitét eine spezielle Rolle zukommt. Wir geben
noch einen Satz an, der sich mit ebenen Schnitten von irreduziblen kubischen Flachen mit genau
vier verschiedenen isolierten Singularitdten beschéftigt.

Satz 2.6.5. Fiihrt man die Projektion aus Satz bei einer irreduziblen kubischen Fldche
F3 mit vier verschiedenen singuldren Punkten der Vielfachheit 2 auf die Ebene Py unter Bevor-
zugung einer dieser Singularititen durch, so gibt es eine eineindeutige Zuordnung der ebenen
Schnitte der Fs zu folgendem Linearsystem von kubischen Kurven in der Ebene Po:

alle kubischen Kurven ks, die in drei festen Punkten einen gegebenen Kegelschnitt ko schneiden
und in diesen Punkten entweder singuldr sind oder mit ko eine gemeinsame Tangente besitzen.

Beweisidee. Nach Satz hat eine irreduzible kubische Flache F3 mit vier isolierten Singula-
ritdten in einem geeigneten Koordinatensystem eine Gleichung der Gestalt (vergleiche (@)

f(xo, 1, 2, x3) = 12973 + ToT2x3 + ToT1T3 + Tox1T2 = 0.

Geht man bei der Projektion der F3 auf die Ebene Py wie bei Satz m vor, so wird den ebenen
Schnitten der F3 das Linearsystem der kubischen Kurven

—A3pop1p2 + (Pop1 + pop2 + p1p2)(Aopo + Aip1 + Aap2) =0 (2.70)

zugeordnet. Man kann zeigen, dass alle kubischen Kurven, die beziiglich des Kegelschnitts pop; +
pop2 +p1p2 = 0 in den drei Koordinatenecken entweder singular sind oder mit dem Kegelschnitt
eine gemeinsame Tangente besitzen, eine Gleichung der Gestalt () haben.

Bemerkung 2.6.6. In der durch () definierten co®-Linearschar gibt es zwei in je drei Gerade
zerfallende kubische Kurven

pop1p2 =0
bzw. (po + p1)(po + p2)(p1 + p2) = 0.

Die erste wird der Verbindungsebene x3 = 0 der drei singuldren Punkte der Fj, aus denen nicht
projiziert wird, zugeordnet (diese enthélt also nach Bemerkung drei Gerade, die ganz auf
der Fj liegen). Die zweite steht in Beziehung zur Ebene & : xg + 21 + z2 + 23 = 0, die die F3
ebenfalls in drei Geraden schneidet. £ enthélt keine singulédren Punkte der F3 und beriihrt nach
Satz die Fléche in drei Punkten (ist also eine Tritangentialebene). Es lésst sich zeigen, dass
die auf ihr liegenden drei Geraden die einzigen sind, die neben den sechs Verbindungsgeraden
der vier singuldren Punkte (sieche Bemerkung ) ganz auf einer solchen Fj liegen.
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Nun widmen wir uns wieder den singularitdtenfreien kubischen Flachen.

2.6.2 Rationale Parameterdarstellungen fiir singularitatenfreie kubische Flachen

Bei den singularitdtenfreien kubischen Flachen ist es nicht mehr moglich, aus einem Punkt auf
die Ebene zu projizieren. Wir miissen nun etwas umsténdlicher vorgehen:
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Abbildung 23: Zuordnung eines Punktes zu einer Kongruenzgeraden

Wir gehen aus von zwei windschiefen Geraden, die ganz auf der Fliache F3 liegen. Da wir
die F3 als singularititenfrei voraussetzen, gibt es solche Gerade immer (beispielsweise .4;
und B; aus dem Beweis von Satz ), und wir benennen sie mit A4; und B;.

Nach Satz haben zwei windschiefe Gerade genau fiunf Treffgerade, die wir wieder
mit C;,,7 = 2,3, ...,6 bezeichnen wollen.

Waéhlen wir nun einen Punkt Py € Fj3, der nicht auf A; oder By liegt, so gibt es nach
Bemerkung eine wohlbestimmte Gerade P, die sowohl A; als auch By trifft. P;
gehort also zu der in Satz definierten allgemeinen linearen Geradenkongruenz L 4, 5, .

Wir ordnen den Punkt Py der Kongruenzgeraden P; zu (siehe Abbildung @)

Diese Zuordnung kann auf Punkte Py € A; bzw. Py € By mit Py ¢ Ciy,i = 2,3,...,6
ausgedehnt werden:

Der Punkt Py € A; habe die Tangentialebene T2(Py) an die Fj.

— Nach Satz gilt A; C T2(Py). Da A; und B; windschief sind, schneidet 73(Pp)
die Gerade B in einem Punkt 79(/).

— Wir ordnen jetzt Py die Gerade Py U Py aus L4, 5, zu (die nach Bemerkung
eine Tangente an die Fj ist; sieche Abbildung p4).

— Analog bekommt jeder Punkt von B; ebenfalls eine Gerade aus L4, 5, zugeordnet.
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Abbildung 24: Zuordnung eines Punktes auf 4; zu einer Kongruenzgeraden

Umgekehrt sei eine Gerade P; € L4, 5, mit Py = P4, UPg, gegeben, wobei Ay € A; und
By € By gilt. Auflerdem sei P; verschieden von den fiinf Treffgeraden C;,,i = 2,3, ...,6.
Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

— P1 hat mit der F3 noch einen weiteren von Ay und By verschiedenen Punkt Py
gemeinsam. Wir ordnen dann P; den Punkt Py zu.

— P1 hat mit der F3 nur Ay und By gemeinsam. Dann muss aber einer dieser Punkte
fiir den Schnitt der Geraden mit der Fliache die Vielfachheit 2 haben. Gilt das bei-
spielsweise fiir den Punkt Ay, ist P; tangential an die F3 im Punkt Ay (vergleiche
Satz ) und wir ordnen P; den Punkt Ay zu. Zahlt By zweifach, wird P; analog
By zugeordnet. Beide kénnen nicht zweifach zdhlen, da dann P; schon ganz auf der
F3 liegen miisste und damit eine der Geraden C;,,7 = 2,3, ...,6 wire.

e Um die Beziehung zu vervollstandigen, ordnen wir jedem auf einer der Geraden C;,,7 =
2,3, ...,6 liegenden Punkt die Gerade C;, selbst zu und umgekehrt.

e Damit erhalten wir eine im Allgemeinen eineindeutige Beziehung zwischen den Geraden
aus L 4, g, und den Punkten der F3. Eine Ausnahme stellen die Geraden C;; € L4, 5,,% =
2,3,...,6 dar, die jeweils den unendlich vielen auf ihnen liegenden Punkten zugeordnet
werden.

Wir fassen zusammen:

Satz 2.6.7. Die Punkte einer singularititenfreien kubischen Fliche F3 lassen sich im All-
gemeinen den Geraden einer allgemeinen linearen Geradenkongruenz L, g, zuordnen. Die
Ausnahmemenge besteht dabei aus den finf Geraden C;,,i = 2,3, ...,6 auf der F3 (das sind die
finf Treffgeraden zweier windschiefer Geraden Ay und By auf der F3, die L4, p, festlegen),
denen jeweils alle auf ihnen liegenden Punkte zugeordnet werden.

Im Satz haben wir gesehen, dass sich die Elemente einer allgemeinen linearen Geraden-
kongruenz eineindeutig den Punkten einer reguldren Teilquadrik ()2 der Pliickerquadrik Q4
zuordnen lassen. Das ergibt den
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Abbildung 25: Die schiefe Projektion

Satz 2.6.8. Die Punkte einer singularititenfreien kubischen Fldche F5 lassen sich im Allge-
meinen den Punkten einer requldren Quadrik Qo zuordnen. Die Ausnahmemenge besteht dabei
aus den finf Geraden C;,,i = 2,3,...,6 auf der F3 (die finf Treffgeraden zweier windschiefer
Geraden auf der F3, die eine allgemeine lineare Geradenkongruenz festlegen), denen je ein
Punkt C;y, 1 = 2,3, ...,6 auf der Quadrik Q2 entspricht.

Bemerkung 2.6.9. Durch eine stereographische Projektion lassen sich nun die Punkte einer regu-
laren Quadrik den Punkten einer Ebene zuordnen. Allerdings kann man auch folgendermafien
vorgehen (vergleiche Satz ):

o Man wihle eine Ebene &, die die Gerade Cs,, aber nicht A; oder B; enthalte.

o Jetzt kann man die Elemente der allgemeinen linearen Geradenkongruenz L 4, 5, einein-
deutig durch den Schnitt mit der Ebene & auf die Punkte von £ beziehen.

Diese Beziehung entspricht der stereographischen Projektion der L 4 zugeordneten Quadrik
Q2 aus dem Punkt Cp, auf die Ebene & (vergleiche Bemerkung @) Damit erhalten wir
mit dem Satz m eine im Allgemeinen eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten einer
F5 und der Ebene &. Diese Abbildung nennt man schiefe Projektion auf die Ebene & (siehe
Abbildung @) Zusammengefasst gilt folgender

Satz 2.6.10. FEine singularititenfreie kubische Fldche Fs wird durch die in Bemerkung
definierte schiefe Projektion im Allgemeinen eineindeutig auf eine Ebene &y abgebildet. Diese
Beziehung hat folgende Ausnahmen:
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Die Punkte

Cy, = C2y N A,
Cy, = C2, N By,
Cy, = C3, N &,
Cy, = C1y, N Es,
Cy, = C5, N Ea,
Co, = Co, N E (2.71)

werden in dieser Reihenfolge jeweils den Geraden
(812)1a (A12)17631ac41ac517061 (272)

zugeordnet. Dabei wihlen wir die Bezeichnungen der Geraden der 27-Konfiguration so wie in
Bemerkung . Die sechs Geraden aus ) bilden demnach ein windschiefes Sextupel
(bzw. eine halbe Doppelsechs).

Beweis. Wir wihlen die Bezeichnungen der Geraden der 27-Konfiguration, wie in Bemerkung
. Es sei nun F3 durch die in Bemerkung definierte schiefe Projektion auf die Ebene
&y durch Cq, abgebildet. Dabei sind A; und B; jene beiden windschiefen Geraden, auf denen die
allgemeine lineare Geradenkongruenz L 4, 5, beruht und die Punkte C;-O € &1 =1,2,...,6 so
definiert wie in () Je nach Lage eines Punktes P, auf der Ebene & ergeben sich verschiedene
Moglichkeiten.

. 79(,) C &; liege nicht auf C;,,7 = 2,3, ...,6. Dann geht durch ’P(l) nach Bemerkung eine
wohlbestimmte Gerade P; von L 4, 5, , die nicht auf der F3 liegt (alle anderen Treffgeraden
von A; und Bj, die noch auf der F3 liegen, sind windschief zu Co, ). Es gibt wieder zwei
Moglichkeiten:

— P1 ist keine Tangente an die F3. Dann schneidet P; die F3 je in einem Punkt auf Ay
und B; und in einem weiteren Punkt Py, der nicht auf A; oder B liegt. Wir ordnen
dann Py und P{) einander zu.

— P1 ist Tangente an die F3. Der Beriihrpunkt Py muss dann entweder auf A; oder
By liegen, da P sicher je einen Punkt mit diesen Geraden gemeinsam hat, und die
maximale Schnittvielfachheit fiir eine Gerade, die nicht auf der Fj liegt, 3 betrigt.
Wir ordnen wieder Py und ’P(/) einander zu.

o P, C & liege auf Cy,, sei aber verschieden von C; , und Céo. Dann wird der Punkt einfach
sich selbst zugeordnet.

o Es gelte 73(/) = C’i ,- Durch Ci , gehen nun unendlich viele Kongruenzgerade (der Punkt liegt
auf A;). Jede dieser Kongruenzgeraden trifft (B12)1, denn:
Nach Definition liegen By, Co, und (Bj2)1 in einer Ebene P, (vergleiche Bemerkung )
und wegen C;, = A; N Cq, gilt auch C;, € P2. Damit liegen alle Kongruenzgeraden durch
73(,) = Cy, ebenfalls in Py und schneiden (B;2);. Wir ordnen nun den Punkt 73(/) = Cll , allen
Punkten von (Bi2):1 zu.

e Analog konnen wir 73(/) = Céo mit allen Punkten von (Aj2); in Beziehung setzen.
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o SchlieBllich werden noch alle Punkte der Geraden C;,,i = 3,4,5,6 jeweils den Punkten
C;O,i = 3,4, 5,6 zugeordnet, wodurch die Beziehung zwischen F3 und & vervollstindigt
wird.

O]

Wir wollen die Beziehung aus Bemerkung bzw. Satz etwas genauer betrachten und
erhalten

Satz 2.6.11. Bei der in Bemerkung M definierten schiefen Projektion gilt unter Verwendung
der Bezeichungen aus Bemerkung Folgendes:

e Den sechs Geraden

A1, Bi, (D23)1, (D24)1, (D25)1, (Das)1

der F3, die ) zu einer Doppelsechs ergdnzen, werden in dieser Reihenfolge in der
Ebene & die voneinander verschiedenen Kegelschnitte ki,,i = 1,2, ...,6 zugeordnet. Dabei
ist ki, so definiert, dass die Kurve durch alle Punkte aus ) aufer C;O geht (ein
Kegelschnitt ist nach Abschnitt durch finf Punkte projektiv eindeutig gegeben; siehe
auch Abbildung @)

o Den restlichen noch verbleibenden 15 Geraden

Cay, (A13)1, (A1a)1, (Ais)1, (Aie)1, (B13)1, (Bia)1, (Bis)1, (Bie)1,
(D34)1, (D35)1, (DP36)1, (Das)1, (Das)1, (Ds6 )1

werden in der Ebene & in gleicher Reihenfolge die Geraden

(G12)1,(G13)1, (G14)1, (G15)1, (G16)1, (G23)15 (G24)1, (G25)1, (G26) 15
(G56)15 (Ga6)1, (Gas)1, (G36)1, (G35)1, (G34) 15

wobei (Gij)1 = C;O uc;

J0”

i # j gilt, zugeordnet.
Beweisidee.

o Wir starten mit der Gerade A; C F3. Die Tangenten an die F3, die in den Punkten von A4,

die F3 beriihren und B; schneiden, erzeugen eine kubische Regelfliche R( mit der

A1,B1)s
Doppelgerade (singuldren Gerade) B; (vergleiche Satz M und weitere Sétze aus dem

Abschnitt R.4).

o Diese Regelfliche enthalt die fiinf Geraden C;,,% = 2,3, ...,6 und schneidet die Ebene &
aufler in der Geraden Ca, noch in einem Kegelschnitt k1,.

e Dieser geht sicher durch die Punkte CZI-O,Z' =3,4,5,6,da C;,,7 = 3,4,5,6 windschief zu C,
liegen. Auflerdem geht der Kegelschnitt auch noch durch C;O, da dieser Punkt singulér fiir
die Regelfldche ist und damit auch nach Satz singulér fiir den Schnitt mit der Ebene
&> sein muss (siehe auch Abschnitt )

e Analog erzeugen die Tangenten an die Fj, die in Punkten auf B; die Fldche beriihren

und A; schneiden, eine Regelflache R( A B mit A; als singulidre Gerade. Diese hat dann

mit der Ebene &£ neben der Geraden C, noch einen C;OJ = 1,3,4,5,6 enthaltenden
Kegelschnitt ks, gemeinsam.
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Abbildung 26: Der A; zugeordnete Kegelschnitt kq,

Ware ki, = ko,, so ldsst sich zeigen, dass dann auch R gelten muss.

~ =R —
(A1,B1)3 (A1,B1)3
Es hétte F3 dann unendlich viele Tangenten, die gleichzeitig in Punkten auf 4; und B;
berithren und damit schon ganz auf der F3 liegen miissten. Damit wéire aber Fj eine

Regelfliche und sicher nicht singularitédtenfrei.

Alle Geraden von Ly, g,, die neben A; und Bl auch noch eine der Geraden (Dg;)1,i =
3,4,5,6 treffen, erzeugen nach Abschnitt [1.6.5 eine Quadrik, die & in einem Kegelschnitt
ki, schneidet, der alle Punkte aus () auBer C, , enthdlt ((D;)1 trifft alle Geraden aus
(@) aufler C;,). Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt.

Wir wissen schon, dass die Gerade Cy, sich selbst zugeordnet wird.

(A13)1 liegt in der von A; und Cs, aufgespannten Ebene Ps. Diese hat mit B; nur einen
gemeinsamen Punkt Py = C3, N By. Alle Punkte aus P2 werden daher von einem Element
aus L4, g, getroffen, dass durch Py geht. Verbindet man nun einen Punkt von (Ay3); mit
Po, erhélt man eine Gerade, die & in (Gi3)1 schneidet, da wegen Cio € A; und Céo € Cs,
auch (913)1 C P, gilt.

Analog geht man fiir (Ay;)1,i =4,5,6 und (By;)1,7 = 3,4,5,6 vor.

Alle Geraden von Ly, 3, d1e neben A; und B; auch noch (Ds4)1,i = 3,4,5.6 treffen,
erzeugen nach Abschnitt [L eine Quadrik. Diese enthélt nach Bemerkung m Co,,
Cs, und Cg, . Damit muss dle Quadrlk die Ebene & in einem Kegelschnitt schneiden, der in
die Gerade Co, und die Verbindungsgerade (Gs6)1 = C;O UCéO (Cs, und Cg, sind windschief
zu Cy,) zerféllt.

Analog verfihrt man fiir die iibrigen Geraden.

Bemerkung 2.6. 12 Wir wollen nun die Abbildungen aus den Satzen b 6. 7”2 6. é und lZ 6. 1d bzw.

Bemerkung R.6.9) rechnerisch fir ein Beispiel betrachten.
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Die folgenden vier Geraden sollen ganz auf der singularitdtenfreien kubischen Fléche F3 liegen:
./41 X9 = T3 :O,Bl Lo = I :O,CQ L Xo = T3 :O,Cg X1 = T2 = 0. (273)

Wir haben schon des 6fteren gesehen, wie man Parameterdarstellungen dieser Geraden verwen-
det, um die allgemeine Gleichung (J]) einer F3 zu reduzieren (zum Beispiel im Beweis von Satz
@) Fir diese speziellen Geraden erhélt man schlussendlich fiir die F3 eine Gleichung der
Gestalt

.%‘0(&2235’% + 2(1231‘2333) +x1 (2b23$2$3 + b33$§) + 0425531‘2 + 2$0$1(ﬁ21‘2 + 53563) + ’7358%1‘3 =0.
(2.74)

Ein Punkt, der auf A; liegt, hat die Gestalt Ay = (ug, u1,0,0) mit (up,u1) # (0,0). Analog hat
ein Punkt auf B; die Gestalt By = (0, 0, vg, v1). Fiir eine beliebige Gerade P; aus der allgemeinen
linearen Geradenkongruenz L(.Aj, By) erhélt man damit die Parameterdarstellung

To = Mg, T1 = AU, To = [Ug, T3 = QU1 (2.75)
bzw. in Pliickerkoordinaten
Po1 = p23 = 0, po2 = Uovo, Po3 = UoV1, P12 = U1V0, P13 = U V1. (2.76)
Setzt man (2.75) in () ein (schneidet also P; mit F3), erhdlt man

A(Aeougvo + 2B2uguivg + 2B3uguivy + Y3uivy)
+ /L(CLQQUO’U% + 2a93uovov1 + 2boguqivovi + b33ulv%)) =0
und damit die drei Schnittpunkte fir (A =1, =0), (A=0,ux = 1) und
A= —(GQQUO’U(Q] + 2(123UOUOU1 + 2b23u1vgvl + bggulv%), (277)
= agugvo + 2Buguivg + 2PB3uguivy + 'ygu%vl. (2.78)

Die ersten beiden liegen jeweils auf A4; und B;. Der dritte ist im Allgemeinen auf keiner der
beiden Geraden. Wir bezeichnen diesen Schnittpunkt von F3 und P; mit Py. Setzt man die
gefundenen Werte () und () fiir A und g in () ein, erhilt man die Koordinaten

ro = —CLQQ’UJ%US - 2(12311,32}0’(}1 - 2b23’LLOU1UOU1 - b33UOU1’U% (279)
T = —agguoulvg — 2a93UgUI VYU — 2b23u%vov1 — bggu%ﬂ% (2.80)
Tro = agugv(z) + 2,8271,0'&11]3 + 2,33UOU1’U0'01 + ')/3u%v0v1 (2.81)
T3 = agugvovl + 2B2uguivgv1 + 2B3u0ulv% + 'ygu%v% (2.82)

fiir den Punkt Py. Wir kénnen wegen () die Beziehungen ()—() auch schreiben als

To = —a22p(y — 2a23P02P03 — 2b23Po2p1s — b33Pospis (2.83)
T1 = —agpo2p12 — 2a23po2p13 — 2basprap1s — bszpls (2.84)
T = iy + 2B2p0api2 + 2B3po2p13 + V3P12pis (2.85)
T3 = apo2po3 + 2B2p02p1s + 2B3P03p13 + V3Dis, (2.86)
wobei fiir die p;; die Gleichung der Quadrik
Q2 : po2p13 — posp12 =0 (2.87)
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gelten muss (die Geraden aus (ﬁ) bzw. (M) liegen alle auf Qs).

Die Ausdriicke (b8iﬂ)—(}28d) und (t287|) beschreiben die Beziehung zwischen einem Punkt von
Q9 und einem Punkt Py € Fz aus Satz I‘ZGQ

Oder: Die Ausdriicke (b?d)-(ij) beschreiben die Beziehung zwischen einer Geraden aus L 4, 3,
und einem Punkt Py € F3 aus Satz R.6.7.

Um die schiefe Projektion aus Satz m (bzw. Bemerkung ) rechnerisch zu erfassen,
wéahlen wir die Ebene

52 X3 — o = 0. (2.88)

Aus Bemerkung wissen wir dann, dass sich die Elemente der allgemeinen linearen Geraden-
kongruenz L4, 5, (bzw. die Punkte der Quadrik Qo) und die Punkte Py = (40, y1, ¥2, %0) € &
durch

Po1 = paz = 0, P02 = YoY2, P03 = Y, P12 = Y1Y2, P13 = YoY1 (2.89)

eindeutig aufeinander beziehen lassen. Setzt man }2891 in (b831)—(}28d) ein, erhélt man nach dem
Kiirzen eines gemeinsamen Faktors yy (yo = 0 entspricht der Ausnahmegerade Ca,)

xo = Yo, 11 = 1, T2 = Y2, L3 = Yoo (2.90)
mit ¢ = —agys — 2a23y0y2 — 2b23y1y2 — bssyoy:
und ¢ = aayoyz + 2829192 + 2B3y0y1 + V3yi-
Damit haben wir nun eine rationale Parameterdarstellung unserer singularitdtenfreien kubischen
Flache F3 erhalten.
Abschlielend erhalten wir eine zu Satz dhnliche Aussage zu den ebenen Schnittkurven der
F3.

Satz 2.6.13. Die schiefe Projektion aus Satz (bzw. Bemerkung ), die die singulari-
tatenfreie kubische Fliche Fy auf die Ebene E abbildet, ordnet dem oo3-Linearsystem der ebenen

Schnittkurven (00® entspricht der Anzahl aller méoglichen Ebenen) der F3 das Linearsystem aller
ebenen kubischen Kurven durch die Punkte C;O aus ) zu.

Umgekehrt wird durch das System aller ebenen kubischen Kurven, die sechs micht einem Kegel-
schnitt angehérige Punkte einer Ebene enthalten, eine ebene Abbildung einer projektiv eindeu-
tigen singularitdtenfreien kubischen Fldache F3 beschrieben.

Beweis.

e Von einer singularitdtenfreien kubischen Fliache Fj3 sei eine Parameterdarstellung ()
gegeben (durch die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems ist es immer moglich, die

Ausgangslage () und () in Bemerkung zu erhalten).
o Wir wéhlen eine beliebige Ebene
Aoxo + Az + doxs + Agxg = 0. (2.91)

Diese schneidet die F3 in einer kubischen Kurve k3, deren Punkten unter der schiefen
Projektion gewisse Punkte der Ebene & entsprechen. Um diese Punkte in £ zu erhalten,
muss lediglich die Parameterdarstellung ( in () eingesetzt werden. Es ergibt sich

AoYo¥ + Ay1y + Aayed + A3yod = 0, (2.92)

wobei (yo, Y1, y2) die Parameter in der Ebene & sind.
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. () ist also ein Linearsystem von kubischen Kurven ks in der Ebene &.

o Aus () kann man direkt ablesen, dass jede ks eine Linearkombination von vier zerfal-
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lenden kubischen Kurven

Aoyo = 0, \y1¢ = 0, Aay2¢ = 0, A3y00 = 0 (2.93)

ist, die jeweils aus einer Geraden und einem Kegelschnitt ky, : 1 = 0 oder kg, : ¢ = 0 in
der Ebene & bestehen.

Da wir () und (R.8§) aus Bemerkung als unsere Ausgangslage gewahlt haben,
ergibt sich fir die Punkte C; ot =1,2,3 die Darstellung

¢y, = (0,1,0,0),Cy, = (0,0,1,0),C5, = (1,0,0,1). (2.94)
Durch Einsetzen der Punkte in die Gleichungen fiir &y, und kg, sieht man, dass
C]-O’CSO S k¢27CQO’C30 S k¢)2
und

C;O ¢ k¢27céo ¢ sz

gilt, da 3 # 0 und b33 # 0 gelten muss, sonst wére die durch () gegebene Fj nicht sin-
gularitatenfrei (im ersten Fall wére (0,1,0,0) und im zweiten (0, 0,0, 1) singulér, was man
durch Bilden der partiellen Ableitungen und Einsetzen dieser Punkte schnell nachrechnen
kann).

Betrachtet man nun das Linearsystem aus (), so sieht man, dass C; .t =1,2,3 auf allen
ebenen kubischen Kurven k:Ag, dieses Systems liegen (zum Beispiel gilt wegen Cio € ky,,
dass 1» = 0 ist und wegen yo = y2 = 0 verschwindet auch der von ¢ abhingende Teil).

Auch alle Punkte, die sowohl auf ky, als auch auf kg, liegen (nach Satz sind das
neben C:;O noch maximal drei), sind auf allen ebenen kubischen Kurven des Linearsystems
(), da fur diese Punkte sowohl ¢ = 0 als auch ¢ = 0 gilt. Zusammen mit C;O,i =1,2
sind das dann gleichzeitig auch alle sechs Punkte der Ebene &, fiir die alle rechten Seiten
aus () verschwinden und damit auch alle Punkte, die gleichzeitig auf allen ebenen
kubischen Kurven des Linearsystems () liegen.

(Ist ¥ # 0, muss yp = y1 = 0 gelten. Dann ist aber schon ¢ = 0. Ist andererseits ¢ # 0,
muss schon yg = y2 = 0 erfiillt sein und damit ist ¢» = 0. Bleiben noch die maximal vier
gemeinsamen Punkte, fiir die ¢ = ¢ = 0 gilt.)

Jede beliebige Ebene () schneidet alle sechs Ausnahmegeraden aus () Nach Satz
m werden alle Punkte dieser Geraden unter der schiefen Projektion auf die sechs
Punkte CZ,-D € &,i=1,2,...,6 abgebildet.

Damit miissen alle ebenen kubischen Kurven des Linearsystems aus () ebenfalls diese
sechs Punkte enthalten. Wir haben im vorletzten Beweisschritt schon gesehen, welche
Punkte auf allen Kurven des Linearsystems () liegen, und damit miissen dann C,

20’
4,5,6 die weiteren drei neben Cy , Boch vorhandenen Schnittpunkte von ky, und kg, sein.

i=



o Damit gilt mit den Bezeichnungen aus Satz ()

kwg = sz und k¢2 = ]{12.

. () ist ein oco3-Linearsystem, sonst miissten zumindest zwei rechte Seiten von ()
bis auf einen Faktor {ibereinstimmen, womit man dann keine Parameterdarstellung einer
kubischen Fléiche hétte. Das System aller ebenen kubischen Kurven, die durch die Punkte
C € &,i=1,2,...,6 gehen, die nicht auf einem Kegelschnitt liegen, ist nach Abschnitt
ebenfalls ein oo3-Linearsystem und stimmt daher mit () iberein.

e Geht man umgekehrt von sechs Punkten C;O,i =1,2,...,6 einer Ebene & aus, die nicht
auf einem Kegelschnitt liegen, so kann man mit ¢ = 0 und ¢ = 0 die Gleichungen der
nach Abschnitt durch C;O,z' =1,3,4,5,6 und C;O,i = 2,3,4,5,6 projektiv eindeutig
gegebenen Kegelschnitte £y, und kg, angeben. Dabei wahlt man das Koordinatensystem
so, dass man C;O,i = 1,2,3 wie in () erhalt. & sei wieder durch & : 23 — 29 = 0
gegeben.

e Damit erhilt man fiir das Linearsystem aller ebenen kubischen Kurven durch die Punkte
C;O,i =1,2,...,6 die Beziehung (), und daraus die Parameterdarstellung () einer
F3 mit der Gleichung ()

O]

Bemerkung 2.6.14. Liegen alle sechs Punkte C;O,z' = 1,2.3.4.5,6 auf einem Kegelschnitt, so
erhilt man auf die im zweiten Teil des Beweises von Satz m beschriebene Weise alle Typen
kubischer Flachen mit singuldren Punkten (vergleiche Sat). Hat beispielsweise die kubi-
sche Flache F3 nur einen konischen Doppelpunkt Sy, so besitzt sie nach Satz , sechs Gerade
durch Sy, die ganz auf Fj liegen. Es ldsst sich zeigen, dass die 15 Ebenen, die je zwei dieser
Geraden aufspannen, je noch eine weitere Gerade der F3 enthalten, die nicht durch Sy geht (die
Schnittkurve muss nédmlich eine k3 sein). Auf dieser F3 liegen dann genau diese 21 Geraden,
wobei man die sechs Geraden durch Sy als Grenzfall der zwolf Geraden einer Doppelsechs einer
singularitdatenfreien kubischen Fldche auffassen kann.

Bemerkung 2.6.15. Da eine reelle singularititenfreie kubische Fliache keine zwei windschiefen
reellen Geraden haben muss (vergleiche Bemerkung ), lassen sich reelle singularitéiten-
freie kubische Flachen im Allgemeinen nicht durch die schiefe Projektion aus Bemerkung m
parametrisieren. Man kann zeigen, dass sich dann auch keine andere Parametrisierung finden
l&sst.

2.7 Dualgebilde kubischer Flachen

Im Allgemeinen ldsst sich nicht einfach zu gegebener kubischer Fldche das mit ihr verbundene
Dualgebilde finden (vergleiche Abschnitt ) Fiir drei Typen von kubischen Fldchen — jene
mit vier isolierten Singularitdten und die zwei Typen kubischer Regelflichen ausgenommen den
Kegeln — haben wir allerdings eine projektive Normalform entwickelt (vergleiche die Sétze

und )
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2.7.1 Dualgebilde kubischer Flachen mit vier isolierten Singularitdten

Nach Satz sind alle kubischen Flachen mit vier isolierten Singularitdten projektiv dquiva-
lent und die projektive Normalform lautet

f(xo, 1, 2, x3) = T12223 + Towox3 + ToT1T3 + Tox1T2 = 0. (2.95)
Dabei haben wir die vier Koordinatenecken als singuldre Punkte gewéhlt. Es gilt nun folgender

Satz 2.7.1. Eine Ebene
Pa i Qoo + C11 + Cox2 + (323 =0

mit den Koordinaten (.1 = 0,1,2,3 ist genau dann requlire oder singulire Tangentialebene
(vergleiche Abschnitt ) einer kubischen Fliche F3 mit der Gleichung ), wenn bei
irgendeiner Vorzeichenverteilung

VO+Va+Va+ V=0 (2.96)

gilt (wir rechnen in C).
Beweis.

e Nach Definition erhdlt man die Koordinaten (;,7 = 0,1, 2,3 einer Tangentialebene
fir einen regularen Punkt Py = (po, p1, p2, p3) durch Bildung der partiellen Ableitungen
von () Es ergibt sich

0

Co = 6;)(]?0,}?1,1?2,293) = p1p2 + p1p3 + p2p3, (2.97)
of

G = 87“(1?0,])1,172,293) = pop2 + pop3 + p2p3, (2.98)
of

G = Tm(po,pl,pz,ps) = pop1 + pop3 + P1p3, (2.99)
of

(3= 873(190,1?1,172,113) = pop1 + pop2 + P1p2. (2.100)

o Wir betrachten zuerst nur Punkte der Fj3 fiir die p; # 0,7 = 0, 1, 2,3 gilt. Man erhélt aus

(2.97)-(B.100)

1 1 DPoP1P2D3
Co = — (pop1p2 + Pop1p3 + pop2p3) = ——pipaPs = ———5 —,
Po Pbo Po

=—p1pap3 wegen (2.95)

bop1p2p3
G=-"—5
p1
Pbop1p2p3
G=—"—"F—,
Y25)
Pbop1p2p3
(3=,
b3
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und damit weiter

Vo t+vVat+vetyvi=
Pop1p2pP3 Pop1p2p3 Pop1P2p3 PopP1P2pP3
[ [
Do Dy D3 b3
1

1 1 1
V—pop1p2p3(— + —+ —+ —) =
bo D1 b2 p3
P1p2p3 + pop2ps + Pop1P3 + Popip2
vV —Pop1p2p3 ( ) =0.
bop1p2p3

=0 wegen (2.95)

e Umgekehrt sei eine Ebene Py gegeben durch ein System von Zahlen (; # 0,i = 0,1, 2, 3,
dass () erfiillt, also

Pa : oo + C1z1 + C2x2 + (33 = 0. (2.101)

Durch Einsetzen in () sieht man, dass wegen der Beziehung () der Punkt Py =

(ﬁ, ﬁ, ﬁ, ﬁ) auf dieser Ebene liegt.

e Dieser Punkt liegt auch auf der durch () gegebenen F3, denn es gilt

f(llll)—1+1+1+1
VO VG VG VG VGGG VGG Vhs VGG
VO VO Ve + VG
VC0C1¢2G3

=0 wegen (2.96)
=0.

o Setzt man Py in die partiellen Ableitungen (59()—(510(1) von (M) ein, erhélt man

af 1 1 1 1 1 1 1

37900( G VG VG \/?3) T VaG - VGG - V(3
1

= (VO Ve V) s

=—+/Co wegen (2.96)

_ -G
V(1¢2G3
=G
VGGG
und analog
oL 111,
1 VG VO VR VG VOGGREG
ﬁ( 1 1 1 1 ): —(o
dxa /G VG VG VG VGG
af 1 1 1 1 —3

37363(\/?0’ VG VG \/?3) T VGGG
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Daraus erhélt man wegen Definition im Punkt Py die Tangentialebene

C0C11C2C3(C0x0 + Gy + Qe + (3x3) =0,

die mit () bis auf einen projektiv unwesentlichen Faktor iibereinstimmt.

Jetzt mussen wir noch jene Punkte Py = (po,p1,p2,p3) der F3 betrachten, fir die nicht
alle p; 20,71 =0,1,2,3 sind.

Wir untersuchen zunéchst die Ebene 3 = 0. In dieser liegen nach der Konstruktion der
F3 mit der Gleichung () im Satz die drei singulédren Punkte A4y = (1,0,0,0),
By = (0,1,0,0) und Cy = (0,0,1,0). Nach Bemerkung sind auch die drei Verbin-

dungsgeraden dieser Punkte schon ganz auf der F3. Da in einem ebenen Schnitt mit einer
kubischen Flédche nicht mehr als eine ebene kubische Kurve k3 liegen kann, kénnen regu-
lare Punkte der F3 nur auf diesen drei Verbindungsgeraden liegen. Analoges erhilt man
fiir die anderen drei Ebenen xg = 0, 1 = 0 und 2 = 0.

Wir brauchen also nur mehr die sechs Verbindungsgeraden der singulédren Punkte zu be-
trachten (zur Erinnerung: der vierte singuldre Punkt hat die Darstellung Dy = (0,0,0,1)).
Untersuchen wir beispielsweise die Gerade x¢g = 1 = 0. Diese hat eine Parameterdarstel-
lung der Gestalt xq = 0,21 = 0,22 = A, x3 = p. Setzt man jetzt einen beliebigen Punkt
dieser Geraden in (@)—() ein, um die Tangentialebene zu berechnen, erhédlt man

CU = )‘H)Cl = AM?CQ = 07(3 = 07
und somit fiir die Ebene die Darstellung
Ap(zo + 1) = 0.

Damit ist fiir alle Punkte dieser Geraden, aufler fir die beiden singuldren Punkte, die
Tangentialebene gegeben durch g+ x; = 0. Mit der richtigen Wahl der Vorzeichen erhélt

man in (2.96) Az — /A = 0.

Wir betrachten schliellich noch die vier singulédren Punkte selber. Nach Definition
sind die singuldren Tangentialebenen (pxg + (121 4+ (o2 + (33 = 0 gegeben durch alle
Ebenen, die den Tangentialkegel des singuldren Punktes beriihren. Dieser kann beispiels-
weise fiir den Punkt Dy = (0,0,0,1) aus der Gleichung () der F3 abgelesen werden.
Wir formen () um und erhalten

f(zo, 1, 22, 23) = 23(T122 + T0T2 + T0T1) + ToT1T2 = 0.
Der Tangentialkegel Kp, ist wegen (@) (bzw. Bemerkung ) gegeben durch

K : 129 + xoxo + o1 = 0. (2.102)

Wir suchen die Tangentialebenen an diesen Kegel und bestimmen nach Definition
die partiellen Ableitungen fiir einen beliebigen Punkt (po,p1,p2,p3) # Do von K. Wir



erhalten

0K

676()(}707]91,292’193) = p1 + p2,

8[(( )_ n
O Po,P1,P2,P3) = Po T P2,

8K( )= po+
3:1:2 Po,P1,P2,P3) = PO D1,

0K
" ) 9 ) = 07
s (po, p1,p2,p3)

A

und setzen diese Bedingungen in (R.96) ein, wobei ohnehin {3 = 0 gelten muss, da der
Punkt Dy in jeder seiner singuldren Tangentialebenen liegt. Somit erhalten wir fiir py #

—DP1

VPo+ 1+ Vpo +p2+ V1 +p2 =

1
(po + p1 + \/p% + pop1 + pop2 + p1p2 + \/p% + pop1 + pop2 + pip2) =

vDo + 1 st
=0 wegen 2.102

=0 wegen 2.102
1
\/ﬁ@o +p1+ \/P(z) +4/p%) =0,

sofern wir die Vorzeichen entsprechend wéhlen. Fiir pg = —p; muss wegen () bereits
p1 = 0 gelten, und man erhalt in ()

Vb2 + /P2 =0

bei richtiger Wahl der Vorzeichen.

Ist umgekehrt eine Ebene Ps : (pxo + (121 + {2z + (323 = 0 mit der Bedingung ()
gegeben, fir die mindestens ein (;,7 = 0,1,2,3 verschwindet, so ldsst sich leicht zeigen,
dass diese Ebene tangential an die F3 in einem Punkt auf den Verbindungsgeraden der
singuldren Punkte oder in einer Singularitét selbst ist.
(Wir wollen fir jede mogliche Anzahl von verschwindenden (;,7 = 0,1,2,3 ein Beispiel
angeben. Die anderen Fille ergeben sich dann analog.

— (1 = (2= (3 =0: Wegen () gilt auch {yp = 0 und wir erhalten keine Ebene.

— (2 = (3 = 0: Wegen () gilt (p = (7 und wir erhalten Ebenen der Gestalt zo+x1 =
0. Wir wissen bereits, dass eine Ebene dieser Gestalt tangential zu allen reguldren
Punkten auf der Verbindungsgeraden von Cy und Dy ist.

— (3 = 0: Wir erhalten Ebenen der Gestalt
Cozo + (121 + Cew2 = 0 (2.103)

mit der Bedingung /(o + /(1 + v/(2 = 0 (wegen ) Wir untersuchen zunichst
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diese Bedingung;:

Vé+ VG + Ve =0
Vi +Va=-vG
G0+ G206 = G
G2 —Co—C1 =21
G+ G+ G+ 206 — 2¢é — 2¢16 = 4¢oG
@+ ¢+ G 206 — 2606 — 266 =0
—(§ — 7 — €5+ 200G+ 2¢0e + 261G = 0. (2.104)

Wir wollen zeigen, dass eine beliebige Ebene Py der Gestalt () den Tangenti-
alkegel Kp, von Dy bertihrt, also eine singuldre Tangentialebene ist. Kp, hat die
Gleichung () Dazu betrachten wir nun den Punkt

[

Po = (5(~o-+ G+ G) (6o — Gt G 3 (Got G — €2),0).

Po liegt auf Kp,, denn wenn wir den Punkt einsetzen in (), erhalten wir

i((Co —C1+G2)(Co+ ¢ —G2) + (=G0 + ¢1 + ¢2) (o + ¢1 — C2)
(=G + G +&)(0—G+E)) =
HG -G - G20t + 206 +206) Do,
Dabei gilt (x) wegen der Beziehung (), die wir aus () abgeleitet haben.
Auflerdem liegt Py auf der Ebene Ps, denn es gilt
(G G+ G+ Gl — G+ G) + Colo G o)) =
%(—Cg — (= G+ 260G + 260C2 + 2C1¢2) Yo

und (%) gilt wieder wegen () Es bleibt noch zeigen, dass P; tangential an Kp,
liegt. Dazu setzen wir Py in die partiellen Ableitungen von Kp, ein und erhalten
gfo(;(Co + 1+ C2), %(Co — (1 +(2), %(Co +¢1—¢2),0) =
%(CO—C1+C2+C0+C1 —(2) = (o
0K 1 1 1
3701(5(—% + ¢+ ¢2), §(C0 — (1 + G2), 5({0 + ¢ —¢2),0) =
%(—C0+C1+C2+40+C1 - Q)=
0K 1 1 1
67:2(5(—&) Qi+ ) 50—+ Q) 50+ G -6)0)=
%(—C0+41+C2+Co—41 +C) =G
0K
(%3(;(—(0 + G+ G2), %(Co -G+ C), %(Co +¢1—¢2),0) =0.

Damit ist alles bewiesen.)



Abbildung 27: Eine Steinersche Rémerfliche (affine Gleichung: 2%y? 4 2222 + y%2% — zyz = 0)

O

Bemerkung 2.7.2. Wir haben nun gesehen, dass die Koordinaten der Tangentialebenen (regulére
und singuldre) der kubischen Flachen F3 mit vier isolierten Singularitéten die Beziehung (R2.96)
erfillen. Damit kénnen wir uns die in Abschnitt m erwahnte Elimination zur Auffindung
einer Gleichung des mit der F3 verbundenen Dualgebildes sparen, da () diese Aufgabe
bereits erfiillt.

Wir ersetzen in () die (; durch x; mit 7 = 0, 1, 2, 3 und quadrieren dreimal. Dadurch erhalten
wir die Gleichung

(x% + a:% + :c% + m% — 2x0x1 — 2T0Te — 22023 — 221X — 2T1T3 — 2x2x3)2 — 64xgr12203 = 0,

der mit der F3 verbundenen, in Punktkoordinaten aufgefassten dualen Flache Fy. Es handelt
sich dabei um eine algebraische Fldche der Ordnung 4, die man auch Steinersche Rémerfliche
nennt (Abbildung @ zeigt ein Beispiel fiir eine derartige Fliche). Fy hat vier Doppelpunkte
und es lasst sich zeigen, dass die F3 das zur Fj verbundene, in Punktkoordinaten aufgefasste
Dualgebilde ist. Die Beziehung zwischen F3 und Fj ist also wechelseitig, wodurch man viele
Eigenschaften der Steinerschen Romerflache erhalten kann. Wir wollen nur die Haupttatsachen
anfiihren:

o Der in Bemerkung (R.6.6) angegebenen Tritangentialebene zg + 1 + x2 + z3 = 0 der F3
entspricht der singuldre Punkt & = (1,1,1,1) der Fy mit Vielfachheit 3.

e Alle Punkte der durch

xo—xlzl‘g—xg:o
xo—w2=$1—$3=0

.T()—.CUg::El—xQ:O
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gegebenen Geraden durch & sind fiir die F ebenfalls singular.

e Den vier konischen Doppelpunkten Agy, By, Cp und Dy der F3 entsprechen vier singulére
Ebenen der Fy. Es handelt sich dabei genau um die Koordinatenebenen. Sie sind da-
durch ausgezeichnet, dass sie die Fy jeweils in einem doppelt zu zéhlenden Kegelschnitt
schneiden.

2.7.2 Dualgebilde kubischer Regelflachen

Nach Satz gibt es neben den Kegeln zwei projektive Typen von irreduziblen kubischen
Regelflichen — die allgemeine Regelfliche und die Cayleysche Regelfliche. Die jeweiligen Nor-
malformen lauten

f(zo, 21, 9, 23) = 2025 + 2125 = 0 (2.105)

bzw. f(xo,x1,22,23) = xoa:g + x1297T3 + x% =0. (2.106)
Es gilt der folgende

Satz 2.7.3. I3 sei eine irreduzible kubische Regelfiiche (allerdings kein Kegel), so ist das mit
der F3 verbundene Dualgebilde F3 zur F3 projektiv dquivalent.

Beweisidee. Wir starten mit unseren Normalgleichungen () und () fiir beide projek-
tiven Typen von irreduziblen, von Kegeln verschiedenen kubischen Regelflichen und berechnen
Gleichungen, die die Koordinaten (;,i¢ = 0,1,2,3 der jeweils zugehorigen Tangentialebenen
Coxo + Crx1 4 (axo + (33 = 0 erfiillen miissen.

o Allgemeine Regelfliche: Wir berechnen die partiellen Ableitungen von () fiir einen
reguldren Punkt Py = (po, p1, p2, p3) und erhalten nach m die Koordinaten der Tangen-
tialebene in Py

of 2
- ) b b - x )
Co D (po, P1,D2,P3) = X3

of 2
- ) b b - x )
C1 . (po,p1, P2, p3) 3

0
G = 8—f(p0,p1,p2,p3) = 2x072,
D)

of
(3= Er (po, p1, D2, p3) = 2x13.
3

Man erkennt sofort, dass die (;,7 = 0,1, 2,3 die Beziehung

COCQQ — C1C§ = 436(2)30% — 4%‘%.7}% = 4(:30:16%)2 — 4.%%1‘% ® 4(—x1x§)2 — 43:%&031 =0

erfiillen, wobei (x) wegen () gilt. Damit erhélt man fiir die Koordinaten aller Tangen-
tialebenen in reguldren Punkten eine zu () projektiv dquivalente Gleichung (o(3 —
Q1C§ = 0. Diese Beziehung gilt auch fiir die Grenzlagen dieser Tangentialebenen, was den
Ebenen durch die singuldre Gerade entspricht.
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o Cayleysche Regelfliche: Wir berechnen die partiellen Ableitungen von () fiir einen
reguldren Punkt Py = (po, p1, p2, p3) und erhalten nach die Koordinaten der Tangen-
tialebene in Py

af 9
— b b) - x
o Birg (o, P1,p2,p3) = 23,
of
Cl = 8z1 (p05p15p27p3) = I273,

of
¢ = = (po,p1, P2, p3) = 2173 + 373,
BZEQ

of
(3= Den (o, p1,p2,p3) = 2x0T3 + T122.
T3

Man erkennt wieder sofort, dass die (;,7 = 0,1,2,3 die Beziehung
(5¢3 + CoC16a — ¢ = w3(2mom3 + w122) + wowi (w103 + 303) — xHa]
= 2x0$g + 2x1x2x§ + 2x%$§

= 253% (xoxg + x1297T3 + a:%)

=0 wegen (2.106)
=0

erfiillen. Damit erhélt man fiir die Koordinaten aller Tangentialebenen in reguldren Punk-
ten eine zu () projektiv dquivalente Gleichung (3¢5 +(o(1¢2 — ¢ = 0. Diese Beziehung
gilt auch fiir die Grenzlagen dieser Tangentialebenen, was den Ebenen durch die singuldre
Gerade entspricht.

o Sowohl fiir die allgemeinen als auch fiir die Cayleyschen Regelflichen haben wir damit
jeweils eine Gleichung gefunden, die von den Koordinaten der reguldren und singuléren
Tangentialebenen erfiillt wird. Diese Gleichungen

CoCs — G1¢3 =0 (2.107)
bzw. (3¢ + CoCi¢e — ¢ =0 (2.108)

beschreiben damit das mit der jeweiligen F3 verbundene Dualgebilde E

o Umgekehrt geht man von einer durch die Ebenenmenge () oder () definierten
Dualflache ﬁ’; aus. Man sieht durch Einsetzen einer Parameterdarstellung, dass in beiden
Féllen die durch {y = {1 = 0 definierten Biischelebenen (im Fall einer Dualfliche spricht
man nicht von Punkten auf einer Geraden, sondern von Ebenen, die einem Biischel an-
gehoren; siche Abschnitt ) auf j’; liegen und fiir die Dualfliche auch singular sind.
Gehen wir von ) aus, wird durch {yp = (3 = 0 die Leitlinie 7; (siche Bemerkung
E41(]) von (R.105) angegeben. Gilt () beschreibt (y = (1 = 0 die singuldre Gerade
81 von (M) (siehe ebenfalls Bemerkung )

e Fir alle Ebenen von E’; auflerhalb dieses Biischels sicht man durch duale Rechnung des
ersten Beweisabschnitts, dass sie im Fall von (R.107) eine Fliache beriihren, die () als
Gleichung besitzt. Analog erhélt man fiir () eine kubische Fldche mit der Gleichung

(.10d).
Bemerkung 2.7.4.
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e Bei der allgemeinen kubischen Regelfliche tauschen beim Dualisieren die Leitline 77 und
die singulére Gerade &, ihre Rollen. Punkte auf 7y sind also fiir die Fj3 regulér, Ebenen
durch 77 sind fir die F3 singulér.

o Satz kann leicht fiir Regelflachen hoherer Ordnung verallgemeinert werden.

2.8 Erzeugung kubischer Flachen

Im letzten Abschnitt wollen wir noch zwei von zahlreichen moglichen Erzeugungsweisen von
kubischen Fléchen betrachten. Andere Erzeugungsmoglichkeiten finden sich beispielsweise bei
Sturm [11]. Im Abschnitt haben wir gesehen, dass man Quadriken durch zwei aufeinander
bezogene Ebenenbiischel erzeugen kann. Bei den kubischen Fldchen betrachten wir zunéchst
eine Variante, die von einem Ebenen- und einem Quadrikenbiischel ausgeht. Im Anschluss daran
untersuchen wir noch die Moéglichkeit, dafiir drei projektiv aufeinander bezogene Ebenenbiindel
zu verwenden. Zur Erinnerung: Ein Biischel ist eine co'- und ein Biindel eine co?-Linearschar.
Da ein Biischel von zwei projektiven Parametern abhéngt, kann man dessen Elemente den
Punkten einer Gerade zuordnen. Analog kann man die Elemente eines Biindels den Punkten
einer Ebene zuordnen.

Satz 2.8.1. Geht man von einem Ebenen- und einem Quadrikenbiischel aus, die requldr projektiv
aufeinander bezogen sind (es gibt eine Bijektion zwischen den Elementen des Ebenenbiischels
und jenen des Quadrikenbiischels), so erzeugt die Gesamtheit der Kurven, die man beim Schnitt
etner Biischelebene mit ihrer zugeordneten Bischelquadrik erhdlt, eine kubische Fldche F3. Jede
kubische Fliche kann so erzeugt werden.

Bewess.

e Das Ebenenbiischel sei gegeben durch
Ae1, + pea, =0, (2.109)

wobei €1, und €, zwei Ebenengleichungen (also Formen vom Grad 1 in xg, x1, z2 und z3)
von Ebenen des Biischels sind. Die Elemente des Biischels entsprechen also den Punkten
einer Geraden mit den Parametern (A, ). Analog sei das Quadrikenbiischel durch

)‘lf12 + ,U//f22 =0 (2.110)

gegeben, wobei f1, und fo, zwei Quadrikengleichungen (Formen vom Grad 2 in xg, 21, x2
und z3) von Quadriken aus dem Biischel sind. Hier entsprechen die Elemente des Biischels
den Punkten einer Gerade mit den Parametern (X', z1').

o Laut Voraussetzung sind die Biischel regulér projektiv aufeinander bezogen. Das bedeu-
tet aber, dass es zwischen den Punkten der (A, p)- und der ()\/, ,u/)—Gerade eine reguldre
projektive Beziehung gibt. Wir wéhlen die Darstellung der zwei Biischel (also die jeweils
zwei zur Angabe notwendigen Représentanten) so, dass diese Beziehung durch

A=\ und p=p (2.111)

beschrieben werden kann.
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o Unter Bedingung () erhélt man aus (h.lOd) und (b.lld) Gleichungen eines beliebigen
aufeinander bezogenen Paares von Ebene und Quadrik mit

Aer, + pea; =0
Afi, + pf2, = 0.

Gemeinsame Punkte dieses Paares miissen die von A und g und damit von der Wahl des
Paares unabhéngige Bedingung

€1, €2,

o= (2.112)

erfiillen (die einzelnen Elemente der Determinante sind ndmlich Terme in Punktkoordina-
ten), und Punkte, fiir die (R.112) gilt, liefern unter Bedingung () eine nicht triviale
Losung des durch (M) und (R.110) gegebenen Gleichungssystems in A und p. Dieser
Zusammenhang ergibt sich aus den Eigenschaften homogener linearer Gleichungssysteme.

. () liefert ausmultipliziert die Gleichung einer kubischen Fliache F3.

o Hat man umgekehrt eine kubische Flache F3 durch () gegeben, wobei €;, bzw. f;, mit
1 = 1,2 Formen vom Grad 1 bzw. 2 in xg, 1, o und x3 sind, so kann man zwei Biischel
durch (blOd) und (blld) definieren und durch () eine reguldre projektive Beziehung
zwischen ihnen herstellen.

o Schlussendlich bleibt noch zu zeigen, dass man jede F3 durch eine Gleichung der Form
() darstellen kann. Wegen Bemerkung @ gibt es auf jeder kubischen Flache zu-
mindest eine Gerade G;. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass G : 9 = 1 = 0
gilt. Damit die Gleichung der Fj fiir alle Punkte von G; identisch verschwindet, muss diese
die Gestalt

xof1, +x1f2, =0

haben. Damit gilt aber weiter

=0.

Io —I
20 f1, +x1f2, = ’ fi. b
2 2

O]

Bemerkung 2.8.2. Die Tragergerade G; des Ebenenbiischels aus Satz liegt ganz auf der
Fldache F3. Die Ebenen des Biischels schneiden die Quadriken des anderen Biischels in Kegel-
schnitten, die dann die ganze F3 erzeugen. Jede Ebene des Biischels hat mit der F3 neben G
noch einen solchen Kegelschnitt gemeinsam.

Bei der nun folgenden Erzeugung mit drei Ebenenbiindeln erhélt man die F3 nicht durch Kurven
auf ihr, sondern durch ihre Punkte.

Satz 2.8.3. Gegeben seien drei verschiedene Ebenenbiindel. Zwischen diesen sollen reguldre
projektive Beziehungen bestehen. Jeder Ebene £ eines Biindels soll je eine Ebene Fo bzw.
Gy der anderen beiden Biindel eineindeutig zugeordnet sein. Dabei stehen auch Fo und Go in
Beziehung. Die Gesamtheit der Schnittpunkte von drei zugeordneten Ebenen £, Fo und Go
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erzeugt eine kubische Fliche F3. Umgekehrt kann jede kubische Fliche, deren Gleichung sich in
der Gestalt

ap; a2, a3
a4, a5, Qg =0
ar, ai; aiy

schreiben ldsst, unter der Voraussetzung dass die a;,,i = 1,2,...,9 Formen vom Grad 1 in xo,
1, T2 und x3 sind, auf diese Weise erzeugt werden.

Beweis.

¢ Die drei Ebenenbiindel seien gegeben durch

Ae1, + peg, +ves, =0, (2.113)
Nfuy +p fa + 0 f3, =0, (2.114)
N'gy, + 1 g2, + v g3, =0, (2.115)

wobei die e;,, f;; und g;; mit ¢ = 1,2, 3 Ebenengleichungen (Formen vom Grad 1 in o,
x1, 2 und x3) von Ebenen der jeweiligen Biindel sind. Somit kénnen die Elemente der
Biindel jeweils den Punkten der Ebenen (X, p,v), (X, 1, v") und (X", 1", v") zugeordnet
werden.

e Laut Voraussetzung sind die Biindel regulér projektiv aufeinander bezogen. Das bedeutet

aber, dass es zwischen den Punkten der (\,pu,v)-, der ()\,,,U,,,V/)— und der (A, p 71/”)—
Ebene regulidre projektive Beziehungen gibt. Wir wihlen die Darstellung der drei Biindel
(also die jeweils drei zur Angabe notwendigen Reprisentanten) so, dass diese Beziehungen
durch

A=\ = )\",u = ul = ,u” wdv=v =v" (2.116)
beschrieben werden konnen.

o Unter Bedingung (R.116) erhélt man aus ()—() Gleichungen eines beliebigen

aufeinander bezogenen Tripels von Ebenen

Aer, + pea, +vez, =0,
Af1y +pfe, +vfs =0,
Ag1, + pg2, +vgs, = 0.

Gemeinsame Punkte dieses Tripels miissen die von A, ¢ und v und damit von der Wahl
des Tripels unabhéngige Bedingung

€1, €2, €3
fiu fo s |[=0 (2.117)
91;, 921 93

erfiillen (die einzelnen Elemente der Determinante sind ndmlich Terme in Punktkoordina-
ten), und Punkte, fiir die ( gilt, liefern unter Bedingung () eine nicht triviale
Losung des durch ()—() gegebenen Gleichungssystems in A, x4 und v. Dieser
Zusammenhang ergibt sich wieder aus den Eigenschaften homogener linearer Gleichungs-
systeme.
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. () liefert ausmultipliziert die Gleichung einer kubischen Flache F3.

e Hat man umgekehrt eine kubische Fliche F3 durch () gegeben, wobei e;,, fi; und
¢i;, mit ¢ = 1,2.3 Formen vom Grad 1 in zg, 1, 2 und z3 sind, so kann man drei
2.113

Biindel durch ()—() definieren und durch (| ) regulére projektive Beziehungen

zwischen ihnen herstellen.

O
Bemerkung 2.8.4.

o Es gibt immer Tripel von einander zugeordneten Ebenen aus den Biindeln ()—(),
die sich nicht in einem Punkt, sondern einer ganzen Geraden schneiden. Im Allgemeinen
erhélt man auf diese Weise sechs Gerade, die ein windschiefes Sextupel bilden (also eine
halbe Doppelsechs).

o Die linken Seiten von ()—() sind Linearformen in den Punktkoordinaten x;,i =
0,1,2,3. Lost man das System nach diesen auf, erhélt man gewisse Formen vom Grad 3
in A, g und v. Damit erhdlt man aus der projektiven Erzeugung aus Satz m auch eine
rationale Parameterdarstellung der erzeugten F3 iiber der (A, p, v)-Ebene.

Wir wollen nun noch zeigen, dass singularitdtenfreie kubische Flachen immer mit einer Gleichung
der Gestalt () beschrieben und somit auf die in Satz definierte Art erzeugt werden
kénnen. Dazu miissen wir uns zu den bereits bekannten Tatsachen der 27-Konfiguration noch
zuséatzliche Eigenschaften erarbeiten.

Satz 2.8.5. Gegeben seien sechs verschiedene Gerade

Ay, By, G, (2.118)
Az, Ba,, Ca, (2.119)

einer singularititenfreien kubischen Fldche F3. Dabei sollen ) die Tripelebene Ty, (ver-
gleiche Definition |2.5.11) und die Tripelebene Ta, aufspannen. Dann schneidet je eine
Gerade von (12.11§) genau eine von ) (siehe Abbildung |28).

Bewess.

e Wir gehen von sechs Geraden (Ellé) und (Ella) aus, die die Voraussetzungen erfiillen.

e Da in einem ebenen Schnitt mit der F3 maximal eine k3 liegen kann und die sechs Geraden
verschieden sind, miissen 77, und 73, verschieden sein.

o Wir betrachten die Gerade G = T1, U T2,. G1 darf keine der Geraden aus (R.11§) oder
(R.119) sein, denn wére sie beispielsweise eine von ()7 SO miisste sie auch eine von
(R.119) sein (sonst lagen in 73, sowohl () als auch G, also mehr als eine k3). In diesem
Fall wéren aber die sechs gegebenen Geraden nicht verschieden.

o Jede Gerade von () hat einen Schnittpunkt mit G; und damit auch mit der Ebene
T1,. Dieser Schnittpunkt muss auch auf einer der Geraden () liegen (wieder weil der
ebene Schnitt maximal eine k3 sein kann).

o Angenommen zwei Gerade aus () treffen dieselbe Gerade aus () Dann gibt es
zwei Moglichkeiten:
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Ai,

Abbildung 28: Zwei Tripelebenen

— Die zwei Geraden aus () treffen die Gerade aus (.118) in zwei verschiedenen
Punkten. Da diese zwei Schnittpunkte auf G; liegen miissen, wére G; dann schon
diese Gerade aus () Im zweiten Beweisschritt haben wir bereits gesehen, dass
das nicht moglich ist.

— Die zwei Geraden aus () treffen die Gerade aus ( M) in einem Punkt auf G.
Da G; nach dem zweiten Beweisschritt nicht aus (I‘w) oder (M) sein kann und
die Ebenen 77, und 7, verschieden sind, gingen dann drei Gerade der F3, die nicht
in einer Ebene liegen, durch einen Punkt. Das ist nach Satz m unmoglich fir eine
singularitdtenfreie kubische Fléche.

o Damit schneidet jeweils eine Gerade aus () genau eine Gerade aus ()

O

Satz 2.8.6. Gegeben seien sechs verschiedene Gerade
Ay, Biy, Gy (2.120)
Aoy, Bay, Coy (2.121)

einer singularititenfreien kubischen Fldche F3. Dabei sollen ) die Tripelebene Ty, (ver-
gleiche Definition ) und ) die Tripelebene Ty, aufspannen. Wir wissen bereits aus
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Abbildung 29: Steinersches Trieder

Satz , dass je eine Gerade aus ) genau eine aus ) schneidet. Wir benennen

die Geraden so um, dass sich jeweils jene mit dem gleichen Buchstaben treffen. Diese spannen
dann die drei Ebenen

Ay = ./411 U A21
By = 811 U Bgl
Cy = Cll @] Cgl

auf, in denen nach Bemerkung jeweils moch eine weitere von ) und ) ver-

schiedene Gerade sein muss, die ganz auf der Fs3 liegt (fehlt noch zu einer Schnittkurve der
Ordnung 3) . Wir nennen diese drei neuen Geraden entsprechend As,, Bs, und Cs,. Dann
bilden Ag,, Bs, und Cs, eine Tripelebene T3, (siehe Abbildung @)

Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt und wir halten auch fest, dass die Ebenen
Ao, By und Cy verschieden sind, da sonst mehr als drei verschiedene Gerade der F3 in einer
Ebene lidgen. Wir zeigen nun, dass sich A3, und Bs, schneiden:

o Zunichst gilt Az, # Bs,, denn:

— Angenommen es gelte Az, = Bs,. Dann ist A3, die Schnittgerade der Ebenen A
und B, da diese Gerade in beiden Ebenen liegen muss.

— Da sich nach Voraussetzung A;, C Az und B, C Bj schneiden, muss deren Schnitt-
punkt auch auf der Gerade A3, liegen.

— Da wegen Satz drei Gerade einer singularitdtenfreien F3, die durch einen Punkt
gehen, auch in einer Ebene liegen miissen, gilt A3, C 71, (wegen Ay, C 71, und
Bi, C Ti,). Damit muss aber schon A3, = Cy, erfiillt sein.
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Abbildung 30: Steinersches Trieder aus Abbildung @ mit den anderen drei Tripelebenen

— Das ist aber nicht moglich, da sich die Ebenen Az und 7, schon in A;, # Cy,
schneiden und Ay # 71, sein muss, weil sonst wieder mehr als drei verschiedene

Gerade der F3 in einer Ebene légen.

o Die Gerade Bs, schneidet also die Ebene Ay in einem Punkt Ag. (B3, kann nédmlich auch
nicht Aj, sein, da sonst Bz, die Gerade Aj, treffen miisste, was den Voraussetzungen
widerspriche. Analog gilt B3, # As, ).

o Ap muss auf Ay,, Ay, oder Ajs, liegen, da der ebene Schnitt der F3 mit Ay sonst aus mehr

als einer k3 bestehen wiirde.

o Ap kann nicht auf A, liegen, da dann B3, sowohl A, also auch Ba, schneiden wiirde und
damit in der Ebene 73, sein miisste. Dann wére aber B3, = C2, und B;, wiirde die Gerade
Cy, treffen, was den Voraussetzungen widerspréche.

o Analog kann Ap auch nicht auf A;, liegen. Somit liegt der Schnittpunkt von B3, und Ay

auf Ajz,.

Wiederholt man diese Vorgangsweise fiir die Geraden A3, und Cs, bzw. B3, und Cs,, sieht man,
dass sich auch diese treffen. Damit bilden die drei Geraden eine Tripelebene 7s,. O

Bemerkung 2.8.7. Wir schreiben nun die neun Geraden und sechs Ebenen aus Satz in ein
Schema, wobei je drei Gerade einer Zeile bzw. Spalte in der Ebene am Ende der Zeile bzw.
Spalte liegen (vergleiche dazu auch Abbildung

mit Abbildung @) :

Ay, By, Ciy | T
Az Ba, Ca | Ta,

2.122
-/431 631 C31 732 ( )
Ay By, G |
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Definition 2.8.8 (Steinersches Trieder). Drei Tripelebenen Ay, By und Cy bzw. T1,, T2, und
T3,, die in der Konfiguration von Satz bzw. Bemerkung Vorliegen, bezeichnet man
als Steinersches Trieder. Wir haben auch schon gesehen, dass sich Steinersche Trieder immer
paarweise bestimmen (um ein Tripel von Ebenen mit dieser Konfiguration anzugeben, braucht
man das zweite Tripel). Wir nennen solche Paare von Steinerschen Triedern zugeordnet.

Wir formulieren einen Satz zur Anzahl der Steinerschen Trieder einer singularitdtenfreien kubi-
schen Flache.

Satz 2.8.9. Die 45 Tripelebenen (vergleiche Satz ) einer singularititenfreien kubischen
Fldche Fs lassen sich zu 120 Paaren von zugeordneten Steinerschen Triedern zusammenstellen.

Beweis. Eine beliebige Tripelebene einer singularititenfreien kubischen Flache F3 hat mit zwolf
anderen Tripelebenen eine auf der F3 liegende Gerade gemeinsam. Es gibt ndmlich nach Satz
m durch jede der drei Geraden einer Tripelebene noch genau vier weitere Tripelebenen. Diese
miissen alle voneinander verschieden sein, da sonst in einem ebenen Schnitt mit der F3 mehr
als eine ks ldge. Damit hat die gegebene Tripelebene mit 32 anderen keine Gerade der 27-
Konfiguration gemeinsam, woraus sich % = 720 mogliche Paare von Tripelebenen ergeben.
Nach Satz m legt ein Paar von Tripelebenen ohne gemeinsame Gerade der F3 ein Steinersches
Trieder fest. Jedoch liegen in jedem Trieder drei Paare, woraus man wiederum % = 240

Steinersche Trieder erhélt. Schlussendlich ergeben sich damit 120 zugeordnete Paare. O

Da wir nun wissen, dass jede singularititenfreie kubische Flache Steinersche Trieder enthélt,
kénnen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 2.8.10. Waihit man zwei zugeordnete Steinersche Trieder einer singularitdtenfreien kubi-
schen Fldche F3 aus und spannt mit diesen ein Biischel auf, so gehdrt die F3 diesem an.

Beweis.

o f(xo,1,x2,23) = 0 sei die Gleichung einer singularitdtenfreien kubischen Flache F3. Des
weiteren seien t;(zg, z1,z2,23) = 0,7 = 1,2,3 die Gleichungen der drei Ebenen T;,,i =
1,2, 3 eines Steinerschen Trieders. Wir_verwenden die gleichen Bezeichungen der Ebenen
und ihrer Geraden wie in Bemerkung .

o Die neun Geraden aus () liegen dann auf allen Flichen des durch
Af(@o, @1, w2, 23) + pt1(xo, 21, T2, 23)t2(T0, 1, T2, 23)t3 (20, 21, w2, w3) =0 (2.123)

definierten Biischels, da sie sicher auf der F3 und in mindestens einer der Ebenen 7;,,¢ =
1,2, 3 liegen.

e Umgekehrt muss jeder Punkt, der auf allen Flachen von () liegt, sowohl auf der F3
als auch in einer der Ebenen 7;,,7 = 1, 2, 3 sein. In diesen Ebenen liegen aber alle Punkte,
die auch auf der Fj sind, bereits auf einer der Geraden aus (), da sonst im ebenen
Schnitt mehr als eine k3 ldge. Wir bezeichnen die neun Geraden aus () als Basis des

Biischels () .

e Durch jeden Punkt Py, der nicht dieser Basis angehort, geht eine wohlbestimmte Flache
des Biischels (da es fiir jeden Punkt (yo,y1,¥y2,y3) auBerhalb der Basis ein bis auf ein
gemeinsames Vielfaches eindeutiges Paar von Zahlen

A = t1(yo, Y1, Y2, ¥3)t2(Yo, y1, y2, y3)t3(yo, Y1, y2, y3) und p = —f(yo, y1, 2, Y3)
gibt, so dass () erfiillt ist und umgekehrt).
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Sei Py ein Punkt der Ebene Ay aus (), der nicht auf einer der Geraden A; . As,
oder As, liegt. Wir bezeichnen die dem Punkt Py zugeordnete Biischelfliche aus (R.123)
als G.

Als Teil des Biischels schneidet die Fliache G3 die Ebene Ay in den Geraden A;,, A2, und
A3, und zusatzlich noch im Punkt Py (also in mehr als einer k3). Damit muss Gg aber
zumindest in die Ebene As und eine Quadrik G2 zerfallen.

Die restlichen sechs Geraden aus () liegen auch in jeder Biischelfliche, aber nicht in
der Ebene Ay und miissen daher auf der Quadrik G2 sein. Da aber By,, Ba,, Bs,, C1,, Ca,
und Cs3, jeweils zu dritt in den Ebenen By und Cs liegen, muss auch Gs in diese beiden
Ebenen zerfallen.

In Summe zerféllt also G3 in die drei Ebenen Ag, By und Co des T1,, T2, und 73, zuge-
ordneten Steinerschen Trieders. Damit gehéren dem Flachenbiischel () diese beiden
Trieder an und es existieren A und p, sodass

M (xo, 1, 22, x3) + pt1(xo, T1, T2, 3)t2(z0, 1, T2, £3)t3(X0, T1, T2, T3) =

a(xo, 1, T2, 23)b(x0, T1, T2, T3)c(T0, T1, T2, T3) (2.124)

gilt, wobei a(xo, x1, z2,x3), b(xo, 1,22, x3) und c(zg,x1, 2, x3) Gleichungen der Ebenen
As, By und C» sind.

Dabei kann A nicht 0 sein, da zwei zugeordnete Trieder nicht iibereinstimmen diirfen.
Durch entsprechendes Umformen von () sieht man schlieflich, dass es zwei Konstante
Ao und pg gibt, sodass

f(xo, z1, 22, 23) = Not1(xo, 21, T2, x3)t2 (X0, T1, T2, 23)t3(20, 21, T2, 3)+
poa(xo, 1, x2, 3)b(x0, 1, 22, 3)c(T0, 1, T2, T3) (2.125)

gilt. Damit ist die F3 Teil eines von zwei Steinerschen Triedern aufgespannten Biischels.

O]

Bemerkung 2.8.11.
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e Steinersche Trieder kann man auch als ausgeartete kubische Flachen auffassen.

. () lasst sich schreiben als

Xot1(zo, 1, T2, T3) 0 —poa(zo, x1, T2, T3)
f(xo,z1, 22, 23) = 0 b(xo,z1,22,23)  —to(xo, 21,22, 23)
c(xo, x1,22,23)  t3(x0, 21,22, 73) 0

Zusammen mit Satz () wissen wir nun, dass sich jede singularitétenfreie kubische
Flache mit drei regulér projektiv aufeinander bezogenen Ebenenbiindeln erzeugen lésst.
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17 Eckardtpunkﬂ ......................................
18 Tritang:entialebend ...................................
19 Ein Paar von windschiefen Tripeld ..........................
20  Eine Doppelsechs] ....................................
21 Clebsche Diagonalfliche (Alain Esculier, entnommen aus [4])| ...........
22  Modell einer Clebschen Diagonalﬂéichd ........................
23 Zuordnung eines Punktes zu einer Kongruenzgeraden . . . . . . . ... ... ...
24 Zuordnung eines Punktes auf A; zu einer Kongruenzgeraded ...........
25 Die schiefe Projektion . . o o oo e e
26  Der A; zugeordnete Kegelschnitt k1J .........................
27  Eine Steinersche Romerfliache (affine Gleichung: 2?y? + 2222 + y%2% — zyz = Oi
D8 Zwel Tripelebened ...................................
P9  Steinersches ’I&"iederl ..................................
B0  Steinersches Trieder aus Abbildung 29 mit den anderen drei Tripelebened Ce

Mit Ausnahme der Abbildungen @ und @ wurden alle Graphiken mit den Programmen LaTeX-
Draw (http://latexdraw.sourceforge.net/) und Surfer (http://imaginary.org/program/
surfer) erstellt.
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