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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Klasse von Energie-Transport-Gleichungen mit ge-
mischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen untersucht. Sie findet Anwendung
in der Simulation von Halbleiterbauteilen. In mehreren Schritten wird gezeigt, dass
eine schwache, positive Losung des nichtlinearen, gekoppelten, parabolischen Sys-
tems existiert. Aufgebaut wird der Beweis zunéchst mittels einer Semidiskretisierung
in der Zeit und einer Variablen-Transformation, damit die Gleichung auf semili-
neare und elliptische Struktur gebracht wird. Mit einem Fixpunktargument wendet
man die Losungstheorie aus den linearen, elliptischen partiellen Differentialgleichun-
gen an. Fin Stampacchia-Approximationsterm in Verbindung mit einer passenden
Abschneide-Testfunktion liefert die Positivitdt. Eine nichtlogarithmische Entropie-
ungleichung liefert Grenzen fiir die semidiskrete, schwache Loésung und erméglicht
den Schluss auf die Existenz einer schwachen Losung des kontinuierlichen Systems.
Anschlieftend wird das Langzeitverhalten dieser Losung gegeniiber konstanten Di-
richlet-Randdaten untersucht und Konvergenz gezeigt. Der Beweis dazu baut wieder
auf der davor gezeigten Entropieabschitzung auf.

Abstract

This thesis analyses a class of energy-transport equations under mixed Dirichlet-
Neumann boundary conditions. The equations are applied in the simulation of semi-
conductor devices. In multiple steps the existence of a weak, positive solution of
the nonlinear, coupled, parabolic system is shown. The proof starts with a time
semi-discretization and a variable transformation to achieve semilinear and elliptic
structure. Using a fixed-point argument, existence results for linear, elliptic partial
differential equations are deployed. A Stampacchia truncation coupled with a suit-
able cut-off test function yields the positivity. A nonlogarithmic entropy inequality
provides limits for the semi-discrete, weak solution and allows to conclude the ex-
istence of a weak solution to the continous system. Subsequently the long-time
behaviour for constant Dirichlet boundary conditions is studied and convergence to
the steady state is shown, using the entropy inequality again.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit einer Losungsaussage fiir Energie-Transport-Modelle,
welche in dieser Form bei der Simulation von Szenarien in der Halbleitertechnik einge-
setzt werden. Wir werden zuerst kurz die physikalische Herkunft und Signifikanz dieser
Modelle erlautern. Dies soll verdeutlichen, warum es von Interesse ist, Elektronendichte
und Temperatur in diesen Bauteilen zu analysieren. Fiir einen genaueren physikalischen
Hintergrund verweisen wir auf [3].

Der Begriff Halbleiter bezeichnet historisch einen Festkorper, der bessere Leitfahigkeit als
ein Isolator, aber schlechtere als ein Metall besitzt. Die Theorie der elektrischen Leitfahig-
keit beruht auf quantenmechanischen Resultaten. Durch Wechselwirkungen der Elektro-
nen iiber mehrere Atome hinweg in der kristallinen Struktur eines Festkorpers erweitern
sich die diskreten Energieniveaus eines einzelnen Atoms auf Energiebereiche, sogenannte
Energiebiander. Elektronen nahe dem Atomkern liegen in energetisch tieferen Schichten,
wahrend die beweglichsten Elektronen in der héchst besetzten Schicht, dem sogenannten
Valenzband, liegen.

Legt man nun ein elektrisches Feld an, konnen Elektronen vom Valenzband in das néchst
hohere Leitungsband wandern und so entstehen teilbesetzte Bénder, welche Ladungs-
triager fiir elektrische Leitfdhigkeit enthalten. Vollbesetzte Schichten erlauben aber auch
keine Leitung, da keine Energie mehr aufgenommen werden kann und nur beschrinkte
Beweglichkeit der Teilchen gegeben ist.

Leiter Halbleiter Nichtleiter

S0

® Elektronen _ oheitungsband:
Abbildung 1: Energiebandmodell, Quelle: Wikimedia Commons®

Die Elektronen im Leitungsband sind also notwendig. Bei Metallen {iberschneiden sich die
Energieniveaus dieser Bénder, wodurch diese Bedingung leicht erfiillt ist. Bei Isolatoren
aber befindet sich zwischen Valenz- und Leitungsband eine sogenannten Energieliicke. In
dieser Liicke befinden sich aufgrund von quantenmechanischen Verboten keine Elektronen
und sie konnen nicht in das Leitungsband gelangen. Abb. 1 zeigt die unterschiedlichen
Arten der Banderstrukturen.

Halbleiter besitzen auch eine derartige Bandliicke, welche aber um einiges kleiner ist als
bei Isolatoren. Es ist den Elektronen méglich, diese Liicke zu iiberwinden, sofern eine
bestimmte Energie vorhanden ist. Man nennt diese Fermienenergie. Eine Moglichkeit
dafiir ist eine thermische Anregung, also eine Temperaturerhéhung. Je nach Material

Thttp://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bindermodell.svg, 22.02.2015.



bedeutet das, dass manche Halbleiter bereits bei Raumtemperatur leitfihig sind, diese
Eigenschaft am absoluten Nullpunkt aber bei allen verloren geht.

Abbildung 2: Beispiel eines Halbleiters: Platine mit ATMEL Microcontroller, Quelle: Privatfoto?

Beispiele dieser Materialien sind die Elemente Silizium und Germanium, die Anwendung
in Computer- und Solartechnik finden, siehe Abb. 2. Es handelt sich also um kleine und
kompakte Bauteile, fiir welche die mathematische Simulation von Elektronenbewegung
und Warmeentwicklung hilfreiche Erkenntnisse liefert.

1.1 Situation und Voraussetzungen

Das hier betrachtete System in Ort und Zeit (x,t) €  x [0,7] wird aus der semiklassi-
schen Boltzmann-Gleichung hergeleitet, eine Gleichung fiir die statistische Verteilung von
Teilchen in einem Medium aus der Theorie von Gasen. Eine genaue Herleitung findet sich
in Kapitel 6 von [10] beziehungsweise in [2|. Wir erkldren hier nur das grobe Vorgehen.

In einem sogenannten Diffusionsgrenzwert erhdlt man ein System aus zwei Energie-
Transport-Gleichungen fiir die Partikeldichte n und die Energiedichte ne. Die beiden
Gleichungen sind zusétzlich durch eine Diffusionsmatrix stark gekoppelt.

Die Streuungsrate der Teilchen wird in einem Ansatz proportional zu der Energie hoch
einem reellen Parameter § gesetzt. Dieser Parameter bestimmt die Eigenschaften der
Streuung. Mit einer parabolischen Energieband-Approximation kénnen wir die Energie-
dichte durch die Temperatur 6(z,t) darstellen, also gilt

3
ne = §n9.

Eine geeignete Skalierung der Grofen ermdglicht die Vernachlassigung der physikalischen
Konstanten fiir die Diskussion der mathematischen Losbarkeit. Die Gestalt der Energie-
Transport-Gleichungen vereinfacht sich dann zu

o = div Jy,

3 ) 31

2Zur Verfiigung gestellt von Stephan Dobretsberger.



V' bezeichnet dabei das elektrische Potential. 7 sei die Entspannungs- oder Relaxionszeit,
also die typische Zeit, welche bendtigt wird, bis das System in einen Gleichgewichtszu-
stand mit konstanter Temperatur verfillt. Die Terme Jy, J; beinhalten die Diffusionsma-
trix.

Mit weiteren physikalischen Annahmen kann auch die Diffusionsmatrix diagonalisiert
werden um die beiden Gleichungen in dieser zu entkoppeln. Zusétzlich nehmen wir noch
an, dass kein elektrisches Feld angelegt ist, also VV' verschwindet. Dann schreibt sich die
Klasse von Energie-Transport-Gleichungen, welche hier behandelt wird, als

Om = A (ng'/*77) (1.1)
8An@::HA(nWﬂ*%—+§(l—9) (1.2)
mit
1 1 2

Das Intervall, aus dem [ gewihlt wird, kommt von der typischen Wahl des Parameters
aus der Literatur und modelliert das Verhalten der Elektronenstreuung. Diese ist zum
Beispiel 5 =0 [6], 5 = —% [11] oder 5 = % [10, Kapitel 9]. Wir bemerken, dass [ = % in
den Voraussetzungen (1.3) explizit ausgeschlossen ist, da es auf den einfacheren Spezialfall
on = An,
B,(nf) = kA(nB) + (1 — )
T

fiihrt. Es sind also voneinander entkoppelte Warmeleitungsgleichungen und somit wird
die hier durchgefiihrte Argumentation iiberfliissig.

Das Intervall [0, 7] sei beschrinkt und © C R% 1 < d < 3, sei eine beschriinkte, offe-
ne Menge, also ein Gebiet. An den Rand 02 = I'p U 'y werden noch zuséitzlich die
Voraussetzungen

o0 e ', meas(I'p) >0, [y relativ offen in O (1.4)

getroffen. Dieser ist also insbesondere ein Lipschitz-Rand, vergleiche |1, A6.2|, und 2
damit ein sogenanntes Lipschitzgebiet.

Die Randbedingungen sind physikalisch motiviert und ergeben gemischte Dirichlet-Neu-
mann-Randbedingungen

n=np, nl=nplp aufl'p,t>0, (1.5)
V (nf* ) v =V (n6¥*F) v =0 auf Iy,t > 0. (1.6)

I'p modelliert hier die Kontakte des Halbleiters, wihrend I'y die isolierten Randsegmente
abbildet. v € R sei dabei die #ufere Normale, von welcher angenommen wird, dass sie
fast iiberall existiert.

Da es sich um eine zeitliche Evolution eines Systems handelt, benttigen wir auch noch
Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = 0. Es sei dazu

n(0,z) = no(z), n(0,2)0(0,2) = no(x)by(x) auf Q (1.7)



gegeben. Weitere technische Voraussetzungen an die Rand- und Anfangsdaten sind

infng > 0,inf 6y >0, no, 0o € L>®(Q) N HY(Q), (1.8)
infrp > 0,inffp >0, np,0p € L*(2) N HY(Q). (1.9)
D D

Die Randdaten seien so fortgesetzt auf {2, dass
lgan > O,lgf 6p >0 (1.10)

gilt.

1.2 Losungsstrategie und Vorgehen

Wir werden nun kurz erkldren, wie wir in dieser Arbeit verfahren, um eine schwache
Losung fiir die Gleichungen (1.1), (1.2) herzuleiten. Wir orientieren uns dabei an dem
in [15] vorgestellten Vorgehen. Durchgefiihrt wird das Prozedere dann in Kapitel 3. In
Kapitel 2 wiederholen wir zunéchst noch die verwendete Notation und fiihren Resultate
aus verschiedenen Bereichen der Mathematik an, welche fiir die Beweise bendétigt werden.

Am Beginn des Kapitels 3 formulieren wir das Losungsresultat unter den getroffenen
Voraussetzungen. Wir werden spezifizieren, welche Regularitit erwartet wird und wie
genau eine schwache Formulierung des Gleichungssystem aussieht. Anschliefend werden
wir den Beweis in mehrere Schritte gliedern.

Wir fiihren diese Schritte zuerst fiir eine konstante Relaxionszeit 7 vor und anschliefend
in Kapitel 3.6 erweitern wir den Beweis auf eine temperaturabhéingige Entspannungszeit.

In ihrer gegebenen Form sind die Gleichungen parabolisch, nicht linear, gekoppelt und
degenerieren an # = 0. Wir haben deshalb keine allgemeine Losungstheorie, die wir an-
wenden konnen, da keine Maximums-Prinzip-Argumente greifen. Wir gehen deshalb in
mehreren Schritten vor, um das Problem auf eine losbare Form zu vereinfachen und
werden diese anschliefend riickgéingig machen, um auf eine Losung des urspriinglichen
Systems zu schliefsen.

Im ersten Schritt, in Kapitel 3.1, diskretisieren wir das System in der Zeitvariable t,
wodurch wir ein elliptisches Problem erhalten. Anschliefsend wird eine Variablen-Trans-
formation durchgefiihrt, um zumindest semilineare Struktur zu erhalten. Die Gleichungen
werden dann mit einer Stampacchia-Approximation bearbeitet, also mit einem Abschnei-
determ skaliert. In weiterer Folge ist dies fiir die Positivitit der Losung von Bedeutung.

Eine Losungsaussage konnen wir dann in Kapitel 3.2 formulieren, aber zunéchst nur
fiir ein entkoppeltes, elliptisches Modell. Indem wir ein Fixpunktargument mit dem Fix-
punktsatz von Leray-Schauder benutzen, kénnen wir von dieser Aussage auf eine schwache
Losung des gekoppelten Systems schliefsen. Mit einer geeigneten Testfunktion, sowie dem
Stampacchia-Abschneideterm, erhalten wir dann die Positivitit dieser Losungsfunktio-
nen.

Die Stampacchia-Approximation wird dann in Kapitel 3.3 riickgéngig gemacht, indem
wir mit einer passenden Abschneide-Testfunktionen in den schwachen Formulierungen
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arbeiten. Anschlieftend werden wir die im ersten Schritt eingefithrte Variablen-Trans-
formation riickgdngig machen. Somit haben wir bis zu diesem Schritt eine semidiskrete
Losung des gegebenen Systems gefunden. Die Schwierigkeit besteht dann noch darin, den
Grenziibergang fiir verschwindende Gitterweite zu bilden.

In Kapitel 3.4 definieren wir ein diskretes Entropiefunktional und werden eine nicht lo-
garithmische, diskrete Entropieungleichung herleiten. Diese wird ein wichtiges Werkzeug
sein fiir den Grenziibergang auf eine Losung des kontinuierlichen Systems und fiir den
Beweis der Langzeitkonvergenz.

Mit der Entropieabschétzung aus dem vorherigen Schritt werden dann in Kapitel 3.5 Ab-
schitzungen fiir die schwachen Lésungen bestimmt. Diese sind unabhéngig von der Gitter-
weite der Semidiskretisierung und in den Normen der zeitabhédngigen Sobolevraume. Mit
diesen Aussagen konnen wir dann die Grenzwerte der semidiskreten Losungsfunktionen
bestimmen und als schwache Losung des kontinuierlichen Systems identifizieren.

Anschlieffend erwihnen wir noch, worin sich der Beweis fiir eine temperaturabhingige
Zeit unterscheidet, bevor in Kapitel 4 das Langzeitverhalten der Losungen bei konstan-
ten Randbedingungen untersucht wird. Wir werden ein Ergebnis prasentieren, welches
zumindest Konvergenz gegen konstante Dirichlet-Randdaten in algebraischer Ordnung
garantiert. Dieses Resultat wird hauptsachlich {iber die Entropieungleichung aus Kapitel
3.4 und einem diskreten Lemma von Gronwall hergeleitet.



2 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden wir einige elementare Aussagen und Definitionen wiederholen
und auch komplizierte Resultate aus der Funktionalanalysis und anderen Bereichen der
Mathematik anfiihren. Fiir Beweise werden wir hauptséchlich auf Literatur verweisen, um
uns mehr auf die Aussagen konzentrieren zu konnen. Die benutzte Notation orientiert sich
hauptséchlich an dem Buch iiber partielle Differentialgleichungen von Evans [9].

2.1 Sobolevraume

Wir beginnen mit der Definition der Sobolevraume um etwaige Unklarheiten beziiglich der
Notation auszuschliefen und einigen Figenschaften letzterer. Die behaupteten Aussagen
sind etwa in |9, Kapitel 5.2| bewiesen. Wir bezeichnen mit LP(§2) dabei den Raum der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen und D®u die entsprechende partielle Ableitung von
u im distributionellen Sinn.

Definition 2.1. Sei  C R? ein beschriinktes Gebiet, 1 < p < 0o,k € Ny := NU{0} und
a € N¢ ein Multiindex. Definiere
WkP(Q) := {u € LP(Q) : V|a| < k : D*u € LP(Q)}
und fiir p =2
H*(Q) == WH(Q).

Es gilt H°(Q2) = L*(Q).
WHP(Q) sind Banachriiume mit der Norm

1/p
— (Z\odgk fQ ‘Dau‘pdx) ) 1< p <00,

HU”Ww(Q)
<k €SS SUPg | D%, p =00

und H*(Q) sogar separable Hilbertriume mit innerem Produkt

(u, V) () = Z(Dau, D)2y = Z /DauDavdx.
Q

|| <k la|<k

In der Literatur findet man auch oft die dquivalente Definition der Sobolevrdume iiber
den Abschluss der C*(2)-Funktionen in der W*P-Norm, welche verdeutlicht, dass diese
glatten Funktionen dicht in den Rdumen liegen.

Wir bemerken, dass durch die Definition der Sobolevrdume, an die Funktionen meist
nur schwache Bedingungen gestellt werden konnen, also im Sinne eines Integrals. Dar-
um sind auch die Randbedingungen in (1.5) und (1.6) im L2-Sinn zu verstehen. Auch
die Positivitdt von den Anfangs- und Randdaten in (1.8), (1.9) bendétigt eigentlich ein
essentielles Infimum. Wir werden diese Notation aber hier vernachlissigen, da aus dem



Kontext der schwachen Losungen hervorgeht, dass Aussagen auf Lebesgue-Nullmengen
nicht ausschlaggebend sind.

Wir zitieren zwei wichtige Einbettungssitze fiir Sobolevfunktionen. Diese erlauben uns
Kriterien fiir stetige und kompakte Einbettungen unter den Riumen aufzustellen. Fiir
Beweise verweisen wir zum Beispiel auf [4], Theorem 9.14 und 9.16.

Theorem 2.2 (Einbettungssatz von Sobolev). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit
00 € Ct und 1 < p < d. Dann gilt die stetige Einbettung

Whr(Q) — LIQ)

fur allel < q <p*:= dedp.

Fiir 1 < d < p < oo betten die FPunktionen aus WYP(Q) sogar stetig in die Hélder-stetigen
Funktionen ein, also sind insbesondere in die stetigen Funktionen. Wir kdonnen sie deshalb
in die beschrinkten Funktionen stetig einbetten, also

WhP(Q) — L>®(Q).
Fiir den Spezialfall p = d gilt die stetige Finbettung

WhP(Q) — LI(Q)
fiir alle 1 < g < 0.

Theorem 2.3 (Rellich-Kondrachov). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C!
und 1 < p < d. Dann gilt die kompakte Einbettung

WP(Q) < LU(Q)

fir alle 1 < q<p*:= dedp.

Fiir 1 < d < p < oo betten die Funktionen aus WP(Q) nun auch kompakt in die stetigen
Funktionen ein,

WP(Q) —— C(Q).

In dem Spezialfall p = d gilt auch fir die kompakte Einbettung
WhP(Q) —— LUQ)

fir 1 < q < oo.

Insbesondere gilt fir alle 1 < p < 00

WP(Q) e LP(R).

Der traditionelle Spursatz, aus etwa [9, Kapitel 5.5, erlaubt uns die Sobolevfunktionen
auch auf einem glatten Rand des Gebiets auszuwerten. Hier fiilhren wir einen dhnlichen
Satz vor, der das Auswerten auf einem Teilstiick des glatten Randes ermdglicht. Eine
genauere Diskussion dazu findet sich in [13, Kapitel 1.7.2 und 1.7.3|. Dieser Satz wird
spater essentiell sein, um die Dirichlet-Randbedingungen zu {iberpriifen.
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Theorem 2.4 (Spursatz fiir Dirichlet-Rand). Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit 90Q € C!
und 0 # T'p C 0Q. Dann ezistiert ein linearer, beschrinkter Operator T : H'(Q) —
L*(Tp), sodass C > 0, existiert und

|Tullz2rp) < Cllullme)

gult.

Bemerkung 2.5. Der Spuroperator aus Theorem 2.4 ist nicht surjektiv, das heifit es
gibt nicht zu allen méglichen Randwerten auf I'p eine passende Funktion in H*({2). Der
Raum

H'(Tp) = T(H'(Q)

ist also ein echter Unterraum von L?(T'p). In der Literatur bezeichnet man diesen Raum
als Sobolevraum mit gebrochener Hochzahl. Genauere Diskussion dazu findet sich in
[4, Kapitel 9.8]. Wir kénnen auch Sobolev-Einbettungssétze darauf anwenden. Mit der
kompakten Einbettung fiir allgemeine Hochzahlen aus dem Anhang von [17, S. 1026|
erhalten wir

HY(I'p) < L*(I'p).

Definition 2.6. Mithilfe des Spuroperators aus Theorem 2.4 definieren wir den abge-
schlossenen Hilbertraum

HY(Q) == {u € H*Q) : Tu = 0}.

In weiterer Folge werden wir das Auswerten auf dem Rand nicht extra mit dem Opera-
tor T anschreiben, sondern schreiben einfach u|r,. Diese Definition des Raumes H¥ (Q)
ist fiir Lipschitzgebiete dquivalent zu der in der Literatur auch iiblichen Definition als
der Abschluss der Cg°(Q U I'y)-Funktionen in der H*-Norm. Fiir genauere Diskussion
verweisen wir wieder auf [13].

Fiir das néichste Resultat auf dem eben definierten Sobolevraum H1 (), bendtigen wir
zuerst ein Hilfslemma, welches aus der Dichtheit der glatten Funktionen folgt, siehe |9,
Kapitel 5.3.3].

Lemma 2.7. Sei Q ein Lipschitzgebiet, u € H'(Q) und ||Vul|12(q) = 0. Dann ist u eine
konstante Funktion.

Nun koénnen wir eine Poincaré-Ungleichung fiir Funktionen definieren, welche auf dem
Dirichlet-Rand verschwinden.

Theorem 2.8 (Poincaré-Ungleichung auf H},(Q)). Sei Q ein Lipschitzgebiet, dann gilt
fiir alle w € H'(2)

lull o) < C (IIVull 2y + lullr2e,)) (2.1)

fiir ean C' > 0.



Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen (2.1) gilt nicht. Dann gibt
es eine normierte Folge von Funktionen u,,n € N, aus H*(f2), sodass

1= Junlla@) = 7 (IVunll 2g) + luall2r,)) (2.2)
fiir alle n € N. Daraus folgt unmittelbar, dass fiir n — oo
[Vun|z2@) = 0, [lunllz2@p) — 0 (2.3)

gelten muss. Wir bemerken, die Einbettung H' — H° = L? ist kompakt, laut dem
Satz von Rellich-Kondrachov, Theorem 2.3. Damit hat u,, welches wegen (2.2) in H'(Q)
beschrinkt ist, eine in L?*(2) konvergente Teilfolge u,,. Das heift, diese Teilfolge ist auch
insbesondere eine Cauchy-Folge in L*(Q). Mit (2.3) folgt

[[tny, — um”%ﬂ(ﬂ) = [|ttn,, — Um”%i)(g) + [ Vun, — VU’MH%Z(Q) —0, Lk—oo (24)

Also ist diese Teilfolge sogar im vollstindigen Raum H'(Q) eine Cauchy-Folge. Damit
existiert ein Grenzwert u € H'(Q) und wegen (2.2) und (2.3) gilt

lullziy =1, [[Vullrz@) = 0. (2.5)

Aus der letzten Aussage folgt aber wegen Lemma 2.7, dass u konstant in {2 ist. Einen
Widerspruch erhalten wir aber nun aus der zweiten Aussage in (2.3), (2.5) und dem
Spursatz 2.4. Daraus folgt mit Dreiecksungleichung

Nullz2rp) < = tn, |2y + g l200) < CE) 1w — tn, | 51(0) + |ty || 220p) = 0,

fiir k — oo, was aber u = 0 bedeutet und Widerspruch zu (2.5) ist. O

Die zu untersuchenden Funktionen sind hier von Orts- und Zeitvariablen abhéngig. Darum
fithren wir auch noch zeitabhédngige Sobolevraume ein, wobei wir uns an den Resultaten
aus |9, Kapitel 5.9.2] und [16, Kapitel 23| orientieren.

Definition 2.9. Sei B ein Banachraum, 7" > 0 und 1 < p < oo. Definiere den Banach-
raum

LP(0,T;B) == {u: (0,T) = B : ||ul|Lr(o,r;5) < o0}
mit der Norm

1/p
(fF i) " 1< p <o,

||u||LP(O,T;B) =
esssupy_yr ||ulls,  p=oo.

Sei H ein Hilbertraum und p = 2, so ist L?(0,T’; H) sogar ein Hilbertraum mit innerem
Produkt

T
(u,v) L2(0,1,1) = / (u(t),v(t))gdt, wu,v € L*(0,T;H).
0
Bettet ein Banachraum X stetig in B ein, so ist auch die Einbettung
LP(0,7; X) — L%0,T; B)

stetig fir 1 < ¢ <p < .



Wir bezeichnen den topologischen Dualraum eines normierten Raumes V' mit V'’ und das
Anwenden eines Funktionals f € V/ auf v € V mit (f,v)y,. Mit den Ergebnissen aus
|16, Proposition 23.7 und Ubung 23.12| kénnen wir die Dualriume der zeitabhiingigen
Sobolevriume &hnlich wie bei den gewohnlichen LP(§2)-Réumen identifizieren.

Theorem 2.10. Se: B ein reflexiver, separabler Banachraum, 1 < p < oo und %—l—% =1.
Dann gilt

(L*(0,T, B)) = LY(0,T; B").

Die bei der Lésung von partiellen Differentialgleichungen vorkommenden Sobolevraume
haben manchmal auch eine spezielle, geschachtelte Struktur.

Definition 2.11. Sei H ein separabler Hilbertraum, V ein reflexiver Banachraum, wobei
die Einbettung V < H stetig und dicht sei. Weiters wird H mit H’ iiber die Riesz-
Abbildung ([1, Satz 4.1]) identifiziert. Dann ist die Einbettung H' < V' auch stetig und
dicht (siehe [16, Problem 18.6|) und insbesondere gilt

(u,v)vr = (u,v)g, we Hwvel.

Das Tripel (V, H, V') nennt man Evolutionstripel oder Gelfand-Tripel.

Eine weitere Eigenschaft der Sobolevfunktionen erhalten wir aus folgendem Resultat,
welches sich in der Literatur oft unter dem Begriff Stampacchia-Theorem findet. Ein
Beweis findet sich in [13, Kapitel 1.8.2].

Theorem 2.12 (Stampacchia). Sei Q C R ein beschrinktes Gebiet. 1 < p < oco,u €
WhP(Q). Fiir u, = max{u,0} gilt

ut € Whr(Q),
Vu+ = ]l[u>0]Vu.

2.2 Losungstheorie fiir PDEs

Die Losungstheorie fiir lineare, stationére partielle Differentialgleichung liefert uns einige
wichtige Werkzeuge, die auch bei der Losung von nichtlinearen Gleichungen eine bedeu-
tende Rolle spielen. Eines davon ist zu finden in |9, Kapitel 6.2] und gibt uns eine Aussage
fiir Existenz und Eindeutigkeit bei elliptischen partiellen Differentialgleichungen.

Theorem 2.13 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum, | € H und B : Hx H — R eine
stetige Bilinearform. Also existiert ein C' > 0 mit

Bu,v)| < Clullgllvly Vu,v € H.
Weiters sei B koerziv, das heifit es existiert o > 0 derart, dass

B(v,v) = allol% Vv 0.
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Dann existiert genau ein u € H, sodass

B(u,v) =1l(v) Yve H
gilt.
Zusdtzlich erfillt diese Losung

1
[l < —[1U]] -
(67

Den folgenden Fixpunktsatz werden wir benotigen, um das System nichtlinearer, gekop-
pelter Gleichungen auf eine fiir das Lax-Milgram-Theorem geeignete Form zu bringen.
Fiir den Beweis siehe zum Beispiel [12, S. 303, Th. 5].

Theorem 2.14 (Leray-Schauder). Sei B ein Banachraum, S : B x [0,1] — B eine
stetige, kompakte Abbildung mit S(v,0) = vy fir alle v € B. Weiters existiere ein C > 0,
sodass fir alle w € B und o € [0, 1] mit S(u,0) = u, das heifst fir alle Fizpunkte, gilt

|ullp < C.
Dann hat v — S(v,1) einen Fizpunkt.

Wir werden spéter ein Resultat bendétigen, welches die Beschrinktheit von schwachen
Losungen garantiert. Dazu zitieren wir das folgende Lemma, welches eine Konsequenz
der Resultate aus [13, Kapitel 2.3] ist.

Lemma 2.15. Seiw € H'(Q) die eindeutige, schwache Lisung von —Aw+a(z)w = f(z)
mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen. a € L*() sei nichinegativ und

f e LQ) mit s> 4.
Dann ist w € L>(2) mit

w20y < C,
wobei C > 0 nur von f,Q) und den Randdaten abhdingt.

Wir fithren folgende Variante des Aubin-Lemmas an. Fiir einen Beweis siehe |7, Theorem
1]. S bezeichne den Shift-Operator in der Zeitvariable, das heifit Spu(x,t) = u(x,t — h).

Lemma 2.16 (Aubins Lemma). Seien B, X,Y Banachrdume mit den Eigenschaften,
dass X kompakt in B einbettet und B stetig in Y. Sei weiterhin eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:
1 <p<oo,r=1 oder (2.6)
p=o0,r > 1. (2.7

Wir betrachten eine Folge von Funktionen (uy), die konstant auf jedem Intervall (tg_1,tx)
sind, und fir alle h > 0, fir ein Cy > 0

1
EHuh — Spup || Lrhriyy + s Leo,rx) < Co

erfiillen.

Dann gilt im ersten Fall (2.6), dass (up,) relativ kompakt in LP(0,T; B) ist. Im zweiten
Fall (2.7) folgt die Existenz einer Teilfolge von (uy,), welche in jedem Raum L(0,T; B),
fiir 1 < q < oo, gegen ein u € C°([0,T); B) konvergiert.
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Ein &hnliches Aussage aus [16, Problem 23.13| liefert uns eine stetige Einbettung der
zeitabhingigen Sobolevfunktionen. Wir werden sie bendtigen um zu argumentieren in
welchem Sinn die Anfangsbedingungen angenommen werden.

Lemma 2.17. Seien B, X und Y wie in Lemma 2.16. Dann gilt die stetige Finbettung

{ue L*(0,T;X) : Ou € L*(0,T;Y)} — C° ([0, T];Y).

2.3 Allgemeine Resultate
Die in diesem Kapitel angefiihrten Resultate stammen aus verschiedenen Bereichen, wie
der Analysis, Maktheorie oder linearen Algebra.

Lemma 2.18 (Young-Ungleichung). Seien a,b > 0,p,q > 1 und 1—17 + é = 1. Dann gilt

ab < — + —
p q
Beweis. Wir nutzen aus, dass log konkav ist und schreiben
1 1 a? bl
log(ab) = loga +logh = —loga” + —logbh? <log | —+ — | .
p q p q

Exponentieren liefert die Aussage. O

Korollar 2.19 (Skalierte Young-Ungleichung). Seien a,b,q und p wie in Lemma 2.18
und 6 > 0. Dann gilt

o 1
ab < —aP + b
p q5Q/P

Beweis. Lemma 2.18 mit a := 6"/%a, b := 1'/"p, O

1
s

Das folgende Resultat aus [4, Theorem 3.18]. liefert uns einen Zusammenhang zwischen
beschrankten und schwach konvergenten Folgen.

Theorem 2.20. Sei B ein reflexiver Banachraum. Dann besitzt jede beschrinkte Folge
eine schwach konvergente Teilfolge. Das heifit, gilt fir x,, € B

lzn|| < C,  fiir allen € N,
so existiert ein v € B mit
(u,zn)pr = (U, 2)p, | — 00
fiir alle w € B'. Wir schreiben dafiir
Tp, —x, [ — 00.

1
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In nicht reflexiven Banachriumen, wie zum Beispiel L'(Q), gibt es eine dhnliche Aussage
fiir beschrénkte Folgen. Ein Beweis des folgenden Theorems findet sich in [16, Theorem
21.E).

Theorem 2.21. Sei B ein separabler Banachraum. Jede beschrinkte Folge (u,) in B’
besitzt eine schwach™® konvergente Teilfolge. Das heifit es existiert ein u € B’, sodass fiir
allen € B qult

(g My — (u,m)pr, 1 — 00.

Die néichsten Lemmata liefern wichtige Erkenntnisse iiber dem Umgang zwischen punkt-
weiser Konvergenz fast {iberall, der Konvergenz im p-ten Mittel und schwacher Konver-
genz. Fiir Beweise verweisen wir auf Lemma 1.22 und Ubung 6.1 in [1].

Lemma 2.22. Seien f,, f € LP(QQ) fir allen € N, 1 < p < oo und konvergiere f, gegen
fin LP(Q)), das heifst
an - fHLP(Q) — 0.

Dann ezistiert eine Teilfolge f,,, die punktweise fast dberall auf Q0 gegen f konvergiert.
Sei umgekehrt f, eine Cauchy-Folge in LP(QY) und f der Grenzwert von f, punktweise
fast iberall. Dann ist f € LP(QY) und auch der Grenzwert im Sinne von LP(Q).

Lemma 2.23. Scien f,, f € LP(Q) fir allen € N, 1 < p < co. Konvergiert f, schwach
gegen [ in LP(QQ), in Zeichen

fn - f7
und f, punktweise fast dberall auf Q) gegen f, so folgt f = ffast tiberall.

Damit wir spédter Grenzwerte und Integrale vertauschen kénnen, bendtigen wir die Aus-
sage des Lemmas von Fatou aus [14, Seite 23|.

Lemma 2.24 (Lemma von Fatou). Sei (2,3, u) ein Mafiraum. (f,) eine Folge messbarer
Funktionen von Q) nach R. Gilt f,, > 0 fast dberall auf Q) fir allen € N, so folgt

/lim inf f,dp < liminf/ fndpe. (2.8)
Q oo Ja

n—oo n

Das niichste Resultat findet sich in [5, Lemma 17]. Wir werden es ben&tigen um anschlie-
fsend eine Art diskretes Lemma von Gronwall herleiten zu konnen.

Lemma 2.25. Sei f € C'([0,00)) eine positive, nicht fallende, konvexe Funktion, sodass
% lokal integrierbar ist. Definiere

1
w(z) .:/1 md@ x> 0.

Sei weiters (x,,) eine Folge nichtnegativer Zahlen mit

Tpi1 — Ty + f(2ny1) <0

13



fuir alle n € Ny.
Dann gilt

T < w7 (w(:co) - %) , neN. (2.9)

Damit kénnen wir nun die folgende Aussage beweisen.

Lemma 2.26. Sei o > 0 und (z,,)nen ein Folge nichtnegativer Zahlen mit
Tn + ozxi <xp_1, neN.

Dann gilt

Zo

Ln S 1+ aron
1+2axg

(2.10)

Beweis. Wir betrachten diese Situation in der Notation des vorherigen Lemmas 2.25.
f(z) = aa? € C'([0,00)) ist konvex und monoton wachsend. =~ = —L; ist lokal inte-

f(2)
grierbar weg von 0. Die Funktion w schreibt sich als

1

1 [*1 1
= — —d == — —_—
w(z) a/l 27T o + ax

mit der Inversen

1
ay —1°

w ™ (y) =

Also sind alle Voraussetzungen erfiillt und es gilt

1
1 1 n
o <a + azg 1+2a:vo> 1
- 1 — —nazo
14+2axqg

[]

Konvexitdt und Hessematrizen werden auch in manchen Abschitzungen eine Rolle spie-
len. Diese Resultate aus der linearen Algebra folgen aus elementaren Rechnungen, aber
werden spéter benétigt, um das Langzeitverhalten der Losungen abzuschétzen.

Lemma 2.27. Seien A, B € R?*? symmetrische, positiv semidefinite Matrizen. Bezeichne
die minimalen Figenwerte von A und B mit Apin(A) und Apin(B). Dann gilt

(i) Amin(A+ B) > Anin(A) + Auin(B),

() Amin(A) = %tr(A) — (itr(Aﬂ — det(A))1/2 > i?(%)'
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Der Operator tr bezeichnet hier die Spur der Matriz.

Beweis. Fiir (i) benutzen wir die Darstellung der Eigenwerte tiber den Rayleighquotienten
Ra(v) := UUTT—AUU. Dann gilt laut dem Satz von Courant-Fischer [8, Theorem 10.7] Apin(A) =
min,o R4(v). Somit erhalten wir

vI(A+ B)v
v£0 vTv

= Amin(A) + Amin(B).

Um (ii) zu sehen, betrachten wir zunéchst, wie die Eigenwerte berechnet werden. Die
Gleichung 0 = det(A — AI) fiihrt auf

A2 = Mtr(A) + det(A) =0

und auflésen dieser quadratischen Gleichung in A liefert die erste Gleichheit. Um die
Ungleichung zu zeigen, sei zunachst
a b
)

Dann gilt fiir positiv semidefinite, 2 x 2-Matrizen

tr(A) =a+c>0,
det(A) = ac — b* > 0.

Die zu zeigende Ungleichung schreibt sich damit als

(a+c)— \/i(a%—c)2 — (ac—b?),

beziehungsweise dquivalent  dazu

1 1
5\/(a2 — )2+ 4(a+c)?? < §(a2 + 02) + (ac + b%).

Da beide Seiten positiv sind kénnen wir den Ausdruck quadrieren und erhalten

1
—(a®> =)+ (a+c)*b* <

I (a® + ) + (ac + b*)? + (a + ) (ac + b?).

Ny

Weitere elementare Umformungen liefen die Aquivalenz zu

0< = ((a®+ ) = (a® = )?) + ac(a® + & + ac).

R

Der letzte Ausdruck ist laut der Voraussetzung an A positiv semidefinit zu sein erfiillt
und somit gilt auch die Ungleichung in (ii). O

3a + ¢ = 0 impliziert b = 0 und die zu zeigende Ungleichung wird dann trivial.

15



3 Globale Existenz

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, eine Losungsaussage fiir eine schwache Losung der
Gleichungen (1.1), (1.2) aus Kapitel 1.1 mit den dort angefithrten Anfangs- und Rand-
bedingungen zu beweisen. Zunéchst wird die Relaxionszeit 7 erstmal als temperaturu-
nabhéngige, positive Grofe betrachtet, wie auch in den Voraussetzungen in Kapitel 1.1
angefiihrt. Worin sich der Beweis dann fiir ein von # abhingiges 7 unterscheidet, sehen
wir im abschliefsenden Kapitel 3.6.

Wir formulieren zuerst die Losungsaussage, mit deren Beweis sich dieses Kapitel beschéf-
tigt. Die notigen Notationen dafiir wurden in Kapitel 2 eingefiihrt.

Theorem 3.1. Die Gleichungen (1.1), (1.2) mit den gemischten Dirichlet-Neumann-
Randbedingungen (1.5), (1.6) und Anfangsbedingungen (1.7) haben schwache, positive
Lésungen n,0. Genauer gilt:

Das Variationsproblem, finde

n,nd € {u € L*(0,T; H'(Q)) : dyu € L*(0,T; HH(Q)')}, sodass fir alle

p € L*(0,T; HL () gilt

T T
/ (O, @) i1y dt = —/ / V(nf'?P)Vpdxdt, (3.1)
0 b 0o Ja

T T T
/ (0:(nb), @) i1 () At = —m/ / V(nf/? )V pdxdt +/ / E(1 — 0)pdadt, (3.2)
0 P o Ja o JaT

besitzt eine Losung. Die Anfangsbedingungen n(0) = ng, n(0)0(0) = neby sind im Sinne
von H1(Q) erfillt.
Insbesondere gilt fiir die Losungen

n,nd,n0*=P ng®>F c L0, T; L*(Q)),

n'?=F ng*>=% € L*(0,T; H'(Q)),
n,0 >0 fast dberall in Q x (0,7T).

Wir arbeiten uns wie in Sektion 1.2 vor, um am Ende dieses Abschnittes dieses Resultat
iiber die Losbarkeit des gestellten Energie-Transport-Systems beweisen zu konnen. Wir
beginnen damit, das System zu vereinfachen, damit die allgemeine Losungstheorie fiir
partielle Differentialgleichungen angewandt werden kann.

3.1 Reformulierung und Semidiskretisierung
Im ersten Schritt werden wir eine Semidiskretisierung in der Zeit einfithren. Dazu defi-

nieren wir ein dquidistantes Gitter auf [0, 7] mit Schrittweite h := T/N fiir N € N. Wir
konnen damit die Treppenfunktionen in ¢ darstellen durch

nj(x) =n(x,t;), x€Qt;=jh,j=0,...,N. (3.3)
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Um die Semidiskretisierung auf die Gleichungen (1.1), (1.2) anzuwenden, benutzen wir
das implizite Eulerverfahren, also fiir 0,z = f(x), schreiben wir dann

T — T
Angewandt auf unsere Gleichungen (1.1), (1.2) liefert das

n;g —nj—1 = hA (n]ﬂlﬂ*ﬁ) s (34)

J

_ n;
’I"Lj@j — nj_lﬁj_l =h (KA(TLj@ZVQ B) + ?](1 — QJ)) . (35)

J

Als néchstes werden wir noch eine Variablen-Transformation durchfiihren, um leichter
mit den Gleichungen arbeiten zu kénnen. Wir definieren dazu

U; = nje;/%ﬁ, v = njej»’/%ﬁ, (36)

und (3.4), (3.5) werden zu

3/2—-B_ B-1/2 A _,3/2-8, B—1/2
1/2-8 B+1/2 h 105 g—1/2 1228 B+1)2
u;'" — hkAv; — —uy (uj —vy) = w2y "0,

beziehungsweise, falls wir die Terme etwas zusammenfassen,

N\ A-1/2 , 1/2-p
Uj <U—J) — hA’LL] = Uj—1 (uﬂ_l) s (37)

Uj Vj—1
L N B-1/2 L N B-1/2 128
(]_ —I— —)'Uj (&) — hliA’Uj — —Uj (&> = Uj—l (UJ 1) . (38)
T U T U, Vj—1
Die Rand- und Anfangsbedingungen schreiben sich als
u; =up = nDH})/Qfﬁ, vj =Up = nDQ?l’)/Qfﬁ auf I'p,j > 0, (3.9)
Vuj-v=Vvj-v=0 aufI'y,j>0, (3.10)
Ug = noﬁéﬂ_ﬁ, Vg = noeg/z_ﬂ auf €. (3.11)
Insbesondere gilt dann fiir die Anfangs- und Randdaten auch
igf ug > 0, igf vg >0, up, vy € L®(Q) N HY(Q), (3.12)

infup > 0,infvp >0, infup > 0,infvp > 0,
I'p I'p Q Q

(3.13)
Up,Vp € LOO(Q) N Hl(Q)

Die Beschrinktheit und Positivitéit vererben sich einfach aus der Darstellung der Trans-

formation (3.6) und —1 < 4 < 1 auf die neuen Variablen. Diese Eigenschaften nutzen

2
wir auch aus, um zu zeigen, dass die gegeben Daten in H'(Q) sind. Wir betrachten nur
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den Gradienten, da die Funktionen wegen ihrer Beschrinktheit sicher auch quadratisch
integrierbar sind. Dieser ldsst sich abschitzen durch

IVupZaq = / IV (npfy? %) Pz

/ Vnpby > + (— 305 PV, 2 da
< C(|IVnpllze@) + IVOblZ2(o)

< 00.

Fiir die anderen Terme vp, ug, vy erhalten wir die Aussage analog.

Diese neue Situation liefert zwar noch kein offensichtlich l6sbares System, aber transfor-
miert das zeitabhdngige System auf N Gleichungssysteme, welche nacheinander behandelt
werden konnen. Fiir eine Losbarkeitsaussage miissen wir also noch weiter arbeiten.

3.2 Abgeschnittenes Problem

Wir werden in diesem Kapitel die Gleichungen (3.7),(3.8) weiter bearbeiten und aufbe-
reiten, sodass dann eine Losungsaussage fiir ein vereinfachtes, entkoppeltes, elliptisches
System gezeigt werden kann. Wir betrachten in weiterer Folge ein festes j € {1,..., N}
und das zugehorige Gleichungssystem (3.7),(3.8). Wir setzen voraus, dass die vorherigen
Systeme fiir j — 1,7 —2,...,1 bereits gelost wurden und die Losungen die Regularititen

uj-1, 01 € LA(9),
uéf uj_1 >0, lgf vj_1 >0, (3.14)
Supu;—1 < 00, Supvj_1 < 00
Q Q
erfiillen. Fiir (ug, vp) sind diese Bedingungen laut den Voraussetzungen (3.12) erfiillt. Aus
der Transformation (3.6) sehen wir auch, dass

3/2-8,6-1/2 o _ Ui (3.15)

J
Uy

n—u

J j )
gilt. Wir werden jetzt einen Abschneideterm als technisches Hilfsmittel einfiihren. Diese
wird in weiterer Folge fiir die Positivitit der Losung eine Rolle spielen, aber verdndert
natiirlich die zu losenden Gleichungen. Das heifst, wir miissen spiter auch argumentieren
konnen, wie diese Approximation durch diesen Term zu dem urspriinglichen System passt.
Man nennt dieses Vorgehen Stampacchia-Approximation. Fiir den Abschneideausdruck
definieren wir nun die wohldefinierten Terme

M = max{/%up -1 ;} (3.16)

o Vj_1 "infr, Op

mit

SUpq Ui_ 1
0 < M = max /ﬁ,pQ]l, < 00,
infov;_y infr, Op
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und
g:=— >0, (3.17)

6, := max {5, &} > 0. (3.18)
uA

J

Wir ersetzen in (3.7),(3.8) die 6; = v;/u; Terme durch den regulierten #;. Term. Das
fithrt auf die Gleichungen

uﬂﬁe_lﬂ — hAu; = u3/2 ﬂvf 11/2, (3.19)
h h
(1 - ;) 002 = vy — —uy 0] = O, (3.20)

Wir sehen, wenn wir spéter 0; . = Z—J und u; > 0 zeigen konnen, dass die neuen Gleichun-
J

gen mit dem Abschneideterm (3.19), (3.20) dquivalent zu (3.7), (3.8) sind. Durchgefiihrt
wird dieses Argument in Kapitel 3.3.

Die Gleichungen sind jetzt von semilinearer Struktur, das heifst linear in zumindest der
héchsten vorkommenden Ableitung. Damit wir das System jetzt linearisieren und entkop-
peln kénnen, werden wir ein Fixpunktargument benutzen. Das bedeutet, wir fassen das
Problem in erster Linie nicht als Differentialgleichung, sondern als Fixpunktgleichung in
den Parametern

0cL*Q), ocl01]

auf.

Fiir die weitere Diskussion bezeichnen wir jetzt u; und v; einfach mit v und v, um
hervorzuheben, welche die gesuchten Grofsen sind. u;_;,v;_; seien dabei bereits aus den

Systemen fiir j —1,...,1 berechnet worden und erfiillen die Voraussetzen (3.14). Weiters
definieren wir fiir die rechte Seite der Gleichungen die Funktionen
ws 1/2-p
f] 1= u3/2 BUJB 11/2 = Uj—1 ( ]_l) s (321)
Vj—1
1/2-8
1/2 1/2 Uj—1
g1 = w) N = (Ui 1) . (3.22)
i

Auf Grund der Voraussetzungen (3.14) und —3 < 8 < £ sind f;_1, ;-1 € L*(Q2) und fast
iiberall positiv.

Damit wir die Fixpunktgleichung spéter aufstellen konnen, ersetzen wir jetzt in dem
System (3.19), (3.20) 0,. = rnax{ } durch

0. := max{6,¢c}

fiir die feste L2-Funktion 6 und skalieren alle Terme ohne Ableitung mit o. Wir bemerken,
dass in dieser Konstruktion zunéchst kein direkter Zusammenhang zwischen der festen
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Funktion 6 und u, v besteht und dieser erst durch das Fixpunktargument entsteht. Dieses
Vorgehen wird dann genau in dem Beweis von Proposition 3.9 ausgefiihrt.

Jetzt wird o zunéchst als positiv angenommen. Der Fall ¢ = 0 wird gesondert im An-
schluss bearbeitet, da es ein einfacher Spezialfall ist. Mit diesen Annahmen schreiben sich
die Gleichungen (3.19), (3.20) jetzt als

—hAu+ ouf? "V =of; (3.23)

h h
o (1 + —) 00571/2 — heAv =0gj_1 + a—uﬁf’l/? (3.24)
T T

In dieser Form sind die beiden Gleichungen nun linear in u und v und die erste Zeile
(3.23) ist unabhéngig von v , also ist das System auch entkoppelt. Wir kénnen also
die allgemeine Losungstheorie fiir elliptische Gleichungen anwenden. Betrachten wir also
zuerst das Problem in v mit den Randbedingungen

u=up auflp, (3.25)
Vu-v=0 auf'y. (3.26)

Wir leiten jetzt die schwache Formulierung fiir dieses Problem her und wollen auf diese
dann das Lax-Milgram-Theorem 2.13 anwenden.

Die Neumann-Randbedingungen kénnen direkt in die schwache Formulierung eingebaut
werden. Fiir die Dirichlet-Randbedingungen betrachten wir up € H'(Q), also die positive

H'-Fortsetzung der Randdaten up = nDGJID/Q_ﬁ auf €. Die schwache Losung von (3.23)
kann dann als

u=up+u (3.27)

mit 4 € H},(Q) dargestellt werden und erfiillt die Dirichlet-Randbedingungen (3.25) zu-
mindest im L?(T'p)-Sinn. Wir kénnen ein Variationsproblem jetzt auf H7,(€2) formulieren.

Dazu multiplizieren wir (3.23) mit einer Testfunktion ¢ € H} () und integrieren iiber
Q2. Unter Benutzung der Neumann-Randbedingungen und partieller Integration erhalten
wir

—/hAugpda:+/Ju(9§_l/2g0dx:/ofj1godx
Q Q Q

—/ hVu - vedz + / hVu - Vgpdx+/0u9§‘1/2<pdx = / ofi—1pdx
o= NUl'p Q Q

Q
— hVu-l/godx—/ hVu-v ¢ dzx
/FN ~ I'p ~

+/hVu~V<pdx+/au6§UQgpdxz/afj1godx
Q )

Q
h/Vu-Vgpdx+/au95_l/2gpdx:/afj_lgodx. (3.28)
Q Q Q

Wir ersetzen u durch 4+up und zeigen jetzt die Losbarkeit dieser schwachen Formulierung
in folgendem Resultat.
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Theorem 3.2. Das Variationsproblem,
finde 4 € H,(Q), sodass

mit
a(w,p) = / hVw - Vdr + / 0w05_1/2<pdx,
Q Q

l(gp):/O_fj_]_gpdx_/0_9?_1/2UD(,0d.T—/hqu-V(pdx7
Q Q Q

hat eine eindeutige Lisung in H:(Q). Insbesondere gilt fiir @, mit einer Konstanten C' > 0
unabhdngig von 6 und o,

@l 1) < C. (3.29)

Beweis. Wir iiberpriifen die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Theorems 2.13.

Fiir die Stetigkeit von a(w, ) erinnern wir uns an 0 < ¢ < 1 und 6. = max{e, 0} > ¢ > 0,
sowie (8 — % < 0. Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

la(w, )| =

/th - Vpdx + / 0w0§_1/2g0dx
Q Q

< bVl 20| Vell 2y + €72 |lwll 2@ el r20)
< 2max{h, "} wl oy llellme VYw, o € HLH(Q).

Die Stetigkeit der Linearform [ folgt analog

()] = /Ufj—1%0d93—/09?_1/21@%0(155—/hVuD-Vgpdw
Q Q Q

< I fiz1llzz@llell 2@y + €2 lunl 2@l 12 + B Vup |2 | Vel 2(0)
< (IIfj=1llz20) + "7 2lupllr2(@) + Rl Vuplr2@) lellm@ Ve € HH(Q).

Fiir die Koerzivitit von a benutzen wir die Poincaré-Ungleichung auf H},(€2), Theorem
2.8, und erhalten

a(w,w):/h]Vw\zdw—l—/095’1/2w2d$
Q 0

> || Vw2
> hCyllwlfny Yw € Hp(9).
Die Aussage folgt nun aus dem Theorem 2.13, da H}(Q2) ein Hilbertraum ist. Das Lax-

Milgram-Theorem liefert die Abschitzung

R 1
2| 1 () < h—%HlHH]g(Q)/

1
YN sup 1(¢)]
p QOGHE(Q)uHQD”Hl(Q)Sl

1 _
< —— ([Ifji=1llz20y + 7 2|Jupl r2() + k| Vup]r2@)
ne,
<C,
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fiir eine passende Konstante, unabhéngig von 6 und o. Also gilt die behauptete, spezielle
Beschrianktheit und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Die Darstellung (3.27) von u impliziert dann folgende Lisbarkeitsaussage.

Korollar 3.3. Das Problem (3.28) mit den Randbedingungen (3.25), (3.26) hat fir 6 €
L*(Q) und o € (0,1] eine eindeutige, schwache Lisung u € H* (). u ist sogar unabhingig
von 0 und o in H'(Q) beschrinkt.

Nun kénnen wir uns der schwachen Formulierung der zweiten Gleichung (3.24) widmen.
In dieser Gleichung ist u € H'(2) bereits die Losung aus Korollar 3.3. Analog zu vorher
betrachten wir dazu die Randbedingungen

v=uvp auflp, (3.30)
Vo-v=0 aufly. (3.31)

Diese werden auch genauso verarbeitet. Wir benutzen wieder vp € H'((), die positive
H'-Fortsetzung der Randdaten vp = nDGf)/%ﬁ, und betrachten

v =170+ vp, (3.32)

mit © € H},(9). Die schwache Formulierung ergibt sich nun aus (3.24) durch Multiplika-
tion mit einer Testfunktion ¢ € H},(Q) und integrieren tiber 2 und erhalten

h h
/ o (1 + —) w02 P pdr — h/ kAvpdr = / (Ugj—l + U—u9§_1/2> pdx
Q T 0 o -

h h
h/ KV - Vodr + / o1+ =) vl pde :/ ogi_1+o—uf®V?) pdr. (3.33)
Q Q T Q T

Wir stellen nun das zu losende Variationsproblem vor.

Theorem 3.4. Das Variationsproblem,
finde © € H}(2), sodass

a(b,0) =1(p) Ve € Hp(Q),
mat
h B—1/2
a(w,p) =h | kVw-Vedr+ [ o1+ — | w7/ pdz,
Q Q T

h
l(p) = / (Ugj—l + U;UJ@EB_W) pda
Q

h
- h/ kVup - Vidr — / o (1 + —) vpfl P pda,
Q Q T

hat eine eindeutige Losung in H1, (). Insbesondere gilt
9]/ 10y < C, (3.34)

fuir eine Konstante C' > 0, unabhdangig von 6 und o.
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Beweis. Wir rechnen wieder die Voraussetzungen von dem Theorem von Lax-Milgram
nach.

a(w, ¢) ist stetig, da aus 6. > e > 0,3 — 3 < 0 und Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

h
|a(w, )| = ‘h/ kVw - Vipdr + / o (1 + —) whP 2 pda
Q Q T

h\ 5
< WVl Vel + (142 ) & ol ol

h,
< 2max{hs, (1 + ;)56 Y2 w| ey el o)

Die Stetigkeit der Linearform [ funktioniert analog mit o < 1 und

h
0 = | [ (o051 + o202 ) e

h
— h/ kVup - Vpdr — / o (1 + —) vpfP 2 pdz
Q Q T

—-1/2

h
< lgj-1llz@llell L2 + ;é“ﬂ ullz2 @ |2l 2@y + KA VUD L2 €]l 22(0)

h .
. (1 N ;) &2 |up | o) 9l 20

h 5 h _
< (nglHLQ(Q) -+ ;85 1/2HU,HL2 + :‘ﬂ?hHVUDHLQ Q) + (1 -+ ;) gﬁ 1/2H’UD||L2(Q)>

Nellar @)

Fiir die Koerzivitiat benutzen wir wieder die Positivitat des zweiten Terms und die Poin-
caré-Ungleichung aus Theorem 2.8 und erhalten

1
a(w,w) = IithwHLz —|—Uh/ — 08122 dy
oT

> ’ithme(Q)
> khCy w3 .

Das Lax-Milgram-Theorem liefert uns jetzt eine eindeutige schwache Losung, welche
durch die Koerzivitdtskonstante und die Norm der Linearform beschrinkt werden kann.
Also gilt mit (3.29) fiir eine passende Konstante, unabhéngig von ¢ und o,

. 1
Jollm) < 7o Wlap o

1
_ sup 1(0)]
hECy o b (@), I¢l 10 <1

1 h
< gz (-1l + 22 Plulley + shl Vol

h
+ (1 + ;) 5571/2”UDHL2(Q))

<C.
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]

Mit der Darstellung (3.32) folgt dann die Losbarkeit des Problems mit Dirichlet-Rand-
daten.

Korollar 3.5. Das Problem (3.33) mit den Randbedingungen (3.30), (3.31) hat fir 6 €
L*(Q) und o € (0,1] eine eindeutige, schwache Lisung v € HY(Q). Insbesondere lisst
sich v unabhingig von 0 und o in H'(Q) beschrinken.

Fiir den Fall 0 = 0 vereinfacht sich das skalierte Problem (3.23), (3.24), wegen &, h > 0,
zu

—Au =0, (3.35)
—Av =0 (3.36)

mit den Randbedingungen (3.25), (3.26), (3.30), (3.31).
Als Variationsformulierung schreibt sich dieses Problem dann als, finde u,v € H(Q),
sodass

/ VuVedr = 0,

Q

/ VoVepdr =0
Q

fiir alle Testfunktionen ¢ € H7,(€). Diese beiden entkoppelten Gleichungen koénnen direkt
gelost werden und liefern die schwachen Losungen u = up € H'(Q),v =vp € H'(Q).

Wir fassen die bisher gezeigten Resultate in einem Korollar zusammen.

Korollar 3.6. Das abgeflachte, o-skalierte Problem (3.23), (3.24) mit den gemischten
Dirichlet-Neumann- Randbedingungen (3.25), (3.26), (3.30), (3.31) hat fiir feste o € [0, 1]
und 0 € L*(Q) eine eindeutige, schwache Lisung (u,v) € H'(Q) x H(Q).

Wir kénnen fiir die Losung aus Korollar 3.6 sogar noch weitere Beobachtungen machen,
die sich spéter als niitzlich erweisen werden. In folgendem Lemma werden wir die Positi-
vitidt diskutieren.

Lemma 3.7. Die Lisungen des o-skalierten Problems u,v € H'(Q) aus Korollar 3.6
erfillen

u>my >0, (3.37)
v >mg >0, (3.38)

fast diberall in ). my, mo sind abhdngig von € und j, aber unabhdingig von o und 6.

Beweis. Fiir o = 0 ist die Aussage auf Grund der Voraussetzungen an die Randdaten
klar. Sei also o > 0. Wir zeigen zuerst die Positivitdt von u. Wir definieren dazu

my = min {inf up, el /28 int fj_l} > (.
' O
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Diese Konstante ist positiv laut den Voraussetzungen (3.13) und (3.14). Da m; € R,
und v € HY(Q) ist, folgt mit dem Stampacchia-Theorem 2.12, dass auch die Funktion
(w—mq)_ :==min{0,u —my } € H'(Q) ist.

Weiters gilt

up —my > up — infup > 0,
I'p

woraus folgt, dass (u — my)_ auf I'p verschwindet und daher eine zuléissige Testfunktion
aus HL(2) in (3.28) ist. Wir setzen ein und erhalten

/ hVu - V(u—my)_dz + / ouf® 2 (u — my)_dz = / ofj—1(u—mq)_dz. (3.39)
Q Q Q

Ersetzen wir im zweiten Integral der linken Seite ©u = u — m; + m; und ordnen neu an,
ergibt das

h/Vu-V(u—ml)_dx+a/95_1/2(u—m1)(u—m1)_d:v
0 Q

=0 [ (1 =m0 ) = ) da
Q

< O'/(fj_l - my 55_1/2) (u—my)_dz <0.
Q ~~ ——
<el/2=finfq f; 1 <0

Beachten wir, dass mit dem Stampacchia-Theorem 2.12 gilt

/|V(u—m1)_|2dx :/ IV (u — my)|*da
Q [u—m1<0]

:/ Vu-V(u—ml)dx:/Vu-V(u—ml)_dx,
[u—m1<0] Q

sowie

/Q(u—ml)2dxZ/[u_mKO}(U_ml)de
:/Q(u—m1)(u—m1)_dx,

so folgt zusammen mit (3.39), ||(v—m1)—| 12 = 0 und damit (u—m,)_ = 0 fast iiberall
in 2. Damit ist die Aussage fiir u gezeigt. Fiir v gehen wir analog vor und definieren

By !
ms 1= min {inf Up, (1 + —) /28 inf gj—l} >0
I'p T Q

und erhalten wieder mit dem Stampacchia-Theorem (v — mg)_ € H}(2) und kdnnen
letztere Funktion als Testfunktion in (3.33) einsetzen. Das ergibt

h/ kVv - V(v —mg)_dz + / o (1 + ﬁ) 00712 (v — my) _dx
Q Q T

h
= / (Ugj_l + U—UQ?_l/z) (v —my)_duz.
9 T
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Wiederholen wir die selben Argumente wie vorher bei u, erhalten wir

h
lm/ V(v —mg)_|*dz + / o (1 + —) 0512y — my)? da
Q Q T

= / O—hﬁf_lﬂu (v—mgy)_dx
-
R R
h B—1/2
+o gj—1— [ 14+ = ) mabZ (v —my)_dz
Q T
< a/ gi-1— (14 @ gh-1/2 ma (v —my)_dz

<(1+2)-1el/2=Finfq g;_4

<0.

Daraus folgt ||(v —m2)_||12() = 0 und schlieklich (v —my)_ = 0 fast iiberall in Q. Damit
ist der Beweis abgeschlossen. O]

Wir verdeutlichen noch einige Soboleveinbettungen und Regularitdtsaussagen, die fiir die
nichsten Argumente von Bedeutung sein werden.

Lemma 3.8. Fiir u,v € H'(Q) aus Korollar 3.6 gilt insbesondere
(i) % € L>=(Q), wobei % sogar unabhdngig von o und 6 beschrankt ist,
(ii) u,v € H'(Q) — L%(Q),

(iii) L € Wh3/2(Q) —— L*(Q) (kompakte Einbettung).

Beweis. (i) Folgt direkt aus dem Resultat von Lemma 3.7, dass u > my; > 0 fast
iiberall in €2 ist und der Beschrianktheit des Gebietes.

(ii) Die stetige Einbettung von H'(Q) in L%(Q) folgt fiir d = 1,2,3 aus dem Einbet-
tungssatz von Soboloev, Theorem 2.2. Fiir d = 1 sind die Funktionen stetig, also
sicher in L>(Q). Falls d = 2 ist, liefert der Satz die Einbettung in zumindest alle
L9(Q2), mit 1 < g < co. In dem Fall d = 3, gilt p* = 6, also ist die stetige Einbettung
auch gesichert.

(iii) Die kompakte Einbettung folgt aus dem Satz von Rellich-Kondrachov, Theorem
2.3. Fiir d = 1 bettet dieser kompakt in die stetigen Funktionen ein und fiir d = 2, 3
gilt p* > 3, woraus die kompakte Einbettung in die quadratisch integrierbaren
Funktionen garantiert ist.

L e WH3/2(Q) zeigen wir direkt und betrachten die Komponenten in der Norm

v 13/2

u

Wl.,:s/Q(Q)
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und benutzen die Young-Ungleichung aus Lemma 2.18 mit 1 + 2 = 1, (ii) und (i).
Damit erhalten wir
3/2
/ (E) dz < C/ V32 dx
o \u Q

1 3
< — — 2
_0(4/de+4/gvdx>

< 00,

v Vo 1
1V () ey = 157 + =Vl

Vv 1
< l==lzs@ + 50 Vull )
< C|IVoll a2y + ClloVul sz

1 3 L\
< Z e
_C(4/Qd3:~|—4/Q|VU| dx)
| . 3 L\
+C (- [ vde+ - [ |Vv|°de
4 Ja 4 Ja

< 0Q.

]

Wir erinnern uns an die Gestalt des Problems vor der Skalierung mit 6 und o, welches
wir zu l6sen haben. Mit 6. = max{%, e} schreibt sich dieses als

uéf_lﬂ — hAu = fj—ly (340)

(1 + g) 00?72 — hrAv — guéf_lﬂ =gj_1. (3.41)

Die Gleichungen sind also genau die Gleichungen aus Korollar 3.6 fiir 0 = 1 und 6 = .
Das benutzen wir um mittels dem Fixpunktsatz von Leray-Schauder 2.14 die Losbarkeit
der nicht skalierten Gleichungen zu argumentieren. Wir formulieren jetzt das Fixpunkt-
problem und benutzen die bisher gezeigten Resultate.

Proposition 3.9. Das Problem (3.40), (3.41) mit den gemischten Dirichlet-Neumann-
Randbedinungen (3.25), (3.26), (3.30), (3.31) hat eine schwache Lisung (u,v) € H'(Q) X
H'(Q).

Beweis. Wir definieren den Operator

F: L*(Q) x [0,1] — L*(%),

(60,0) %’ (3.42)
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wobei (u,v) € H'(Q) die schwachen Losungen aus Korollar 3.6 sind. Wegen Lemma 3.8
(iii) ist F" wohldefiniert. Kénnen wir fiir diesen Operator die Voraussetzungen des Leray-
Schauder-Fixpunktsatzes 2.14 nachrechnen, erhalten wir einen Fixpunkt 6 fiir o = 1, also
genau
v
0=F(0,1)=—
6,1)="
mit u,v € H'(Q) der schwachen Losung von (3.23), (3.24) aus Korollar 3.6 fiir o = 1, die
schwachen Formulierungen von (3.40), (3.41).

Das heifst, wir miissen nachrechnen, dass F stetig und kompakt ist, alle Fixpunkte durch
eine Konstante unabhéngig von ¢ beschriankt sind und fiir o = 0 der Operator F' konstant
in 6 ist.

Als erstes bemerken wir, dass fiir alle 0 € L*(Q)

F(6,0) =2

Up
gilt. Ein Ergebnis, welches also unabhéngig von der Wahl der Funktion 6 ist.

Sei nun 6 ein Fixpunkt, das heifst § = F'(0, o). Fiir 0 = 0 gilt wieder 6 = Z—g, und ist somit
laut (3.13) durch eine positive Konstante unabhéngig von 6 und o abschéitzbar. Fiir o > 0
erinnern wir uns an die Beschréinktheit von + aus Lemma 3.8 (i) und v ist laut Korollar
3.5 unabhéngig von § und o beschrénkt. Also erreichen wir auch ||0|| 2y = || 2|2 < C.

Fiir die Kompaktheit sei (6,,,0,) eine in L*(Q2) x [0, 1] beschriankte Folge. Aus Lemma
3.8 (iii) sehen wir, dass dann auch F(6,,0,) = 2 € W"¥2(Q) beschrinkt ist. Aus der

kompakten Einbettung W13/2(Q) <~ L2(Q) aus demselben Resultat folgt die Existenz
einer konvergenten Teilfolge 7 in L*(Q).

Sei nun (6,,,0,) — (0,0) in L*(Q) x [0, 1]. Fiir die Stetigkeit miissen wir zeigen, dass fiir
n— 0o

Flb,,00) =" 5 Y = F0,0) in LX)
Uy U
gilt. Wir wissen, dass 2= € L*(Q) und (u,,v,) € H'() x H'(Q) positiv sind, unabhéngig
von n. Wegen der Abschitzung aus dem Lax-Milgram-Theorem sind u,,, v, auch unabhin-
gig von n beschrinkt. Aufgrund der kompakten Einbettung von H'(Q) in L?(Q) = H°(Q)
aus dem Satz von Rellich-Kondrachov 2.3 und der Aussage {iber schwach konvergente Fol-

gen aus Theorem 2.20 erhalten wir fiir Teilfolgen die Konvergenz gegen gewisse u und v
aus H'(Q),

u, — u,v, — v in L*(Q), (3.43)
u, — u,v, —v in H'(Q) (Schwache Konvergenz) (3.44)

fiir ;1 — oo. Um zu sehen, dass diese Grenzwerte auch wirklich 2 = F(,0) erfiillen,
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betrachten wir die Definition von F'(6,,0,). Diese besagt, dass (u,,v,)

h/Vu“-Vgpdx—i—au/u#Qi1/2<pdx:/aﬂfj_190dx,
Q Q

Q
(3.45)
h h
hm/ Vo, - Vedr + / oy (1 + ;) 95;1/2vugpdx = O'M/ (gj_l + ;u,,@f;lﬂ) pdx
Q Q Q
(3.46)

16sen, wobei 6., = max{f,,c} bezeichnet. Betrachten wir jetzt (3.45) fiir eine Testfunktion
© € H}(Q) komponentenweise. Dann gilt mit den bisher gezeigten Konvergenzen

/VU#V¢dx—>/VuV<pdx,
Q Q

Ju/fj_1¢dx—>a/fj_1gpdx.
Q Q

Die folgenden Argumente benétigen den Ubergang auf Teilfolgen, aber der Ubersicht
halber ersparen wir uns das Umnummerieren. Nach Voraussetzung erfiillt 6., — 0. in
L?(92) und somit auch, mit Lemma 2.22, punktweise fast iiberall auf Q. Laut Definition
ist 0., unabhéngig von y positiv, also ist 05‘71/2 unabhéngig von p in L*°(Q2) beschrénkt.
Also gibt es laut Theorem 2.21 eine schwach® konvergente Teilfolge. Also haben wir die
Konvergenz

/ 07 ?ndx — / 051 2dx (3.47)
Q " Q
fiir alle n € L1(Q) gezeigt. Damit folgt
/ b2 P pde — / uf? 2 pdx
Q " Q
= / (UMQO - ucp) 05—1/2dx + / wp <9€B—1/2 _ 65_1/2) du
Q " Q m
<022 oo @l — wp| i) + /Quso (95;1/2 - 05‘1/2> dz

<105 il el — e + | (wp) (05772 = 0271) da

Da aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung up € L'(Q) folgt, erhalten wir somit auch die
Konvergenz des letzten Terms

au/Quﬁ?;l/zgodx—>U/Qu95_1/2gpdx.
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Analog gilt fiir (3.46) fiir eine Testfunktion ¢ € H} ()

h/f/ Vo, - Vodr — h/{/ Vv - Vpdz,
Q Q

h h
au/ (1 + —) 0512y oda — 0/ <1 + —> 051 2ppde,
Q T " Q T
h B—1/2 h B—1/2
o gj—1+ —uub.; pde — o gj—1 + —ub; edx.
Q T Q T

Damit kdnnen wir schliefen, dass v und v genau die schwachen Losungen der Glei-
chungen (3.40), (3.41) fiir § und o mit Neumann-Randbedingen sind. Fiir die Dirichlet-
Randbedingungen betrachten wir, dass w,, diese erfiillt und mit der Dreiecksungleichung

lu = upllr2ry) < llu = wull2wp) + e — upllawy) = llu — wull2rp)

gilt. Die schwache Konvergenz von u,, gegen v aus (3.44) impliziert laut Theorem 2.4 und
Bemerkung 2.5 die starke Konvergenz einer Teilfolge auf L?(T'p). Also gilt

Hu — UDHLQ(FD) = O

Da man das selbe Argument fiir v fiihren kann, erfiillt dieses auch die Dirichlet-Rand-
bedingungen und es folgt © = F(0,0). Mit der Positivitdt aus Lemma 3.7 und der L*-
Konvergenz aus (3.43) folgt dann

Un, v

— — —, in LQ(Q),

Uy U
also die Stetigkeit von F.

Somit haben wir die Voraussetzungen an den Operator fiir Leray-Schauder iiberpriift und
erhalten einen Fixpunkt fiir 0 = 1, das heifst

v

Fo,1) =" =9,
u

mit u,v € H'(Q) Losungen zu den schwachen Formulierungen von (3.40), (3.41) mit den
gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen. O

Wir wollen nun argumentieren, dass wir die Losungen aus Proposition 3.9 wirklich in
einem iteratives Verfahren von j = 1,..., N benutzen konnen, um die N Gleichungssys-
teme zu losen. Fiir die Anfangsdaten j = 0 gelten die Voraussetzungen (3.14) offenbar
wegen (3.12). Also ist der erste Schritt gesichert. Sei nun also j € {1,..., N} fest und
uj, v; die schwachen Losungen aus Proposition 3.9. Wir miissen zeigen, dass auch diese die
Bedingungen an j — 1, (3.14), erfiillen, damit die dieselbe Argumentation, die Losbarkeit
im jeweils ndchsten Schritt garantiert. Es gilt

Uj, Vg S L2(Q>7

lgf Uj; > 0, lgf v; > 0,
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laut Proposition 3.9 und Lemma 3.7. Um

supu; < 00, supv; < 00 (3.48)
Q Q

zu zeigen, benutzen wir das Resultat aus Lemma 2.15 auf (3.19) und (3.20) in der Gestalt

—Au; + hefg Y2y = —f] ’

g o

o R\ -1/2 p—1/2
—Av; + — (1 + ;) Oje v = - gi1 05T

Die Voraussetzungen des Lemmas sind erfiillt, da 2 = s > % > %l fiir d = 1,2, 3 gilt, und

%f] 15 O-hgj 1 + _eﬁ 1/2UJ 6 LQ(Q),
hY\ -
ol (1 + ;) 071 e L=(Q),

und diese Terme nichtnegativ sind. Damit folgt (3.48), also dass u;,v; € L>°(2) sind.

3.3 Entfernung des Abschneideterms

In diesem Kapitel wollen wir nun die in Kapitel 3.2 fiir (3.19) und (3.20) eingefiihrte
Stampacchia-Approximation durch den Abschneideterm wieder entfernen. Das heifst, es

gilt zu zeigen, dass
v, v,
;. =max<e, 2L p =L
Uj Uj

erfiillt ist, also ¢ < =L hilt. Damit sind die Gleichungen (3.19), (3.20) dquivalent zu (3.7)

und (3.8). Wir benutzen dafiir die schwachen Formulierungen der Gleichungen mit einer
passenden Abschneidetestfunktion.

Dazu betrachten wir zuerst die reellwertige Funktion

0 < M,
¢(x) = ¢ 1+cos(3%) M<xz<2M, (3.49)
2 x> 2M.

Die Konstante M > 0 ist bereits in (3.16) definiert. ¢ ist in C'(R), da
¢'(M)* = —sin(m) - = 0= ¢/(M)",
¢ (2M)T = — Sin(QW)% —0=¢(2M)".

Auferdem ist die Funktion nichtnegativ und monoton wachsend, das heift ¢/(x) > 0 auf
R. Weiters folgt aus
1 1 Up Up

M > - = - D =sup — > —,
infr, 0p  infp, 22 2 rp, VD _ Up
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P(32) =0 = ¢(%). Das bedeutet ¢(z) verschwindet fiir z = 2. Also verschwindet ¢
auch fiir alle Funktionen u;,v;, die schwache Losungen zu (3.7) und (3.8) sind und die
Randbedingungen (3.9) erfiillen.

Weiters wissen wir, dass u;,v; € H*(Q) gilt, woraus wir

o (2) el w0

erhalten. Also kénnen wir als Testfunktionen, in den schwachen Formulierungen (3.28)

und (3.33),
00 (Z‘—) m( ) € HH(®)
benutzen.
/Vuj ( ( >)dx+/gau]9’8 1/2 ]qﬁ( j)dx—/ﬂafjlngé <Z—j) dz

(3.50)
/ij (ujgb( ))dx+%/ﬂa(1+§)vj 05~ ”%cb( ]>
Lo

Bringen wir alle Terme auf die linke Seite und subtrahieren (3.51) von (3.50), erhalten
wir unter Benutzung von

o (2)) 5o (2) o (o (2)) 21
J J J Jj—

die Gleichung
Lo h s-1/2 YUy
1——(1+— — .02
( /<a< + 7_)) /Qujvﬂ ¢(Uj dx (3.52)

+ h/(vjvuj — u; V)V <%) d (3.53)
Q i

h 298—1/2
— .04

+f<:7'/9 uif; . ¢(vj>dac (3.54)
1 , : .

+ = / gj—10;¢ (&) (ﬂ — i 1) da (3.55)
Kk Ja Yi/ \Yj vj-1

= 0.

Betrachten wir diese nun komponentenweise. Fiir (3.52) gilt

1 h
(1—— (1—1——))/%1)]96 1%( )dx>0,
K T Q v;
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da laut den Voraussetzungen (1.3) x > 1 ist. 7 > 0 ist fest und somit kann A > 0 so
klein gewahlt werden, dass 1 + % < kK ist, also der erste Term auferhalb des Integrals
nichtnegativ wird. Die Nichtnegativitdt der Terme innerhalb des Integrals folgt aus der
Definition von ¢ und den Resultaten aus Kapitel 3.2.

Der zweite Term (3.53) erfiillt ebenfalls

Uj

h/(UjVUj —u;Vu;)Ve (—) dx > 0.
Q

Uj
Dieses Ergebnis erhalten wir durch einfaches Ausdifferenzieren von

4

, (w1
(Ujvu]‘ - ujVUj)Vqﬁ < ) = (UjVUj - UjVUj)(ﬁ <—]) F(UjVuj - uvaj)

Uj j F

w;i\ 1
= ¢ (—j) vV, — u;Voy|?

J J

und der Monotonie von ¢. Fiir (3.54) fithren die gleichen Argumente auf

h B 4
— / u?@fs 1/2(;5 (ﬁ) dx > 0.
KT Jo ’ Uj

Aus den gezeigten Ungleichungen und ihrer Summe folgt somit, dass fiir den Term (3.55)
1 Uj U Uj—1
— [ gi—wvjo | — )| ——k——)dz <0
K Jo vj (] Vj—1

gelten muss. Aquivalent dazu ist

Erinnern wir uns an die Definition von M,

i 1
M::max{ﬁsupu] ! —},

9 .
Q Vj-1 IHfFDHD

so folgt liu—l — M < Ksupg ~ ‘i — M < 0. Fiir die linke Seite von (3.56) folgt dann

j—1 J
Vj— Vj—

/gj—lvj¢ (&) (ﬁ - M) dz <0, (3.57)
Q Uj Uj

da die anderen Terme der rechten Seite nichtnegativ sind. Auch in (3.57) konnen dieselben
Terme nichtnegativer Funktionen unter dem Integral identifiziert werden und es folgt

(ﬂ - M) <0. (3.58)

Uj
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Nutzen wir zusétzlich aus, dass ¢ ("—]> = 0 fiir ﬁ < M gilt, siehe Definition von ¢ (3.49),

konnen wir % M im Integral (3.57) durch ( — M), = max{-X — M,0} ersetzen.
Dadurch stehen im Integral nur nichtnegative Terme und wir konnen schliefen

/ng_wjgz) (Z—j) (Z—j - M)+ dz = 0. (3.59)

Aus den Voraussetzungen an die Terme fiir j—1, (3.14), und der Positivitat aus Lemma 3.7
konnen wir schliefen, dass entweder ¢ (Z—:) = 0 oder (Z—J - M) = 0 gelten muss. Dies
: +

impliziert in beiden Féllen =2 < M und mit den Definitionen (3.17) und (3.18) konnen
wir die Ergebnisse in folgender Proposition zusammenfassen, welche die Entfernung des
Abschneideterms 6; . abschliefst.

Proposition 3.10. Seien (u;,v;) € H'(Q)x H'(Q) schwache Losungen von (3.19), (3.20)
mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen (3.9), (3.10).

Dann qgilt ¢ < Z—] fast dberall und somit 0;. = Z—J fast dberall auf Q0. Das heifst uj,v;
sind auch schwache Lésungen von den ursprdnglichien Gleichungen ohne Abschneideterm
(3.7), (3.8). Genauer, u;,v; € H'(Q) erfillen

3/2— —-1/2 3/2 1/2
/Quj/ BU]@ / SDdHh/vavgpdg::/Quj/l B ]ﬂ “ode, (3.60)
1/2— 1/2 1 1/2— 1/2
/uj/ ﬁvf+ / gpdx—l—h/ /{ijgodx—h/ ]/ g ]ﬁ / (u; —vj)pda
Q Q Q7
_ / Wt/ 2 B (3.61)
Q

fiir alle p € H},(Q).

Wir schliefen das Kapitel nun mit der Aussage iiber die Losbarkeit des urspriingli-
chen semidiskreten Problems. Wir werden also die Transformation auf die Funktionen
(uj,v;) wieder riickgéngig machen und die Gleichungen in Partikeldichte und Temperatur
(nj,n;0;) betrachten, welche aus der physikalischen Problemstellung hergeleitet wurden.
Dazu formulieren wir folgendes Korollar.

Korollar 3.11. Die semidiskreten Energie- Transport-Gleichungen

J

nj —n;_1 = hA <n]91/2 6) : (3.62)
n; = nj 1851 = (kA (n;6}*7) + (- ) (3.63)
mit den gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen
nj =np,nj0; =npblp aufl'p,j >0, (3.64)
\% <nj91»/2_ﬁ> v=V (n383/2 ’8) v=0 aufTn,7>0 (3.65)

J J

haben fiir alle j = 1,..., N schwache, positive Lisungen n;,0; € H*(Q). Insbesondere gilt

n, 05,505, 1m;05 77 0,07 € HY(Q) N L=(Q). (3.66)
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Beweis. Die vorherige Proposition 3.10 liefert uns Losungen fiir die Gleichungen (3.7),
(3.8) in den neuen Funktionen wu;,v; € H'(Q). Wir erinnern uns an die Transformation
(3.6) mit der diese hergeleitet wurden, und daraus folgend

_ ,3/2-8 B-1/2
o _ U
Vs )
Uj

_ . 1/2-8_ p+1/2
n;0; = u; v; .

Setzt man das nun in den schwachen Formulierungen (3.60), (3.61) ein, erfiillen n;, n;60;
fiir alle p € HL(Q)

/njcpdx—l— h/ \Y% (nﬂiﬂ—ﬁ) Vodr = / nj_1pdw,

Q Q Q

/ n;0;edx + h/ Y (nﬂ?/%ﬁ) Vedr = / nj_10;_1pdx + h/ E(l —0;)pdz.
Q Q Q QT

Das bedeutet n;, n;0; erfiillen die Gleichungen (3.62), (3.63) schwach mit den Neumann-
Randbedingungen, sofern sie glatt genug sind. Kénnen wir noch n;,0; € H'(Q) zeigen
und die Dirichlet-Randbedingungen, haben wir eine schwache Losung gefunden. Die Po-
sitivitdt von n; und 6; erkennt man sofort aus der Gestalt der Transformation mit der
Positivitat von u; und v; aus Lemma 3.7. Analoges gilt fiir die Beschranktheit in L>(€2),
womit n;,0; € L*(Q) auch klar ist. Fiir die Ableitung von 6; gilt wegen der Positivitét
von u;, Cauchy-Schwarz- und Dreiecksungleichung

1
V05 22 =H§(ijuj — Vu;v;)| 22 ()
J
<C(|Vvjlle2 lusll 2) + Vusllz2@)llvil 22 @) < oo

Bei der Ableitung von n; benutzen wir Zﬁ < %, was aus Proposition 3.10 folgt, und

) J
3 — B> 14— >0 und erhalten

IV 2 =1V (U?mw) W2 u?/2—ﬁv (U]@—I/Q) s

J

3 1/2— —1/2 1 3/2— —3/2
:H (5 — ﬁ) uj/ 57}? / VU]' + 6 — 5 Uj/ BU? / VUj“LQ(Q)

3 u;\ 2P 1 u\ ¥4 P
1(5-5) (2) vur(5-5) (2) Volee
<C (IVusllzz) + 1Vjl 2(@)) < oo

Somit haben wir auch n;,0; € H'(Q) gezeigt. Dass das Produkt n;0; auch in H'(Q) ist,
folgt unmittelbar aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir die anderen Terme aus (3.66)
folgt die Aussage bereits aus der Gestalt der Transformation (3.6) und der Regularitit

von uj, vj.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Dirichlet-Randbedingungen auch erfiillt sind. Wie
bereits erwihnt, erfiillen u;, v; diese im L?(T'p)-Sinn und somit gilt auch

U; = Up,Vj; = Up
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punktweise fast iiberall auf I'p. Daraus folgt, dass auch n;,n;0; die Randbedingungen
fast iiberall erfiillen und konsequent mit der Positivitdt der Funktionen auch

In; —npll2ry) = 750, — npbpl|r2r,) = 0.

3.4 Entropieabschatzung

Bevor wir nun von diesen semidiskreten Losungsaussagen auf das urspriingliche Pro-
blem schliefsen konnen, benotigen wir einige Abschitzungen iiber die Beschranktheit der
vorkommenden Funktionen, unabhéngig von der Gitterweite h. Wir werden in diesem
Kapitel eine sogenannte Entropieabschétzung fiir die semidiskreten Funktionen herleiten
und dann im néchsten Kapitel 3.5 diese Abschitzung dazu benutzen, um im Grenziiber-
gang h — 0 eine Losung der kontinuierlichen Gleichung zu erhalten. Dazu definieren wir
fiir b € R die Funktion

fo: RY x RT = RT,  (z,y) — 227 PP (3.67)
Eine wichtige Eigenschaft dieser Funktion halten wir in dem folgenden Lemma fest.

Lemma 3.12. f, ist konvez, falls b > 2 oder b < 0 1ust.

Beweis. Wir zeigen, dass D?f, positiv semidefinit ist, um daraus auf die Konvexitit zu
schliefsen. Dazu benétigen wir die Ableitungen

axfb = (2 - b)xl_byb7 ayfb - be_byb_la
Ovafo =(2—-0)(1 — b)x_byb, Oyfo = (2 — b)bxl_byb_l,
Oyyfo = (b— 1)bx2’byb’2.
Die Hessematrix schreibt sich dann als
9 _((2=-b(1 - b)x*byb (2 — l))ba:l*byb*1
D fb(aju y) - < (2 o b)bl’l_byb_l (b _ 1)bx2_byb_2
mit
) (Y 2(b—1) B
det D2 fi(z, ) = (x> b(b — 2).

Fiir b > 2 oder b < 0 und positive x, y sind det D? f(x, y) und die beiden Diagonaleintriige
von D?fy(x,y) nichtnegativ. Fiir symmetrische 2 x 2-Matrizen ist das dquivalent zu der
Eigenschaft positiv semidefinit zu sein. [

Damit wir uns fiir die weitere Diskussion etwas die Schreibarbeit erleichtern, fithren wir
folgende Abkiirzungen ein

fo.0 = fo(np,nplp), (3.68)
agZD = %(HD,HDQD), (3.69)
Ofep . Ofp
o(n) ~ (nh) (np,nplp) (3.70)
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und definieren damit das Funktional

dp(n,nb) = /Q ( foln,nb) — fop — %(n —np) — g{;; (nf — nDeD)) dz. (3.71)

Lemma 3.13. ¢,(n,nf) ist nichtnegativ fiir n,nd > 0 fast iberall auf Q und b > 2 oder
b <0.

Beweis. fy ist eine ausreichend glatte Funktion. Wir kénnen daher die Taylor-Entwicklung
an einem Punkt (z9,y0) € RT x R™ bis zum Restglied zweiter Ordnung betrachten. Fiir
einen beliebigen Punkt (z,y) € RT x RT gilt dann also

fb(xay) =

1
fo(0,v0) + (. — 20,y — v0)" V foo, o) + §($ — 20,y — Y0)" D fy(we, ye) (x — 20,y — yo)

mit einer Zwischenstelle (x¢, y¢). Daraus folgt

Jo(@,y) — fo(wo,40) — (v — 20,y — yo)TVfb(xoa Yo) =

1

5(1’ — X0, Y — yo)TDbe(x& yg)(x — Zo,Y — yo) >0,

da f, laut dem vorherigen Lemma 3.12 konvex ist. Mit (z,y) = (n,nd) und (zo,y0) =
(np,npbp) folgt nun die Aussage nach Integrieren iiber €. m
Mit diesen Erkenntnissen definieren wir jetzt eine weitere Funktion aus diesen Hilfsfunk-

tionen.

Definition 3.14. Seien f;, ¢, wie in (3.67), (3.71), n,nf > 0 fast tiberall. Das Entropie-
funktional Sy, p, ist definiert durch

L (1.10) + —— Gy, (1, 1B). (3.72)

Shy by (1, n0) 1= ™
2

bl
Die Parameter by, by werden dabei aus folgender, von § abhéngigen, Menge gewihlt.
sz{@mgeW:m@eN;mghmgﬂ—émzg—ﬁ} (3.73)
mit
N; :{b ER:(1-28)b+6>0, 4(28— 1)+ 4452 — 128 + 11)1? .
+w&¢—4gﬁ+nw—7$b—6@ﬁ—n2>o} '

Lemma 3.15. FEs gelten diese zwei Resultate iber die in Definition 5.1/ definierte Menge
Njg.

(i) b € Ny erfillen die Voraussetzung fiir Konvezitdt von f, aus Lemma 3.12.

(ii) (B—3,5) € Na.
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Beweis. (i) Da —1 < 8 < 1 laut Voraussetzungen (1.3) gilt, folgt b; < 0 und by > 2
aus den Bedingungen an Nz in (3.73).

(ii) Offenbar gilt by < by,by < f — % und by > % — 3, das heifst es sind noch die
Bedingungen von Nj zu iiberpriifen. Fiir by = 8 — % ergibt das

(1-28)(B-1/2)+6>4>0,

428 —1)(B —1/2)> +4(48° — 128+ 11)(8 — 1/2)?
+8(8% — 448% + 708 — 73)(B — 1/2) — 6(28 — 1)*
— 328% — 1286 + 1764% — 1448 + 42 > 0.

Die reellen Nullstellen des Polynoms in [ sind gréfer und gleich %, also gilt auch

die letzte Ungleichung.
Fiir by = 5 iiberpriifen wir
(1-28)5+6>6>0,

4(28 —1)5° +4(482 — 128 + 11)5* + (83° — 445% + 708 — 73)5 — 6(28 — 1)?
= 40/3° + 156/3% + 1743 + 229 > 0.

O

Wir formulieren noch einige kurze Resultate, welche fiir den Beweis des danach folgenden

Theorems 3.17 bendtigt werden.

Lemma 3.16. Fir n;,0; aus Korollar 3.11 und bi,by € Ng gilt
(i) 02,2 < (14 6377) |V, 2,
(ii) 1+ 6,7 + 627 < C (9?1“/ 20 gt M) :
fiii) 146,772 4 72 < 0 (220 g0,
wobei C' > 0 sogar von by, by und [ unabhdingig ist.
Beweis. Fiir (i) reicht es zu zeigen, dass

02 < (140657

gilt. Falls 0 < 0; < 1, dann folgt
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Um (ii) und (iii) zu zeigen, bemerken wir, dass laut Definition
1 5
bi < B —=.bo > — —
1= B 27 2 Z 2 6
gilt. Diese Ungleichungen implizieren

1 1
b1+§—ﬁ§0<1—2B<3—25,b2+§—ﬁ23—25>1—2ﬁ,

bl—ﬁ—g§—1—25§0<1—2B,b2—g—521—2B>—1—25.

Also steht auf der rechten Seite der Ungleichungen jeweils ein dominanter ;-Term fiir
0 < 6; <1 und fiir 6; > 1. Wéhlen wir also zum Beispiel C' = 3 als Konstante, folgen die
beiden Aussagen. O

Fiir das in Definition 3.14 in (3.72) definierte Entropiefunktional kénnen wir jetzt ei-
ne Abschitzung beziiglich dem Zeitgitter formulieren, welche die Hauptaussage dieses
Abschnittes darstellt.

Theorem 3.17 (Diskrete Entropieabschétzung). Seien (b1,b2) € Ng, h > 0 und n;,0;

die schwachen Losungen aus Korollar 3.11. Dann gilt

Sby by (15, 1505) + Clh/Q <9§1+1/275 + 6;?2+1/276> ‘an|2d:1:

n Glh/ n? <9?1—3/2—5 . 9?2—3/2—/3> V6, [2de (3.75)
Q
< Coh + Spy by (nj-1,m5-16,-1)

mit Cy > 0, abhdngig von B und by, bs, und Cy > 0, abhdngig von der Relaxionszeit T und
den Randdaten np,0p.
Fiir np =const. und 0p = 1 verschwindet Cy sogar.

Beweis. Analog zu vorher fithren wir die Abkiirzungen

fog = fo(ng, n;0;),

Ofv; af

a;;j = a—nb(nj,nj&j),
Oy _ Ofe ,
8(%0) T 8(71«9) (nj7n]9]>

ein. Wir betrachten fiir beliebiges b € Nz und nutzen die, durch Lemma 3.12 gesicherte,
Konvexitat von f, aus, um f;; — fpj—1 durch den Gradienten an n;,n;0; abzuschétzen,
und erhalten

L (dp(nj,n;0;) — dp(nj_1,mi_10;-1)) (3.76)

h
1 0 )
= [ (= e = 2220 =) = S 0y = sty e 7D

1 Ofe; _ 9fon Ofn;  Ofop
= E/Q ( on  On ) (nj = nj-1) + <3(n9> - 6(n9)) (n;0; —nj_10;_1)dz.
(3.78)
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Wir erinnern uns an die schwache Formulierung von (3.62), (3.63) mit den gemischten
Dirichlet-Neumann-Randbedingungen. Sei dafiir ¢ € H}(Q2), dann gilt

1 _
Q Q

1 B .
E/(njﬁj - nj_lé’j_l)cpdx = —li/ \V4 (TL]Q?/Q B) V(,Odl’ + / &(1 - Qj)gpdx (380)
Q Q QT

Da f; eine glatte Funktion ist, sind
Ofe;  Ofop Ofe;  Ofvp

on on " 9(nh)  I(nh)

zuliissige Testfunktionen aus H3(€) in (3.79) und (3.80). Die Randbedingungen sind
definitionsgeméf erfiillt. Wir kénnen also mit (3.79) und (3.80), (3.78) umschreiben und
erhalten

(é5(nj,130;) — dp(ny_1, ny—10;1))
_ /ﬂ v <6gzj B ag;;p) v (n,0*) da
_k /Q v ( S(Jsg) - g{;;) V (2 do
+/Q (g(ﬁg) - 3{;5’)) L1 - 0,)dr

Wir strukturieren die Terme noch um, bevor wie sie einzeln abschétzen. Die rechte Seite
lasst sich schreiben als

IN ==

O, 1/2-5 Of.; 3/2-8
afb,D 1/2—8 afb,D 3/2—4
+ /QV < o ) v (njej ) + KV (8(n9)) v (njej ) do (3.82)
afb,‘ afb,D n;
+/Q (a(nej) - a(ne)) 73(1 —0;)dz. (3.83)

Betrachten wir den ersten Term (3.81). Wir wollen den Term ohne Vorzeichen nach unten
abschitzen und werden ihn deshalb als quadratische Form in 0](~b+1/ 2=8)/ Qan und

nj6§b+3/275)/2V6j anschreiben. Wir schreiben die Ableitungen von f,(n,nf) = n*=(nf)°
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aus und differenzieren aus und erhalten unter Beriicksichtigung von x = 2(2 — j3)
_ 1/2—-8 3/2—p8
/Qv (2~ 0 (0,0)") 7 (ms)27) 4 22 = )V (o2 (s ) ¥ (67 o
— 1/2-8 3/2-8
= /9(2 —b)V (n;0%) v <nj0j ) + 3(2 BBV (n;05~") v (njej d
- /(2—b) (V08 + bn,08~1V0;) <an91/2 4 ( —5) ;0" ﬂve)
Q
2

+5(2= A (V™! + (b — D6 *V0;) (vnjej?/?‘ﬁ + ( —~ 5) 0./*7°v0; ) dz

5, (1 1y
— /Q(z — b)<|vnj|29§“/2 T (5 — B) n;Vn 6, 270w,
1y 1 s/
+ b V022700, + b (5 —5) n?|Vo;[200 " 5)

2 _ 3 _1/9-
+35(2- 5)b(wnj\29§“/2 + (— — 5) n; V0, >0,

Xz

2
+ (b — 1)njan6?—1/2—Bvej + (b . 1) <; . 6) n?’v0j|29?—3/2—6> du

31
Z/\an@?“/? ﬁg(b+6—25b)
Q . >

g

1
oy Vng 9RO R E< 28 + b+ 6)(2b — 28 + 1)
~- ,
s 1
+ 020,20 v, 6b(—452 +46%b — 88b+ 2 + 9b — 6) du,
~ .

wobei die letzte Zeile schon quadratische Form, [ v’ Mvdz fiir
(H(bH/Q ﬁ/Qan, ]H(b 8202y, ;) und die Matrix

D) s

besitzt. Fordern wir jetzt, dass diese quadratische Form positiv definit ist, so erhalten wir
die Bedingungen an die Hauptminoren

A>0,
AC — B?> > 0.

Diese sind ausgeschrieben genau die Ungleichungen in der Definition von Nj (3.74) und
somit fiir (b1, bo) € Nj erfiillt. Daraus schliefen wir die Existenz einer Konstante C} > 0,
sodass vT Mv > C¥|v[%. Somit konnen wir (3.81) abschiitzen durch

—/Qv (%) v (njej” 5) + RV (c“?({zbg)) v (njej’” 5) dz

<_c / (6477221 9m, P 20|96, ) dar (3.85)
Q
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Betrachten wir nun (3.82). Die Betrige der Produkte im Integral schitzen wir mit der
skalierten Young-Ungleichung, Korollar 2.19, mit p = ¢ = 2 und 0 > 0 ab und erhalten

/v (aﬁ’D) ( jej/w) + KV (g(f;(f)) v <nj9§/2*’3> de

< [ |75 317 () || 5[ () e
-5 L[V < o] dw+§11V(m@”5)F+m2 (mse2* )|

Das erste Integral hingt nur von den Randdaten und 6 ab und kann daher durch eine
positive Konstante C'p abgeschitzt werden. Fiir das zweite Integral differenzieren wir die
Terme aus und schitzen das Quadrat mit der Young-Ungleichung aus Lemma 2.18 ab,
um die gemischten Terme vernachléssigen zu konnen. Mit k = %(2 — f3) folgt dann

cD+g/<an91/2 /3+( —ﬁ)nj 0, ﬁve
Q

- (2(2—5)) V032" < —5) n;0)°7v0; )dx

<Cp + gCﬁ/Q ((9]1.—2/3 + 05?‘%) V2 +n? (0;1—26 + 0;—2[3) |V9j|2> dz

mit Cz > 0 abhéngig von /. Also gilt insgesamt fiir den Term (3.82)

O fv,p 1/2-8 Ofo.0 3/2-8
/Qv( o )v(njej ) +rv St v (") dx
5
< Cp+5Cs / (67727 +63727) 192 402 (6,7 +6)°) [V6,2) dw. (3.86)
Q

Den letzten Term (3.83), den es abzuschétzen gilt, betrachten wir in der Form, in welcher
er in Sy, », vorkommt, also die Summe iiber b = by, by und skaliert mit ﬁ Dann ergibt

sich
afbj afbD & o
|b|/< iy ) 1 0

= Z H/ nﬂbl—np@b Y ;(1—9j)dx

b=b1,b

b1<0,b2>0 _/ (62" — npds ™) @(1 —0;)dz +/ (62" — npiz ) @(1 _6,)ds
Q T Q T
1
~ [ Lot~ 0 05—y e [ Luss, - o)
1
= /Q;”J”D(Qj I CA R (3.87)

Die letzte Ungleichung folgt dabei daraus, dass %n?G?l_l > 0ist und (0; —1), (9?2_1” — 1)
gleiche Vorzeichen haben, da by —b; > 0 ist. Durch Addieren von +n%60p +n% im Integral
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konnen wir (3.87) weiter bearbeiten. Wir erhalten

1
—nnp(6; — 1) (051 — 03 7") da

Il {O\
S~—S— o — "

(nynpb; — nynp £nhlp £n) (0 — 057" do

((n38; = noBo)np — (n; = np)np +wh(6p — 1)) (65~ — 037" da

Nl A=

(no(ns6; = nob) (057~ 657")
— (ny = np)np (07" = O57) +nd(6; — 1)(OF — 0 7") )da
< /QD’anj —nD9D|d9U+/9D|nj —nD|d95+/9/§d$7
Q Q Q

mit den Funktionen
e e
gp :=np(fp — 1)gp,

welche nur von den Randdaten abhéngig sind. Die ersten beiden Integrale der letzten

Ungleichung schitzen wir jetzt mit der skalierten Young-Ungleichung, Korollar 2.19, mit
0 > 0 und p = g = 2 ab und schliefsen auf

o 4] 1
5 /Q ]njej — nDGDIde + 5 /S; |nj — nDIde +/Q (Q*D + 59123) dz. (388)

Da n;0;—npfp und n;—np H(Q)-Funktionen sind, kénnen wir die L?- Normen in (3.88)
mit der Poincaré-Ungleichung, Theorem 2.8, abschétzen. Sei also C}, > 0 die Konstante
aus der Poincaré-Ungleichung. Wir schitzen (3.88) ab und mit Hilfe der Young-Unglei-
chung, um beim Quadrieren die gemischten Terme vernachlissigen zu konnen, erhalten
wir

o [ 190ty =~ o)+ V0, o)+ [ (g + a3 ) o
— cpg /Q IV (n;0,) — V(npbp)|* + |Vn; — Vnp|*dz + /Q (9}5 + %g%) dx
< 0p5/§2(|vnj|29§+ V0,202 + |Vn;[2)da
+Cyb [ (ol + 9 uo00)Phas + [ (g + 343 ) s
< cpa/g(\vnjﬁe; V8,202 + [V 2)dz + Cyp,

wobei die Integrale iiber die Randterme mit der Poincaré-Konstante und ¢ in eine Kon-
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stante C), p > 0 zusammengefasst wurden. Insgesamt ergibt das fiir den Term (3.83)

P AT ) R -

< Cp5/<|vnj|293. V6,202 + [Vnyf2)de + Cyp.
Q

Betrachten wir jetzt die zu zeigende Aussage (3.75) mit Cy := max{|by|, |by|}'C* > 0 in
der Form

1
= (St by (15, 1505) — Sy (-1, 15-105-1))

h
+C'1/ (01?1+1/2 6+9b2+1/2 B) |Vn]]2+n (le 3/2— 6+9b2 3/2— 6) V0, 2dx
Q

J

1 1
<\b ’(Cbbl(”avna i) — bb, (nj—1,m5-10;-1))

1
’b ‘(stz(n]an] ) ¢b2(n] 1, M- 19] 1)))

‘l‘cl/ (9;?1+1/2 ﬂ+0b2+1/2 ﬁ) |vn]’2_‘_n (91)1 3/2— 5+9b2 3/2— ,3> |V0 ‘ dz.
Q
Koénnen wir diesen Term durch eine Konstante Cy > 0 abschétzen, sind wir fertig. Be-

nutzen wir also die zuvor gezeigten Abschétzungen (3.85), (3.86) und (3.89), um diesen
Ausdruck nach oben zu beschrinken durch

|b11 ( C*/ V200270 4 n2 v, 2002 5dx)

“712 ( c*/ |V, 2071270 2| v, 200 ’Bda:)
+01/Q (6527 4 20 ) [y 2 2 (07 ) 96 P
o (CD + 5Cﬂ / (9;—” + ej.’—w) |V, 2 + 12| V6; 2 (e;”ﬁ + 9;—25) dx)

1 Y 1-28 | ;3-28 2 | 2 2 (p-1-28 | p1-28
i (CD+ Oﬁ/(ej + 6 >|vnj| + 2|0, (e]. + 6! )dx

-+ Cp(S/ (|Vn]|29j2 -+ |V(9]\2n§ -+ |VTLJ|2) dx + CZLD'
Q
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Mit elementaren Umformungen schitzen wir diese Summe weiter ab durch
o {L L}C* g8 | ght1/2-5Y 7y, 2
e Tl S ﬂ' "
o (077 ) 9 P
e / (05127 e 20 [V 2 2 (0702 ) 90 P

1
2
|||b|}C

1-28 3-28 2 2 12 (p-1-28 1-28
+max{|b1| |b|}5cﬁ (/Q (037 + 637 ) Vns 2+ 2|V, (6,7 + 0] >d:c)

+ Cpé/ (|V7’L]’ (9]2 + |V9]|2n§ + |V7’L]’2) dx + Cp,D-
Q

+ max{

Aufgrund der Definition von Cy = max{|by|, |b|} 'C% heben sich die ersten beiden Sum-
manden auf. Fiir den ersten Ausdruck im letzten Integral, |Vn;[*6%, benutzen wir Lemma
3.16 (i) und fassen die Ausdriicke mit den passenden Termen im Integral davor zusammen.

Mit Cy := C, p + max { BT Toal } 2C'p haben wir eine obere Schranke gefunden durch

1
= (S o (15, 1585) — Sy oy (nj—1,15-1651))

h
+Ca/ (65127 4 20 [V 2 2 (0 ) 90, P
Q

1 1-28 3—-28 2
< X ) .
< Cy+26 (max{|b1| |b2|}cﬁ+c>/ﬂ(1+9] + 657 |Vl

+ VO (146,72 + 07 da.

(3.90)

Jetzt benutzen wir Lemma 3.16 (ii), (iii) um die Summe der §;-Terme im Integral durch
die passenden Terme abzuschétzen, die auch auf der linken Seite der Ungleichung zu
finden sind. Mit einer neuen, positiven Konstante C*, abhingig von dem Gebiet €2 und
B, by, by schreiben wir dann

1

7 (St by (1, 1585) — Sy oy (M1, m5-165-1))

+01/ (6527 4 020 (g 2 2 (0220 ) |V, e
Q

J
<9?1+1/2 5+9l)2+1/2 ﬁ) |Vn]\2+n <0b1 3/2— 5+9b2 3/2— 5) ’ve |2d$

(3.91)

§02+5C*/

Q

Wihlen wir jetzt § klein genug, so dass C, := C} — 6C* > 0 gilt, konnen wir die Aussage
(3.75) schliefsen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass C5 fiir konstantes np und 0p = 1 verschwindet. Wir
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erinnern uns dazu an die Herleitung der Konstante

1 1
Cy =Cp p + max{—, —}2Cp
[b1]" [ba
1
8 [ (VP + [V (npto))ds + [ (g + o)
0 Q
1,1 Ofop |’ Ofsp |

In den Integralen kommen nur Ableitungen der Randterme vor, also verschwinden diese
fir konstante Daten und somit auch C,. ]

3.5 Ubergang h — 0

In diesem Kapitel konnen wir nun schliefslich die Existenz einer schwachen Losung n, né
von (1.1), (1.2) zeigen, indem wir den Beweis von Theorem 3.1 formulieren. In dem
vorherigen Kapitel 3.3 haben wir in Korollar 3.11 die Existenz semidiskreter Losungen
von (3.62), (3.63) gezeigt, bezichungsweise der N Systeme. Hier wollen wir nun diesen
Prozess des Festhaltens einer Variablen wieder umkehren und auf eine kontinuierliche
Losung der urspriinglichen Gleichungen schliefen.

Dafiir erweitern wir die semidiskreten Funktionen zuerst auf das ganze Intervall [0, T,
indem wir die stiickweise konstanten Funktionen in ¢ definieren durch

np: £ X ((j_l)ha]h] — R, (.I,t)HTLj(.T),

On: U x ((j — Dh,jh] = R, (z,1) = 0;(z)
mit 1 < j < N =T/hund ny(z,0) = no(z), 0,(x,0) = Oy(z) . Weiters definieren wir die
diskrete Zeitableitung fiir beliebige Funktionen w(z,t) durch

w(z,t) —w(x,t — h)
h

fiir z € Q,t > h. Damit lassen sich die semidiskreten Gleichungen (3.62), (3.63) fiir festes
t € (0,T) schreiben als

(Dpw)(z,t) =

Dhnh =A (nhe}ll/z_ﬁ> s (392)
_ n
Di(nnby) = A (nhe;”/2 5) + 21— 6. (3.93)

Das Variationsproblem mit Dirichlet-Neumann-Randbedingungen schreibt sich dann als,
finde ny(-,t), 0, (-, t) € H(Q), sodass fiir alle ¢ € H}(Q) gilt

/ Dypnppdr = — / \Y (nh9,11/2_5> Vpdz,
Q Q

/ Dy (npp)pdx = —KJ/ \V (nhﬁz/%ﬁ) Vdr +/ @(1 — 0p)pdex.
Q Q QT
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Die Gelfand-Identifizierung aus Definition 2.11 erlaubt uns die schwache Formulierung mit
Dualitatsklammern zu schreiben. Wir benutzen das Tripel V = HL(Q), H = L*(Q), V' =
H}L(Q). Dann lisst sich das H-Innenprodukt als das Auswerten eines Funktionals aus V'
auffassen. Fiir festes t € (0, T) konnen wir dann mit (Dyny,) (-, t), (Di(npbn)) (-, t) € L*(Q)
die schwache Formulierung umschreiben auf

(Dpny, <p>H11)(Q), = —/ \Y4 (nhﬁ,l/Q_B) Vdz, (3.94)
Q
(Dn(nubh), 0) g oy = —Kj/ \Y (nh92/275> Vdx —|—/ @(1 — 0p)pdx (3.95)
b Q T

fiir alle ¢ € HL ().

Laut Lemma 3.15 (ii) gilt (5 - 3 5) € Njs. Betrachten wir jetzt die diskrete Entropieun-
gleichung (3.75) aus Theorem 3.17 mit (by,bs) = (8 — 3,5) fiir ein j € {1,..., N},

Shy o (1, 50;) + Clh/ (1 + 0;1/2‘5> IV, |* + n3 (0;2 + 9;/2"3> V6, |*da
Q

(3.96)
< Cah + Spy by (-1, 15-105-1).
Fiihrt man diese Abschitzung induktiv fiir alle j — 1,5 — 2,...,1 weiter, erhélt man
J
Sb1,b2 (nj, anj) -+ Cl Z h/ (1 + 6111/27B> |vnl‘2 + 7/LZZ (9f2 + 617/276> ‘V01‘2d3§' (3 97)
=0 /¢ ‘

S CQJh + Sbl,bg (nOa nOHO)'

Verbinden wir die Notation der stiickweise konstanten Funktionen in ¢ mit den semidis-
kreten Funktionen, so gilt f; = f,(lh) fiir allgemeine, semidiskrete Funktionen f; und
[=0,...,N. Weiters gilt fiir die Summe mit ¢t = jh

j=t/h

ihf = Z hf (lh) —/t/hhf (lh)dl—/tf (f)d{
1=0 l 1=0 ' 0 " 0 " '

Mit diesen Erkenntnissen konnen wir (3.97) umschreiben zu

t
Shy e (M (), (£)0n (1)) + C1 / / (1 + 021/2—6> Va|? + n2 (9;2 + 92/2—5> V6, [2dadi
0 JQ
< Oyt + Sy vy (10, n000),
(3.98)

mit (b, by) = (ﬁ — %, 5). Sby by (10, Nobo) ist dabei laut Lemma 3.13 positiv und durch die
Anfangsdaten bestimmt.

Bevor wir nur den Ubergang h — 0 fiir die semidiskreten Losungen durchfiihren kénnen,
miissen wir einige Abschétzungen zeigen.

Lemma 3.18. Es existiert ein C' > 0, sogar unabhdngig von 3 € [—%, %), sodass fir
stiickweise konstante Funktionen 6, > 0 gilt
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(i) 1+ 624072 4 ¢5% < C (65’1/2 + 92),
(i) 1+02+0"% 1% < C ( +6,1 5)
(iii) 146, 10,7 <C (9;2 + 9}7/2*5)

Beweis. Wir werden zeigen, dass der jeweils erste Term der rechten Seite die linke Seite
fiir 8, <1 kontrolliert und der zweite Term analog fiir 8, > 1 fungiert. Konsequent kann
man zum Beispiel als Konstante C' = 4 in allen drei Punkten wihlen.

Wir betrachten zuerst (i) und erinnern an —1 < 8 < 1. Die Hochzahlen erfiillen

B——<0 ﬂ— <25—1<1—26 /B—l<3—25,

2§5,1—2ﬂ§5,3—26§5.

Die erste Zeile garantiert dabei, dass im Fall 8, < 1, der Term 95_1/2 grofser oder gleich
jedem einzelnen Ausdruck auf der linken Seite ist. Die zweite Zeile liefert die analoge
Aussage fiir den Fall 6, > 1 und 6;.

Fiir (ii) dominiert 1 fiir kleine ), und wir iiberpriifen fiir 6, > 1, dass
11 11 11
2§7—571—25§7—573—25§7—5

gilt. In (iii) erkennen wir, dass auch

—2 <0, —2<—1—26,—2<1—2ﬁ,

7
S p1-2p<L-B1-28<L -8
erfiillt sind, und somit die Argumentation analog zu vorher verlduft. O

Lemma 3.19. Das Entropiefunktional Sy, p, erfillt fir (by,be) = (ﬂ —
Konstanten Cy,Cy > 0, unabhdngig von h,

%, 5) , fiir zwei

Sby by (Mhs np0s) > —C + 02/

(95 2y eh) dz. (3.99)
Q

Ny, O sind dabei die stickweise konstanten Funktionen der semidiskreten Losungen n;,0;
aus Korollar 3.11.

Beweis. Laut Definition gilt

1 1
Sbl,bg (nh, nheh) = m(ﬁbl(”h? nheh) + 5%2 (nh, nheh)
2
mit
0 0
o (nn, b)) = / fo(nn, mubn) — fo.p — g;lD (np, —np) — %(nheh —npbp)dx
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und

Fon (s ) = 020072 o (i, ) = 205

Hier kann f;, p durch eine positive Konstante, abhédngig von den Randdaten Cp > 0, nach
unten abgeschitzt werden. Die Ableitungen von f, betrachten wir einzeln und benutzen
die skalierte Young-Ungleichung, Korollar 2.19, mit 6 > 0,p = ¢ = 2 fiir

afbD (nn, —np)|de < 8fbD e+ 6,
e b=b ,bs
1 [0fp| 5/ ) ]
< L i d 6 ] ;
_b:;b2 </Q25‘ on x+2 Q‘nh’ x| +Ch

1
< 5/ nida: + =Cp
Q )
und analog fiir

0 1
fbD gCD~

nheh - nDeD)

dz < (5/ n;0rdr +
b=b1,bo &
Die Terme, welche nur von den Randdaten und 8 abhidngen, wurden dabei in positi-
ve Randkonstanten Cp,Cp > 0 zusammengefasst. Benutzen wir jetzt Lemma 3.18 (i),
konnen wir fiir die Summe der letzten beiden Ungleichung schliefsen

Z/ )| dx + Z/ afbD

b=b1,b2 b=b1,b2

2
<z 2 2
< 6CD+25/th<1+9h>dx

2
< -Cp+ 25/ ”i <1 + 9}21 + 92—25 + 92_25>dx
g Q T

< SCD + 205/ n? (ef*m + e;’;) da.

Setzen wir diese Erkenntnisse in die Definition des Entropiefunktionals erhalten wir fiir
passende, positive Konstanten, unabhéngig von h,

8fbp
np — nD

nhéh nDQD) dx

11
\6|5

(/ i (072 4 67) o — O — 20 205/ ni (60 +67) dx)

Q Q

() w0 e a)e)
15— 0 .

Wiéhlen wir jetzt § > 0 so klein, dass (1 — 20C') > 0 ist, konnen wir das Ganze mit zwei
Konstanten C7, Cy > 0 schreiben und erhalten

Sby.bo (Mh, p6h) > min{ } (b, (nn, N On) + Ou, (N1, 1R6OR))

>

\ﬂl

N |

Sbybs (Mhs npbp) > —C1 4 Cy / ny (9571/2 + 92) dz,
0

was wir zeigen wollten. O
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Mit diesen Erkenntnissen und der Entropieabschitzung aus Theorem 3.17 werden wir nun
h-unabhéngige Abschéitzungen fiir die semidiskreten Losungen ny, n,6, in den Normen
der zeitabhidngigen Sobolevraume herleiten.

Lemma 3.20. Seien ny,, 0), die stickweise konstanten Funktionen der Losungen aus Ko-
rollar 3.11. Es existiert eine Konstante C' > 0, sodass fir alle h > 0 folgende Unglei-
chungen gelten.:

(Z) th”LC’O(QT;LQ(Q)) + |’nh9hHLoo(07T;L2(Q)) S C;

(1) Iyl o iz + Iy Nl iz < C,
(i@) ||1nnl| L20,mm0 ) + (17800 || L2011 (02 < C
(iv) 010l 20 rsm ) + Iy >Nz ey < C

(v) 1Dnnll2nrim )y + 1 Dn(mn0n) 2 iy ) < C-

Beweis. Wir betrachten die Ungleichung aus Lemma 3.18 (i), multiplizieren mit n; und
integrieren iiber €). Dann erhalten wir fiir passende, positive Konstanten, welche der Reihe
nach nummeriert werden,

1/2—8 3/2—p
1122 + 1040122 + 1060 > 220y + by 21200

— / ni + n%@i + ni&i_w + ni@i_wdx
Q

<O / ny <9§71/2 + 92) dz
Q
< Oy + C3Sp, py (i, n161).

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus Lemma 3.19. Mit (3.98) kann man den letzten
Ausdruck weiter abschétzen durch

CQ + C3Sb1,b2 (no, noeo) + C4t

t
- 05/ / (146,277) [Vnal? + 0 (6,2 + 6/*7) V64 2daal
0o Jo
< Oy + C3Sp, p, (1o, n0bo) + Cat
S HlaX{CQ, 03, 04}(1 + Sbth (ng, noeo) + T)

Insgesamt haben wir also, wegen der Beschrianktheit der Anfangsdaten, fiir eine passende,
positive Konstante

3

1/2—p8 2—8
132y + I70nl122) + 1060y >~ 120 + Iy 132y < C + CT.

Daraus folgen (i) und (ii). Fiir (iii) und (iv) benutzen wir Lemma 3.18 (ii) und (iii) und
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die Young-Ungleichung, Lemma 2.18. Wir schiitzen damit die folgenden Terme ab durch
IVnnl? + [V (n400) 2 + [V (i8> 7 2 + [V (63> 2
< |Vma|? + C (V|07 + ni|VOu)?) + C (yvnhﬁe};” + nie,f*?ﬂveh\?)
+C (192607 + 20, V0, 2)
<C ( (1 020 9;’;-%) V|2 + n (1 N 9};25) yve,ﬁ)
<C (1 + 9;1/2*5) Vnp? + Cn2 (e,;? + 9;/2*5) V6,2,

Diese Abschitzung und erneutes Anwenden der Young-Ungleichung fiir die Mischterme
in den Quadraten liefert

IV (ny, —np)|* + |V (nab, — npbp)|?

O A Y YN s | R AVA (T O e [
< C (192 + [V () P + [V (106} * ) + [V (7)) + C
<C (1 + 9,1}/2‘/3) Vs + Cn (9;2 + 9,?/2‘5) IV6,)% + Cp,

mit einer Konstanten C'p > 0, abhéngig von den Gradienten der Randdaten np,f0p. Cp
verschwindet also fiir konstante Randbedingungen. Integrieren wir die Ungleichung nun
tiber (0,7) x Q ergibt das

T
/0 |V (nn — ”D)H%?(Q) + [V(nabh — nDQD)HQL?(Q)
1/2— 1/2— 3/2—p3 3 2—p
IV (0> = npf >V 2a 0y + IV (> = pl ) |22y dE

T
S é/ / (1 + (921/2—6> |Vnh|2 —+ TL}Ql (0}:2 + 02/2—ﬂ> ]V9h|2dxdf+ Tmeas(Q)CD_
0 Q

Der Integralterm ist auch in der Entropieungleichung (3.98) zu finden und wir kénnen
den Ausdruck umschreiben und die Nichtnegativitidt von Sy, p,, folgend aus Lemma 3.13,
ausnutzen. Mit (b, by) = (ﬁ — %, 5) gilt dann fiir ein C > 0

T
¢ / / (1 + o H) Va2 + Cn? (0,;2 + 0;/2‘5) V0, [2dadf + T meas(2)C)p
0 Q

S O(CQT + §b1,b2 (77,0, noegz — §b1,b2 (nh(T), nh(T)Hh(T)J) + T meas(Q)CD

TV
beschrankt >0

<C.
Zusammengesetzt mit den davor gezeigten Ungleichungen ergibt das
T
19 = ) oy + 17t = m0)
+ 1V 08y = 18> W) + 11V (10637 = npb* ") 720

<C.
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Die Funktionen in den H!-Seminormen in der letzten Ungleichung sind laut Konstruktion
sogar in H}(2) und daher kénnen wir die Poincaré-Ungleichung 2.8 benutzen, um sogar
die Summe von

th - nDHLz(O,T;Hl(Q))a theh - nDeDHLQ(D,T;Hl(Q))a

th0}17,/275 - nDQ})/%BHm(o,T;Hl(Q)), thez/%ﬁ - HDQSD/%BHL?(O,T;HI(Q))

durch eine Konstante zu beschranken. Aus

thHL2(0,T;H1(Q)) < |lnn — ”DHL2(07T;H1(Q)) +Cb

fiir eine Konstante Cp > 0, abhéngig von den Randdaten, folgen dann (iii) und (iv). Fiir
(v) benutzen wir die Gleichungen in den schwachen Formulierungen (3.94), (3.95) und
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir Dpn;, schliefen wir auf

T
IDrnnl L2z ) = /h | Darllzy

T
— / sup [(Drnn, v) gy ay 2dt
h

[vl<1veHEL(Q)

T
_ / sup  [(V(n* "), Vo) oo [Pt
h

vl <1veHEL(Q)

T

1/2—-3

<[ s V8 e Vel
b lv[[<10eHEL(Q)

T
1/2—-p8
< / IV (0> 2t
1/2—8
= IV (8> )12 0 i)
(iv)
<C

und fiir Dy, (n60y) liefert analoge Vorgehensweise

T
N A R XA

T
— / sup [(Dn(nnbh); v) a y |%dt
h

ol <1,0€HY ()

T
= / sup |(/1V(nh92/275), V) 12
h v

|<1veHL(Q)
n
+ (7’%1 — 0h),0) 120t
T
3/2—
<2 s (V00 e 90

lvl|<1veH}

1
1= = 1060) [ 0] )
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T
3/2-8
§4/<:2/0 <Hv(nh0h/ )H%?(Q)

1
|2y (NmnlB ey + a3 ey) )

3/2—
= 45? <||(V(nh9h/ ﬁ)“%?(o,T;LQ(Q))

1
+ H;”ioo(g)(||nh||2L2(O,T;L2(Q)) + thefLH%?(O,T;L?(Q))))
(iif),(iv)
<

Damit ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen. O]

In diesem Kapitel wollen wir den Grenzwert identifizieren, falls die Gitterweite h gegen
Null geht. Wir werden dazu eine Variante des Aubin-Lemmas benutzen, Lemma 2.16.
Betrachten wir unsere Situation zuerst in der dort verwendeten Notation. Es gilt mit
Rellich-Kondrachov und der Riesz-Identifizierung

kompakt , stetig

X =H'(Q) == B=LQ)~L*Q) =Y =H,Q)
und r = 1,p = 2. ny, ny0), erfiillen laut Lemma 3.20

1
7 = Swnll o s @y + Iz, o)

< é||Dhnh||L2(h,T;H}3(Q)’) + ||nh||L2(O,T;H1(Q)) <C,

1
Etheh — Sn(abn)| 1 (i )y + IOn | 207,81 ()

< é||Dh<nh0h)HLQ(h,T;HlD(Q)/) + thHLQ(O,T;Hl(Q)) <C.
Also garantiert die erste Aussage dieses Aubin-Lemmas 2.16, dass (ny), (nn0y) relativ
kompakt in L?(0,T; L*(2)) sind. Damit existieren konvergente Teilfolgen, welche der
Ubersicht halber nicht umnummeriert werden, sodass
n, —n in L*(0,T; L*(Q)), (3.100)
npf, — w in L*(0,T; L*(Q)) (3.101)
fiir b — 0.

Nach Lemma 3.20 sind ny,, 0, ns0)>"" und n,62>" beschriinkt in L2(0,T; H'(2))
und Dpn._ Dy (np0y) beschrinkt in L?(h, T; H},(€2)'). Mit Theorem 2.20 haben wir daher
schwach konvergente Teilfolgen, welche hier aber auch nicht extra umnumeriert werden.
Also konvergieren fiir h — 0
n, —=n in L*(0,T; H'()),
nheh —w in LZ(O,T; Hl(Q)),
> =y in L2(0,T; H'(Q)),
mby > " = 2 in L2(0,T; H'(Q))

23



und

Dpny, = N in L2(0,T; Hb(Q)"),
Dh(nhﬂh) — W in Lz(O,T; H})(Q)/)

Wir kénnen die Grenzwerte der diskreten Ableitungen N, W mithilfe der starken Kon-
vergenz (3.100), (3.101) besser charakterisieren. Sei dazu ¢ € C§°([0,7T]; H,(Q)) eine
glatte Testfunktion mit kompaktem Trager in (0,7"). h sei so klein, dass der Triger von
¢ komplett in (h, T — h) enthalten ist. Dann gilt mit der Gelfand-Identifizierung

T T
/ <Dhnh>90>Hb(Q)’dt:/ /DhnhSdedt
h h

Q

Tr1 Tri
:/ /—nh(:v,t)go(x,t)dxdt—/ /—nh(x,t—h)gp(a:,t)dmdt
h Q h h Q h
T-h [ q
:/ /—nh(x,t)go(:c,t)dxdt
0 ah
T-h [ q
—/ /—nh(x,t)go(x,t—i—h)dxdt
o Jah
T—h
= —/ /nh(:ﬂ,t)D_hgp(x,t)dxdt.
0 Q

Eine Taylor-Entwicklung von D_pp(z,t) = Oyp(x,t) + O(h) zeigt uns die starke Konver-
genz von D_,p gegen Oyp in L*(0,T, L*(2)). Benutzen wir jetzt die Konvergenz von ny,
aus (3.100) so folgt fiir h — 0

T—h T
—/ / npD_pedrdt — —/ / noypdxdt.
0 0 o Ja
T ~
/ /<8tn—N,go> dt =0
0o Jo HE, ()

fiir alle ¢ € C§°([0,T]; Hp(Q)), woraus N = 9yn folgt. Die gleichen Schritte liefern uns
auch W = 0w und somit

Also erhalten wir

Dyny, — O in L*(0,T; H(Q)), (3.106)
Dy () — 0w in L*(0,T; Hp(2)). (3.107)

Unser Ziel ist es, die Grenzwerte w, y und z zu identifizieren. Dazu zeigen wir zuerst, dass
fiir n, w aus (3.100), (3.101) gilt

n(z,t),w(z,t) >0 fast iiberall in Q x (0,7). (3.108)

Damit werden wir dann aus der starken Konvergenz in L*(0,T; L*(2)) einen Grenzwert
von 6, bestimmen. Dafiir beweisen wir zuerst noch zwei Lemmata, welche fiir den Beweis
bendtigt werden.
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Lemma 3.21. Die stiickweise konstanten Funktionen ny, 0y der Losungen aus Korollar
3.11 erfiillen

1 _ 1
/ (b)) * P v (”5“/2) \ <—> +ny, PV ((nun)** %) v (_)
Q i

ny0n

- _ 1 1 .
+ ()Y PV <n£ 1/2) v (@) L2y ((nn0)/2%) v (n_h) da (3.109)

<0.

Beweis. Es gilt

1 . _ 1
n,gﬂ/zv ((nh9h>1/2—ﬁ) v (_) + (nheh)d/z—ﬁv <n§ 1/2) v (_)

np np0n

(- ) ()
R ((ENI& )

=— (% B 5) ny (V) (0 0) 2OV ()

- (B B %) ny (V) (n0) 2OV ()
=0.

Damit vereinfacht sich die linke Seite von (3.109) zu

1 _ 1
/Q<nh0h)1/2—5v <n5+1/2> \VA (n_h) + "5 1/2V ((nheh)3/2—ﬁ> \V4 (_) dx

nth
1 _ 3 —
= _/ (5 + 5) np 2 () Vg + (5 - 5) ny 2 (m6) "V () Pl
)

Die Aussage des Lemmas folgt nun aus —% < B < % und der Positivitdt von ny, 0, aus
Korollar 3.11. ]

Lemma 3.22. Seit = jh,j € Ny und f,, eine stiickweise konstante Funktion. Dann folgt
aus

Dy fa(t) < gn(2), (3.110)
fir gn(t) > 0, stickweise konstant, dass
T ~, ~
fn(t) < f1(0) +/ gn(t)dt, te|0,T] (3.111)
0
gult.
Beweis. Laut Voraussetzung gilt

Ju(gh) = fu((7 = 1)h) = fu(t) — fu(t — h) < hgn(t).
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Nun schreiben wir die Summe f,(t) — f,(0) als Teleskopsumme an. Dann nutzen wir
diese Abschitzung und die Aquivalenz von Summe und Integral fiir stiickweise konstante
Funktionen, wie am Anfang des Kapitels, und erhalten

Fu(t) = £u(0) = (ful1h) = fu((l = 1)h))

=1

J
< Z han(lh)
=1

:[WME

<[ " gu(Ddf

Wir konnen jetzt das Resultat iiber die Positivitat der Grenzwerte n und w beweisen.

Lemma 3.23. Fir n,w aus (3.100), (3.101) gilt (3.108).

O

Beweis. Wir definieren als Hilfsfunktion ein diskretes Entropiefunktional,

1 1 0
A(np,npby) = / (— log nyj, — - log(nybh) + I + — BnZn ) dz. (3.112)
Q

np /inDQD
Da ny, 6;, positiv und beschriankt fast iiberall auf €2 sind, ist A sinnvoll definiert und
stiickweise konstant in ¢. Auferdem sind

1 1 1 1
nh’ Tlh@h’ nD’ nplp

c H'(Q),

aufgrund der Positivitdt der Funktionen. Wir bemerken die Konvexitit von x — —logx
und daraus folgend, dass

1
Dy (—logny) < ——Dpny,
Np

Dh(— log(n;ﬂh)) S — Dh(nheh)

nptp

gilt. Damit betrachten wir die diskrete Ableitung D} von A und benutzen die schwache

o6



Formulierung der semidiskreten Gleichungen (3.94), (3.95) und erhalten

1 1 ny0
DhA(nhvnheh) =Dy, </ < logny, — - log(nheh) + Ih + — W ) dx)
Q

np knptp

1 1 1 1 1
< [ (Dpnn) [ — = =) +=Dp(ns6 ——)d
_/Q( 1) (TLD nh) +/i () (HDQD nheh) v
N ——  —— p . J/

-~

€HL () €HL(Q)

:/Q (v (/") v (nih) +V (8" 7) v (ﬁ)) du
_ /Q (wnhe}/w)v (%) v (nhei/zfﬁ) v <nDleD)> d
1

1 1
— - 1— .
+ /Q KT (HDQD nhﬂh) nh( eh)dl'

Verwenden wir jetzt nhé}l/z_ﬁ = n}/Qw(nhHh)l/Z*ﬁ,nhezﬂ_ﬂ = ng_l/Q(nhgh)u%/?fﬁ und
differenzieren die Gradienten aus, konnen wir die diskrete Ableitung abschitzen mit

DhA<nh7 nheh) <
1/2_5 ﬁ+1/2 1 1/2 3/2—/5’ 1
/Q(nhé’h) \4 (nh > \Y (nh) +n, 7V ((nn6n) )V (nheh)
+ )0 (w7) v ( ) + 0l (ny) 2 P) ¥ <i> du
n40n
— 1/2-8 1 3/2—8 1
/Qv(ne )v( )—i—V(nhG >v(nD0D>dx

Nh
+1/ "h1—g)d / d / ~d
K TLDGD T h o 7'(9h v T -

Den ersten Term (3.113) koénnen wir mit Lemma 3.21 beim Abschétzen nach oben ver-
nachlissigen. Den zweiten Term (3.114) schétzen wir termweise mit der Young-Unglei-
chung, Lemma 2.18, und Konstanten fiir Randterme und gegebene Gréfen, wie 7, x und
dem beschrinkten Gebiet €2, ab. Die negativen Ausdriicke kénnen wir vernachléssigen,
da wir eine obere Schranke suchen. Also gibt es ein C' > 0, abhéingig von 7, np, 0p, x und
), sodass

(3.113)

(3.114)

DhA(nh,nhHh) < é (1 + thH%Z(Q) + thﬁ,ll/%BH%{l(Q) + thezmiﬁHip(Q)) . (3115)

Damit schliefsen wir mit Lemma 3.22 auf die Existenz einer Konstanten C' > 0, fiir welche
auf [0, 7]

( n(t ) n(t)0n(1))
+ é (1 + ||nh||L2 0,1:22()) T ||nh01/2 172 0.T;HLY(Q) T H”h93 /2 °I132 OT;Hl(Q))>
<C (3.117)
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gilt. Fiir die letzte Ungleichung wurden die Abschétzungen (iii), (iv) aus Lemma 3.20
benutzt. ny, 0y, np,0p sind fast iiberall positiv und beschrénkt unabhéngig von h. Wir
kénnen also das Lemma von Fatou 2.24 anwenden, da — logny, —log(n,6;) fast iiberall
nach unten durch eine von h unabhéngige Konstante abgeschitzt werden konnen. Diese
ist zwar nicht notwendigerweise positiv aber das Lemma von Fatou bleibt auch giiltig fiir
eine negative, integrierbare Schranke*. Dann folgt mit der Stetigkeit von — log und der
Konvergenz (3.100), (3.101)

1 1
A(n,w):/(—logn——logw—i-i—i—— < )dx
Q K

np I{TLDQD

np 1 nheh ) dr

1
= / lim inf (— log np, — —log(npbp) + — + —
0 K

h—0 np I{TLDQD

1 1 ny0
< hminf/ (— log i — — log(nafy) + & 4 = U ) dz
h—0 Q K np HRDQD

= liminf A(ny, np0r)
h—0

<C.
Die Konstante C' > 0 ist insbesondere unabhéngig von ¢ € [0, 7. Es gilt dann sogar

sup A(n(t),w(t)) < C. (3.118)

te[0,7)

Das bedeutet A ist fiir n, w fiir alle ¢ € [0,7] beschrinkt. Laut Definition (3.112) muss
dann aber insbesondere

1
—logn(z,t) — p log w(z,t) < oo (3.119)

fast tiberall auf Q x (0,T") gelten. Aufgrund der starken Konvergenz (3.100), (3.101) sind
n,w € L?(0,T; L*())) und sind damit zusitzlich fast {iberall endlich. Zusammen mit
(3.119) folgt dann die Positivitidt von n,w fast {iberall. O

Mit der Positivitat konnen wir nun die Grenzwerte identifizieren.

Korollar 3.24. Fir die Grenzwerte w,y und z aus (3.100) bis (3.105) gilt fir eine
passende Funktion 0

w = nb, (3.120)
y =nfo/*0, (3.121)
2 =nf3?b, (3.122)

Die Konvergenzaussagen lassen sich zusdtzlich auf punktweise Konvergenz fast tberall in
Q% (0,T) erweitern.

4Falls f, > —g gilt, fiir eine integrierbare, nichtnegative Funktion g, wendet man die Aussage des
Lemmas von Fatou einfach auf f,, + ¢ an.
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Beweis. Mit dem Lemma 2.22 iiber den Zusammenhang von punktweiser Konvergenz
und Konvergenz in LP-Norm folgt aus (3.100), (3.101) °
ny — n fast iiberall in Q x (0,7, (3.123)
npf, — w fast tiberall in Q x (0,7). (3.124)
Die Beschranktheit fast iiberall von n, w und die Positivitdt fast iiberall von n implizieren
weiter fiir ein C' > 0 und hinreichend kleines h > 0

thh w

w
n

np n
O,npn — wny,

nEn
< C|Opnpn — wn 4+ wn — wny|

< C (|0pnpn — wn| + jwn — wny))
< C (I |8 — 0] + ] [n — ).

Die letzte Zeile konvergiert aber fir h — 0 fast iiberall auf Q x (0,7) gegen Null. Also
haben wir die Konvergenz fiir h — 0 von

O, — 0 = 2 fast iiberall in Q x 0,7).
n

Insbesondere gilt 0 < 6 < oo fast iiberall in 2 x (0,77). Aus der Stetigkeit der Multipli-
kation und der Potenzfunktion x — z% o > 0, folgt die Konvergenz der anderen Terme
fast tiberall in Q x (0,7") gegen

nth — n@,
n;ﬁiﬂ_ﬂ — n(‘)l/Q_B,

nthL/Q_’B — n@3/2 ",

Die Grenzwerte in der punktweisen Konvergenz fast iiberall stimmen laut Lemma 2.23 mit
den schwachen Grenzwerten in der L*(Q2 x (0,T))-Konvergenz iiberein. Mit der stetigen
Einbettung

L*0,T; H'(Q)) — L*(0,T; L*(Q))

wird die schwache Konvergenz erhalten und konnen wir auch die schwachen Grenzwerte
y und z aus (3.104) und (3.105) derart bestimmen. Das schlieft den Beweis ab. O

Diese Identifizierung zeigt uns also, dass die semidiskreten Funktionen gegen sinnvolle
Grenzwerte konvergieren. Das war die letzte, noch fehlende Aussage, um den Beweis des
Hauptresultats des Kapitels formulieren zu kénnen.

Beweis von Theorem 3.1. Seien ny(t,-),0,(t,-) € H'(Q) die semidiskreten Funktionen
der Losungen n;, 0; aus Korollar 3.11. Diese erfiillen die Dirichlet-Randbedingungen

nn(t,)|r, = np, (npp) (¢, )|r, = npbp

®Man beachte L2(0,T; L?(Q2)) ~ L?(Q x (0,T)).
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zumindest im L?(T'p)-Sinn und die schwachen Formulierungen mit Neumann-Randbedin-

gungen (3.94), (3.95).

Wihlen wir die Testfunktion ¢ € H} () in der Variationsformulierung nun zusétzlich
zeitabhiingig, also ¢ € L?(0,T; H5(Q)), und integrieren iiber (0,7), erhalten wir

T T 1o
/ (Dinn, ) gy At = — / / \V <nh9h/ *5) Voodadt,
0 0 Q

T T
/ (Dh(nhGh),go)Hb(Q), dt = —/i/ /V nhef/zfﬂ Vgpdxdt
0

/ / (1 — 0)pdadt.

Seien nun n, nf die Grenzwerte aus (3.100), (3.101). Die Konvergenzen (3.100) bis (3.107)
und die gleichméfige Beschrinktheit der Folgen aus Lemma 3.20 (i) und (ii) garantieren
uns jetzt, dass n,nd,n0>=? und n@3?7 in den passenden Riumen fiir die Behaup-
tung dieses Theorems sind. Weiters erhalten wir durch diese Konvergenzen, dass fiir alle
Testfunktionen ¢ € L?(0,T; Hp(Q)) gilt

(Dn1n, @)L2(0,T;H]g(n)/) — (O, SD)L2(0 T;HL(Q)) 0

(Dn(nnbh), )L2(0TH1 Q) — (0i(nd), )LZ(O,T;Hl Q)

<V nh€1/2 %, — (V(n@l/z_ﬁ) Vo)

1 1
Lo — (Zmtn. )
<Tnh gp)L?(o,T;Lz(Q)) (Tnh e L2(0,T;L2())
e (2ns. ) (3.129
—-n — —N . .
T P L2(0,T;L2(2)) T ¥ L2(0,T;L2(%2))

Also erfiillen n, nf genau die schwachen Formulierungen (3.1), (3.2) mit Neumann-Rand-
bedingungen.

SO) L2(0,T;L2(Q)) L2(0,T5L2(Q))

\Y nh03/2 B Vgp) — (V(n93/2’f3) Vgp)

L2(0,T;L2(9)) L2(0,T;L%(Q))

Es bleibt noch zu zeigen, dass auch die Dirichlet-Randbedingungen bei der Grenzwert-
bildung erhalten bleiben. Es gilt

[ — nD||L2(0,T;L2(rD)) <|n - nh||L2(0,T;L2(FD)) + [|nn — nD||L2(0,T;L2(FD))
= [ln = nall20.2:220p)-

Die schwache Konvergenz in H'(£2) impliziert laut Theorem 2.4 und Bemerkung 2.5 die
starke Konvergenz einer Teilfolge in L?(I'p). Das bedeutet im Allgemeinen aber nicht,
dass L*(0,T; H'(Q)) auch kompakt in L?(0,T; L*(T'p)) einbettet. Wir benutzen dazu die
in Kapitel 2.2 vorgestellte Variante des Aubin-Lemmas, Lemma 2.16. Damit haben wir
in diesem Abschnitt bereits die starke Konvergenz von ny, und ng6, in L?(0,T; L*())
gezeigt. Wir benutzen wieder r = 1,p = 2 und diesmal die Riume X = HY(Q),B =
L*(Tp),Y = HL(Q)'. Mit der Beschriinktheit aus Lemma 3.20 und den schwachen Kon-
vergenzen (3.102), (3.103) schliefsen wir auf

ny, —n in L*(0,T; L*(T'p)),
npby — nd in L*(0,T; L*(Tp)).
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Also sind die Dirichlet-Randbedingungen im Sinn von

In = npll20r:22(0p)) = 70 — npbpllL207:02(rp)) = 0
erfillt.

Aus Lemma 2.17 folgt, dass die Anfangsbedingungen im Sinne von H},(Q) erfiillt sind.
Es liefert uns namlich die Einbettung

{ue L*0,T; H'(Q)) : du € L*(0,T; HL(Q))} — C ([0,T); HH(Q)') |

wenn wir das Tripel H(Q2), L*(Q) und H}(Q2)" benutzen. Damit ist der Beweis des Theo-
rems abgeschlossen. O]

3.6 Temperaturabhingige Relaxionszeit

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass das Losbarkeitsresultat aus Theorem 3.1 auch
gilt, falls die Relaxionszeit von der Temperatur 6 abhéngig ist. Wir wihlen einen Ansatz
aus [10, Beispiel 6.8] und setzen

T=71(0) =10+ 707, (3.126)
mit 79,71 > 0. In diesem Fall gilt auch 7(f) > 0, unabhéngig von 6. Damit formulieren
wir eine analoge Losungsaussage zu Theorem 3.1.

Korollar 3.25. Die Lisbarkeitsaussage aus Theorem 3.1 gilt mit den gleichen Voraus-

setzungen auch fir die in (3.126) definierte, temperaturabhingige Relaxionszeit 7(0).

Beweis. Da der Beweis prinzipiell analog zu dem fiir Theorem 3.1 funktioniert, betrachten
wir nur die Stellen, an denen die Anderung eine Rolle spielt.

Der erste Punkt ist beim Nachrechnen der Voraussetzungen von Leray-Schauder an den
Fixpunktoperator im Beweis von Proposition 3.9. Die Konvergenz von 65 V2 n (3.47)

reicht nicht mehr aus, da 7 = 7(6,) gilt. Mit analoger Argumentation erhalt man aber

auch die schwach™ Konvergenz des Terms 7(6,,)~ 19& 2 und somit

p=1/2,4 / 9/3 1/2
6 ndr — dx
/ 7(0,) =

fiir alle n € L'(2). Dadurch ist die Konvergenz in diesem Beweisschritt gesichert.

Eine weitere Anpassung wird bei der Entfernung des Stampacchia-Abschneideterms in
Kapitel 3.3 benotigt. In der Ungleichung fiir (3.52) sind wir auf

(-2 (1+55)) o

angewiesen. Wiahlt man aber h klein genug, genauer 0 < h < (k — 1)7, folgt 1+ # <K
und die restliche Argumentation verlduft analog. ‘
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Zuletzt muss noch in Kapitel 3.5 beim Ubergang h — 0 eine Korrektur vorgenommen
werden. Fiir die Konvergenz der schwachen Formulierung beim Beweis von Theorem 3.1
in (3.125) muss noch

Th

7(0h)

gezeigt werden. Aus der punktweisen Konvergenz fast iiberall von ny, 6, folgt, dass auch
7(0r) — 7(0) punktweise fast iiberall gilt und somit auch

n

7_(9)(1 —0) schwach in L°(0,T; L*(Q)) (3.127)

(1—=0h) —

Np

7(6h)

da 7(6) strikt positiv ist.
Jetzt zeigen wir noch, dass die Folge %(1 — 61,) unabhéngig von h in L>(0,T; L*(2))
beschriankt ist, womit dann (3.127), zumindest fiir eine Teilfolge, gezeigt ist. Mit Lemma

3.20 (i) folgt

n

7(0)

(1—10,) — (1 — 0) punktweise fast iiberall in Q x (0,7,

2
np 2 ny, 2
3 _ 1 — 6 = S —_— 1 - 9 d
Sup)HT<eh)< h)HLZ(Q) sup / (eh)2< h) T

te(0,T te(0,7)Jo T
1
<Ly [0y

To te(0,T)

1
< = ( sup /nidx—ir sup /(nhﬁh)de>
To \te(0,17) JQ te(0,7) JQ

1
-2 <||nh||%°°(U,T;L2(Q)) + thehH%w(O,T;L?(Q)))
0

<C.

Die restlichen Resultate konnen mit der Positivitdt von 7(0) in dem Beweis von Theorem
3.1 iibernommen werden. ]
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4 Langzeitverhalten

In diesem Kapitel werden wir betrachten, wie sich die schwachen Losungen n,nf aus
Theorem 3.1 im Vergleich zu den Dirichlet-Randdaten iiber den Verlauf der Zeit ¢ verhal-
ten. Der Einfachheit halber treffen wir in diesem Kapitel fiir die Randbedingungen aus
(1.5) die Annahmen

np = const. ,0p =1, (4.1)
und [ sei nicht negativ, 0 < § < %

Dann werden wir zeigen, dass folgendes Theorem iiber die zeitliche Entwicklung der
erhaltenen schwachen Losungen gilt.

Theorem 4.1. Sei 0 < 3 < %,T > 0 und die Dirichlet-Randbedingungen gegeben durch
(4.1). Dann konvergiert die schwache Losung (n,nf) aus Theorem 3.1 gegen die Dirichlet-
Randdaten in folgendem Sinn.

Es existieren Konstanten Cy,Cy > 0, abhdngig von 8,np,ng und 0y, sodass fir alle t > 0
qgilt

G

. 4.2
1+ Cot (42)

In(t) = npllLzq) + In(®)O() — npllLz ) <

Die hier gezeigte Konvergenzaussage liefert eine relativ schwache Konvergenzrate. In [15]
durchgefiihrte numerische Experimente fiir glatte Anfangsdaten und konstante Randda-
ten np = 0p = 1 auf Q = (0, 1) suggerieren, dass diese Rate nicht optimal ist. Nach einer
Anfangsphase kann eventuell sogar eine exponentielle Konvergenz erwartet werden. Die
numerischen Ergebnisse liefern nicht nur Konvergenz fiir —% <pB< %, sondern auch fiir
eine Wahl des Parameters aufkerhalb dieses Intervalls.

Wir bereiten jetzt den Beweis des Resultats vor und erinnern uns an das Entropiefunktio-
nal Sy, 4, aus Definition 3.14 und die dort angefiihrte Menge fiir die Parameter b;,7 = 1, 2.

Lemma 4.2. Sei Ng die Menge aus Definition 3.14. Dann gilt
15
5—575—5 ,(=3,5) € Nj. (4.3)

Beweis. Die Bedingungen aus (3.73) sind offenbar erfiillt. Wir betrachten daher die Un-
gleichungen in (3.74). # — 1 und 5 erfiillen diese laut dem Beweis von Lemma 3.15 (ii)
bereits. Fiir g — 3 erkennen wir

(1—28) <g—6>+626>0,
5 3 5 2
428 - 1) (5 —ﬁ) +4(482 — 128 4 11) (5_5)

+ (88% — 448 + 708 — 73) (g — 5) —6(28 —1)
=24(1-28) >0
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und fiir —3 folgt

(1—-28)(=3)+6>3>0,
4(28 — 1)(=3)* +4(452 — 128 + 11)(—3)?

+ (88° — 448* + 708 — 73)(=3) — 6(28 — 1)°
>0

unter Benutzung von 0 < 8 < % O]

Fiir (nj,n;0;), die schwachen Losungen aus Korollar 3.11 mit Randbedingungen (3.64),
(3.65), gilt die diskrete Entropieabschitzung, Theorem 3.17, fiir (by,by) € Np. Fiir die
speziellen Randbedingungen (4.1) verschwindet die zweite Konstante in der Abschétzung
sogar. Mit den Parametern aus Lemma 4.2 gelten also die Ungleichungen

0 h. 3-28 24 02 (-2 pl-28 12
Sb1,62<n]an]9]) +Clh/9 (1 —|—(9J ) ’vn]’ +TL] ((9] _'_91 ) ]VHJ\ dx (44)

=H
=
=
oy
=
N
I
—~
=
|
[
[\
|
=
~—
=
=
o

J J

Sy by (17, m50;) + C’1h/ (0,‘5/2—/3 n 6,;1/2—,8) |an|2 +n]2, (9,—9/2—6 i 0;/2-6) |V0j|2dm

Q
< Spy by (nj1,m5-105-1)
(4.5)

fiir (by,b2) = (—3,5). Fithren wir die Abschétzung in der letzten Ungleichung fiir alle
7 —1,...,1 weiter erhalten wir sogar

i
Sy by (n5,150;) + Cy Z h/ (91—5/2—6 i 9}1/2—5) V|2 + n? (91—9/2—/3 n 97/2—5) V6, 2da
=1 “9

< Spy b (10, M060) < C,

(4.6)
fiir ein C' > 0, abhéngig von den Anfangsbedingungen ng, 6.
Das néchste Lemma liefert uns eine implizite Abschétzung fiir das Entropiefunktional.
Lemma 4.3. Sei (by,bs) = (8—1,5—08) € Ng, S, 4, das Entropiefunktional und
(nj,n;0;) die schwachen Lisungen aus Korollar 3.11. Dann existiert eine Konstante
C >0, so dass

Str s (1 1505) + ChSyypy (15, 150;)% < Sy, (-1, mj-105-1). (4.7)

Bewezs. Wir erinnern uns zunichst an die Definition von

1 1
Sy by (15, 1505) = Wﬁbbl (nj,m;0;) + @ébbz(”j»”j@j)
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mit

Jo.0 fo.p

n]an] /.fb n]an] fbD_ on (n'_nD)_m

(n;j8; —np - 1)dz.

Nutzen wir die Konvexitit von f;, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Beschrankt-
heit der Randdaten, konnen wir ¢, abschitzen mit

Ofe; O ; 0
Pv(n,m;0;) < /Q (% - (-J;ZD> (nj —np) + (3{:139) - 8{25)) (n;0; — np)dx

_ / (n; — np)(2n,0° — 2np) + (n,0; — np)(bny6h~ — bnp)da

< 2[|n;6% — npll2@lln; — nollr2o

+ [0llln;65 " = ol 17565 — noll2@)
< C(1+ 00 20))lInj — nollr2e)

+ C(1 + |In;07 | 2@ i85 — np L2y

fiir ein C' > 0, abhéngig von den Randdaten und . Wenden wir diese Abschitzung nun

auf die Terme von S, 5, mit (b1, b)) = (8 — 1,5 — ) an, konnen wir dies durch

Shita(ny1365) SC (14 Ing60) " Pllzacey + s8> Nz ) Ing = nollzzen s
4.8
+C<1+ ;072 | 20y + IIm; 603> 6||L2(Q>> 17365 — nplli2)

beschranken. Verwenden wir 0 < 3 < % und daraus folgend
28— 1,28 —3,3—28,5—28 € [-3,5],
zeigt eine Fallunterscheidung fiir 6; kleiner oder grofer Eins, dass auch
n207° 7+ 020770 02077 4 02077 < and(0,° + 09)

gilt. Integriert man diese Ungleichung tiber (2, so folgt

32 5/2—p

220y + 1056327 1200y + 115877220
—3/2 5/2

< C|ln;(6; /+e/>||m)

Im 1 ”L2 +||”J

Wir benutzen jetzt als Abkiirzung

Jo.p
on

Jo,0

3= fo 50 2(nb)

(nj —np) + (n;0; —np - 1).

Mithilfe der Beschranktheit von ||n;{|z2q), ||7;0;||12() aus Lemma 3.20 (i) fiir alle j > 0
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und der Ungleichung (4.6) schreiben wir

%/an (0 +67) dz = % (Qﬁs(nj’njej) + ¢5(nj,n;0;) + /Q Fogj+ F5de)
< %¢3(n]>nj i)+ ¢5(”J’”39 )
+ %CD (1 + Il 72 + ||nj9j”L2<ﬂ>>
< S_aslng ) + £Cp (14 oy + 3o

J
< S_35(nj,n;0;) + Ch Z h/ <9;5/2—B + 0l11/2—ﬁ> !VmIz
=1 7O
o (570 ) e
1
+ SCD (1 + ||”j||%2(9) + ||”j9j”%2(ﬂ)>
<C.

Die gegebenen Randdaten np, 75> f”D und f"D wurden dabei in eine Konstante Cp > 0

zusammengefasst. Also haben er damlt 1nsgesamt erhalten, dass die Summe
B—1/2 8-3/2 31252 2-p
17507 ™ 1320y + 15 zacey + 11305 ooy + 1565 2

unabhéngig von j beschrankt ist. Insbesondere ist damit die Existenz einer Konstanten
C > 0 gesichert, sodass

105072 | 20y + 1872 p2) < C,
;07 ﬂum»+ume/ Pz < C

gilt. Eingesetzt in (4.8) ergibt dies fiir eine passende, positive Konstante
Sty b (15, 130;) <Clinj — npllr2@) + Clingb; — npllr2o)

Quadriert man diesen Ausdruck und schétzt die Mischterme mittels Young-Ungleichung
ab, erhilt man fiir eine neue, positive Konstante

Sy (151305)% < € (IIng = npley + Ini65 = nollize )
Diese Funktionen sind laut Konstruktion in H},(€2) und wir kénnen die Poincaré-Unglei-

chung, Theorem 2.8, benutzen, um sie durch ihre Gradienten abzuschitzen. Zusammen
mit erneutem Anwenden der Young-Ungleichung erhalten wir

In; = npll22q) + 17565 — noll72i0) < C/Q [V, |* + [V (n,6;))*dx

< 20/ (1467) [Vn;? + n3|V0;*da.
Q
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Jetzt benutzen wir noch die Ungleichungen fiir § € [0, %)7

2<3-28,1-28>0.
Aus diesen folgt ndmlich
1462 <2 (1 + ej?‘Qﬁ) L 1<+ 00

und wir kénnen damit die Abschétzungen fiir Sy, ,(n;,7;6;)* zusammensetzen. Also er-
halten wir fiir ein passendes C' > 0

Sy 0 (15,130, < C / (1 + ej.-%) Vn,|? +n? (9;2 + 9;—%) V6, |2dx.
Q

Der letzte Term ist auch in der Abschitzung (4.4) mit einer Konstanten C zu finden.
Wihlen wir nun eine Konstante C' > 0 derart, dass C'C' = (', dann erhalten wir durch
Addieren die Aussage des Lemmas,

Sbr s (15, 150;) + ChSy, v, (nj,1;05)°
< Spy 1 (nj,n,0;) + ChC / (1 + 95’*”) Vn;|? +n? (9;2 + 9;*25) V6, 2dw
Q

= Sb11b2 (nj,nﬂj) + Olh/ (1 + 9?_25> |an|2 + nJQ (0]_2 + 9]1._25> |v0]|2d1’
Q
< Sy o (M1, 1j-105-1)-
O

Wir definieren die Abkiirzung Sy := Sp, 4, (10, 7060 ), sofern aus dem Kontext klar ist, wie
die Parameter by, by gewdhlt sind. Mit den gezeigten Aussagen ist es uns jetzt moglich,
eine explizite Schranke fiir das Entropiefunktional Sy, p,(n;,1;6;), j > 0, herzuleiten. Dazu
werden wir Lemma 2.26 benutzen. Es ist eine Art diskretes Lemma von Gronwall. Die
geforderten Voraussetzungen sind laut dem letzten Lemma 4.3 erfiillt. Also folgt fiir

(b17b2) = (6_ %7% _6)

So
ChjSy

Sy by (1, m565) < !
+ 1+2ChSy

J >0,

beziehungsweise in Schreibweise der stiickweise konstanten Funktionen mit ¢ = hj

So

CtSy 7
1+ 1+2ChSy

Sbl,bg (nh(t), nh(t)ﬁh(t)) S t> 0. (49)

Das Entropiefunktional ldsst sich also durch diesen Term beschranken. Um daraus eine
Aussage fiir das Langzeitverhalten formulieren zu koénnen, leiten wir eine untere Schranke
fiir Sy, p, (n, np0y) her, welche die Randdaten mit den Losungen in Zusammenhang bringt.
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Lemma 4.4. Wir konnen die Differenz der Randdaten zu den Lésungen durch das Entro-
piefunktional beschrinken. Genauer gilt, fir (by,by) = (5 — %,g — 6) qibt es ein C' > 0,
sodass firt € (0,T) gilt

C/ ]nh — nD|2 + ]nheh — TLD‘2d37 < Sb1,b2 (nh, nhﬁh) . (410)
Q

Beweis. Wir erinnern uns wieder an die Definition von ¢, und die Glattheit und Konve-
xitdt von f,. Mit einer Taylor-Entwicklung folgt dann

Ohun o Ofup
an V" TP B(nk)

= /(nh — np, by — nD)DZfb(f)(nh — np, Nty — nD)de7
9

(nh9D —Np - 1)d£L’

¢b(nh,nh9h) = /be(nhanheh) - fb,D -

fiir eine Zwischenstelle & = (&1, &,). Den letzten Ausdruck kénnen wir weiter nach unten
abschétzen durch

Amin/ |’I”Lh — TLD‘Q + |’I”Lh9h — nD\2dx.

Q

Amin bezeichnet hier den minimalen Eigenwert der symmetrischen, positiv semidefiniten,
2 x 2-Matrix D? f,. Mit Lemma 2.27 (i) folgt dann fiir das Entropiefunktional

1

. 1
Sbybs (Mh, npfy) > min {\b_|’ @} (D, (s i, O1) + Dby (g, i)
1

= C’/Q(nh —np, 0, — np)D* ((fo, + f5)(€)) (np, — np, npby — np)'da
> Cohin (i + F)€) [ 1mn = nol* + 8~ nplda
> € (i) + MaiaFn(€)) [ [ = mpf? + [ = Pl

Jetzt miissen wir noch diese minimalen Eigenwerte durch eine, von £ unabhéngige, Kon-

stante nach unten abschitzen um den Beweis abzuschliefien.

Betrachten wir dazu die Hesse-Matrix von f,(&1,&) = £27°€4 genauer. Aus dem Beweis
von Lemma 3.12 kennen wir die Gestalt der Determinante bereits und berechnen noch
die Spur. Wir definieren 7 := % Es gilt n > 0 fast iiberall, da £ = (&, &) zwischen

(np,np) und (np, nydy) liegt, welche beide fast tiberall positiv sind. Wir schreiben damit
die Determinante und Spur als

det (D fy(€1.6)) = 7 *(b — 2)b
(D2 f(6,62)) = (b~ 1) (b — 2 +br2) .

Benutzen wir diese Darstellung und Lemma 2.27 (ii) um die Summe der Eigenwerte
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umzuschreiben, erhalten wir

S det(D? fy, (&1,€2)) n det(D? fy, (&1, €2))
B tr(Dbel(fla€2)) tr(D2f62(£1752)>
772b172(b1 — 2)[)1
(b1 = 1) ((by — 2)m" + binb1=2)
772b2—2(b2 _ 2)62

Amin (fo1(§)) + Amin (f6,(§))

T e = 1) (b2 — 207 + by ?)
_ nP (b — 2)b, 72 (by — 2)by
T ) (b =22 01 (b — 1) (b2 — 20 + bo)
nﬁfl/2 775/275

+
(01772 + CQ) (03772 + 04)
1 P12 4 p5/2-8
Lo L
Ti=1,.4C; (2+1)

2B—1/245/2—8
(z2+1)

fiir x — 0 und * — oo, wegen g - B > 2,6 - % < 0, gegen +o00. Daher kann die

Funktion, und damit die Summe der Eigenwerte, durch eine Konstante C' > 0 nach unten
abgeschiitzt werden. Damit ist (4.10) gezeigt. O

Die Funktion z — ist positiv auf der positiven reellen Achse und divergiert

Schlieflich konnen wir das Hauptresultat dieses Kapitels beweisen.

Beweis von Theorem 4.1. Aus Lemma 4.4 und (4.9) erhalten wir fiir die semidiskreten
Losungen

So

CSp ’
1 + 1+20h00 t

th — nDH?’}(Q) + theh — nDH%Z(Q) < é t > 0.

Nach Lemma 3.20 (i) sind ny,, ny6p, in L0, T; L*(2)) unabhéingig von h beschréinkt, also
auch ny —np und n,0, —np. Weiters konvergieren laut Korollar 3.24 ny,, n,60, punktweise
fast iiberall gegen n,nf#. Das Lemma von Fatou liefert dann

/ In —np|* + |nd — np|*dz = / liminf (|n, — np|* + [nuby — npl?) do
Q q h—0
< timinf (lIng = npllEe) + 710 = ol )

~ S
it e
h=0 1+ et
So

:CH—(JSOt'
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