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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Bestimmung diverser Verteilungen und anderer Gro-
flen im Rahmen des Limit-Order-Buches. Im Anschluss an die Modellierung des durch die
Marktorder induzierten Preisprozesses wird, ausgehend von diesem Modell, die Ausiibungs-
wahrscheinlichkeit einer Limit-Verkaufsorder innerhalb eines gegebenen Zeitintervalls be-
stimmt. Weiters wird die Anzahl der zu einem bestimmten Preis-Level u im Limit-Order-
Buch angesammelten Limit-Verkaufsorder untersucht. Ein weiteres zentrales Thema dieser
Arbeit ist der Brownsche Exkursionsprozess, der in engem Zusammenhang mit sogenann-
ten Flash-Crashs steht. Mithilfe zweier unterschiedlicher Beschreibungen des Ito-Mafies n.,
werden zwei Versionen zur Bestimmung der gemeinsamen Mellin-Laplace-Transformierten
der Hohe und der Lange einer Brownschen Exkursion unter dem It6-Mals n, angegeben.
Im letzten Kapitel wird die Verteilung des totalen Ordervolumens zur Zeit 7, wobei 7 die
inverse Brownsche Lokalzeit bezeichnet, fiir zwei unterschiedliche Volumsdichtefunktionen
bestimmt. Dazu werden die mit der Feynman-Kac-Formel verbundenen Differentialglei-
chungen gelost.



Abstract

The aim of this thesis is to compute several distributions and other quantities related to
the Limit Order Book. Starting with the model for the underlying price process, induced
by the market orders, the execution probability of a limit sell order during a given time
span is computed. Furthermore, the number of sell orders accumulated in the LOB at a
given price level u is investigated. Another central topic of this thesis is the Brownian
excursion process, which is closely related to flash-crashs. Using different descriptions of
the It6 measure n two versions for the determination of the joint Mellin-Laplace transform
of the height and the length of a positive Brownian excursion under the It6 measure n
are given. The last chapter is about the computation of the distribution of the total order
volume at the inverse Brownian local time 7; for two different volume density functions
using the Feynman-Kac formula and solving the related differential equations.
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Kapitel 1

Einleitung

Wir werden uns in dieser Arbeit mit dem sogenannten Limit-Order-Buch und damit ver-
bundenen Gréfsen, wie z.B. dem totalen Ordervolumen und dessen Verteilung zu bestimm-
ten Zeitpunkten, beschaftigen. Dazu bendtigen wir zuerst natiirlich etwas terminologische
Vorarbeit. Beginnen wir mit dem Begriff einer Order. Eine Order bezeichnet den Auftrag,
eine gewisse Anzahl von Wertpapieren zu kaufen (buy-order) oder zu verkaufen (sell-order).
Will man sicherstellen, dass ein gewisser Preis nicht unter- (sell-order) bzw. iiberschritten
(buy-order) wird, wihlt man eine sogenannte Limit-Order. Eine Limit-Order inkludiert also
ein bestimmtes Preis-Limit, das im Falle einer Kaufsorder nicht iiberschritten bzw., im Falle
einer Verkaufsorder, nicht unterschritten werden darf. Alternativ dazu existieren sogenann-
te Markt-Order, die unverziiglich zu dem aktuell geltenden Marktpreis ausgefiihrt werden.
Die Ausiibung einer Limit-Order ist also im Gegensatz zu einer Markt-Order nicht garan-
tiert (siehe [22]). Das Limit-Order-Buch, kurz auch LOB genannt, ist eine elektronische
Sammlung der noch nicht ausgefiihrten Limit-Order. In der Praxis werden nicht ausgeiibte
Limit-Order nach einem bestimmten Zeitraum, z.B. einem Tag, aus dem Limit-Order-Buch
geloscht. Davon wollen wir in dieser Arbeit allerdings absehen und gehen davon aus, dass
die Limit-Order nur dann aus dem Limit-Order-Buch verschwinden, wenn sie mit entspre-
chenden Markt-Ordern gehandelt wurden. Die Markt-Order induzieren einen Preisprozess
(Si;t > 0), den wir in Kapitel 2 modellieren werden. Wir gehen davon aus, dass dieser pro-
portional zu einer Standard-Brownschen Bewegung ist. Ausgehend von diesem Preispro-
zess nehmen wir zusétzlich an, dass die Limit-Order zu deterministischen, dquidistanten
Zeitpunkten aufgegeben werden, d.h. wir arbeiten in der sogenannten business-time. Eine
realistischere Art der Modellierung wére natiirlich die Zeitpunkte der Orderaufgaben als
einen Zufallsprozess anzusetzen, dies wiirde das Modell allerdings &ufsert verkomplizieren.
Des Weiteren treffen wir die Annahme, dass eine zur Zeit ¢t aufgegebene Limit-Order, in
Abhéngigkeit davon, ob es sich um eine Verkaufs- oder Kaufsorder handelt, den Limit-Preis
Sy £+ p inkludiert, wobei p > 0 deterministisch gewahlt wird. Eine zur Zeit ¢t aufgegebene
Limit-Verkaufsorder wird ausgefiihrt, sobald der zugrundeliegende Preisprozess um min-
destens u gestiegen ist. Wir werden im zweiten Kapitel die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine zur Zeit ¢t aufgegebene Limit-Verkaufsorder im Zeitintervall [¢,t + €] ausgefiihrt wird,
bestimmen. Da sich die nicht ausgefiihrten Limit-Order im LOB ansammeln, werden wir



auch die Anzahl der Limit-Verkaufsorder zu einem bestimmten Limit-Preislevel v im LOB,
unter den Annahmen, dass zu jedem diskreten Zeitpunkt genau eine Order aufgegeben wird
und bis zur Zeit ¢ keine Order ausgefiihrt wurden, untersuchen. Mithilfe eines Resultats
von Jacod [5] werden wir zeigen, dass die Anzahl der Limit-Verkaufsorder im LOB in die-
sem Modellrahmen gleichméfig in Wahrscheinlichkeit gegen die Lokalzeit der Brownschen
Bewegung konvergiert.

Im dritten Kapitel befassen wir uns mit der sogenannten Brownschen Exkursion und dem
[t6-Mak n, die im Zusammenhang mit sogenannten Flash-Crashs stehen. Ein Flash-Crash
bezeichnet einen massiven Einbruch der Marktpreise innerhalb eines sehr kurzen Zeit-
raums. Wir werden zuerst mithilfe Ités-Beschreibung des Ité6-Mafkes n, welche besagt, dass
bedingt auf R = r die Verteilung der Brownschen Exkursion auf die Verteilung einer
dreidimensionalen Besselbriicke zuriickgefiihrt werden kann, die gemeinsame Dichte der
Exkursionshéhe H und der Exkursionsldnge R unter n ermitteln und damit die gemischte
Mellin-Laplace Transformierte von H und R bestimmen. Alternativ dazu werden wir diese
gemischte Mellin-Laplace Transformierte von H und R mithilfe der Beschreibung von Wil-
liams des Itd6-Mafes n, nach der sich die Brownsche Exkursion bedingt auf H = m in zwei
unabhéngige Besselprozesse der Dimension 3 zerlegen ldsst, herleiten. Im vierten Kapitel
wollen wir die Verteilung des totalen Ordervolumens

TVOS:/ g(B,) du
0

zuerst fiir den Fall der bei 0 unbeschriankten Order-Volumsfunktion g(z) = % zum einen
zum Zeitpunkt s = 7;, wobei 7y die Inverse der Brownschen Lokalteit zur Zeit t bezeichnet,
und zum anderen zu einer unabhéingigen exponentialverteilten Zufallszeit s = 6, untersu-

chen. Es wird sich herausstellen, dass

TV — / o(B.) ds
0

ein symmetrischer Cauchy-Prozess mit Parameter 7 ist. Auch im zweiten Fall besitzt die
charakteristische Funktion, wie wir sehen werden, eine sehr einfache Gestalt. Zuletzt be-
stimmen wir noch die Vetreilung des totalen Ordervolumens fiir eine Order-Volumsfunktion
der Gestalt g(x) = e**. Dazu werden wir die durch die Feynman-Kac-Formel damit verbun-
denen Sturm-Liouville Differentialgleichungen fiir die jeweiligen Order-Volumsfunktionen
16sen.



Kapitel 2

Das Limit-Order-Buch-Modell

2.1 Das Modell

Bevor wir mit der Modellierung des zugrundeliegenden Marktpreisprozesses beginnen kon-
nen, bendtigen wir noch etwas terminologische Vorarbeit. Als Briefkurs (ask) wird der
niedrigste Preis bezeichnet, zu dem ein Marktteilnehmer bereit ist, ein Wertpapier zu ver-
kaufen. Der Geldkurs (bid) ist der hochste Preis, zu dem ein Kéufer gewillt ist, ein gewisses
Wertpapier zu erwerben. Die Differenz aus Brief- und Geldkurs wird Geld-Brief-Spanne
(bid-ask-spread) genannt (siehe [19]).

Der vorerst letzte, noch benétigte Begriff ist der des Mittelpreises (mid-price). Der Mittel-
preis bezeichnet das arithmetische Mittel zwischen Brief- und Geldkurs (siche [21]).

Eine einfache Art der Modellierung ist, den zugrundeliegenden Preisprozess, den wir im
Folgenden mit (S;;t > 0) bezeichnen, als den Mittelpreisprozess des Wertpapiers anzu-
setzen. Weiters nehmen wir an, dass dieser proportional zu einer Standard-Brownschen
Bewegung (By;t > 0) ist, d.h. dass S; = o B fiir alle t > 0 ist, wobei o > 0 die Volatilitét
der Aktie beschreibt (siehe [15]). Ferner treffen wir die Annahme, dass die Limit-Orders
zu deterministischen dquidistanten Zeiten aufgegeben werden, d.h. wir arbeiten mit der
sogenannten business time.

0O.B.d.A betrachten wir nur Verkaufs-Limit-Orders und setzen o = 1.

2.2 Ausiibungswahrscheinlichkeit

Wie bereits erwahnt, wird eine Verkaufs-Limit-Order erst dann ausgefiihrt, sobald der
Preisprozess den zur Zeit ¢ vereinbarten Limit-Preis {iberschreitet.

Wir interessieren uns zuerst fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine zur Zeit ¢t > 0 aufgege-
bene Limit-Order innerhalb eines bestimmten Zeitraums ausgefithrt wird. Sei also eine zur
Zeit t > 0 aufgegebene Limit-Verkaufsorder mit Limitpreis B; + p, i > 0, gegeben. Die
Verkaufsorder wird demnach in einem Zeitintervall [t,¢ + €], € > 0, ausgefiihrt, falls der



zugrundeliegende Preisprozess innerhalb dieses Zeitintervalls um mindestens p ansteigt,
d.h., falls

B+ < max Byys. (2.1)

KSKE
Um die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses zu bestimmen, benétigen wir noch folgendes
Theorem.

Theorem 2.2.1. (Spiegelungsprinzip) (siche [12, Kapitel III])
Sei (By);>o eine Standard-Brownsche Bewegung und M, = max B,. Dann gilt fiir alle a > 0
und t > 0 o

P(M; > a) =2P(B; > a). (2.2)

Beweis. Fiir den Beweis des Theorem sei auf [12, Kapitel III] verwiesen. O
Nun kann man die Wahrscheinlichkeit, dass eine zur Zeit ¢t > 0 aufgegebene Verkaufsor-

der in einem Zeitintervall der Lénge £ > 0 ausgeilibt wird, mithilfe der Stationaritit der
Inkremente der Brownschen Bewegung und des Spiegelungsprinzips bestimmen. Es ist

P(Bt + % < glgl?gxg Bt+5) = P(ggggxs(BHS — Bt) > ,LL) —
= P(max B; > u) =

0<s<e

—2P(B. > p) = (2.3)

+(+(2)

wobei N die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

2.3 Konvergenz der Anzahl der Limit-Orders im LOB
zur Lokalzeit

Eine weitere Frage, die sich im Rahmen dieser Modellierung stellt, ist, wie viele Limit-
Orders sich zu einem festen Preis-Level u > 0 bis zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ > 0 im
Limit-Order-Buch angesammelt haben.

Dazu treffen wir die Annahme, dass zu jedem Zeitpunkt s, s < ¢, genau eine Limit-Order
mit Limit-Preis B + p, p > 0, aufgegeben wird. Weiters nehmen wir an, dass bis zur Zeit
t > 0 keine Order ausgefiihrt wurden und verwenden folgende Resultate aus [5, Seiten

505-508].

Wir betrachten einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F;)i0, P) und einen ein-
dimensionalen stetigen J;- adaptierten Prozess

t t
Xt:XoJr/bsder/a(Xs)st,
0 0

4



wobei (By;t > 0) eine Standard-Brownsche Bewegung ist, und b, o folgende Bedingungen
erfiillen sollen:
Die Funktion o: R — R \ {0} sei stetig differenzierbar und so gewéhlt, dass die Gleichung

dy, = U(Xt) dBy, YYo= Xo

eine eindeutige, starke, nicht explodierende Losung besitzt. Weiters sei der Prozess b derart
gewahlt, dass die Verteilungen von X und Y lokal dquivalent sind.
Wir betrachten Prozesse der Form

nt
Uy, h)" = 1 h (unxi%, Jn (X% - X)) , (2.4)

1=

wobel (uy,)nen eine positive Folge reeller Zahlen mit lim w,, = oo ist.
n—o0

Die Funktion h: R? — R sei Borel-messbar und erfiille fiir ein v > 0 folgende Bedingungen:
Es gelte

h(z,y) < h(z)e™, (2.5)
wobei a € R und & eine Borel-messbare Funktion auf R sei, die durch
/ ||| k()| dz < oo (2.6)

beschrankt ist.

Fiir v > 0 und eine Borel-messbare Funktion h auf R betrachten wir die Funktion h,,,
gegeben durch
ha(x,y) = h(uz, uy) (2.7)

und nehmen an, dass die Folge (u,)nen die Bedingungen

M5 =0 2
und
lim u, = oo (2.9)
n—oo
erfillt.

Um die Konvergenz der Anzahl der Limit-Orders zur Lokalzeit zu zeigen, verwenden wir
folgendes Theorem:

Theorem 2.3.1. (siehe [5], Seite 508])
Sind obige Annahmen fiir ,b und (u,) erfillt und erfiillt h oben genannte Bedingungen
fiir v = 0, dann gilt

sup %U(un, h)? — LO)\(H}L

up |- T2 0) ls] >0 (n— o0) (2.10)

0'(0))



in Wahrscheinlichkeit. Dabei bezeichnet [, die Lokalzeit von X bei 0 zur Zeit s und

A(Hi,,) = / / ply) dy dz, (2.11)

wobei p(y) die Dichte der Standardnormalverteilung ist.

Beweis. Fir den Beweis sei auf [5], Seite 508 ff] verwiesen.
]

Kommen wir nun zu unserer konkreten Fragestellung zuriick und setzen u,, = /n und

Somit ist
. . Uy . 1
lim v, =00, lim — = lim — =0
n—o00 n—oo M n—o0 n

erfiillt.
Weiters erfiillt die Funktion g die Forderung g(z) < h(z) fiir h(z) = exp(1 — |z|), wobei

W) < /Zexp(l e dp = ¢! (/ioexp(x) do + /Oooexp(—x) dx> 9l

Da wir uns fiir die Anzahl der Limit-Orders zum Limit-Preis u interessieren und angenom-
men haben, dass zu jedem Zeitpunkt s < t genau eine Limit-Order bei By + p abgegeben
wird, setzen wir X; = By + p — u.

Somit zahlt der Prozess -
nt

U(tp, h); _Zl{

die Anzahl der Besuche der zeitdiskretisierten Brownschen Bewegung nach [nt]-Zeitschritten
im Inter\./all [u—p - \/qu —p+ \/Lﬁ]
Nach obigem Satz gilt nun

z 1

\f} (2.12)

%U(un, B — A,

in Wahrscheinlichkeit, wobei

>‘<Hh):/ / 1|x<1p(y)dyd93=/ Lig<1 dr = 2.

Mithilfe der Tanaka-Formel (siehe [12, Kapitel VI|) folgt

sup (n — o) (2.13)

s<t

t
lt = |Xt| — |X()| — / Sign(Xs) dXS =
0

=18~ (=)l = By = (u =) = | sien(B. = (u = ) dB..



Dies ist nach der Tanaka-Formel gleich der Lokalzeit der Brownschen Bewegung zur Zeit ¢
bei u — p, welche wir mit L;”* bezeichnen.

Zusammenfassend folgt demnach, dass Ve > 0

[ns]

) 1
Jim Pl op ) 75 2 U e

n

s<t

B

} — 2LV M > e | =0. (2.14)

Bi_1+p—u
n



Kapitel 3

Flash-Crashs und Brownsche
Exkursionen

3.1 Flash-Crashs

Ein weiterer Begriff, der im Zusammenhang mit dem Limit-Order-Buch und dem Hochfre-
quenzhandel immer wieder auftaucht, ist der des sogenannten Flash-Crash. Ein Flash-Crash
bezeichnet einen massiven Einbruch von Wertpapierpreisen innerhalb eines sehr kurzen
Zeitraums, so geschehen z.B. am 6. Mai 2010 an den US-amerikanischen Aktienmérkten
(siehe [20]).

Dieses Phanomen steht in engem Zusammenhang mit der sogenannten Brownschen Exkur-
sion, welche wir im folgenden Abschnitt einfiihren werden.

3.2 Der Brownsche Exkursionsprozess und das It6-Mafs

Im Folgenden bezeichne (U,U) einen Messraum. Weiters sei Us = U U {d}, wobei d einen
isolierten Punkt des Zustandsraums bezeichnet, und Us = o (U, {0}).

Definition 3.2.1. (siche [12], Kapitel XII])
Ein Prozess e = (e;,t > 0), definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), mit
Werten in (Us,Us) heilt Punktprozess, falls

(i) die Abbildung (¢,w) — e;(w) B(]0, 0o[) ® F-messbar ist,

(ii) die Menge D,, = {t : e;(w) # d} f.s. abzéhlbar ist.

Bemerkung 3.2.2. (siehe [12], Kapitel XII])
Zu einem gegebenen Punktprozess e kann man fiir jede Menge I' € Us einen neuen Punkt-
prozess e' mittels

(3.1)

) sonst

L) = {et(w) falls e;(w) € T’



definieren. Weiters definieren wir fiir eine messbare Teilmenge A von ]0, co[xU einen Zahl-
prozess

NMw) =) 1a(t e(w)). (3.2)

t>0

Falls A =]0,¢] x T, schreiben wir N} fiir N2

Definition 3.2.3. (siche [12], Kapitel XII])
Ein Punktprozess heifit diskret, falls N < oo f.s. fiir alle t. Der Prozess e heifit o-diskret,

falls eine Folge von Mengen (U, ),ey existiert mit |J U, = U, sodass jedes eV diskret ist.
n>1

Definition 3.2.4. (siche [12], Kapitel XII])
Sei (Q, F, F;, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Ein (F;)-Poisson-Prozess N ist ein
rechtsstetiger, adaptierter Prozess, sodass Ny = 0 und

— gk
P(Ny — Ny = k| Fs) = ck% exp(—c(t — s))

fir alle s < ¢t und k € N. Dabei heit ¢ > 0 der Parameter des Poisson-Prozesses N.

Proposition 3.2.5. (siche [12, Kapitel XII|)
Ein rechtsstetiger adaptierter Prozess ist genau dann ein (JF;)-Poisson-Prozess, wenn er ein
Levy-Prozess ist, der f.s. durch Spriinge der Hohe 1 anwéchst.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [12, Kapitel XII, Seite 472| verwiesen. ]

Definition 3.2.6. (siehe [12], Kapitel XII])
Ein (F;)-Poisson-Punktprozess ist ein o-diskreter Punktprozess (e;) mit folgenden Eigen-
schaften:
(i) der Prozess e ist (F;)-adaptiert, d.h. fiir jedes I' € U ist der Prozess N} (F;)-adaptiert,
(ii) fiir alle s,¢ > 0 und jedes I' € U ist die Verteilung von N .44 bedingt auf F, gleich
der Verteilung von N}

Bemerkung 3.2.7. (siehe [12] Kapitel XII|)
Nach Proposition ist jeder Prozess N' mit NI < oo f.s. fiir alle ¢ > 0 ein Poisson-
Prozess.

Definition 3.2.8. (siehe [12], Kapitel XII])
Das o-endliche Mafs n auf U, definiert durch

n@y:%Ewﬂ,t>o, (3.3)

heifit charakteristisches Maf von e. Das Maf n wird durch n(d) = 0 auf Us fortgesetzt.
Falls n(T") < oo, dann ist n(T") der Parameter des Poisson-Prozesses N'.



Definition 3.2.9. (Der Brownsche Exkursionsprozess) (siche [12, Kapitel XII|)

Es bezeichne W den Wiener-Raum, P das Wiener Maf und F die beziiglich P vervoll-
stiandigte o-Algebra. Weiters sei nun ¢ die Funktion, welche identisch Null ist. Fiir w € W
sei

R(w) :=inf{t > 0 : w(t) = 0}

und U die Menge aller Funktionen w € W, sodass 0 < R(w) < oo und w(t) = 0 fiir alle
t > R(w). U sei die von den Koordinatenabbildungen erzeugte o-Algebra. Der Brownsche
Exkursionsprozess e = (es, s > 0) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Werten
in (Us,Us) ist definiert durch:

(i) falls 75(w) — 75— (w) > 0, dann ist e5(w) die Abbildung

T = Lprry (w) =7 () Bro_ (w)+r (W)

(ii) falls 75(w) — 75— (w) = 0, dann ist es(w) = 6,
wobei 1y(w) = inf{s > 0 : Ly > t} die Inverse der Lokalzeiten von w bei 0 bezeichnet und
Ts—(w) = tlim T (w).
—5—

Satz 3.2.10. (siehe[I2], Kapitel XII])
Der Exkursionsprozess (e;) ist ein o-diskreter F.,,-Poisson-Punktprozess.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [12, Kapitel XII, Seite 481| verwiesen. ]

Bemerkung 3.2.11. Das charakteristische Maf des Exkursionsprozesses wird [t6-Mafs ge-
nannt. Weiters bezeichne U, bzw. U_ die Menge aller positiven bzw. negativen Funktionen
w € W, sodass 0 < R(w) < oo und w(t) = 0 fiir alle ¢ > R(w). Die Einschrankung von n
auf U, bzw. U_ bezeichnen wir mit n, bzw. n_.

Fiir u € U definiere H = sup u(s) die Hohe der positiven Exkursion.
s<R(u)

3.3 Die Laplace-Transformierte der Dauer bis zum Start
einer Exkursion der Hohe H > u, u > 0

Wir wollen nun die Laplace-Transformierte der Dauer bis zum Beginn einer Exkursion der
Hohe H > p, p > 0, bestimmen.

Nach einem Resultat von Williams (siehe Proposition 2.1.5) lésst sich der Brownsche Pfad
(By;0 < t < gr,), wobei gy, = sup{s < T, : B, = 0} und 7T, = inf{t > 0 : B, = pu},
@ > 0, in zwei unabhéngige Zufallsobjekte zerlegen. Wir wollen dieses Resultat nutzen, um
die Laplace-Transformierte der Dauer bis zum Start einer Exkursion der Hohe H > p zu
berechnen. Ein Bestandteil dieser Zerlegung ist der sogenannte Besselprozess, den wir nun
definieren wollen.

10



Definition 3.3.1. (Der BESQ°(x)-Prozes) (siche [12, Kapitel XI|)
Sei (By;t > 0) eine Standard-Brownsche Bewegung und seien §,z > 0. Die eindeutige
starke Losung der Gleichung

t
Zt:x+2/ \/ZsdBg + ot (3.4)
0

heift quadrierter /-dimensionaler Besselprozess, startend in x, oder kurz BESQ?(x)-Prozess.

Definition 3.3.2. (Besselprozess der Dimension ¢ > 0) (siehe [12], Kapitel XI])
Die Quadratwurzel eines BESQ’(x?)-Prozesses, wobei §,x > 0, wird als -dimensionaler
Besselprozess, startend in z, oder kurz BES°(x)-Prozess bezeichnet.

Ein weiteres Resultat, das wir zur Berechnung der Laplace-Transformierten verwenden
werden, ist das folgende:

Theorem 3.3.3. (Williams’ Zeitumkehr) (siche [12], Kapitel VII])
Seien (R};t > 0) ein BES?(0)-Prozess und (B?;t > 0) eine in b > 0 startende Brownsche
Bewegung, dann gilt

(R} ;0 <t <) (BS0<t<Ty), (3.5)

Yot

wobei v, = sup{t > 0: R} = b} und Ty = inf{t > 0: B? = 0}.

Beweis. Fiir den Beweis des Theorems sei auf [12], Kapitel XII, Seite 498] verwiesen. [

Bemerkung 3.3.4.
Theorem impliziert, dass v, faw Th.

Proposition 3.3.5. (Williams’ Brownsche Pfadzerlegung) (siehe [12, Kapitel VII|)
Fiir b > 0 seien folgende unabhéngige Zufallsobjekte gegeben:
(i) eine auf [0, b] gleichverteilte Zufallsvariable U
(i) cine Standard-Brownsche Bewegung B
(i) zwei BES3(0)-Prozesse R? und R3.
Definiere weiters B _
Ty =inf{t >0: B, = U},

gﬁ:’fU—ksup{t}O:U—Ri’:O}

und B B
Ty = g7 +inf{t > 0: R} =b}.

Dann gilt fiir den Prozess (X;;0 < t < T}), definiert durch

B, fiir 0 <t < Ty,

X, =0U- Rf—’T“U fiir Ty <t < g7, (3.6)
-, . "
Rt,gfb fir g7 <t < T,

11



dass B
(Xp;0<t<Ty) 'Y (Bh0<t< T, (3.7)

wobei B eine Standard-Brownsche Bewegung bezeichnet und 7}, = inf{t > 0: B; = b}.
Beweis. Siehe [12, Kapitel VII, Seite 319|. ]

Kommen wir nun zur Berechnung der Laplace-Transformierten der Dauer bis zum Start
einer Brownschen Exkursion der Hohe H > pu, u > 0.

Satz 3.3.6.
Sei (By,t > 0) eine Standard-Brownsche Bewegung und 7, = inf{t > 0 : B, = p} fiir ein
p > 0. Weiters sei gr, = sup{t < T, : B; = 0}. Dann gilt fiir A > 0

Elem] = sz/ﬁ (1 — e—Nm) : (3.8)

Beweis. Sei U, wie in Proposition eine auf [0, ] gleichverteilte Zufallsvariable. Mit-
hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit und der Proposition folgt

I
E [e’AgTu} = / E [e”\gTMU = u] %du =
0
0 _
:/ E eiAgTu|U:u] ldu:
o - H

T ~ 3 1
_ / B e,)\(TUJrsup{t:Uth =0})|U = ui| —du =
; I 2

" [ T 3 1
_ / E e—)\(Tu-‘rsup{t:u—R :0})|U _ U] = du.
o ! pu

Wir verwenden hier eine saloppe Schreibweise fiir den bedingten Erwartungswert. Fiir die
formale Definition einer regulédren bedingten Wahrscheinlichkeit, gegeben eine o-Algebra,
sei auf [8, Kapitel 2, Seite 84, Definition 6.12] verwiesen.

Aus der Unabhéngigkeit der Zufallsobjekte schliefsen wir, dass

A Mo [ AT utsup{tu-mI=0p)] 1 T AF nsupftu_ri—oy] 1
E[e gTu]: E[e u t ]—du: E[e “]E[e t ]—du.
0 H 0 jz

Weiters gilt nach Theorem [3.3.3] dass
Sup{t>0:u—R?:O}lgjinf{t>0:Bf:0},
womit also

F [e”\gTu] = /ME [e”\fu] E [e”\To] lalu
0 ! 2

12



folgt.
Nach [4, Seite 198] ist E, [e %] = e lz=2V2X
Folglich erhalten wir

17
E [efxgqﬂ — l/ et 2/\efux/ﬁdu _
K Jo

]

3.4 Die gemeinsame Verteilung der Hohe und der Lange
einer Brownschen Exkursion unter n,, Version 1

Wir interessieren uns nun fiir gemeinsame Verteilung der Hoéhe und der Lange einer Brown-
schen Exkursion unter dem It6-Mafs n. Dazu bendtigen wir unter anderem die Verteilung
der Hohe einer dreidimensionalen Besselbriicke, die wir nun definieren werden.

Definition 3.4.1. (Dreidimensionale Besselbriicke) (siehe [I])
Sei (By;t > 0) eine Standard-Brownsche Bewegung und sei z > 0. Die eindeutige starke
Losung (rs; s < t) der Gleichung

s —r, 1
rszx—f—/(y T +—) du+ Bs, s<t, (3.9)
0

t—u Tu

heifit dreidimensionale Besselbriicke zwischen z und y auf dem Intervall [0, ¢].

Theorem 3.4.2. (Ités Beschreibung des Mafes n) (siehe [12), Kapitel XII|)
Unter n,; und bedingt auf {R = r} hat der Brownsche Exkursionsprozess e die Verteilung
einer dreidimensionalen Besselbriicke auf [0, r] mit ro =7, = 0.

Beweis. Siehe [12, Kapitel XII, Seite 497|. ]

Wir konnen also die Verteilung der Hohe eines Exkursionsprozesses der Linge R = r

unter n, auf die Verteilung der Hohe m, = max r} einer dreidimensionalen Besselbriicke
o<tLr

zurlickfithren.

Satz 3.4.3. (siehe [11])
Sei (r};0 < t < 1) eine dreidimensionale Besselbriicke auf dem Intervall [0, 1] mit ro, =

ry=1und m = max 7. Dann ist die Verteilungsfunktion bzw. die Dichte von m gegeben

durch
V275 & _ n2n2
Fo(z) = - Z;n e =r, x>0, (3.10)



bzw.

\/27T5 > n?n? TL47TZ 2
fm(@) = — ;e x ( > —Bn), x> 0. (3.11)
Beweis. Siehe [11]. O

Korollar 3.4.4.
Sei (r};0 < t < r) eine dreidimensionale Besselbriicke auf [0,7] mit 3 = r2 = 0 und

M, = max 7. Dann ist die Verteilungsfunktion sowie die Dichte von m, gegeben durch
X \r

Fy (z) =

or3gh & 22
7’37r ZnQe* 22 x>0, (3.12)
X
n=1

bzw.

fm, () =

2z

V23715 O _ma2e? [rnih?

o Ze 2 ( —3n2), x> 0. (3.13)
n=1

Beweis. Nach [6] gilt, dass die dreidimensionale Besselbriicke auf dem Intervall [0, r] mit

ro = 1, = 0 verteilungsgleich zu einem dreidimensionalen Besselprozess (R?;¢ < r) bedingt

auf Ry = R, = 0ist. Die Brownsche Skalierungseigenschaft gilt gleichsam fiir Besselprozesse
law

(siehe [12, Kapitel XI, Seite 474]) und daher auch fiir Besselbriicken. Demnach ist m, =

v/rm und folglich gilt
x
F, =F,|—|.
) <\/F)

Fiir die Dichte folgt

@) = g Fo) = o () = 28 ()

[
Proposition 3.4.5. (siehe [12, Kapitel XII|)
Fir x > 0 ist
2
R>x)=14/—. 3.14
n(R>w)= /2 (3.14)
Beweis. Siehe [12, Kapitel XII, Seite 484]. ]
Korollar 3.4.6. (siehe [12] Kapitel XII|)
Fir x > 0 ist

ny(R> ) = %\/Wz (3.15)

Weiters ist die Dichte der Exkursionslange R unter n, gegeben durch
1

14



Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Symmetrie des It6-Mafes n.
Die Dichte von R unter n, ist gegeben durch

d 1

fr(z) = %(HJF(R <1)=—r=, x>0

Kommen wir nun zur gemeinsamen Dichte der Hohe H = sup wu(s) und der Lénge
s<R(u)

= inf{t > 0: u(t) = 0}, u € Uy, der positiven Brownschen Exkursion.

Satz 3.4.7.
Die gemeinsame Dichte der Exkursionshohe H und der Exkursionslinge R unter n. ist
gegeben durch

2

fr,r(h,T) 2h4 Z 2nT (

Beweis. Die gemeinsame Dichte von H und R berechnet man mittels

far(h,7) = far(h,7) fr(r).

Weiters gilt nach Theorem [3.4.2] dass die Brownsche Exkursion unter n, und bedingt auf
{R = r} die Verteilung einer dreidimensionalen Besselbriicke der Lange r besitzt. Demnach
gilt unter n

— 3n2) . h,r>0. (3.17)

fH|R(h7 T) = fmr<h)7
woraus die Behauptung folgt. ]
Definition 3.4.8.

Sei f: Ry — C eine integrierbare Funktion. Dann heift

= /Oof(t)f—1 dt, secC, (3.18)
0

die Mellin-Transformierte von f.

Satz 3.4.9. (siehe [11])
Die Mellin-Transformierte der Dichte f,, ist gegeben durch

fuls)=2(5) T €s=1), sec (3.19)
wobei &(+) die Riemannsche Xi-Funktion (siche [10, Kapitel 25, Abschnitt 4|) bezeichnet.
Beweis. Siehe [11]. O
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Korollar 3.4.10.
Die Mellin-Transformierte der Dichte f,, ist gegeben durch

s—1

o (s) =172 (g) T e(s—1), seC. (3.20)
Beweis. Aufgrund der Skalierungseigenschaft der Besselbriicke gilt f,,, (z) = \/%: fm (%)

Demnach ist Mellin-Transformierte von f,, gegegeben durch

* — > s— _ OOL i s—
fmr<s>—/0 RO (\/;>t Lt

Die Substitution \/i; = u liefert
) = [l uyiy =5 £
0

und damit das gewiinschte Resultat.

Wir betrachten nun die gemeinsame Mellin-Laplace-Transformierte von H und R.

Satz 3.4.11.
Fir A > 0,R(s) > 2 gilt

™

fH,R()x, s) = /Ow/oooe_Arxs_lfHﬁ(x,r) dx dr = % (ﬁfl r <§ - 1) E(s—1). (3.21)

Beweis. Wie wir bereits wissen, gilt unter ny, dass fgr(h,r) = fu,.(R)fr(r), h,r > 0.
Daher ist

fH,R()\>3> = /Ooo/oooe_ers_lfH,R(x,r) dx dr =
= /Oo/ooe”x51fmr(x)f3(r) dx dr.
o Jo

Fiir das innere Integral gilt

s—1

| o e = g (5) =

0
Insgesamt fithrt dies zu

frr(\ ) = fi(s) /OOS_MT
0

1 ¥ i
= fr(s e r2"dr =
o= |

- f;;(s>2;ﬁ /0 T (W L=
= (3) T(5-1).

().

s—1

z fr(r)dr =
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Als Néchstes berechnen wir die Verteilung eines Flash-Crashs unter dem Ito-Maf n, .
Satz 3.4.12. Fiir e > 0, u > 0 ist

1 [ %2
Gle,p) =ni(R<e, H>p) = Z — (e 27— 1) : (3.22)

.

n=1

Bewezs. Es ist

G(e, p) = /OS/MOOfgyR(h,r) dhdr = /OEmemr(h)fR(r) dhdr.

Aufgrund der Abschitzung

4 Tn27'r2

n e 2n2

2

u71'2
und der Konvergenz der Reihe >~ | n*q™, wobei ¢ == e22 <1 und v € [, 0),u € (0,
Tn27'r2
konvergiert die Reihe Y 7 n?e™ 2:2 gleichméRig fiir h € [u, 00). Analog dazu begriindet

”"!’L27T2
man die gleichméfige Konvergenz der Reihe Y °°  n?e” 2:2 . Somit kann die Summe mit
dem Integral vertauscht werden:

EOO _rn?e? rntm? 3n?
G(e, ) / / ( X >dhd7"

Fiir das innere Integral gilt

2.2 (rn*n? 3n? n2e” a2 n2e 22
e a2 [ ——— — dh=|— =0- —.
o

hS ht
m
Weiters folgt mit derselben Argumentation wie oben, dass die Reihe

& 771'27127‘
E n°e 22
n=1

fir r € (0,¢] gleichméfig konvergent ist, sodass wir neuerlich die Summation mit der
Integration vertauschen kénnen. Demnach ist

—’ﬂ'n 7rn7
G(= / i

n= 1

€ 2 2 2 2 2 2 7€ 2 2 2,2
_mincr — _mencr — _m%n%e
e 222 dr= a7 = 2 (e ,
0 w2n? o Tn?

sodass wir letztendlich zu der Darstellung
Glen) Z 1 ( 2,2 1)
M

gelangen. [

Weiters ist

17



3.5 Die gemeinsame Verteilung der Hohe und der Lange
einer Brownschen Exkursion unter n,, Version 2

Alternativ zu den vorangehenden Berechnungen, kann man auch mit Williams’ Beschrei-
bung des It6-Mafses n arbeiten. Dies fiihrt, wie wir sehen werden, zu demselben Resultat

wie in Satz B.4.11]

Theorem 3.5.1. (Williams’ Beschreibung des Ito-Mafes n) (siehe [12), Kapitel XII|)
Seien (R?;t > 0) und (ﬁ?;t > 0) zwei unabhiingige BES?(0)-Prozesse mit den entspre-
chenden Trefferzeiten T, = inf{t > 0 : R? = ¢} bzw. T, = inf{t > 0: R3 = ¢}, ¢ > 0.
Unter n, gilt fiir den Prozess (Zf;t > 0), definiert durch

R} fir 0 <t <7,
Zf={c— R}, fir T, <t<T.+T, (3.23)
0 fiir ¢, 4 T,
dass
(es;5 > 0|H = ¢)'& (Z8t > 0), (3.24)

wobei H die Hohe der positiven Exkursion bezeichnet.

Beweis. Fiir des Beweis des Theorems sei z.B. auf [12, Kapitel XII, Seite 499 ff] verwiesen.
]

Mithilfe dieses Resultats konnen wir die Verteilung der Lange einer Brownschen Exkur-
sion der Hohe H = p auf die Verteilung der Summe der Trefferzeiten 7, und 7}, zweier
unabhingiger BES?(0)-Prozesse zuriickfiihren.

Lemma 3.5.2.
Es gilt
7 law 4
U, =T, +T,'"~ ﬁgma (3.25)
T
wobei m = max 73,
o<u<gl
Somit besitzt U, die Verteilungsfunktion
2T o= o 2
Fy,(x) = - Zn e x>0, (3.26)
n=1
sowie die Dichte
3 7 0 n2 u 4 2 3 2
fu, (@ VIS R a0 (3.27)
7T$5 n=1 2
Beweis. Siehe [11]. O

18



Proposition 3.5.3. (siche [12, Kapitel XII|)

Sei u € Us und H = mag% )ut die Hohe der Brownschen Exkursion. Dann ist fir x > 0
0<t<R(u
(H> )= — (3.28)
n >r)=—. .
* 2x

Weiters besitzt H unter n die Dichte
1

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [12], Kapitel XII, Seite 492] verwiesen. O]
Satz 3.5.4.
Die gemeinsame Dichte von H und R unter n, ist gegeben durch
2h%n? 2h%nt 3n?
frou(r,h) = W5 Ze G ( T) h,r > 0. (3.30)

Beweis. Es ist
fru(r,h) = friu(r,h) fu(h).
Weiters gilt nach Theorem unter n, und bedingt auf {H = h},

law

R - Th+Th
[

Da wir uns fiir die gemeinsame Mellin-Laplace-Transformation von H und R interessieren,
bestimmen wir zunéchst die Laplace-Transformierte der Summe der Trefferzeiten zweier
unabhéangiger Besselprozesse der Dimension 3.

Satz 3.5.5. (siehe [4, Seite 398])
Sei (R2,t > 0) ein BES’(a)-Prozess mit § > 2. Weiters sei T, = inf{t : R? = b}, b > 0.
Dann gilt fiir0 < a < b,A >0

o\ I (av22)

E, [e] = (-) ——, (3.31)
/1, (bv2r)

wobei v = 22 und I,(-) die modifizierte Besselfunktion der ersten Art mit Ordnung v

(siehe [10, Kapitel 10]) bezeichnet.

Beweis. Wir suchen eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f mit f(b) = 1, sodass
f(R))e™ ein lokales Martingal ist. Dazu wenden wir die Itd-Formel auf die Funktion

v(z,t) = f(x)e M an:

2

1
v(R?,t) dt + —a—v(Rf,t) d[R’, R%],

0
dv(R,t) = %U(Rf,t) dR? + 5323

9
ot
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Nach [4], Seite 74| gilt

dR! = dB; + 5_71%? dt
und
d[R’, R°], = dt.
Demnach ist
11

dv(RO,t) = e (f’(R;f) AW, + f'(RY) dt — \f(RY) dt + %f”(Rf) dt> :

> R’

Damit v(R?,t) = f(R?)e~* ein lokales Martingal wird, miissen die dt-Terme verschwinden.
Folglich muss die Funktion f der Differentialgleichung

0—1

S+ S ) M) =0, >0

unter den Nebenbedingungen, dass

li istiert
Jim f(z) existier

und
f(b) =1,

gentigen. Diese Differentialgleichung besitzt nach |4, Seite 654| eine allgemeine Losung der

Form
fz) =Cix™"1, (x@) + Chr VK, (m@) ,

wobei I,(-) bzw. K, (-) modifizierte Besselfunktionen der ersten bzw. zweiten Art (siehe
[10, Kapitel 10]) und Cy, Cy Konstanten sind.

Die modifizierten Besselfunktionen besitzen fiir x — 0 folgendes asymptotisches Verhalten
[10, Kapitel 10, Abschnitt 30] :

TV 1
L@ ~5 vy vt
und r
Kofw) ~ PG ) > 0

Somit ist Cy = 0 und aus der Bedingung f(b) = 1 folgt Cy =
Nach [4], Seite 398| gilt P, [T, < oo =1 fiir 0 < a < b.
Da R; € [0,b] fiir t € [0,7}] und die Abbildung x
wachsend und stetig ist, gilt fiir ¢ € [0, T}

1
bvI,(bV2)\)

fEiVIu (ili\/ﬂ)

b1 (VN fir € [0,b] monoton

(R, 6)] = |f(R))e ™M < f(b) =1.
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Nun folgt mithilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz und des Doobschen Stopp-
satzes (siehe [12], Kapitel 2|) fiir die beschrinkte Stoppzeit T, A ¢, dass

E, [e™T] = E, [o(RS,, T)] = E. ngg (RS, T /\t)] —
= lim E, [v(R}, . Ty A1)] = E, [0(R),0)] = Eu[f(a)] = f(a).

t—o0

O
Korollar 3.5.6. (siehe [4 Seite 463])
Mit der Notation des Satzes gilt fird =3und 0<a <b,A>0
bsinh <a\/ 2>\>
E, [e ] = : (3.32)
a sinh (b\/ 2/\>
Beweis. Die modifizierte Besselfunktion erfiillt fiir v = % die Beziehung
1)(2) = /= sinh(2)
1(z) = 4/ —sinh(z
2 Tz ’
woraus die Aussage folgt. O

Satz 3.5.7. B
Seien (R?,t > 0) und (R?,t > 0) zwei unabhéngige BES?(0)-Prozesse mit den entspre-
chenden Trefferzeiten 7, = inf{t : R} = pu} bzw. T, = inf{¢ : R} = p}, pu > 0. Dann gilt

fir A >0 )
E [e*A(Tﬁﬂ)] o mv2A _ (3.33)
sinh (v 2X)
usinh(a\/ﬁ)

Beweis. Nach Korollar |3.5.6| gilt E, [e_)‘T“] = b (V) fir 0 < a < p. Mit der Regel

von L’Hospital folgt

. sinh <a\/ﬁ) . cosh <a\/ﬁ> V2\ _ /5

a—0 a a—0 1

Somit ist also

UV 2\

E[e] = —sinh (u\/ﬁ> .

Aus der Unabhéngigkeit folgt
E [G—A(TH-&-TH)] — B [G—ATH] E [G—Aﬂ]
und damit die Behauptung. [
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Satz 3.5.8.
Es gilt fiir A > 0, R(s) > 2

™ S

Frr(hs) = % (5) hp (5 — 1) (s —1). (3.34)

Beweis. Es ist

fur(\,s) = / h / ooe*”hS*l frou(r, ) drdh = / h / Ooe*”if*l fo, (r) fu(R) dr dh.
0 0 0 0

Nach Satz [3.5.7] gilt fiir das innere Integral

= —Ar _ hm i
| e ar = (—Smh<h m>) .

Somit ist

2
A & hv2A 1 ee A1
frr(A; ) =/ ht (— ) — dh = )\/ > dh.
0 sinh(hv'23) ) 2R * (sinh (hv2X))
Die Substitution Av 2\ = u fihrt zu

Jun(hs) = A (%) /0 mm du.

Nach |10, Kapitel 25, Abschnitt 5| besitzt die Riemannsche Zeta-Funktion die Integraldar-
stellung

1) = 22 /Oo(u;ldu, R(s) > 2.
0

['(s) sinh(u))?
Somit ist L\
fur(\,s) =\ (ﬁ) 2275¢(s — 1)T'(s).

Unter Verwendung der Funktionalgleichung (siehe |10, Kapitel 5, Abschnitt 5|)
Nz +1) =a2(x)
und der Darstellung der Riemannschen Xi-Funktion (siche [10, Kapitel 25, Abschnitt 4])

S

£(s) = %3(3 )T (2

)R
gelangt man zu

1

1 ['(s—2)
No :

fH,R(/\a S) =\ ( ) 23_871'%6(8 — 1)
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Die Gamma-Funktion erfiillt geméfs [10, Kapitel 5, Abschnitt 5| fiir 2z ¢ Z<, die Duplika-
tionsformel

[(22) = 7 22%7'0(2)T (z + %) .

Demnach gelangen wir letztendlich zu der Darstellung

1

furv9) =3 (o) T (5 1) et -1,

Dies entspricht genau dem Resultat aus Satz [3.4.11]
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Kapitel 4

Die Verteilung des totalen
Ordervolumens

4.1 Das Ordervolumen

Wir nehmen an, dass wéhrend eines infinitesimalen Zeitintervalls dt neue Limit-Orders
bei jedem Level S; + u,u € R\ {0}, mit Volumen g¢(u)dt, wobei g: R\ {0} — R, eine
integrierbare Funktion sei, aufgegeben werden.

Weiters sei A}, die letzte Trefferzeit des Levels u, gegeben durch

A} =sup{s: Ss =u,s < t}.

Definition 4.1.1. (siche [15])
Sei g: R\ {0} — R, eine integrierbare Funktion und A} = sup{s : S = u,s < t}, dann
heiftt die Grofe V,*, definiert durch

V= /t g(u — Ss) ds. (4.1)

Ay
das Order-Volumen beim Level u zur Zeit t > 0.

Definition 4.1.2. (siehe [15])
Sei g: R\ {0} — R eine integrierbare Funktion. Das totale Order-Volumen beim Level u
zur Zeit t > 0 ist definiert durch

TV = /tg(u — Sg) ds. (4.2)

Wir modellieren wiederum den zugrundeliegenden Preisprozess durch S; = B; und wéhlen
u = 0. In Abschnitt 3.4 werden wir unter anderem die Verteilung von TV?, wobei 7, =
inf{s > 0: Ly > t} die Inverse der Brownschen Lokalzeit bei 0 bezeichnet, fiir den speziellen

Fall der bei 0+ unbeschriankten Funktion g(z) = %, x > 0, untersuchen.
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4.2 Die Feynman-Kac-Formel

Satz 4.2.1. (Feynman-Kac) (siehe [6])
Sei ¢: R — R, eine Borel-messbare Funktion und f: R — R, eine lokal beschréankte
Borel-messbare Funktion. Dann gilt fir k£, A > 0

/Oooe_kth[ (B.) eXp( /f )] /_ZQ(iU)U’\f(k,:L’)d:c. (4.3)

Dabei bezeichnet (By;t > 0) eine Standard-Brownsche Bewegung auf einem filtriertem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (F; )0, P) und U(x) = UM (k, z) ist die eindeutige Losung
der Differentialgleichung

%U”(:p) — (’; + A f(z )) Ulz)  (z#0), (4.4)

unter den Nebenbedingungen:

U'(x) existiert fiir x # 0 und ist gleichméfig beschrankt in z, (4.5)
lim U(x) =0, (4.6)

|z| =00
U'(0+) - U'(0—) = —2. (4.7)

Um die Feynman-Kac Formel zu beweisen, benotigen wir noch einige zuséatzliche Resultate.

Notation
Im Folgenden bezeichne 6y, eine von (By;t > 0) unabhéngige exponentialverteilte Zufallszeit
mit der Dichte

k? k2t
P(@kedt):?exp< 5 ) dt (t>0).

Weiters sei gt = sup{u : v < t; B, = 0} fir t > 0 fix, Ty := inf{¢t : B, = 0} und
Al = [ f(B,)ds.
Mit L, bezelchnen wir die Lokalzeit der Brownschen Bewegung bei 0 zur Zeit t.

Lemma 4.2.2. (siehe [I7), Seite 73])
Die Prozesse (By;0 < u < gp,) und (Bp, —; 0 < u < 0 — gp, ) sind unabhéngig.
Beweis. Fiir den Beweis des Lemmas sei auf [17, Seite 73| verwiesen. O

Lemma 4.2.3. (siche [I7), Seite 73])
Die Zufallsvariablen Ly, und By, sind unabhéngig und exponentialverteilt mit

k
P (By, € dz) = 56”“‘1' dx (x € R), (4.8)

bzw.

P(Ly, €dl) =ke™™dl  (1>0). (4.9)

25



Beweis. Die Unabhéngigkeit folgt aus der Identitat Ly, = Lgek und dem Lemma
Um die Verteilung der Zufallsvariable By, zu bestimmen, betrachten wir die Momentener-
zeugende Funktion von By, :

Elexp(5By,)] = /OOOE[eXp(BBt)wk =t|P(6y € dt) =

00 /{32 k2
- / Elexp(8B)] exp ( ) it =
; 2 2
k2 k2t o 1 x?
? exp (—7> /mexp(ﬁx)ﬁ exp <—§> dz dt =

:_/ ( . >\/ﬁ/ exp(—ﬂ)dmdt:

(Y L g (2 e
£ (55 0

2
k;2 — Bt
sl ()
k‘2

Das erste und zweite Gleichheitszeichen folgen aus dem Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit und der Unabhéngigkeit von 6, und B;, das dritte Gleichheitszeichen folgt aus der
Tatsache, dass B; ~ N(0,1).

Das ist die Momentenerzeugende Funktion einer Doppelexponentialverteilten Zufallsvaria-
blen, und da die Verteilung einer Zufallsvariable eindeutig durch ihre Momentenerzeugende
bestimmt ist, folgt, dass die Dichte von By, durch

k
P(By, € dx) = 56”""5"‘ dx (x € R)
gegeben ist.
Wir bestimmen nun die Verteilung von Ly, :

Es ist
P(Lgk > l) = P(@k > Tl),

wobei 7, = inf{s > 0: Ly > [}, (I > 0), die inverse Brownsche Lokalzeit bei 0 bezeichnet.

Wegen des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit und der Unabhéingigkeit von 7; und
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Hk ist
P(Gk > Tl|Tl = t)P(Tl € dt) =

P, > t)P(r; € dt) =

J
— /Ooop(ek >ty =t)P(n € dt) =
J

k2t
6_7P(7’l € dt) =

()]

Sei M; = sup B das laufende Maximum und 7; = inf{t > 0: B, > [}, (I > 0).

0<s<t

Da (Lt > 0) faw (My;t > 0) (siehe [16], Seite 29]), gilt demnach

0

=

P(n<t)=P(L>1)=P(M, >1)=P(T; < t).

Folglich ist die Laplace-Transformierte von 7; gleich der Laplace-Transformierten der Stopp-

zeit Tj, welche durch
/{32
E {exp (—ETZ)} = exp(—kl)

gegeben ist (siehe [12] Seite 73]).
Insgesamt ist also
P(Lg, > 1) =exp(—kl) (1 >=0).

Satz 4.2.4. (siehe [3| Seiten 77-81])

/ P'dt = (/ PTSds)o (/ T(Pf“)da) (4.10)
0 0 —00
Notation

P? ist die Verteilung des Koordinatenprozesses (Xy;t > 0) auf C[0, 00] unter P, d.h. das
auf dem Raum der stetigen Funktionen ¢ — w(t), wobei t € [0,(,] C [0,00], definierte
Wiener-Mafs. Fiir ein Funktional mit Werten in R, meint obige Schreibweise

( /O Tpr dt) F(Xu

(/OOOPTS ds) [F(Xu;u < Qh(Q)] = /OOOE[F(XU;U < 7)h(ry)] ds.

/AN
o
=
o
Il
0\8
>=
=
=
=
£
IS
/AN
$
=

und
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PTo bezeichnet die Verteilung einer Brownschen Bewegung, die im Punkt a startet und
zur Zeit Ty endet und "(PT0) ist die Verteilung mit umgekehrter Zeit, d.h. die Verteilung

a
des Prozesses (Br,_+;t < Ty|By = a). Das Symbol o steht fiir die Zusammensetzung zweier

unabhéngiger Trajektorien (w(u);u < ¢,) und (0(v);v < (5) unter der Bedingung w((,) =
w(0). Es ist

w(t) fir ¢t < ¢,

Bt —¢) fiir G << Gt G

Satz 4.2.5. (siehe [I7, Seite 73])
Fiir Brownsche Funktionale F, G mit Werten in R gilt

E [F(Bu70 < U < g@k)G(Bﬁk—u;O < u < Qk 99k>|L9k =1 Bek - [E -

(el ormacuca]) (e Fomacacn). o

Beweis. Wir betrachten den Ausdruck
E[f(Lg, )h(By,)F(Bu:0 < u < g,)G(Bg—u; 0 < u < b, — g0, )],

wobei f: R, — R,, h: R — R, Borel-messbare Funktionen sind.

Einerseits gilt aufgrund des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit

k2 0
E[f(Lg,)h(Bg,)F(Bu;0 < u < gp,)G(Bop—u; 0 < u < 0 — gp,)] = 3/ e M f(l)x
0

: / e el h(2) B [F(Bui0 < u < 5, )G (B 10 < u < 0 — g9,)| Lo, = 1. By, = ] da dl

[e.9]

und andererseits gelangt man mithilfe des Satzes [4.2.4] zu
E[f(Lo, )M (Bo ) F'(Bu; 0 < u < 9o, )G (Bpy—u; 0 < u < 0 — g, )] =

k‘2 o]
= 5 ;
k2 g2

== | e T E[f(LOMB)F(By:0 <u < g)G(Biow;0 <u <t —g)] dt =

e B [f(L)R(B)F(Bu;0 < u < g)G(Biow:0 < u <t — g)[6 = 1] dt =

2 Jo
kz > 7k27—s o0 7k2To
=3 E [e 2 f(s)F(By;u < TS)] ds/ E, e 2 h(a)G(By;u < Tpy)| da.
0 —00
Vergleicht man nun die Ausdriicke miteinander, gelangt man zur Aussage des Satzes.
O
Korollar 4.2.6.
Es gilt
> k2‘rs
EF(By;0<u<gp)] :k/ E[e* 2 F(By,u<Ts)| ds (4.12)
0
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und

00 2
EG(Bp—u;0 <u< b —gp,)] = g/ E, [e_kgo G(By;u < T0>:| da.
Beweis. Wahlt man F' = 1 in Satz [£.2.5] dann folgt

E|G(By—u;0 <u<br—go,)|Lo, =1,By, =] =
= FE[G(Bg,—u; 0 < u < 0 — g, )| By, = ] =

= (eklE {e‘k;l]) (ekmEx {e_kJOG(Bu; 0<u< T@})

= ekleHl <ek|x|Ex {ekgoG(Bu; 0<u< TO)}> .

Weiters ist

E [G(By-1:0 < u < 0 — gn,)] =

k’ o0

2 / e M E [G(B—u; 0 < u < Oy — go,)| B, = ] da
ko[> .

5/ e_kmekme |:€_k 2T0 G(Bm 0 < U < TO):| dx.

Wegen der Unabhéngigkeit ist

=F [F(Bm() < u < ggk)|L9k = l,B@k = ZL’] E [G(ng_u;O < u < Qk - ggk)|L9k == l, ng = x] =

=F [F(Bua 0<u< gek)’Lek = l] E [G(B%*u;o Su<bp— g9k)’BOk = .T] =

2
= E[F(B,;0<u< gs)|Lo, =1 (W'Ex [e‘szOG(Bu;O <u< TO)D .
Daraus folgt nun

27—
E[F(By;0<u<gp)|Lly =1 =e"E [e_le(Bu; 0<u< Tl):|
und
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4.2.1 Ein Exkurs zu Sturm-Liouville Differentialgleichungen
Betrachte die Differentialgleichung

%F”(w) = m(z)F(z) (4.14)

fiir eine unbekannte Funktion F': R, — R und eine gegebene lokal integrierbare Borel-
messbare Funktion m: Ry — R,.

Diese besitzt zwei fundamentale Losungen:

Zum einen die nicht-wachsende Losung

F(z) = ®(x), sodass F(0) =1 (4.15)
und zum anderen die Losung

F(z) = ¥(z), sodass F(0) = 0 und F'(0+) = 1. (4.16)

Es gilt (siehe [6])

B(a) = E, {exp (— /0 (B ds)} (a>0). (4.17)

Im Folgenden betrachten wir die Losung ®(x) fiir die Falle

k2
m(x) = 5 + Afy, und (4.18)
m(x) = %2 + A f, (4.19)

wobei fy = fir, und f_(z) = f(—x),z > 0, fiir eine beliebige Funktion f: R — R,.

Der Einfachheit halber wéhlen wir 0.B.d.A. A\ = 1 und ersetzen f durch Af fiir ein belie-
biges A > 0. Wir bezeichnen die Lésungen in den beiden obigen Fillen mit ®/+(k, a) bzw.
mit ®/-(k,a), a > 0.

Satz 4.2.7. (siche [6])
Sei fi: Ry — R, eine lokal beschrénkte Borel-messbare Funktion und sei

o b= b fow (- (Sn+ [Trma))] @zo. )

Die Funktion u(a) = ¢/+(k,a) ist die eindeutige beschriinkte Losung der Sturm-Liouville
Differentialgleichung

= (Ser)u wo-1 (4.21)
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Satz 4.2.8. (siche [6])
Sei f: R — R, eine lokal beschrinkte Borel-messbare Funktion. Dann gilt mit obiger
Notation

]{327'[

E [exp (— (T - A{l))] = exp (é (D7) (k,04) + () (k, 0+)]> : (4.22)

wobei (®/+)'(k,0+) = (%(I)ﬂ(k,a){a:% und () (k,0+) = %q)f_(k’a>‘a:0+'

Beweis. Sei b: R — R eine lokal beschrankte Borel-messbare Funktion.
Weiters bezeichne by = b, und b_(z) = b(—x),z > 0.
Betrachte die Funktion

m /
v(w,y,m) = O (@)@ (y) exp (=5 ((9")'(0) + (")(0)))
wobei @+ (z) bzw. ®*-(z) die Losungen der Sturm-Liouville Gleichungen
F'(z) = by (2)F(z), F(0) =1

bzw.

F'"(z) =b_(2)F(z), F(0)=1

sind.
Sei B;” = max(0, B;) und B; = max(0, —B;).
Anwenden der Ito-Formel (siehe [12], Kapitel IV]) fiihrt zu

tav t
o(BF By, L) = v(By . By, Lo) + / % B+ B L)dBF + /
0 0

ov

— (BT, B, Ly)dB-

aw 8y( s s ) ) S+
L ov t 9%
—(BY,B-,L,)dL,

+08m(8787 ) +08x0y

1 [t0% 1 [t0%

— | —(BY,B-,L)d[B",BT|,+~- | —(BY,B.,L,)d|B~,B|,.

+2Oax2( s 7 s )[ Y ]+208y2(s7 s )[ 9 ]

Aus der Tanaka-Formel (siehe [12], Kapitel VI]) folgt

(B), B, Ls)d[B", B~ ]+

1
dB:_ - 1Bt>0 dBt + 5 st

und 4
dB;, = —1p,<0dB; + 5 dL,.
Daher ist
d[B*,B7]; = —1p,50lp,<0 dt = 0,
d[B*, BY]; = 1p,~odt
und

d[B™,B]; = 1p,<0 dt.
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Somit ist also

v(B, By L) =1+ gU(B” By, Ls)1p,50dB, + gU(B+ Bo,L,)dL,—
"ov, "ov,
5, (BB L)1BS<0dB+ [ 5, BB L)Lt
+/ av(B*B ,Ly)dL, + jlal SV (BF, B, L)1 ds+ P Y (Bf, B, L)1p.<od
om o 012 Bs>0 o Oy B,<0 US.

Da das Mak dL, f.s. auf der Menge {t : B, = 0} lebt (siehe [12], Kapitel VI|), ersetze in den
Integralen beziiglich dL; B;” und B, durch 0.
Fiir die partiellen Ableitungen gilt

2y m) = (@ (@) () exp (-

m
2

((@")'(0) + (@*)(0)) ).

o) = 8 ()@ () exp (-

| 3

((@")(0) + (2™ )(0)) )
und

90 m) = — ((BY(0) + (#)(0)) % ()8 () exp (= ((@")(0) + (#Y(0)) ).

Aufgrund der Nebenbedingungen ®%+(0) = 1 und ®°-(0) = 1 folgt

tow tow L ow
L)dL, + L)dL, +
Nr — (0,0, L) d ay —(0,0, Ly) dLs . om

_1

: / (@%+)(0)" (0) exp (—% ((87)(0) + (@b)'(o») AL+

=—(0,0, L,) dL, =

o [ P O@ O e (<5 (@0 + @)0) ) dr.-
L

: 5 (@0 + @) ) dL. 0.

—5 [ (@0 + @) e 0o 0o -

Somit ist nun

to 0
U(ijBt_th) =1 +/ _U(ijBg_aLs)]-Bs>0 st _/ U(B+ B L )1BS<O st“—
0 Ox 0 Oy
82 82
+ % 2 (BF, By, L)1, >0ds+ 5 = (Bf, B, Ly)1p,<ds.

Als Néchstes zeigen wir, dass

1 t
U(ijBt_th) exXp (_5/ b(Bs) dS)
0
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ein lokales Martingal ist.

Sei dazu X, := v(B;", By, L;) und Y; := exp(C;), wobei C; := —1 [1b(B,) ds.

Nach dem Satz iiber die partielle Integration von Semimartingalen (siehe |12}, Kapitel IV])
1st

t t
Xth=X0Y0+/XdeS+/Y;dXs+d[X,Y]t,
0 0

wobei
XoYp = U(Bg_aB()_aLO) exp(CO) =1,

1
dY; = d(exp(C})) = exp(C}) dCy = ~3 exp(Cy)b(By) dt,

v Jv
dXt - dU(B:_, Bt_7 Lt) - %(B:—, Bt_7 Lt)]-Bt>0 dBt — a—y(B:—, Bt_7 Lt)]-Bt<0 dBt+
1 0% _ 10%v _
—1—5@(5?, By, Li)1lp,~odt + ia—y2(Bt+, B/, Li)1p,<odt.
und
d[X,Y], = 0.

Demnach ist

1 [t ¢
o Lo (— [wmas) =1+ [ ewc)ass B L)

¢
—%/U(B;“,B;,Ls)exp(Cs)b(Bs)ds.
0

Da
%(B:ra By, Ly)1p,~0 = (®")"(B;")®" (B;) exp (—% ((CI)I”)’(O) + ((I)b)’(O))) 1,50 =
— b (BB (B0 (B exp (~ 5 (8)(0)+ (@ /(0) ) 150 =
b (B psov(BE, B L) = b (Bo(BF By L)
und
B By Laco = 0 (D@50 exp (— 2 (8)(0) + (@)10) ) 150 -

= BBV (B e (= (0 0) + (8 Y(0)) 1o =

= b*(B;)lBtQOU(B;ruBngt) = b*(Bt)U<BtJraBt77Lt)7
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gilt somit
P I ! o, .
v(B,", B, L;) exp ) b(Bs)ds | =1+ exp(C’S)%(Bt , By, Li)1p,~0 dB:—
0 0

t ov 1 [
—/0 eXp(OS)a—y(B;r, Bt_7 Lt)]-Bt<O dBt + 5 A U(B:—, Bt_7 Lt) exp(CS) (b+(Bt) + b_(Bt)) ds—

1 t t
_5/ U<B:7 3;7 Ls) eXp(Cs>b(BS> ds=1 + / eXp(Cs)g_U<Bt+7 B;7 Lt)lBt>O dBt_
0 0 X

t ov
_/ eXp(CS)a_(Bt—’_aBt_aLt)lBtgo dBt
0 Y

Da sich die dt-Terme weggehoben haben, ist der Prozess

1 t
M; :=v(B}, By, L;) exp (—5/ b(Bs)ds)
0

ein lokales Martingal, welches fur alle [ > 0 auf [0, 7;] beschrankt ist:

Es ist —3 ((®°+)'(0) + (®°-)'(0)) > 0, da ®"(x) bzw. ®"(z) nicht-wachsende Lésungen
obiger Sturm-Liouville Gleichungen sind. Weiters ist f(f b(Bs)ds > 0,dab: R — R,.

Also gilt fir t € [0, 7]

exp (L@ y(0) + (@ Y(0) - [ b(B)ds) <exp [~ L@y + @ y)).
( 2 2 /o 2

da L; < firt € [0, 7).
Da ®%+(z) und ®°- (z) beschrinkt sind, folgt

|M;| < Cexp (—é((@bﬂ’(o) + (@b)’(()))> fiir t € [0, 7).

Nun folgt mithilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz und des Doobschen-Stoppsatzes
(siehe [12, Kapitel II]) fiir die beschrénkte Stoppzeit 7, At

B[M,] = E[Jim M) = lim E[My] = lim E[My] = E[Mg] =1 L.

Da 7; ein Wachstumszeitpunkt von L, ist, folgt B} = 0und B_ = 0 f.s. (siehe [12] Kapitel
VI)).
Somit folgt mit L, =1



T e (=5 [ omas)1=ew (5 (@0 + @) ).

Mit der Wahl
b(x) = k* + 2f ()

folgt die Aussage.

4.2.2 Beweis der Feynman-Kac-Formel

Beweis. Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt, dass

Zamn) e (~a)] = &[5 amyen (-aY)

— /OOO@_k;tE [q(Bt) exp (—A?fﬂ dt.

Dies entspricht gerade der linken Seite der Feynman-Kac-Formel (4.3)).
Wegen der Unabhéngigkeit von (B,;0 < u < gp,) und (Bp, —;0 < u < 0 — gp,) ist

E [q(ng) exp <_A£k)] =F [exp (—Aggk)} E [q(ng)exp (— (Agk — Aé,ﬁ))} .

Nach Korollar gilt

E |exp (-4, )| = k/OOOE [exp (— (% + AZZ))} dl

BluBarew (- (441, ))] = 5 [ atwi o (= (524 a) )| o

[e.e]

Qk:t] dt =

und

Aus Satz wissen wir, dass

kQTl

E {exp (— (7 + AZZ))] = exp (é (1) (K, 0+) + (&) (K, 0+)]) .

Somit ist also

E [exp <—A§9k)] - k/oooexp (é (B (k, 04) + (@f—)'(k,o+)}) dl =

2k

= @k 04) + (@) (k04 P (é [(®7+)'(k, 04) + (@7 ) (k, 0+)])
2k

T (@Y (K, 04) — (B ) (K, 04)

o0

0
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Weiters gilt wegen Satz [£.2.7]

k2T,
Ea {exp (_ ( 0 + Aéﬂo))} == @f+(/{?, a)l(@D) + CI)ff (k?, —a)l(a<0),

2

sodass
k

B [a(Ba)exo (= (4], - 43, )] =5 [ at@) (@ (r)tiso + 87 (k=)L oco) do

Insgesamt gelangt man folglich zu
B |q(By,)exp (—44,)] = K [%eaa) (97 (K, a)liazo) + 7 (K, —a)lw<o) da
AR ~(@F)(k,01) — (@) (k,01)

Vergleicht man dies mit der rechten Seite der Feynman-Kac-Gleichung (4.3) und ersetzt f
durch Af, resultiert daraus, dass

2 (P (K, 2) Lazo) + PV (K, —2)1@<o))
—(DM+) (K, 04) — (DM-) (K, 04)

UM (k,x) =

Insbesondere erfiillt U(x) = UM (k, z) die Nebenbedingungen der Feynman-Kac-Formel.

O
4.3 Beispiele
)\2
4.3.1 Der Fall f, = &
Die Verteilung des totalen Ordervolumens zur Zeit 7;
Fiir den Spezialfall der bei 0+ unbeschriankten Funktion f, = % betrachten wir den

Cauchyschen Hauptwert

t t
d 1 c
H, .=puw. @ = lim/ 1Bsl>e .
o B

0 s e—0 s

Durch Anwenden der Occupation-times Formel (siche [12], Seite 224]) und der Substitution
x — —x gelangt man zu

1Bz
H;,=1lim | —=—ds =
e—0 0 s
=i plemelidr=
. —c1 *1
= lim —Lydzr + —Lydzr ) =
e—0 —o00 L e X
T _ [t
= lim =t g
e—0 €T

)
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Da die Abbildung x — L7 eine Holderstetige Modifikation der Ordnung v < % besitzt
(siehe [12, Seite 226|), folgt mithilfe des Cauchy-Kriteriums fiir 0 < e; < &9

Sy S e S
1 x g2 x 1 €

S2|[r _ [ €2 ||y
</ —’ t L |dx<C’t,w/ ﬂdac:
&g €

N .l

<

g2 vy
= Ct,w/ ‘x”yfl dm = Ct,wﬁ
Y

€1

€2

€1

fiir 1,5 — 0. Daher existiert der Limes fast sicher gleichméfig in ¢ auf jedem beschrankten
Intervall.
Wir betrachten nun die Differentialgleichung zweiter Ordnung

T (x) = (A; + k?) T (x)

und setzen

Y(z) = Y (2kx).

Dies fiihrt zu einer Differentialgleichung der Form
~ 9 )\2 9\ &=
" (2kx)dk” = (| ——2k + k” | Y (2kx).
2he)ik? = ( 52k + 42) T2k

Durch eine einfache Umformung gelangt man schlieflich zu

T"(2kz) + (— %ékx) - i) T(2kz) = 0,

was eine spezielle Form der Whittaker-Differentialgleichung (siehe [10, Kapitel 13, Ab-
schnitt 14|) darstellt.
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lésst sich als

T(z) = Cleaé(Wm) + CoW, 1 (—2kx)

1
2

schreiben, wobei a := %, (1, Cy Konstanten sind und Wy, die Whittaker-Funktion be-
zeichnet.

Da wir nach einer beschrankten Losung suchen, betrachten wir das asymptotische Verhalten
der Whittaker-Funktion fiir |z| — oo, welches durch

Wim(2) =22 (140 (27)), larg(2)] <=
W_pm(=2) = (—2)*e2 (1+0 (=), larg(—z)| <

gegeben ist. Somit schliefen wir, dass C'y; = 0 sein muss.
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Fiir |z| — 0 gilt ([10, Kapitel 13, Abschnitt 14])

W, 1(z) = L

3 m-FO(ZlH(Z)).

Zur Bestimmung der Konstanten C beniitzt man die Nebenbedingung liI(I)1+ Y(z) =1 und
T—

gelangt mithilfe des asymptotischen Verhalten der Whittaker-Funktion bei 0 zum Ergebnis
Cl = F(l + CL).

Setzen wir nun die in [I0, Kapitel 13, Abschnitt 14| gegebene Darstellung der Whittaker-
Funktion ein, kommen wir zu folgendem Endresultat:

Y (x) = 2kxe ™™ T(1 + a)U(1 + a, 2, 2kx)

U bezeichnet die Kummersche konfluente hypergeometrische Funktion ([10, Kapitel 13,
Abschnitt 4]), welche die Beziehung

oo t a
(1 U(1l 2. 2) = L —— ) dt
(14+a)U(1+a,2,2) /0 e (1+t)

erfullt.
Definiere nun

3l
H; :=lim (/ ﬁdsﬂlngmg)
. B

s

[e.9]
+ . a
T, .—/ L da,
0

wobei 7; = inf{s > 0 : L? > t} die Inverse der Brownschen Lokalzeiten (L?;¢ > 0) bezeich-
net. Wir miissen noch kliren, ob obiger Limes in der Definition von H," existiert. Dazu
verwenden wir wiederum die Occupation-times Formel und formen H," folgendermafen
um:

und

tl .
H; =lim (/ “Beze s + (lna)L?) =
o Bs

o0 Lm
= lim (/ —L dx + (lne)L?) =
e—0 e X

OoLx 1LO
:lim(/ —tdx—/—tdx)
e—0 c €T e X
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Mithilfe des Cauchy-Kriteriums und der Tatsache, dass die Abbildung x — L7 eine Hol-
derstetige Modifikation der Ordnung v < % besitzt, folgt fiir 0 < 7 < &9

ooLx ILO ooLg: 1L0 €2 L= agLO
/ —tdx — —tdx—/ —tdl‘—f—/ —Ldx —tdx—/ 0
€ oy x € oy e L €

1 €1 2 2 €1 z Z

e27x _ 70 €2 r _ 70
/ Lt Lt d.’ll" g\/\ |Lt Lt| d:L’ <
€1 T €1 ’x‘

€2 |CL’|’Y €2
< Ct,w/ ——dx = C’t,w/ 2|t dw =
€1 ‘CE‘| €1
7|7 |=2 .
= thT — 0 fur £1,E9 — 0.

€1

1

Daher existiert der Limes f.s. gleichméfig in ¢ auf jedem beschrinkten Intervall.

Theorem 4.3.1.
Fir A > 0 und k£ > 0 gilt

2 2+ X
E {exp (—%H;: - %)] = exp (% (—k’+)\2 (27+1n2k‘+ F(a—k 1)))) .

Beweis. Aus der Definition von H;” und der Identitéat L2 =t folgt

/\2 ]{?2T+
E ——gr-—t|| =
o (3 -5)
/\2 . Tt 1Bs>a ]{32 . o0 u
_E|:6Xp <—7ll_1>% (/0 TSdS—F(lH&T)t) —?ll_l;% ; LTtdCL):| =
A2 (xR K
=F {exp (—?ll_l)r(l) (/(E . da + (lne)t) — Ell_r% i L da)} =
. A2 [ L? K[> A2
=F lll_r% (exp (—7/5 Fda 3 L da> exp (—?(lns)t)>} =
)\2
= }cg% {Ig exp (—?(lns)t)] ,

2 oo ra 2 o]
I..=F {exp (—%/ — da — % L da)} :
g a g )

wobei
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Um das Vertauschen von Limes und Erwartungswert zu begriinden, verwenden wir folgende
Abschéatzung

)\2 ©Ja /\2 k,2 00 /\2 < Ja )\2
exp (—?/E fda - ?(lng)t — 5/5 L da) < exp (—3/6 fda — ?(lna)t> =

/\2 o Ja /\2 1L0
:exp(——/ —tda+ — id(;L)z

2 a 2 ). a
/\2 1La /\2 1L0 /\2 o Ja )\2 1LO .
=exp|—— | —da+ — ™ da — — —tda) <exp|— /uda <
2 ). a 2 ). a 2 )i a 2 R a

A2 Lo — e N2 LY — e
<exp | — / — " da <exp|— / —t T da <
2 . a 2 \. |a|
/\2 1 )\2 " w/\2
< exp (7 (/a Ciolal™ da)> = exp (? O;’ (1-— 5”)) < exp <Ct2’7 ) :

Somit haben wir eine integrierbare Majorante gefunden, und das Vertauschen des Limes
mit dem Erwartungswert kann mithilfe des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz ge-
rechtfertigt werden.

Aus Satz [4.2.8 folgt, dass I. = exp (%u’(a)(k’,o—l—)), wobei . (k,0+) die nicht-wachsende

Losung von

w(r) =ar+1 fir z € [0, €]

{u”(:z;) = (%2 + k2> u(x) fur z € [g,00]

ist.
Die Stetigkeitsanforderungen an u und u' an der Stelle x = ¢ fiihren zu den Bedingungen

{u(g—) —ac+1= Y(e) = u(e+)

Demnach ist u(,)(0+) = & = 5557

Zu bestimmen ist also der Grenzwert

lim (ﬁ% - >\2(ln8)> .

Die Substitution 2kxt = u fihrt zu
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womit fiir die Ableitung von Y folgt []

T'(x) = —ke’“”’/ e ( “ > du + e’“/ e u(—a) (u+ 2kz) ™ 2k du =
0 0

u+ 2kx

_ 1 —kx > —u 1 u ¢
_2k( §T(:L') ae /0 ‘ u + 2kx <u—|—2k:a:) du).

Die Whittaker-Funktion erfiillt die Rekursion

Wim(2) = (k — %z) Wim(2) — <m2 — (k — %)2> Wi_1.m(2).

In dem konkreten Fall Y (z) = C1W_, 1(2kz) mit Cy, = I'(a + 1) folgt also:

1
2

2 Y (x) = Ci2kaW’ 1 (2kx) =
=I(a+1) (—a — %2]{37) W_,1(2kz) +ala+ l(a+ 1) W (2kx)

(. S

afl,%

-~

=I'(a+2)

Aufgrund des bereits bekannten asymptotischen Verhaltens der Whittaker Funktion bei 0
ist nun

Y (x) = (—a—kx) 1+ O(zInz)) +a(l+ O(xlnx)) =
= —kz+ O (’Inz) + O(zInz),
woraus folgt, dass lin% zY'(x) = 0.
z—>
Da hII(l) T(z) = 1 und auch der Grenzwert lir% zY'(x) existiert, kann man nach den Re-
T— T—

chenregeln fiir Grenzwerte obigen Limes umschreiben zu

lim (T'(e) — A*(Ine) (T(e) —T'(e))) -

e—0

Um diesen Grenzwert zu bestimmen, untersucht man zuerst das asymptotische Verhalten

des Integrals
/ ¢ ( “ ) du
0 u+tz\u+z

fur z — 0. Die Substitution v = 2t liefert

/ ‘ < u ) du:/ et (t 1) dt,
o Utz \u+z 0

und nachdem die konfluente hypergeometrische Funktion U die Darstellung (siehe [10]
Kapitel 13, Abschnitt 4])

1 *° ~ ~
m/o e (t+ 1) dt fiirRe(@) > 0, Jarg(2)] < g

Ua,b, z) =

! An dieser Stelle hat sich in [6] ein Tippfehler eingeschlichen: es gehort e ~*% statt ek
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besitzt, konnen wir das Integral als

/ ‘ ( “ > du=T(a+1)U(a+1,1,2)
0o Utz \u+t+z

schreiben.
Fiir |z| — 0 und b = 1 besitzt die konfluente hypergeometrische Funktion folgendes asym-
ptotische Verhalten (siehe [10, Kapitel 13, Abschnitt 2|):

/

r
Ula+1,1,2) = — lnz+F(a+1)+2’y}+O(zlnz),

e |

wobei v die Eulersche-Konstante bezeichnet.
Demnach gilt fiir den Grenzwert

lim (Y'(e) — A (Ine) (T(e) — £T'(e))) =

e—0

1‘\/
= —k+ )2 <2fy—|—1n2k5—ln£+F(a+ 1)> =
F/
= —k+ )\ (27—1—1112/{:—1—F(a+1)> :

Insgesamt fithrt dies zu
A2 k*rt t I
E |exp ——H;L—i =exp| = | —k+X(2y+In2k+ =(a+1) .
2 " 2 2 r
[

Als Néchstes betrachten wir die Funktion f_(z) = —%,x > 0, welche ebenfalls bei 0+
unbeschrankt ist.
Wir 16sen analog zu oben die entsprechende Sturm-Liouville Differentialgleichung

und setzen

U(x) = P(2k).
Dies fiihrt nun wiederum zu einer Whittaker-Differentialgleichung
@Z"(le) + )\—2 1 @Z(Qkx) =0
2k(2kx) 4 -

welche eine Losung der Form

Y(x) = C1W, 1 (2kx) + CoW_, 1 (—2kx)

1 1
) 2

. . 2
besitzt, wobei a := ;\—k
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Da wir nach einer beschrankten Losung suchen und hm wW_, ( 2kx) = o0, ist Cy = 0.

Aus dem asymptotischen Verhalten der Whittaker- Funktlon fur x — 0 folgt, dass C; =
['(1 — a). Es ist also

Y(z)=T(1—-a)W,

a

(2kx) = 2kxe ™™ T(1 — a)U(1 — a, 2, 2kz).

1
2

t
T 173326 0
H; = ll_r% (/0 5 ds — (lne)Lt)

s

T, ::/ L;t“da.
0

Die Existenz von H; begriindet man analog zur Existenz von H,'.

Definiere nun

und

Theorem 4.3.2.
Fir A > 0 und k£ > 0 gilt

2 2, - T’
E {exp (—%HT:— k;t )] = exp (% (—k—)\2 (27+1n2k+F(1—a)>)).

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem [4.3.1] O

Wir wollen als Néachstes die charakteristische Funktion von H;, berechnen.
Definiere dazu

—/2 —|—21:<2’y—|—1n2\/ +—( —|—1>), reCyeRy,
V2y !

womit )\2 /{32 + )\2 /{32
t
E __H+_i = — -
o (350 e (pe(33)
und A2 k2 A2 k?
A MY e (Lo (A K
el (5[ e (e (53))
folgt.

Mithilfe der Occupation-times Formel erhalten wir

o0 L a
H; = lim (/ da — (lns)L())
e—0 c

OOL[],
H = lim </ ~L da+ (In 5)L?) .
e—0 e a
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Somlt ISt Ht = Ht+ + Hti und Tt e Tt+ + Tti.

Nach dem ersten Satz von Ray und Knight (siche [16], Seite 17]) sind die Prozesse (Lg,;a >
0) und (L;% a > 0) unabhingig, woraus nun fiir A € R, k£ > 0 folgt, dass

2 2

L leXp (MHR - %Ttﬂ =FE [eXp (M (Hi +H;) - % (r + Tt—))} =
b o (v — £ Yo (- )] -
= & oxp (intt; - %)} o (intr, - %)} _
—on (o (- E) e (20 (1. £)) -
s(o(-18) ()

Durch Einsetzen in die Definition von () und Kiirzen der symmetrischen Terme gelangt
man zu

o[-0 5) v () - akwa (5 (1)) - (5 (2 4.

Die Digamma Funktion erfiillt fir z € C ([10, Kapitel 5, Abschnitt 15])

I I
F(l —z)— F(z) = 7 cot(mz)
und I I 1
~ 1 B 0
(12— F) =,
woraus durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten folgt, dass
I 1 I’
F(l +2z)= i 7 cot(mz) + F(l —2).

Verwenden wir nun diese Rekursion der Digamma-Funktion und die Beziehung cot(iz) =
—i coth(z), erhalten wir

K2 K2 . k. A I A
Q (M, ?) +Q (—z/\, 5) = —2k + 21\ (_ZX + 47 coth (ﬂE) + T (—ZE + 1)) —
(T A
—2@)\ (F (—Z% + 1)> =
= 2i? 7 coth (7?%) = —2Am coth (W%) .
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Also ist

, k? A
E |exp Z/\HTt—?Tt = exp | —tAmwcoth W% .

Um die Randverteilung zu bekommen, berechnen wir in obiger Formel den Limes fiir £ — 0.
Da lim coth(z) =1, gilt fir A > 0

T—00

A

Elexp (iAH,,)] = ’lgli% exp (—t)m coth <7TE))
= —tAT li th A
= exp m lim coth { 7
= exp(—tAm).

Falls A < 0, folgt wegen lim coth(z) = —1, dass

T—r—00

. . A
E lexp (iAH,,)] = lim exp (—t)ﬁl’ coth (71‘—))

k—0 k
= —tAm i th A
= exp m lim coth | 72

= exp(tAm).
Die charakteristische Funktion von H, ist somit durch
E [exp (iAH,,)] = exp(—t|A|7)

gegeben, also ist (H,,;t > 0) ein symmetrischer Cauchy-Prozess mit Parameter 7.

t)

Die Verteilung des totalen Ordervolumens zur Zeit 6;

Sei nun 6, eine von (By;t > 0) unabhéngige exponentialverteilte Zufallszeit mit der Dichte

k? k2t

Weiters definiere

und



Satz 4.3.3.
Es gilt fiir A > 0

E [exp (i)\He_k)} =

und

E [exp (i)\Hé;)}

Beweis. Nach Korollar [£.2.6] gilt

k tanh (w%)

E [exp (z’)\Hd)] = k:/ E [exp <_§Tt + MHH>} dt.
0

Setzen wir fiir den Integranden das Resultat aus Theorem ein, folgt

E [exp (MHQ’}C)] = k/ exp (—t)m coth <7r%)> dt =
0

1

B k tanh (71'%)

AT
Weiters ist nach Korollar [4.2.6)

k

=k <_ A coth (7?%)

) (v ()]

00 2
E [exp (i/\HéZ)] = 5/ E, [exp (—%TD + i/\HTO>] dx =

—00

00 2
= E (/ E, {exp <—k—T0 +iAHrp,
2\ o 2

Mit Satz gelangt man zu

)] dx+/oooE_m [exp (—%QTOHAHTO)} dx).

E [exp (i) )] = S/OOO (F (1 N %)

Gemafs [10, Kapitel 13, Abschnitt | ist

/ ng (2/{31‘) dI =
0 2

%
und

/ W_ix 1(2kz) dx =
0 k2

)

Wix

k
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wobei o F (a, b; ¢; z) die Gauksche hypergeometrische Funktion (siehe [10, Kapitel 15]) be-
zeichnet. Zur Verkiirzung der Schreibarbeit setzen wir F'(a, b; ¢; z) := ﬁgﬂ(a, b;c; z).
Nach [10, Kapitel 15, Abschnitt 8| gilt

sin(r(c —a — b)) L 1 _ _ 1y
- F(a,b,c,z)—F(C_a>r(c_b>F(a,b,a+b c+1;1—2)

(1 _ Z)c—a—b
Y Fle—ac—bic—a—b+1;1—
F(a)F(b) (C a,c yC—a + L Z)7

sodass
A1 T 1 A1
F 11,224+ —;—- ) =— . . —F 1,22 — —; = | —
< k 2) sin(r (% — 1)) (F(H%)F(%) ( k 2>

A _g Ny
1Y\ * A A A 1
—(5) F(H??’?E))'

Verwendet man nun die Identitét (siehe [10, Kapitel 15, Abschnitt 4])

i

iX N iN 1 1\ ' F
Fl1+2Z2 222 )= (2
21(+k’k’k’2) (2)

und die Beziehung (siehe [10, Kapitel 5, Abschnitt 5])
s s A i\
_ __ 12\ (¥
-5 (E)

sin(r(2 — 1))

gelangt man zu
] 2 A AL (A _ A
E[e } r<1+ >r<1 S)==r(=)r(1-=).

k

Mithilfe von [10, Kapitel 5, Abschnitt 5] folgt

; A T
E [ z)\H;;C] _ Z_—
¢ k sin (m%)

Verwenden wir nun die Beziehung sin(ixz) = isinh(z), gelangen wir schlussendlich zu der

Darstellung
N A
B [ iIAH, :| 27
© k sinh (71'%)

Korollar 4.3.4.
Es gilt fir A > 0
1



Beweis. Es ist
Eexp (iAHy, )| = F [exp (@')\ (Hg; + Hg_k))]

und nach Lemma sind die Zufallsobjekte Hy und H, unabhéngig. Daraus folgt nun
mithilfe von Satz |4.3.3]

1

Elexp (iAHy, )] = E [e’“Hﬂ E [e’“%] ey
k

4.3.2 Der Fall f(x) = ’\726‘“,04 >0

Wir betrachten eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form

u'(r) = (* + N\e™)u(z)

und setzen
()= (Dot
u\r)=u o e
Somit ist
22X 2\ 2\ . /o
/ _ o [ 2R et ) AN az (A
U (513) = ( o e ) o e <2>
2\ o .
= )\a/ (_6062) 60¢§
o
und
24 oz (azy2 22 A L\ .
) =i (s ) @8 22 () e (e ) e (5) -

=a" <—ea2> ()\eaf)Q +a (—e%) 70660‘5.

!
Setzen wir nun obige Ausdriicke in die Differentialgleichung ein, erhalten wir

a”’ (—e%) ()\eo‘f)2 +a’ (—e%) 70560‘5 — (K* 4+ X2e*2)q (Ee“ ) =

(0% «

(SIS

Multipliziert man nun diese Differentialgleichung mit %, fiihrt dies zu

(2/\ az> (2>\ . )2 . (m ) O\ .. <4k2 (m )2> i <2/\ az>
u | —e 2 —e +u |(—e'2 ) —e2— —2—1— —e 2 u| —e%*2 | =0.
(6] [0 (0] (6] (6] (e (6]

Diese Differentialgleichung hat die Gestalt einer modifizierten Bessel-Differentialgleichung
(siehe [10, Kapitel 10, Abschnitt 25])

[SIE]

2%y (2) + 2y (x) — (m” + 2%)y(z) = 0,
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die eine allgemeine Losung der Form
y(x) = C11n(x) + Co Ky ()

besitzt.

Dabei bezeichnen Cy, Cy Konstanten und I,,,(z) bzw. K,,(x) modifizierte Bessel-Funktionen
der ersten bzw. zweiten Art der Ordnung m. Fiir die Definition dieser Funktionen sei auf
[10, Kapitel 10| verwiesen.

Die allgemeine Losung der Sturm-Liouville Differentialgleichung ist somit durch

2\ e 2\
u(z) = Crlz (—6“2) + Cy K 2k (—602)
[ (8% o (6]
gegeben.

Mit & (k,z) bzw. &~ (k,z) bezeichnen wir die Losungen von
u'(2) = (K% + A\ fy(2))u(z)

bzw.

u'(z) = (k* + N f_(2))u(x).

Weiters definieren wir zur Verkiirzung der Schreibarbeit

¢
Af = / exp(aBs)lp,er. ds,
0

und
Tt
+ _
Tt —/ 1B36Rid5-
0

Theorem 4.3.5.
Fir A > 0,k > 0 gilt

oo (- (5w )) o (5 (- (0. (2)) "4 ()

und
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Beweis. Wir bestimmen zuerst die allgemeine Losung von

u'(z) = (K + A fy(2))u(z),

wobei f,(z) = ’\;e‘”, x > 0. Diese ist durch

2 x 2 T
Ot (k,x) = C1 12 (—)\60‘2) + CyK 2k (—Ae%) , x>0,

(0% «

gegeben.
Die modifizierten Besselfunktionen besitzen geméf [10, Kapitel 10| folgendes asymptoti-
sches Verhalten fiir z € C, |z| — oo

T _, 3m
Kilo) ~ e, Jarg()] <
[ 1 T
Ix(z) ~ %e , larg(z)| < 5

Da wir nach einer beschrankten Losung suchen und lim I(z) = oo, folgt, dass C; = 0
T—00

und

sein muss.

Zur Bestimmung der Konstanten Cy zieht man die Nebenbedingung
Ot (k,0) =1

heran.
Wegen

2
O (k,0) = CyKn (l>
o \ o
-1
schliefsen wir, dass Cy = (K% (%)) )

Fir f_(z) = ’\726_‘”’3, x > 0, erhalten wir eine allgemeine Losung der Form

2 « 2 .
O (k,x) = Cila (—/\6_"‘2> + CoK 2k (—/\6_"‘2> x = 0.
a o a

«

Fiir |z| — 0 gilt

und
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Da wir wiederum eine beschrankte Losung suchen und lirr(l) K (x) = oo, folgt Cy = 0. Zur
—

Bestimmung der Konstanten ' verwendet man wiederum die Nebenbedingung
o (k,0) =

Es ist o)
q)_(k},O) = Oyl 2 (—) ,
o\«
~1
woraus wir nun mithilfe der Nebenbedingung schlieften, dass C; = <I 2k (%))

Aus Satz folgt fiir A >0,k >0

E {exp (— <@ + A;>)] — exp (%(qﬁ)'(k, o+))
el (- (5 ))1 (507000

Zur Bestimmung von (®*)'(k,x) und (®1)'(k,z) verwendet man die in [I0, Kapitel 10,
Abschnitt 29| angefiihrten Rekursionen fiir 7, k(x bzw. K (z), welche durch

und

8[53(1333) = glk(:E) + i ()
bzw. oK (2) )
kT
e — Ky (7) — Ky11(x)

gegeben sind.

Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir z := %ea% und w = 2’\6"“ Somit ist die
Ableitung von ®*(k, z) nach x durch
0t (k,x) _ ([, (2 0K, (2) 02
ox N “\a 0z Ox
-1
(e (2) 2
o 0z « 2
(& 2A OK,(2) a
B “\a 0z 2
2\ "aa
(5 () " et )
22\ '/ « o}
— (Ka (E)) <6L§KQ(Z> — ZEKa+1( ))

gegeben.
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Demnach ist

(@) (k,04) =

| e

(. (2)) (3 (2) - 2 (2) -

(o (2)) (o (2) e (2)) -
(e (2) T (2)

(5 )] ( (0 (s (3) e (2)))

In analoger Weise berechnet man die Ableitung von ®~(k, z) nach x

00~ (k) _ ([a (g))l OLy(w) dw _

ox o ow Oz

(2 e
)

_ (za (%)) w0 (L) + L)) =
_ (Lz (%)) (oS L) 0 L (w))

oo = (1 (2)) (29(2) 250 (2)
() (2(2)e2)-
(o) (2).

Somit lautet das Ergebnis in diesem Fall
k2o t 22\ ' 2)

E |exp | — + A =exp|=|-k—AI,|— Top1 | — )
2 k 2 « «
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Sei Ay = fg exp(aB,)ds = A + A; . Als Niichstes wollen wir die gemeinsame Verteilung
von (714, A,,) berechnen.

Theorem 4.3.6. Fiir A > 0,k > 0 gilt

(- (o) e (5 () () )

Beweis. Mithilfe der Occupation-times Formel folgt

k2 + ]{32 22 00
T — 7 dr + — e L7 dx
0 0

und 2 2 0
k 7—ti — k ax x
5 —+ ATt 7 €T + ? . LTt dl’

Wegen der Unabhéngigkeit von (L, x 0) und (L7, x < 0) gilt

E {exp (— (% + An>>] {exp ( (—Tt - A*)) exp <— (%27} - An)>} —
o (- )) o - (5 ))
o5 (a0 () () (- (3) e (2))

Dieser Ausdruck lésst sich mit der Beziehung (siehe [I0, Kapitel 10, Abschnitt 28])

I (1) K1 () + T () K (x) = 1

T

noch vereinfachen:
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Setzen wir k = 0, erhalten wir die Laplace-Transformierte von f[f exp(aBy) ds

Elexp(=4)]=FE [exp (—%2 (/Otexp(aBs) ds)} =
la(3m() (2)))

N}
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