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Kurzfassung 

Durch die fortschreitende Miniaturisierung integrierter Schaltkreise wird der Einfluss der Ver- 

bindungsstrukturen auf das Schaltungsverhalten immer gravierender. Je höher die Schaltge- 

schwindigkeit der Transistoren wird und je dünner die Verbindungsleitungen werden, umso mehr 

treten ihre parasitären Eigenschaften in den Vordergrund und werden zu einem begrenzenden 

Faktor für weitere Geschwindigkeitssteigerungen dieser Schaltungen. Mit Taktfrequenzen im 

GHz-Bereich verhalten sich integrierte Schaltkreise immer mehr wie Mikrowellenschaltungen. 

Hauptsächlich ihr elektrischer Widerstand und Kapazitäten verursachen störende Eigenschaften 

wie Signalverzögerungen, Dämpfung, Übersprechen, und Erwärmung. Bis zu einem gewissen 

Grad lassen sich Verbesserungen durch die Verwendung alternativer Materialien erzielen. So 

wird z.B. Kupfer anstatt Aluminium verwendet, um die Leitfähigkeit zu erhöhen und es wird 

mit verschiedenen anorganischen und organischen Dielektrika experimentiert, die eine geringere 

Dielektrizitätszahl als SiO2 aufweisen. 

Ganz vermeiden lassen werden sich diese parasitären Materialeffekte allerdings nicht. Des- 

halb ist es unumgänglich durch geeignete Entwurfmaßnahmen diese Effekte zu berücksichtigen, 

um Fehlfunktionen zu verhindern. Dabei stellt die Computersimulation ein ganz wesentliches 

Hilfsmittel dar. Je genauer die Simulationen durchgeführt werden, desto näher kann man an die 

physikalischen Grenzen gehen, um die Leistungsfähigkeit einer integrierten Schaltung weiter zu 

steigern. 

Im Rahmen dieser Arbeit wurden nun Simulationswerkzeuge entwickelt, um parasitäre Ef- 

fekte wie Leitungswiderstände und Kapazitäten, transientes Signalverhalten und thermische Re- 

aktionen mit hoher Genauigkeit und trotzdem mit bestmöglicher Effizienz (im Hinblick auf CPU- 
Zeit und Speicherbedarf) zu berechnen. Gegenüber anderen (kommerziellen) Programmpaketen 
hat der in dieser Arbeit vorgestellte Simulator den Vorteil, die Berechnungen mit anisotro- 

pen Dielektrika sowie gekoppelten elektro-thermischen Simulationen mit temperaturabhängigen 

Materialeigenschaften durchführen zu können. Als numerisches Verfahren wird die Finite Ele- 

mente Methode verwendet. Ihr wurde aufgrund der Anwendbarkeit auf alle hier vorkommenden 

Differentialgleichungstypen sowie ihrer großen numerischen Robustheit der Vorzug gegenüber 

anderen Verfahren gegeben. Bei der zeitlichen Diskretisierung sind sowohl das Rück wärts-Euler- 

Verfahren als auch die Trapezmethode (Crank-Nicolson) implementiert. Für die örtliche Diskre- 
tisierung der Differentialgleichungen wird das Galerkin-Verfahren angewendet. Dabei erhält man 

eine lineares Gleichungssystem sehr hoher Ordnung, das in einem komprimiertem Format ab- 

gespeichert wird, um eine effiziente Nutzung des Rechnerhauptspeichers zu gewährleisten. Die- 

ses Gleichungssystem wird mit einem vorkonditionierendem Conjugate-Gradient-Solver (ICCG) 
gelöst. Da die vorkommenden partiellen Differentialgleichungen schwache Nichtlinearitäten auf- 

weisen, wird eine einfache Relaxationstechnik angewendet, um die Lösung zu ermitteln. 

Für eine genaue Simulation ist es unerlässlich, das Simulationsgebiet geometrisch möglichst 
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exakt zu modellieren. Dazu werden die einzelnen geometrischen Teilstücke als polygonal be- 

grenzte Körper dargestellt (Boundary Representation). Außerdem ist Konsistenz im Sinne von 

Punkt-, Linien- und Flächenkonformität, sowie Überlappungsfreiheit gefordert. Da aufgrund 

dieser Konsistenzforderungen eine händische Geometrieerstellung unmöglich erscheint, wird ein 

Präprozessor entwickelt, der einen schichtweisen Geometrieaufbau nach dem solid modeling- 

Prinzip ermöglicht und automatisch für Konsistenz sorgt. 

Die Genauigkeit der Lösung steht und fällt mit der Qualität des Simulationsgitters. Der 

schichtweise Geometrieaufbau lässt sich für eine besonders einfache und robuste Gittererzeu- 

gungsmethode nutzen. Vor- und Nachteile werden anhand eines Vergleiches mit anderen Gitter- 

methoden diskutiert. 

Die Simulatoren berechnen nicht nur globale Größen wie etwa Widerstände und Kapazitäten, 

oft ist man auch an verteilten Größen wie Potenzial, Temperatur oder Stromdichte interes- 

siert. Mit einem dafür entwickelten Visualisierungsprogramm lassen sich diese Attribute auf der 

Oberfläche anzeigen, Isoflächen und Schnittbilder darstellen sowie Feldlinien berechnen. 

Abschließend soll anhand verschiedener praktischen Anwendungen die Leistungsfähigkeit des 

Simulators demonstriert werden. Es wird eine elektro-thermische Simulation einer Teststruk- 

tur mit Al-Leitern durchgeführt und die Ergebnisse werden mit Messwerten verglichen. Das 

elektrische und thermische Verhalten einer Leitungseinengung, die etwa durch Elektromigration 

entstehen kann, wird detailliert untersucht. Der Widerstand von Vias in Cu dual damascene 

Architektur wird berechnet und Verzögerungszeiten und Übersprechen in einem Poly-Silizium 

Widerstandspaar werden mittels transienter Simulation ermittelt.



Abstract 

Down-scaling of integrated circuits to the deep sub-micron regime increases the influence of 

interconnects on circuit behavior. As devices are getting faster and line widths get smaller 

parasitic effects of the interconnects become the limiting factor for further improvements in 

circuit speed. With clock frequencies in the GHz regime, integrated circuits will behave more 

and more like microwave circuits. 

During the design phase care must be taken on various parasitic effects, like attenuation 

caused by resistive voltage drops, self-heating due to losses, delay times, crosstalk (caused by 

capacitive or inductive coupling or by the substrate), reflections incurred by discontinuities, skin- 

effect and eddy currents (e.g. in on-chip spiral inductors). While it is important to consider the 
inductive effects of very long interconnects with low resistance and of course on-chip inductors, 

the electrical characteristics of local interconnects lines is mainly determined by their resistance 

and capacitance. With the introduction of new materials (Copper, low-k dielectrics) parasitic 

effects can be reduced to a certain degree, but not eliminated. Therefore highly accurate models 

are required especially for designs with reduced safety margins close to the physical limits. 

In this thesis a set of simulation tools for highly accurate extraction of parasitic capacitances 

and resistances, simulation of transient electric behavior, and investigation of the thermal charac- 

teristics has been developed. Special attention has been directed to an efficient implementation 

considering both runtime and memory consumption. Compared to other (commercial) tools 

the simulator presented in this work has the ability to perform calculations with anisotropic 

dielectric materials and coupled electro-thermal simulations with temperature-dependent ma- 

terial properties. The finite element method (FEM) is used for the numeric solution of the 
partial differential equations. This method has been selected over other methods because of its 

numerical robustness and the applicability to all involved equation types. For the discretization 

of the time domain both the backward Euler and the trapezoid method (Crank-Nicolson) have 
been implemented. The spatial discretization is carried out with the Galerkin method. The dis- 

cretization results in a linear system of equations which is stored in a compressed sparse matrix 

format for efficient usage of main memory. The equation system is solved with a preconditioned 

conjugate gradient solver (ICCG). Some of the involved partial differential equations exhibit a 

slight non-linear behavior. For that reason a simple relaxation technique is used to find the 

solution. 

For highly accurate simulations it is essential to model the simulation domain geometrically 

as exact as possible. Therefor the boundary representation is used, where solids are formed by 

their polygonal hull. Adjacent solids must not overlap and must have conformal faces, lines, and 

points. Because of these consistency requirements a manual geometry construction is nearly 

impossible. For this reason a preprocessor has been developed, which allows a layer-based 

geometry construction and enforces the required consistency with a solid modeling technique.
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The accuracy and efficiency of a finite element simulation depends strongly on the quality 

of the simulation grid. The layered structure of the geometry can be utilized for a simple but 

robust grid generation method. Pros and cons of this method will be discussed by a comparison 

with other gridding techniques. 

The simulators extract not only global parameters like resistances and capacitances, also 

distributed quantities like potential, temperature, or current density are calculated. To display 

these three-dimensional scalar and vector fields a visualization program has been developed, 

which allows for the representation of the quantity on the surface, generation of contour lines 

and faces, cuts, and the calculation of streamlines. 

Finally four application examples are presented to demonstrate the capabilities of the sim- 

ulation tools. An electro-thermal simulation is performed for an Al-line test structure and the 

results are compared with experimentally measured values. The electrical and thermal behavior 

of an interconnect line with a notch (e.g. caused by electromigration) is investigated in detail. 

The resistance of vias in a Cu dual damascene architecture is calculated, and delay times and 

cross-talk in a matched poly-resistor pair are computed with a transient simulation run.
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Kapitel 1 

Einleitung 

Es gibt kaum einen anderen Bereich der Elektrotechnik, in dem die Entwicklung so rasant 

fortschreitet, wie in der Mikroelektronik. Durch extreme Miniaturisierung gelingt es, immer 

mehr Transistoren auf einem Chip unterzubringen und ihre Schaltgeschwindigkeit zu erhöhen. 

Gleichzeitig wird der Querschnitt der Verbindungsleitungen reduziert und ihre Gesamtlänge 

steigt dramatisch an, damit erhöht sich ihr Widerstand und die Kapazität zu anderen Leitungen 

bzw. zum Substrat. Parasitäre Eigenschaften wie z.B. Verzögerungszeiten, machen die Verbin- 

dungsstrukturen zu begrenzenden Faktoren für eine weitere Steigerung der Leistungsfähigkeit 

integrierter Schaltungen. 

Eine wesentliche Rolle beim Entwurf integrierter Schaltungen spielen Computerunterstüt- 

zung und Simulation. Da man immer näher an die physikalischen Grenzen der Materialei- 

genschaften geht, werden für den Schaltungsentwurf die zulässigen Toleranzen immer geringer. 

Hochgenaue Computersimulationen werden notwendig, um aufwendige und kostspielige Experi- 

mente zu vermeiden. 

Im Rahmen dieser Arbeit werden Methoden zur stationären und transienten Modellierung 

des elektrischen und thermischen Verhaltens des Verbindungsnetzwerkes, sowie zur Extraktion 

diskreter elektrischer Parameter vorgestellt. Dazu wurde ein Programmpaket mit Simulations- 

werkzeugen entwickelt, in welchem die beschriebenen Methoden implementiert wurden. Als 

numerisches Verfahren wird die Finite Elemente Methode (FEM) verwendet, wobei auf die Vor- 
arbeit in [1] zurückgegriffen wird. Andere gängige Verfahren werden in Kapitel 3 kurz vorgestellt 
und verglichen. Weitere Themen sind die geometrische Modellierung und Erzeugung des Simula- 

tionsgitters, sowie Verfahren zur dreidimensionalen grafischen Darstellung von Simulationsergeb- 

nissen. Den letzten Teil bildet die Analyse einer Reihe von praktischen Anwendungsbeispielen 

mit Hilfe der entwickelten Simulationsprogramme. 

Vorerst wird ein Überblick vom Aufbau integrierter Schaltungen und den Herstellungspro- 

zessen gegeben. Der Schwerpunkt liegt dabei natürlich bei den sogenannten back-end Prozessen, 

die zur Herstellung der Verbindungsstrukturen dienen. 

1.1 Aufbau integrierter Schaltungen 

Abbildung 1.1 zeigt einen Querschnitt durch einen typischen CMOS Chip. Vom Silizium- 

Substrat mit einer Gesamtdicke von etwa 500 um ist lediglich die oberste Schicht dargestellt. 

Auf der Oberfläche des Siliziums kann man einen NMOS und einen PMOS Transistor erkennen.
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Abbildung 1.1: Vereinfach- 

ter Querschnitt durch einen 

typischen CMOS Chip in Cu 
W-Kontakt MI   Poly-Si 

Dual-Damascene Architektur 

mit sechs Metallisierungsebe- 

Substrat nen (M1-M6) 

Die Gate-Anschlüsse werden aus polykristallinem Silizium gebildet. Kontakte aus Wolfram die- 

nen als elektrische Verbindung von den Diffusionsgebieten der Transistoren zu Leitungen in der 

ersten Metallisierungsebene (M1). 

Die Höhe der Leitungen in den Ebenen Ml1 und M2 liegt im Bereich von 500 nm, ihre Breite ist 

etwas geringer!. Als Leitermaterialien werden Aluminium oder Kupfer verwendet. Da der Quer- 

schnitt sehr klein ist, haben die Leitungen einen hohen Widerstand je Längeneinheit (100 2/mm 

und darüber). Gemeinsam mit Leitungen aus Poly-Silizium direkt über dem Substrat werden sie 
für kurze lokale Verbindungen genutzt. Für Leitungen über große und mittlere Distanzen wer- 

den die oberen Metallisierungsebenen in Anspruch genommen, die einen größeren Querschnitt 

haben und daher auch geringere Verluste aufweisen. Die Anzahl der Verbindungsstrukturschich- 

ten kann je nach Art der integrierten Schaltung unterschiedlich sein. Typischerweise werden in 

dynamischen Speichern 2-3 Lagen und in Mikroprozessoren 6-7 Schichten verwendet. Die Ge- 

samtlänge aller Verbindungsleitungen kann in einem Chip bis über 1km betragen. 

Eine wichtige Rolle spielt auch das Dielektrikum, das den Raum zwischen den Leitungen 

  
!Die hier angegeben Zahlen sind typische Werte für einen CMOS Prozess in 250 nm Technologie
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füllt. Es soll eine möglichst geringe Dielektrizitätszahl aufweisen, um kapazitive Kopplungen 

zwischen den Leitern gering zu halten, muss aber auch gewisse mechanische und thermische 

Anforderungen erfüllen. Es wird dafür hauptsächlich SiOz verwendet (er = 3.9), inwieweit 
andere Materialien mit kleinerer Dielektrizitätszahl geeignet sind, wird zur Zeit experimentell 

untersucht (beispielsweise in [2]). 

1.2 Technologie 

Die Herstellung eines Integrierten Schaltkreises ist ein sehr aufwendiges Unterfangen. Es be- 

darf mehrerer hundert Prozessschritte, die nacheinander durchgeführt werden müssen. Die 

einzelnen Prozesse lassen sich in zwei große Gruppen einteilen, den front-end-Prozessen, die 

zur Herstellung der aktiven Schaltelemente auf der Oberfläche des Substrats dienen, und den 

back-end-Prozessen, welche die Verbindungsstrukturen erzeugen. Zu den front-end-Prozessen 

gehören hauptsächlich Ionenimplantation, Diffusion, Oxydation, back-end-Prozesse sind unter 

anderem Ätzen, Deponieren und Planarisieren. Daneben stehen die Lithografie-Prozesse, wie 

das Aufbringen von Fotolack, Belichten und Entwickeln, die in beiden Gruppen überall dort 

vorkommen, wo eine Struktur von einer Vorlage (Maske) auf den Chip übertragen werden muss. 
Im Folgenden soll lediglich auf die Prozesse zur Herstellung der Verbindungsstrukturen näher 

eingegangen werden. 

Die einzelnen Metallisierungsebenen werden Lage für Lage aufgebaut. Zwei gängige Herstel- 

lungsverfahren sind in den beiden folgenden Abbildungen dargestellt. 

I II III 

IV vV 

Abbildung 1.2: Herstellung einer Metallisierungsebene und Durchkontaktie- 

rungen in einem konventionellen Prozess 

  

Abbildung 1.2 zeigt die wichtigsten Prozessschritte der konventionellen Methode. Fiir jede 

Metallisierungsschicht wird folgendermaßen vorgegangen: Zuerst wird ein Dielektrikum (SiO>) 

auf die Metallverbindungen der vorigen Ebene aufgetragen (T). In diese Schicht werden Löcher 

geätzt, wo später Durchkontaktierungen (sogenannte Vias) zwischen der vorigen und der neuen 
Ebene entstehen sollen (II). Dabei handelt es sich in Wirklichkeit nicht nur um einen, sondern
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gleich um eine Reihe von verschiedenen Prozessschritten: Zuerst wird eine Fotolackschicht aufge- 

tragen, auf die dann eine Maske, die die Struktur der Durchkontaktierungen enthält, projiziert 

wird. Anschließend wird entwickelt, wobei der Fotolack an den belichteten Stellen aufgelöst 

wird. Dann erst kann das Ätzen erfolgen und zum Schluss wird der restliche Fotolack entfernt. 

Als nächstes wird die Metallschicht deponiert und gleichzeitig werden die Vias gefüllt (III). 
Was in der Abbildung als eine einzige homogene Schicht dargestellt ist, besteht in der Praxis 

meist aus mehreren Lagen: Zuerst wird eine Schicht, meist aus Titan bzw. Titannitrid aufge- 

bracht, die eine gute Haftung zum darunterliegenden SiOs gewährleistet und auch als Barriere 

gegen Diffusion und Elektromigration dient. Da diese Materialien einen sehr hohen spezifischen 

Widerstand haben, versucht man die Dicke so gering wie möglich zu halten (etwa 10-40 nm). 

Dann erst kommt der eigentliche Leiter, eine Schicht aus reinem Aluminium oder einer Legie- 

rung mit einigen Prozent Kupfer. Zu oberst kommt üblicherweise noch eine dünne Lage eines 

lichtabsorbierenden Materials (z.B. TiN), um störende Reflexionen bei nachfolgenden Lithogra- 
fieschritten zu vermeiden. 

Um aus der durchgehenden Metallschicht einzelne Leiter zu formen, wird in einem Lithogra- 

fieschritt eine Maske aufgebracht, um die Zwischenräume zu ätzen (IV). 
Dann wird eine dielektrische Schicht (SiO2) aufgetragen, die die Isolation zur nächsten Ebene 

bildet (V). Dabei können auf der Oberfläche Unebenheiten auftreten, die sich für die nachfol- 

genden Prozessschritte als störend erweisen würden. Es kann deshalb noch notwendig sein, die 

Oberfläche durch chemisch-mechanisches Polieren (CMP) zu planarisieren. 

Abbildung 1.3: Herstellung einer Metallisierungsebene und 

Durchkontaktierungen in Dual-Damascene Architektur 

    

In Abb. 1.3 wird eine Metallisierungsebene im sogenannten Dual-Damascene Verfahren her- 

gestellt. Wie bei der konventionellen Methode, wird zuerst mit einer SiOa-Schicht zwecks Iso- 

lierung begonnen (T). 
Dann wird eine dünne Si3N;-Lage aufgetragen, in die an den Stellen, wo später Vias entstehen 

sollen, Löcher geätzt werden (II). 
Es folgt eine weitere SiOs-Schicht (TIT), in die anschließend Wannen geätzt werden, wo Lei- 

tungen entstehen sollen (IV). Dabei handelt es sich um einen selektiven Ätzprozess—es wird ein
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Atzmittel verwendet, das nur das SiOy auflést aber SizN4 nicht angreift. Nur an Stellen, wo 

zuvor die Si3N4-Schicht geöffnet wurde, wird bis zur darunter liegenden Metalllage durchgeätzt. 

Anschließend wird das Metall für die nächste Lage deponiert, wobei Durchkontaktierungen 

und Leitungen gleichzeitig aufgefüllt werden (V). Die Metallschicht besteht wieder aus einer 

dünnen Diffusionsbarriere und dem eigentlichen Leitungsmetall. 

Das überschüssige Metall wird anschließend durch chemisch-mechanisches Polieren (CMP) 
wieder entfernt (VI). Bevor nun wieder SiOza als Isolation zu nächsten Leiterschicht deponiert 
wird, bringt man noch eine dünne Schicht eines dielektrischen Materials auf, das als Diffusions- 

barriere nach oben hin dient (nicht in der Abbildung dargestellt). 

Der Dual-Damascene Prozess scheint aufwendiger zu sein als der konventionelle Prozess, hat 

aber zwei bedeutende Vorteile: Es entfällt das Ätzen vom Metall, und es ist möglich, das Metall 

rundherum mit einer Diffusionsbarriere “einzupacken”. Diese beiden Eigenschaften machen die 

Dual-Damascene Architektur für Kupfer-Interconnects besonders geeignet, da einerseits das Cu- 

Ätzen prozesstechnisch sehr schwierig ist und andererseits Kupfer sehr gut in SiOa diffundiert 

und deshalb unbedingt von allen Seiten mit einer Diffusionsbarriere umgeben sein muss. 

1.3 Verbindungsstrukturen als begrenzende Faktoren 

Durch die anhaltende Miniaturisierung integrierter Schaltungen wird die Geschwindigkeit der 

Transistoren immer größer. Bei der Signallaufzeit auf den Verbindungsleitungen, die haupt- 

sächlich durch ihre RC Zeitkonstante gegeben ist, lässt sich ein solcher Trend leider nicht in 

diesem Ausmaß beobachten [3] und ihre elektrischen Eigenschaften werden maßgebend für das 
Verhalten der Gesamtschaltung. Um die Leistungsfähigkeit integrierter Schaltungen weiter zu 

steigern, muss man deshalb besonders bei den Metallleitungen nach Lösungen zur Verringe- 

rung der parasitären Effekte suchen oder, falls das nicht möglich ist, zumindest ihr Verhalten 

mit hoher Genauigkeit simulieren, um Beeinträchtigungen der Funktion der Gesamtschaltung 

möglichst früh zu erkennen und durch entsprechende Maßnahmen im Schaltungsentwurf entge- 

gen zu wirken. Doch nicht nur die elektrischen, sondern auch die thermischen und mechanischen 

Eigenschaften der Verbindungsstrukturen müssen beim Entwurf berücksichtigt werden. 

Es treten dabei parasitäre Effekte auf, wie Dämpfung durch den Leitungswiderstand, Si- 

gnalverzögerung, Übersprechen (kapazitiv, induktiv oder über das Substrat), Reflexionen durch 

Diskontinuitäten, Skin-Effekt, Wirbelströme, Verluste durch elektromagnetische Abstrahlung, 

Erwärmung durch elektrische Verlustleistung, Elektromigration und Stressmigration. Auf die 

wichtigsten Punkte wird in den folgenden Unterabschnitten näher eingegangen. 

1.3.1 Leitungswiderstand und Erwärmung 

Der elektrische Widerstand der Verbindungsleitungen bewirkt einen Spannungsabfall und somit 

eine Dämpfung des übertragenen Signals. Bei langen Leitungen muss man deshalb einen entspre- 

chend großen Leitungsquerschnitt wählen und in regelmäßigen Abständen Verstärker (Repeater) 

einsetzen. 

Durch die elektrische Verlustleistung entsteht Wärme, die durch das Oxid in Richtung Sub- 

strat oder Chip-Oberfläche abgeleitet wird. Dem überlagert sich noch der Temperaturanstieg 

durch die Abwärme der Transistoren. Leider ist SiOz kein besonders guter Wärmeleiter. Noch 

schlimmer ist es bei den meisten “low-k” Dielektrika, die eine noch schlechtere Wärmeleitfähig- 

keit als SiO> besitzen. Ein besonderes Problem stellt die Abwärme in der Silicon On Insulator
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(SOI) Technologie dar, weil hier die Transistoren zur Gänze von einem schlecht wärmeleitendem 
Isolator umgeben sind [4]. 

MOS-Transistoren sind sehr empfindlich gegenüber elektrostatischen Entladungen (ESD), 
man verwendet deshalb spezielle ESD-Schutzschaltungen, um die hohen Stromimpulse abzulei- 

ten. In den Metallleitungen kommt es dabei zu extrem hohen Stromdichten innerhalb kurzer 

Zeit (um die 100ns) und damit zu lokaler Erwärmung bis hin zum Schmelzen der Leitung [5], 
was natürlich durch Gegenmaßnahmen im Entwurf verhindert werden muss. 

1.3.2 Kapazität, Verzögerung und Übersprechen 

Durch die Kapazität zwischen den verschiedenen Leitungen bzw. zwischen Leitungen und dem 

Substrat und dem Leitungswiderstand kommt es zu Signalverzögerungen. Die Verzögerungszeit 

ist in etwa dem Quadrat der Leitungslänge proportional (genauere Berechnung [6,7]). Deshalb 
stellt sie ein besonderes Problem für globale Verbindungsleitungen dar, z.B. für Taktleitungen 

oder Busse zwischen Funktionseinheiten von Prozessoren. Abhilfe kann man durch das Einfügen 

von Repeatern in regelmäßigen Abständen erzielen, man muss dabei aber beachten, dass der 

Repeater selbst auch eine Signalverzögerung bewirkt. 

Durch kapazitive Kopplung kommt es auch zu Übersprechen zwischen über längere Strecken 

benachbarten Leitungen. Auch Kopplungen über das Substrat können Übersprechen verursa- 

chen [8-10]. 

1.3.3 Induktivität 

Induktive Effekte wurden lange Zeit beim Entwurf von ICs vernachlässigt. Das liegt einerseits 

daran, dass ihre Wirkung erst bei sehr hohen Frequenzen merkbar wird, andererseits sicher auch 

an der Tatsache, dass ihre Berechnung ungleich aufwendiger ist, als dies bei den Kapazitäten 

oder Widerständen der Fall ist. Für lokale Verbindungen und solche über mittlere Distanzen 

brauchen Induktivitäten nach wie vor nicht berücksichtigt werden, weil ihr Widerstandsbelag 

im Vergleich zum Induktivitätsbelag relativ hoch und ihre Länge im Vergleich zu den auftre- 

tenden Wellenlängen kurz ist. Bei sehr langen, niederohmigen bzw. auf minimale Verzögerung 

optimierten Leitungen wie z.B. Taktleitungen oder die Spannungsversorgung, muss man zuneh- 

mend die Selbstinduktivität berücksichtigen. Durch induktive Kopplungen kann auch Überspre- 

chen entstehen, z.B. über die Versorgungsleitungen durch Stromspitzen, die vom Schalten der 

Transistoren herrühren. Während bei der Kapazität praktisch nur Leiter in der unmittelbaren 

Umgebung einen Einfluss haben, können bei den induktiven Kopplungen auch weiter entfernte 

Leiter beitragen. 

Streng genommen ist die Induktivität nur für geschlossene Leiterschleifen definiert. Will man 

nun die Induktivität einer Leitung berechnen, so ist das Ergebnis nicht nur von der Leitungs- 

geometrie sondern auch vom Retourweg des Stromes abhängig, der oft nicht genau bekannt ist. 

Je näher Hin- und Rückweg des Stromes beisammen liegen, umso geringer wird die gesamte In- 

duktivität sein. Oft nimmt man einen Retourweg über das Substrat an, berechnet dadurch aber 

einen zu großen Induktivitätswert, falls der Strom (bzw. ein Teilstrom) über andere (nähere) 
Verbindungsstrukturen zurückfließt. Die berechneten Werte sind jedoch durchaus brauchbar, 

wenn man lediglich an „worst case“-Abschätzungen interessiert ist. Verschiedene Ansätze zur 

Induktivitätsberechnung sind in [11-15] zu finden.
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1.3.4 Elektromigration 

Elektromigration ist ein gerichteter Diffusionsprozess, der durch Impulsübertragung der Lei- 

tungselektronen auf die Atomrümpfe des metallischen Leiters entsteht. Durch die immer höhere 

Belastung der Verbindungsleitungen mit Stromdichten von 0.1MA/cm? und mehr, stellt die 

Verminderung der Zuverlässigkeit infolge von Materialabtragung durch Elektromigration ein 

großes Problem dar. Elektromigration ist kein Phänomen, das einen sofortigen Schaltungs- 

ausfall verursacht. Erst nach längerer Betriebszeit kann es sowohl zu Widerstandserhöhungen, 

zu vollständigen Unterbrechungen, als auch zu Kurzschlüssen benachbarter Leiter infolge von 

Materialansammlungen kommen. Abbildung 1.4 zeigt eine SEM-Aufnahme von einer durch 

Elektromigration entstandenen Unterbrechung (a) und einer Metallansammlung (b) auf einem 
experimentellen Testchip. 

   (a) 

Abbildung 1.4: Durch Elektromigration entstandene Unterbrechung (a) und 
Materialansammlung (b) auf einem Testchip (P. Walz et al. [16]) 

Die treibende Kraft für die Diffusion der Metallatome ist die Stromdichte. Erhöhte Tempe- 

ratur führt zu einer deutlichen Beschleunigung des Diffusionsvorganges. Eine analytische Be- 

schreibung der mittleren Ausfallzeiten als Funktion von Stromdichte und Temperatur ist durch 

die Black’sche Gleichung gegeben [17]. Elektromigration hängt aber noch von vielen anderen 

Faktoren ab wie z.B. von der Struktur der Korngrenzen, von mechanischen Spannungen [18], 

sowie der Länge und dem Querschnitt der Leitung [19] und lässt sich deshalb nur mit sehr 
aufwendigen Modellen genauer charakterisieren [20]. Die Diffusionsvorgänge finden bevorzugt 

entlang der Korngrenzen statt. Eine Leitung mit einem Querschnitt, der klein gegenüber der 

mittleren Korngröße ist, hat somit eine höhere Elektromigrationsfestigkeit, da fast alle Korn- 

grenzen annähernd parallel zur Querschnittsfläche liegen (Bambus-Struktur). Natürlich spielt 

auch die Art des verwendeten Metalls eine Rolle. Kupfer hat beispielsweise eine um einen Faktor 

100 höhere Elektromigrationsfestigkeit als reines Aluminium?. Die Elektromigrationsfestigkeit 

von Al lässt sich aber steigern, indem man es mit wenigen Prozent Cu legiert. Cu lagert sich 

bevorzugt an den Korngrenzen an und „verstopft“ somit die wichtigsten Diffusionswege [21,22]. 

  

”Das bedeutet aber nicht, dass eine 100fache Stromdichte erlaubt ist, da sich die Elektromigrationsfestigkeit 
auf die Lebensdauer bezieht.
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1.4 Strategien und Trends 

Durch die erwähnten parasitären Effekte wird die Leistungsfähigkeit der Verbindungsstrukturen 

dramatisch eingeschränkt. Für eine Verbesserung dieser Situation gibt es nun drei Ansatzpunkte 

[23,24], nämlich 

e die Verwendung neuer Materialien, wie Metalle mit höherer Leitfähigkeit und Isolatoren 

mit geringerer Dielektrizitätszahl, 

e verbesserte Entwurfstrategien, sowie 

e genaue Simulationen, die eine Schaltungsverifikation ermöglichen, bevor noch der erste 

Chip gefertigt wurde. 

1.4.1 Materialien 

Die Verwendung von Cu anstelle von Al bewirkt eine Reduktion des Widerstandes um etwa 40% 

[25]. Da Kupfer unbedingt mit einer Diffusionsbarriere umgeben sein muss, die im Allgemeinen 

eine sehr schlechte Leitfähigkeit besitzt, geht dieser Vorteil bei sehr dünnen Leitungen wieder 

verloren (Abb. 1.5). Auch der Widerstand von Vias wird durch die Barriere wesentlich erhöht. 

   
Ti ARC 

Al Cu 

Ti/TiN Barriere TiN Barriere 

(a) (b) 

Abbildung 1.5: Querschnitt durch eine Verbindungsleitung in Standard-Al (a) 
und Dual-Damascene-Cu Architektur (b) 

Alternativ zu metallischen Barriereschichten können dielektrische Materialien verwendet wer- 

den, um die Cu-Diffusion zu unterdrücken. Leitungs- und Via-Widerstände können damit deut- 

lich reduziert werden [26]. 
Um die kapazitive Last der Verbindungsleitungen zu verringern, sucht man Materialien mit 

niedriger Dielektrizitätszahl (low-k), die statt dem SiOz verwendet werden können [27,28]. Aber 

außer den erwähnten elektrischen Eigenschaften müssen diese Materialien auch mechanische 

und thermische Stabilität besitzen, ausreichend gute Wärmeleiter sein, genügend Adhäsion zu 

darüber- und darunterliegenden Schichten haben, sollen möglichst mit den gängigen Prozessme- 

thoden verarbeitbar sein und sollten im Betrieb stabil und zuverlässig sein. 

Neue Materialien liefern einen wesentlichen Beitrag, um die Leistungsfähigkeit der Verbin- 

dungsstrukturen zu erhöhen. Man nimmt aber an, dass hier maximal ein Faktor 6 in der 

Verbesserung der Verzögerungszeit erreicht werden kann, da man die Dielektrizitätszahl etwa 

um einen Faktor 3 und den spezifischen Widerstand der Leitungen maximal um einen Faktor 2 

senken wird können?. 
  

®Es ist nicht damit zu rechnen, dass supraleitende Materialien in näherer Zukunft für den Bereich der Mikro- 

elektronik zur Verfügung stehen werden.
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1.4.2 Entwurf 

Beim Entwurf der Verbindungsleitungen wurde bisher hauptsächlich auf minimale Chipfläche 

optimiert. Mit dem zunehmenden Einfluss der Verbindungsleitungen auf das Schaltungsverhal- 

ten muss nun zusätzlich auf folgende Einschränkungen Rücksicht genommen werden [29]: 

e Die maximale Verzögerungszeit darf nicht überschritten werden [30]. 

e Das Übersprechen muss unter einem bestimmten Pegel bleiben [31]. 

e Die maximale Stromdichte darf nicht überschritten werden (Elektromigration). 

Nach diesen Kriterien wird festgelegt, in welcher Ebene die Leitung angesiedelt wird, wie die 

Leitungsführung angelegt werden soll, wie breit die Leitung wird, welcher Mindestabstand zu 

anderen Leitungen eingehalten werden muss, bzw. ob diese Anforderungen überhaupt mit einer 

durchgehenden Leitung erfüllt werden können oder ob Repeater eingefügt werden müssen [32— 

36]. Die Leitungen müssen dabei in jedem Schritt des Entwurfsprozesses berücksichtigt werden, 

da beispielsweise die Länge einer Leitung direkt von der Platzierung der Bauelemente abhängt, 

oder die Größe eines Treibers über dessen Impedanz in die Verzögerungszeit eingeht. 

Kapazitives Übersprechen zwischen benachbarten Leitungen in einer Ebene oder überein- 

ander liegender Leitungen aus verschiedenen Ebenen lässt sich durch das Einführen von Mas- 

seflächen reduzieren. Da bei Leitungen mit hohem Dicke/Breite-Verhältnis (high aspect ratio) 
die Kopplungskapazität hauptsächlich durch die Seitenflächen bestimmt wird, ist es in solchen 

Fällen günstiger, anstelle von Masseflächen Schirmleitungen auf Massepotenzial zwischen den 

Signalleitungen zu platzieren (Abb. 1.6). Die Maßnahmen zur Abschirmung bewirken auch 
eine Verringerung der Induktivität, weil dadurch der Abstand zwischen Hin- und Rückweg des 

Stromes reduziert wird. 

DE e DOEOHE 

  

  

(a) (b) 

Abbildung 1.6: Durch Abschirmung (grau) kann das Ubersprechen zwischen 

Signalleitungen (blau) verringert werden. Die Abschirmung kann entweder durch 
Masseflächen (a) oder Schirmleitungen (b) erfolgen. 

Ein anderes Beispiel zur Reduktion von Übersprechen durch Entwurfsmaßnahmen ist das 

versetzte Einfügen von Invertern insbesondere bei Busleitungen. Bei langen Leitungen ist es 

ohnehin notwendig in gewissen Abständen Inverter (bzw. Repeater) einzufügen, um Dämpfung, 
Laufzeit und Übersprechen gering zu halten. Versetzt man die Inverterstufen jeder zweiten Lei- 

tung um den halben Abstand zwischen den Stufen, so erreicht man damit, dass einander sowohl 

kapazitive als auch induktive Kopplungen zwischen zwei benachbarten Leitungen kompensieren 

(siehe Abb. 1.7). Auch die Selbstinduktivität einer Leitung wird dadurch deutlich reduziert [15].
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1.5 ECAD und TCAD 

    Abbildung 1.7: Durch das ver- 

setzte Einfügen von Invertern in N N 
° ” Busleitungen wird sowohl kapa- 

DZ zitives als auch induktives Über- 
sprechen reduziert. 

    

Unter ECAD (Electronic Computer-Aided Design) versteht man Systeme für den computerun- 

terstützten Entwurf von integrierten Schaltungen. Als Ergebnis liefern diese Programme eine 

Beschreibung der physikalischen Struktur des Chips in Form von Fotomasken. Die Struktur der 

Masken wird nur selten manuell erstellt, meist erfolgt die Eingabe auf einer höheren Stufe, z.B. 

auf Transistor-Ebene oder in einer Hardware-Programmiersprache (Hardware Description Lan- 

guage). Die prozesstechnischen Grenzen der Fertigung werden in vereinfachter Form durch die 

sogenannten Design Rules widergespiegelt. Sie geben z.B. die minimale Leiterbreite, Abstände 

und die Größe der Vias an. ECAD-Systeme enthalten einen Design-Rule-Checker, mit dem 

die erzeugten Masken überprüft werden. Weiters können Schaltungssimulation auf Transistor- 

Ebene, Logik-Ebene oder Register-Ebene durchgeführt werden. Dabei werden für Transistoren 

analytische Modelle und für die Kapazitäten und Widerstände der Verbindungsstrukturen ein- 

fache geometrische Modelle verwendet. Diese Modelle sind fix für eine bestimmte Herstellungs- 

technologie konzipiert und müssen für jede neue Technologie speziell kalibriert werden. 

Unter TCAD (Technology Computer Aided Design) versteht man die Simulation des phy- 

sikalischen Herstellungsprozesses (wie z.B. Diffusion, Deposition, Ätzen, ...) auf Grundlage 

der Maskeninformation und der Prozessparameter mit numerischen Modellen. Anhand des 

resultierenden geometrischen Modells des Chips bzw. eines Teils davon können dann weitere 

physikalisch motivierte Simulationen durchgeführt werden. So kann man etwa das elektrische 

und thermische Verhalten von Transistoren und Verbindungsleitungen analysieren, indem man 

die Laplace-Gleichung, Halbleitergleichungen und Wärmeleitungsgleichung löst. Diese Analysen 

können durchgeführt werden, noch bevor der erste Testchip gefertigt wird, wodurch aufwendige 

Messverfahren eingespart werden können. Manche Größen lassen sich überhaupt nicht direkt 

messen (wie z.B. die Strom- und Temperaturverteilung in einem Via) und können ausschließlich 

durch Simulationen bestimmt werden. Damit lassen sich Kosten und Zeit für die Entwicklung 

neuer Technologien deutlich reduzieren. 

Mit jeder neuen Halbleitergeneration steigt auch die Anforderung an die Genauigkeit der 

verwendeten Modelle und Simulationen, da die Toleranzreserven beim Entwurf immer kleiner 

werden und man den physikalischen Materialgrenzen immer näher kommt. Deshalb geht der 

Trend in Richtung Zusammenwachsen von ECAD- und TCAD-Tools. So können etwa in kriti- 

schen Bereichen, in denen die Anforderungen an die Genauigkeit mit einfachen Modellen nicht 

mehr erfüllt werden können, hoch genaue Methoden aus dem TCAD-Bereich zur Anwendung 

kommen. Aus Gründen der Effizienz (im Hinblick auf CPU-Zeit und Speicher) ist es aber un- 
erlässlich, die Bereiche, die mit aufwendigen Methoden simuliert werden, möglichst klein zu 

halten. Es ist jedoch schwierig, die Entscheidung welche Modelle in welchen Bereichen zur An-
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wendung kommen sollen, zu automatisieren, sowie zwischen den einzelnen Bereichen geeignete 

Schnittstellen zu finden [37-39]. 

1.6 Modellierungstechniken für Verbindungsstrukturen 

Üblicherweise berücksichtigt man die elektrischen Eigenschaften der Verbindungsstrukturen, in- 

dem man globale Größen, wie Widerstände und Kapazitäten extrahiert und sie dann in die 

Schaltungssimulation mit einbezieht. Eine genaue Parameterextraktion bildet somit die Grund- 

lage für aussagekräftige Simulationen, da das elektrische Verhalten in zunehmendem Maß von 

den Verbindungsleitungen bestimmt wird [40,41]. In der Literatur ist eine große Anzahl solcher 
Extraktionsmethoden zu finden—die nächsten Absätze sollen einen kurzen Überblick geben. 

Kapazitätsextraktion 

Es gibt verschiedene Ansätze Kapazitäten zu berechnen: 

e analytisch, 

e mit geometrischen Modellen, oder 

e durch numerische Feldberechnungsmethoden, die auf der Lösung der Laplace-Gleichung 

beruhen. 

Die analytische Feldberechnung ist leider nur für sehr einfache Geometrien (z.B. unendlich lange 

Leitung über ebenem Grund [42]) durchführbar. 
Bei der Berechnung mit geometrischen Modellen versucht man die Kapazität direkt aus 

der Geometrie mittels empirischer Formeln abzuschätzen. So wird z.B. die Kapazität zweier 

benachbarter Leitungen aus einem Anteil, der proportional zur überlappenden Fläche ist, und 

einem Streuanteil zusammengesetzt. Vor allem in ECAD-Tools wird diese Methode bevorzugt 

verwendet, um direkt aus der Maskeninformation Kapazitäten zu extrahieren. Das Verfahren 

benötigt nur wenig CPU-Zeit, hat aber den Nachteil, dass es für sehr komplexe Strukturen 

mit vielen Metallisierungsebenen und Durchkontaktierungen ungenaue Ergebnisse liefert. Eine 

Reihe von mehr oder weniger aufwendigen Modellen ist in [43-54] beschrieben. 
Die genauesten Ergebnisse bei allgemeinen dreidimensionalen Strukturen lassen sich erzielen, 

indem man die Laplace-Gleichung mit numerischen Feldberechnungsmethoden wie z.B. Finiten 

Elementen (FEM) oder der Boundary Element Methode (BEM) löst. Ihnen ist ein eigenes 
Kapitel gewidmet. 

Widerstandsextraktion 

Da die Berechnung von Leitungswiderständen ebenfalls auf der Lösung der Laplace-Gleichung 

basiert, sind die verwendeten Methoden ähnlich denen der Kapazitätsextraktion. Die Tatsache, 

dass ein Großteil der Verbindungsstruktur aus länglichen Quadern besteht, für die der Wi- 

derstand sofort angegeben werden kann, hat den Vorteil, dass in vielen Fällen mittels einfacher 

geometrischer Methoden, Resultate mit zufriedenstellender Genauigkeit erreicht werden können. 

So kann etwa der Widerstand sehr einfach durch „Abzählen von Quadraten“ oder allgemeineren 

polygonalen Zerlegungen [55] näherungsweise berechnet werden. Komplexe Geometrien lassen 
sich jedoch nur mit numerischen Methoden (z.B. FEM) ausreichend genau berechnen.
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Kopplungseffekte über das Substrat können eine wichtige Ursache für Fehlfunktionen sein, 

besonders bei gemischten Analog-Digitalschaltungen und sehr empfindlichen Schaltkreisen, wie 

etwa in DRAMs. Um diese Kopplungen berechnen zu können, muss auch für die parasitären 

Strompfade über das Substrat eine Widerstandsextraktion durchgeführt werden. Dazu kann 

man entweder das Substrat durch ein Netzwerk diskreter Widerstände annähern [56] oder die 
Berechnung mittels FEM oder BEM durchführen [57, 58]. 

Modellierung der Leitungsverzögerung 

Für die Berechnung der Verzögerungszeit langer Leitungen ist es oft nicht ausreichend die Lei- 

tung als einfaches RC-Glied, basierend auf den extrahierten Widerständen und Kapazitäten, zu 

betrachten. Man kann nun entweder die Leitung in mehrere Teilstücke zerlegen und jedes dieser 

Teilstücke durch ein RC-Glied modellieren und somit die Ordnung des Modells erhöhen, oder 

man nimmt den Widerstand und die Kapazität gleichmäßig über die Leitung verteilt an und 

berechnet die Lösung mit der Telegraphengleichung [59, 60]. 
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Voraussetzung für die Gültigkeit der Telegraphengleichung ist, dass die Leitung in TEM oder 

Quasi-TEM Konfiguration betrieben wird, das bedeutet, dass das elektrische und magnetische 

Feld (annähernd) normal auf die Ausbreitungsrichtung stehen. Diese Bedingung ist auf den Ver- 

bindungsstrukturen mikroelektronischer Schaltungen in der Regel erfüllt. Aber auch wenn diese 

Voraussetzungen nicht ganz erfüllt sind, liefert die Telegraphengleichung noch gute Näherungen. 

Für eine Anordnung gemäß Abb. 1.8 kann man die Telegraphengleichung im Frequenzbereich 

lösen und erhält folgende Übertragungsfunktion 

H(s) = ! (11) 
1+ 28) cosh(T!) + ($ + 22 ) sinh(T}) 

T 0 T 

  

  
mit der Leitungslänge [, der Ausbreitungskonstanten T = /(R’ + sL')(G’ + sC") und dem Wel- 
lenwiderstand Zy = Y(R'+sL/)/(G'+sC'). R', L', G’ und C’ sind der Widerstands-, In- 

duktivitäts-, Leitwerts- und Kapazitätsbelag. Diese Parameter kann man beispielsweise mittels 

zweidimensionaler Simulation des Querschnitts ermitteln [61]. Der Leitwertsbelag wird meist 
mit Null angenommen, da die Verluste im Dielektrikum vernachlässigbar gering sind. 

Vernachlässigt man die Leitungsinduktivität, bekommt die Telegraphengleichung die Form 

einer Diffusionsgleichung und es wird möglich, die Lösung direkt im Zeitbereich zu berechnen 

[62]. 
Ausgehend von der Telegraphengleichung lassen sich auch analytische Näherungen im Zeit- 

bereich ableiten, deren Auswertung einen sehr geringen Rechenaufwand benötigt und welche 

somit gut für die Schaltungssimulation eingesetzt werden können [63-65]. 
Auch für Leitungen über verlustbehaftetem Substrat lässt sich die Telegraphengleichung mit- 

tels einer quasistatischen Näherung entsprechend erweitern [66]. Um die Kopplungen zwischen 
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Leitungen zu berücksichtigen, kann die Theorie der Telegraphengleichungen auf Mehrleitersy- 

steme erweitert werden. 

Thermische Modellierung 

In integrierten Schaltungen wird ein beträchtlicher Anteil der gesamten Leistung in den Ver- 

bindungsstrukturen in Wärme umgesetzt. Da SiOz eine viel geringere Wärmeleitfähigkeit als 

das Si-Substrat besitzt, kommt es dort bei hohen Strömen aufgrund der schlechten Wärmeablei- 

tung zu einem starken Temperaturanstieg, woraus sich eine Grenze für den maximal erlaubten 

Strom in einer Leitung ergibt [67]. Bei „low-k“-Dielektrika, die in der Regel eine noch gerin- 
gere Wärmeleitfähigkeit haben, ist dieser Nachteil noch stärker ausgeprägt. Auch durch die 

Einführung neuer Strukturen wie SOI (Silicon On Insulator) [68] treten vermehrt Probleme mit 
der Wärmeableitung auf. 

Die Modellierung des thermischen Verhaltens gestaltet sich leider etwas komplizierter, als 

dies etwa bei der Widerstands- oder Kapazitätsextraktion der Fall ist. An sich sind zwar die 

gleichen mathematischen Verfahren anwendbar, meist aber sind hier ein- oder zweidimensionale 

Näherungen nicht ausreichend, da üblicherweise der Bereich der Wärmeausbreitung viel größer 

als die laterale Ausdehnung der Wärmequellen ist. 

Bedingt durch den geringen Querschnitt der Verbindungsleitungen sind die thermischen Zeit- 

konstanten sehr klein. Eine adiabatische Näherung ist deshalb nur für sehr kurze Stromimpulse 

(wenige Nanosekunden) zulässig [69]. 
Bei den meisten Anwendungen ist eine Genauigkeit der berechneten Temperatur von wenigen 

Prozent nur durch eine umfassende dreidimensionale Simulation mit einer numerischen Methode 

(z.B. FEM) erzielbar. Insbesondere für stationäre thermische Simulationen ist es notwendig, das 
Simulationsgebiet sehr groß anzulegen— wenn der Chip nicht direkt auf einem guten Wärmelei- 

ter montiert ist, müssen Gehäuse und Anschlussleitungen in der Simulation mitberücksichtigt 

werden [70]. Es ist aber möglich einfache analytische Modelle mit wenigen Parametern zu ent- 
wickeln, die für bestimmte Strukturen gültig sind [71]. Diese Modelle müssen aber unbedingt 
anhand numerischer Simulationen oder Messungen kalibriert werden. 

Um thermische Effekte auch in der Schaltungssimulation zu berücksichtigen, kann man das 

thermische Verhalten durch ein elektrisches Ersatzschaltbild beschreiben. Die elektrische Span- 

nung in der Ersatzschaltung entspricht dabei einer Temperatur und der elektrische Strom einem 

Wärmestrom. Ähnlich wie bei der Widerstands- und Kapazitätsextraktion lässt sich ein Netz- 

werk thermischer Widerstände und Kapazitäten berechnen [72]. Elektrische Verlustleistung wird 

durch eine Stromquelle im thermischen System dargestellt. Rückwirkungen auf das elektrische 

System treten auf, wenn durch die Temperatur bestimmte elektrische Parameter (Leitfähigkeit) 
beeinflusst werden. Die thermische Ersatzschaltung kann dann gemeinsam mit dem elektrischen 

Netzwerk in einem Schaltungssimulator analysiert und getestet werden.
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Kapitel 2 

Grundlagen 

In diesem Kapitel werden die für die elektrische und thermische Simulation wesentlichen phy- 

sikalischen Zusammenhänge wiedergegeben und die entsprechenden partiellen Differentialglei- 

chungen und Randbedingungen aufgestellt. 

Das elektrische Verhalten eines Systems ist durch die vier Maxwell-Gleichungen 

oD 
tH = — 2.1 ro J+ 5%’ (2.1) 

0B 
tE=——— 2.2 ro at ? ( ) 

divD = p, (2.3) 

div B =0, 

mit den Verkniipfungsbeziehungen 

D=EeE, (2.5) 

B =uH, (2.6) 

J =~E, (2.7) 

gegeben. Im stationären Fall verschwinden die Zeitableitungen und (2.1), (2.2) vereinfachen sich 
zu 

rt H=J, (2.8) 
rt E=0. (2.9) 

Aus (2.9) erkennt man, dass das stationäre elektrostatische Feld wirbelfrei ist. Es lässt sich 

deshalb durch den (negativen) Gradienten eines skalaren Potenzials ausdrücken 

E = —grad ¢. (2.10) 

2.1 Kapazität 

Für den stationären Fall mit linearer Dielektrizitätszahl ist das Verhältnis von Ladung Q und 

Spannung U zweier voneinander isolierter Leiter konstant und wird als Kapazität C bezeichnet 

Q o= (2.11) 

15



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 

Da die Leiter im Inneren feldfrei sind, ist das Potenzial dort konstant und die Ladung ist 

ausschließlich auf der Oberfläche der Leiter verteilt. 

Ladungsintegration 

Die Ladungsverteilung ergibt sich aus der elektrischen Flussdichte D gemäß der dritten Max- 

well’schen Gleichung (2.3). Betrachtet man einen die Oberfläche eines Leiters umgebenden 
Bereich mit der Dicke d und lässt d gegen Null gehen, so erhält man die Flächenladungsdichte 

co als Differenz der Normalkomponenten von D außerhalb (D,) und innerhalb (D; = 0) des 
Leiters 

og=(Do—Dj)n=D,;-n, (2.12) 

wobei der Vektor n normal auf die Leiteroberfläche steht und in Richtung Dielektrikum zeigt. 

Mittels Ladungsintegration über die Leiteroberfläche T'; 

Q= $oaa= PDs:nda= PeB.ndA (2.13) 

T;; T; T; 

kann man die gesamte auf einem Leiter gespeicherte Ladung berechnen. Über (2.11) lässt sich 

daraus die Kapazität zwischen zwei Leitern ermitteln." 

Energiemethode 

Als Alternative zur Ladungsintegration kann die Kapazität auch mit der Energiemethode ermit- 

telt werden. Die in einem Kondensator gespeicherte Energie W lässt sich durch 

cu? W= (2.14) 

ausdrücken, die natürlich gleich der im elektrischen Feld enthaltenen Energie 

1 1 
w-, [zpan-, [Beran (2.15) 

Q Q 

sein muss. Der Integrationsbereich ©} erstreckt sich über das gesamte Dielektrikum zwischen 

den Leitern und geht theoretisch bis ins Unendliche. Das elektrische Feld ladungsbalancierter 

Leiter klingt für Entfernungen, die groß sind gegenüber dem Durchmesser des Gebietes, das die 

Ladungen enthält, mit der dritten Potenz des mittleren Abstands ab. Deshalb ist der größte Teil 

der Feldenergie in der nächsten Umgebung der Leiter enthalten und der Integrationsbereich kann 

für praktische Anwendungen entsprechend verkleinert werden, ohne einen großen Fehler bei der 

Energieberechnung zu machen. In Abb. 2.1 ist grafisch dargestellt wie der Fehler der berechneten 

Kapazität in einem zweidimensionalen Beispiel von der Größe des Simulationsbereiches abhängig 

ist. 

Abbildung 2.2 vergleicht den zwei- und den dreidimensionalen Fall. Das dreidimensionale 

Beispiel ist im Querschnitt mit dem zweidimensionalen ident, und die Länge des Leiters ent- 

spricht seiner Breite. Man erkennt, dass im zweidimensionalen Fall der Fehler der berechneten 

Kapazität quadratisch gegen Null geht, während im dreidimensionalen Fall eine Konvergenz mit 

der dritten Potenz von w beobachtbar ist. 
  

!Ein ladungsbalanciertes System sei vorausgesetzt.



2.1. KAPAZITÄT 17 

w=3.6um, e=6% 

  

    
  

          

= 5 : : 
w=1.2ym, e=33% Abbildung 2.1: Auswirkung der Größe 

L des Simulationsbereiches w auf den Fehler 
e der berechneten Kapazität in einem zwei- 

GG, dimensionalen Beispiel 

100.0 ¢ 

© ——® 2D Simulation 

2 =—=a 3D Simulation 

c 

© Abbildung 2.2: Vergleich der relativen 
© Fehler, die durch die Einschränkung des Si- 

=z 1.0 ¢ mulationsbereiches entstehen, im zwei- und 

iy | im dreidimensionalen Fall: Man erkennt, 

dass im zweidimensionalen Fall der Fehler 

04 nn nn quadratisch und im dreidimensionalen Fall 

41 10 100 der Fehler mit der dritten Potenz gegen Null 

Größe des Simulationsgebietes w [um] geht. 

Feldberechnung 

Sowohl die Energiemethode als auch das Verfahren der Ladungsintegration erfordern die nume- 

rische Berechnung des elektrischen Feldes. Anzumerken ist, dass bei der Ladungsintegration die 

Berechnung des Feldes auf der Leiteroberfläche ausreichend ist. 

Setzt man (2.10) in (2.3) ein und berücksichtigt, dass in den Isolatoren keine elektrischen 
Ladungen vorhanden sind (p = 0) erhält man die Euler-Gleichung 

div(egradp) =0. (2.16) 

Randbedingungen 

Das Gebiet N, auf dem Gleichung (2.16) gelöst werden soll wird durch mehrere Flächen berandet 

(Abb. 2.3). Die konstanten Potenziale der Leiteroberflächen stellen Dirichlet-Bedingungen dar 

VreT;: o(r)=V; (2.17) 

wobei mit T';; die Oberfläche des Leiters © bezeichnet wird. Wenn man für die numerische 

Berechnung das Simulationsgebiet nach außen hin begrenzt, benötigt man auch für T'„ eine 

Randbedingung, die man sinnvollerweise so wählt, dass die Oberfläche ladungsfrei bleibt, also 

Dn = gilt, oder durch das Potenzial ausgedrückt: 

VreT,: negradp(r) =0. (2.18)
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Ta 

Tı 

Ty Nr 
; Abbildung 2.3: Simulationsbereich und 

0 ’ Ränder bei der Berechnung des elektri- 
F schen Feldes: Die beiden Elektroden 2ı 

n A und 05 liegen auf konstanten Potenzialen 
(Vı bzw. Va) und bilden somit Dirichlet- 
Bedingungen. Der äußere Rand (punktierte 
Linie) wird durch eine homogene Neumann- 
Bedingung modelliert. 

Diese Art von Randbedingung wird homogene Neumann-Bedingung genannt. Oberflächen, auf 

denen eine fixe elektrische Flächenladungsdichte o eingeprägt ist, lassen sich durch allgemeine 

Neumann-Bedingungen darstellen: 

VreT„:negradp(r)=o. (2.19) 

Eine spezielle Art von Randbedingung wird für den Fall benötigt, wenn sich im Dielektri- 

kum zwischen den beiden Leitern, deren Kapazität berechnet werden soll, ein weiterer leitender 

Körper befindet, der nicht mittels einer Dirichlet-Bedingung auf ein fixes Potenzial gelegt wer- 

den soll. Da hier wie in jedem Leiter E = 0 gilt, muss zwar das Potenzial auf der gesamten 

Oberfläche des Leiters I’ gleich groß sein, es wird aber mit einem noch unbekannten Wert V 

angenommen: 

VreTr: plr)=W. (2.20) 

Da dieser Leiter über keine elektrischen Anschlüsse verfügt, können Ladungen auf der Oberfläche 

rein durch Influenz entstehen und müssen in Summe Null ergeben: 

Plesrad y)ndA=0. (2.21) 

Ir 

Dieser Typ von Randbedingung wird schwebende Randbedingung (Floating Boundary) genannt. 

Teilkapazitäten 

Bisher wurden zur Kapazitätsberechnung immer nur Zweileitersysteme herangezogen. Geht 

man jedoch von n Leitern aus, so kann man von jedem Leiter zu jedem anderen eine Kapazität 

definieren, man erhält also insgesamt $n(n — 1) Teilkapazitäten (siehe Beispiel in Abb. 2.4). 

Für eine bestimmte Konfiguration von Potenzialen auf den einzelnen Leitern (V1, Va, ... Vn) 
kann man die Gesamtenergie als Summe der einzelnen Energien in den $n(n-1) Teilkapazitäten
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Cis     
Abbildung 2.4: Zehn Teilkapazitäten in 

einem 5-Leiter Problem 

anschreiben: 
n—-1 n 

Cij (Vi - VW; W = _— 2.22 

Man erhält also eine Gleichung mit $n(n — 1) Unbekannten. Da für eine Lösung $n(n - 1) 
Gleichungen benötigt werden, berechnet man die Gesamtenergie für $n(n — 1) verschiedene 
Potenzialkonfigurationen der Leiter. Aus dem entstandenem linearen System lassen sich dann 

die Teilkapazitäten bestimmen. 

2.2 Leitungswiderstand 

Gemäß dem Ohm’schen Gesetz ıst der elektrische Widerstand eines Leiters als das Verhältnis 

von Klemmenspannung und Strom definiert: 

U 
= —. 2.2 R=7 (2.23) 

Der Widerstand einer Leitung kann nun berechnet werden, indem man an den Enden des Leiters 

eine Spannung anlegt und den Leitungsstrom durch Integration über eine Kontaktfläche des 

Leiters T'; ermittelt 

I = [maa, (2.24) 

T; 

oder man erhält den Widerstand aus der elektrischen Verlustleistung im Leiter 

uU? 

P= = [zsa. (2.25) 
Q 

Feldberechnung 

Für die Berechnung des elektrischen Feldes geht man wieder vom zeitlich unveränderlichen Fall 

aus und nimmt die elektrische Feldstärke als reines Gradientenfeld gemäß (2.10) an. Ferner lässt 
sich zeigen, dass die Stromdichte J quellenfrei ist, indem man den Divergenzoperator auf (2.8) 

anwendet: 

divd =0. (2.26)
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Setzt man nun (2.7) ein, erhält man die folgende Differentialgleichung für das elektrische Poten- 

zial in einem Leiter 

div(ygrad ) =0 (2.27) 

mit der Leitfähigkeit y. Man erkennt, dass diese Gleichung vom gleichen Typ wie (2.16) ist. 

Randbedingungen 

Der Bereich 2, auf dem (2.27) gelöst werden soll, entspricht dem Inneren des stromführenden 
Leiters. Der Teil der Oberfläche, der ausschließlich von Isolatoren umgeben ist und keine Kon- 

takte enthält (T,), stellt für das Potenzial eine homogene Neumann-Bedingung dar, da kein 
Strom vom Leiter in den Isolator fließen kann (Jn = 0), und somit gilt: 

VreT,: ngrado(r)=0. (2.28) 

An den Kontaktflächen T'; wird üblicherweise ein konstantes Potenzial V; vorgegeben, was 

eine Dirichlet-Bedingung darstellt: 

VreT;: p(r)=V;. (2.29) 

Alternativ zu einem konstanten Potenzial könnte man auch an den Kontakten eine konstante 

Stromdichte J; (normal zur Oberfläche) einprägen (inhomogene Neumann-Bedingung) 

VreT;: nygradp(r) = J; . (2.30) 

Wenn man hingegen anstatt der Stromdichteverteilung den Gesamtstrom Jr angeben möchte 

und gleichzeitig ein konstantes Potenzial mit einem noch unbekannten Wert V; fordert, ergibt 

das eine schwebende Randbedingung 

VreT;: o(r) =V, (2.31) 

da grady)ndA=Jr. (2.32) 

T; 

Wenn das Gebiet 0 ausschließlich von Neumann-Bedingungen oder schwebenden Randbe- 

dingungen umgeben ist, dann hat (2.27) keine eindeutige Lösung für das Potenzial. Durch die 
Wahl eines beliebigen Potenzialwertes in einem beliebigen Punkt p € € kann die Eindeutigkeit 

wieder hergestellt werden 

op) =Vren PEN. (2.33) 

Die folgende globale Verträglichkeitsbedingung muß immer erfüllt sein 

> [a4 Yn=0. (2.34) 
ip, i 

Sie sagt aus, dass die Summe der Ströme (bzw. Stromdichten) über die gesamte Leiteroberfläche 

gleich Null sein muss. Ist mindestens eine Dirichlet-Bedingung vorhanden, so erfüllt die Lösung 

für das Potenzial % diese Bedingung automatisch, gibt es jedoch nur Neumann’sche und schwe- 

bende Randbedingungen, so muss (2.34) für den Rand garantiert sein.
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Abbildung 2.5: Sechs Teilwiderstände als Er- 

satzschaltung für eine Leitung mit vier Kon- 

takten 

  

Teilwiderstände 

Wenn ein Leiter mehr als nur zwei Kontakte aufweist, kann man ähnlich wie zuvor bei den 

Teilkapazitäten Teilwiderstände definieren (Abb. 2.5). 
Für die Berechnung der än(n — 1) Teilwiderstände, die von n Kontakten gebildet werden, 

benötigt man die Leistungen P für $n(n — 1) verschiedene Konfigurationen von Kontaktpoten- 
zialen, um aus einem linearen System von $n(n — 1) Gleichungen der Form 

P= 5 Du (Vi — V;)? (2.35) 
=1 j=:i+1 Ri 

die Reziprokwerte der Teilwiderstände (das sind die Teilleitwerte) als Lösung zu erhalten. 

2.3 Elektro-quasistatische Analyse 

Bei den obigen Berechnungen von Kapazität und Widerstand wurde immer vom stationären 

Fall ausgegangen. Für zeitlich veränderliche Signale ist die Spannung entlang einer Leitung 

nicht mehr konstant und kann deshalb nicht mehr durch eine diskrete Kapazität und einen 

Widerstand modelliert werden. Man kann nun versuchen die Leitung in kurze Teilstücke zu 

gliedern und jedes dieser Stücke durch ein RC-Glied zu modellieren. Ein genaueres Ergebnis 

für allgemeine Strukturen erzielt man jedoch, wenn man Widerstand und Kapazität als verteilte 

Größen betrachtet und direkt eine dreidimensionale transiente Feldberechnung durchführt. 

Wie in der Einleitung erwähnt, sind induktive Effekte für einen Großteil der Verbindungs- 

leitungen auf integrierten Schaltungen vernachlässigbar, deshalb soll in diesem Modell das ma- 

gnetische Feld unberücksichtigt bleiben. Man nimmt daher das elektrische Feld nach wie vor als 

ein reines Gradientenfeld gemäß (2.10) an. In (2.3) eingesetzt ergibt das 

div(egradp) = —p . (2.36) 

Wendet man auf (2.1) den Divergenzoperator an, erhält man 

D 0 
divJ + div o = -divygradp+ = 0. (2.37)
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Gleichung 2.36 nach der Zeit abgeleitet und in (2.37) eingesetzt, ergibt somit die Differential- 

gleichung für das transiente Verhalten des elektrischen Potenzials: 

div(ygradp + egrad =) =0. (2.38) 

Der Simulationsbereich {2 erstreckt sich sowohl über die Leiter als auch über das Dielektrikum 

und geht theoretisch bis ins Unendliche. Praktisch braucht man jedoch wie bei der Kapazitäts- 

berechnung die Gleichung lediglich in der näheren Umgebung der Leitung(en) lösen. 

Randbedingungen 

Die Kontakte an den Leitungen, an denen eine konstante Spannung vorgegeben werden soll, 

können wie im stationären Fall durch einen Dirichlet-Bedingung modelliert werden (2.17). 
Wird hingegen von außen eine flächenhafte Stromdichte eingeprägt, so kann das einen Strom 

ins Innere und/oder eine Änderung der Flächenladungsdichte am Rand zur Folge haben. Für 

eine Randfläche gilt deshalb 
do 
d ’ 

wobei J„ die von außen eingeprägte Stromdichte normal auf die Oberfläche, J; - n die Normal- 

komponente der Stromdichte im Inneren und o die Flächenladungsdichte auf der Oberfläche ist. 

Auf Randflächen ohne von außen eingeprägten Strom muss demnach 

do 

gelten. Diese beiden Forderungen können durch Neumann-Bedingungen verwirklicht werden. 

Jp—Ji-n= (2.39) 

Anfangsbedingungen 

Um eine eindeutige Lösung der partiellen Differentialgleichung (2.38) zu erhalten, muss zusätz- 

lich zu den Randbedingungen eine Anfangsbedingung für das Potenzial festgelegt werden. Dem- 

nach entspricht das Potenzial Zeitpunkt t = 0 einer vorgegebenen Verteilung ¢y 

Vr € Q,t=0: o(r,t) = yolr). (2.41) 

Üblicherweise werden elektrisch isolierende Gebiete Qı frei von Raumladungen angenommen. 

Diese Tatsache muss natürlich auch in der Anfangsbedingung berücksichtigt werden. Das Po- 

tenzial darf deshalb lediglich in elektrisch leitenden Bereichen Q;, frei gewählt werden 

Vre 91,t=0: o(r,t)=yolr). (2.42) 

Für das Potenzial (9 innerhalb der Isolatoren 91 gilt (2.16) mit dem Potenzialverlauf am Rand 
von {1, als Dirichlet-Bedingung. 

2.4 Wärmeleitung 

Für eine gekoppelte elektro-thermische Simulation muss zusätzlich zu den Gleichungen des elek- 

trischen Systems die Wärmeleitungsgleichung gelöst werden 

OT 
div(yr gradT) = CpPm gy P - (2.43)
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Für den zeitlich unveränderlichen Zustand gilt folgende Vereinfachung: 

div(yrgradT) = —p . (2.44) 

Das Ergebnis dieser Differentialgleichungen ist die Temperatur 7. Die Eigenschaften des Ma- 

terials gehen durch die thermische Leitfähigkeit yr, die spezifische Wärmekapazität c, und die 

Dichte pm in die Gleichung ein. Die Wärmequellendichtefunktion p entspricht der elektrischen 

Verlustleistung und berechnet sich aus 

p = y(grad p)? . (2.45) 

Diese Gleichung stellt die Kopplung zwischen dem elektrischen und dem thermischen System 

dar. 

Sowohl die elektrische Leitfähigkeit y als auch die thermische Leitfähigkeit yr vieler Mate- 

rialien ist temperaturabhängig; sie werden durch das folgende Modell angenähert: 

_ Yo 

1+ a(T -T) +B(T - T)? 
  Y(T) (2.46) 

Mit yo wird die (elektrische bzw. thermische) Leitfähigkeit bei einer bestimmten Referenztempe- 
ratur To (z.B. 300K) bezeichnet. Die Faktoren & und 8 werden als linearer bzw. quadratischer 

Temperaturkoeffizient bezeichnet. 

Für Metalle gilt das Wiedemann-Franz-Gesetz 

IT. const (2.47) 
TE 

welches besagt, dass das Verhältnis aus thermischer zu elektrischer Leitfähigkeit proportional 

zur absoluten Temperatur ist. Deshalb können die Temperaturkoeffizienten der thermischen 

Leitfähigkeit von Metallen (ar, $r) näherungsweise aus denen ihrer elektrischen Leitfähigkeit 
(ag, Be) bestimmt werden: 

1 
oT = O — Tg , (2.48) 

1 aE 
N — — _— . 

2.49 Pr = BE T + 72 (2.49) 

Auch die Wärmekapazität c, mancher Materialien weist eine Abhängigkeit von der Temperatur 

auf. Sie wird durch die Shomate-Gleichung [73] 

&=A+BT+CT?+DT? + z (2.50) 

modelliert, wobei für 7 die absolute Temperatur in Kelvin eingesetzt wird. 

Durch die Temperaturabhängigkeiten der elektrischen und thermischen Leitfähigkeiten be- 

kommt das Gleichungssystem einen (schwach) nichtlinearen Charakter. 

Auch die Massendichte p„, ist von der Temperatur abhängig. In dem hier verwendeten Mo- 

dell bleibt diese Abhängigkeit jedoch unberücksichtigt, da sonst die Masseerhaltung nicht mehr 

gegeben wäre. Wollte man eine temperaturabhängige Massendichte berücksichtigen, so wäre es 

notwendig, zusätzlich noch die thermisch bedingte Volumsvergrößerung in einem mechanischen 

System zu berechnen.
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Randbedingungen 

Für den elektrischen Teil des Systems können Randbedingungen angegeben werden, wie sie 

bereits bei der Widerstandsberechnung beschrieben wurden. Für den thermischen Bereich sind 

folgende Ränder vorgesehen: Ein (idealer) Kühlkörper, der an einem Teil des Randes T; an 
das Simulationsgebiet angrenzt, mit einer konstanten Temperatur K;, wird durch Dirichlet- 

Bedingungen modelliert: 

VreT;: T(r) =K;. (2.51) 

Ein adiabatischer (ideal wärmeisolierender) Rand wird durch eine homogene Neumann-Bedin- 

gung dargestellt: 

VreT;: ngradT(r)=0. (2.52) 

Externe Wärmequellen, die eine konstante Wärmestromdichte ©; normal zum Rand einprägen, 

bedeuten eine inhomogene Neumann-Bedingung: 

Vr €T;: nyrgradT(r) = 6; . (2.53) 

Anfangsbedingung 

Bei zeitlich veränderlichen Wärmeleitungsproblemen muss zusätzlich für die Temperatur eine 

Anfangsbedingung 7n vorgegeben werden 

Vr € 9,1=0:7T(r,t) = Tp(r) . (2.54)



Kapitel 3 

Numerische Feldberechnung 

Wie bereits in der Einleitung erwähnt wurde, stellen die Berechnungen der Potenzial- bzw. der 

Temperaturverteilung Rand- und Anfangswertaufgaben dar, für die lediglich bei sehr einfachen 

Geometrien eine analytische Lösung gefunden werden kann. Für allgemeine dreidimensionale 

Strukturen müssen deshalb numerische Methoden angewandt werden, die zur räumlichen Dis- 

kretisierung der partiellen Differentialgleichungen dienen, mit denen diese in ein algebraisches 

Gleichungssystem übergeführt werden. Im Folgenden soll überblicksartig auf die gebräuchlich- 

sten Diskretisierungsverfahren eingegangen und ihre Eignung für die Berechnung elektrischer 

Felder bzw. thermische Simulation diskutiert werden. 

3.1 Finite Differenzen 

Bei der Diskretisierung mit Finiten Differenzen werden die Ableitungen des Differentialoperators 

durch Differenzenquotienten angenähert. Man verwendet dazu üblicherweise ein strukturiertes 

Gitter und erhält für jeden Knoten eine algebraische Gleichung in den unbekannten Funktions- 

werten des Gitterpunktes und seiner Nachbarn. 

Das resultierende Gleichungssystem hat eine spärlich besetzte Systemmatrix und kann mit 

iterativen Verfahren eflizient gelöst werden. 

Beim klassischen Finite Differenzen- Ansatz sind die Gitterlinen zu den Koordinatenachsen 

parallel (Ortho-Produkt-Gitter). Solche Gitter sind sehr einfach zu erzeugen und es werden 
keine aufwendigen Datenstrukturen benötigt. Ein effizienter Zugriff auf die Gitterpunkte und 

den ihnen zugeordneten Funktionswerten kann mit geringem Aufwand implementiert werden. 

Ein solcher Ansatz ist aber nur für rechteckige bzw. quaderförmige Simulationsgebiete geeignet. 

Er kann jedoch für Gebiete, deren Berandung nicht achsparallel ist, durch Einfügen zusätzli- 

cher Gitterknoten an den Schnittpunkten der Berandung mit den Gitterlinien erweitert werden. 

Ortho-Produkt-Gitter haben den Nachteil, dass man aufgrund ihrer Regelmäßigkeit nur sehr we- 

nig Einfluss auf die Gitterdichte nehmen kann. Abhilfe lässt sich durch sogenannte Terminating 

Gridlines schaffen. Darunter versteht man, dass einzelne Gitterlinien (bzw. in 3D Gitterebenen) 
lediglich in Bereichen, wo hohe Gitterdichte gewünscht ist, existieren und außerhalb abgebrochen 

werden (Abb. 3.1). Man verliert dadurch allerdings den Vorteil der regelmäßigen Datenstruktur. 

Die Methode der Finiten Differenzen kann aber auch für allgemein berandete Gebiete ver- 

wendet werden, indem man das Gebiet sowie den Differentialoperator auf ein Quader bzw. 

Rechteckgebiet transformiert. Eine Verallgemeinerung der Finite Differenzen Methode auf un- 

25
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(a) (b) 

Abbildung 3.1: Rechteckgitter für die Finite Differenzen Methode ohne (a) 
und mit (b) „Terminating Gridlines“ 

strukturierte Gitter (z.B. Dreiecks- oder Tetraedergitter) kann mittels Bozintegration erreicht 

werden. Durch die Geometriekonformität unstrukturierter Gitter lassen sich damit Ränder und 

Materialgrenzen einfacher behandeln und brauchen nicht mehr mit extrem hohen Gitterdichten 

aufgelöst werden. 

Die Finite Differenzen Methode wird häufig in der Simulation von Halbleiterbauelementen 

zur Diskretisierung der Halbleitergleichungen eingesetzt, kann aber freilich auch zur Kapazitäts- 

berechnung herangezogen werden [74-77]. In [78] wird mittels Finiter Differenzen eine Diskreti- 
sierung der kompletten Maxwell-Gleichungen und eine Lösung im Zeitbereich erreicht. 

3.2 Finite Elemente 

Bei der Finiten Elemente Methode (FEM) wird versucht, die unbekannte exakte Lösung der 
partiellen Differentialgleichung durch die gewichtete Summierung einer Reihe vom Ansatzfunk- 

tionen „möglichst gut“ anzunähern. Dafür wird meist ein unstrukturiertes geometriekonformes 

Gitter (Dreiecksgitter, Tetraedergitter, ...) benutzt. Die einzelnen Ansatzfunktionen sind in 
der Regel den Gitterpunkten zugeordnet! und werden so gewählt, dass am Rand zumindest 

die Dirichlet-Bedingungen exakt erfüllt sind. Die Ansatzfunktionen sollen so formuliert sein, 

dass mit ausreichend großer Anzahl von Ansatzfunktionen jede exakte Lösung mit beliebiger 

Genauigkeit angenähert werden kann. Die „möglichst gute“ Näherung erreicht man, indem 

man die Differenz zwischen exakter und Näherungslösung, das Residuum, gewichtet über das 

Simulationsgebiet integriert und dabei fordert, dass für einen Satz von linear unabhängigen Ge- 

wichtsfunktionen diese Integrale verschwinden (Methode der gewichteten Residuen). Alternativ 

dazu lässt sich eine Näherungslösung finden, indem man die partielle Differentialgleichung als 

Variationsproblem formuliert und das erhaltene Funktional stationär werden lässt (Verfahren 

von Ritz). 
Beide Methoden erfordern die Lösung eines Integrals über das gesamte Simulationsgebiet, 

was durch Summierung über die Beiträge der einzelnen Gitterelemente erreicht wird. Program- 

miertechnisch lässt sich durch die abstrakte Formulierung von Gitterelementen ein objektorien- 

tierter Ansatz verwirklichen und ein einheitlicher Programmablauf für verschiedene Arten von 

Gitterelementen (z.B. ein-, zwei- oder dreidimensionale) wird möglich. 
Durch geeignete Wahl der Ansatzfunktionen (Anpassung an die erwartete Lösung, bzw. an 

die Eigenfunktionen des Differentialoperators) lässt sich mit Finiten Elementen eine hohe Ge- 
  

"Bei der Berechnung von Vektorfeldern verwendet man oft auch Ansatzfunktionen, die den Gitterlinien zuge- 
ordnet sind. Die Gitterelemente werden dann „Edge Elements“ (Kantenelemente) genannt.
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nauigkeit selbst bei geringer Gitterdichte erreichen. Mehrere Teilbereiche mit unterschiedlichen 

Materialeigenschaften (Y, yr, €) stellen kein Problem dar, ebenso lassen sich Anisotropie, Inho- 

mogenitäten und Nichtlinearitäten berücksichtigen. 

Werden bei der Finiten Elemente Methode keine Randbedingungen angegeben, so erhält man 

an diesen Stellen automatisch homogene Neumann-Bedingungen (natürliche Randbedingungen). 

Dies erweist sich besonders bei der Widerstandsberechnung als vorteilhaft, da dort der größte 

Teil der Leiteroberfläche ein Neumann-Rand ist. 

Eine nachteilige Eigenschaft ist, dass sich die Konditionszahl der Systemmatrix mit stei- 

gender Gitterdichte verschlechtert [79]. Erfahrungsgemäß muss man vor allem bei der Wider- 
standsextraktion darauf Rücksicht nehmen, da die hier auftretenden Gleichungssysteme ohne- 

hin schlecht konditioniert sind. Dies wird durch die meist langgestreckten, isotrop vergitterten 

geometrischen Strukturen verursacht. Es empfiehlt sich deshalb in diesem Fall anstatt eines 

iterativen ein direktes Lösungsverfahren anzuwenden (z.B. Gauß’sche Elimination). Der an sich 
höhere Aufwand an Rechenzeit und Speicherbedarf bei der Gauß’schen Elimination lässt sich 

durch geeignete Wahl der Eliminationsreihenfolge [80] sowie durch das Zusammenlegen mehrerer 
Knoten zu sogenannten Articulation Nodes [81] deutlich reduzieren. 

Bei der Kapazitätsberechnung ist das entstehende lineare Gleichungssystem meist sehr gut 

konditioniert und die Lösung kann mit iterativen Lösungsverfahren sehr efiizient ermittelt werden 

[82-84]. 
Mit der FEM erhält man eine Näherungslösung der gesuchten physikalischen Größe, die nicht 

nur in den Gitterknoten, sondern am gesamten Simulationsgebiet definiert ist— im Gegensatz 

zur FDM, wo die Lösung streng genommen nur auf den Gitterpunkten bekannt ist. 

3.3 Boundary Element Methode 

Die Boundary Element Methode (BEM) gehört zu den randorientierten Diskretisierungsmetho- 

den, das bedeutet, dass sie mit einem Gitter am Rand des Simulationsbereiches auskommt und 

keine Gitterpunkte im Inneren benötigt. Diese Methode ist allerdings nur dann anwendbar, 

wenn die Fundamentallösung der Differentialgleichung bekannt ist. Beispielsweise geht man bei 

der Berechnung des elektrischen Feldes davon aus, dass elektrische Ladungen ausschließlich auf 

der Oberfläche der Elektroden vorhanden sind. Das elektrische Potenzial an einem Punkt r lässt 

sich dann als Integral über alle elektrische Ladungen (auf den Oberflächen aller Leiter "= |JT;) 
berechnen: 

u(r) = / G(r,7)o(F) dA (3.1) 
r 

Die Fundamentallösung G({r,?7) (Green’sche Funktion des unendlichen Raumes) beschreibt den 
Einfluss einer Punktladung im Punkt r auf das Potenzial an der Stelle r. Für den leeren Raum 

gilt: 
1 

 Anelr - Fl 
G(r,7) (3.2) 

Um das Integral (3.1) zu lösen, vergittert man die Oberfläche der Leiter und berechnet den 
Einfluss der Ladung in jedem Element auf das Potenzial jedes anderen Elementes entweder 

durch Kollokation oder, wie bei der Finiten Elemente Methode, mit einer Testfunktion t,;. Man 

erhält ein Gleichungssystem mit einer vollbesetzten Systemmatrix von einer Ordnung, die der 

Anzahl der Gitterknoten auf den Leiteroberflächen entspricht. Die Ordnung der Matrix ist damit
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deutlich geringer als bei der Finiten Elemente oder Finiten Differenzen Methode. Allerdings ist 

die Lösung eines vollbesetzten Gleichungssystems aufwendiger als die eines spärlich besetzen, 

sodass ein Teil dieses Vorteils wieder eingebüßt wird. 

Sind mehrere Materialien mit unterschiedlichen Dielektrizitätszahlen vorhanden, ist es meist 

schwierig die dazu passende Green’sche Funktion zu finden. Beispielsweise lässt sich für mehrere 

ebene Lagen unterschiedlicher Materialien die Green’sche Funktion durch „Spiegelladungen“ [85] 

oder durch ein Fourier-Integral ermitteln [86]. 

Allgemeine Geometrien kann man mit der BEM nur berechnen, indem man sämtliche Ma- 

terialgrenzen ebenfalls mit Randelementen diskretisiert, um die dort auftretende Polarisations- 

ladung zu berücksichtigen. Systeme mit einer großen Anzahl von Materialgrenzen sowie homo- 

genen Neumann-Bedingungen lassen die Ordnung des Gleichungssystems schnell ansteigen und 

die Effizienz dieses Verfahrens sinkt. Inhomogene und nichtlineare Materialien können mit der 

Boundary Element Methode überhaupt nicht berechnet werden. Eine Begrenzung des Simula- 

tionsgebietes nach außen (so wie bei der FDM und FEM) ist nicht erforderlich, da durch die 
Green’sche Funktion implizit die Wirkung des elektrischen Feldes bis ins Unendliche enthalten 

ist. 

Um den Rechenaufwand zur Lösung des Gleichungssystems zu verkleinern, kann man die 

Einflüsse zweier weit entfernter Gruppen benachbarter Randelemente zusammenfassen indem 

man deren Green’sche Funktionen mittels Multipol-Expansion bzw. einer Taylor-Reihe annähert 

und dadurch eine Reduktion der Systemmatrix erreicht |87, 88]. Es besteht aber auch die 
Möglichkeit die Einflüsse von sehr weit entfernten Elementen derart zu vernachlässigen, dass 

an diesen Stellen in der inversen Systemmatrix keine Kopplungen auftreten und Bandstruktur 

erreicht wird. Damit kann der Aufwand zur Lösung reduziert werden (Schur-Inversion [89]). 
Eine weitere Reduktion des Rechenaufwandes lässt sich erzielen, indem man die Integration der 

Green’schen Funktion durch eine numerische Näherung basierend auf einer Multipol-Expansion 

beschleunigt [90,91]. Mittels Eigenwertzerlegung [92,93], Wavelet-ähnlichen Methoden [94] oder 
auf FFT basierenden Verfahren [95] kann man ereichen, dass die Besetzungsdichte der System- 
matrix reduziert und iterative Lösungsverfahren somit beschleunigt werden. Singularitäten der 

Green’schen Funktion verkomplizieren die Integration, doch oft lassen sich für die singulären 

Integrale analytische Lösungen finden [96, 97]. 

Die Boundary Element Methode wird bevorzugt zur Kapazitätsberechnung eingesetzt [98— 

102], aber auch zur Berechnung von Substratwiderständen [103,104], da hier keine unregelmäßi- 
gen Neumann-Bedingungen auftreten. 

3.4 Hybride Methoden 

Es ist möglich die Vorteile von FEM und BEM zu vereinigen, indem man die beiden Methoden 

kombiniert anwendet. Das Gesamtgebiet wird dazu in mehrere Teilgebiete zerlegt. Gebiete, 

in denen die Boundary Element Methode nicht oder nur ineffizient angewendet werden kann, 

weil z.B. viele verschiedenen Materialien mit nicht-planaren Grenzschichten vorkommen, Inho- 

mogenitäten, oder Nichtlinearitäten auftreten, werden dann mit der Finite Elemente Methode 

diskretisiert, der Rest mit Randelementen. Die Schwierigkeit liegt dabei in der Modellierung 

der Grenzschichten zwischen den Simulationsgebieten. Ein Nachteil ist auch die Tatsache, dass 

aufgrund der Diskretisierung mit Randelementen (leicht) asymmetrische Systemmatrizen ent- 
stehen können und den Vorteil der symmetrischen Matrizen bei der FEM zunichte machen. Da
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diese Asymmetrie keine physikalische Ursache hat, sondern rein von der Art der Diskretisierung 

herrührt, wird in der Literatur häufig ein heuristische Ansatz vorgeschlagen, welcher nur den 

symmetrischen Anteil berücksichtigt. 

Eine Anwendung der Hybridelementmethode zur Berechnung von Kapazitäten ist in [105] 
beschrieben. 

  

---------------------- Abbildung 3.2: Anwendung der Hybridelementme- 

&2 [ ] [ ] thode bei der Kapazitätsberechnung: Der Bereich in- 
nerhalb des strichliert eingezeichneten Rechtecks wird 

& aufgrund des nicht-planaren Übergangs zwischen den 

beiden Dielektrika mit finiten Elementen diskretisiert, 

- der Rest mit der Boundary Element Methode. 
    

Eine weitere Möglichkeit, die Vorteile von volumenorientierten Methoden, wie FEM oder 

FDM mit denen von Randintegralverfahren (z.B. BEM) zu kombinieren, kann mit der Measured 
Equation of Invariance (MEI) Methode erzielt werden. Dabei verwendet man ein dreidimensio- 

nales Gitter, das die Oberfläche der Elektroden bis zu einer gewissen Dicke umgibt. Innerhalb 

des vergitterten Volumens wird mit einer herkömmlichen FDM- oder FEM-Diskretisierung die 

Systemmatrix aufgestellt. Die Kopplungen am äußeren Rand des Gitters werden mit einem 

Ansatz, der auf Green’schen Funktionen basiert, bestimmt. Man erhält dadurch ein Gleichungs- 

system, dessen Ordnung (wie bei der BEM) proportional zur Oberfläche der Elektroden ist, 

trotzdem aber spärlich besetzt ist (wie bei der FEM oder FDM) und deshalb effizient mit ite- 
rativen Verfahren gelöst werden kann. Der numerische Aufwand dieser Methode ist deshalb 

von der Berechnung der Greenschen Funktionen dominiert. In [106] wird die MEI-Methode zur 
dreidimensionalen Berechnung von Kapazitäten eingesetzt. Gegenüber der BEM kann hier ein 

Reduktion der CPU-Zeit um bis zu einem Faktor 10 erreicht werden. 

3.5 Stochastische Methoden 

In [107-109] wird ein stochastisches Verfahren zur Kapazitätsberechnung vorgeschlagen, welches 

als Random Walk Methode bezeichnet wird. Es basiert auf der Lösung der Laplace-Gleichung 

in einem skalierbaren Würfel mit beliebigen Dirichlet-Bedingungen. Mittels eines Randinte- 

grals werden das Potenzial und das elektrische Feld im Zentrum des Würfels berechnet. Die 

Kapazität zwischen zwei beliebigen Elektroden kann nun als unendliche Reihe verschachtelter 

Randintegrale ausgedrückt werden. Aus dieser Reihe lassen sich Wahrscheinlichkeitsregeln für 

sogenannte „Random Walks“ herleiten. Man geht dabei schrittweise von einer Elektrode aus 

und findet einen maximal großen um den Startpunkt zentrierten Würfel, dessen Innenraum keine 

Elektrode enthält. Der Startpunkt für den nächsten Schritt liegt immer auf der Oberfläche des 

vorigen Würfels. Beendet wird der Random Walk wenn eine andere Elektrode erreicht wird. 

Durch gewichtete Summierung kann man die Kapazitäten zwischen Startelektrode und allen 

anderen Leitern ermitteln. 

Die Methode hat einen geringen Rechenaufwand und es ist damit möglich, sehr große Si- 

mulationsgebiete mit geringem Speicherbedarf zu berechnen. Natürlich stehen wie bei jedem
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statistischen Verfahren Rechenaufwand und Genauigkeit in direktem Zusammenhang. Typi- 

scherweise kann ein maximaler Fehler im Bereich von 5-10% problemlos erreicht werden, für 

sehr hohe Genauigkeiten steigt der Bedarf an CPU Zeit quadratisch mit dem Kehrwert des 

Fehlers an, während etwa bei der BEM nur ein linearer Anstieg beobachtbar ist [110]. 

3.6 Zusammenfassung der Feldberechnungsmethoden 

In den folgenden Absätzen soll die Anwendbarkeit der vorhin genannten Methoden zur nu- 
merischen Lösung von partiellen Differentialgleichungen im Hinblick auf die in dieser Arbeit 

behandelten Problemstellungen untersucht werden. 

Die Kapazitätsextraktion kann sehr effizient mit der BEM durchgeführt werden, vor allem 

dann, wenn man eine weitere Beschleunigung mittels Multipolverfahren und näherungsweiser 

Matrixinversion erreichen kann. Ein weiterer Vorteil der BEM ist, dass das elektrische Feld bis 

ins Unendliche implizit berücksichtigt wird und nicht wie bei den anderen Verfahren ein Fehler 

durch das begrenzte Simulationsgebiet auftritt. Für die automatische Kapazitätsextraktion auf 

sehr großen Gebieten (bis zu kompletten Chips) zeichnet sich die Random Walk Methode durch 
ihren äußerst geringen Speicherbedarf aus. Beide Verfahren scheitern jedoch bei inhomogen oder 

nichtlinearen dielektrischen Medien. In diesen Fällen können nur volumenorientierte Methoden 

wie FDM oder FEM [84, 111,112] angewendet werden. Auch anisotrope Materialeigenschaften 
können mit den letztgenannten Verfahren sehr leicht implementiert werden. 

Zur Widerstandsextraktion wird am häufigsten die FEM verwendet, da damit einerseits 

eine gute Genauigkeit erzielt werden kann, andererseits mittels „Articulation Nodes“ und opti- 

mierter Eliminationsreihenfolge sowohl die Laufzeit als auch mit dem „Scanline“-Verfahren [80] 
der Speicherbedarf gering gehalten werden kann. Prinzipiell kann natürlich auch die BEM 

angewendet werden, praktisch ist ihre Verwendung jedoch auf die Extraktion von Substratwi- 

derständen beschränkt, da in den Leitungen aufgrund der vielen Neumann’schen Rändern keine 

hohe Effizienz erreicht werden kann. Mittels Finiter Differenzen können Widerstände nur dann 

genau berechnet werden, wenn die Randflächen der Leitungen parallel zu den Gitterebenen lie- 

gen (oder anders ausgedrückt das Gitter geometriekonform ist), da ansonsten eine sehr hohe 

Gitterdichte notwendig wäre. 

Thermische Simulationen können aufgrund der Nichtlinearitäten, die durch die Tempera- 

turabhängigkeit der elektrischen und thermischen Leitfähigkeit entstehen, nur mit volumenori- 

entierten Verfahren wie FEM [113-115] oder FDM berechnet werden. Randorientierte Methoden 
wie die BEM scheiden dafür aus. 

Transiente Elektrische Simulationen können mit der BEM nur dann gelöst werden, wenn 

man die Methode mit einem Volumsintegral erweitert, da durch die Formulierung gemäß (2.38) 

auch Raumladungen auftreten können. Auf das Volumsintegral kann jedoch verzichtet werden, 

wenn der spezifische Widerstand der Leiter sehr klein ist, sodass man weiterhin annehmen kann, 

dass die Ladung an der Oberfläche verteilt ist. Voraussetzungen für die BEM sind natürlich 

homogene und lineare Materialien, anderenfalls muss mit FEM oder FDM diskretisiert werden.
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In dieser Arbeit soll zur Lösung der partiellen Differentialgleichungen ausschließlich die Finite 

Elemente Methode herangezogen werden. Folgende Kriterien haben zu dieser Auswahl geführt: 

e die Fähigkeit nichtlineare und inhomogene Probleme zu lösen, 

e die gute numerische Robustheit, 

e die Anwendbarkeit auf alle vorkommenden Gleichungstypen und 

e die hohe Genauigkeit, die mit dieser Methode erreicht werden kann. 

Zum Abschluss sind in Tab. 3.1 einige Eigenschaften der wichtigsten Diskretisierungsverfahren 

im Überblick dargestellt. 

Tabelle 3.1: Vergleich verschiedener Diskretisierungsmethoden (FEM = Finite 

Elemente Methode, FDM = Finite Differenzen Methode, BEM = Boundary Ele- 

ment Methode) 
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Kapitel 4 

Diskretisierung mit Finiten 

Elementen 

Die Methode der Finiten Elemente wurde ursprünglich zur ingenieurmäßigen Berechnung me- 

chanischer Probleme Anfang der 40er Jahre entwickelt. Die konsequente Weiterentwicklung der 

Methode führte zu einer allgemein verwendbaren Diskretisierungsmethode für partielle Differen- 

tialgleichungen im Kontinuum. 

4.1 Grundlagen 

Die im vorhergehenden Kapitel aufgestellten partiellen Differentialgleichungen und Randbedin- 

gungen können allgemein angeschrieben werden mit u als der unbekannten Lösung: 

VmVu=-f, (4.1) 

ulr, =g, (4.2) 
mVu-n|r, =q, (4.3) 

[ ul, =T(Q), (4.4) 

Dabei ist m(x,y,z) ein symmetrischer positiv definiter 3x3-Tensor, f(z,y, z) wird Quellendich- 

tefunktion genannt. Sowohl f als auch m sollen auf €2 zumindest stiickweise stetig und begrenzt 

sein. Mit (4.2) und (4.3) wird die Einhaltung der Dirichlet- bzw. Neumann-Bedingungen gefor- 
dert. 

Zur niherungsweisen Losung der Gleichung wird nun das Simulationsgebiet Q in M (geo- 

metrisch möglichst einfache) Elemente F; unterteilt (z.B. Tetraeder, Wiirfel, Dreiecke), sodass 

einerseits zwischen den Elementen keine Leerräume vorhanden sind, andererseits sich die Ele- 

mente aber auch nicht überlappen: 

M 

UEi=Q und Wi#j: Int(E;) N Int(E;) = 0. (4.5) 

Dabei wird mit Int(E;) die Menge aller Punkte des Elements E;, ausgenommen jener die am 
Rand des Elementes liegen, bezeichnet. 

Weiters wird Randkonformität benachbarter Elemente gefordert. Darunter versteht man, 

dass an jeder Fläche eine Elements im Inneren des Gitters genau ein Nachbarelement angrenzt. 

33
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Man versucht nun, die gesuchte Funktion u durch eine Näherungslösung & zu approximieren, 

die folgendermaßen aufgebaut ist: 

u(z,y, 2 u (z,y,2) = {uf {N}. (4.6) 

Die Summierung erfolgt über alle Knotenpunkte des Gitters.! Dabei wird mit u; der jeweilige 

Funktionswert am Knoten mit der Nummer j bezeichnet und N;(z,y,2) sind die sogenann- 
ten Ansatzfunktionen. Diese sind im Prinzip frei wählbar, müssen aber folgende Anforderung 

erfüllen: 

e Die Ansatzfunktionen müssen Interpolationseigenschaft besitzen. Darunter versteht man, 

dass jede Ansatzfunktion N; auf dem Knoten 5 (mit den Koordinaten p;) einen Wert von 
genau 1 hat und O auf allen anderen Gitterknoten (Vi,j =1... N|N;(p;) = i,;)- 

e Sie müssen derart aufgebaut sein, dass jede Lösung u(x,y,z) der partiellen Differential- 

gleichung mit einem Fehler, der gegen Null geht, darstellbar ist, indem man N gegen & 

gehen lässt. 

In der Praxis verwendet man dazu meist lineare Funktionen oder Polynome niedriger Ordnung. 

Die Nummerierung der Knoten soll nun so erfolgen, dass die Knoten an Dirichlet-Rändern (wo 

also die Lösung u bereits bekannt ist) am Ende gereiht werden. Jene Knoten, für die die Lösung 

berechnet werden muss, erhalten deshalb die Indizes 7 =1... NA, die Np Knoten an Dirichlet- 

Rändern werden mit 5j= Na +1... N nummeriert (N4 + Np = N). 

Damit wäre das Grundgerüst der Finite Elemente Methode gegeben, man braucht jetzt „nur 

mehr“ die unbekannten Koeffizienten u; zu bestimmen. Dazu gibt es zwei verschieden Ansätze, 

nämlich das Verfahren von Ritz (oder auch Rayleigh-Ritz-Methode genannt) und die Methode 
der gewichteten Residuen. 

4.2 Das Verfahren von Ritz 

Über einen Variationsansatz erhält man eine integrale Formulierung der partiellen Differential- 

gleichung?. Man erhält die Lösung von (4.1) unter den Randbedingungen (4.2) und (4.3), indem 
man das Funktional 

1 Fu) =-; / (Vu)m(Vu)dn + / fun + $ qudA, SF 0 (4.7) 
) 

stationär werden lässt unter der Nebenbedingung 

ulr, =9, (4.8) 

die der Randbedingung (4.2) entspricht. 
  

!Bei der FEM ist man nicht auf den hier getroffenen knotenbasierenden Ansatz beschränkt. Es können bei- 

spielsweise auch Ansätze über die Gitterkanten formuliert werden [116]. 
*Die Variationsformulierung stammt ursprünglich aus der klassischen Mechanik (Lagrange Formalismus).
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Beweis: Gegeben sei ein Funktional F(w) mit w = u + tv, wobei angenommen wird, dass u 
die Lösung ist, die das Funktional stationär macht, v sei eine beliebige stetige Funktion und t 

ein skalarer Faktor. Damit F(w) der Dirichlet-Bedingung (4.8) genügt, muss 

vr, =0 (4.9) 

gelten. Somit lautet das Funktional: 

2 

1 
F(u+tv) = =; [Vu + tVo)m(vu+ vo) an + [Fur ifudn+ Pau+tquda. (4.10) 

Q Q T’a 

Den stationären Punkt findet man nun durch Ableitung nach dem Faktor t. 

— = /[—(Vv)m(Vu) — t(Vo)ym(Vv) + fv]dQ + da dA=0 (4.11) 

Q T’a 

Mit {=0 hat man mit w = u den stationären Punkt erreicht. Unter Berücksichtigung von 

V(vmVu) = (Vv)m(Vu) + vV(mVu) (4.12) 

und dem Gauß’schen Integralsatz erhält man 

- FumVunda+ |[[V(mvu) + of] An + Pawda=0. (4.13) 

T Q Ta 

Da v auf T, verschwindet folgt 

Jrmvu + fld2 - Frtmvu .n—-g)dA=0. (4.14) 

Q0 Iy 

Obige Gleichung ist für beliebiges v gültig und es muss deshalb gemäß dem Fundamentallemma 

der Variationsrechnung 

V(mVu)=-f (4.15) 

auf dem Gebiet 9 und 

mVu-n=gq (4.16) 

am Rand T'y gelten. Die Einhaltung der Dirichlet-Bedingung wurde ja bereits in (4.8) gefordert, 
es handelt sich dabei um eine wesentliche Randbedingung, die bereits im Ansatz erfüllt sein muss. 

Nach Ritz findet man eine Näherungslösung ü, indem man das Funktional (4.7) für & 

stationär werden lässt, wobei man alle Ableitungen nach den unbekannten Koeffizienten u; 

(¢ =1...N4) Null setzt. 
OF (1) 

du; 

Das Bilden der Ableitungen und die Integration wird elementweise durchgeführt und kann oft 

sogar analytisch vorgenommen werden. Man erhält ein Gleichungssystem der Ordnung NA, aus 

dem sich die Unbekannten u; berechnen lassen. 

Vi=1...Ny:   =0 (4.17)
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4.3 Methode der gewichteten Residuen 

Man sucht eine Näherungslösung 4, sodass das Residuum 

Ra = V(mVü) + f (4.18) 

unter Einhaltung der Randbedingungen verschwindet. Ist die Bedingung R = 0 im Gebiet 

N erfüllt, dann hat man die Lösung mit & = u erreicht. Da der Funktionsraum der Nähe- 

rungslösungen U nur eine Teilmenge des Funktionsraums der exakten Lösungen U ist, existiert 

für den allgemeinen Fall eine solche Lösung nicht. Deshalb versucht man die Residuumsbe- 

dingung nicht exakt zu erfüllen, sondern gewichtet bzw. gemittelt mit N linear unabhängigen 

Gewichtsfunktionen (Testfunktionen) W;, sodass 

|w.vmva) +Wifldn=0, i=123...N. (4.19) 
Q 

Es liegt nun daran geeignete Gewichtsfunktionen W; zu wählen, denn von ihnen hängt 

die Qualität der Lösung ab. Z.B. werden bei der Methode der Kollokation Dirac-Impulse 

W; = ö(z — x;) verwendet. Eine andere gebräuchliche Methode ist es, die Testfunktionen den 
Ansatzfunktionen gleichzusetzen W; = N;. Diese Methode ist auch als Galerkin- Ansatz bekannt 

und soll in dieser Arbeit zur Anwendung kommen.? 
Da die Konstruktion von Ansatzfunktionen, die sowohl die Dirichlet- als auch die Neumann- 

Bedingung exakt erfüllen, sehr schwierig ist, fordert man, dass lediglich die Dirichlet-Bedingung 

eingehalten wird. Damit auch die Neumann-Bedingung näherungsweise erfüllt ist, berücksichtigt 

man zusätzlich zum Gebietsresiduum Ro noch ein Randresiduum Rr 

N 

Rr =) upnmVN; -q, (4.20) 
=1 

welches mit den Gewichtsfunktionen W; gewichtet wird, die im Prinzip völlig unabhängig von 

den W,; gewählt werden können. Die unbekannte Koeffizienten der Näherungslösung u; bestimmt 

man dann aus der Forderung 

N N 

Yu; [wmvn,) dN + [wi A2+ Yy ]fmanNj dA — ]fmq dA=0. (4.21) 
=1 9 Q -1 Tr T 

Hierbei ist anzumerken, dass das Randresiduum über den gesamten Rand des Gebietes (T U 

T >) gebildet wird—im Gegensatz zum klassischen Ansatz, wo lediglich über Ta integriert wird. 

Die Dirichlet-Bedingung auf Tı wird hier formal völlig analog zur Neumann-Bedingung auf 

I’ behandelt, allerdings mit einer vorerst noch unbekannten Konormalableitung q. Durch diese 

Vorgehensweise erhält man zwar zunächst ein größeres Gleichungssystem (Rang N, im Gegensatz 

zu Na beim klassischen Ansatz), hat dafür aber später die Möglichkeit eine Näherungslösung 
  

®Das Ritz’sche Verfahren und die Methode der gewichteten Residuen mit Galerkin-Ansatz liefern für die hier 
behandelten partiellen Differentialgleichungen exakt die gleiche Lösung. Die Methode der gewichteten Residuen 

ist dabei das allgemeinere Verfahren, mit dem zu jedem Variationsansatz eine äquivalente Formulierung gefunden 
werden kann (aber nicht umgekehrt).



4.3. METHODE DER GEWICHTETEN RESIDUEN 37 

für q auf T', relativ einfach berechnen zu können. Diese Eigenschaft kann beispielsweise bei der 

Berechnung elektrostatischer Felder dazu genutzt werden, um die auf den Elektroden vorhandene 

Ladung zu ermitteln, ohne dass dafür eigens der Gradient des Potenzials berechnet werden muss. 

Im Folgenden werden die Gleichungen gemäß der Methode der gewichteten Residuen für die 

Feldberechnung in Isolatoren und Leitern, der Berechnung des transienten elektrischen Feldes 

und der Wärmeleitungsgleichung angeschrieben. 

Anmerkung zur Notation: Die Gleichungen werden nun speziell für das elektrische Poten- 

zial o und die Temperatur 7' aufgestellt. Anstelle der Materialkonstanten m tritt entweder 

die Permittivität g, die elektrische Leitfähigkeit v, bzw. die thermische Leitfähigkeit yr. Bei 

Formeln mit allgemeiner Gültigkeit werden weiterhin die Buchstaben u und m verwendet. 

Elektrostatisches Feld 

Für die Lösung der Gleichung des elektrischen Potenzials in anisotropen Dielektrika (2.16) mit 

den Randbedingungen (2.17) und (2.18) bzw. allgemein mit (2.19) erhält man die Koeffizienten 
p; AUS 

Zu [mei (eVN;) dQ—I—Z%]{WnsVN dA- fMiraa=o, (4.22) 
j=1 j=1 

Mit (4.12) (partielle Integration) und Ganß’schem Integralsatz erhält man eine sogenannte 
schwache Form, mit reduzierter Ordnung des Differentialoperators 

De [on e(VN;) Jan Ye finerı, dA+ 
3-1 

+; fFinevn, dA- fFiraa=o. 
3-1 

(4.23) 

Durch Wahl der Gewichtsfunktionen des Randresiduums mit 

W, = -W; (4.24) 

verschwinden die beiden Randintegrale mit den Konormalableitungen. Gemäß dem Galerkin- 

Verfahren werden die Gewichtsfunktionen den Ansatzfunktionen gleichgesetzt 

W;=N;, (4.25) 
wodurch sich (4.23) zu 

> 9; jr e(VN;)dN = f Nio dA (4.26) 

vereinfacht. Für die Ladungsverteilung o wird folgender Ansatz getroffen 

N 
o= Zoij (4.27) 

j=1 
und man erhält somit das Gleichungssystem 

Dr fer e(VN;)dQ = Do; fi dA. (4.28) 
7=1
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Leitungsströme 

Für die Berechnung der Potenzialverteilung in elektrischen Leitern ist ebenfalls die Laplace- 

Gleichung (2.27) mit den Randbedingungen (2.29) und (2.30) zu lösen. Hier wird völlig analog 
zum elektrostatischen Fall vorgegangen und erhält zur Berechnung der unbekannten Koeflizien- 

ten p; das Gleichungssystem 

>, [vn (VN;) dN = S., fe dA. (4.29) 
=1 g j=1 

Elektro-quasistatische Feldberechnung 

Für die Berechnung des transienten Verhaltens des elektrischen Potenzials gilt es (2.38) zu lösen, 

die auch folgendermaßen angeschrieben werden kann: 

div (ygradyp) = - div (egradyp) (4.30) 

wobei mit 9 = 2 die Ableitung des Potenzials nach der Zeit bezeichnet wird. Die Randbedin- 

gungen lauten gemäß (2.17) und (2.39) 

el =9 (4.31) 

und 

ygrady -nlp, =J — 6. (4.32) 

Dabei soll die Ladungsdichte am Rand durch 

o=neVy (4.33) 

ausgedrückt werden. 

Mit dem Verfahren der gewichteten Residuen werden hier lediglich die räumlichen Ableitun- 

gen des Differentialoperators diskretisiert—die Zeit bleibt hier noch kontinuierlich. Man erhält 

somit folgenden Ansatz zur Berechnung der Näherungslösung 

> [mr yVN;) 6 [mer eVN;)dQ+ 
1 1 

u u (4.34) 
Da fen an- frrsanı Yo finenan-o, 

J=1 j=1 

Mittels partieller Integration erhält man wiederum die schwache Form 

De fiow Y(UN;)dN - 35, [We (VN;) dQ+Z¢J7§WnWN dA+ 
Q J=1 j=1 

+Z¢J]§Wnswv dA-I—ZQDJ ]anevN dA - fra ya fWnevr dA=0. 
3-1 3-1 j=1 

(4.35)
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Für die Gewichtsfunktionen am Rand wird wieder W; = —W; angenommen. Weiters gilt gemäß 

dem Galerkin-Ansatz W; = N;. Für die Normalkomponente der Stromdichte am Rand wird die 

folgende Näherung verwendet: 
N 

J=) J;N;. (4.36) 
j=1 

Man erhält somit die folgende Gleichung zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten: 

De, [ix v(VN;) dQ—I—Z%/ N;)e(VN;) dN = S., fi dA (4.37) 
=1 q j=1 

Wärmeleitung stationär 

Für die stationäre Wärmeleitungsgleichung (2.44) mit den Randbedingungen (2.51) und (2.53) 
wird 

7, wi yrVN;) + [moon dr fPinvN dA- fmoaa (4.38) 
3-1 j=1 

Mittels schwacher Formulierung und Wahl der Gewichtsfunktionen analog zu den elektrischen 

Systemen erhält man das Gleichungssystem 

DLR NA? )dA= Yun [a 10+)e, fr dA (4.39) 
3-1 T 7j=1 7=1 

Wärmeleitung transient 

Für die Lösung der transienten Wärmeleitungsgleichung (2.43) mit den Randbedingungen wie 

in (2.51) und (2.53) gilt analog 

N N 

ST, ArNaIEeN,) ref jPm&pd0 = Y,p; | NiN;an+J,0; PNiN;dA. 

=l T j=1 =1 3 =1 1 

(4.40) 

4.4 Elementformulierung 

Für die Berechnung der Näherungslösung müssen Volumsintegrale über das gesamte Simulati- 

onsgebiet (2 und über den Rand T' gelöst werden. Die Volumsintegrale über 0 können als Summe 

der Anteile der einzelnen Elemente angeschrieben werden. 

M 

I=) 1% (4.41) 
1=1 

Als Gitterelemente sollen hier ausschließlich Tetraeder verwendet werden, außer natürlich für die 

Beschreibung des Randes des Simulationsgebietes (zur Vorgabe von Randbedingungen) — hier
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werden Dreiecke verwendet, die konform zu den an den Rand grenzenden Tetraederflächen sind. 

Für zweidimensionale Simulationen werden stattdessen Dreiecke und Linienelemente verwendet. 

Die ausführliche Behandlung dieser Elemente soll jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen, 

da sie völlig analog zum dreidimensionalen Fall durchgeführt werden kann. 

Prinzipiell ist man bei der Finiten Elemente Methode nicht auf Tetraeder bzw. Dreiecke 

beschränkt. Ebenso können beispielsweise Hexaeder, Prismen oder Oktaeder verwendet werden. 

Auch Gitter mit gemischten Elementtypen sind möglich. 

Koordinatentransformation 

Da die Integration über ein Element für Tetraeder und Dreiecke meist analytisch durchführbar 

ist, soll sie im lokalen Elementkoordinatensystem (&E,n,() erfolgen. Der Integrand muss dafür 
vom (2, y, 2)- ins (&,n,C)-Koordinatensystem transformiert werden (siehe Abbildungen 4.1 und 
4.2). 

      

  

<Y
 

  
Abbildung 4.1: Allgemeines Tetraederele- Abbildung 4.2: Tetraederelement im nor- 

ment im (x, %y, z2)-Koordinatensystem mierten (&,n, C)-Koordinatensystem 

Mit folgender Abbildungsvorschrift kann von lokalen Elementkoordinaten ins globale Koor- 

dinatensystem umgerechnet werden 

T Z:I?()—I-(.’I?l — on)f‘l‘(«'EQ - :170)'17—|—(.'I73 - «'EO)C 

y =Yo+ (yı — Yo)&+ (ya - Yo)n+ (ya — Yo)g (4.42) 
2 =20+ (21 — z0)E+ (22 - Zo)n-l— (Z3 - ZO)C 

bzw. in Matrixschreibweise 

{r} = {rot + 9] {6} (4.43) 
oder für die Umrechnung von globalen in lokale Koordinaten 

{8} = U] ({r} < {ro}) (4.44)
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mit der sogenannten Jakobi-Matrix 

N — g I727TI 337070 

=1 ıu-Ww y2—% ¥Ys— Yo (4.45) 

21 —2) R2—2) 37% 

sowie {r} = (2,9,2)? und {6} = (&,n,()?. 

Ansatzfunktionen 

Die Näherungslösung ü wird gemäß (4.6) als Linearkombination der Ansatzfunktionen N; dar- 
gestellt. Für eine Behandlung mit der Methode der gewichteten Residuen müssen die Ansatz- 

funktionen am Übergang von einem Element zum Nachbarelement zumindest stetig sein und 

innerhalb eines Elements zumindest einmal stetig differenzierbar sein. Die Ansatzfunktionen 

N#(€,n,6) werden nun lokal auf dem Einheitstetraeder definiert. Dabei ist anzumerken, dass 
sich die globale Ansatzfunktion N;(x,y,z) aus den lokalen Ansatzfunktionen der am Knoten j 
angrenzenden Tetraederelemente zusammensetzt. Die einfachste Art von Ansatzfunktionen sind 

lineare Funktionen, die für den Einheitstetraeder wie folgt gegeben sind: 

Nn=1-8-n-6 

Ne, = 
a ¢ (4.46) 

Na=Nn 

Ns =( 

Um eine beliebig quadratische Funktion im dreidimensionalen Raum anzugeben benötigt 

man zehn Parameter, daher benötigen Tetraederelemente mit quadratischem Ansatz auch zehn 

Stützpunkte. Man wählt deshalb außer den vier Eckpunkten des Tetraeders zusätzlich noch 

sechs Punkte, die jeweils in der Mitte der Kanten liegen. 

Abbildung 4.3: Knotennummerierung 

bei einem Tetraeder mit quadratischen 

Ansatzfunktionen 
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Die quadratischen Ansatzfunktionen im Einheitstetraeder lassen sich durch die linearen 

ausdrücken: 

Noo = Nzo(2N7o —1 

Noı = Nrı(2N7ı —1 

No = N73(2N7a —1 

Ng3 = Np3(2Np3 —1 

N54 = NroNrı 

Nos = Nrı NT 

Nös = NroNia 

Nor = NroNT3 

Nös = NrıNia 

Nös = Nr>Nis 

) 
) 
) 
) 

(4.47) 

In Abb. 4.4 sind die Ansatzfunktionen auf Einheitstetraedern in Form von Isoflächen dargestellt. 

Dabei entspricht die Farbe Blau einem Wert von Null und Rot einem Wert von eins. Hier 

fällt auf, dass die Funktionen NS, bis NS, auch negativ werden (Bereich zwischen den beiden 

dunkelblauen Isoflächen). 

Zu jedem Elementknoten k gibt es genau eine Ansatzfunktion N;, die an diesem Knoten 

gleich 1 ist und 0 auf allen anderen. Für die Summe aller Ansatzfunktionen gilt 

nl—1 

Y NE(Em Q) =1 (4.48) 
k=0 

Im Folgenden sollen die Integrale über 2 und I' auf einem einzelnen Gitterelement gelöst 

werden, indem das Integral in das lokale Elementkoordinatensystem transformiert wird und dort 

nach einer analytischen Lösung gesucht wird. 

Elementintegral für den Laplace-Term 

Für ein einzelnes Element FE sieht das Integral für den Term 

      

            

Te = / (VN)m(VN;) dz dy dz (4.49) 
E 

folgendermaßen aus: 

öNEONF öNEONF ONE ONF IE — 5 ON rk ON kN 
L / [mll dr ox | 2 Oy Oy M85, 02 

E (4.50) 
ONE ON? öNEONF ONE ON? 9 ON ON ON 

rem dx Oy dx "23 Oy Oz de dydz
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Abbildung 4.4: 
Ne 

00: Nd Q9 

Isoflächendarstellung der quadratischen Ansatzfunktionen 

(in dieser Reihenfolge) auf einem Tetraederelement. Jede der An- 

satzfunktionen hat auf genau einem Knoten einen Wert von 1 und O auf allen 

anderen. 

Das Integral kann nun auf das lokale (£,n, ()-Koordinatensystem im Element transformiert wer- 

den. 
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Man kann nun den Integrand nach den darin auftretenden Ableitungen im lokalen Koordinaten- 

system zusammenfassen und erhält 

      
It = /( ONgON? , ONgONE  ONgONf 

a TR o 
ONE ON? ONE ON? ONE ON, 
Gen a Pac DE 

(4.52) 
            + 293 [) a&dnac 

Zur Vereinfachung definiert man die Matrix [K] als [K] = det[J] - [J]"", setzt ihre Elemente in 
(4.51) ein und erhält somit für die Faktoren go bis 95 

90 = (mı1 K}ı + m22K2ı + ma3K3, + ZmıaKrıKaı + 2m23 Kaı Kzı + 2mı3KaıKıı) / det[J] 

gı = (mıı K}2 + m22K2 + masKay + 2mia K12 Koo + 2mos Ko Ko + 2mi3 K32 K12) / det[J] 

g2 = (m11K75 + m22K33 + m33K33 + ZmıaKı3Ka3 + 2m23 K23K33 + 2mı3Ka3Kıs) / det[J] 

93 = (mııK11Kı2 + maaKaı Kaa + m33 K3ı K3a + mı2(K11Ka2 + KıaKaı) 

+ma3 (KaıK32 + KaaKaı) + mı3(KaıKıa + Ka2Kıı)) / det[J] 

94 = (mııK12Kı3 + m22K22Ka3 + m33 K32a K33 + mı2(K12aKa3 + Kı3K) 

+mo3( K2 K33 + Ko3K32) + mi3(K32Ki13 + K33K12)) / det[J] 

g5 = (m11K13K11 + moa Koz Koy + m33 K33 K31 + mia(K13Ka1 + K11 Kas) 

+ma3 (Ka3Kaı + KaıKa3) + mı3(K33Kıı + KaıKı3)) / det|J] 
(4.53) 

Für elementweise konstantes m sind auch die sechs Koeffizienten go... 95 auf dem gesamten Git- 

terelement konstant, sie sind lediglich von der Lage des Elements im globalen Koordinatensystem 

(x,y,2z) und den Komponenten des Tensors m abhängig. 
Für isotrope Medien gilt mıı = maa = ma; = m und mıa = maz = mız3 =. Die Koeflizien- 

ten lassen sich dadurch vereinfachen: 

K} + K3, + K3,)/ det[J] 

Kia + K3y + K3,)/ det[J] 

K2 13 + K33 + K33)/ det[J] 

m( 

( 

( 
(K11 K12 + K21 K22 + K31 K32)/ det[J] 

( 

(K 

3 
3 (4.54) 

S 3 

Ki19Ki3 + Koo Ko3 + K32 K33)/ det[J] 

13K11 + Ko3Ko1 + K33K31)/ det[J] 

2 I 

=m 

Das Integral (4.52) kann nun in sechs Integrale iiber die einzelnen Terme aufgespalten und die 
Faktoren go... 95 vor diese Integrale gehoben werden. Die einzelnen Integranden bestehen jetzt 

nur mehr aus Produkten der Ableitungen der Ansatzfunktionen im lokalen Elementkoordina- 

tensystem und können analytisch berechnet werden.* Diese Integrationen brauchen für alle 

Gitterelemente nur einmal ausgeführt werden. Für die praktische Anwendung berechnet man 
  

“Eine analytische Lösung in dieser Form ist nur dann möglich wenn die Faktoren go...gs über das gesamte 

Element konstant sind. Das ist genau dann der Fall, wenn das Element eine konstante Jakobi-Determinante 

besitzt (ist bei den hier verwendeten Tetraederelementen immer erfüllt) und der Materialfaktor m im Element 
ebenfalls konstant ist. Anderenfalls muss für die Integration eine numerische Approximation verwendet werden.
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sie für alle Paarungen (k,!) von Ansatzfunktionen eines Elements und speichert sie in Matrizen 
(den sogenannten Elementmatrizen) die wie folgt gebildet werden: 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0) [PEN LEN aranac 
E 

| EN d¢ dnd¢ 
E 

| EN d&dndc 

[As | a a, gr gr" Aeand (4.55) 

“ 4 10 On On o | nd¢ 

[ 6L4]ZE/ BEE 
Ak ande 

| = | CHE 
E heandc     

Die sechs Elementmatrizen AF,-.. A7, Können nun zu einer gesamten Elementmatrix AT auf- 

summiert werden. Da jede der Elementmatrizen symmetrisch ist, hat natürlich auch die gesamte 

Elementmatrix Symmetrieeigenschaft. 

[Az] = golAzo] + gılAzıl + 92lAz2] + g3lAza] + galAzal + g5[ALs] (4.56) 

Dabei sind die Einträge der gesamten Elementmatrix [A?] die Lösungen von (4.49) für alle 
Kombinationen von lokalen Ansatzfunktionen. 

Elementintegral für den Poisson-Term 

Das Integral 

Ip = [mm dx dydz (4.57) 

E 

wird zuerst ins Elementkoordinatensystem (£,n,() transformiert 

18 = / NEN? det[J] d&dndc (4.58) 
E 

und kann dann analytisch gelöst werden, indem die Jakobi-Determinante vor das Integral geho- 

ben wird.° Man kann nun für alle Paarungen der lokalen Ansatzfunktionen eine entsprechende 

Elementmatrix aufstellen 

[Abo] = [EN°}- {N°}” agandc, 
E 

°Voraussetzung dafür ist wieder, dass die Jakobi-Determinante über das gesamte Element konstant ist. 

(4.59) 
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die ausschließlich von den Ansatzfunktionen abhängig ist und für alle Elemente nur ein einziges 

Mal berechnet werden muss. Die Matrix 

[Ap] = det[J] - [Apo] (4.60) 

enthält dann die Lösungen von (4.57) für alle Kombinationen von lokalen Ansatzfunktionen. 

Elementintegral am Rand 

Das Integral über die Oberfläche des Gebiets 2) kann als Summe der Anteile der Randelemente 

aufgefasst werden. 

I = [ms dA (4.61) 

EB 

Bei einem dreidimensionalen Simulationsbereich mit Tetraedern als Gitterelemente sind die Ran- 

delemente Dreiecke. Bei der Koordinatentransformation wird nun ein Punkt auf dem Dreieck mit 

den globalen Koordinaten (z,y,z) in die normierten Elementkoordinaten (£,n) transformiert. 
Dabei ergibt sich folgende Jakobi-Determinante: 

det[J] = |(rı - ro) X (r2 - ro)| (4.62) 

wobei mit ro...ra die Ortsvektoren der Eckpunkte des Dreiecks bezeichnet werden. Man kann 

das Integral ebenfalls analytisch lösen® 

[Ag] = det{7] | {N°»}- {N»yT acan (4.63) 

wobei {N*8} die entsprechenden Ansatzfunktionen der Randelemente sind, die gemäß (4.46) 
bzw. (4.47) gegeben sind, wobei für die (-Koordinate immer 0 einsetzt wird. 

4.5 Assemblierung 

Nachdem nun die einzelnen Integralterme der Gleichungen des Galerkin Ansatzes elementweise 

bestimmt wurden, sollen nun die Beiträge der Elemente aufsummiert werden, um das Integral 

über das gesamte Gebiet (2) sowie den Rand T' zu bilden. Daraus kann ein Gleichungssystem für 

die unbekannten u; aufgestellt werden. 

Elektrostatisches Feld 

Das Gleichungssystem (4.28) kann in Matrixschreibweise angegeben werden 

[Altp} = {b} - (4.64) 
Dazu berechnet man zunächst die einzelnen Elementmatrizen mittels (4.53) und (4.56), wobei für 
den Tensor m die Permittivität e eingesetzt wird. Die Matrix [A] wird dann durch Summierung 
über alle Elementmatrizen gebildet 

M 

[A] =) [Ar]. (4.65) 
m=1   

®Eine konstante Jakobi-Determinante ist wieder Voraussetzung, ist aber bei Dreieckelementen immer gegeben.
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Diese Gleichung ist allerdings nur symbolisch zu verstehen. Bei dieser Summierung wird nämlich 

von der lokalen Knotennummerierung auf die globale übergegangen. Hat beispielsweise der erste 

Knoten eines Elements den globalen Index 17 und der zweite den Index 62, so bedeutet dies, 

dass das Element (1,2) der Matrix [A7”] an der Position (17,62) in der Matrix [A] addiert wird. 
Dieser Vorgang wird als Assemblierung bezeichnet. 

Gleichermaßen geht man bei der Summierung der Randterme von lokaler auf globale Kno- 

tennummerierung über 

MB 

{5} = 2 [Arlte} (4.66) 
m=1 

Die Spaltenmatrix {b} ergibt sich als Summe der Beiträge der Elemente am Rand des Simula- 
tionsgebietes, kann also nur für Randknoten einen Wert ungleich Null haben. Genauer gesagt, 

tritt eine Flächenladung o nur an den Elektroden auf—das sind jene Knoten, die eine Dirichlet- 

Randbedingung haben. Deshalb können auch nur an diesen Stellen des {b}-Vektors Einträge 
ungleich Null vorhanden sein. Das Gleichungssystem (4.64) kann auch detailliert angeschrieben 

werden, wobei die obere Hälfte des Gleichungssystems den inneren Knoten und die untere Hälfte 

den Randknoten auf T, zugeordnet ist (die unbekannten Werte sind unterstrichen): 

  

      

a11 .- a1,N4 ALNa4Hl ai,N Y, 0 

ONgl  “*"  ONg4Ns | ONgANat1l © GNgN |.) Py, | _ 0 
OGNA+1,1 °°° GNA+1,Ny | ONA+1,Ng+1 0 QAN +1,N PN +1 dar 

L anı  ° @N,NA QaN,Natl  **°  ONN | PN by 

oder als Teilmatrizen dargestellt 

i ol o 3= o } (0) 
Um nun die unbekannten Potenzialwerte {p4} im Inneren des Leiters zu erhalten, muss man 
das folgende Gleichungssystem lösen: 

[Aal {pa} = [Az] {yo} (4.69) 

Die elektrischen Ladungen auf den Elektroden werden berechnet, indem man die Spalten- 

matrix {bp} mit der folgenden Gleichung ermittelt: 

{bp} = [As]" - {pa} + [An] {po} (4.70) 

und dann das Gleichungssystem 

[B{o} = {b} (4.71) 
löst. Die Matrix [B] setzt sich aus den Elementmatrizen der Randelemente, die an den Oberflä- 
chen der Elektroden liegen, zusammen: 

Mp 

B = JA]. (4.72) 
m=1
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Bei der Summierung muss wieder von der lokalen Knotennummerierung der Elementmatrizen 

[AZ"] auf die globale Nummerierung übergegangen werden. Nummeriert man die Gitterknoten 
in einer Reihenfolge, sodass Knoten auf gleichen Elektroden durchlaufende Indizes haben, dann 

ergibt sich für die Matrix [B] eine Blockstruktur. 

o 0 0 0] (o (0) 
o B 0] 01| f e} | _ ) (o) am 
o [0 o) : 
o 0 © Bl e ) e 

Jeder der n Blocke kann einer Elektrode zugeordnet werden, und das Gleichungssystem kann 

nach Elektroden separiert gelöst werden. 

Schwebende Randbedingungen erfordern eine spezielle Behandlung, da hier weder das Po- 

tenzial der Elektrode noch die Verteilung der Ladung bzw. die entsprechenden Einträge im 

{b}-Vektor bekannt sind. Im Folgenden wird angenommen, die Knoten mit den globalen Indizes 
k...l seien Randknoten einer schwebenden Elektrode. Dann folgt aus (2.20) unmittelbar 

oh=pi=@ für k<i<i. (4.74) 

Aus (4.61) sowie (4.48) lässt sich zeigen 

I 

Pa = Ui%Nj dA = N;N; dA = > b;. (4.75) 
=k : . 

I l 

Tr = Ty j=k ehr, i=k 

[ 

I; 

Aus (2.21) resultiert somit die Forderung 

Yb=0. (4.76) 

Bei der Lösung des Gleichungssystems müssen nun (4.74) und (4.76) als zusätzliche Gleichungen 
in das System aufgenommen werden, oder man nutzt (4.74) um die Gleichungen k bis ! zu 
eliminieren. Dazu ersetzt man in der Matrix [A] die Zeilen k bis / durch eine einzelne Zeile mit 

den Spaltensummen der eliminierten Zeilen. Dasselbe wird natürlich auch für die Spalten von 

[A] durchgeführt. Beim {b}-Vektor werden ebenfalls die Zeilen k bis / entfernt und durch eine 
einzelne Null ersetzt. 

Die Feldenergie kann mittels 

N N 

W= / BeEdN=) 9) ,p; / (VN;)e(VN;)dQ (4.77) 
9 =1  j=1 9 

berechnet werden und ergibt 

W = S (o} Al{e} = 50} (8} = 5 {en) (b0} (4.78)
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Nimmt man wieder an, dass die Knoten, die zu einer Elektrode gehören, fortlaufend nummeriert 

sind so kann obige Gleichung in Teilsummen, die den einzelnen Elektroden zugeordnet sind, 

gegliedert werden 
Ka-1 K3—1 

W=e1 > bj+e2 > bj... (4.79) 
j=Kı j=Ka 

Die Potenzialwerte y1,%2,... sind auf den Elektroden konstant und wurden deshalb vor die 

Summe gehoben. Die Summierung über die b; entspricht gemäß (4.75) der Ladung auf der 
jeweiligen Elektrode. Die Energie des Feldes entspricht deshalb der Summe der Produkte aus 

Ladung und Potenzial der einzelnen Elektroden. Für die Kapazitätsberechnung mit Finiten 

Elementen bedeutet dies, dass die Methode der Ladungsintegration und die Energiemethode 

völlig äquivalent sind. 

Leitungsströme 

Die Berechnung der Potenzialverteilung und Stromdichte in elektrischen Leitern kann analog zur 

Berechnung des Elektrischen Feldes in dielektrischen Materialien erfolgen. Man erhält wieder 

ein Gleichungssystem der Form 

[Altp} = {b} (4.80) 

mit 

[A] = Z [A7”] und (4.81) 

m=1 

MB 

{1} = 2 AR KJ}- (4.82) 
m=1 

Die Berechnung der Elementmatrizen [A7”] erfolgt mit (4.56) und (4.54), wobei für den Materi- 
alfaktor m die elektrische Leitfähigkeit y eingesetzt wird. In (4.81) und (4.82) wird wieder bei 
der Summenbildung von lokalen auf globale Knotennummerierung übergewechselt. Die Matrix 

[A] kann äquivalent zu (4.68) in die Teilmatrizen [AA], [Az], [As]? und [A] aufgeteilt werden. 
Auch die Spaltenmatrix {b} wird aufgeteilt in 

{b} = a (4.83) 

Neumann-Bedingungen zeichnen sich dadurch aus, dass in der Spaltenmatrix {b4}, die den 

entsprechenden Randknoten zuordenbare Zeilen, von Null verschiedene Einträge haben. 

Die unbekannten Potenzialwerte {pA} erhält man nun durch Lösen des Gleichungssystems 

[Aal{pa} = {bat - [Arltpo}: (4.84) 

Die Flächenstromdichte J auf Dirichlet’schen Rändern kann mit (4.70) bis (4.73) berechnet 
werden, indem formal o durch J ersetzt wird.
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Fiir schwebende Randbedingungen gilt fiir das Potenzial (4.74) und fiir den Gesamtstrom 
in Analogie zu (4.76) 

[ 

Y b=1Is. (4.85) 
i=k 

Diese Bedingungen können, wie zuvor bei der Berechnung des elektrostatischen Feldes, in das 

Gleichungssystem eingebaut werden, indem man die entsprechenden Zeilen und Spalten zusam- 

menfasst. 

Die Verlustleistung ergibt sich als 

W = {pY" [Altp} = {pP} {b} (4.86) 

Elektro-quasistatische Feldberechnung 

Gleichung 4.37 kann in Matrixschreibweise in folgendermaßen angeschrieben werden: 

IM ltö} = -[Maltp} + [M3ltJ}- (4.87) 

Die Zeitdiskretisierung wird vorgenommen, indem man eine Integration über einen Zeit- 

schritt At = ¢, — tn_ı durchführt. (Zwecks Abkürzung wird für das Potenzial p(t„) zum 
Zeitschritt ¢, einfach ¢, geschrieben.) 

M) ({0} — {on-1}) =~ 0] [ (o}t o] [ (7} (48) 

Zur Lösung dieser Integrale sollen nun zwei verschiedene Näherungsverfahren betrachtet werden, 

nämlich das Rückwärts-Euler- Verfahren, das sich durch numerische Stabilität auszeichnet und 

die Trapezmethode, (oft auch als Crank-Nicolson-Verfahren bezeichnet) mit der im Allgemei- 

nen eine höhere Genauigkeit erreicht werden kann. Beim Rückwärts-Euler-Verfahren wird das 

Integral über einen Zeitschritt durch die Fläche eines Rechtecks angenähert 

/ {0} dt ~ Atfon}, (4.89) 

bei der Trapezmethode hingegen durch die Fläche eines Trapezes 

In 

[Hera = Ars (ten) + ta). (4.90) 
tp—1 

Setzt man nun eine der beiden Näherungsformeln in (4.88) ein, erhält man wiederum ein Glei- 
chungssystem der Form 

[Altynt = 16} (4.91)
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mit 
In 

9 = Alten} +8] [trat (4.92) 
tp—1 

mit dem man das Potenzial zum aktuellen Zeitpunkt t, ausgehend vom Potenzial zum vorher- 

gegangenem Zeitpunkt i„_ı berechnen kann. Dabei beginnt man zum Zeitpunkt iog mit dem 

Potenzial {yo} laut Anfangsbedingung (2.41). 
Für die Diskretisierung mittels Rückwärts-Euler- Verfahren gilt 

M 

[A] = [M1] + At[Ma] = / ([Agre] + AtlAgm]) sowie (4.93) 

[A] = [Mi] = 1A% (4.94) 
m=1 

Bei der Trapezmethode gilt 

M 

[Al = [Mı] + m, = Z ([AeLE] _ tan) sowie (4.95) 
m=1 

M 

[A] = [Mi] - m, =) ([Arrel + an). (4.96) 
m=1 

In beiden Fällen erhält man die Matrix [B] durch Summierung über alle Randelemente mit 
inhomogenen Neumann-Bedingungen 

M 

[B] = [Ms] = I [Apr]. (4.97) 
m=1 

Die Summenformeln in (4.93) bis (4.97) sind hier wieder nur symbolisch zu verstehen, da während 
der Summierung von der lokalen zur globalen Knotennummerierung gewechselt wird. 

Die Matrix [A] kann wieder, wie in (4.68), in die Teilmatrizen [A4], [Ag], [As]? und [Ap] 
aufgeteilt werden, ebenso die Spaltenmatrix {b}, wie in (4.83). Damit kann man die unbekannten 
Potenzialwerte {oA} wie in (4.84) berechnen. 

Wärmeleitung stationär 

Das Gleichungssystem zur Berechnung der stationären Temperaturverteilung (4.39) kann in 
Matrixschreibweise als 

[A{T} = {b} (4.98) 
angeschrieben werden mit 

M 

[A] = (A7 ] (4.99) 
m=1 

und 
M 

{5} = I [ARto} + > ASK}: (4.100) 
m=1
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Beim Bilden der Summen wird hier wieder von lokaler auf globale Knotennummerierung über- 

gegangen. 

Wählt man die Reihenfolge der Einträge der Spaltenmatrix der Temperatur wieder so, dass 

Knoten mit Dirichlet-Bedingungen am Schluss aufscheinen, kann man die Gleichung wie in (4.68) 

aufspalten und man erhält die unbekannten Temperaturwerte {Ta} als Lösung des folgenden 
Gleichungssystems: 

[AaAltTa} = {ba} - [Asl{To}- (4.101) 

Wärmeleitung transient 

Gleichung 4.40 hat die Form 

MIT} = -[M2KT} + [Ms]{p} + [M4]{©} (4.102) 

Die Zeitdiskretisierung wird äquivalent zu (4.88)-(4.90) mit dem Rückwärts-Euler- oder Trapez- 
verfahren vorgenommen. Man erhält wiederum ein Gleichungssystem der Form 

[(Atzm} = {b} (4.103) 

mit 
. M tn—1 M In-1 

(0} = AT+ o4 |iorac+ Dial [era (4.104) 
m=1 in m=1 in 

Beim Rückwärts-BEuler-Verfahren erhält man die Matrizen [A] und [A] mit 

M 

[A] = [Mi] + At[Ma] = ), (ppmlAR°] + AL[AT 1) (4.105) 
ur m=1 

[A] = [Mı] =) Sppm[AR"] (4.106) 
m=1 

und beim Trapezverfahren mit 

[A] = [Mi] + m, =) (cppm[Ag"] + NE) (4.107) 

[A] = [Mi] — m, =) (ppmlAgr] - SArlAym )) (4.108) 

Im Fall, dass der thermische Leitwert yr oder die Wärmekapazität c, einzelner Materialien nicht 

konstant ist, muss das natürlich bei der Assemblierung der Matrizen [A] und [A] berücksichtigt 
werden. Und zwar müssen für [A] die Werte zum Zeitpunkt ¢, und für [A] zum Zeitpunkt t„_ı 
verwendet werden. 

Da die elektrischen Zeitkonstanten in der Regel sehr viel kürzer sind als die thermischen, 

wird für die Berechnung des elektrischen Systems eine stationäre Stromverteilung angenommen.
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Unter der Voraussetzung, dass die elektrischen Parameter keine Temperaturabhängigkeit auf- 

weisen, ist deshalb auch die Verlustleistungsdichte {p} konstant und das Integral aus (4.104) 

vereinfacht sich zu 
In-1 

/ {p} di = Atfp}. (4.109) 
In 

Ist hingegen etwa die elektrische Leitfähigkeit von der Temperatur abhängig, muss zur Be- 

stimmung der Verlustleistungsdichte das elektrische System für jeden Zeitschritt neu berechnet 

werden und das Integral aus (4.104) kann mittels der Trapezformel genähert werden 

in-1 

I dt = AulPuıl+ {pn} (4.110) 

Gleichung 4.103 kann dann wieder, wie in (4.68), aufgespalten werden und man erhält die 

unbekannten Temperaturwerte {T'a} als Lösung des Gleichungssystems (4.101). 

4.6 Lösung des Gleichungssystems 

Zur Berechnung des unbekannten Lösungsvektors (Potenzial, Temperatur) ist es notwendig, ein 

lineares algebraisches Gleichungssystem zu lösen, das allgemein in folgender Form angeschrieben 

werden kann: 

[A] - {x} = {b}. (4.111) 

Dabei ist {x} der gesuchte Lösungsvektor, {b} der sogenannte Rechte-Seiten-Vektor und [A] die 
Systemmatrix. 

Datenstruktur für die Systemmatrix 

Der Rang der Matrix [A] ist im Allgemeinen sehr hoch, er entspricht der Anzahl der Gitter- 

knoten abzüglich jener, die auf einem Dirichlet’schen Rand liegen, sowie der bei schwebenden 

Randbedingungen durch das Zusammenfassen wegfallenden Knoten. Bei typischen dreidimensio- 

nalen Simulationen kann der Rang der Matrix ohne weiteres eine Größenordnung von 10°... 10° 

erreichen. Andererseits ist die Besetzungsdichte (das Verhältnis zwischen der Anzahl der Matrix- 

einträge, die ungleich Null sind, zur Gesamtanzahl) sehr gering. In einer Zeile der Matrix sind 

nämlich genau soviele Einträge ungleich Null wie der Grad’ des zugeordneten Gitterknotens. 

Da die Knotengrade im Mittel nur von der Art des Gitters, nicht aber von der Größe abhängen, 

wird mit zunehmenden Rang die Besetzungsdichte immer geringer. Typische Mittelwerte der 

Knotengrade liegen bei Tetraedergittern mit linearen Ansatzfunktionen etwa bei 11, bei qua- 

dratischem Ansatz ungefähr bei 25. So kann man beispielsweise bei einem Gitter mit 250000 

Knoten und quadratischem Ansatz eine Besetzungsdichte von etwa 0.01% erwarten. Wenn man 

nun die gesamte Matrix aus obigem Beispiel in einem zweidimensionalen Feld abspeichern wollte, 

so bräuchte man dazu, unter der Annahme, dass für eine Gleitkommazahl 8 Byte benötigt wer- 

den, einen Speicherplatz von 466 Gigabyte. Angesichts dieses Beispiels erkennt man sofort die 

Notwendigkeit, die Systemmatrix in einer komprimierten Datenstruktur abzulegen. Würde man 
  

"Der Grad eines Knotens gibt an, mit wievielen Nachbarknoten er durch Gitterelemente direkt verbunden ist.
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in optimaler Weise ausschließlich die Werte ungleich Null in einem eindimensionalen Feld abspei- 

chern, so käme man mit 48 MB aus. Allerdings fehlt dann die Information in welcher Zeile bzw. 

Spalte der jeweilige Eintrag liegt. Zu diesem Zweck werden noch zwei zusätzliche Indexvektoren 

angelegt—.der erste ordnet jedem Eintrag die Spaltennummer zu, die Elemente des zweiten Vek- 

tors zeigen auf die Zeilenanfänge innerhalb des Feldes. Dieses Datenkompressionsverfahren wird 

MCSR (Modified Compressed Sparse Row) genannt. Der zusätzliche Speicheraufwand beträgt 
50%, sodass man in diesem Beispiel auf einen Gesamtspeicherbedarf von 72 MB kommt. Weiters 

besteht aufgrund der Symmetrie der Systemmatrix die Möglichkeit nur eine Hälfte (Dreiecks- 

matrix) abzuspeichern, was den Speicherbedarf nochmals auf die Hälfte reduziert (hier 36 MB). 

Um gutes Laufzeitverhalten zu gewährleisten, muss die Datenstruktur so aufgebaut sein, 

dass der verwendete Gleichungslösungsalgorithmus effizient darauf zugreifen kann. Dabei ist es 

wichtig, dass beim Zugriff auf Matrixelemente keine Verzögerung durch langes Suchen entstehen 

und unnötige Operationen mit Null-Einträgen vermieden werden. Mit dem MOSR-Format kann 

eine Matrixx Vektor-Multiplikation sehr effizient durchgeführt werden, wodurch es sich für die 

Anwendung beim Konjugierten Gradientenverfahren (siehe unten) besonders eignet. 

Anmerkung: Theoretisch wäre eine solche Matrixx Vektor-Multiplikation auch ohne vorhe- 

rige Assemblierung der Systemmatrix, sondern direkt als Summierung über die Elementmatri- 

zen möglich. Diese Methode kommt mit minimalem Speicherbedarf aus, hat aber einen ungleich 

höheren Rechenaufwand. Es können jedoch Teilgebiete des Gitters zu Teilmatrizen zusammen- 

gefasst werden, und die Matrixx Vektor-Multiplikation getrennt über diese Teilmatrizen aus- 

geführt und anschließend aufsummiert werden. Dieser Algorithmus kann zur Parallelisierung 

der Finite Elemente Methode ausgenutzt werden, indem man jedem Teilbereich einen eigenen 

Prozess zuordnet. Die Aufteilung sollte so geschehen, dass die Anzahl der Kopplungen zwischen 

den Teilbereichen minimal ist, damit wird auch die Kommunikation zwischen den Prozessen 

minimiert. 

Neben dem Konjugierten Gradientenverfahren wird auch das Gauß’sche Eliminationsverfah- 

ren zur Lösung des Gleichungssystems herangezogen. Dafür benötigt man ein Matrixformat, das 

in jeder Zeile zwischen dem ersten und dem letzten von Null verschiedenen Eintrag einen Spei- 

cherplatz reserviert, da diese Einträge später bei der Matrixfaktorisierung verwendet werden. 

Bei einer symmetrischen Matrix reicht es aus, wenn vom ersten von Null verschiedenen Element 

bis zur Diagonale Speicherplatz reserviert wird. Man spricht dabei von einer hüllenorientierten 

Struktur, deren Speicherbedarf von den Bandbreiten der einzelnen Zeilen abhängig ist und im 

Regelfall einem Vielfachen des MCSR Speicherbedarfs entspricht. Eine Reduktion der mittleren 
Bandbreite lässt sich durch Umordnen der Knotennummerierung erzielen, was in der Matrix ein 

Vertauschen von Zeilen und Spalten bewirkt (und natürlich auch in den {x} und {b} Vektoren). 
Dafür haben sich das Cuthill-McKee-Verfahren (CM) bzw. das Reverse-CuthillMcKee-Verfahren 

(RCM) etabliert [117]. Die Wirkungsweise des RCM Verfahrens ist in Abb. 4.5 anhand eines 
Beispiels dargestellt. 

Wie weit die mittlere Bandbreite einer Matrix durch Umsortieren minimiert werden kann, 

hängt nicht nur vom verwendeten Verfahren ab, sondern in viel stärkerem Ausmaße von der 

Struktur der Matrix (bzw. des Gitters) selbst. Beispielsweise lassen sich bei der dreidimen- 
sionalen Widerstandsberechnung bei sehr langen und dünnen Leitungen sehr geringe mittlere 

Bandbreiten (60 und darunter) erreichen.
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Abbildung 4.5: Einträge in der Systemmatrix einer einfachen zweidimensiona- 

len Feldberechnung mit einem Dreiecksgitter und quadratischen Ansatzfunktio- 

nen unmittelbar nach der Assemblierung (a) und nach Anwendung des Reverse- 
Cuthill-McKee Verfahrens (b). 

Gleichungslösung durch Gauß’sche Elimination 

Als erster Schritt wird die Systemmatrix in ein Produkt aus einer unteren [Z] und einer oberen 
[U] Dreiecksmatrix faktorisiert: 

[A] = [L] - [U]. (4.112) 

Danach kann die Losung {z} in zwei Teilschritten (Vorwärtseinsetzen und Rückwärtseinsetzen) 
berechnet werden: 

[Z]- {v} = {b} (4.113) 
[U]: {0} = {y} (4.114) 

Der rechenintensivste Teil ist die Faktorisierung, sie hat bei vollbesetzten Matrizen einen Auf- 

wand von O(n?), Vorwärtseinsetzen und Rückwärtseinsetzen lediglich O(n?). Mit geringerer 
Bandbreite reduziert sich natürlich auch der Rechenaufwand entsprechend. 

Für die Berechnung von Kapazitäten, Widerständen, oder transienten Vorgängen muss oft 

ein System mit gleicher Matrix |A] aber verschiedener rechter Seite gelöst werden. In die- 
sem Fall braucht die (langsame) Faktorisierung nur beim ersten Mal durchgeführt werden und 

die Lösung {x} kann bei jedem weiteren Schritt sehr effizient mittels Vorwärtseinsetzen und 
Rückwärtseinsetzen berechnet werden. 

Zur weiteren Reduktion des Speicherbedarfs kann die Assemblierung und Elimination kombi- 

niert werden: In diesem Fall wird die Systemmatrix nicht in Teilmatrizen aufgespalten sondern 

es wird komplett mit allen Randknoten gearbeitet. Diese Methode bietet sich besonders an,
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wenn man nicht an einer Verteilung des Potenzials im Inneren des Simulationsgebietes, son- 

dern lediglich an einer Kapazitäts- oder Widerstandsmatrix interessiert ist. Sobald sämtliche 

Elemente, die einen bestimmten Gitterknoten gemeinsam haben, assembliert worden sind, kann 

dieser Knoten aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Randknoten, die zu einer Elektrode 

gehören, können, da sie auf dem selben Potenzial liegen, ebenfalls zusammengefasst werden. In 

diesem Fall erspart man sich die Rücksubstitution und erhält direkt die gewünschte (Kapazitäts- 

bzw. Leitwert-) Matrix. 

Der CG-Gleichungslöser 

Das konjugierte Gradientenverfahren (CG) ist eine sehr häufig verwendete Methode lineare Glei- 
chungssysteme iterativ zu lösen. Es zeichnet sich besonders dadurch aus, dass es nahezu keinen 

zusätzlichen Speicherplatz benötigt und im Regelfall mit deutlich weniger Rechenoperationen 

auskommt als die Gauß’sche Elimination. Allerdings handelt es sich bei der erhaltenen Lösung 

nur um eine Näherung, da die Iteration abgebrochen wird sobald ein Konvergenzkriterium erfüllt 

ist®. Voraussetzung ist eine symmetrische und positiv definite Systemmatrix. Der Rechenauf- 

wand des CG-Verfahrens ist proportional zur Wurzel der spektralen Konditionszahl der Matrix, 

das ist das Verhältnis zwischen größtem und kleinstem Eigenwert. 

Näher soll im Rahmen dieser Arbeit nicht auf das CG-Verfahren eingegangen werden—es sei 

an dieser Stelle auf die ausführliche Darstellung in [118] verwiesen. 

Zur Beschleunigung der Konvergenz besteht die Möglichkeit der Vorkonditionierung. Anstatt 

(4.112) wird das System 

[IM] [A] - {2} = [IM] - {b} (4.115) 
verwendet. Die Matrix [M] versucht man nun so zu wählen, dass die Konditionszahl des Pro- 
duktes [M]"!. [A] kleiner ist als die von [A] alleine, etwa durch eine unvollständige Cholesky- 
Zerlegung [82, 119, 120]. 

Der CG-Algorithmus kann auch erweitert werden, sodass für mehrere rechte Seiten ohne 

großen zusätzlichen Aufwand gleichzeitig Lösungen berechnet werden können [121,122]. 

4.7 Nichtlineare Probleme 

Die elektrischen und thermischen Leitfähigkeiten wurden bei den obigen Berechnungen immer 

als konstant angenommen. Tatsächlich zeigen sie jedoch eine leichte Temperaturabhängigkeit, 

welche eine Nichtlinearität der Gleichungssysteme bei der (elektro-)thermischen Simulation ver- 
ursacht. Da die elektrische/thermische Leitfähigkeit direkt in die Systemmatrix eingeht, bedeu- 

tet das, dass die Matrixeinträge ebenfalls von der Temperaturverteilung abhängen, die aber erst 

nach Lösen des Gleichungssystems bekannt ist. Es wird deshalb ein einfaches Iterationsverfahren 

verwendet, um die korrekte Lösung zu ermitteln. Zuerst wird eine konstante Temperaturvertei- 

lung von 300 K angenommen. Damit werden das elektrische und das thermische Gleichungssy- 

stem assembliert und gelöst. Man erhält eine neue Temperaturverteilung, die als Startwert für 

die nächste Iteration herangezogen wird. Als Konvergenzkriterium werden eı = {p}? - [A] - {og} 
für das elektrische System (= Verlustleistung) und eg = {T}?-[A]{T} für das thermische System 
herangezogen. Wenn von einer zur nächsten Iteration die Änderung dieser beiden Werte unter 
  

® Theoretisch liefert das CG-Verfahren die exakte Lösung in höchstens N Schritten, praktisch erhält man aber 

schon viel früher eine hinreichend genaue Näherungslösung.
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einem vorgegebenem Grenzwert liegt, kann die Iterationsschleife abgebrochen werden. Da die 

Nichtlinearität relativ schwach ist, konvergiert das Verfahren rasch (typischerweise 4-6 Iteratio- 

nen). Es ist deshalb nicht notwendig, aufwendigere Methoden mit besserer Konvergenz, wie z.B. 

das Newton-Verfahren, anzuwenden.
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Kapitel 5 

Geometrische Modellierung und 

Gittererzeugung 

Genauigkeit und Rechenaufwand einer Simulation hängen nicht nur von dem gewählten Diskre- 

tisierungsverfahren ab, sondern in erster Linie von der Qualität und der Feinheit des Gitters. 

Das Gitter ist ein zelluläres Modell des zu simulierenden Objektes und muss dieses hinreichend 

genau beschreiben. Geometrische Modellierung und Gittergeneration stellen die Basis für die 

räumliche Diskretisierung und somit für die numerische Lösung partieller Differentialgleichungen 

dar. 

5.1 Geometrie Repräsentationen 

Zur Darstellung dreidimensionaler geometrischer Objekte in Computerprogrammen sind ver- 

schiedene Methoden gebräuchlich, die je nach Anwendungsbereich gewisse Vor- und Nachteile 

bieten [123-126]. Die drei am häufigsten verwendeten Darstellungsformen sind 

e Boolesche Modelle (CSG=Constructive Solid Geometry), 

e Oberflächendarstellung (BRep=Boundary Representation) und 

e zelluläre Darstellungsformen (CD=Cellular Decomposition). 

Boolesches Geometriemodell (CSG) 

Diese Form der Geometrierepräsentation wird häufig in CAD Programmen zur Konstruktion 

mechanischer Teile verwendet. Die geometrischen Grundelemente sind Ebenen, die den Raum 

in zwei Hälften (Halbräume) teilen. Mittels logischer Verknüpfungsoperationen lassen sich damit 
beliebige durch ebene Flächen begrenzte Geometrien erstellen. Abgespeichert wird die Struk- 

tur in einem baumförmigen Graphen, dessen Blätter die Grundelemente darstellen und dessen 

innere Knoten entweder logische (UND, ODER, ...) oder geometrische (Translation, Rota- 
tion, ...) Operationen bedeuten. Beispielsweise lässt sich ein Quader als UND-Verknüpfung 

(Durchschnitt) von sechs Halbräumen darstellen (siehe auch Abb. 5.1). 
Für Oberflächen quadratischer Ordnung kann man als Grundelemente zusätzlich zu den 

Halbräumen noch die Kugel, den (unendlich langen) Zylinder und den Torus verwenden. Im 

Prinzip können auch andere Oberflächen wie z.B. Splineflächen als Grundelement verwendet 

99
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Abbildung 5.1: Konstruktion einer CSG Geometrie: Ein Quader (B) wird als 
Durchschnitt (ds) von sechs Halbräumen gebildet, das (unendlich lange) drei- 
eckige Prisma (C) aus drei Halbräumen. Mit der Operation „B ohne C“ wird ein 
Quader mit einem dreieckigen Loch (A) konstruiert. 

  

werden. Eine notwendige Bedingung ist allerdings, dass die Flächen entweder geschlossen sind 

oder unendliche Ausdehnung haben, sodass der Raum eindeutig in ein inneres und ein äußeres 

Gebiet aufgeteilt wird. 

Das Erzeugen der Kanten und Eckpunkte der Geometrie ist mit großem Rechenaufwand 

verbunden, da hiezu alle Grundelemente untereinander verschnitten werden müssen. Hingegen 

ist es relativ einfach festzustellen, ob ein (beliebiger) Punkt innerhalb oder außerhalb der Geo- 
metrie liegt (Punktsuche). Dazu wird für jedes Grundelement getestet, ob der Punkt innerhalb 

oder außerhalb liegt. Die Ergebnisse der Einzeltests werden dann anhand des Graphen logisch 

verknüpft. 

Oberflächendarstellung (BRep) 

Bei der Oberflächendarstellung (Boundary Representation) bilden die Eckpunkte, die durch ihre 

Koordinaten gegeben sind, die Basis der Geometrie—im Gegensatz zu CSG, wo die topografische 

Information durch Ebenengleichungen festgelegt ist. Ausgehend von den Punkten ist der Aufbau 

streng hierarchisch (siehe auch Abb. 5.2). So ist eine Kante durch zwei Eckpunkte definiert, 

Flächen sind durch die Kanten, die den Rand bilden, gegeben. Zu beachten ist dabei, dass 

Flächen mit Löchern nicht nur einen äußeren, sondern auch einen oder mehrere innere Ränder 

haben. Körper (Solids) sind durch ihre Randflächen festgelegt. Sie haben genau einen äußeren 
Rand, können aber auch innere Ränder besitzen (Hohlräume oder Einschlüsse). 

Während es bei CSG-Geometrien keine Probleme mit Datenkonsistenz gibt (jede beliebige
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' Abbildung 5.2: Streng hierarchischer Geo- 

° ° metrieaufbau der Oberflächenrepräsentation: 

. ® . e Korper werden durch ihre Randflichen festge- 
° o o ° legt, die wiederum sind durch ihre Randlinien 

gegeben, welche durch jeweils zwei Punkte de- 

o o finiert sind. 

darstellbare Geometrie ist eine gültige Geometrie), muss bei der Oberflächendarstellung streng 

auf topologische und topografische Konsistenz geachtet werden. Um topologische Konsistenz zu 

erreichen, muss garantiert sein, dass 

e Linien mit genau zwei Punkten verknüpft sind, 

e Flächen zu nicht mehr als zwei Solids gehören, 

e die Berandung(en) von Flächen und Solids geschlossen ist (sind), und 

e Solids und Flächen genau einen äußeren Rand haben. 

Für topografische Konsistenz wird gefordert, dass 

e die Berandung von Flächen in einer Ebene liegt, 

e keine Verschneidungen auftreten, 

e Solids, die sich in einem Punkt, Linie oder Fläche berühren, auch im Datenformat diesen 

Punkt, Linie oder Fläche gemeinsam haben, 

e wenn mehr als 3 (bzw.. 2) Ebenen im Datenformat einen Punkt (eine Linie) gemeinsam 
haben, sie sich auch tatsächlich in diesem Punkt (dieser Linie) schneiden. 

Manche Operationen können daher nur unter bestimmten Voraussetzungen oder in Kombina- 

tion mit anderen „passenden“ Operationen durchgeführt werden. So darf beispielsweise eine 

Fläche, die zwei Solids trennt, nicht gelöscht werden, außer man verbindet gleichzeitig die Solids 

miteinander. Aber auch bei an sich korrekten geometrischen Operationen muss immer darauf 

geachtet werden, dass nicht etwa durch numerische Ungenauigkeiten Inkonsistenzen entstehen.
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Umgehen kann man dieses Problem durch Verwendung einer exakten rationalen Arithmetik. 

Dabei handelt man sich aber wieder den Nachteil ein, dass einerseits die Ausgangsdaten selten 

in einem rationalen Format vorliegen und es dadurch bei der Konvertierung zu topologischen 

Inkonsistenzen kommen kann und andererseits, dass gewisse geometrische Operationen dadurch 

unmöglich gemacht werden (z.B. Rotation). 

Zelluläre Geometrien 

Bei den zellulären Darstellungsformen wird die Geometrie aus einfachen dreidimensionalen 

Grundelementen (z.B. Tetraeder oder Würfel) zusammengesetzt. Dabei kann man zwischen 

strukturierten und unstrukturierten Gittern unterscheiden. 

Bei unstrukturierten Gittern ist weder die Anordnung der Knotenpunkte noch der Gitter- 

elemente einer bestimmten Regelmäßigkeit unterworfen (siehe Abb. 5.3). 

\ 
d Ic 

EN 
P 

4// ) NY TER 
Ex U NL INNE 1/ Abbildung 5.3: Ein unstruktu- 

riertes Tetraedergitter 

  

Abgespeichert wird ein unstrukturiertes Gitter durch eine Punktliste und eine Elementliste. 

Die Punkte sind durch ihre Koordinaten gegeben, die Elemente referenzieren ihre Knoten durch 

Indizes auf die Punktliste. Bei Gittern mit verschiedenen Grundelementen muss zusätzlich noch 

der jeweilige Elementtyp angegeben werden. 

Strukturierte Gitter sind topologisch regelmäßige Hexaedergitter. Jeder Gitterpunkt und 

jede Zelle kann durch ein Indextripel (i, j,k) eindeutig identifiziert werden. Als Beispiel seien 
die Gitter der Finiten Differenzen Methode erwähnt (siehe auch Abb. 5.4). 

  

Abbildung 5.4: Ein strukturiertes Gitter
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Bei strukturierten Gittern brauchen die Elemente nicht explizit abgespeichert werden, da 

ihre Eckpunkte direkt in der Punktliste mit den drei Richtungsindizes gefunden werden können. 

Ortho-Produkt-Gitter sind strukturierte Gitter bei denen nicht nur die Topologie der Zellen 

sondern auch die Koordinaten der Gitterknoten einer Regelmäßigkeit unterliegen. Jede Git- 

terzelle sowie das Gesamtgitter hat Parallelogramm- (2D) bzw. Spatform (3D). Jeder der drei 

Gitterindizes unterteilt eine Hauptachse des Gitters in sogenannte Ticks. Fallen die Hauptach- 

sen mit den Achsen des Koordinatensystems zusammen, spricht man von einem rectilinearen 

Gitter (Abb. 5.5a). 

Bei der Voxeldarstellung', oder auch kartesisches Gitter genannt (Abb. 5.5b), gilt zusätz- 
lich, dass alle Zellen gleiche Abmessungen haben. Ein Voxelgitter ist durch Angabe des Koor- 
dinatenursprungs, der Breite/Höhe/Tiefe einer Zelle sowie der Anzahl der Zellen in x, y, und 
z-Richtung vollständig definiert. 

Z 

  
(a) (b) 

Abbildung 5.5: Rectilineares Gitter (a) und Voxeldarstellung (b) als 
Spezialfälle strukturierter Gitter 

Generell ist man mit Ortho-Produkt-Gittern sehr stark in der Darstellung allgemeiner Geo- 

metrien eingeschränkt. Für nicht hexaederförmige Strukturen muss man für jede Gitterzelle 

eine Boolesche Variable abspeichern, die angibt ob die jeweilige Zelle zur Geometrie gehört oder 

nicht. Kommen mehrere Materialien vor, so verwendet man stattdessen eine Indexvariable, die 

das entsprechende Material anzeigt (oder Vakuum, falls die Zelle nicht zur Geometrie gehört). 

Flächen, die nicht zu den Gitterachsen parallel sind, können lediglich stufenförmig angenähert 

werden. Damit durch die Diskretisierung nicht kleine geometrische Details verloren gehen, muss 

man die Gitterdichte ausreichend hoch wählen (Abb. 5.6). 
  

!Voxel= Volume Element, in Analogie zu Pizel.
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Abbildung 5.6: Geometrie in 

Voxeldarstellung: Flächen, die 

nicht zu den Koordinatenachsen 

parallel sind müssen stufenförmig 

angenähert werden. 

  

Bei der Voxeldarstellung kann man zur Reduktion des Speicherbedarfs die Tatsache, dass 

benachbarte Zellen mit hoher Wahrscheinlichkeit aus dem selben Material sind, ausnutzen, um 

eine komprimierte Darstellung zu erzielen z.B. mittels eines Octree oder mittels Lauflängenco- 

dierung. 

Ähnlich wie beim CSG-Modell ist jede darstellbare Voxel-Geometrie auch automatisch gültig, 

was sich natürlich positiv auf die Robustheit voxelbasierter Algorithmen auswirkt. 

5.2 Punktsuche 

Das Auffinden des nächsten Gitter- bzw. Geometriepunktes oder das Feststellen in welcher Git- 

terzelle bzw. in welchem Solid sich ein vorgegebener Punkt befindet ist eine Prozedur, die 

bei vielen geometrischen Operationen als Teilschritt enthalten ist. Wie schon oben erwähnt, ist 

diese Aufgabe bei CSG-Geometrien sehr einfach zu implementieren. Ebenso bei Ortho-Produkt- 

Gittern—die Suche kann hier für jede Koordinatenachse getrennt durchgeführt werden (am ef- 

fizientesten mittels binärem Suchen). Bei allgemeinen strukturierten Gittern, unstrukturierten 

Gittern sowie BRep Geometrien ist ein effizientes Suchverfahren in der Implementierung deut- 

lich aufwendiger. Natürlich ist es möglich, alle Zellen des Gitters bzw. alle Solids der Geometrie 

nacheinander zu prüfen, ob der gesuchte Punkt enthalten ist. Da die Tests, ob ein Punkt inner- 

halb eines bestimmten Körpers ist, relativ aufwendig sind, hat diese Methode auch einen großen 

Bedarf an CPU-Zeit. Man kann zwar mittels sogenannter Boundingbox-Tests eine deutliche 

Geschwindigkeitssteigerung erzielen, jedoch bleibt der Rechenaufwand bei einer Größenordnung 

von O(n). Hingegen erreichen Verfahren, die mit einem Suchbaum arbeiten in der Regel einen 
Aufwand von O(In{n)). 

Punkt-Octree 

Nach dem gleichen Prinzip wie ein binärer Baum für eindimensionale Daten arbeitet der Punkt- 

Octree (oder auch Point-Bucket-Octree) bei der Suche nach Geometriepunkten in drei Dimen- 
sionen. Jeder Knoten des Octrees entspricht einem Würfel (bzw. Quader) und wird durch seine 
Kinder in acht Würfel mit der halben Seitenlänge aufgeteilt (Abb. 5.7). Die Wurzel des Baumes 
bildet ein Würfel, der das gesamte darzustellende Gebiet umschließt.
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Abbildung 5.7: Aufteilung eines Octree-Knotens in acht 

gleichgroße Sub-Würfel: Die Teilung der Würfel wird rekursiv 

fortgesetzt bis sich maximal ein Geometriepunkt darin befin- 

det. 

Neben dem Suchen nach vorhandenen Punktkoordinaten kann man den Punkt-Octree auch 

zum Auffinden von Punkten in einem vorgegebenen Bereich, Suchen des nächstgelegen Punktes 

und ähnlichen Operationen verwenden. Der Aufwand dieser Operationen beträgt O(In(n)) unter 
der Voraussetzung, dass der Octree zumindest einigermaßen balanciert ist, ansonsten kann er 

zu O(n) ausarten. 

Da die Flächen des Octrees parallel zu den Koordinatenachsen sind, können Vergleiche, ob 

Punkte in einem Würfel liegen oder nicht, für die x, y, und 2-Koordinaten exakt durchgeführt 

werden, und man braucht keine Abstände oder Schnitte zu berechnen, was zu numerischen 

Ungenauigkeiten führen könnte. 

Erweiterter Octree 

Mir einem erweiterten Octree (auch Finite Octree) [127] lassen sich nicht nur die Punkte, sondern 

auch die Linien, Flächen und Solids einer Struktur geometrisch ordnen. Er eignet sich deshalb 

zur Suche von Objekten in unstrukturierten Gittern oder BRep-Geometrien. Wie beim Punkt- 

Octree wird der Raum in Würfel eingeteilt, wobei jeder Würfel in acht Sub-Würfel aufgeteilt 
wird, bis ein Grenzkriterium erreicht wird. Abbildung 5.8 zeigt die vier möglichen Fälle, bei 

denen die Aufteilung abgebrochen wird, da ein weiteres Zerlegen des Würfels mindestens einen 

Sub-Würfel des selben Typs hätte. Einen Knoten, der nicht weiter zerteilt wird, nennt man 

Blatt. 

Im Fall, dass ein Geometrie-Punkt sehr nahe an einer Teilungsebene des Octrees liegt, und 

zwei Linien oder Flächen, die in einem sehr spitzen Winkel zueinander stehen, diese Ebene 

durchstoßen, ist der Abstand der Durchtrittspunkte(-linien) sehr klein. Er kann sogar kleiner 

als die Auflösung der im Rechner darstellbaren Zahlen werden, was zur Folge hat, dass dieser 

Fall nicht im Octree darstellbar ist, da nicht mehr weiter unterteilt werden könnte. Um dies zu 

verhindern wird ein neuer Blatt-Typ eingeführt (Graues Blatt). Sein Aufbau (siehe Abb. 5.9) ist 
ähnlich dem Punkt-Blatt mit der Ausnahme, dass sich der Punkt außerhalb des Blattes befinden 

darf, alle Flächen und Linien innerhalb des Blattes müssen jedoch diesen Punkt enthalten. 

Ob sich ein Punkt in einem bestimmten Octree-Würfel befindet oder nicht, kann wie zuvor 

durch direkten Koordinatenvergleich herausgefunden werden. Schwieriger ist es zu bestimmen, 

ob eine Linie oder Fläche einen Würfel schneidet. Zwar gibt es dafür einfache Testverfahren, 

doch muss dabei unbedingt darauf geachtet werden, dass es nicht etwa durch numerische Un- 

genauigkeiten zu inkonsistenten Ergebnissen kommt. Es ist deshalb ratsam ein Verfahren zu 

wählen, dass auf Punktvergleichen basiert, da diese exakt durchgeführt werden können. Die 

Aufgabe kann also folgendermaßen formuliert werden: Finde einen Punkt, der falls die Fläche
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(a) Solid-Blatt (b) Flächen-Blatt 
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(c) Linien-Blatt (d) Punkt-Blatt 

Abbildung 5.8: Blatt-Typen in einem erweiterten Octree 

(Linie) den Würfel schneidet, mit Sicherheit innerhalb des Würfels liegt. Ein solcher Punkt 

kann durch Schnitt mit den Raumdiagonalen (£ = +y = +z) bzw. mit den Diagonalebenen 
(x = 2y, £ = £z, y = +z) des jeweiligen Würfels gefunden werden. Da benachbarte Würfel 

Raumdiagonalen und Diagonalebenen gemeinsam haben, ist garantiert, dass auch die Schnitt- 

funktionen ungeachtet numerischer Ungenauigkeiten das gleiche Ergebnis liefern und Konsistenz 

gewährleistet ist. 

Neben dem beschleunigten Suchen nach Geometrieelementen kann ein erweiterter Octree 

auch effizient zur Kollisionserkennung, Gittererzeugung [128, 129], Voxel-Diskretisierung und 

Booleschen Operationen (siehe unten) verwendet werden. 

BSP-Baum 

Da bei einem Octree immer an vordefinierten Stellen parallel zu den Koordinatenebenen unter- 

teilt wird, kann es bei stark nichtsymmetrischen Geometrien vorkommen, dass der Baum nicht 

gut balanciert ist, was die Leistungsfähigkeit beim Suchen verringert. Auch bei der Darstellung 

dünner Schichten, die nicht parallel zu den Achsen sind, kommt es zu Leistungseinbußen, da hier 

so oft verfeinert werden muss, bis die Grenzflächen in verschiedenen Würfeln liegen (Abb. 5.10). 
Diese Nachteile lassen sich durch den BSP-Baum (Binary Space Partitioning) beheben. Die 
Wurzel dieses Baumes repräsentiert den gesamten Raum. Jeder Knoten hat (nicht wie beim
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  Abbildung 5.10: Schnitt durch einen Octree: Zur 

Auflösung dünner Schichten muss oftmalig verfeinert 

werden, wodurch die Tiefe des Baumes stark anstei- 

gen kann. 

  

          
Octree acht, sondern) genau zwei Kinder, die durch Teilung mittels einer Ebene entstehen. 

Als Teilungsebenen verwendet man Flächen der Geometrie und wählt diese so aus, dass ein 

(annähernd) balancierter Baum entsteht. Das Aufteilen wird abgebrochen, wenn ein Blatt des 

Baumes ausschließlich in einem einzigen Solid liegt. Der BSP-Baum bildet somit einen Übergang 

von der BRep- zur CSG-Darstellung. 

5.3 Geometrische Operationen und Modellierung 

Bisher wurde gezeigt, wie Geometrien gespeichert werden, bzw. wie man darin effizient sucht, 

nicht aber wie man sie erzeugen oder verändern kann. Selten wird für eine Simulation die 

Struktur im entsprechenden Datenformat händisch eingegeben, da eine solche Eingabe aufwendig 

und sehr fehleranfällig wäre. Deshalb ist es notwendig, dass eine komplexe dreidimensionale 

Struktur mittels geometrischer Operationen aus mehreren „Einzelteilen“ aufgebaut werden kann. 

Extrusion 

Vielfach liegt eine Beschreibung der Struktur in einem zweidimensionalen Format vor (Layout). 
Um daraus einen dreidimensionalen Körper zu erzeugen verschiebt man die zweidimensionale 

Fläche entlang einer Achse normal auf die Zeichenebene um einen bestimmten Abstand (Dicke).
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Dieser Vorgang wird als Extrusion bezeichnet. Man kann anstatt in Richtung der Oberflächen- 

normale auch entlang einer vorgegebenen Kurve verschieben. Zusätzlich können auch gewisse 

Parameter des zweidimensionalen Objektes während des Verschiebens verändert werden. Da- 

bei ist jedoch darauf zu achten, dass es zu keinen Selbstdurchdringungen oder Kollisionen mit 

anderen Objekten kommt. 

Boolesche Operationen 

Darunter versteht man die logische Verknüpfung von Körpern mittels Operationen wie UND, 

ODER, OHNE, wie zuvor bei der CSG-Darstellung erläutert. CSG-Geometrien können ohne 

zusätzlichen Aufwand direkt miteinander verknüpft werden. 

Auch bei der Voxeldarstellung ist eine Implementierung relativ einfach. Die logische Opera- 

tion kann hier Voxel für Voxel ausgeführt werden. 

Boolesche Operationen sind an sich nur für zwei Materialarten (bzw. Material/kein Material) 
definiert. Eine Erweiterung auf mehrere Materialien kann durch Aufstellen von Verknüpfungs- 

regeln oder einer Entscheidungstabelle vorgenommen werden. 

Bei Geometrien in BRep-Darstellung und unstrukturierten Gittern sind Boolesche Opera- 

tionen deutlich komplizierter zu realisieren. Sollen zwei Geometrien miteinander verknüpft wer- 

den, muss jede Fläche und Linie der ersten Geometrie mit jeder Fläche und Linie der zweiten 

verschnitten werden. Dabei muss man (besonders bei schleifenden Schnitten) darauf achten, 
dass durch numerische Fehler keine Inkonsistenzen auftreten. Hier ist es oft nützlich, Flächen, 

Linien und Punkte mit einer sogenannten Epsilon-Umgebung zu versehen. Schneiden sich bei- 

spielsweise zwei Linien nicht direkt in einem Punkt, sondern kommen sie einander lediglich so 

nahe, dass ihr Abstand kleiner dem vorgegebenen e ist, dann wird dieser Fall als Schnitt gewer- 

tet. Natürlich kann auch ein zu groß gewähltes e falsche Entscheidungen bewirken und damit 

Inkonsistenzen herbeiführen. Im Regelfall sind aber die Abstände innerhalb gegebener Geome- 

trien groß gegenüber den erwarteten numerischen Ungenauigkeiten, sodass die Verwendung von 

Epsilon-Umgebungen meist zur Erhöhung der Robustheit beiträgt. 

Doppelt vorkommende Flächen, Linien, oder Punkte müssen nach dem Verschneiden ent- 

fernt werden. Danach werden die Solids rekonstruiert und gemäß den Verknüpfungsregeln das 

Material gewählt. 

Eine Vereinfachung ergibt sich bei unstrukturierten Gittern wenn man als Solids ausschließ- 

lich Tetraeder zulässt [130]. Treten beim Verschneiden andere Polyeder auf, so werden diese 
sofort wieder in Tetraeder aufgespalten. Der Vorteil dabei ist, dass man mit simplen Daten- 

strukturen das Auslangen findet und die Implementierung der Schnittfunktionen stark verein- 

facht wird. Das aus solchen Operationen resultierende Tetraedergitter ist allerdings nicht direkt 

für die Simulation geeignet, da es in den meisten Fällen zu fein und von schlechter Qualität ist. 

Verschneidung mittels Octree 

Boolesche Operationen mit BRep-Geometrien oder unstrukturierten Gittern lassen sich durch 

die Verwendung erweiterter Octrees deutlich beschleunigen. Dazu wird für beide Geometrien ein 

Octree parallel aufgebaut. Mit parallel ist hier gemeint, dass beide Bäume die selbe Topologie 

haben, bzw. bis zur gleichen Tiefe verfeinert sind. Die logische Verknüpfung wird dann Blatt für 

Blatt durch beide Bäume ausgeführt. Für jede Kombination von Blatttypen wird eine Funktion 

implementiert, die die Verknüpfung durchführt. Handelt es sich dabei um zwei Solid-Blätter ist
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das Resultat trivialerweise ebenfalls ein Solid laut den Verknüpfungsregeln. Bei einem Solid- 

Blatt und einen Blatt anderen Typs hat das Ergebnis den Typ des zweiten Blattes. Bei zwei 

Flächen-Blättern wird zuerst getestet, ob sich die Flächen innerhalb des Würfels schneiden. Ist 

dies der Fall, entsteht ein Linien-Blatt, ansonsten wird weiter verfeinert. Bei einem Flächen- 

und einem Linien-Blatt kann ein Punkt-Blatt entstehen, oder es wird weiter verfeinert, ebenso 

bei zwei Linien-Blättern. Bei einem Flächen- und einem Punkt-Blatt ergibt sich wiederum ein 

Punkt-Blatt, wenn der Punkt innerhalb der Fläche liegt, ansonsten muss verfeinert werden. 

Zwei Punkt-Blätter ergeben wieder ein Punkt-Blatt, wenn beide Punkte die selben Koordinaten 

haben, ansonsten wird verfeinert.? 

Nach dem Verschneiden kann man die Geometrie noch vergröbern, indem man alle Elemente, 

die nicht strukturbestimmend sind, entfernt (z.B. benachbarte Solids mit gleichem Material 

können zusammengelegt werden und die trennende Fläche entfernt werden ...). 

Modellierung durch Topografie-Simulation 

Konventionelle Modellierungsverfahren gehen davon aus, dass die erzeugte Struktur genau dem 

vorgegeben Entwurf entspricht. Im Fall der Modellierung von Verbindungsstrukturen werden 

aus den einzelnen Masken für Metalllagen und Vias mittels Extrusion Schichten erzeugt, die 

dann aufeinandergestapelt die dreidimensionale Struktur ergeben [131]. 

Vor allem bei Strukturen, die nahe an die prozesstechnischen Grenzen kommen, treten jedoch 

teilweise große Abweichungen zwischen Entwurf und erzeugter Struktur auf. Dabei können etwa 

Abrundungen, Hohlräume, nicht-planare Schichten, abgeschrägte Seitenflächen usw. entstehen. 

Diese Unterschiede werden vor allem durch Abbildungsfehler in den Lithografieschritten, so- 

wie Abweichungen in den Ätz-, Depositions- und Planarisierungsprozessen verursacht [132,133] 

und haben zum Teil große Auswirkungen auf die elektrischen Eigenschaften der erzeugten Ver- 

bindungsstrukturen. Um diese Auswirkungen zu berücksichtigen, ist es notwendig, anstatt die 

geometrische Struktur direkt aus der Maskeninformation geometrisch zu erzeugen, die einzelnen 

Prozessschritte nacheinander mittels Topografiesimulation zu modellieren. 

Um einen Ätz- oder Depositionsschritt zu simulieren, wird folgendermaßen vorgegangen: Zu- 

erst wird die Prozessdauer in eine Reihe kleinerer Zeitschritte diskretisiert. Zu jedem Zeitschritt 

wird dann für jeden Punkt der Oberfläche die Ätz- bzw. Depositionsrate nach physikalischen 

Modellen berechnet, wodurch man Vektoren erhält, die die Lage der Oberfläche nach diesem 

Zeitschritt beschreiben. 

Zur Konstruktion der neuen Oberfläche gibt es Verfahren, die auf polygonalen (BRep) oder 

zellulären (Voxel) Modellen basieren.” Bei polygonalen Verfahren werden die Geometriepunkte 

der Oberfläche entlang der berechneten Vektoren verschoben. Bei Ecken und Spitzen, sowie 

an konkaven Stellen kann es notwendig sein, zusätzliche Punkte (sowie Linien und Flächen) 

einzufügen bzw. zu entfernen. Der weit aufwendigste Teil bei diesem Verfahren ist jedoch 

das Erkennen und Entfernen bzw. die Vermeidung sogenannter „Oberflächenschleifen“. Sie 

entstehen beispielsweise, wenn bei einer Deposition die Geometrie über einer konkaven Stelle 

„zusammenwächst“, sodass eine Selbstdurchdringung und somit eine inkonsistente Darstellung 

entstehen würde [134]. 

Dieses Problem kann bei den zellulären Verfahren nicht auftreten und man erreicht damit eine 
  

2Zur Vereinfachung der Darstellung wurde das graue Blatt außer Acht gelassen. 
® Anmerkung: Prinzipiell würde sich auch die CSG-Darstellung anbieten, da CSG Geometrien immer konsistent 

sind. Es ist mir jedoch keine derartige Implementierung bekannt.
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gute Robustheit, allerdings auf Kosten eines höheren Speicher- und Rechenaufwands. Besonders 

viel Speicher wird benötigt, wenn eine extrem hohe Auflösung zur genauen Diskretisierung von 

dünnen Schichten notwendig ist [135]. Das Ergebnis der zellulären Topografiesimulation ist leider 
nicht unmittelbar für nachfolgende FEM-Simulationen brauchbar, da die Gitterdichte viel zu 

hoch ist. Auch wenn man die Voxelgeometrie direkt in eine Oberflächendarstellung umwandelt, 

erhält man aufgrund der vielen Stufen eine große Anzahl kleiner Oberflächenelemente, was 

einer efizienten Weiterverarbeitung hinderlich ist. Um eine geeignete polygonale Darstellung zu 

erhalten, bedarf es deshalb spezieller Glättungs- und Vergröberungsmethoden. 

5.4 Erzeugung des Simulationsgitters 

Wie bereits in der Einleitung der Arbeit erwähnt, muss das Rechengitter die reale Geometrie 

möglichst präzise widerspiegeln, um genaue Simulationsergebnisse zu ermöglichen (geometrie- 

konformes Gitter). Die bei der Simulation von Verbindungsleitungen auftretenden geometrisch 

komplexen Strukturen mit stark unterschiedlichen Größenverhältnissen, dünnen Schichten und 

mehreren Bereichen verschiedener Materialien erfordern für die Gittererzeugung sehr aufwen- 

dige Algorithmen [136,137]. Neben der erwähnten Geometriekonformität muss das Gitter noch 
weitere wichtige Eigenschaften aufweisen: Die Gitterdichte muss ausreichend hoch sein, um die 

Diskretisierungsfehler gering zu halten. Um iterative Lösungsverfahren effizient anwenden zu 

können, sollte die Form der Elemente so beschaffen sein, dass eine gut konditionierte System- 

matrix resultiert. Gleichzeitig sollte die Anzahl der Gitterpunkte klein sein, da sie sowohl den 

Speicherbedarf als auch die Laufzeit der Simulation beeinflussen. Die Gittererzeugung spielt 

deshalb für dreidimensionale Simulationen komplexer Strukturen eine Schlüsselrolle, da hier oft 

der Speicherbedarf entscheidet, ob eine Simulation durchführbar ist oder nicht. 

Es ist nicht trivial ein solchermaßen „optimales“ Gitter zu finden, da es sowohl an die Geome- 

trie als auch an den Differentialoperator samt Randbedingungen angepasst sein muss. Prinzipiell 

kann man erst nach beendeter Simulation und Analyse der Fehler die Qualität des Gitters be- 

urteilen. Für die Ermittlung einer geeigneten Gitterdichteverteilung verwendet man deshalb 

entweder heuristische Methoden, oder Verfahren, die zuerst eine Simulation mit einem groben 

Initialgitter durchführen, um anschließend gemäß eines Fehlerkriteriums das Gitter gezielt zu 

verfeinern. Bei einem zu groben Initialgitter besteht dabei das Risiko, dass stark dynamische 

Bereiche der Lösung nicht ausreichend aufgelöst und deshalb die Fehler falsch eingeschätzt wer- 

den. Ein zu feines Initialgitter kann wiederum einen untragbar hohen Rechenaufwand zur Folge 

haben, wodurch das Problem der Wahl der Gitterdichte in abgeschwächter Form auf das In- 

itialgitter übertragen wird. Es können deshalb einige Iterationen notwendig sein, bis man ein 

geeignetes Rechengitter gefunden hat. 

Im Allgemeinen sind für die Gittererzeugung zur Lösung der Poisson-Gleichung heuristische 

Ansätze ausreichend. Die größte Dynamik in der Lösung ist an inhomogenen Stellen der Geo- 

metrie (Kanten, Ecken, dünne Schichten), sowie in Bereichen, wo die Quelldichtefunktion groß 

ist, zu erwarten. Es ist deshalb sinnvoll, an solchen Stellen die Gitterdichte zu erhöhen. Da die 

Fundamentallösung (Green’sche Funktion) des Laplace-Operators mit der Entfernung abklingt, 

kann man auch die Dichte des Gitters mit der Entfernung zu kritischen Bereichen abnehmen 

lassen. Abrupte Übergänge im Größenverhältnis benachbarter Gitterelemente sollten vermieden 

werden. 

Da das Gitter konform zur Geometrie sein muss, ist bei kleinen Oberflächendetails auch
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automatisch die Gitterdichte hoch. Damit sich die hohe Gitterdichte ausreichend ins Innere 

fortpflanzt, kann man z.B. eine Beschränkung des Verhältnisses der Kantenlängen benachbarter 

Elemente fordern. 

Für eine gute Kondition der Systemmatrix erweist es sich als günstig, wenn die Gitterele- 

mente möglichst keine spitzen Winkel aufweisen. Eine Beschränkung des minimalen Winkels 

der Gitterelemente erhöht deshalb die Gitterqualität. Die Erfüllung eines solchen Kriteriums 

kann aber nur unter bestimmten Voraussetzungen an die Geometrie garantiert werden [138]. 

Das Problem der Gittererzeugung lässt sich nun in zwei Teilaufgaben aufspalten, und zwar 

die Wahl der Gitterpunkte und die Konstruktion der Elemente. Für die Konstruktion der Gitter- 

elemente wird sehr häufig die Delaunay-Zerlegung verwendet. Dabei werden die Gitterdreiecke 

(-Tetraeder) so gebildet, dass innerhalb des Umkreises (der Umkugel) kein weiterer Gitterpunkt 
liegt. Im zweidimensionalen Fall ist es immer möglich so eine Zerlegung an einen gegebenen 

Rand anzupassen (Constrained Delaunay Triangulation), im dreidimensionalen Fall kann es 

notwendig sein, zusätzliche Gitterpunkte einzufügen, um randkonforme Gitter zu erhalten. Eine 

weitere wichtige Eigenschaft der Delaunay-Zerlegung ist, dass für eine gegebene Punktverteilung 

das erzeugte Gitter bezüglich der minimalen Elementswinkel optimal ist, was zu einer besseren 

Konvergenz iterativer Lösungsverfahren beiträgt. Für Materialien mit anisotropen Eigenschaf- 

ten kann das Delaunay-Kriterium entsprechend modifiziert werden. 

Im Rahmen dieser Arbeit wurde auf verschiedene existierende Gittergeneratoren zurückge- 

griffen, die in den folgenden Absätzen kurz vorgestellt werden. 

Zweidimensionale Gitter: Für die Simulation zweidimensionaler Geometrien wurden die 

Programme Triangle [139] und Trigen [140] verwendet. Ersteres ist ein Delaunay-Gittergenera- 
tor, der es erlaubt die Gitterqualität mittels Beschränkungen für den minimalen Winkel und die 

maximale Fläche eines Dreiecks zu kontrollieren. Er zeichnet sich durch eine hohe Robustheit 

aus, die unter anderem durch Verwendung einer adaptiven exakten Arithmetik erreicht wird. 

Bei Trigen hat man die Möglichkeit mittels Begrenzungen für die maximale Kantenlänge und 

für das Größenverhältnis benachbarter Dreiecke Einfluss auf die Gitterdichte zu nehmen. Durch 

Vertauschen von Kanten wird versucht die Qualität der Dreiecke zu optimieren, das erzeugte 

Gitter ist aber nicht notwendigerweise ein Delaunay-Gitter. Ein Nachteil dieses Verfahrens 

ist, dass damit nur einfach zusammenhängende Gebiete trianguliert werden können— mehrfach 

zusammenhängende Gebiete müssen zuvor aufgeteilt werden. 

Layer-Methode: Die schichtweise aufgebaute Verbindungsstruktur kann für eine vereinfachte 

Gittererzeugung ausgenutzt werden. Dazu werden die Linien aller Schichten auf eine zweidi- 

mensionale Ebene projiziert und sämtliche Schnitte berechnet (siehe Abb. 5.11). Anschließend 
wird mit einem zweidimensionalen Gittergenerator ein Dreiecksgitter erzeugt. Mittels Extrusion 

„zieht“ man dieses Gitter in die dritte Dimension durch alle Schichten der Struktur. Man erhält 

ein prismatisches Gitter, das durch Aufspalten der Prismen in ein Tetraedergitter umgewandelt 

wird. Ist das zweidimensionale Ursprungsgitter ein Delaunay-Gitter und sind die Schichten pla- 

nar, so besitzt auch das erzeugte Tetraedergitter Delaunay-Figenschaft. Da das erzeugte Gitter 

das Produkt aus einem zweidimensionalen und einem eindimensionalen Gitter ist, kann die Git- 

terdichte nicht völlig frei gewählt werden. Ist beispielsweise eine hohe Gitterdichte in einem 

bestimmten zweidimensionalen Bereich gefordert, so erstreckt sich dieser Bereich automatisch 

in der dritten Dimension durch alle Schichten. Weiters kann es bei dieser Methode zu ungewollt
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Abbildung 5.11: Gittererzeugung mit der Layer- 

e L e L Methode: Die Linien aus allen Schichten werden auf 

T Tl < o = I: EL eine Ebene projiziert und in dieser vergittert. Daraus 

a I sh An wird für jede Schicht ein Prismengitter konstruiert, 
das in Folge in Tetraeder aufgespalten wird. 

  

          

          

hohen Gitterdichten kommen, wenn Linien aus unterschiedlichen Lagen in der Projektion knapp 

nebeneinander liegen. 

Unstrukturierte Gittererzeugung: Der Gittergenerator Delink [141] wird verwendet um 

dreidimensionale unstrukturierte Delaunay-Gitter zu erzeugen. Das Programm zeichnet sich 

durch hohe Robustheit unter endlicher Rechengenauigkeit aus. Eine fortschreitende Front 

durchläuft die gewünschten Gebiete und füllt sie mit Tetraedern aus. Es handelt sich dabei 

um eine Delaunay-konforme Gittererzeugung, wobei die Oberfläche zuerst durch eine Verfeine- 

rung vorbehandelt wird. In diesem Schritt wird auch der Rand von nicht tetrahedrisierbaren 

Strukturen automatisch verfeinert und somit tetrahedrisierbar gemacht. 

Gitterverfeinerung 

Wenn die geforderte Genauigkeit einer Simulation mit einem bestimmten Gitter nicht erreicht 

werden kann, wird es notwendig, Methoden zur Gitterverfeinerung anzuwenden. Dies kann 

beispielsweise durch globale Verfeinerung, durch die Vorgabe von Punkten oder Linien an Stellen 

mit geringer Gitterdichte, die dann ins Gitter übernommen werden oder durch Qualitätskriterien 

erfolgen. 

Globale Gitterverfeinerung wird angewendet, wenn das ursprüngliche Gitter bereits hohe 

Elementqualität aufweist und gut an die Lösung angepasst ist, jedoch generell zu große Elemente 

enthält. Bei Dreiecksgittern werden dazu einfach alle Dreiecke in vier (oder 9, 16, usw.) kleinere 

Dreiecke aufgespalten. Da die entstandenen Dreiecke ähnlich zu den ursprünglichen sind, bleibt 

die Gitterqualität erhalten. 

Bei einem Tetraeder kann man lediglich vier ähnliche Tetraeder an seinen Ecken abspalten 

(Abb. 5.12). Dabei bleibt in der Mitte ein Oktaeder bestehen. Dieser Oktaeder lässt sich 
wiederum in vier Tetraeder aufspalten (Abb. 5.13). Dabei gibt es drei verschiedene Varianten, 
je nachdem um welche Raumdiagonale aufgeteilt wird. Diese Tetraeder haben jedoch keine
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A B 
Abbildung 5.12: Zerlegung eines Tetraeders in vier dhnliche Tetraeder und 

einen Oktaeder 

a 
Abbildung 5.13: Ein Oktaeder kann in vier Tetraeder zerlegt werden, indem 

diese rund um eine Raumdiagonale (strichlierte Linie) des Oktaeders abgespalten 

werden. Wählt man dazu die kürzeste der drei Diagonalen erreicht man die beste 

Gitterqualität. 
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geometrische Ähnlichkeit zum Ursprungstetraeder. Die beste Elementqualität erreicht man, 

wenn rund um die kürzeste Raumdiagonale aufgespalten wird. 

Gitterverfeinerung durch geometrische Vorgaben: Eine höhere Gitterdichte kann man 

erreichen, indem man zusätzliche Punkte und Kanten in die Ausgangsgeometrie einfügt und 

vom Gittergenerator fordert, dass diese in das erzeugte Gitter integriert werden sollen. Ein 

Beispiel dafür ist die in Abb. 5.14 dargestellte Gitterverfeinerung mittels „Dummy-Flächen“ 

und „Dummy-Layern“. Hier wird die Layer-Methode zur Gittererzeugung verwendet und eine 

zusätzliche Schicht (in der Abbildung rot dargestellt) mit einem Quadrat, dessen Kantenlänge 
etwas kleiner als der Kontakt ist (nicht sichtbar) eingefügt, um in der Umgebung der Kontak- 

tierung die Gitterdichte zu erhöhen. Um schlechte Gitterelemente zu verhindern, ist hier die 

Verwendung eines Winkelkriteriums für den zweidimensionalen Gittergenerator erforderlich. 

  

Abbildung 5.14: Struktur eines einfachen Kontakts ohne (links) und mit 
(rechts) einem sogenannten *Dummy-Layer” um die Gitterdichte zu erhöhen 

Das linke Gitter in Abb. 5.14 hat 58 Knotenpunkte und liefert bei einer Widerstandsberech- 

nung einen Fehler von 14.3%, das rechte hat 1440 Knoten und ergibt einen Fehler von 3.6%. 

Wenn das linke Gitter mehrfach global verfeinert wird, bis der Fehler die gleiche Größenordnung 

erreicht, wächst die Knotenzahl auf 9117 und sowohl Simulationszeit als auch Speicherverbrauch 

auf mehr als das Sechsfache. 

Zum Vergleich ist in Abb. 5.15 ein Gitter angegeben, das mit dem Programm Delink erzeugt 

wurde. Hier wurde durch gezielte Streuung der Gitterpunkte eine hohe Gitterdichte im Bereich 

des Kontaktüberganges erreicht. Der Simulationsfehler ist mit diesem Gitter etwa gleich groß 

wie bei der Layer-Methode mit Dummy-Elementen, allerdings kommt man mit einer wesentlich 

geringeren Anzahl von Knoten (775) aus. 
In Tab. 5.1 sind die Fehler der Simulationsergebnisse mit dem einfachen Laygrid-Gitter, 

dem Laygrid-Gitter mit Dummy-Elementen (Laygrid II) und einem Delink-Gittern gegenüber- 
gestellt. Man erkennt, dass das mit Delink erzeugte Gitter für eine vorgegebene Fehlerschranke 

am wenigsten Gitterpunke benötigt.
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Abbildung 5.15: Ein mit dem Programm 

Delink erzeugtes unstrukturiertes Tetraeder- 

gitter 

  

Tabelle 5.1: Vergleich der Simulationsgitter 

  

  

    

  

  

          

Laygrid Laygrid II Delink 

Knoten | Fehler | Knoten | Fehler | Knoten | Fehler 

ohne Verfeinerung 58 | 14.3% 1440 | 3.6% 775 | 3.9% 

1x global Verf. 240 | 9.9% 10143 1.7% 8078 1.8% 

2x global Verf. 1375 6.3% 75957 | 0.7% 42061 0.8% 

3x global Verf. 9117 | 3.7% | 587529 0.3% | 326233 0.3%         
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Kapitel 6 

Dreidimensionale Visualisierung 

Unter Visualisierung versteht man die grafische Darstellung von Simulationsergebnissen sowie 

die dafür notwendige Vorverarbeitung und Aufbereitung der Daten. Bei der Simulation von 

Verbindungsstrukturen gibt es verschiedene Arten von Ergebnisdaten: 

1. diskrete skalare Größen, wie etwa berechnete Widerstände und Kapazitäten, 

2. zeitabhängige Größen, wie z.B. der transiente Verlauf der Spannung an einem Kontakt, 

3. räumlich verteilte Größen, wie etwa Potenzial- und Stromdichteverteilungen, 

4. geometrische Strukturen aus verschiedenen Materialien und Simulationsgitter. 

Die grafische Darstellung, der in den beiden letzten Punkten genannten Daten ist die anspruchs- 

vollste Aufgabe, da hierbei dreidimensionale Daten in eine zweidimensionale Darstellung ge- 

bracht werden müssen, wobei alle wichtigen Informationen trotz der Reduktion um eine räum- 

liche Dimension erkennbar bleiben bzw. durch die Visualisierung erst herausgearbeitet werden 

sollen. 

Die Abbildung dreidimensionaler Objekte auf eine zweidimensionale Bildebene erfolgt übli- 

cherweise durch parallele bzw. perspektivische Projektionen oder mittels Schnitten. Die Dar- 

stellung einer verteilten skalaren Größe, wie Potenzial oder Temperatur wird durch den Farb- 

oder Helligkeitswert bzw. durch Isolinien ausgedrückt. Dabei kommen verschiedene Techniken 

zur Anwendung die in den folgenden Abschnitten kurz vorgestellt werden. 

Grundsätzlich können die meisten Visualisierungsverfahren in zwei Teilaufgaben getrennt 

werden: 

(a) Erstellung eines dreidimensionalen polygonalen Modells aus den Rohdaten. 

(b) Projektion auf eine zweidimensionale Ebene. 

Unter Punkt (a) fallen beispielsweise Algorithmen zur Extraktion der Oberfläche eines Gitters, 
die Berechnung von Isoflächen, Vektorpfeilen, Vektorlinien, usw. 

Algorithmen zur Entfernung verdeckter Flächen, Berechnung von Lichteffekten und Um- 

wandlung in eine zweidimensionale Pixeldarstellung gehören zum zweiten Punkt (b). Den Un- 
terschied zwischen Visualisierung und Computergrafik machen die in Punkt (a) genannten Al- 
gorithmen aus, die speziell für die Verarbeitung verteilter Größen entwickelt wurden. Für die 

17
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Darstellung der damit aufbereiteten Daten am Bildschirm (rendering) bedient man sich der im 
zweiten Punkt genannten Methoden, die aus dem Bereich der Computergrafik stammen. 

Auf Unix-Systemen hat sich die Grafikbibliothek OpenGL von Silicon Graphics [142] zu ei- 
nem Defacto-Standard etabliert. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Mesa-Library [143], eine 
freie OpenGL Implementierung, als Grafikbibliothek verwendet. Da die meisten Grafikbibliothe- 

ken fiir die Bildschirmdarstellung auf Geschwindigkeit optimiert sind, bieten sie rechenintensive 

Methoden wie etwa Antialiasing (Unterdriickung von Stufeneffekten bei der Rasterung) oder 
komplexere Beleuchtungsmodelle nicht oder nur in vereinfachter Form an. Fiir photorealistische 

Darstellungen werden deshalb physikalisch motivierte Methoden verwendet (z.B. Raytracing), 

die allerdings wegen des hohen Rechenaufwands nicht fiir die interaktive Bearbeitung geeignet 

sind. Beispielsweise wurde Abb. 6.9 mit dem Raytracing-Programm BMRT [144] erstellt. 

Für die in Punkt 1 genannten Aufgaben wurde das Programm VTK (Visualization Tool- 

Kit) [145-147] verwendet, das eine Vielzahl von Visualisierungsalgorithmen zur Verfügung stellt. 
Ein modulares Konzept erlaubt es die einzelnen Algorithmen miteinander zu kombinieren, wo- 

durch ein hoher Grad an Flexibilität erreicht wird. Der Großteil der Algorithmen ist als Fil- 

ter konzipiert. Das bedeutet, dass der Eingang des Filters mit einem gegebenen Datenobjekt 

verknüpft wird und man dann am Ausgang ein durch den Algorithmus verändertes Datenobjekt 
erhält. 

Im Folgenden werden einige Visualisierungsmethoden, die speziell für unstrukturierte Gitter 

geeignet sind, erläutert. 

6.1 Oberflichendarstellung 

Die einfachste Methode eine verteilte Größe darzustellen ist auf der Oberfläche der Geometrie. 

Dabei können zuvor bestimmte Teile der Geometrie (z.B.das umgebende SiOs) entfernt werden 

um Strukturen im Inneren sichtbar zu machen. Zu diesem Zweck muss aus dem Gitter mit Vo- 

lumselementen (Tetraedern) die Oberfläche in einer polygonalen Darstellung gewonnen werden. 
Dies wird erreicht, indem man jeden Tetraeder in seine Oberflächendreiecke zerlegt und diese in 

einer Liste abspeichert. Kommt in dieser Liste ein Dreieck doppelt vor, so handelt es sich um 

ein inneres (und deshalb unsichtbares) Dreieck und es kann somit entfernt werden. 

Ein Beispiel ist in Abb. 6.1 gegeben. Hier ist das elektrische Potenzial auf der Oberfläche 

eines Leiters als Helligkeitswert dargestellt. Die Skala am rechten Rand bildet die Zuordnung 

zwischen Graustufe und Potenzialwert (in mV). Bei dieser Art der Darstellung ist es wichtig, 
dass auch die Kanten der Geometrie eingezeichnet sind, da sonst die geometrische Struktur nicht 

gut erkennbar wäre. 

Abbildung 6.2 zeigt die gleiche Struktur mit dem Unterschied, dass anstelle der Helligkeit der 

Farbwert benutzt wird, um das Potenzial an der Oberfläche darzustellen. Man erreicht dadurch 

eine bessere Erkennbarkeit, da Farben im Allgemeinen leichter unterschieden werden können als 

Grauwerte. 

Zwei Variationen der Oberflächendarstellung mit Farbskala sind in Abb. 6.3 (a) und (b) dar- 
gestellt. Da die Farbe und Helligkeit eines Punktes voneinander unabhängige Größen sind, kann 

man mittels Schattierung die geometrische Struktur hervorheben. Dazu nimmt man eine Licht- 

quelle in der Nähe des Betrachters an und berechnet die Helligkeit eines jeden Punktes abhängig 

von dem zwischen Oberflächennormale und Richtung zur Lichtquelle eingeschlossenem Winkel 

(Abb. 6.3a). Hierbei ist anzumerken, dass Schattierung und Grauskala sich nicht miteinander
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Abbildung 6.1: Das elektrische Potenzial (in mV) ist auf der Oberfläche eines 

Leiters als Helligkeitswert (Grauskala) dargestellt. 
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Abbildung 6.2: Oberflächendarstellung des Potenzials (in mV) mit Farbskala. 

  

vereinbaren lassen, da durch die Schattierung die Grauwerte verfälscht würden. 

Wenn man anstatt eines kontinuierlichen Farbverlaufes die Anzahl der Farben auf einen 

endlichen Wert beschränkt (16 in Abb. 6.3b), geht dabei zwar Information verloren, aber es 

werden dadurch Isolinien (Linien gleichen Potenzials) erkennbar, die sich aus den Farbstufen 

ergeben. 

6.2 Isoflächendarstellung 

Eine Isofläche ist die Menge aller Punkte, auf denen die darzustellende Größe einem festgeleg- 

ten Wert entspricht. Üblicherweise werden mehrere Isoflächen gleichzeitig angezeigt, die den 

Wertebereich in äquidistante Intervalle teilen. Die Flächennormale zeigt immer in Richtung des 

Gradienten und der Abstand zwischen zwei benachbarten Isoflächen ist verkehrt proportional 

zum Betrag des Gradienten.
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(a) (b) 
Abbildung 6.3: Darstellung des elektrischen Potenzials auf der Oberfläche eines 

Leiters mit Schattierung (a) und abgestuftem Farbverlauf (b). 

Die Berechnung der Isoflächen kann für jedes Gitterelement getrennt ausgeführt werden. 

Bei Tetraedern mit linearem Ansatz entsteht dabei jeweils ein Drei- oder ein Viereck. Die 

Isoflächen von Tetraedern mit quadratischem Ansatz können auch ellipsoid-, hyperboloid- oder 

paraboloidförmig sein und müssen deshalb durch ein oder mehrere ebene Polygone angenähert 

werden. 

Als Beispiel ist in Abb. 6.4 das Potenzial im Substrat unter einem Kontakt mittels Isoflächen 

dargestellt. Die Farbe der Flächen bezieht sich dabei auf den Wert des Potenzials. Da innere 

Isoflächen in manchen Fällen ganz oder teilweise durch äußere verdeckt werden ist es oft not- 

wendig durch Wegschneiden von Geometrieteilen die Sichtbarkeit zu verbessern. 

Abbildung 6.4: Darstellung der 

Potenzialverteilung um einen Sub- 

stratkontakt mittels Isopotenzi- 

alflächen.  
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6.3 Volumsdarstellung 

Dichteverteilungen (z.B. Verlustleistungsdichte, Stromdichte, Konzentrationen) im Inneren eines 
Körpers können mittels der Volumsdarstellung (Volume-Rendering) visualisiert werden. Ähnlich 
wie bei einem Röntgenbild wird bei diesem Verfahren die Intensität eines durch den Körper 

tretenden Lichtstrahls entsprechend der Dichte des Materials abgeschwächt. Die darzustellende 

Größe wird dazu in einen Koefhizienten für die Lichtdurchlässigkeit umgewandelt. Zusätzlich 

kann auch eine Farbskala verwendet werden, um die Dichtewerte besser unterscheiden zu können. 

Ein Beispiel der Volumsdarstellung ist in Abb. 6.5 gegeben. Es handelt sich hierbei um zwei 

durch ein Via verbundene stromdurchflossene Leitungen (aus Gründen der Symmetrie wurde 

nur die halbe Struktur simuliert). Blaue, eher durchscheinende Gebiete repräsentieren Bereiche 

geringer Stromdichte, dunkelrot bis dunkelgraue Stellen kennzeichnen hohe Stromdichten. 

Abbildung 6.5: Volumsdarstellung des Abso- 
lutbetrages der Stromdichte in einem Via.   

Besonders gut kann man die dreidimensionale Verteilung erkennen, wenn während der Vo- 

lumsdarstellung das Objekt gedreht wird. Nachteilig wirkt sich der höhere Rechenaufwand 

aus. Bewegte Darstellungen sehr komplexer Objekte lassen sich deshalb nur mehr bei geringer 

Auflösung ruckfrei darstellen. 

Es gibt drei verschiedene Verfahren zu Volumsdarstellung: 

1. Für jedes Pixel wird ein Strahl normal auf die Bildebene (bzw. entsprechend dem verwen- 

deten Projektionsverfahren) gerichtet, mit dem die Dichte des Körpers in regelmäßigen 

Abständen abgetastet und aufsummiert wird (Raycasting). 

2. Man legt durch das Objekt in regelmäßigen Abständen Ebenen, die annähernd parallel 

zur Bildebene sind und ermittelt den Farb- und Transparenzwert der Punkte der Ebe- 

nen durch Interpolation auf dem Objekt. Da die Darstellung durchscheinender Polygone 

üblicherweise durch geeignete Grafik-Hardware beschleunigt wird, lassen sich damit be- 

wegte Objekte effizient visualisieren. Rotiert man das Objekt jedoch so weit, dass die 

Ebenen nicht mehr annähernd parallel zur Bildebene sind, müssen neue Ebenen gewählt 

und erneut interpoliert werden.
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3. Die Volumsdarstellung kann durch eine Reihe semitransparenter Isoflächen angenähert 

werden. 

Die Volumsdarstellung wurde hauptsächlich im Bereich der medizinischen Visualisierung 

verwendet, deshalb sind auch die meisten Implementierungen auf die dort übliche Voxeldarstel- 

lung beschränkt. Eine Erweiterung auf unstrukturierte Gitter ist jedoch ohne weiteres möglich 

(z.B. durch Interpolation). 

6.4 Schnittbilder 

Schnitte bieten die Möglichkeit Attribute im Inneren des Körpers auf vorgegebenen Ebenen dar- 

zustellen. Zur Berechnung der Schnitte kann man nach zwei verschiedenen Strategien vorgehen: 

1. Man definiert auf der Schnittebene ein Gitter und interpoliert für jeden Gitterpunkt den 

Wert der darzustellenden Größe aus der ursprünglichen Struktur. 

2. Man führt einen Schnitt für alle Gitterelemente der ursprünglichen Struktur die im Bereich 

der Schnittebene liegen durch und setzt die erhaltenen Polygone zu einer Ebene zusammen. 

In Abb. 6.7 ist die Verlustleistungsdichte im Inneren der in Abb. 6.6 gezeigten Struktur mit Hilfe 

von acht ebenen Schnitten dargestellt. 

6.5 Vektorfelder 

Bei verteilten vektoriellen Größen muss zusätzlich zum Betrag auch noch die Richtung des 

Vektors visualisiert werden. Dies lässt sich bewerkstelligen, indem man in einer Reihe von Test- 

punkten kleine Symbole (Pfeile, Kegel) anordnet, die in die Richtung des Feldes an diesem Ort 
weisen und deren Größe (und/oder Farbe) proportional dem Betrag ist. Als Testpunkte wählt 
man üblicherweise die Gitterknoten oder eine regelmäßige Anordnung von Punkten mit konstan- 

ten Abständen in x, y und 2 Richtung. Abbildung 6.8 zeigt als Beispiel die Stromdichteverteilung 

in einer Leitungsstruktur mit einem Via. 

Eine weitere Möglichkeit zur Visualisierung von Vektorgrößen bietet die Verwendung von 

Vektorlinien. Sie sind besonders zur Darstellung stationärer Strömungsfelder geeignet. Vektor- 

linien beschreiben den Weg masseloser Partikel, die durch das Feld bewegt werden. Vektorlinien 

in einem Vektorfeld u(r(t)) werden durch folgende gewöhnliche Differentialgleichung beschrie- 
ben: 

dr(t) 

di 
  = u(r(t)). (6.1) 

Die Gleichung wird gelöst, indem man nach der Variable t mit einer numerischen Methode 

(z.B. Runge-Kutta) integriert [148]. Für unstrukturierte Gitter wird diese Integration üblicher- 
weise im Einheitselement ausgeführt. Weiters benötigt man ein Suchverfahren, mit dem die 

jeweilige Nachbarzelle, in der die Vektorlinie fortgesetzt wird, ermittelt wird. 

In Abb. 6.9 ist die gleiche Stromdichteverteilung wie in Abb. 6.8 dargestellt, diesmal jedoch 

mittels Vektorlinien.
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Abbildung 6.6: Verteilung der Verlustleistungsdichte in einer Durchkontaktie- 

rung: Um die Verteilung im Inneren betrachten zu können werden acht Schnitt- 

ebenen definiert. 

Abbildung 6.7: Visualisierung verteilter Größen durch Schnittbilder 
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Abbildung 6.8: Visualisierung 

von Vektorfeldern: Die Richtungs- 

pfeile geben Größe und Richtung 

der Stromdichte an. 

Abbildung 6.9: Visualisierung von Vektorfeldern mittels Vektorlinien
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6.6 Gitter 

Wenn eine Simulation erfolgreich durchgeführt wurde, so ist man primär an der Darstellung 

der berechneten Größen interessiert, die Beschaffenheit des Simulationsgitters ist in diesem Fall 

kaum von Bedeutung. Treten jedoch starke Abweichungen in den Resultaten auf, so können 

diese Fehler in vielen Fällen auf ein ungeeignetes Simulationsgitter zurückgeführt werden. Die 

Gittervisualisierung ist deshalb ein sehr hilfreiches Werkzeug zum Auffinden von sowohl nume- 

rischen als auch programmiertechnischen Fehlern (debugging). 
Die einfachste Art der Gitterdarstellung erreicht man, indem auf der Oberfläche der Struk- 

tur die Gitterlinien eingezeichnet werden. Zusätzlich kann die Farbe der Gitterelemente benutzt 

werden, um eine berechnete Größe darzustellen oder, wie in Abb. 6.10, um das Material anzu- 

zeigen. 

  

Abbildung 6.10: Visualisierung des Simulationsgitters an der Oberfläche 

Um auch das Gitter im Inneren des Körpers betrachten zu können, verwendet man einerseits 

das „Drahtmodell“, wo anstatt der Gitterelemente lediglich die Gitterkanten dargestellt werden 

(Abb. 6.11), oder man verkleinert sämtliche Elemente um einen gewissen Faktor und erhält 

somit durch die entstehenden Zwischenräume einen Einblick auf weiter innen liegende Elemente 

(Abb. 6.12). 

Beide Verfahren werden jedoch unübersichtlich, wenn die Anzahl der Gitterelemente sehr 

hoch ist. In solchen Fällen ist es dann notwendig, das Gesamtgitter in mehrere Teilbereiche zu 

zerlegen (z.B. nach Materialien) und diese Teile dann getrennt zu visualisieren.
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Abbildung 6.11: Visualisierung des Simulationsgitters als Drahtmodell 

A   
Abbildung 6.12: Visualisierung der Gitterelemente durch Verkleinerung



Kapitel 7 

Anwendungen 

7.1 Thermische Simulation von Aluminium-Leitern 

Die hier simulierte Struktur ist in Abb. 7.1 im Querschnitt dargestellt. Es handelt sich da- 

bei um eine lange gerade Leitung aus einer Legierung von Aluminium mit 5% Kupfer, die mit 

einem zeitlich konstanten Strom belastet wird. Es soll dabei die durch die elektrische Verlust- 

leistung entstehende Erwärmung untersucht und simulierte mit gemessenen Daten verglichen 

werden [149]. 

Dies Gesamtlänge der Leitungen ist 500 pm. Es wurden Proben mit unterschiedlichen Leiter- 

breiten gefertigt, nämlich 0.5 um, 0.95 um, 2um und 3yım. Links und rechts der mittleren Lei- 

tung befinden sich jeweils zwei stromlose Dummy-Leitungen (nur eine der beiden ist in Abb. 7.1 

dargestellt) mit einer Breite von 1.5 um in einem Abstand von je 0.5 pm. 

    
  

                    

TiN 25nm | 

Dummy AI-0.5%Cu 500nm Dummy 

Ti 50nm TiN 20nm PE-CVD-SiO2 S00nm Abbildung 7.1: Querschnitt 

durch die Teststruktur mit drei   

| Leitungen aus einer Aluminium- 

Si Substrat 725um Kupfer(5%)-Legierung: Nur die 
| mittlere Leitung ist stromdurch- 

un 7 Ina flossen. 

Um auch den Einfluss der Passivierungsschicht auf das thermische Verhalten zu untersuchen, 

wurden die Proben sowohl ohne als auch mit einer 700 nm dicken SiO>-Passivierung (in Abb. 7.1 
nicht dargestellt) experimentell gemessen und simuliert. Die bei der Simulation verwendeten 

Materialparameter sind in Tab. 7.1 angeführt. 

Sowohl bei den experimentellen Untersuchungen als auch in der Simulation wurde die mittlere 

Leitung mit einem Strom I von 5 bis 150 mA belastet. Die Unterseite des Substrats ist direkt 

auf einer Metallplatte mit Raumtemperatur (24°C) montiert und wurde in der Simulation durch 

eine Dirichlet-Bedingung modelliert. 

Bei den Messungen wurde die mittlere Temperatur der Leitung indirekt über die an der 

Leitung anliegenden Spannung U gemessen. Da sich der Widerstand der Leitung mit der Tem- 

87
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Tabelle 7.1: Bei den Simulationen verwendete Materialparameter 

Material | p[uDcm] | «@ [1] | yr ER] 

AlCu 3.0 | 0.0042 238.0 

Ti 60.0 | 0.0041 15.0 

TiN 600.0 | 0.0041 10.0 

W 10.0 | 0.0038 140.0 

Si 84.0 

Si02 1.4 

Luft 0.023 

  

    

  

  

  

  

  

              

peratur verändert, kann die Leitertemperatur folgendermaßen ermittelt werden 

1/U 
T=n+-(—-1 

+ (a ): 

wobei 7o die Referenztemperatur von 24°C ist und Ro der Widerstand der Leitung bei dieser 

Temperatur. 

Obwohl das Si-Substrat ein sehr guter Wärmeleiter ist und direkt auf einer Metallplatte mit 

konstanter Temperatur angebracht ist, ergibt sich aufgrund der verhältnismäßig großen Dicke ein 

nicht zu vernachlässigender Wärmewiderstand. Das Substrat muss deshalb in die Simulation 

mit einbezogen werden. Aufgrund der Symmetrie reicht es aber aus, lediglich die Hälfte der 

Struktur zu berechnen. 

In Abb. 7.2 ist die Temperatur auf dem gesamten Simulationsgebiet dargestellt. Die (halbe) 
Al-Leitung befindet sich (kaum erkennbar) in der linken oberen Ecke. Man erkennt hier, dass die 
Erwämung weit in das Substrat hineinreicht und deshalb auch das Simulationsgebiet derartig 

groß gewählt werden musste. Würde man beispielweise die Abmessungen des Simulationsberei- 

ches auf die Hälfte reduzieren, würde der untere Rand die 5%-Isothermenlinie schneiden und ein 

um etwa 5% größerer Simulationsfehler wäre zu erwarten. 

Die Oberfläche der Teststruktur ist direkt der Umgebungsluft ausgesetzt. In der Simulation 

ist eine solche Randbedingung schwierig zu modellieren, da in Gasen Konvektion als dominieren- 

der Wärmetransportmechanismus vorherrscht. Konvektion kommt entweder durch eine extern 

verursachte Luftströmung zustande (z.B. Gebläse) oder durch Erwärmung. Da im Experiment 
die Teststruktur keiner externen Luftströmung ausgesetzt und in waagrechter Position montiert 

ist, kann man davon ausgehen, dass die Luftbewegung an der Oberfläche sehr gering ist und 

deshalb vernachlässigt werden kann. Diese Annahme wird durch die Messdaten, die einen qua- 

dratischen Anstieg der Temperatur mit dem Strom aufweisen, bestätigt. Im Falle thermischer 

Konvektion müssten Abweichungen von diesem quadratischen Verlauf im oberen Temperatur- 

bereich erkennbar werden, was hier nicht der Fall ist. 

In der Simulation ist deshalb ein einfaches Modell für den oberen Rand ausreichend (hier 

eine 1 um starke Schicht aus Luft). 
Vergrößerte Ausschnitte des Bereiches um die Al-Leitung sind in Abb. 7.3 zu sehen. Man 

erkennt hier, dass die Temperatur über den Querschnitt der aktiven Leitung annähernd konstant 

ist und deshalb auch die Annahme einer konstanten mittleren Temperatur für die Widerstands- 

berechnung gerechtfertigt ist. 

(7.1)



  

7.1. THERMISCHE SIMULATION VON ALUMINIUM-LEITERN 

  
Abbildung 7.2: Temperaturverteilung am Querschnitt durch das komplette Si- 

mulationsgebiet (Farbskala siehe folgende Abbildung). Die Beschriftungen an den 
Isothermenlinien sind Prozentangaben bezogen auf das Temperaturmaximum. 

Die Knicke in den Isolinien sind durch das relativ grobe Gitter im Substrat ver- 

ursacht. Aufgrund der Symmetrie wurde die Simulation nur für die rechte Hälfte 

durchgeführt. 

  
(a) (b) 

Abbildung 7.3: Temperaturverteilung im Detail: (a) zeigt die nähere Umge- 

bung um die Leitung, in (b) wurde noch weiter vergrößert, sodass man anhand 
der Gitterlinien die (halbe) aktive Leitung sowie einen Teil der benachbarten 

Dummy-Leitung erkennen kann. 
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Die in Tab. 7.1 angegebene thermische Leitfähigkeit gilt für reines SiOz in kristalliner Struk- 

tur. Da das mit den hier verwendeten Depositionsprozessen aufgebrachte SiOa diese Dichte nicht 

ganz erreicht wird, ist der tatsächliche Wert der thermischen Leitfähigkeit um einige Prozente 

geringer. Deshalb wurden die thermischen Leitfähigkeiten für PE-CVD SiOa und thermisches 

SiOa in einer Optimierungsschleife angepasst bis die Unterschiede zwischen Simulation und Ex- 

periment ein Minimum aufwies. Es ergaben sich 1.3 nun für das PE-CVD SiO3 und 1.2 nun für 

die Passivierungsschicht. Die Ergebnisse der Simulationen unter Verwendung der beiden opti- 

mierten thermischen Leitfähigkeiten sind in Abb. 7.4 für die Struktur ohne Passivierung und in 

Abb. 7.5 für die Struktur mit Passivierung dargestellt. 
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I [mA] mit Passivierung. 

Wie die beiden Abbildungen zeigen, konnte eine hervorragende Übereinstimmung zu den 

Messdaten (Fehler in der Größenordnung der Messgenauigkeit) erzielt werden. 

7.2 Auswirkung einer Leitungseinengung 

Durch Elektromigration können Leerräume und Leitungseinengungen entstehen (siehe auch 

Abb. 1.4a). Um zu untersuchen, wie sich diese Erscheinungen auf den elektrischen Widerstand 

der Leitung, die Stromdichteverteilung und lokale Erwärmung auswirken, wird eine Reihe von 

Simulationen durchgeführt. Dazu wird die folgende Teststruktur gewählt (Abb. 7.6).
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Da diese Struktur zwei Symmetrieebenen aufweist, muss lediglich ein Viertel der Anordnung 

simuliert werden. In Abb. 7.6 ist der Simulationsbereich durch eine strichpunktierte Linie mar- 

kiert. Der Simulationsbereich umfasst außerdem noch das Oxid, das die Leitung umgibt, sowie 

einen Teil des Silizium-Substrats (der in der Abbildung nicht dargestellt ist). 
Für die Simulation wurde ein Gitter mit 34920 Tetraederelementen mit quadratischen An- 

satzfunktionen benutzt. Die Anzahl der Gitterknoten betrug 44286. 

Analyse der Stromverteilung 

Vorerst soll die Erwärmung durch die Verlustleistung außer Acht gelassen werden und aus- 

schließlich das elektrische System betrachtet werden. Im folgenden Beispiel wurde die Tiefe der 

Leitungseinengung h mit 200 nm angenommen und die Leitung mit einem Strom von 1 mA bela- 

stet. Die Verteilung der Stromdichte ist in Abb. 7.7 auf der Oberfläche des simulierten Viertels 

dargestellt. 

Man erkennt hier, dass der Betrag der Stromdichte an der unteren Kante des Einschnit- 

tes sehr hoch wird. Die exakte Lösung der Laplace-Gleichung weist an einspringenden Kanten 

eine Singularität in der Stromdichte auf. Durch die in der Finite Elemente Methode getroffene 

Fomulierung der Näherungslösung mit linearen bzw. quadratischen Ansatzfunktionen können 

jedoch im Gradienten des Potenzials keine Singularitäten auftreten und es ergibt sich für die 

Stromdichte an einer einspringenden Kante immer ein zwar recht hoher, aber dennoch endlicher 

Wert. Je feiner man das Simulationsgitter in der Umgebung der Kante wählt, desto genauer 

kann man die exakte Lösung in diesem Bereich approximieren und desto höher wird auch der 

errechnete Spitzenwert der Stromdichte. In diesem Beispiel ergibt die Simulation ein Maximum 

von 6.39MA/cm?. Mit einem etwas gröberen Gitter wurden 4.52MA/cm? und mit einem et- 
was feineren 7.92 MA/cm? errechnet. An solchen singulären Stellen kann man also durch Wahl 
eines entsprechend feinen Gitters jede beliebig hohe Stromdichte als Ergebnis erhalten. Durch 

FEM-Berechnungen gewonnene Aussagen über maximale Stromdichten bei Geometrien mit ein- 

springenden Kanten (die teilweise in der Literatur zu finden sind, z.B. [150]) sind deshalb mit 
sehr großer Vorsicht zu genießen. 

Um die Singularität der Stromdichte genauer zu untersuchen, wird im Folgenden eine ana- 

lytische Lösung der Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen abgeleitet. Abbildung 7.8 zeigt das 

Gebiet, für das die Lösung hergeleitet werden soll. Die beiden Ränder stellen für das elektrische 

Potenzial a homogene Neumann-Bedingungen dar. Ferner lässt sich zeigen, dass aus Gründen
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Abbildung 7.7: Betrag der 

Stromdichte auf der Oberfläche 
der Leitung in der Umgebung 

der Einengung.   
der Symmetrie das Potenzial entlang der strichpunktiert eingezeichneten Linie konstant ist. Man 

kann deshalb ohne Beschränkung der Allgemeinheit dort eine homogene Dirichlet-Bedingung an- 

nehmen und die Berechnung auf das halbe Gebiet reduzieren. 

  

Abbildung 7.8: Die Laplace-Gleichung soll für den 

Strom /, der um eine einspringende Ecke fließt analytisch 

in Polarkoordinaten gelöst werden. Die beiden schraffier- 

ten Kanten stellen homogene Neumann-Bedingungen dar. 

  

Homogene Leitfähigkeit vorausgesetzt, kann das Potenzial x durch die Laplace-Gleichung 

beschrieben werden, die in Polarkoordinaten wie folgt angeschrieben werden kann: 

Ayfr,d) = — + -<—- + =0. (7.2) 

Man führt einen Separationsansatz durch, wobei p durch eine radiale und eine winkelabhängige 

Komponente ausgedrückt wird: 

y(r,0) = R(r):00). (7.3)
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Eingesetzt in (7.2) erhält man nach Umformung 

„rt -_% zo, (7.4) 

wobei a eine vorerst beliebig wählbare Konstante ist. Die Gleichung lässt sich in Teile für R 

und © aufspalten, die über a gekoppelt sind. Für den radialen Term erhält man somit folgende 

gewöhnliche Differentialgleichung 

rZR"+rR=aR, (7.5) 

deren Lösung 

R(r) = kır"v@ (7.6) 

ist, dabei ist kı eine beliebige Konstante. Damit man eine reelle Lösung erhält, muss a >= 0 

gelten. Für den winkelabhängigen Term lautet die Differentialgleichung 

9"+a9=0, (7.7) 

deren Lösung 

8 = kasin(Ya(d — 6)) (7.8) 

ist, wobei ka und ö beliebige Konstanten sind. Kombiniert man (7.6) und (7.8) und führt zur 

Vereinfachung die Variable b = ‚/a ein erhält man als Lösungsraum der Laplace-Gleichung eine 

Schar von Funktionen 
o(r,0) = kr’ sin(b(0 — ö)) (7.9) 

mit k, b, und ö als Parameter. Für die Einhaltung der Neumann-Bedingung an der Stelle 0 = 0 

ist 
0 PPl = _kbrbcos(b( — 8)) =0 (7.10) 
a0 |y, 

gefordert, woraus sich folgende Bedingung ergibt: 

bö = > + mm me. (7.11) 

Für die Einhaltung der Dirichlet-Bedingung ist an der Stelle 0 = «/2 

b & Plo=aya = kr’ sin (b (3 — 5)) =0 (7.12) 

gefordert. Deshalb muss zusätzlich zu (7.11) noch 

a b(Z-6) =pr peZ (7.13) 

erfüllt sein, woraus folgende Bedingung für 5 resultiert: 

b=—(1+2n) neN. (7.14) 

Die Tatsache, dass in (7.14) nur mehr positive Werte für b erlaubt sind, rührt daher, dass das 

Potenzial im Ursprung (r = 0) wegen der Dirichlet-Bedingung einen Wert von Null haben muss 

und deshalb in (7.9) keine Singularität auftreten darf.
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Nun kann der Betrag der Stromdichte berechnet werden. Sie setzt sich aus Termen der 

folgenden Form zusammen 

In = y|grad p| = ykbr®t , (7.15) 

wobei für b entsprechend (7.14) eingesetzt wird. Eine Singularität (b < 1) kommt nur für n = 0 
und einen Winkel & zwischen m und 27 zustande und hat die Form: 

1 
ri-r/a 

Jo = k= - (7.16) 
o 

In Abb. 7.9 wurde die Stromdichte in einer zweidimensionalen FEM-Simulation um eine 

270°-Kante berechnet und mittels Isolinien dargestellt. Die Gitterdichte wurde im Bereich der 

Singularität extrem hoch gewählt. Es ergab sich eine hervorragende Übereinstimmung zwischen 

Simulation und analytischer Berechnung für all jene Gitterpunkte, die mehr als zwei Gitterele- 

mente von der Singularität entfernt liegen (Fehler unter 1%). 

Abbildung 7.9: Der Betrag der 

Stromdichte an einer Ecke: Bei 

Winkeln größer als 180° entsteht 

eine Singularität.   
Thermische Analyse 

Inwieweit eine Leitungseinengung eine Erhöhung von Leitungswiderstand und Temperatur ver- 

ursacht, soll hier in einer gekoppelt elektro-thermischen Simulation untersucht werden. Der 

Strom wurde dabei konstant 10 mA gewählt (entspricht einer Stromdichte von 13 MA/cm? im 
vollen Leiterquerschnitt) und die Tiefe der Einengung wurde variiert. Die Temperaturverteilung 

in der Nähe der Einengung ist für h = 380 nm in Abb. 7.10 dargestellt. 

Wie sich der Widerstand und die maximale Temperatur verhalten ist aus Abb. 7.11 zu 

entnehmen. Man kann hier einen sehr steilen Anstieg des Widerstandes und der Temperatur 

erkennen, wenn die verbleibende Leitungsdicke sehr dünn wird. Es ist naheliegend anzunehmen,
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Abbildung 7.10: Temperaturverteilung im Bereich der Leitungseinengung: 

Die maximale Temperatur beträgt 33°C, der Unterschied zwischen den Isother- 

menflächen ist jeweils 2°C. 

dass Temperatur und Widerstand gegen Unendlich streben, wenn die verbleibende Leitungsdicke 

gegen Null geht. Da aber der spezifische Widerstand des Leiters einen positiven Temperaturko- 

effizienten besitzt, kann man mit folgender Abschätzung zeigen, dass mit dem hier verwendeten 

Leitfähigkeitsmodell schon bei einer endlichen Leitungsdicke Temperatur und Widerstand gegen 

Unendlich streben. Dazu soll der Bereich unterhalb der Einengung betrachtet werden. Die Tem- 

peratur im Metall kann hier aufgrund der guten Wärmeleitfähigkeit als konstant angenommen 

werden. Ferner wird angenommen, dass die Wärmeleitwerte aller vorkommenden Materialien 

nicht von der Temperatur abhängig sind. Die Temperatur 7 in der Leitung steht damit in 

linearem Zusammenhang mit der elektrischen Verlustleistung P 

T=Ruf; (7.17) 

wobei sich die Verlustleistung aus dem Strom und Widerstand der Leitung berechnen lässt: 

P=1I’R. (7.18) 

Der Widerstand ist in erster Näherung verkehrt proportional zur verbleibenden Leitungsdicke x 

und steigt durch den Temperaturkoeffizienten & mit zunehmender Temperatur linear an: 

R=Fkz(1+aT). (7.19) 

Aus (7.17) bis (7.19) lässt sich die Temperatur ausdrücken 

PRuakz 
T= — 

1- al?Rınkz ’ 
(7.20)
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aufweist, wodurch obige Behauptung bewiesen wäre. Jenseits dieser Grenze hat das Problem 

keine physikalisch interpretierbare Lösung mehr. In der Simulation wird ein solcher Fall durch 

ausbleibende Konvergenz in der Relaxationsschleife zur Lösung nichtlinearer Probleme erkannt. 

Je weiter man sich dieser Grenze nähert, desto größer wird die Sensibilität für numerische 

Fehler. Dieser Effekt wird noch verstärkt, wenn in dem kritischen Bereich Singularitäten in der 

Stromdichte auftreten. Um trotzdem genaue Resultate zu erhalten, ist es unbedingt notwendig 

in solchen Bereichen die Gitterdichte genügend hoch zu gestalten. 

Zum Abschluss dieses Beispiels soll noch überprüft werden, wie aussagekräftig die berech- 

neten Temperaturmaxima sind. Wie bei der Analyse der Stromdichteverteilung gezeigt wurde, 

hat der errechnete Maximalwert der Stromdichte an einspringenden Kanten wegen der dort auf- 

tretenden Singularität keine Aussagekraft. Aus der Singularität in der Stromdichteverteilung 
resultiert folglich auch eine Singularität der Verlustleistungsdichte p: 

1 T\ 2 _ p= m — (=) rrlam2 (7.22) 

Da die Verlustleistung in der Wärmeleitungsgleichung als Quellterm aufscheint, stellt sich nun 

die Frage, ob dadurch auch eine Singularität in der Lösung bewirkt wird. Im Folgenden soll durch 

eine Abschätzung eine Antwort auf diese Frage gefunden werden. Dazu betrachtet man die sta- 

tionäre Wärmeleitungsgleichung (Poisson-Gleichung) unter Voraussetzung homogenen Materials 

mit obigem Ausdruck für die Verlustleistung: 

AT = kr?m/e=2 = g | (7.23)
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Alle Konstanten wurden hierbei im Faktor k zusammengefasst. Laut dem Green’schen Theorem 

erhält man die Lösung der Poisson-Gleichung in integraler Form als 

  9(r) T(r') = dA. 7.24 )= [ (7.24) 
A 

Da die Singularität im Ursprung liegt, ist man lediglich an dieser Stelle am Wert der Temperatur 

interessiert: 

T(0) = / A dA=k / ie 3 ga. (7.25) 

Für die Integration wird das Flächenintegral in ein Doppelintegral über den Winkel 9 und den 

Radius r umgewandelt. Der Bereich für 9 geht von 0 bis «. In radialer Richtung wird von h — 0 

bis 7 integriert. H hat einen endlichen Wert, wie groß dieser tatsächlich ist, ist hier nicht von 

Bedeutung, da damit lediglich die Begrenztheit des Bereiches ausgedrückt werden soll. 

Ha 

T(0)=klim If d$dr 
h—0 

h 0 (7.26) 
— ka prr/e-1 — lim pr/e-1 

2r/a—2 h—0 \ 

Nun kann der Grenzübergang h — 0 ausgeführt werden. Man erkennt, dass unter der Bedin- 

gung & < 2 der Wert der Temperatur endlich bleibt. Da diese Bedingung immer erfüllt ist, 

kann daraus geschlossen werden, dass trotz der Singularität in der Stromdichteverteilung, die 

numerische Berechnung der Temperatur einen Fehler liefert, der beliebig klein gemacht werden 

kann, indem man die Gitterdichte entsprechend erhöht. 

7.3  Widerstandsberechnung von Vias in Cu-DD Architektur 

Ein nicht zu vernachlässigender Beitrag zum Gesamtwiderstand einer Verbindungsleitung wird 

durch die Durchkontaktierungen (Vias) zwischen den Metallisierungsebenen verursacht. In die- 

sem Beispiel wird deshalb der Widerstand von mehreren Vias unterschiedlichen Querschnitts in 

Kupfer-Dual-Damascene Architektur berechnet und gezeigt, wie er von der Dicke der Barriere- 

schicht abhängt. Für Messungen von Via-Widerständen verwendet man zwecks Verringerung 

des Messfehlers üblicherweise eine Kette einiger hundert hintereinandergereihter Vias. Abbil- 

dung 7.12 zeigt einen Teil einer solchen Kette von Durchkontaktierungen mit einem Querschnitt 

von 0.4 x 0.4um. Da diese Struktur periodisch fortgesetzt ist, reicht die Simulation eines einzel- 

nen Vias aus. Der Simulationsbereich wird durch die Symmetrieebenen begrenzt. In Abb. 7.13 

ist ein Via im Querschnitt dargestellt. 

Das für die Simulationen dieser Struktur erzeugte Gitter hat 441945 Tetraederelemente mit 

quadratischem Ansatz und 604668 Knoten (Gesamtbereich für die elektro-thermische Simula- 

tion). 
Die erwartet starke Abhängigkeit des Via-Widerstandes von der Dicke der schlecht leitenden 

Barriereschicht wurde durch die Simulation bestätigt. Die Ergebnisse sind in Abb. 7.14 darge- 

stellt. Je kleiner der Querschnitt der Durchkontaktierung ist, desto stärker ist auch der Einfluss 

der Barriereschicht auf den Widerstand.
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Abbildung 7.13: Ein Via in Cu-Dual-Damascene Ar- 

chitektur im Querschnitt   

Ein Vergleich mit Messdaten [26] zeigt für den Fall einer 20 nm starken Barriereschicht einen 
um 30% höheren Widerstand als berechnet. Dieser erhöhte Messwert lässt vermuten, dass die 

Übergänge von Cu auf TiN einen zusätzlichen Widerstand bewirken. Bei Vias ohne einer TiN 

Barriere liegen die gemessenen und simulierten Werte nur wenige Prozent auseinander. 

Abschließend wurde noch eine gekoppelt elektro-thermische Simulation der Struktur mit 

20nm TiN-Barriere durchgeführt. Dabei wurde ein Strom von 13.4mA an den beiden Enden 

der Leitung angelegt, das bedeutet eine Stromdichte von etwa 8.5 MA /cm? im Zentrum des Vias. 

Die Unterseite des Si-Substrates wurde dabei konstant auf 24°C gehalten. 

Abbildung 7.15 zeigt die Stromdichte auf der Oberfläche der simulierten Struktur. Der 

hohe Widerstand der TiN-Barriere bewirkt eine fast gleichmäßige Verteilung der Stromdichte 

am Übergang zwischen unterem Leiter und Via. Die höchste Stromdichte kann man an der 

rechten Ecke im oberen Bereich des Vias erkennen. Dieser Bereich ist deshalb am meisten 

elektromigrationsgefährdet, da hier gleichzeitig auch erhöhte Temperatur auftritt. Allerdings 

wird die Stromdichte an dieser Stelle durch die Simulation etwas überschätzt, da bei üblichen 

Herstellungprozessen anstatt der hier angenommenen scharfen Kante eine Abrundung entsteht. 

Die Temperaturverteilung am Querschnitt durch die Via-Struktur ist in Abb. 7.16 dargestellt. 

Das Temperaturmaximum von 91°C wird auf der Unterseite des Vias erreicht; dort hat auch die 

Verlustleistung aufgrund des hohen Widerstandes der TiN-Schicht ein Maximum.
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7.4 Transiente Simulation eines Polysilizium-Widerstandes 

Die Polysilizium-Schicht kann nicht nur für die Gate-Anschlüsse von Transistoren und lokale Ver- 

bindungen genutzt werden, sie eignet sich auch zur Herstellung von integrierten Widerständen. 

Je geringer die Dotierung, desto höher wird ihr spezifischer Widerstand. In diesem Beispiel 

wird ein Schichtwiderstand von 2000 2/00 angenommen. Für gewisse Anwendungen ist es not- 

wendig, zwei Widerstände mit exakt gleichem Wert zur Verfügung zu haben (z.B. in Opera- 

tionsverstärkern). Dabei ist es notwendig, dass thermische Einflüsse auf beide Widerstände 

in gleicher Art einwirken, weshalb ihr Abstand möglichst gering sein muss. Dadurch kommt 

es aber zu einer erhöhten kapazitiven Kopplung und Übersprechen kann zu einem Problem 

werden. Ein solches Widerstandspaar wird deshalb in diesem Beispiel (Abb. 7.17) mittels tran- 

sienter FEM-Simulation analysiert und die Ergebnisse mit den Resultaten eines Schaltungssi- 

mulators [151] verglichen. Die beiden Polysilizium-Leitungen sind jeweils 1 pm breit und haben 
eine Gesamtlänge von 171 pm. 

Als erster Schritt wurden die Widerstände und Kapazitäten dieser Struktur extrahiert. Dazu 

wurde das darunter liegende Si-Substrat als idealer Leiter angenommen. Folgende Werte wurden 

berechnet: Ry = Ry = 3.34kQ, C1 gnq = 19.0fF, Cy gng = 19.41F, C12 = 5.01F. 

Anschließend wurde eine transiente Simulation durchgeführt. Da hier aufgrund der schlech- 

ten Leitfähigkeiten die elektrischen Ströme gering sind und induktive Effekte kaum einen Einfluss 

haben, kann mittels quasi-elektrostatischer Näherung ein ausreichend genaues Ergebnis erzielt 

werden. Dazu wurde ein Simulationsgitter mit 21294 Tetraederelementen mit quadratischen 

Ansatzfunktionen und 34920 Gitterknoten erzeugt. 

In dieser Simulation wurde am linken Anschluss eines Widerstandes zum Zeitpunkt t = 0 

ein Spannungssprung von 1V angelegt. Der linke Anschluss des anderen Widerstandes wurde 

auf Massepotenzial gelegt. Die beiden rechten Kontakte der Widerstände wurden zunächst offen 

gelassen und die Spannung beobachtet (Leerlauf). Das Substrat wurde dabei weiterhin als ideale 

Massefläche angenommen. Dabei lässt sich eine Verzögerungszeit von 106 ps beobachten, bis am
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Abbildung 7.15: Betrag der 

Stromdichte auf der Oberfläche 
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Abbildung 7.16: Tempera- 

turverteilung am Querschnitt 

der Via-Struktur: Das Tempe- 

raturmaximum von 91°C be- 

findet sich im unteren Bereich 

des Vias. Die Oberfläche des 

Substrats hat eine Temperatur 

von 47°C unterhalb des Vias. 

Der Abstand zwischen den Iso- 

thermenlinien beträgt jeweils 

4.4°C.   
Ausgang der aktiven Leitung 90% der Eingangsspannung anliegen. Kapazitives Ubersprechen 

kann man am Ausgang der zweiten Leitung erkennen. Das Maximum von 0.1 V wird nach 40 ps 

erreicht (siehe Abb. 7.18) 

Die berechneten Ausgangsspannungen stimmen dabei sehr gut mit einem fünfstufigem Schal- 

tungmodell überein, das aus den extrahierten Widerständen und Kapazitäten gewonnen wurde 

(Abb. 7.19). 

In einer zweiten Simulation wurde der Einfluss des Substrates untersucht. Dazu wurde an- 

statt einer idealen Massefläche ein Substrat mit einer leicht dotierten Epi-Schicht mit einem 

spezifischen Widerstand von 10cm angenommen. Das Substrat wurde durch einen Kontakt 

unterhalb der linken Anschlüsse der beiden Widerstände mit Masse verbunden. Die Ausgangs- 

spannungen wurden jetzt relativ zum Potenzial des Substrats unter den beiden rechten Enden der 

Widerstände berechnet. Das Ergebnis ist in Abb. 7.20 (ausgezogene Linien = FEM-Simulation) 
dargestellt. Das Potenzial auf der Oberfläche der Widerstände und des Substrates zu vier 

verschiedenen Zeitpunkten ist in Abb. 7.22 dargestellt. 

Nun ist die Verzögerungszeit um einiges länger (600 ps) und das Übersprechen ist negativ mit 

einem Maximum von -0.31 V nach 133 ps. Die strichlierten Linien geben zum Vergleich das Er-
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            ES Abbildung 7.17: Polysilizium- 

ZS Widerstände 
  

  

          
gebnis einer Schaltungssimulation mit einem fünfstufigen Modell wieder. Dafür wurde in einer 

stationären FEM-Simulation der Substratwiderstand zwischen den beiden Substratkontakten 

unter dem Polysilizium-Widerstand ermittelt (14.9kQ) und in dem fünfstufigen Schaltungsmo- 
dell mit berücksichtigt. Die Struktur der Ersatzschaltung ist in Abb. 7.21 dargestellt. In den 

ersten 300 ps ist eine Abweichung zwischen der Schaltungssimulation und der FEM-Simulation 

beobachtbar. Nach dieser Zeit verschwindet der Fehler. Anzumerken ist, dass das Ergebnis der 

Schaltungssimulation nicht oder nur sehr geringfügig verbessert werden kann, indem man die 

Anzahl der Stufen weiter erhöht. Der beobachtete Fehler lässt sich also darauf zurückführen, 

dass mit der Struktur des hier verwendeten Ersatzschaltbildes eine Leitung über verlustbehaf- 

tetem Substrat nicht optimal beschrieben wird. Bessere Schaltungsmodelle könnte man z.B. 

durch Anwendung von Ordnungsreduktionsverfahren [152-154] auf die in der FEM-Simulation 
berechneten Resultate gewinnen.
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Abbildung 7.18: Ausgangsspannungen bei der Simulation des Polysilizium- 

Widerstand-Paares: 1 und 2: Ein Spannungssprung wird an einem Widerstand 

angelegt, der zweite ist mit Masse verbunden. Kurve 1 zeigt die Ausgangs- 

spannung am ersten Widerstand; Verzogerungszeit 106 ps. 2: Ubersprechen am 

zweiten Widerstand; Maximum 0.1 V. 3: Wenn der Spannungssprung an beide 

Widerstände gleichzeitig angelegt wird beträgt die Verzögerungszeit nur 84 ps. 

4: Zum Vergleich ist die Ausgangsspannung einer geraden Leitung gleicher Länge 

angegeben; Verzögerung 132 ps. 

Abbildung 7.19: Ersatzschal- 

T T T T T tung für die transiente Simulation 

mit einem Schaltungssimulator.
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Abbildung 7.21: Ersatz- 
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Abbildung 7.22: Potenzialverteilung (in V) auf der Oberfläche der 
Polysilizium-Widerstände über verlustbehaftetem Substrat
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Ausblick 

Die immer höher werdenden Signalfrequenzen moderner Halbleiterschaltungen erfordern die Ein- 

beziehung der Auswirkungen des magnetischen Feldes in die Modelle zur Simulation. Besonders 

wenn Leitungswiderstand und Kapazitäten durch Verwendung von Materialien mit kleinerem 

spezifischen Widerstand und niedriger Permittivität verringert werden, gewinnt die Induktivität 

im Verhältnis immer mehr an Bedeutung. Verfahren zur Berechnung von Selbst- und Gegenin- 

duktivitäten in Verbindungsstrukturen werden deshalb unbedingt notwendig. Die Implementie- 

rung und Evaluierung von verschiedenen Ansätzen zur Induktivitätsberechnung im Rahmen der 

hier entwickelten FEM Simulatoren ist zur Zeit im Rahmen des Dissertationsstudiums meines 

Kollegen Christian Harlander in Entwicklung [155]. Diese Verfahren basieren auf der stationären 
Stromdichteverteilung, die durch Lösung der Laplace-Gleichung mit der FEM gewonnen wird. 

Da durch den Skin-Effekt der Widerstand und die Induktivität einer Leitung frequenz- 

abhängig werden, sind für manche Anwendungen die unter stationären Voraussetzungen be- 

rechneten Werte zu ungenau. Um den Skin-Fffekt zu simulieren, kann ein magnetoquasistati- 

sches Modell verwendet werden. Dazu sollte sich die Vektorpotenzialmethode ohne allzu großen 

Aufwand für zeitabhängige Vorgänge erweitern lassen. 

Da in integrierten Schaltungen kapazitive Kopplungen dominieren, ist in den meisten Fällen 

der Verschiebungsstrom nicht vernachlässigbar und eine quasistatische Berechnung erforderlich. 

Dies kann durch die Kombination des bereits implementierten elektro-quasistatischen Modells 

mit der Vektorpotenzialmethode erreicht werden. 

Für Anwendungen im Bereich von Analogschaltungen ist man oft nur an der Berechnung 

für eine bestimmte Frequenz oder einem schmalen Frequenzband interessiert. Diese Tatsache 

kann zur Reduktion des Rechenaufwands genutzt werden, indem man anstatt einer transienten 

Simulation eine Berechnung im Frequenzbereich durchführt. Da mit der Transformation in den 

Frequenzbereich keine grundlegend neuen Arten von partiellen Differentialgleichungen auftreten, 

sind für die Implementierung in den bestehenden FEM-Simulator keine weiteren Schwierigkeiten 

zu erwarten. 

Bei der transienten Simulation von linearen zeitinvarianten Systemen mit konstantem Zeit- 

schritt bleibt auch die Systemmatrix bei jedem Schritt konstant und braucht deshalb nur ein 

einziges Mal assembliert werden. Der rechenintensivste Teil ist jedoch das Lösen des Glei- 

chungssystems, was trotzdem für jeden Zeitschritt ausgeführt werden muss. Ist man nicht an 

den elektrischen Größen im Inneren der Struktur interessiert, sondern lediglich am Klemmenver- 

halten, kann man Ordnungsreduktionsverfahren anwenden, die eine näherungsweise Lösung mit 

reduziertem Rang des Gleichungssystems erreichen. Das Ordnungsreduktionsverfahren braucht 
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nur ein einziges Mal angewendet werden, und jeder Zeitschritt könnte dann mit einer wesentlich 

kleineren Systemmatrix mit geringem Aufwand berechnet werden. 

Ein wichtiger Punkt besonders in Hinblick auf automatisierte Anwendung des entwickelten 

FEM-Simulators ist die Weiterentwicklung der Kriterien zur Fehlerabschätzung und automati- 

schen Gitteranpassung. Eine solche Erweiterung würde dem Anwender eine erhöhte Sicherheit 

über die Aussagekraft der Simulationsresultate geben, ohne dass zur Kontrolle Simulationen mit 

feinerem Gitter oder zusätzliche Plausibilitätsüberprüfungen gemacht werden müssen. 

Um elektro-thermische Simulationen durchführen zu können, die über den im Schaltungsbe- 

trieb üblichen Temperaturbereich hinausgehen (z.B. Simulation von ESD-Vorgängen, wo kurz- 

zeitig Temperaturen auftreten, die über den Schmelzpunkt der Leitungen liegen), wäre es not- 

wendig bessere Modelle für temperaturabhängige Materialparameter, die auch Phasenübergänge 

beinhalten, zu implementieren. 

Stromdichte- und Temperaturverteilung sind neben der Mikrostruktur der Leitungen die 

wichtigsten Faktoren der Elektromigration. Um die Zuverlässigkeit von Verbindungsstrukturen 

zu beurteilen, wäre ein einfaches Elektromigrationsmodell wünschenswert, welches nach oder 

während einer elektro-thermischen Simulation ausgeertet wird. Da die genaue Mikrostruktur der 

Leitungen im Vorhinein unbekannt ist, müssen hierfür statistische Modelle verwendet werden.



Anhang A 

Die „Smart Analysis Programs“ 

Das Programmpaket, in dem die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden implementiert wurden, 

soll in diesem Abschnitt kurz vorgestellt werden. Die “Smart Analysis Programs” (SAP) beste- 
hen aus zwei FEM Simulatoren (SCAP und STAP), den Geometriepräprozessoren (CUTGRID 
und LAYGRID), sowie den zwei Visualisierungsprogrammen FEMPOST und SAPVIEV. Die 

einzelnen Programme und der Datenfluss sind in Abb. A.1 dargestellt. 

Cutgrid 

Das Programm CUTGRID ist ein zweidimensionaler Geometriepräprozessor und Gittergene- 

rator. In einer einfach strukturierten Eingabesprache kann der Anwender die geometrische 

Struktur des Simulationsbereiches mit Hilfe von Rechtecken, Kreisen oder allgemeinen Polygo- 

nen modellieren. Zusätzlich werden in dieser Eingabedatei die Randbedingungen als elektrische 

oder thermische Kontakte angegeben, sowie Materialparameter spezifiziert. Ein einfaches Bei- 

spiel für eine derartige Eingabedatei wird in Abb. A.2 gezeigt. 

Der Anwender braucht bei der Eingabe der Geometriedaten nicht speziell darauf Rücksicht 

zu nehmen, ob sich einzelne Polygone überlappen, da in solchen Fällen verdeckte Flächen au- 

tomatisch ausgeschnitten und entfernt werden. Zu diesem Zweck werden alle vorkommenden 

Linien miteinander verschnitten und die Flächen rekonstruiert. Anschließend werden die Po- 

lygone in einfach zusammenhängende Gebiete aufgeteilt und in Dreieckselemente zerlegt. Der 

Anwender hat mit einigen Optionen die Möglichkeit sowohl die Feinheit als auch die Qualität 

der Gitterelemente zu beeinflussen. 

Das erzeugte Dreiecksgitter und die Randbedingungen werden dann in einer Textdatei abge- 

speichert (.fem-Datei). Dabei wird das Gitter durch eine Punktliste mit den Koordinaten der 

Knoten und durch eine Liste mit den Elementen dargestellt. Für jedes Gitterelement wird der 

Elementtyp, die Knotenindizes sowie ein Materialindex abgespeichert. Die Randbedingungen 

werden für jeden Kontakt in Form einer Liste mit den Randelementen dargestellt. Zusätzlich ist 

der Typ und der Wert (z.B. Potenzial, Stromdichte) angegeben. Den letzten Teil der .fem-Datei 
bildet eine Liste mit den Materialparametern (Leitfähigkeit, Dielektrizitätskonstante, usw.). 

Das Gitter für das in Abb. A.2 gegebene Beispiel ist in Abb. A.3 dargestellt. 
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basierte Geometrie- 
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Geometrieverarbeitung und Gittererzeugung 
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1 
| 

1 

I Kapazitätsextraktion transient/stationärer elektrisch | 
I . . . . 
I Widerstandsextraktion und thermischer Simulator | 
1 

| 
1 

Postprocessing und Visualisierung 
  

FEMPOST/SAPVIEW 

Abbildung A.1: Die Module des 

Simulationspakets “Smart Analy- 

_______________________________________________________ ! sis Programs” im Uberblick. 

  

    2D/3D Visualisierung 

  

Laygrid 

Laygrid ist ein Geometriepräprozessor für dreidimensionale Strukturen. Die Geometrie wird 

dabei schichtweise eingegeben. Die einzelnen zweidimensionalen Schichten werden in der gleichen 

Art und Weise wie bei CUTGRID modelliert. Zusätzlich müssen die Dicken der einzelnen 

Schichten angegeben werden. Diese können entweder konstant sein oder je nach Position in der 

x,y-Ebene einen unerschiedlichen Wert aufweisen, womit der Anwender die Möglichkeit hat, 

nichtplanare Geometrien zu modellieren. Die Dicke muss allerdings an jedem Ort größer Null 

sein. 

Nachdem Laygid die Eingabedatei gelesen hat, werden die Linien aus allen Schichten auf 

die (x, y)-Ebene Projiziert und alle Schnitte berechnet. Danach werden die Flächen des ent- 
standenen zweidimensionalen Netzes rekonstruiert und mit einem Gittergenerator trianguliert. 

Die entstandenen Dreiecke werden anschließend durch alle Schichten mittels Extrusion in Pris- 

men verwandelt und in Tetraeder aufgespalten. Zuletzt wird für die Gitterelemente der richtige 

Materialindex bestimmt und für die Kontakte Randelemente erzeugt. 

Als Alternative besteht die Möglichkeit mittels einer Schnittstelle zum Programm DELINK
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lengthunit { 1.0 um } 

rectangle { FX1 SI02 { 0.0 0.0 } 
5 

01.0} 
rectangle { FX2 AL 10.4 0.2 7 

11. } 
+10.20.7}} 

contact { CONTC1 cap lower { FX1 } } 

contact { CONTC2 cap upper { Fii1 } } 

material { SIO2 Si02 permittivity { 3.9 } } 

material { AL Al conductivity { 3 uOhmem } } 

Abbildung A.2: Ein einfaches CUTGRID-Beispiel 

Abbildung A.3: Ein mit Cutgrid erzeugtes Drei- 

ecksgitter   
ein völlig unstrukturiertes Tetraedergitter zu erzeugen. Abschließend wird die Gitterinformation 

in Form einer .fem-Datei abgespeichert. 

Scap und Stap 

Die Programme SCAP und STAP sind FEM Simulatoren zur Extraktion von Kapazitäten und 

Widerständen, quasi-elektrostatischen Berechnungen, sowie die stationären und transienten elek- 

trothermischen Simulationen. Nachdem die .fem-Datei mit dem Simulationsgitter eingelesen 

wurde kann zur Erhöhung der Rechengenauigkeit optional ein oder mehrere globale Gitter- 

verfeinerungsschritte durchgeführt werden, sowie zwischen linearen und quadratischen Ansatz- 

funktionen ausgewählt werden. (Dies wird über Kommandozeilenparameter realisiert, da die 

Simulatoren für den Batchbetrieb ausgelegt sind und keinerlei Benutzerinteraktionen während 

des Programmablaufs benötigen.) Anschließend werden Gitter und Randbedingungen analysiert 

und in Teilprobleme zerlegt (elektrisch, thermisch, usw.). 

Je nach Simulationsmodus wird dann eine eigene Hauptschleife aufgerufen, in der dann die 

Feldberechnungen für die Parameterextraktion bzw. transienten oder stationären Simulation 

durchgeführt werden. Die berechnet verteilten Größen können anschließend in einer Datei ab- 

gespeichert werden. 

In Abb. A.A ist die Potenzialverteilung des Beispiels aus Abb. A.2 dargestellt.
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Abbildung A.4: Potenzial (in V) bei 
_ einer Kapazitätsberechnung: Das Gitter 

%2 der mittleren Elektrode wurde automatisch 
entfernt und stattdessen eine schwebende 

0 Randbedingung angenommen. 

Fempost und Sapview 

Dabei handelt es sich um zwei Visualisierungsprogramme zur grafischen Darstellung der be- 

rechneten verteilten Größen. Die Programme sind mit einer grafischen Benutzerschnittstelle 

ausgestattet mit dem es möglich ist, die in dieser Arbeit beschriebenen Darstellungsarten inter- 

aktiv auszuwählen, zu konfigurieren und zu kombinieren. Die am Bildschirm angezeigte Grafik 

kann dann entweder direkt als Pixelgrafik abgespeichert werden oder in einem polygonalen Da- 

tenformat, um eine Weiterverarbeitung (z.B. Raytracing) zu ermöglichen. 

Das Programmpaket SAP enthält weiters eine Reihe kleiner Hilfsprogramme für die Ver- 

arbeitung und Konvertierung der Eingabe- und Simulationsdaten, wie z.B. zum Einlesen von 

Layouts im CIF-Format, Parametrisierung geometrischer Strukturen, sowie zur Manipulation 

von Simulationsgittern.
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