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VORWORT

Das Institut fur Hohere Geodtsie der Technischen Hochschule in Wien legt hiermit
die letzte Arbeit des weiland Prof. Dr. mult. Karl Ledersteger der Offentlichkeit
vor, Sie hat die Ausarbeitung des schon in kleineren Publikationen entworfenen Prin-
zips der horizontalen lsostasie und dessen Anwendung zur Berechnung des isostati-
schen Geoides zum Inhalt.

Es war die Absicht von Prof. Ledersteger, in groBangelegten Studien drei Geoide,
ndamlich das isostatisch-topographische, das gravimetrische und das Satellitengeoid,
in eigenstindiger Weise zu berechnen und kritisch zu vergleichen. Nur die erste
Untersuchung konnte nahezu vollendet werden. Die darin ausgearbeitete Idee der
horizontalen Isostasie erm&glicht erstmalig die gleichzeitige Erhaltung von Masse und
Druck durch Annahme horizontaler Massenstrémungen. Dieses hdchst moderne Kon-
zept ist durchaus in Einklang mit den von anderer Seite postulierten Konvektions -
stromungen im oberen Mantel. Es steht auBer Zweifel, daB die geoditische Wissen- -
schaft durch die groartige Intuition und die originellen Gedanken Lederstegers auch
in den weiteren geplanten Arbeiten tiefe Einblicke und neue Erkenntnisse gewonnen
hidtte, Sein vornehmstes Ziel war, die Ursache zu ergrinden, warum die drei oben
genannten Geoidformen zum Teil erheblich voneinander abweichen. Das isostatisch-
topographische Geoid reprasentiert sicherlich nicht das aktuelle Geoid, jedoch wird
man AufschlUsse Uber die Massenverteilung in der Erdkruste nur durch eine sinnvolle
Kombination des Satellitengeoides mit dem Lederstegerschen Geoid erhalten.

Die auBerordentlich umfangreichen numerischen Berechnungen wurden fur die Na-
herungen 4. und 7. Ordnung vom Unterzeichneten auf Philips Burocomputer P 352
und fur die Naherung 31. Ordnung von Dr. G. Gerstbach auf IBM 7040 des interfa-
kultdren Rechenzentrums der Technischen Hochschule in Wien ausgefihrt, Das Ori-
ginalmanuskript endet mit der Tabelle auf Seite 49. Prof. Ledersteger hat noch ein
Kapitel Uber die numerischen Berechnungen und ein weiteres zur Interpretation der
Ergebnisse geplant. Obwohl als Mitarbeiter mit Lederstegers Gedankengtingen ver-
traut, hat der Unterzeichnete bewuB3t verzichtet, eine Interpretation zu versuchen.
Die Berechnungen zur 31. Ordnung jedoch schienen bedeutsam genug, ihnen die
Kapitel 13 = 15 zu widmen. Als Verfasser zeichnet Dipl. Ing. Dr. G. Gerstbach,
Hochschulassistent an diesem Institut,

Die Kosten des Forschungsprojektes sowie der nunmehrigen Drucklegung wurden
unter der Projektnummer 1041 vom Fonds zur Férderung der wissenschaftlichen For-
schung getragen, wofur hier der besondere Dank ausgesprochen sei. Die grofle Ver-
z6gerung der Versffentlichung hat ausschlieBllich organisatorische Griunde.

Mbge diese Arbeit das Andenken an einen groBen Geoddten wachhalten.

Dr. Kurt Bretterbauer

o.Prof. und Vorstand
des Instituts fur Hohere Geoddsie




Bearbeitung und Druck aus Mitteln des Fonds
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DIE HORIZONTALE ISOSTASIE UND DAS ISOSTATISCHE GEOQOID

§ 1 Das Normalsphdroid und die neue Definition der Topographie

Entgegen der noch herrschenden Auffassung besteht in streng physikalischem Sinne
das Problem der Erdfigur aus zwei Teilen, numlich dem Problem der Normalfigur der
Erde, des sogenannten Normalsphdroides, und dem Problem der Undulationen des
Geoides oder exakter jener Niveaufldche der wirklichen Erde, welche denselben Po-
tentialwert besitzt wie die Oberfldche des volumgleichen Normalspharoides. Es hat
sich erwiesen, daf3 das Normalsphadroid von der Gleichgewichtsfigur der Erde unter-
schieden werden mul3, welche eine etwas groere Rotationsgeschwindigkeit hat, Denn
die 3 einparametrigen Gleichgewichtsfiguren, die auBler durch (E, w , a) entweder
durch die statische Abplattung J5, oder durch das Haupttriigheitsmoment C um die
Rotationsachse oder durch die dynamische Abplattung H definiert sind, fallen nur fur
eine etwas gréfBlere Rotationsgeschwindigkeit zusammen, was mit der Verlangsamung
der Erdrotation infolge der Flutreibung in Einklang steht. Andererseits bedeutet die
Annahme, daf3 es sich beim Normalsphiroid, abgesehen von der Wasserhille, um
eine Gleichgewichtsanordnung handelt, sicherlich eine gewisse Idealisierung. Denn
die allmdhliche Erstarrung oder das Zurickbleiben der Flachen gleicher Dichte ge-
genuber der Verringerung der Fliehkraft durfte kaum im ganzen Erdk&rper véllig
gleichférmig erfolgt sein. Hinzu tritt, daf3 wir véllig von der Diracschen Hypothese
der Abnahme der Gravitationskonstanten abstrahiert haben, die der Kontraktion ent-
gegenwirkt und die keineswegs ohneweiters von der Hand zu weisen ist. Auch die
Frage des gesamten Fluteffektes, der zwischen den Grenzen 50000% bis 74000° liegt,
wobei die obere Grenze eine wesentlich grofBere Wahrscheinlichkeit auf weist, ist
noch lange nicht restlos geklart, Trotz all dieser Einschrinkungen ist das als Gleich-
gewichtsanordnung definierte Normalsphiroid der Erde recht plausibel und unzwei-
felhaft dem fiktiven Niveauellipsoid vorzuziehen.

Die Grunddaten des Normalsphéroides beruhen einerseits auf dem Internationalen
Bezugssystem 1967, andererseits auf der Delfter Entwicklung der Hohen- und Tiefen-
verhiltnisse der Erde, wihrend die Massefunktion J4 unbedenklich von der Gleich-
gewichtsfigur der Erde Ubernommen werden konnte. So fand sich (1):

KZE = 398 603,10'% cmdsec 2 oder E = 5976,057.10° g ;

w?= 5,3174 9543.10'9; a = 6378,394km; € = 346178,90.10'8;

J, = 108262,06.10_8; 14 =-308,36.1o'8; e = 335253,18.10_8=1:298,282;
fy =-316,7o.1o'8; Yo = 977,96089 Gal; B - 530467,83.1of8;

[34 =+3289,56.1o‘8,- W, = 62492,69.107 cm? sec”2 , (1.1)



und die Schwereformel auf dem Normalsphiroid lautet:
'K = 977,96089 (1 + 0,0053 0468 sin2 P - 0,0000 0822 sin22@ ). (1.2)

Nach der neuen Delfter Entwicklung der Topographie nach Kugelfunktionen bis ein-
schlieBlich der 31.0. ist die mittlere Tiefe der Lithosphdre Lg = - 2367,4 m, die der
Hydrosphére - 2601,4 m und daher die mittlere Kontinentalhthe, bezogen auf die
ganze Erdoberfldche + 234,0 m. Somit folgt, ausgehend vom Aquatorradius des Geo-
ides im neuen Bezugssystem 1967 : a = 6378,160 km tatstichlich fur das mit dem wirk-
lichen Erdksrper volumgleiche Normalsphdroid der obige Wert (1.1), Die Miitelwer-
te der Delfter Entwicklung sind nattrlich sinngemdB auf die mit dem Geoid volum-
gleiche mittlere Erdkugel vom Radius R = 6371,024 km zu beziehen. Wahlt man auf
ihrer Oberflidche einen Ausschnitt von 1 m2, so entstehen Elementarsdulen, welche
unabhidngig von der Form des Fldachenelementes ringsum von Kugelradien begrenzt
sind. : :

In jeder derartigen Sdule des Normalsphdroides liegt der Wasserspiegel 234 m

tber der Kugeloberflache (Geoid) und der Ozeanboden in einer Tiefe von 2367,4 m,
Nebenbei bemerkt tduscht die Angabe von dm eine bei weitem nicht vorhandene
Genauigkeit vor; sie folgen lediglich aus der Umrechnung der in Metern gegebenen
Entwicklungskoeffizienten von den normierten Kugelfunktionen auf die Originalwer-
te. Die Uberhdhung der Stule um 234 m ist recht unbequem. Man wird daher die
Stule des Normalspharoides durch eine massengleiche Saule des wirklichen Erdkar-
pers ersetzen, indem man die Wasserschicht der Machtigkeit 234 m mit der Dichte

Qw = 1,028 t/m3 abhebt und damit an der idealisierten Lithosphdre eine entspre-
chende Wasserschicht auf die Dichte der Granitschicht @ = 2,67 auffullt. Die Mas-
se der 234 m-Schicht ist in leicht verstandlicher Weise :

234 234
z.2 -~ 27 _ 0,234 -
1,028 j(] +5)" dz1,028 f (1 +x)dz = 1,028-234 (1+m637],02)
o o
= 240,561 f/m2. (1.3)

Wegen der Dichtedifferenz (2,67 - 1,028) = 1,642 muB dies gleich sein dem Inte-
gral

X

1,642 f (1 + —ZR?-) dz = 240,561 t/m? (1.4)
-2367,4

woraus sich x = - 2220,79 m ergibt. Es wird also eine Wasserschicht von 146,61 m

auf die Dichte der Granitschicht aufgefillt und unsere neue Normalsdule, die oben
mit dem Geoid als Wasserspiegel abschlieBt und fur die nunmehr die Lithosphire in
einer Tiefe von 2220,79 m liegt, gehsrt dem "verkleinerten" Normalsphiroid an:

a =6378,160 km ; E = 346140,80.10°C; J,= 108270, 1078, J= - 308,405, 1078
e =335246,12.10°0 = 1:298,288; f, = - 316,68.10"%; Yo = 978,03314 Gal;
4 g 0 77

R = 530879,22,10°%,; [, =+3289,16.107; W, = 62637,047.10" cm” sec

0 (1.5)



mit der Schwereformel:
'K = 978,03314 (1+0,0053 0379 sinz? - 0,0000 0822 sin22@) Gal., (1.6)

Die Wasserschicht von 234 m hat das Volumen 0,1192 2679. 1024 ¢cm3 und die Masse
0,1225 6514, 1024 g. Ohne diese Schicht wire cuf der Kugel R die Schwere
982,01121 Gal und nach Kondensation der Schicht auf die mittlere Lithosphdre
982,03]35 Gal; mithin ist die Schwerezunahme Ag = 20,14 mGal. Ersterer Fall
entspricht also der Abhebung der von zwei konzentrischen Kugelschalen begrenzten
homogenen Wasserschicht, wobei sich die Schwere an der Kugeloberfldche Uberhaupt
nicht dndert, weil diese Schicht in ihrem inneren Hohlraum konstantes Potential be-
sitzt, Durch die Kondensation steigt die Schwere und damit der Druck geringfugig an.

Nunmehr sind wir auch in der Lage, die Topographie ginzlich neu und wesentlich
exakter zu definieren. Im Gblichen Sinne versteht man bekanntlich unter Topographie
einerseits die kontinentalen Erhebungen (h> 0, AQ =+ 2,67) und andererseits die
Defizite des Ozeans (h € 0, A Q =-1,642). Als Vergleichssiule dient also eine
Sdule direkt an der Meereskiste (h = 0), bei welcher die Granitschicht der Kruste
gerade mit dem Geoid abschlieBt. Korrekter versteht man aber unter Topographie al-
le Abweichungen von der Normalstule des Normalsphéroides oder von der dquiva -
lenten, weil massengleichen Sdule des verkleinerten Normalspharoides. Im ersteren
Falle ist die kontinentale Topographie von der Lithosphdre (h = - 2367,4 m) bis zur
Meereshshe h =+ 234 m durch die Dichtezunahme AQ =+ 1,642 charakterisiert,
fur groBere Hohen durch 4@= + 2,67, Ist aber die Hohe kleiner als 234 m, so gilt bis
h wieder A Q =+ 1,642, wihrend dann noch bis 234 m eine Dichteabnahme
AQ =-1,028 zu berucksichtigen ist. Auf den Ozeanen ist stets fur 0 & h € 234m
dieselbe Dichteabnahme AQ = - 1,028 anzusetzen. Sodann hat man zwei Fille zu
unterscheiden, je nachdem die Meerestiefe t = - h kleiner oder gréBer als 2367, 4m
ist. Hier gilt vom Meeresboden bis zur Llfhosphore AQ=+1,642, Wesentlich ein-
facher gestaltet sich die Uberlegung bezuglich der oquwalenfen Sdule. Auf den Kon-
tinenten ist fur - 2220,79 m € h £ 0 die Dichtedifferenz AQ =+1,642 und fur
alle h> 0 naturlich AQ +2,67. Auf den Ozeanen ist zwischen Meeresboden und
gehobener Lithosphdre je nachdem wieder AQ=+ 1,642, Auf Grund dieser neuen
Definition seien zuerst die topographischen Massendlfferenzen untersucht,

§ 2 Topographie und isostatische Kompensation

Um bequem die Massendifferenzen der verschiedenen kontinentalen und ozeani-
schen Sdulen gegenuber unserer dquivalenten Sdule zu gewinnen, sei vorerst die Mas-
se dieser Sdule selbst berechnet. Die neue Definition der Topographie legt es nahe,
als Bezugsfldche an Stelle des Geoides die gehobene Lithosphdre (Meereshshe
h =-2220,79 m) zu wihlen. Tatsdchlich verlduft ja die Topographie beiderseits
dieser Flache. Selbstverstindlich mussen wir mit der Wahl des neuen Nullniveaus
auch den Kugelradius entsprechend d@ndern: R = (6371,024 - 2,221) = 6368,803 km.
Damit wird die Masse der dquivalenten Saule



2220,79

q = 1,028](1 +22z/R)dz = 1,028.2220,79 (1 +2,221/R) = 2283,7681 f/m2(2. )

(¢]

Fur eine kontinentale Sdule der Meereshhe h wird demnach der Massenzuwachs

(2220,8 + h)

Aqk = - 2283,7681 + Qﬁ] +22z/R)dz = (- 2283,7681 + 2221,5644 Q) +

4,4416 + h 4,4416 + b,
+Qh(1+ -—-—--—-_) A+Qh(l+ —eT), (2.2)

In der Konstanten A wurde absichtlich die Wahl von @ offen gelassen, Speziell fur
Q =2,67 folgt sofort: A = 3647,8088 f/m

Im ozeanischen Falle bedeute t die positiv gedachte Meerestiefe. Die beiden
Falle t < 2220,79 m brauchen wir gar nicht gesondert zu betrachten, weil sich der
Unferschled auf das Vorzeichen der Differenz (2220,79 - t) beschrcmkt Man findet:

(2220,8 - t)
Aa,, = (Q-1,028) fﬂ +22/R)dz = (Q - 1,028)(2220,79 - 1) .
2,2208 - 1,
o 0+ - m ).

Hierin sind die von t freien Glieder wieder mit der obigen Konstanten A identisch
und es gilt schlieBlich: _

4,4416 - bem o
Aqoz = A-(Q -1,028).t.(1 + R ). (2.3)

Es folgt, daB die beiden Formeln (2.2 und 3) fur h = t = 0 ineinander Ubergehen,
wie es natirlich sein muB3.

Kondensiert man mit Vening Meinesz (2) nicht nur die frihere Schicht von 234 m,
sondern das gesamte Ozeanwasser auf die Krustendichte, so erhilt man die Defini-
tion einer neuen Lithosphare L

= 1,028
L = (L - =42 . 4
( 3 H) (2.4)

Auf dem Festland ist H = 0 und L = L = h und auf dem Meere L = H = - t,
so dafd sich wegen '

QL = gh und QL = - (Q - 1,028)t (2.5)

die beiden Formeln (2.2 und 3) formal zusammenziehen lassen, wenn man noch die
Meerestiefen t als negative Hohen einfuhrt (t = - h):



4,4416 + h

- km

Aq =A+QLAO+ R ) - (2.6)
Ferner ist der Mittelwert von L fur 92 2,67:
- 1,028 _ 1,028 -
Ly = o - Hy) = (-2367,4 + 0 2601,4) = - 1365,81 . (2.7)
Umgekehrt folgt damit auf dem Meere wegen L = H = -t die zugehdrige mittlere
Meerestiefe t . :

0
- 1,028 _
LO = -t (1 ——éf-), ty = + 2220,90 m , (2.8)

nur um 11 cm groBer als der im vorhergehenden Paragraphen berechnete Wert. Dieser
kleine Unterschied durfte sich zwanglos aus den Vernachldssigungen der benutzten
Formeln erkldren. Gleichung (2. 6) liefert mit

A = 3647,8088 t/m> ; L. = -1365,81m ; h = - 2220,90m ;

0
- 0,1756 t/m?e 0 . 2.9)

0
Aqo

Die topographischen Massendifferenzen verschwinden somit in ihrer Summe Uber die
ganze Erde hin, was besagt, dafl im bisherigen nicht-isostatischen Falle die Beseiti-
gung der Topographie durch Massenverschiebungen in Richtung von den Kontinenten
zu den Ozeanen, d.h. horizontal beiderseits der gehobenen Lithosphire erfolgt, wo-
bei die Gesamtmasse unverdndert bleibt,

I

Da sich aber der wirkliche Erdk&rper weitgehend einer hydrostatischen "Gleichge-
wichtsanordnung" nthert, erfordert einerseits der kontinentale Uberdruck, anderer-
seits das Druckdefizit der tieferen Meere mit t > 2221 m negative, resp. positive
Kompensationsmassen, wie sie sich etwa aus der Airyschen Hypothese vom Schwimm-
gleichgewicht ergeben. Darnach tauchen die Kontinentalschollen mit ihren "Wurzeln"
umso tiefer ins Ultrasima unter der idealisierten Mohofldche ein, je machtiger sie
sind, widhrend unter den tieferen Ozeanen Ultrasima in die "Antiwurzel" der Kruste
emporsteigt. Als Ausgleichsflache des Druckes darf die Basis der machtigsten Sial-
scholle gelten. Im kontinentalen Falle und fir Meere der Tiefe t € 2221 m charak-
terisiert der Dichtesprung 4 @ an der Manteloberflidche die negativen, bei Meeren
der Tiefe t > 2221 m die positiven Kompensationsmassen. Ist T > 0 die Starke der
Wurzel und T 0 die Stirke der Antiwurzel, so treten zu den topographischen Mas-
sendifferenzen Aq,r noch die isostatischen Massendifferenzen

- M
@M +T),
Aqi = -Agﬁ] + 2z/R)dz = —A?T[] - —-—ﬁ——-—m] p
-(M" +T)

wobei M’ = (M - 2221 m) die Tiefe der idealisierten Moho-Fldche unter unserem Be-
zugsniveau bedeutet (Fig. 2.1) . Wahrend man fruher fur die mittlere Tiefe der Moho-
flache unter dem Geoid meist M = 33 km und fur die Dichte dn der Oberfliche des

(2.10)



Mantels 3,27 - 3,37 (im Mittel also 3,32) angenommen hat, neigt man gegenwiirtig
zum Teil mehr hoheren Werten zu (3). Man schatzt etwa M = 40 km und die Ober-
flachendichte des Mantels auf 3,5 bis 3,6. Wir mussen also fur M und AQ einen
groBeren Spielraum zulassen und prisfen, welche Werte auf Grund der Hypothese der
horizontal en Isostasie als mdglich und wahrscheinlich gelten durfen.

h _
i Geoid
f
~2367 m ~2221 SRRV I [ N
Lithosphére
TI
Normal- dquivalente T Moho-Fldche
sphdroid Saule T
Figur 2.1

Wegen des entgegengesetzten Vorzeichens der Kompensation ist naturlich in jeder
Vertikalstiule die Summe aus Topographie und isostatischer Kompensation
Aq = (Aqgt + Aqj)inihrem Absolutbetrag betrichtlich kleiner als die rein to -
pographische Massendifferenz, ohne aber zu verschwinden. Hingegen muBl zwecks
Erhaltung der Gesamtmasse die Summe der isostatischen Kompensationsmassen uber die
ganze Erde hin ebenso verschwinden wie die Summe der topographischen Massendiffe-
renzen. Man kann dies so deuten, da3 in den Wurzeln ein Teil der ultrasimatischen
Massen vom Betrage (2. 10) verdringt wird und in den Antiwurzeln als zusidtzliche
(positive) Masse wieder auftaucht. Bei der Regularisierung erfolgt dann ein horizon-
taler Strom ultrasimatischer Massen in umgekehrter Richtung, d.h. von den Meeren
zu den Kontinenten. Wir haben es demnach iberhaupt nur mit horizontalen Massen-
verschiebungen zu tun, und zwar von topographischen Massen entlang der gehobe-
.nen, mittleren Lithosphdre und von ultrasimatischen Massen entlang der mittleren
Moho-Flache in entgegengesetzter Richtung. Die Ubliche, vertikale Deutung nach
dem Schwimmgleichgewicht ist keineswegs einleuchtender. Denn es ist ja gar nicht
so, daB ein Gebirgsstock mit seiner Wurzel so tief ins Ultrasima eintaucht, daf3 das
Gewicht des verdridngten Ultrasima dem Gesamtgewicht des Gebirgsstockes gleich ist.
Vielmehr sitzt die vertikale Stule wie im Normalsphiroid auf der idealisierten Man-
teloberflache auf und lediglich die positiven topographischen Massen erzeugen einen
Uberdruck, zu dessen Kompensation ein Teil des Ultrasimas in der Wurzel verdridngt



wird. Infolge der Schwerezunahme nach innen wird dann nicht die ganze topographi-
sche Masse zur Auffillung des Dichtedefizites in der Wurzel bendtigt. Somit ist die
rein "lokale" lIsostasie, d.h, eine bloB vertikale Massenverlagerung unzureichend.
Massenausgleich und Druckausgleich sind rein vertikal nicht vereinbar und zu den
vertikalen Massenverschiebungen treten auch jetzt wieder horizontale Verschiebun-
gen in Richtung von den Kontinenten zu den Meeren. Tatsidchlich miuiten bei gréBe-
ren Meerestiefen die MassenUberschisse in den Antiwurzeln zur Auffillung des Mas-
sendefizites in den Meeren bis zur mittleren Tiefe von 2221 m verwendet werden, wo-
durch aber der Druck sinkt und die Herstellung des Gleichgewichtes zusttzliche Mas-
sen erfordert, Wohl verschwinden die Integrale von A q;, Aq; und A q Uberdie
ganze Oberfldche hin, was Ubrigens fur das Integral der isostatischen Massen erst be-
wiesen werden mul3, Hingegen ist die Summe der negativen (positiven) Kompensa-
tionsmassen kleiner als die Summe der positiven (negativen) topographischen Massen.

Die Stirke der Wurzeln und Antiwurzeln bestimmt sich aus strengen Druckglei -
chungen. Ddbei verwenden wir in jeder Sdule die zugehdrige Schwere g in der
(gehobenen) mittleren Lithosphdre als Vergleichswert und haben dann in verschiede-
nen Kombinationen die Schwere in der Mitte Bouguerscher Platten der Dichte
% = 1,028, Q und (Q +AQ) zu ermitteln. Diese Mittelpunkte haben gegenuber
dem Bezugsniveau die Hohen f und die Freiluftreduktion ist 2 ggd/R. Die Reduk-
tion fur die Platte der Dichte 1% und der Dicke d wird in der Helmertschen Form an-
gesetzt: 3 B dgo/2 Q mR. Dabei durfen wir in den kleinen Korrektionsgliedern spe-
ziell die Krustendichte Q mit der halben mittleren Erddichte Q 1, identifizieren:

Q = 2,761.

Wir betrachten zuerst den kontinentalen Fall (h > 0). Die Druckgleichung ist in
leicht verstandlicher Weise:

(@ - 1,028) . 22219, + Qh.g, = AQT. 9q - (2.11)

Die Mitte der ersten Schicht liegt um f; = 1110,5 m Uber dem Bezugsniveau und es
ist daher die Freiluftreduktion - 2,221/R. Ferner ist die Platte der Dichte Q und
der Dicke d = f} zweimal zu addieren, d.h. es ist:

91 = 9, (1 - 2,221/4R) . (2.12)

Die Mitte der zweiten Schicht liegt um fo = (2221 + h/2) m tUber dem Bezugsni-
veau und es ist wieder die Anziehung einer Platte der Dichte Q und der Dicke fp
zweimal zu addieren, also

4,442 + h
= - xm 2.13

In diesen beiden Termen wire besser Q/Q m = 2,67:5,52 = 0,4837 statt des
verwendeten Wertes 0,5 zu setzen. Schliellich liegt der Mittelpunkt der Wurzel T

um f3 = (M’ + T/2)m unter dem Bezugsniveau und es ist die Anziehung einer
Platte der Dichte Q und der Dicke fa zweimal zu subtrahieren:
(2Mm7 + T)km

95 = go (1 i ). (2.14)



Hierin scheint die Verwendung der mittleren Krustendichte 2,76 im Hinblick auf f3
voll gerechtfertigt. Damit wird die kontinentale Druckgleichung

(9—1,028).2220,9(1-2--2-»%-]-)+@h wﬁ;;:m)=
2M7 + T

=AQT(l —:-( TR )k"‘). (2.11a)

~ Ganz dhnlich finden wir im ersten ozeanischen Falle (0 < t+< 2220,9 m)
2,221 - fem (2M" + T)km
(Q -1,028)(2220,9 ~ t)(1-~ mﬁ,'m”m) —A@ T> (2.15)
Fir h = t+ = 0 gehen die beiden Formeln (2. 11a und 15) ineinander Gber und fur
t = 2220,9 iststrenge T = 0. Es ist also fur alle seichteren Meere mit +< 2220,9m
noch eine Wurzel (T > 0) vorhanden, wihrend unsere dquivalente Saule  t = 2220,%9m
mit T = 0 gekoppelt ist. Einfache Transformation von (2.15) liefert
4,442 - flem

(Q -1,028).2220,9 ( (Q - 1,08)1(1 - ——p ™) =

' ) (2M" + T)km

=AQT (1 + ——p—) (2. 15q)

und man erkennt, daB man im Hinblick auf (2.5) die beiden Formeln (2. 11a und 15a)

in eine zusammenziehen kann:

_ 4,442 + hkm (2M” + T)km
QL( - m—j—mm) + (2220.71Q - 2282,89)=Agl(] +-=m—~——ZR———-=———)
(2.16)

Fur @ = 2,67 und T = 0 wird dies umgekehrt eine Bestimmungsgleichung fur IO:
QT, (1 - 2 221 2220 ) 4 3646,40 = 0; esfolgt Ly = - 1365,81 m (2.17)

in voller Ubereinsﬁmmung mit (2.7). Somit beweist die Tatsache, daB L. mit

T = 0 gekoppelt ist, eindeutig, dal3 die Masse der lsostasie ebenso wie die Masse
der Topographie Uber die ganze Erde hin verschwindet, wie wir es bereits oben fest-
stellen konnten. Auf diese Weise ist die gleichzeitige Erhaltung von Masse und Druck
erreicht, was bei den bisherigen isostatischen Modellen mit lokaler und auch mit re-
gionaler Isostasie nach Vening Meinesz unméglich war.

Etwas komplizierter erweist sich der zweite ozeanische Fall, fur den > 2220,9 m
gilt. Hier liegt unterhalb der gehobenen Lithosphire zuerst eine Wasserschicht der
Dicke 2f; = t - 2220,9 m und wir finden fur die Schwere in der Mitte dieser
Schicht

- 3 1,028 _ t - 2,221
9y = 99 (1 + 20R = Sestn 20 /R) = g0 (1 40,7208 —===).

(2.18)

Die Mitte der Antiwurzel, deren Stdrke wir voribergehend als positiv einfuhren:



T/ =-T>0, liegt um f3 = M’=T’/2 unter dem Bezugsniveau und die dazwischen
liegende Schicht setzt sich aus drei Teilen der Dichten 1,028, @ und ( Q t40Q)

zusammen. Es folgt

_ 2m7- 1/ 3[1,028 1
93 = 99! t—x— - ﬁ[m(f 2,221) + 2(M-T -t + 2,221)+

Q +AQ T} [ M7~ T
+ 1 +~—— +0,9415(t - 2,221)/R - 0,2717AQT’ /R
Q m 2 9 AR (;]‘]9)

und die Druckgleichung lautet schlieflich

(@ - 1,028)(2220,9 - (1 - 0,7208 222 = 1)
2MT+ T
=ag1 |1+ 202 L 0,0015(2,221 - DR + 0,217 AQTR| (2.20)

welche Gleichung fur t = 2220,9 m naturlich mit (2.15) zusammenfillt und T = 0
liefert.

Es sei noch kurz die Differenz dieser beiden Gleichungen fur einen Extremfall dis-

kutiert, Wir setzen die empirisch maximale Meerestiefe t = 10,8 km an und with-
len AQ = 0,6 und M = 34,28 km, also M’ =32,06 km. Damit liefert (2.15)
- 14086,88 (1,00033676) = - 14091,63m = 0,6 T (1 + 40,669/4R) =
= 0,60095785 T , also T = - 23448,63 m .
Analog findet man aus (2.20)
- 14086,88 (1,00097095) = - 14100,56 m = 0,6 T (1,00219635) ,
T = - 23449,43 m

Diese kleine Differenz darf natiurlich schon in Anbetracht des"Umstandes, dal3 die un-
serer Rechnung zugrundeliegenden idealen Voraussetzungen sicher nicht exakt zutref-
fen, unbedenklich vernachldssigt werden.

§ 3 Die freiéh Parameter des Problems

Gemdl den Betrachtungen am Schlul des vorhergehenden Paragraphen durfen wir
(2.16) als einheitliche Druckgleichung fur den kontinentalen und ozeanischen Fall
ebenso wie fur den Fall von Wurzel und Antiwurzel auffassen. Hierin ist aber die auf-
tretende Konstante A’ = 3646,40 etwas verschieden von dem rein topographischen
Massenzuwachs der mit dem Geoid (h = 0) abschlieBenden Kontinentalsdule, also
der fruheren Vergleichssiule, gegenuber der dquivalenten Siule oder unserer neuen

Vergleichssiule, fur welchen (2.9) gemal (2.6) den verbesserten Wert liefert:

- L2 221 2,221
- Q |_O (1 -

A —_z.fR—_):

7; Al =-0 LO(]

= AQ - 2.2220y 3646 394 t/m2. (3.1)



Damit kann in (2.16) A" durch A ersetzt werden. Subtrahiert man sodann von der
gesamten Massengleichung, d.h. von der Summe aus (2.6 und 10) die auf Null redu-
zierte Druckgleichung (2.16), so folgt:

= 4,442 +h ) 2M’+T 5

fo = S.QTAMITR |5 por IMIT 5, 2,001

7 R (3.2)

FUhrt man zwecks Elimination von AQT und T die erste Négherung von (2.16) ein,
was wegen der Division durch R erlaubt ist,

AQT = QL + A, (3.3)

und bildet

(QL+ARM + QT/AQ +A/AQ) = 2M" @ L + 2M'A + (Q )*/ag +
+20Q T_A/AQ + AZ/AQ ,

so ergibt sich schlieB3lich

5000 [

Aq = 5 QL(2M+h+2A/Ag)+ QL)/AQ 2MA+A/AQ +2,221. A)]

(3.4)
ausgedrickt in f/mz. Dabei sind in der Klammer alle linearen Gréf3en in km zu ver-
stehen, wdahrend A durch 1000 dividiert erscheint, M ist die mittlere Tiefe der
Mohofliche und M’ = (M - 2,221)km die mittlere Dicke der festen Kruste. Das drit-
te Glied reprdsentiert den Massenzuwachs der Sdule fur L =h =0 gegeniber der
dquivalenten Sdule, jedoch im Gegensatz zu (3.1) nicht bloB topographisch, sondern
mit BerUcksichtigung der isostatischen Kompensation. Mit den Annahmen A@ =0,6
und M’ = 32,06 km liefert die Druckgleichung (2.16) T = 6060,63 m und sodann
(3.2) : Aq=+51,69 t/m2, wihrend (3.4) den um 0,32 % groeren Wert
+ 51,85 i'/m2 ergibt.

Die Gleichung (3.4) hat noch den Nachteil, da die Massendifferenzen noch
nicht als eine rein quadratische Funktion von L erscheinen, weil im ersten Glied
noch h auftritt. Wir mUssen also nachtrdglich wieder den konhnenfclen und den
ozeanischen Fall auseinanderhalten, Auf den Kontinentenist L=L=h> 0 und

(3.4) geht Uber in

Aq = 5000[9L(2M + 24/4Q) + QTA( +Q/AQ) +
+ 2M'A + A /Ag + 2,221, A)] (3.5a)
wohrend im ozeanischen Falle (h= -t £ 0) wegen Q 1=- (@ - 1,028)t _
gilt : = Q L/ 9 - 1,028) oder zusammen mit Q=2,67:h=1 626066 L und
somit (3 4) lautet:
5000 N
Aag = TR [QL M + 2A/AQ) + QL (1 626066 + Q/AQ)
+ 2M'A + A /Ag +2,221.A)|. (3.5b)

Wir haben es also mit zwei Parabeln zu tun: Aq = f(L), die im Punkte L = O mit
gemeinsamer Tangente stetig ineinander Ubergehen.

Die Sialdichte oder die Dichte der Granitschicht ist sehr sicher bekannt: Q@ = 2,67
und es ist klar, daB bei der Regularisierung der horizontale Massenstrom der Topogra-



phie mit dieser Dichte zu berechnen ist, wihrend fur den gegenldufigen Strom der
isostatischen Kompensation besser die mittlere Krustendichte 2,76 verwendet wird.
Noch exakter wire unterhalb der Conrad-Diskontinuitdat mit der Basaltdichte

(Q = 2,87) und oberhalb dieser Flache mit der Granitdichte zu operieren. Doch all
dies ist in Anbetracht des geringen Unterschiedes zwischen den beiden ozeanischen
Fallen nur von untergeordneter Bedeutung. Als freie Parameter des Problems kénnen
M und AQ gelten, wogegen die Sialdichte hdchstens_eine kleine Korrektur erfahren
konnte. Differenziert man die Funktion (3.5b) nach L so liefert dies

- _ M+ A/BQ
“min T 7 T,626066 + Q/4Q (8.6a)
und zusammen mit (2.5) fur @ = 2,67

_ M + A/Ag__
fmox - 1+ 1,642/4@ (3.6b)
Unter Beachtung von (3.1) wird dies schlieBlich:

B M + 3,64798/AQ
hax = T T T T T,62/80 0 " @.6c)
Andererseits folgt aus (3. 3)
Ag . Tr’nux =(g -1,028) fmax - A, also (fmax + Tmax) =M, (3.7)

was besagt, daB3 fur jede Wahl der freien Parameter M und AQ fur die zugehdrige
maximale Meerestiefe stets die Antiwurzel bis zum Meeresboden heraufreicht oder
die "restliche" Kruste verschwindet. Im Hinblick auf die Unsicherheit der freien Pa-
rameter wurde folgende Tabelle mit doppeltem Eingang berechnet :

M(km) = 30 32 34 36 38 40 42

AQ=0,4: 7,66 8,06 8,45 8,84 9,23 9,62 10,01
22,34 23,94 25,55 27,16 28,77 30,38 31,99

0,5: 8,71 9,17 9,64 10,11 | 10,57 11,04 11,51
21,29 22,83 24,36 25,89 | 27,43 28,96 30,49

0,6 : 9,66 10,19 | 10,73 11,26 11,80 12,33 12,87
20,34 21,81 | 23,27 24,74 26,20 27,67 29,13

0,7 : 10,52 11,12 11,72 12,32 12,92 13,51 14,11
19,48 20,88 22,28 23,68 25,08 26,49 27,89

0,8 : 11,32 11,98 12,63 13,29 13,94 14,60 15,25
18,68 20,02 21,37 22,71 24,06 25,40 26,75

In dieser Tabelle bedeutet jeweils die obere Zahl die maximale Meerestiefe und die
untere die maximale Stdrke der Antiwurzel. Man sieht, daBl die maximale Meeres-
tiefe mit wachsender Tiefe der Mohofléche und mit wachsendem Dichtesprung zu-
nimmt, Da nun die (bisher) gréBte Meerestiefe im Philippinengraben mit 10,8 km ge-
messen wurde, kommt ein Teil der Tabelle berhaupt nicht in Frage So scheldef z.B.
der chhfesprung 0,4 gdnzlich aus.
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Ist t+ = 10,8 km tatsichlich die maximale Meerestiefe, so ergibt sich aus (3. 6c)

M in Funktion von AQ :
M - 10,8 = 14,0866/AQ (3.8)

und man findet folgende Wertepaare

AQ = 0,50 M = 38,97 km; AQ = 0,66 M = 32,47 km
0,55 36,41 0,70 30,92
0,60 34,28 0,75 29,58

Die Tiefe der Moho-Fldche vermindert sich also mit zunehmendem Dichtesprung. Die
grofte Wahrscheinlichkeit durfte ein Dichtesprung von 0,60 - 0,65 haben, in voller
Ubereinstimmung mit der bisherigen Annahme von 33 km fur die Tiefe der Mohofléche.
Geht man von der mittleren Krustendichte 2,76 aus, so entspricht dem eine Dichte
von 3,36 - 3,41 an der Manteloberfldche. Es ist aber auch denkbar, daBl die maxima-
le Meerestiefe noch nicht gefunden ist. So wiirde man fur fmax =12 km erhalten:

M - 12,00 = 16,0570/AQ (3. 8a)

und findet damit:

AQ =10,50 M=44,11km; AQ = 0,65 M = 36,70 km
0,55 41,19 0,70 34,94
0,60 38,76 0,75 33,41

In diesem Falle wirde also die Tiefe der Mohofldche bei gleichbleibendem Dichte-
sprung um 4 - 5 km ansteigen.

Mehr @Bt sich ohne weitere empirische Daten Uber die freien Parameter unseres
Problems nicht aussagen. Die von L.C. Pakiser (3) jungst angenommene gleichzeiti-
ge Zunahme der Tiefe der Mohofldche und des Dichtesprunges ist bei festgehaltener
maximaler Meerestiefe jedenfalls unméglich.

§ 4 Das Storpotential von Topographie und isostatischer Kompensation

Wir fassen die topographischen Massendifferenzen (2.6) als Flichenbelegung der
Dichte auf der Kugel R = 6368,803 km (gehobene Lithosphdre) und dhnlich die
isostatischen Massendifferenzen (2.10) als Flachenbelegung der Dichte ; auf der
Mohofldche R” = R - M) auf. Gesucht wird das Potential im AuBenraum der dem
Geoid entsprechenden Kugel R, = 6371,024 km. Wir setzen voraus, daB beidemale
der Wert der Potential funktion V(@ , A ) inallen Punkten der belegten Kugel-
fliche vorgegeben ist und in eine nach Laplaceschen Kugelfldchenfunktionen fort-

schreitende gleichmdfBig konvergente Reihe entwickelt ist:

©a
v° B Z Yn" 4.1)
n=0
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Bekanntlich gehsren zu jedem Y| die beiden rdumlichen Kugelfunktionen

+
a/R)" Y und ®/HM! Y (4.2)
und das erste Randwertproblem ist fir den Innenraum und AuBlenraum durch die Reihen
(o0 ©0
n _ n+1
Vo= D> IR v = > /ATy, .3)

n=20 n=20
gelost.Denn fir | <R, d.h. im Innenraum der Kugel, konvergiert die erste Reihe,
weil die Reihe (4.1) gleichmdBig konvergiert, und gibt fur | = R die vorgegebenen
Randwerte V. Ebenso konvergiert die zweite Reihe fur | > R, also im AuBenraum

der Kugel, liefert fur | =R die Werte V und verschwindet im Unendlichen wie (1:1),

Die Belegungsdichte der Kugeloberfldache, welche dieses Potential erzeugt, ist

. : ©Q
AT = (AN - VAN - [ff—'(ﬁl)”“ +,ﬂ('§)"] v

n=0 I =R
oder
(o <]
/‘"zﬁlr‘RZ (2n+1)Yn(q),)»), (4.4)
n=0

Damit folgt fur das Stérpotential der Topographie im AuBenraum (I 2 R)
0o n :
+2 i
_ 2 1R ()
vig A=l > 20 "1 Mooy (P2 4) (“.5)
n=0m=0

und analog fur die isostatische Kompensation mit R?

,n+2

Vi( @, ’\)_47“( / Z ZnH T n+1/"n .m SD A) 4.6)

n=0m=0

In den Punkten der Kugel R = R+2,221) km = (R’ + M) km ist somit das gesamte

Stérpotential::
e

AV = V+V—47Kk ZZ e {]- +2)
+ [ - (n+2) -QM—] /un('r)n} ) (4.7)

n=0m=0
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Gleichung (2.16) kann unter Beriicksichtigung von (3.1) leicht in

- 2M+ T +h 2M + T + 6,663

transformiert werden. Was nun die Fldchendichte betrifft, so ist die Flachendichte
der Topographie auf der Kugel R unmittelbar durch (2.6) gegeben, weil wir in § 2
Sdulen gewdhlt haben, die auf dieser Kugel Flachen von 1 m“ ausschneiden:

o4
oy = A+ QL0+ L427h (4.9)

Hingegen ist die Flachendichte der Kompensation auf der Kugel R’ (Mohoflache)
groBer als (2.10), weil unsere Sdulen dort die kleinere Fliche (1 - 2M’ /R) m2 qus-
schneiden. Es ist also:

_ _ = 2M+ 5T + h 2M + 5T + 6,663
/u'i = -AQT(]—T/R)——QL(]————-Z-R———-—)- AQl - Y )
(4.10)
Fiorn=20 geltgn die Mittelwerte
L =-1365,81m; T =0; h =-2,221km
o o o
und daher
- 2,221
=A+ QL(1+ ! )=0 ;
/u'r,o o R 4.11)
B - 2M - 2,221 2M + 6,663, _
Mio =7 QLA - =) -A0 - —5—) =0,

was wegen der Erhaltung der Masse von Topographie und isostatischer Kompensation
selbstverstandlich ist,

Fur die weiteren Glieder gil’r

pve S z Al

n=1m=0

2M+ 5T + h 5A
—[1' - (nt2) —]L\] - ————5—-—-)9Ln,m_ Z_R—Tn,m]}’

oder, wenn wir ohne Genauigkeitsverlust R mit Ro gleichsetzen:

]( 44AR12+h)Qan_
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AV=4T 120 Z Z 2+]{(+2)M’ 2@ +—+4442]L +

n=1m=0

5A
¥ Z—Q— Tn,m} ) (4.12)

Bei Division durch g = €  und unter Beachtung der Naherungen
A

A/Q = - L undTn

Undulation

g _&ZZZH (n+2)M’ + (T+h) M+4442+%§§]Ln,m.

“hm= 4.13)
Der Faktor vor dem Summenzeichen wird mit @ m = 5,51694 sofort 0,000228, wenn
man Rg in km ausdrickt. Ferner ist auf den Kontinenten (L > 0) und Ozeanen (L < 0)
wegen (3,3) — natirlich ohne die Konstante A I — und analog (3.5)

IAO)L ol 8 dem Th Bruns di
Q n’m (0] gf gemo em eorem von ernS e

(T+h)=(+Q/AQ )L , resp. (1,626066 + Q/AQ )L ,
d.h. entsprechend der Verteilung von Land und Wasser im Mittel

(T+h), = (1,47+Q/AQ)L km. (4.14)

Fur ein Glied tn o = 1000 m wird der Fehler in der Undulation maximal

4

0,228 . —,]5 . % . 0,47 = 0,027 m . (4.14q)
Wir durfen also bedenkenlos mit diesem Mittel rechnen. Ferner miussen wir, wie im
ndchsten Paragraphen ndher ausgefihrt wird, den Index n = 1 ausschalten, weil diese
Glieder eine physikalisch sinnlose Schwerpunkfverschlebung erzeugen. Ebenso wird
sich auch das Glied n=2, m = 1 als unmdglich erweisen. Davon abgesehen erhalten

wir endgultig:

_ LM 5 —km
€ = 0,000228 E E 2n [ n2IMY o+ 4,442+ (1,47 + Q/aQ)L T +
n=2m=0
5 A — :
* ZZ?] Ln,m ‘ (4.15)

Damit ist die fundamentale Formel fur die Berechnung des "isostatischen Geoides"
gewonnen, Sie setzt die Kenntnis der freien Parameter M, resp. M" und AQ_ voraus.
In der eckigen Klammer sind alle GréBen in km auszudricken, wihrend man L

undg in m ansetzt. n,m
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Fur das gemdB (3.8) zur maximalen Meerestiefe 10,8 km gehdrige und am besten
mit dem seismischen Resultat Ubereinstimmende Modell

M = 34,28 km; M’ = 32,06 km; AQ=0,6 (4.16)

folgt aus (4.15)

g = 0,000228 E g n+2)32 06 +29,18+7 40Lkm:|L
2nti +l n,m

n=2m=0 (4.17)

Hier erhebt sich die Frage, ob man das dritte Glied in der Klammer Uberhaupt mit-
nehmen soll. Denn die Summe der beiden ersten Glieder ist mindestens 157,42 km
und wichst mit zunehmendem n, wihrend tn,m immer kleiner wird. Fur ein Glied
Ln o 1000 m ist der maximale Anteil an der Undulation

1

AT =0,208, 5-7,4=0337m,

widhrend die Hauptglieder § = 7,178 m liefern. Es durfte also schon in Anbetracht

des sicher gar nicht streng erfullten Modelles erlaubt sein, dieses letzte, die Rech-
nung reichlich komplizierende Glied zu unterdricken. Wir werden demnach mit der
wesentlich einfdcheren Formel

g = 0,000228 ;>: % T +‘1 n+2) 32,06 + 29, 18] N . (4,17q)

n=2m=0

operieren, Das zugehtrige Stérpotential wird

09 n .
_ 2 g 5 ] , —
AV = 4T k Q pywy [(n+2) 32,06+29,]8] Ln,m . (4.12q)
n=2m=20

§ 5 Die Schwerpunktslage

Das isostatische Geoid geht aus dem Normalsphéroid der Erde durch Berucksichti-
gung des Stdrpotentiales von Topographie und isostatischer Kompensation hervor. Da-
bei ist vorausgesetzt, dafl beide Massenanordnungen die Rotationsachse und den
Schwerpunkt gemeinsam haben. Dementsprechend ist auch das Stérpotential ein rei-
nes Attraktionspotential . Wenn aber das Koordinatensystem den Schwerpunkt zum Ur-
sprung hat, dirfen in den Potentialen beider Massenanordnungen und daher auch im
Stérpotential keine Glieder erster Ordnung auftreten. Ist dies dennoch der Fall, so
kann die Ursache nur in Fehlern der gegebenen Daten liegen oder darin, daf3 das
Stérpotential noch nicht vollstdandig erfaBt ist. Unseren Berechnungen liegt die Funk-
tion L zugrunde, welche gemdB (2.4) fur Q = 2,67 lautet:

L=1L - 0,38018H , (5.1)
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und es ist allgemein

T = (A cos m A +Bn

n,m n,m

. sinmA )Pn,m (sin C]D') (5.2)

7

Die ublichen Koeffizienten An " haben selbstverstandlich nichts mit der friheren
Konstanten A zu tun. !

Wir gehen von den Gliedern 1.O. der Delfter Entwicklungen aus und berechnen
die Koeffizienten der Funktion L]’:

Lithosphdare : A, =+ 1157,4m; A, .=+1028,8m; B =+692,8m
1,0 1,1 1,1

Hydrosphdre : +1061,9 + 911,1 +559,5

E] : + 748,5 + 678,0 + 477 ,4

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir die topographischen Massendifferenzen
(2.6) gegenuber der dquivalenten Sdule als Flichenbelegung auf der Kugel

R = 6368,803 km gedeutet. Bedenkt man noch, daB8 die Konstante A natirlich keine
Schwerpunktsverschiebung erzeugt, so konnen wir (2.6) auf

a = '[] 0 +i'i4R_g.i_P_‘_) = I] (1 +i'ﬁ%_+_b_) (5.3)

(o]

reduzieren. Die Schwerpunktsverschiebung ist dann auf das Maximum von 4 a; hin
gerichtet und es gilt:

L 4,442+ h

3R Qm T 3TN L g 1T —) (5.4)
mit _

_ 2 2 2 _

L = 748,5" + 678,0" + 477,44 = 1117,07 m, (5.5)
~1, max v ‘

und

Q/Qm = 0,483963%4 ; (R/RO')3= (1- 6,663/RO) ’

also

_ 3— 4,442 + h
= (9/Q )RR )T, (s AR
= (Q/Qm)f] _—_ —-2—'?—;-‘—31) = 540,43 (1 +h/R ) m .

o
Verwendet man den Mittel wert ho == 2,221 km, so folgt schlieBlich:

s = 540,24 m . (5.6)



Fur die Richtung dieses Verschiebungsvektors gilt:

748,5 1 \/ 678,0° + 477,4% = 0, 90266 ; P =42° 04/

477,4 : 678,0 = 0,70413 ; A, = 35° 09’ ;

9 Q@
tg )»s

er weist anndhernd auf einen Punkt sudlich der Mitte des Schwarzen Meeres hin.

Ahnlich durfen wir in (4.8) das fast konstante zweite Glied mit A unterdricken
und erhalten damit gemdB (4. 10) als Fldchenbelegung auf der Kugel (RO - M)

- 2M+ 5T +h
Mig =L U= —) 5.7)

naturlich in voller Ubereinstimmung bis auf die erlaubte Vertauschung von R und R
in den Korrektionsgliedern. Damit folgt im isostatischen Falle analog (5. 6) die
Schwerpunktsverschiebung

_ - 2,221 - h 3M 2M + 5T + h _
5 (Q/Qm)L],max [(]_ 'R—-)“(]— R ) - 4R )jl_
: o o o
1 [, .5 '
= 540,62 e [M + Z(2M+T+h)] = 9,76m , (5.8)
o
wenn man in der eckigen Klammer die Mittelwerte T=0 und h=- 2,22 km ein-

setzt, Letzteres wird auch durch die obige Verschiebungsrichtung nahegelegt; denn
ein Drittel des Schwarzen Meeres erreicht Tiefen von 2000 bis 2500 m.

Selbstverstindlich ist eine Schwerpunktsverschiebung bei der Regularisierung der
Erdkruste prinzipiell unméglich. Das scheinbare Auftreten einer Verschiebung kann
daher nur in der Unvollstdndigkeit des Storpotentiales (4.7) liegen, und zwar nach
Vening Meinesz (2) in der Tatsache, daB die durch die notwendigen Massenverschie-
bungen hervorgerufene Anderung des Potentiales auch in groBeren Tiefen Verformun-
gen der Fldachen gleicher Dichte der plastischen Erde zur Folge hat. Der Fehler ent-
steht also, wenn man die Erde unterhalb der Ausgleichsfliche des Druckes als starr
betrachtet.

§ 6 Der indirekte Effekt der Kondensation

Da wir beim Modell der horizontalen Isostasie, wie es Ubrigens auch bei den dlte-
ren isostatischen Modellen der Fall war, die Abplattung vernachldssigt haben, kann
beim Ubergang von der Stule des Normalspharoides auf die dquivalente Saule kein
Massenmoment K9 entstehen. Die Verlagerung der kugeligen Wasserschicht von 234 m
Dicke auf die idealisierte Lithosphdre nach dem in § 1 geschilderten Verfahren be-
wirkt lediglich eine geringfigige Verminderung des einheitlichen Tridgheitsmomentes
A =B = C. Hingegen bewirkt natirlich die Kondensation der Topographie auf die
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Kugel R und die Kondensation der isostatischen Kompensationsmassen auf die Moho-
flache R” in den Punkten der Erdoberfldche (Rg + h) eine Potential verminderung und
damit einen indirekten Effekt, den wir abschdtzen mussen. Bei dieser Kondensation
wird das Geoid Ry zum Rand der Erdmasse und wir konnten daher den Aufpunkt im
Geoid annehmen : | = Ry, Bemerkenswert ist ferner die Tatsache, daB3 nach Abschsp-
fung des Gliedes nullter Ordnung die Fldachendichten (4.9 und 10) die Form

- 4,442 + h 2M + 5T + h 5A
Py = QL+ —+7—); /L——QLu—-fm——-)+4R 6.1)

annehmen. Die Konstante A verschwindet also nicht vollstandig.

Den natirlichen Verhiltnissen entspricht es ohne Zweifel besser, wenn in jeder
Elementarsdule gemdB (2.6) die Topographie auf die halbe Meereshshe (R + 2,221 +
+h/2) = R + h/2) und gemaB (2.10) die isostatische Kompensation auf die lete der
Wourzel (R M’-T1/2) = - M - T/2) kondensiert wird. Damit ergeben sich die
Flachendichten :

N 4442 +h AT T 2ZM+ T+ h

/uf—A )+QL "/“;“A?T‘QL("T)*
O ) o

2M+ T + 6,663

+A(1-
( 4R
o

) ’ ' ) (6.2)

wenn man noch (2.16) und die zweite Gleichung (3. 1) heranzieht. Ohne die kon-
stanten Glieder (n = 0) wird schlieBlich:

XM+ T+h A

(¢] K]

Der duBBere Aufpunkt muB3 jetzt mindestens in der Oberflédche gewiihlt werden:
| = (Rg+h’) mith’ 2 0. Dies wire naturlich auch im friheren Falle des § 4 mog-
lich, jedoch véllig UberflUssig gewesen, weil bei Kondensation der Topographie auf

die gehobene Lithosphdre die Punkte des Geoides den Rand der Erdmasse bilden. Es
ist also
§ § [ h M- _A
=4 k R 2n+l 1+ (n+2)iﬁ— - (1) T][Q |'n,m- R I'\n,mjl ’
o o )
n=1m= - v
E E i M+ T/2 he
=4T |< R 2n+.| 1- (n+2)T - (n+1) RO:|'

n=1m=0 -

= 2M+T+h A
|E9Ln,m (1- 4R )+ 4R0 Tn,m]

(¢]
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und man erkennt, daf im gesamten Stérpotential das Glied mit h’ ausfdllt, d.h, die-
ses Potential bis auf Glieder hsherer Ordnung in den Oberflichen- und Geoidpunk-
ten dasselbe ist:

A A
AV-meE E m[ <2M+T+h“,m-?*‘n,m+fa%,m]

n=1 m=0

Gegeniber dem Storpotential (4.12) betrdgt der Zuwachs:

AV’—4‘JLI<QZ ZQ+]{222]n+ (T+h) ] m--:?—(nh)n’r}

n=1 m=0

>

und unter Beachtung von (4.14) fuor AQ=0,6: (T+h)=5,92 L, sowie von
AQ =1,3663 km:

km
4J’tkg E E +1 (2,221 n+2,960 n L m—8088)L e (6.4)
=1 m=0

Diesem Potentialzuwachs entspricht bei sofortiger Ausschaltung der Glieder n =1
folgende Anderung der Undulationens

m n ' k
_ ' 1 o =
A§ = 0,000228 E E T (22210 +2,900T - 8,088 T . (6.5)
n=2 m=0

Zur Abschidtzung des Effektes beschrinken wir uns auf die zonalen Glieder und fin-
den gemdB (5.2) und (4.17a) zundchst

31
) ] o,
§ = 0,000228 E . [(n+2) . 32,06+29,]8] AP Ging) (6.6)
n=2

und speziell fur Nord- und Sudpol:
§’NP =-8,54m; &p=+27,20m. (6.7)
Ganz analog liefert (6.5)

AgNP=+O,98m; ASSP=—O,]45m, (6.8)

so, dall dem Stsrpotential (6.3) die Undulationen



-2] -

§NP = 7,56m ; gsp ='+27,06m (6.9)

entsprechen: SchlieBllich ergibt sich im Aquator dus (6.6), (6.5) und (6.3) der Reihe
nach .

§ 4 =-2,468; A, =-0,046m; §A=—2,5]4m. (6.10)

%
§ 7 Die Ndherung zweiter Ordnung

Wir kehren zum Storpotential (4.12a) zurick. Dieses geht aus der Annahme her-
vor, dal die Abweichungen der tatsiichlichen Erde von der regularisierten Erde oder
dem Normalsphdroid blof3 durch Topographie und isostatische Kompensation bedingt
sind. Bei der Regularisierung erfahren nun nicht nur die Tragheitsmomente, sondern
alle Massefunktionen J; der tatsichlichen Erde, welche grundsitzlich aus den Bahn-
stérungen der kunsfllchen Satelliten ableitbar sind, gewisse kleine Anderungen. Fur
die Normalfigur verlangt man selbsfversfondllch Rofcflons— und Aquatorsymmetrie, so
daf3 nur gerade Massefunktionen J2| vorliegen, wihrend die ungeraden verschwin-
den: J2| +1 = 0. Ohne obige Hypothese bleibt aber die theoretische statische Abplat-
tung J5 unbekannt, weshalb wir auch fur das verkleinerte Normalsphéroid (1.5) den
empirischen Wert J2 108270.10-8 unter die Bestimmungssticke aufgenommen haben,
was den Vorteil mit sich bringt, daf3 der Bezugskdrper bis auf eine kleine Grofle 4.0,
dieselbe Abplattung wie das Geoid besitzt,

Um diese Frage nsher zu sfudleren vergleichen wir das Normalpotential in Naghe-
rung 2.0,

) N
_ k'E # 2 -
U2 = 7 [] - JZ(RO/I) PZ,O] (7.1)

mit dem tatsiichlichen Potential in gleicher Naherung

2
V2 = E[-E [] - J2(R /I) P2 ot (R /I cos 2 (N = )\,O)lez] ; (7.2)

wie es sich ergibt, wenn man das Koordinatensystem mit den Haupttriigheitsachsen des

‘Erdkdrpers zusammenfallen l6Bt; man vergleiche (4, Seite 384). Die beiden Masse-

funktionen sind wesentlich positiv:

AYBy g2, J =(B-A):4ERi . (7.3)

J, = (C- = gt 2.2

2

Es folgt fur das Storpotential A V2 = (V2- U2), also

k2E o 2
AVZ,O = - --I-—(Jz- J2)(RO/|) P2,O ; (7.4)
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2
O K°E 2
sz’2 =+ 5 J2,2 R /D cos 2 (A - AO) P2’2. (7.4)

Hierin bedeutet | 2 R_ den Radiusvektor des Aufpunktes, den wir zum Unterschied
von (4.7 u. 12a) nicht mehr unmittelbar mit dem mittleren Geoidradius R gleich-
setzen wollen,

Wir erweitern (4.12a) unter Beachtung von (4.5 u. 6) sinngemdB mit | und mit

4,3
E=3TR Q,

2
AV=k|E39 ZZZH (R/l)n+][n+2)3206+29 18:]L

QmR n=2m=0

2 E
=k|E 3¢9 Z 2n+1 R/|) [n+2) 32,06 + 29, ]8:|L o 7.9

QmR n=2m=20

Weil die eckige Klammer in km zu verstehen ist, dricken wir in dem vor dem Sum-
menzeichen stehenden Koeffizienten | und Ro gleichfalls in km aus. Setzen wir
tberdies | =R, mit 6¢2 1, so gilt:

K2E = 398603 km'sec™2; 30Q/0o . =1,4518918; R° = 258,599525285.10 k>
Qm (o]

und es folgt:

n+]
AV = 0,223793.107° E E ) +1 (1/c¢ ) (7.50)

n=2m=0

. [(n+2) . 32,06 +29,18} L o km . m.

;M

=}

=~
r\)

Mi’rg=l—<—2§-= ]/OC)

= 982,024 (1/0¢ )2. 107 km sec” 2 (7.6)
| R .

o N

ergibt sich die Undulation:

— n-1
0,000228 E E 5= +] /0¢) [n+2) 32,06 + 29, ]8] L m (7.7)

n=2m=0

in voller Ubereinstimmung mit (4.17a), wenn man ©€ = 1 setzt. Hierin ist der Klam-
merausdruck als reine Zahl zu verstehen, wihrend g und L in Metern ausgedriickt
werden,



Fur den Vergleich mit (7.4) setzen wir aber besser:

(== n

2 L
_ kE E E [ 2 (n+2).32,06+29,18 "n,m
o o
n=2m=0
(7.5b)
Fur die beiden Entwicklungen L und H ist A 20" 1176,37 m und 1005,61 m
und somit gemadB (5.1) !
— _ _ .2 ., _
L2,O—789,l9 Pz’o—(1l83,79sm CP 394,60) m. (7.8)
Damit liefert (7.5b) leicht
AV, . = ‘-(EE(R /2 . 89,1078 p (7.8)
2,0 | o o 2,0° ’
Vergleich mit (7.4) fuhrt auf
3 . i :
U= 0% = -89.108, % =+ 108359.107° . (7.9)
2 2 2
Andererseits folgt aus (4.17a) und (7.8) fur | = Ro
gzo 850]smCP - 2,831) §A- 2,831 m; §P=+5,670m.
(7.10)
Man muBte also fur das Normalsphiroid an Stelle von (1.5) annehmen:
o* = 6378,1628km; E = 346141,25.10'8; J; = +108359.10°° 7.11)
und findet hierfur unter Beibehaltung von J4 leicht : e =335380,3.10 -8
=1:298,169 und c*® = 6356,7717 km. ~ Damit folgt dber
a = 6378 160 km ;¢ =c* + gp 6356,7774 und e = 335247,16. ]0_8_
=1:298, 287 in sehr guter Uberemshmmung mit der Abplattung (l 5) .
Ferner gilt fur die beiden En’rwucklungen L und H: A 2,2 - 278,855,
resp. = 233,347 m und 32 5 = - 61,322, resp. - 78, ]O5m also
4 -
tz,z = (- 189,012 cos 2 A - 31,250 sin 2 )\«)lez(sin P )m. - 72)
Damit folgt aus (7.5b)
k E . -8
AVZ R/I -21,29cos 2\ -3,52sin 2 ).10 Py 5 (7.13)

und gemiB3 der zweiten Gleichung (7.4)
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g’

J, 2c052(}\. - Ao) =-(21,29cos 2\ + 3,52sin 2\ ). 100 (7.14)
oder

). =+21,58.100 ., A = od° 420 (7. 14a)
2,2 r90- i o - .

Die Achse des kleinsten Trigheitsmomentes oder die groBe Achse der Aquatorellipse
liegt somit im Meridian )to und es ist speziell an der Oberfldche der Bezugskugel
(- RO) und gemdB dem Theorem von Bruns:

e -8
AV, 5= = . 21,58.10 cos 2 (A - XO)P2 ¥
! o ' (7.15)
_ -8 _

€55 = Ry 21,58.107 cos 2 (M- )LO)P2,2— +1,375.c08 2 (A - )»o) Py o™
in voller Ubereinstimmung mit (4.17a). Wegen P2 5 = 3 cosz(P " folgt

§2,2 = 4,125cosz@'cosz()»- )\O)m. (7.15a)

Hingegen ist fur die beiden Entwicklungen L und H: A2,] =+ 444,102,
resp. 439,584 und 82 1 444,749, resp. + 336,950 m, also
[, | = (+274,854 cos A +315,017sin A ) Py Gin @) m (7.16)

oder mit >\'o = 94° 41" 40"

1

L ., = [+ 291,466 cos (A - A)-299,714sin (A- A )J P. .m. (7.16q)
2,1 o o 2,1

Sobald aber das Koordinatensystem mit den Haupttrigheitsachsen zusammenfillt, muB-

ten die beiden Koeffizienten von (7.16a) theoretisch mit den Deviationsmomenten

( % g ) und (Tlé ) verschwinden und man erkennt leicht, daB dann auch die Koef-

fizienten von (7.16), also unabhdngig von der Langenzihlung verschwinden muB3ten,
Da wir aber eine Schwerpunktsverschiebung gefunden haben, kénnten wir auch nicht

das Verschwinden von (7.16) erwarten, welches Glied somit ebenso wie L] "verbo-

ten" ist.

Es bleibt also in Naherung 2.0, allein die Summe aus (7.10 u. 15a) als Undula-
tion:

éZ =+ 8,501 sin2CP "+4,125 coszq)' cos 2 (A - Ao) -2,831 m (7.17)
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und wir erhalten folgende Tabelle der Undulationen in Metern:

(¢] (o] (¢]

225 270

(o]

(k—)\o) = 0° 45° 90° 135° 180 315

P’ = 0°|+1,29 -2,8 -6,9 -2,8 +1,29 -2,83 -69 -2,83
+30°|+2,39 -0,71 -3,80 -0,71 +2,39 -0,71 -3,80 -0,71
+45° [ +3,48 +1,42 -0,64 +1,42 +3,48 +1,42 -0,64 +1,42
+60° | +4,58 +3,55 +2,51 +3,55 +4,58 +3,55 +2,51 +3,55
+90° +5,67

Die groBe Achse der Aquatorellipse liegt im Meridian /\’o = 94,70 (Zentralasien),
was recht plausibel erscheint. Hingegen ist die Elliptizitit der Aquatorellipse mit
amax = 6378, 1628 +0,0013 = 6378, 1641 km und i, = 6378, 1558 km bloB =

= 1:768453, welcher Wert kaum als gesichert gelten darf. Tatstichlich hatte man
die Hypothese der Dreiachsigkeit, die in den DreiBigerjahren lebhaftem Interesse be-
gegnet war, bereits wieder weitgehend aufgegeben. Erst die neueren Ergebnisse der
Satellitengeoddsie haben das Problem wieder aufgeworfen. Man fand eine Differenz
der Aquatorhalbachsen von etwa 70 m; Uberdies liegt die groBe Achse, wie Ubrigens
auch bei den dlteren Bestimmungen, nahe dem Nullmeridian, was offensichtlich der
tatsdchlichen Verteilung von Land und Wasser widerspricht.

Mehr 168t sich aus dieser, selbstverstandlich streng Gquatorsymmetrischen Naherung
2. 0. noch nicht erkennen. Jedoch muB3 das durch (4.15 u, 17a) bloB in roher
N&herung definierte "isostatische" Geoid nahe mit dem aktuellen Geoid zu-
sammenfallen, vorausgesetzt, daf3 die unzweifelhaft vorhandene isostatische Massen-
lagerung durch das Modell der horizontalen Isostasie hinreichend erfaf3t ist und dal3
es vor allem keine weiteren Massenstsrungen im Erdk&rper gibt. Bedenkt man ferner,
daf3 die reine Topographie betrdchtlich gréere Undulationen erzeugen wiirde, dann
erhebt sich die wesentliche Frage, bis zu welchem Prozentsatz die lsostasie erfullt
ist; bekanntlich rechnet man mit ca. 90%. Davon abgesehen, miBte die durch die
entgegengesetzt gleichen horizontalen Massentransporte erzielte "Regularisierung"
der Erdkruste vollstindig sein und auf das, in seinen oberen Schichten durch die
dquivalente Stule beschriebene, verkleinerte Normalsphiroid zurickfihren, das als
Bezugskorper zu dienen hat. Das durch die isostatische Regularisierung aus dem ak-
tuellen Geoid ableitbare "kinstliche Geoid" der isostatischen Reduktion, auch
""compensated geoid" oder kurz "Co-Geoid" genannt, wire also mit dem Normal-
sphdroid identisch. Man beachte die begriffliche Unterscheidung: im Idealfall ist das
isostatische Geoid identisch mit dem aktuellen Geoid und das Co-Geoid identisch
mit der Normalfigur. Ansonst gewinnt man das isostatische Geoid, wenn man die aus
(4.17a) berechneten Undulationen auf dem Normalspharoid auftragt, und umgekehrt
das kinstliche Geoid der Isostasie, wenn man die entgegengesetzt gleichen Undula-
tionen vom aktuellen Geoid abtrigt. Sind also N die Hohen des aktuellen Geoides,
N die des Co-Geoides uber der Normalfigur, so gilt

N-g=N; ¢&=N-N (7.18)

und man nennt - § = f = (N - N)den indirekten Effekt der isostatischen Reduk-
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tion. Man kann auch & als die Erhebung des natirlichen Geoides tber das kunstliche
Geoid definieren; dann ist eben im Idealfall g = N und N = 0.

Unzweifelhaft haben die tatsdchliche und die regularisierte Erde die Rotationsach-
se und den Schwerpunkt in ihr gemeinsam. Demgegenuber weist die Entwicklung des
Storpotentiales (4.7 oder 12a) die "verbotenen" Glieder AV] und AV2,1 auf.
Es wdre aber voreilig, daraus den SchluB3 zu ziehen, daB3 das isostatische Modell un-
zuldnglich ist. Vielmehr hat schon Vening Meinesz (5) wie schon am SchluB3 des § 5
betont wurde, hierfir eine zwanglose Erklarung gefunden, die man so formulieren
kdnnte: man hat das Stérpotential aus Topographie und isostatischer Kompensation um
eindrittes Glied zu vermehren, das von der Deformation der Flidchen gleicher Dichte
im tieferen Erdinneren herrihrt und den verbotenen Gliedern entgegengesetzt gleich
ist, so daB man diese einfach weglassen darf. Bei dieser Uberlegung ist natirlich von
allen Fehlern in den Ausgangsdaten der Entwicklung abstrahiert.

_ Im folgenden seien die verbotenen Glieder berechnet. Mit den Koeffizienten von
L] (Seite 17) findet man aus (4.17a) unmittelbar

g . (+7,128 sin@’ +6,456 cos @ " cos A + 4,546 cos(P' sinA) m (7.19)

und dhnlich aus (7. 16)

€2 ;= (+1,972cosA. +2,260sin)»).3sin(P’cosCP' m = 7.20)
7 °
= (+5,916 cos A + 6,780 sin)\;)sinq)’ cos(P’ m .

Die Summe aus (7.19 und 20) liefert nachstehende Tabelle der verbotenen Glieder

N o° 45°  90°  135°  180°  225°  270°  315°
+ 90° +7,13

+60° | +11,96 +13,95 +11,38 +5,76 +0,38 -1,60 +0,96 +6,58
+45° | +12,56 +15,03 +11,65 +4,39 -2,48 -4,95 -1,57 +5,69
+30° | +11,72 +14,19 +10,44 +2,66 -4,59 -7,06 -3,31 +4,47

(¢]

00| + 6,46 + 7,78 + 4,55 -1,35 -6,46 -7,78 -4,55 +1,35
-30° | - 0,54 - 0,71 - 2,56 -5,00 -6,59 -6,41 -4,57 -2,13
-45° | - 3,43 - 4,03 - 5,22 -6,30 -6,65 -6,05 -4,87 -3,78
-60°| - 5,51 - 6,17 - 6,84 -7,11 -6,84 -6,18 -5,51 -5,23
- 90° - 7,13

Die verbotenen Glieder erzeugen im Nord- und Stdpol die entgegengesetzt gleiche
Undulation, weil & 2 1 inden Polen und im Aquator verschwindet, wihrend fur
@ ' = +45° die Exfrema eintreten:
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(+ 2,958 cos A + 3,390 sin A ym . (7.21)

é 2,1 wirde also Undulationen zwischen maximal + 4,49 m erzeugen. Besonders
bemerkenswert ist, da3 die verbotenen Glieder eine Hebung am Nordpol und eine
Senkung am Sudpol bewirken, in Ubereinstimmung mit dem Ubergewicht der Land-
massen auf der nérdlichen Hemisphidre. Es steht dies naturlich auch mit dem Vektor
der Schwerpunktsverschiebung im Einklang. Denn dieser schlief3t mit der Rotations-
achse den Winkel B = (90° - @ ) =47° 56’ ein und es folgt mit (5.8) als Hebung
im Nordpol € =9,76 cos 8 = 6,54 m, was mit obigem Wert 7,13 m befriedigend
Ubereinstimmt, wenn man die ganz verschiedene Ableitung der Formeln (4.17a) und
(5.8) bedenkt., Erwdhnt sei noch, daB man fiktiv in (7.2) und (7.5b) das zonale
Glied L1,0 mitnehmen kdnnte, was auf eine "Massefunktion" J1 g =-111,9.10"
fuhren wirde. AbschlieBend sei noch betont, daf die verbotenen Glieder gemdl der
letzten Tabelle fur die zugehdrigen Undulationen den quadratischen Mittel wert
6,85 m liefern, wihrend die erlaubten Glieder (Tabelle Seite 25) den um mehr als
50% kleineren Mittelwert 3,10 m ergeben.

Wiren die topographischen Massen die alleinige Ursache des Stérpotentiales, so
hatte dies betrachtliche Undulationen zur Folge, wie man schon aus der zugehsrigen
Schwerpunktsverschiebung von 540 m erkennt, welche im isostatischen Falle auf
knapp 10 m absinkt. Hingegen kann die Korrelation zwischen den Meereshshen und
den topographischen Massendifferenzen durch die isostatische Kompensation nicht
aufgehoben werden. Denn die Kompensationsmassen sind kleiner und weiter vom Ge-
oid entfernt, so dafl das Stdrpotential im Geoid nur stark verkleinert wird, aber we-
der verschwinden, noch gar im Vorzeichen umgekehrt werden kann.

§ 8 Die Naherung vierter Ordnung

Bei dieser Ndherung interessiert zuerst die Differenz zwischen der Massefunktion
JZ des verkleinerten Normalsphiroides und der Massefunktion J4 des isostatischen
Geoides. Mit den Ausgangsdaten — vgl. (7.11) -

KPE = 398603.10'° cmSsec ™2 ; w2 = 5,3620685.10°° sec 2 ;

o® = 6378,1628km; E*= 349042,73.10°° | J’z‘ = 108358,87.10

8 (8.1)

findet man die einparametrige Gleichgewichtsfigur:

* -8 * -
e = 336825,48.10 ~ ; f4 =-319,23.10

8 #*

8
:‘J4

= - 308,86.10 (8.2)

und sodann mit der heutigen Rotationsgeschwindigkeit und den vier weiteren Daten
(E,a™, J’Q'., Jlf)das verkleinerte Normalsphiroid, natirlich fast identisch mit dem Re-
sultat aus (7.11) :

e* = 335379,80.10°C =1:298,169; f*

8
4 .

=-316,70.10" (8.3)
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Fir die beiden Entwncklungen L und H ist Ag4 0 = 950,352, resp. 837,921 m

und daher L4 0 + 627,737 P4,0m Es folgt for | = Ro gemdB (7.5b)
2 2
_ k'E -8 . k'E "
AV4’0 ——R—o— . 55,27.10 P4,0_ - —R—O— (J4_J4)P4,O
oder
U -y = -5527.108, J = - 364,13.107° (8.4)
4 "4 10 ! 4 r19- . .

Durch die Glieder 3.0. wird bereits die Aquatorsymmetrie zerstort. Fur die zonalen
Glieder findet man A - 379,778, resp.

- 56,125 m und daher L

= - 358,169 P .f 30
= - , 3’Om, also
€ -8 -8
V3,o = - 'Ii" . 34,68.10 'Ps,o i J3 = +34,68.10 °
(8.5)
§3—- 330 -2,21,P3,Om

Damit ergibt sich am Nord- und Sidpol die entgegengesetzt gleiche Undulation von
12,21m, in Ubereinstimmung it der Tatsache, dal am Nordpol das Eismeer und
om Sudpol ein Kontinent vorliegt.

Insgesamt resultieren in Ndherung 4.0. folgende Undulationen:

QP,\)V 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105°
+ 90 + 6,97
+75° | +1,30 +1,66 + 2,48 + 3,56 + 4,68 + 5,65 + 6,31 + 6,55
+60° | -538 -3,53 - 1,08 + 1,52 + 4,03 + 6,20 + 7,51 + 7,42
+45° | -7,73 -3,92 - 0,58 + 1,86 + 4,04 + 6,51 + 8,68 + 8,95
+30° | -5,06 +0,41 + 3,27 + 3,23 + 2,64 + 3,91 + 6,91 + 8,84
+15° | - 1,46 +4,87 + 6,53 + 3,19 - 1,20 - 2,16 + 1,19 + 5,44
o° | -1,25 +4,90 + 5,81 + 0,68 - 6,09 - 8,94 - 5,92 - 0,10
-15° | -4,55 +0,58 + 1,68 - 2,59 - 8,85 -12,04 - 9,84 - 4,18
-30° | -7,14 -3,44 - 1,68 - 3,41 - 6,89 - 8,89 - 7,50 - 3,51
-45° | -4,84 -2,52 - 0,48 + 0,07 - 0,47 - 0,82 + 0,02 + 1,93
-60° | +2,13 +3,45 + 5,04 + 6,33 + 7,15 + 7,70 + 8,19 + 8,63
-75° | +9,15 +9,81 +10,57 +11,30 +11,89 +12,28 +12,44 +12,33
- 90° +11,39
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CN 120° 135 150 165 180 195 210 225
+90° + 6,97
+75° | + 6,42 + 6,08 + 5,80 + 5,84 + 6,34 + 7,27 + 8,40 + 9,40
+60°| + 5,71 + 2,87 + 0,04 - 1,45 - 0,85 + 1,77 + 5,52 + 9,15
+45° | + 6,03 + 0,34 - 5,86 - 9,70 - 9,45 - 5,39 + 0,62 + 6,39
+30°| + 6,71 + 0,14 - 7,88 - 13,21 - 13,41 - 9,15 - 3,06 + 2,44
+15°| + 6,06 + 1,53 - 5,42 -10,38 - 10,91 - 8,03 - 4,40 - 1,55
0°| + 3,56 + 2,66 - 1,13 - 4,38 - 5,28 - 4,84 - 4,83 - 5,23
-15°| + 0,8 + 2,81 + 1,98 + 0,30 - 1,23 - 3,17 - 5,9 - 8,24
-30°| + 0,66 + 3,07 + 3,33 + 2,06 - 0,24 - 3,53 - 7,17 - 9,42
-45°| + 3,91 + 4,94 + 4,58 + 2,90 + 0,19 - 3,04 - 5,94 - 7,19
-60°] + 8,79 + 8,36 + 7,21 + 5,38 + 3,13 + 0,90 - 0,74 - 1,24
-75° | +11,95 +11,28 +10,37 + 9,29 + 8,19 + 7,21 + 6,52 + 6,24
- 90° | +11,39
‘N 240°  255°  270°  285°  300°  315°  330°  345°
+90° + 6,97
+75° | + 9,94 + 9,81 + 8,95 + 7,48 + 5,67 + 3,88 + 2,42 + 1,54
+60° | +11,53 +11,9 +10,25 + 6,78 + 2,37 - 1,84 - 4,83 - 5,99
+45° | +10,27 +11,45 + 9,66 + 5,18 - 0,91 - 6,74 -10,27 - 10,42
+30° | + 6,28 + 8,20 + 7,75 + 4,31 - 1,71 - 8,08 - 11,54 - 10,18
+15° | + 0,94 + 3,77 + 5,98 + 5,28 + 0,58 - 5,94 - 9,85 - 7,97
o°| - 4,07 - 0,08 + 5,02 + 7,27 + 4,07 - 2,77 - 8,00 - 7,30
-15° | - 7,44 - 2,45 + 4,34 + 8,25 + 6,07 - 0,84 - 7,32 - 8,64
-30°| - 8,20 - 3,13 + 3,34 + 7,18 + 5,67 - 0,22 - 6,47 - 9,06
-45° | - 5,77 - 1,88 + 2,65 + 5,33 + 4,55 + 0,90 - 3,27 - 5,48
-60°| - 0,35 + 1,61 + 3,81 + 5,19 + 5,18 + 3,99 + 2,51 + 1,73
-75° | + 6,36 + 6,79 + 7,35 + 7,84 + 8,15 + 8,31 + 8,44 + 8,69
- 90° | ' +11,39

Das quadratische Mittel dieser Werte ist + 6,30 m. Die Differenz der beiden Pol-
werte stimmt mit (8.5) Uberein. Die Zunahme der mittleren Undulation an den bei-
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den Polen von + 5,67 m auf + 9,18 m steht mit dem aus (8.4) hervorgehenden Wert

¥
§4,0 = -R (U, -J,) = +3,5m (8.4a)

im Einklang. Hétten wir ferner die verbotenen Glieder nicht von vornherein ausge-
schieden, dennoch aber mit den Gleichungen (7.1 u. 2) operiert, so hdtte sich na-
turlich Jy = - 111,9 mit J3 vereinigt und wir hitten erhalten:

Jyf = +34,7 - M,9 = -77,2.10 . (8.5q)

Die Geoidhshen an den beiden Polen wiren nicht 1 2,21 m, sondern umgekehrt:
+ 4,92 m.

§ 9 Die Naherung siebenter Ordnung

Schon A. Prey (6) hat bei seinen synthetischen Untersuchungen gezeigt, da3 sich
im unkompensierten Falle, also aus der reinen Topographie, Geoidhebungen bis zu
1620 m in Zentralasien und Geoidsenkungen bis zu 1260 m im Stillen Ozean erge-
ben. Fur eine kompensierte Kruste und bei Zugrundelegung dlterer isostatischer Mo-
delle, vorwiegend nach Airy, haben Prey (7), Lambert (8) und K. Jung (9) in ziem-
lich guter Ubereinstimmung Undulationen gefunden, die bis etwa 70 m ansteigen,
wobei abermals die hohen Werte iiber den Kontinenten und die niedrigen tber den
Ozeanen auftreten. Demgegeniiber erreichen die Undulationen kaum 30 m, wenn
man die horizontale Isostasie zugrundelegt. Es &t sich leicht zeigen, dafd bei der
Entwicklung der Lithosphidre die charakteristischen Zuge des Erdreliefs bereits in Na-
herung 7. O. allmghlich hervortreten, weshalb wir im folgenden auch die Undula-
tionen der isostatisch kompensierten Topographie in Naherung 7. 0. berechnen wol-
len. -

Bei der Entwicklung der gesamten Topographie verwendet man gemdB (2.6) besser
die Funktion L, d.h. eine homogene Kruste, bei welcher mit Vening Meinesz die
Wassermassen auf die Sialdichte 2,67 kondensiert gedacht sind. Der Anteil der ein-
zelnen Ordnungen am Gesamtbild kann dann auf Grund der quadratischen Mittel wer-
te

_ A + B
[’ = E n,m n,m 9.1)
" 2n+ 1

abgeschidtzt werden. Man findet fur diese Mittelwerte der Reihe nach:

n=0:L" =1366kn; n=3:t;20,]57km;
1 1,117 4 0,222
2 0,408 5 0,383



n=6:t'n=o,185km; n:9:t'n=o,139km;
7 0,183 10 0,040
8 0,025 11 0,064
In jeder Ordnung n Uberwiegt bei weitem das zonale Glied A . Ferner ver-

schwinden fur alle n 2 7 bereits alle tesseralen Anteile mit MOm 2 5. Es war
natirlich nicht zu erwarten, daB die Mittelwerte mit wachsendem n monoton abneh-
men; auffallend ist aber der kleine Wert fur n =3 und besonders der groBe Wert fur
n=5. Jedenfalls aber lehrt die kleine Tabelle, daB die Hervorhebung der Néherung
7.0O. gerechtfertigt ist.

In Ndherung 7.0O. ergeben sich folgende Undulationen:

N 0° 152 30°  45°  60°  75°  90°  105°

+ 90° + 0,22
+75°| - 0,17 - 0,79 - 1,23 - 1,43 - 1,29 - 0,76 + 0,13 + 1,25
+60°] - 1,33 - 1,18 - 0,78 - 0,12 + 1,00 + 2,82 + 5,03 + 6,78
+45° | - 4,22 - 2,42 - 0,60 + 1,30 + 4,11 + 8,54 +12,62 + 12,89
+30°} - 1,62 + 0,83 + 1,85 + 1,38 + 2,50 + 8,41 + 14,71 + 13,44
+15°| + 0,20 + 4,53 + 4,98 - 0,45 - 5,53 - 2,47 + 4,53 + 5,41
0°| - 5,49 + 3,51 + 6,54 - 0,89 -10,85 - 12,84 - 7,81 - 2,57
-15°| - 7,83 + 3,15 + 7,29 + 1,30 - 7,41 -11,05 - 9,04 - 3,02
-30°| - 4,01 + 2,28 + 3,21 - 0,56 - 3,97 - 4,92 - 4,65 - 2,41
-45°| - 4,75 - 3,9 - 5,04 - 5,86 - 4,52 - 2,45 - 2,17 - 3,20
-60° | - 2,51 - 2,43 - 1,79 + 0,09 + 3,09 + 5,72 + 6,48 + 5,34
-75° | +13,84 +14,87 +16,31 +18,04 +19,75 +21,03 +21,53 +21,18
- 90° + 24,76

N 120°  135°  150°  165°  180°  195°  210°  225°

+ 90° + 0,22

+75° | + 2,35 + 3,26 + 3,85 + 4,19 + 4,41 + 4,72 + 5,20 + 5,77
+60° | + 7,40 + 6,83 + 5,43 + 3,79 + 2,68 + 2,99 + 5,20 + 8,85
+45° | + 8,63 + 2,58 - 2,46 - 5,69 - 7,27 - 6,71 - 2,84 + 4,40
+30° | + 4,19 - 5,87 - 11,07 - 11,47 -10,36 - 9,86 - 8,22 - 2,46
+15°| - 0,82 - 7,59 -10,29 - 8,57 - 5,49 - 5,17 - 6,85 - 5,55
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N 120° 1352 150°  165° 180°  195°  210°  225°

(¢]

°| + 0,72 + 1,46 - 1,34 - 4,52 - 4,90 - 4,85 - 5,71 - 5,03

(o]

-15° | + 5,66 +11,17 + 7,98 - 0,02 - 5,39 - 6,82 - 5,78 - 3,12
-30° | + 3,14 + 8,52 + 8,57 + 3,78 - 1,54 - 4,93 - 5,43 - 3,29
-45° | - 2,93 - 0,75 + 1,26 + 1,18 - 1,30 - 4,95 - 7,44 - 7,19
-60° | + 3,67 + 2,66 + 2,26 + 1,50 - 0,34 - 2,9 - 5,04 - 5,37
-75° | +20,13 +18,68 +17,02 +15,26 +13,51 +11,95 +10,82 + 10,34
- 90° + 24,76

N 240°  255°  270°  285°  300° 315° 330°  345°
+ 90° + 0,22

+75° | + 6,23 + 6,32 + 5,90 + 5,02 + 3,86 + 2,65 + 1,54 + 0,60
+60° | +12,45 +14,21 +13,07 + 9,43 + 4,94 + 1,39 - 0,51 - 1,19
+45° | +12,50 +17,14 +15,10 + 6,85 - 2,99 - 8,89 - 9,12 - 6,56
+30° | + 6,36 +12,87 +11,93 + 2,67 - 9,58 - 16,08 - 13,26 - 6,44
+15° | - 0,42 + 4,67 + 6,87 + 4,36 - 3,11 -10,17 - 10,53 - 5,46

0° | - 3,43 - 2,49 + 1,28 + 8,11 + 9,39 + 1,03 - 8,91 - 11,45
-15° | - 2,30 - 4,21 - 1,64 + 8,25 +14,20 + 6,35 - 8,01 - 14,27
-30° | - 1,75 - 2,35 - 0,73 + 5,46 + 9,34 + 4,14 - 5,36 - 8,90
-45° | - 5,11 - 2,92 - 0,68 + 1,62 + 1,98 - 0,98 - 4,85 - 6,08
-60° | - 3,86 - 1,46 + 0,68 + 1,77 + 1,45 + 0,06 - 1,43 - 2,29
-75° | +10,51 +11,11 + 11,84 +12,41 +12,72 +12,84 +12,94 +13,23
- 90° + 24,76

Der quadratische Mittelwert der Undulationen ist gegeniber der Naherung 4.0O. um
1,36 m angestiegen; er betrédgt jetzt + 7,66 m. Die nicht unbetriichtlichen Unter-
schiede der beiden Naherungen sind wohl in erster Linie auf den EinfluB3 des Uber-
raschend groBen zonalen Gliedes 5. O. :f5,o = - 1266,9 m zurickzufthren. Na-
mentlich die groen Undulationen in der Antarktis sind sicher nicht reell, worauf zu-
erst K, Bretterbauer hingewiesen hat. Denn dieser Kontinent ist von einer michtigen
Eisschicht bedeckt, was naturlich bei der Delfter Entwicklung unbericksichtigt blieb.
Die Hohen in der Antarktis und d@hnlich auf Grénland miten also vermindert werden,
indem man gedanklich die Eisschicht auf die Sialdichte kondensiert, um so die Mas-
sendifferenzen (2.2) dieser Kontinentalsgulen sinngemdB zu korrigieren,

In der folgenden Figur ist das isostatische Geoid in Nidherung 7.O. in Mollweides
elliptischer Projektion dargestellt. Gemdl der stark ausgezogenen Nullinie reprisen-
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tieren Eurasien und Afrika einen geschlossenen Kontinentalblock und @hnliches gilt
fur Nord- und Sudamerika, welch letzteres noch mit der Antarktis verbunden ist,
wahrend Australien durch Indonesien entsprechend vergroBlert erscheint. Die Schich-
tenlinien sind in 5m-Abstinden gegeben; ein deutliches Maximum ist im Himalaya
erkennbar, ein zweites in den Rocky Mountains. Schwicher ausgeprigt sind die
Maxima in Sudamerika und in Australien. Minima liegen auf der Nordhalbkugel im
Stillen und im Atlantischen Ozean, auf der Stdhalbkugel im Atlantischen und im In-
dischen Ozean vor. Die Undulationen in Grénland und besonders in der Antarktis
sind stark Uberhoht, weil dort gemdB (2.2), wie soeben erwihnt, die Massendifferen-
zen betrichtlich Uberschitzt sind. Diese Korrektur soll spater gesondert durchgefuhrt
werden,
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Fig. 9.1

Isostatisches Geoid 7. Ordnung in 5 m - Schichtenlinien,
. Projektion von Mollweide,
Aquatorialmafistab ~ 1 : 220 Millionen.
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§ 10 Die zonalen Glieder und die zugehsrigen Massefunktionen

Beschridnken wir uns auf die zonalen Glieder A, 5 und damit auf ein rotationssym-
metrisches Storpotential, so folgt aus (7.5 - 7)

oo
2
AV = E—E 0,000228 R /I (n+2) . 32,06 + 29,18
P z 2n+] o ’ ’ o
n=2 (10.1)
. (An,O/RO) P
und
co
_ ' 1 n :
€ = 1.0,000228 g 5 R [(n+2} 32,06 + 29,18](Anlo/Ro)Pn’o
: n=2" : (10.2)

Fur einen Aufpunkf im Geoid (I = Ro) gilt demnach in Ubereinstimmung mit (4.17a)
o

€. = 0,000228 Z 2]+] [(n+2) 32,06 + 29, 18} rfmo P o (10.2a)
‘ n=2
wobei speziell in den beiden Polen fir gerades n : Pn,o=*1 und Fur ungerades
n: Pn,o = + 1 ist, Man findet hierfur in leicht verstandlicher Weise:
.0,000228 _An(’,“o l(,”‘)
n= 2: 31,484 — 0,0071 7489 + 789,2 + 5,662
3 27,069 0,0061 6875 - 358,2 - 2,209 +
4 24,616 0,0056 0974 + 627,7 + 3,521
5 23,055 0,0052 5400 - 1266,9 - 6,656 +
6 21,974 0,0050 0765 + 660,5 + 3,308
7 21,181 0,0048 2694 - 705,0 - 3,403 +
8 20,575 | 0,0046 8883 + 103,3 + 0,484
9 20,097 -~ 0,0045 7990 - 604,4 - 2,768 +
10 19,710 0,0044 9171 - 180,9 - 0,812
11 19,390 0,0044 1879 - 298,4 - 1,319 +

—
N

19,121 0,0043 5748 - 169,0 - 0,736



.0,000228 Alm) < (m)

n,o

13 : 18,892 —= 0,0043 0530  + 299,8  + 1,291 -

o)
Il

14 18,695 0,0042 6040 - 478,0 - 2,036
15 18,523 0,0042 2121 + 240,6 + 1,016 -
16 18,372 0,0041 8680 - 350,8 - 1,469
17 18,238 0,0041 5626 - 47,9 - 0,199 +
18 18,118 0,0041 2891 - 15,9 - 0,066
19 18,011 0,0041 0453 - 222,3 - 0,912 +
20 17,915 0,0040 8265 + 73,8 + 0,301
21 17,827 0,0040 6260 - 184,4 - 0,749 +
22 17,747 0,0040 4436 - 42,0 - 0,170
2 17,674 0,0040 2773 - 206,9 - 0,834 +
24 17,607 0,0040 1246 - 57,0 - 0,229
25 17,545 0,0039 9833 - 164,2 - 0,657 +
26 17,488 0,0039 8534 +211,4 + 0,843
27 17,435 0,0039 7326 - 12,2 - 0,048 +
28 17,386 0,0039 6209 - 41,8 - 0,166
29 17,340 0,00395161 - 145,0 = 0,573 +
30 17,297 0,0039 4181 + 227,6 + 0,897
31 17,257 0,0039 3270 + 38,0 + 0,149 -

Mit samtlichen Gliedern resultieren an den beiden Polen dv‘ie Undulationen
§p = - 854m ; {op =+ 27,20m (10.3)
und somit eine "Birnenform" von 317,87 m.

Es seien noch die Undulationen im Aquator berechnet. Hier verschwinden alle Ter-
me mit ungeradem n, wihrend die geraden Terme der Reihe nach liefern:
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éP Pn,o gA

n =2 + 5,662 . - 0,5 = - 2,81m
4  + 3,521 ., + 0,375 + 1,320
6 + 3,308 . - 0,3125 - 1,034
8 + 0,484 , + 0,2734375 + 0,132
10 - 0,812 . - 0,2460 938 + 0,200
12 - 0,736 . + 0,2255859 - 0,166
14 - 2,036 . - 0,209 727 + 0,426
16 - 1,469 . + 0,1963 806 - 0,288
18 - 0,066 . - 0,1854706 + 0,012
20+ 0,301 . + 0,1761 971 + 0,053
22 - 0,170 . - 0,1681 881 + 0,029
24 - 0,229 . + 0,1611 803 - 0,037
26+ 0,843 . - 0,1549810 - 0,131
28 - 0,166 . + 0,149 460 - 0,025
30+ 0,897 . - 0,1444 644 - 0,130 m.
Es folgt:
f;'-i = - 2,47 m. (10.4)

Die Undulation in der Kugel vom Radius | 2 Ry kann gemdB (10.2) in leicht er-
sichtlicher Weise auch geschrieben werden:

oo

g(sin (P') = Z (Ro/l )n-] § n,P Pn,o(Sin q)') , (10.5)

n=2

wenn é n,p Wwiein obiger Tabelle den in Metern ausgedriickten Anteil des n-ten
Cliedes an der Undulation im Nordpol des Geoides bezeichnet. Selbstverstdndlich
mussen die Undulationsanteile é der einzelnen Glieder der Entwicklung bei wach-
sender Erhebung Uber einen bestimmten Punkt des Geoides monoton in ihrem Absolut-
betrag abnehmen und dasselbe gilt naturlich fur jede endliche Summe gleichbezeich -
neter Glieder. So erhalten wir z.B. fur unsere Ndherung 7.Ordnung.
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Radius : n=2 3 4 5 6 7
Ro + 5,662 - 2,209 + 3,521 - 6,656 + 3,308 - 3,403 m
Ro + 1000 km + 4,894 - 1,650 + 2,274 - 3,715 + 1,596 - 1,419
2R, + 2,81 - 0,552 + 0,440 - 0,416 + 0,103 - 0,053
3Ro + 1,87 - 0,245 + 0,130 - 0,082 + 0,014 - 0,005
4RO + 1,416 - 0,138 + 0,055 - 0,026 + 0,003 - 0,001
5Ro + 1,132 - 0,088 + 0,028 - 0,011 + 0,001 - 0,000

Damit und mit obigen Werten fir P, o im Aquator finden wir fur die beiden Pole
und im Aquator:

Radius : Nordpol Aquator  Sudpol
R_ +0,223 - 2,545 +24,759m
Ro +1000 km : +1,980 - 2,093 + 15,548
R +2,353 - 1,282 + 4,395
3R +1,699 - 0,899 + 2,363
4Ro +1,309 - 0,688 + 1,639
5R0 +1,062 - 0,556 + 1,160

Jedes Storpotential setzt sich offensichtlich aus dem EinfluB positiver und negativer

Stérmassen zusammen, der in jedem Geoidpunkt eine positive.oder negative Undula-
tion erzeugt, welche bei einer vertikalen Erhebung in ihrem Absolutbetrag im allge-
meinen monoton, jedoch perzentuell recht verschieden abnimmt, um in einer gewis-
sen Hshe praktisch zu verschwinden. Es kann aber auch gelegentlich der Fall eintre-

-ten, daBl die Undulation zuerst in ihrem Absolutbetrag wiichst und erst nach Errei-

chung eines Maximums monoton abnimmt, wie es im vorliegenden Beispiel fur den
Nordpol zutrifft. Entsprechende Verdichtung obiger Tabelle lehrt, daf die maximale
Undulation gma = 2,658 m in einer Hohe von etwa 3100 km auftritt. Wenn auch
die Zunahme der Undulation mit 2,435 m nicht allzu groB ist, so Uberrascht die Hohe
des Maximums einigerma3en. Allerdings darf nicht Ubersehen werden, dafl das Maxi-
mum sehr flach ist; die Zunahme der Undulation betragt von der Hshe 2000 km bis
zum Maximum nur 12 cm. Jedenfalls aber bedarf dieses Verhalten noch einer kriti-
schen Untersuchung.

Unser Storpotential (10.1) und die zugehsrige Undulation (10.2 oder 5) wurden aus
den vollstandigen Ausdricken (4.7, resp. 4.17a u. 12a) durch Beschrinkung auf die
zonalen Glieder bis einschlieflich der 7. Ordnung gewonnen und es ist selbstver -
standlich, dafB3 eine derartige, willkirliche Auswahl der Glieder das Ergebnis beein-
flussen muB. Uberdies wurde das Stérpotential (4.7) unter der fiktiven Annahme einer
Kondensation der gesamten Topographie auf die gehobene Lithosphidre sowie einer
Kondensation der isostatischen Kompensationsmassen auf die Mohofldche berechnet.



Der indirekte Effekt dieser Kondensation wurde bereits in § 6 untersucht. Der "Zu-
wachs" (6.4) und die zugehdrigen Verbesserungen der Undulationen im Geoid sind
allerdings selbst wieder nur ndherungsweise abgeleitet, d.h. die einheitliche Kon-
densation auf die Lithosphidre und die Mohofldche sind blo8 mehr individuell durch
Kondensationen der Topographie auf die halbe Meereshshe und der isostatischen Kom-
pensation auf die Mitte der Wurzel, resp. der Antiwurzel ersetzt. Gleichung (6.5)
liefert im Nordpol der Reihe nach folgende Korrektionen in mm:

n=2 : A&=+ 369 n=12 : AC=-194 n=22 : A =- 8,2mm

3 + 53,7 13 +81,8 23 - 28,9
4 +130,8 14 - 12,1 24 - 10,9
5 +413,0 15 + 63,6 25 - 26,0
6 +196,4 16 - 26,2 26 +59,9
7 + 76,6 17 - 8,4 27 - 2,5
8 + 16,9 18 - 3,0 28 - 8,4
9 + 30,5 19 - 28,0 29 - 24,6
10 - 17,3 20 +16,6 30 +67,0
M

- 19,6 21 - 26,4 31 + 8,9
also im Nord- und Sudpol:
NP : A& =+ 982,7 mm; SP: AT =- 144,7 mm (10. 6)

Im Aquator findet man:

n=2 :A%=— 18,5 n=12 : A€=— 4,4 n=22 : A€ =+ 1,4mm
4 + 49,1 14 + 2,5 24 - 1,8
6 - 61,4 16 - 5,1 26 - 9,3
-8 + 4,6 18 + 0,6 28 - 1,3
10 + 4,3 20 + 2,9 30 - 9,7
und insgesamt:
A( = - 46,1 mm . (10,7)
Bis n = 7 einschlieBlich folgen damit die korrigierten Undulationen:
Radius H n = 2 3 4 5 6 7
Ro + 5,699 - 2,155 3,652 - 6,243 + 3,504 - 3,326

N
R+ 1000km : + 4,92 - 1,610 + 2,358 - 3484 + 1,690 - 1,387
2 Rg + 2,850 - 0,539 + 0,457 - 0,390 + 0,110 - 0,052
3 R, + 1,900 - 0,239 + 0,135 - 0,077 + 0,014 - 0,005
4R, + 1,425 - 0,135 + 0,057 - 0,024 + 0,003 - 0,001
5R, + 1,140 - 0,08 + 0,029 - 0,010 + 0,001 - 0,001

+ + + o+



also in den beiden Polen fur diese Radien:

NP : + 1,131; + 2,493; + 2,436; + 1,728; + 1,325; + 1,073 m
SP i + 24,579; + 15,455; + 4,398; + 2,370; + 1,645; + 1,267 m.

Weitere Verdichtung lehrt, daBl das Maximum der Undulation + 2,887 m ungefihr
zur Hohe 2600 km gehért. Die Hohe des Maximums ist also um rund 500 km, die Zu-
nahme selbst auf (+ 2,887 - 1,131) =+ 1,756 m gesunken. Trotz der im allgemeinen
nur wenige Zentimeter betragenden A& - Werte lediglich n=5 fallt mit
413 mm stdrker heraus ist somit eine merkliche Reduktion eingetreten und man
darf erwarten, daB bei einer exakten Berechnung des Stérpotentials das Maximum der
Undulation wie auch seine Hohe Uber dem Geoid weiter absinken.

Demgegenuber finden wir gemdB (10.2) fur alle zonalen Glieder bis einschlieBlich
n =31 folgende Undulationen Uber dem Nordpol:

R :€ = -8,539m; R + 3600km : & =+ 2,555m

(o] (o]

R+ 100 km - 6,724 R+ 3800 km + 2,558
R+ 800 km - 0,212 R+ 4000 km + 2,566
R+ 900 km +0,076  R_ + 2,343
R+ 1000 km +0,344 3R + 1,699
R+ 2000 km +2,073 4R + 1,309
R, + 3000 km +2,497m; 5R_ + 1,062 m.

Diese Undulationen sind also anfanglich stark negativ, gehen in einer Hshe von etwa
870 km durch Null und wachsen bis zum Maximum in der Hshe von etwa 3800 km
weiter an. Fur Hohen Uber 6400 km sind sie bereits identisch.mit den Naherungen fur
n=7,d.,h. die Glieder n > 7 sind hier bereits ohne EinfluB3.

Zusammenfassend kdnnen wir sagen: da bei einer echten Regularisierung der tat-
sdchlichen Massenkonfiguration der Erde die Gesamtmasse naturlich erhalten bleibt,
wird sich das Stdrpotential aus positiven und negativen Teilen zusammensetzen, und
es kann in bestimmten Punkten der Fall eintreten, daf die Undulationen bei einer Er-
hebung Uber das Geoid anfanglich in ihrem Absolutbetrag zunehmen, ja sogar ihr Vor
zeichen d@ndern, Befremdend ist allein, wenn das Maximum erst in einer Hohe von et-
lichen 1000 km auftritt. Doch darf nicht Ubersehen werden, dafl wir das Stdrpotential
nur ndherungsweise berechnet haben, dafl wir Uber die freien Parameter des Problems
willkurlich verfugt haben und daB3 vor allem im vorliegenden Beispiel eine wil lkurli-
che Beschrinkung auf die zonalen Glieder vorgenommen wurde.

Wir wenden uns den zonalen Massefunktionen zu. Aus (7.4 und 8.4) folgt zusam-
men mit (10.2) unmittelbar fur jedes n :

(J - J*)n = - QNP /R (10.8)
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und damit auf Grund der ersten Tabelle dieses Paragraphen

*y _ -8 _ -8 ~ -8
(Jy-d7) = - 88,87.107; J, =+ 11,5510 ; J, =+ 2,67.10 ;
Jy =+ 34,67 g = - 20,27 Jpg = * 13,09
* _ — —
(4 -9 = - 55,27 Iy =+ 81,9 oy =+ 3,59
Jy =+ 104,47 p Jyg = - 15,95 . Jps =+ 10,31 P
J = - 51,9210 °; J., =+ 23,06.10 ; J,, = - 13,23.10°";
6 ’ gl 16 g’ 26 8
J, =4 53,4100 J =+ 03,1200 ; J =+ 0,75.10
Jg = - 7,60 Jig =+ 1,04 Jyg =+ 2,61
Jo =+ 43,45 Jjg = *+ 14,32 Jyo =+ 9,00
Jo =%t 12,75 P Jog = - 4,73 y Jyg = - 14,08 P
Jy =t 20,70.1070; 4, =+ 11,760000; U= - 2,34.10

Dabei sind nur die beiden ersten Massefunktionen der Normalfigur bertcksichtigt,
weil bereits Jé* vernachlassigt werden darf, wenn man die untere Grenze mit
+ 1.10°8 ansetzt. Mit den normalen Werten (8.1 u. 2):

8 #* 8

J, = 108359.10" " ; Jy = - 309.10° (10.9)
gilt fur die tatsdchliche Erde:

_ -8 _ -8
J, = 108270.10 " ; J, = - 364.10 (10.10)

2 4

Es sei bemerkt, daf3 einer Undulation von + 1 m eine Massefunktion von
+ 15,70. 10-8 entspricht, Demgegenuber haben die normalen Massefunktionen be-
kanntlich abwechselndes Vorzeichen und nehmen nach einer Art Faustregel gendhert
mit den Potenzen der Abplattung ab.

Irgendein bundiger SchluB3 auf das Verhalten der Massefunktionen des Stérpotentials
kann hieraus aber nicht gezogen werden. Lediglich die statische Abplattung erfordert
noch eine Klarstellung. Haben die tatsdchliche Erde und deren Normalfigur gemein-
same Rotationsachse und gemeinsamen Schwerpunkt sowie dieselbe Rotationsgeschwin-
digkeit, so mu3 wegen der Konstanz des Drehimpulses w C auch das Haupttriagheits-
moment C beidemale dasselbe sein und Uberdies nach der Regularisierung die Diffe-

renz der tquatorialen Tridgheitsmomente (B - A) verschwinden. Es ist also fur die tat-
stichliche Erde

fgzdm = C/2 +m; /ledm =C/2 - m (10.11)

und nach der Regularisierung:

2 2
fg dm =f71 dm = C/2 . (10.11q)
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Damit ist fur die wirkliche Erde : (B - A) = + 2m und fur die Normalfigur
= 0, und zwar unabhéngig vom

(B - A)
féz dm ,
das natirlich gleichfalls bei der Regularisierung eine Anderung erfihrt. Ist also das

Regularisierungsgesetz bekannt oder, wie hier, auf Grund der horizontalen Isostasie
hypothetisch angenommen, so ergeben sich fur die zugehdrigen Integralénderungen:

2
Agdm=-—m; A‘flzdm=+m; Afézdm=—q (10.12)
nach dem in § 7 eingeschlagenen Verfahren folgende Werte :
AC=0; AC- A;B )=+88,87,1O—8ER§ -t q;
A B-A) =—21,58.1O_8.4 ERi =-2m; m=+ 43,16,10—8 ERi . (10.13)

Mithin ist es nicht korrekt, wenn man, wie es bisher immer geschah, die statische
Abplattung des Normalspharoides oder auch des Niveauellipsoides einfach mit dem
entsprechenden Wert fur die wirkliche Erde identifiziert.

Der Vollstandigkeit halber seien noch die Tridgheitsmomente selbst diskutiert. Fur
das Normalspharoid (1.1) fanden wir schon in (1, Seite 202 u. 237) das Tragheits-
moment
C = 80416,0600. 1040 gcm2 , (10.14)
wobei die beiden letzten Stellen lediglich wegen der inn_efenff Genavigkeit willkir-
lich Null gesetzt wurden. Die statische Abplattung haben wir jetzt um q zu ver-
gréBBern:

* -8 8

J, = (108261,06 + 88,87). 107 = 108349,93.10 " . (10.15)

Da fur das Normalsphidroid a = 6378,394 km, also Ec:2 = 243129,3653. 1040 gcm2,
folgt sofort

C-A = J; Ea2 = +263,4305.10°0 gem? ; A% = 8% = 80152,6294.10*0gem?
ond: m = + 0,1049.100 gem?; q = + 0,2161.10%0 gem? . (10.16)
Somit wird:

A = f("12 + £ dm = 40207,9251.10°0 + [€ 2 dm gem? |

B = f(gz + &%) dm = 40208, 1349.10%0 + fgzdm —
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C -

Il

A+ -
5 B) = J2 Ec12 = 108261,06.10 8 E02= 263,2144.10409 2

- ¢c/2 - f;zdm; fézdm = 39944,8156.10°C gom?.

also schlieBBlich

A = 80152,7407. 1040 gcm2 ; B = 80152,9505. 1040 gcm2 , (10.17)
et 40 2 .

und zur Bestatigun ‘? = + 0,2098.10 gcm” = 2m, sowie 1/2 (A+B) =

= 80152,8455. 1040 gcm = A* H q). Man erkennt, daB die bisher Ubliche Gleich-

setzung der statischen Abplattungen der wirklichen und der regularisierten Erde auf
die Annahme hinauslduft, da3 bei der Regularisierung nicht nur C erhalten bleibt,
sondern Uberdies das tquatoriale Tragheitsmoment A¥* = B*der regularisierten Erde
mit dem arithmetischen Mittel der beiden dquatorialen Triigheitsmomente der wirk-
lichen Erde Ubereinstimmt. Diese willkurliche Annahme g = 0 bedeutet aber die
Einbeziehung des Hauptgliedes des Storpotentiales in die Normalfigur, wobei durch
.eine entsprechende Verfilschung der Abplattung der Normalfigur die zonalen Undu-

lationen 2, O. gerade kompensiert werden,
§ 11 Der EinfluB der freien Parameter und der maximalen Meerestiefe

Um auch den Einflul der freien Parameter abzuschitzen, wihlen wir bei festgehal -
tener maximaler Meerestiefe von 10,8 km noch die beiden Fdlle AQ= 0,5 und 0,7.
Im ersten Falle wird M = 38,973 km und (4.17a) geht bei Beschridnkung auf die zo-

nalen Glieder bis einschlieBlich der 7. Ordnung tber in:

7

& = 0,000228 E 5 J‘r] [(n+2) 36,75 + 33 045] a1.1)

n=2

und man findet folgende Undulationen

@/ M 0° 30° 60° 90° 120° 150°
+90° + 0,25
+ 60° - 1,52 - 0,8 + 1,14 + 5,75 + 8,47 + 6,22
+30° - 1,85 + 2,12 + 2,86 + 16,84 + 4,80 - 12,67
0° - 6,28 + 7,49 - 12,42 - 8,94 + 0,82 - 1,53
- 30° - 4,59 + 3,68 - 4,54 - 5,32 + 3,60 + 9,81
- 60° - 2,88 -2,06 + 3,53 + 7,41 + 4,19 + 2,58
- 90° ’ + 28,34
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N 180° 210° 240° 270° 300° 330°
+ 90° + 0,25
+ 60° + 3,06 + 5,95 + 14,25 + 14,95 + 5,65 - 0,58
+ 30° - 11,86 - 9,41 + 7,27 + 13,65 - 10,9 - 15,18
0° - 5,61 - 6,54 - 3,93 + 1,47 + 10,75 - 10,20
- 30° - 1,76 - 6,21 - 2,00 - 0,84 + 10,69 - 6,14
- 60° - 0,39 -5,77 - 4,43 + 0,78 + 1,66 - 1,65
- 90° + 28,34

Abermals wachsen Uber dem Nordpol die Undulationen nach oben zuerst an und er-
reichen in einer Hohe von etwa 3150 km ihr Maximum : & = + 3,039 m. Wie
die folgende Tabelle zeigt, ist das Maximum duBerst flach.

max

R : &=+ 0,248m; R+ 3200 km :€ = + 3,039m
R+ 1000 km + 2,259 R+ 3300 km + 3,037
R+ 2600 km + 3,014 2R + 2,691
R+ 2900 km +3,085 3R + 1,944
R+ 3100 km +3,089m; 4R + 1,497 m.

Ahnlich liegen die Verhdltnisse im Falle A@= 0,7. Man findet M = 30,924 km

und

. 7 ‘ ‘

€ = 0,000228 Z 2n]+] [(n+2) . 28,703 + 26,415]In , | (11.2)

n=2

ferner

¢ A 0°  30° 60° 90° 120° 150°

+ 90° + 0,20

+ 60° - 1,19 -0,70 + 0,90 + 4,51 + 6,63 + 4,87

+ 30° - 1,45 + 1,66 + 2,24 + 13,19 + 3,76 - 9,92
0° - 4,9 + 58 - 9,73 - 7,00 + 0,65 - 1,20

- 30° - 3,60 + 2,87 - 3,56 - 4,17 + 2,82 + 7,68

- 60° - 2,25 - 1,60 + 2,77 + 581 + 3,29 + 2,03

- 90° | + 22,20




N 180° 210° 240° 270° 300° 330°

+90° + 0,20

+60° + 2,40 + 4,67 + 11,16 + 11,72 + 4,43 - 0,45

+30° - 9,29 - 7,37 + 5,70 + 10,70 - 8,58 - 11,89
0° - 4,40 - 513 - 3,08 + 1,15 + 8,42 - 7,9

- 30° - 1,38 - 4,87 - 1,57 - 0,65 + 8,37 - 4,81

- 60° - 0,30 - 4,51 - 3,46 + 0,61 + 1,30 - 1,28

So0° | + 22,20

SchlieBlich ergeben sich Uber dem Nordpol die Undulationen:
R, &=+ 0,204m; R+ 3200km :& =+ 2,386m
R, + 1000 km +1,778 R_ + 3300 km + 2,384
R+ 2600 km + 2,366 2R + 2,112
R+ 2900 km + 2,382 3R + 1,524
R, + 3100 km +2,386m; 4R + 1,174 m.

Das Maximum liegt also fast in der gleichen Hshe wie fur AQ = 0,5 und fur

AQ = 0,6 (Seite 37).

Laut Readers Digest Weltatlas wurde im November 1962 vom britischen For-
schungsschiff H.M.S.Cook 8stlich Mindanao im Philippinengraben die sogenannte
Cooktiefe mit 11,516 km gemessen, Hierfur findet man gemdB (3.6a) und analog

(4,17a) fur AQ = 0,6

7
_ E ! T
é = 0,00228 5o [(n+2) . 34,73 + 30,52] Ln

n=2
und damit
cp'\l 0° 30° 60° 90°  120° 150°
+90° + 0,22
+ 60° - 1,43 -10,84 + 1,06 + 54 + 7,97 + 5,86
+30° - 1,73 + 2,00 + 2,69 + 15,87 + 4,52 - 11,93
0° - 5,92 + 7,06 - 11,71 - 8,42 + 0,78 - 1,44

(11.3)
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0° 30° 60° 90° 120° 150°
- 5,92 + 7,06 - 11,71 - 8,42 + 0,78 - 1,44
- 4,31 + 3,47 - 4,27 - 5,00 + 3,39 + 9,24
- 2,72 - 1,95 + 3,32 + 6,97 + 3,94 + 2,42
+ 26,70
P A 180°  210°  240° 270° 300° 330°
+ 90° + 0,22
+ 60° + 2,89 + 5,61 + 13,42 + 14,08 + 5,33 - 0,54
+ 30° - 1,16 - 8,87 + 6,85 + 12,86 ~- 10,33 =~ 14,30
0° - 5,27 - 6,15 - 3,70 + 1,37 + 10,13 =~ 9,60
- 30° - 1,65 -584 - 1,88 - 0,79 + 10,07 - 5,78
- 60° - 0,38 - 545 - 4,18 + 0,73 + 1,55 - 1,56
- 90° + 26,70

Abermals finden wir Uber dem Nordpol die maximale Undulation in einer Hohe von

3100 km:

R :€ =+ 0,224; R+ 3200 km :& =+ 2,859m

Ro + 1000 km + 2,128 2Ro - + 2,532

Ro + 3000 km + 2,858 3Ro + 1,829

Ro + 3100 km + 2,859 4Ro + 1,409 m,
Der EinfluB der freien Parameter des Problems der Isostc ist also stets verhal t-

nismdBig gering. Auch die Mitnahme des in (4.17) unterdriickten dritten Gliedes

in der eckigen Klammer d@ndert nichts an der Hshe des Maximums. Hingegen hat die
obige Verfeinerung der fiktiven Kondensation nicht nur die Undulation im Geoid um
rund 1 m vergréBert, sondern auch die Spannung bis zum Maximum, das Uberdies um
rund 500 km tiefer liegt, um einen dhnlichen Betrag vermindert. Es folgt, daf3 wir
bei einer physikalisch einwandfreien Berechnung des Stérpotentials mit Undulations-
dnderungen von etwa 2 m rechnen miussen, welche das Bild des Undulationsverlaufes
Uber dem Nordpol wesentlich beeinflussen kdnnen.

§ 12 Die Losung 31, Ordnung im 5° - Raster

Fur die Losung mit allen Gliedern bis einschlielich n =31 werden die Undula-
tionen in 0,1 m ausgewiesen, was nach der letzten Bemerkung vollkommen geniigt.
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Fig. 12.1

Isostatisches Geoid 31.Ordnung, ohne Eiskorrektur,

Die 5 m = Schichtenlinien wurden mit Parabeln hsherer Ordnung interpoliert.
Die wichtigsten Maxima und Minima sind durch ihre Hshen in Metern dargestellt.
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Gegeniber der Naherung siebenter Ordnung ist der quadratische Mittelwert der
nunmehr 2522 Undulationen von + 7,66 m auf + 9,24 m angewachsen. Die beiden
Pole sind darin, der Vorgangsweise des Abschnittes 9 entsprechend, nur 1 mal be-
rucksichtigt. Korrekter ist es, den Tabellenwerten Gewichte zuzuordnen, die den

Flichen der Rastervierecke proportional sind. Der quadratische Mittelwert betragt
dann £ 7,87 m.

Die in der Zeichnung enthaltenen Schichtenlinien wurden mit Parabeln 5. Ordnung
aus einem 2,5 x 2,59- Raster ermittelt, der seinerseits durch Interpolation aus dem
urspringlichen 5°- Raster entstand. Die Koten der Maxima und Minima wurden gra-
phisch bestimmt, bei einzelnen besonders spitzen Extremwerten entstammen sie ge-
sonderten Berechnungen.

Beim Vergleich mit dem isostatischen Geoid siebenter Ordnung fillt - abgesehen
von den Detailformen - auf, daf der australische Block nun mit Sudostasien, aber
auch mit der Antarktis zusamnienhéingt und daf3 die Nullinie im Gebiet Europas zwei
deutliche, allerdings niedrige Vorwdlbungen aufweist. Auch sind die Hauptmaxima
und -minima der einzelnen Kontinente und Weltmeere viel starker ausgepragt und
reichen jetzt von + 28,6 m in der Nihe des Himalaya bis - 16,7 m im Nordatlantik.
Zusttzlich treten zahlreiche Nebenmaxima auf, vor allem im Bereich der stidlichen
Ozeanbecken.

Wie schon im § 9 erwidhnt, mu8 wegen des antarktischen und gronldndischen Inland-
eises noch eine Korrektur angebracht werden, welche die Massendifferenzen dieser
Kontinentalsdulen richtigstellt. Sie verringert die Geoidhshen im Polargebiet merk-
lich, l&Bt sie aber in mittleren und niederen Breiten fast unverdndert. Die Gesamtls-
sung bis zur 31, Ordnung wird in der folgenden Tabelle wieder im 5 x 50- Raster aus-
gewiesen,

Der ponderierte quadratische Mittelwert der Undulationen nimmt gegentber der un-
korrigierten Losung um 40 cm ab und betrigt nunmehr + 7,47 m. Durch Anbringen der
Eiskorrektur sinkt das Maximum in der Antarktis von 27,5 m auf 20,6 m ab und jenes
in Gronland von 16,2 m auf 13,2 m, was auch beim Vergleich mit anderen Kontinen-
ten plausibel erscheint. Die Nullinie wird aber, abgesehen vom sidlichen Indischen
Ozean, dem Gebiet Melanesiens und einigen Stellen Europas, nur geringfugig ver-
schoben.

Die gréften Undulationen finden sich mit + 28,5 m und - 16,6 m wieder beim Hi-
malaya und im Atlantischen Ozean. Die ndchsthsheren Erhebungen auf + 23,0 m und
+ 21,8 m treten in Nord- und Sudamerika auf, wogegen Afrika, Australien und beson-
ders Europa stark zuriickbleiben. Die Minima im Pazifischen und Indischen Ozean er-
reichen beide fast - 14 m, Der stdrkste Geoidabfall tritt westlich der Anden auf, wo
die Neigung gegen das Normalsphdroid 15 m auf 380 km oder umgerechnet 8" be-
tragt.
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Fig. 12.3

Isostatisches Geoid 31.Ordnung, mit Eiskorrektur .

.Die .5 m - Schichtenlinien wurden mit Parabeln hsherer Ordnung interpoliert.
wichtigsten Maxima und Minima sind durch ihre Hohen in Metern dargestellt.
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Fig. 12.4

Isostatisches Geoid 31.Ordnung, mit Eiskorrektur .

Bezugsfldache ist das Normalsphdroid a = 6 378 160 m,
e=1:298,288, f, = - 316,68.10~8,

Projektion von Postel, AquatorialmaB8stab ~ 1 : 110 000 000,
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drei abschlieBenden Kapitel behandeln die numerische Berechnung des isosta-
‘ Geoids, die dazu notwendige Kugelfunktionsentwicklung der polaren Eismas-
die Interpolation der Linien gleicher Geoidhdhen. Sdmtliche Berechnungen
auf der Datenverarbeitungsanlage IBM 7040 des Rechenzentrums der Techni-
en Hochschule Wien im Jahr 1972 durchgefuhrt.

13 Die numerische Berechnung des isostatischen Geoides

_Grundlage der Berechnungen ist die Delfter Entwicklung der Hshen- und Tiefen-
verhaltnisse der Erde nach normierten Kugelfunktionen bis zur 31, Ordnung, deren
zweimal 1024 Koeffizienten aus (4), Seite 848 ff zu entnehmen sind. Die dazuge-

_ horigen 5848 Fourier - Koeffizienten der Legendre’ schen Funktionen sind in (10)
veroffentlicht, Die Daten wurden auf Lochkarten abgestanzt und kontrolliert. Eine
weitere Uberprifung, die auch den Kern spiterer Programme testen sollte, erfolgte
durch Ruckrechnung der Lithosphére bzw. Hydrosphire im 200~ Raster Uber die gan-
ze Erde bzw. in engerem Raster an einzelnen Stellen, und Vergleich mit der Schich-
tenliniendarstellung der Delfter Entwicklung in (4), Seite 598 - 599.

AnschlieBend wurde die Hydrosphiire gemd Formel (2.4) auf die Krustendichte
Q@ = 2,67 g/cm3 kondensiert, sodaf sich, ausgehend von den Delfter Entwicklungs-
~ koeffizienten, die neue Lithosphdre L aus

=t _ 038502, A" n=23;m=0,n
,m Ln,m Hn,m | (13.1)
. B - 0,38502 . 8B n=23";m=1,n
,m n, n,m
glbf Verwendet man die abkirzende Schreibweise
. E L .
- (A,n’mcosm)k +Bn,m sinm A )Pn,m , (13.2)

worin sowoh| die Koeffizienten A und B als auch die Legendre’ schen Funktionen
Ph,m normiert eingefihrt werden, kann fir jeden Punkt der Erdoberflidche die Undu-
_ lation des isostatischen Geoids aus (4.17a)

31 n
] -
=0 E —
C ,0002282 — I:(n+2) 32,06+29,18:| Lo
=2 m=0

gerechnet werden, welche sich auf das verkleinerte Normalspharoid (1.5) bezieht.
Wegen der Unmoglichkeit einer Schwerpunktsverschiebung beginnt die Reihe erst bei
n = 2, auBerdem mussen wir die "verbotenen Glieder" von der Ordnung 2,1 (siehe

§8 7) ausschlieBen. Die umseitige Liste zeigt das FORTRAN-Programm "ISOST" zur
Berechnung der isostatischen Geoidhthen; einzelne Befehle darin sind nur durch den
relativ kleinen Kernspeicher (32 K) des verwendeten Computers bedingt.
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FORTRAN-Programm "1SOST"

BERECHNUNG DES ISOSTATISCHEN GEOINES BIS ZUR 32. NRONUNG.
RASTER IN BRUCHGRAD (/Q.) MOEGLICH, START AFEI NULL VSRBOTEN,
RASTER AM SCHLUSS DER 585 + 106 DATENKARTEN EINGERFN= START,
ENDE UNO SCHRITT VON PALDTSTANZ UND LAENGE IM FORMAT (6IS).
DIE DIVISION DES RASTERS DURCH Q ERFOLGT IM PROGRAMM.

EINLESEN DER DATENFELDER '
DIMENSION A(32,37,16),7(5848) ,AL(32,32),3L(32,32),7STA(A00),
1SINP(32),C0SP(32),STINL(32),60SL(32)
EQUIVALENCE (B,AL),(3(1025),AL(1,1))
REAL L
RHO =57.2957795
READ (5,100) (B{IV,I=1,5848)
100 FORMAT (10F3.6)
I=0
DO 5 N=1,3?
NK=(N#1) /2
00 S M=1,N
DO 5 K=1,NK
I=1+1
S A(NyM,K)=B(D])
READ (54101) CCALINSM) oL (NoM) o M=1,N) 4MN=1,32)
101 FORMAT (10F8.2)
AL (3,2)=0.
BL(3,2)=0.

UERERSCHRIFT UND EINLESEN CES RASTERS (Q = RASTEPQUAOTIENT)
Q=1.
WRITE (6,102)
102 FORMAT (1H1,19HISNSTATISCHES GEOID/)
20 READ (5,104) IA,I3,IC,JA5JB4J5
104 FORMAT (61I5)
JBB=UA+23*JC
IF (JR.GT,.JBB) JB=JBR
HRITE (6,105) (JeJ=JA4JB,J0)
105 FORMAT (1H-/HH LG.=+T18,2315)
WRITE (6,106) Q
106 FORMAT (5H B8Rey6Xy1H/4F2.0)

BERECHNUNG NES KONRDIMATENGITTERS
DO 4 I=TIA,IB,IC
P=FLOAT(I)/RHO/Q
00 15 KK=1,32 '
YK=KK=1
SINP (KK)=SIN(YK*P)
15 COSP (KK}¥=COS(YK*P)
DO 6 J=JA,J8,JC
L=FLOAT (J) 7RHO/0
00 16 MM=1,32
YM=MM-1
SINL (MM)=SIN(YM*L)
16 COSL (MM)=COS(YM¥L)

BERECHNUNG "ER UNDBULATIONEN
ZET=10.
00 2 N=3,3?
IN=N
NK=(N+1Y/72
N0 2 M=1,N
PNM=0.
N0 3 K=1,NK
KK=2*K
TF (N.NE.(N/2%2)) KK=KK-1
IF (M.EQ.(M/2%2)) GO vN 1
PK=A(N4M,K)*0SP (KK)
GO Tn 3
1 PK=A(N,MyK)*SINP(KK)
3 PNM=PNH+PK
2 ZET=7ET# (ALIN,M)I*COSL (M) ¢RLIN,)*SINL (M)) *PNM
1¥ C(IN#1)1*32,064¢23,18)/(2.*7%-1.)%0.000228
6 ZETA(J)=ZFT .
BR=90.-FLOAT(I)/Q
HRITE (7,107) (7ETACD)J=JA,J73,J0)
107 FORMAT (12F5.2)
4 HRITE (6,103) BRL(ZETA(I) »J=JN,JR,J40C)
103 FORMAT (1HOsF5.143%,24F5,1)
GO TO 20
END



Der Vollstandigkeit halber seien noch zwei kleine Kontrollen erwihnt. Die Undu-

nen auf den beiden Polen konnten leicht mii Hilfe der Entwicklungskoeffizien-

-~ An,o Uberpruft werden, wobei ins Auge sprang, dall die ungeraden An,o —

_ welche die Unterschiede zwischen Nord- und Stdpol verursachen — bis auf

n= 13, 15 und 31 simtlich negativ waren. Die zweite Kontrolle betrifft die Tatsa-

~ che, daB die Summe der Undulationen uber die ganze Erde verschwinden muB3. Ord-

net manden 5 x 5°= Werten des § 12 Gewichte zu, die den reprdsentierten Flachen
proportional sind, ergeben sich Durchschnittswerte von + 0,002 m bzw. + 0,001 m.

§M]4 Die Kugelfunktionsentwicklung der polaren Eismassen

Den in Delft errechneten Entwicklungskoeffizienten der Lithosphdre liegt auf den
_ Kontinenten die physische Erdoberfliche zugrunde, unter der jedoch im Fall Gron-
lands und der Antarktis nicht Krustenmaterial , sondern groB3teils Inlandeis zu finden
st, Dadie Eisschichten bis zu 4 km mdchtig sind, liefert die Formel 2.2 fur diese
Sebiete viel zu grofle Massendifferenzen der vertikalen Saulen., Der Einflu auf die
Undulationen des isostatischen Geoids kann fasi 10 m erreichen und mul3 daher unbe-
dingt berticksichtigt werden.

\\ Die Kugelfunktionsentwicklung der Eismassen erfolgte nach der Zweiten Neumann’

~ schen Methode (11, Seite 230 ff). Aus Genauvigkeitsgrinden beschrankte sich der Be-
arbeiter auf die Ordnung 15,15, was in Anbetracht der Vernachldssigungen (4. 14a),
(4,17a) und vor allem (6.5) gerechifertigt erscheint, Die einzelnen Arbeitsschritte
 waren:

k:]’)fly_b'sung des Legendre’schen Polynoms Pié (sin © )=
rallelkreise T +81,65°, +70,83°, 4+ 59,959,
- +16,36° und +5,45° ,

0. Es ergeben sich die 16 Pa-
+49,06°, + 38,160, + 27,262

2) Auflssen des Gleichungssystems 16. Ordnung der Hilfskonstanten ¢ ., wobei sich
die Mairix aus fortschreitenden Potenzen der sin ((?,) aufbaut und ddher teil weise
schlecht konditioniert ist, Um hier Computerprobleme zu vermeiden, wurde statt
der 1. die 2, Neumann’sche Methode angewendet, die bei gleicher Ordnung nur
halbsoviel Breitenkreise benstigt.

3) Bestimmung der reprasentativen Mittelwerte der Eisdicken im Schnittpunkt der Pa-
rallelkreise @ ; mit den Meridianen 0°, 12°, 24° ... 348°. Fur die Antarktis
wurden die Werte aus der Karte (12) ermittelt, welche die meisten bis 1961 ge-
messenen Eisdicken enthdlt; dabei entfallen auf ein Trapez der Grofe 11 x 12°

5 -~ 40 MeBwerte. Die unter dem Meeresspiegel befindlichen bzw. die schwim-
menden Eismassen blieben auBer Betracht.

Das Eisvolumen Gronlands ist aus der Literatur, zum Beispiel (13), mit 2,7 Millio-
nen km3 gut bekannt. Die Dicken wurden mit einem einfachen graphischen Ansatz
—— von der Kuste nach innen zunehmend —— bestimmt, was fir die angesirebte
Genavigkeit ausreichte, Die restlichen Eismassen der Erde, hauptstichlich Ge-
birgsgletscher, wurden vernachlassigt,

Die folgende Tabelle zeigt die fur die Rasterflachen der Polarzonen gemittelten
Eisdicken dg in Metern. Die restlichen 10 Parallelkreise zwischen + 49,06° und
- 49,06° wiren zur Ganze mit Nullen aufzufillen,



@

12 24 36 48 60 72 84

96 108 120 132 144 156 168

+81,65°
+ 70,83
+ 59,95

- 59,95
- 70,83
- 81,65

)\.
P !

0 0 0 0 0 0 0O O
620 360 690 1090 1680 1570 800 1370
1780 1510 1870 2130 2360 2320 1890 1920

(e]

180" 192 204 216 228 240 252 264

2 1 0 0 0 © 0
2320 2160 1770 1910 1670 1020 100
3180 3680 3200 2680 1890 1100 500

276 288 300 312 324 336 348

+ 81,65
+ 70,83
+ 59,95

- 59,95
- 70,83
- 81,65

35 220 1160 1760 1760 580 0
0 2 501160 1080 270
0 0 0 80 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 20 95 180 160 310
460 480 1180 1200 1600 2215 2800 2450

4) Berechnung der intermedidren Konstanten a

dg( @i A l) obiger Tabelle sowie den cos(n’. A I) und sin (n . A I) .

5) Berechnung der Entwicklungskoeffizienten AE

konstanten c;, den Legendre’schen Funktionen P,
bm i -
14

) . . . '
Die normierten Werte sind aus der ndchsten Tabelle zu ersehen.

0 0 5 0 0 O 0
360 280 200 0 1 60 530
1980 1400 670 600 710 1230 1640

und bm i aus den Werten

und BEn aus den Hilfs-
,lSn und den a

m(‘F m,i’

Das Ergebnis wurde durch Rickrechnung der Eisdicken im urspringlichen Raster
grob kontrolliert. Das gesamte Eisvolumen erhdlt man aus dem Koeffizienten AEO o
wenn man ihn durch seinen Normierungsfaktor ¥ 2' dividiert und mit der Oberfldche
der gesamten Erde multipliziert. In km lautet die Rechnung

Ve

= 0,072491

49 . 6371,2°

V2"

= 26,15 .

10% km® . (14.1)

6

3
Direkt aus den Ausgangswerten ergibt sich das Eisvolumen zu 26,89 . 10° km~, wo-
von 89,7 % auf die Antarktis entfallen. Die entsprechenden Angaben in der Literatur

bewegen sich zwischen 24 (Thiel 1962) und 30 Millionen km3 (13, Hoinkes 1968).



Der Wert von (14.1) Fuhr55e| einem spezifischen Gewicht von 0,92 g/cm3 auf eine
Eismasse von 2 ,406 . g, die beim Abschmelzen eine Hebung des Meeresspie
gels um 66,6 m zur Folge hdtte.,

Normierte Koeffizienten AE und B einer Kugelfunktionsentwick~
n,m n,m

lung der Eisdicken bis zur 15. Ordnung

A B A B A
n,m n,m n m n,m n,m n m n,m n,m
0 0 72.49 0.00 7 3 4,69 - 0.71 11 0 - 5.74 0.00
4 - 0.72 - 1.23 ] 15.63 13.80
1 0 - 96.44 0.00 5 - 0.32 - 0.01 2 52.79 - 11.90
1 3.30 13.9%4 6 0.00 0.11 3 14.25 - 1.07
7 0.01 0.00 4 - 2,64 - 6.10
2 0 146.62 0.00 5 - 2.77 - 0.65
1 6.93 - 42,23 8 0 - 70.27 0.00 6 - 0.05 2.00
2 - 273 - 2.30 ] 17.98 -101.08 7 0.48 - 0.00
2 -40.67 - 30.80 8 0.05 - 0.04
3 0 -124.84 0.00 3 -17.10 - 13.94 9 0.00 - 0.01
1 11.01  45.60 4 - 4,96 0.75 10 - 0.00 - 0.00
2 7.60 - 1.03 5 - 0.71 0.96 11 - 0.00 - 0.00

3 0.27 - 0.06 6 - 0.04 0.04

7 - 0.00 0.04 12 0 - 5.75 0.00
154,01 0.00 8 0.00 0.00 ] 7.34 - 15.03
14,18 - 85.92 2 - 46.59 - 27.84
- 12.57 - 10.39 9 0 ~-37.61 0.00 3 -36.16 - 28.11
- 2,24 - 1.85 ] 19.61  51.70 4 -17.06 2.45
- 0.23 0.04 2 50.02 - 8.52 5 - 4.25 5.71
3 9.24 - 1.02 - 6 - 0.63 0.13
-113.79 0.00 4 - 1.61 - 3.19 7 - 0.18 0.83
17.69  69.82 5 - 1.15 - 0.15 8 0.21 0.06
21.57 - 2.97 6 - 0.01 0.63 9 -0.03 - 0.03
1.66 - 0.32 7 0.11 0.00 10 - 0.00 - 0.01
- 0,19 - 0.28 8 0.01 - 0.01 11 - 0.00 - 0.00
- 0.04 0.00 9 0.00 - 0.00" 12 - 0.00 0.00
121.42 0.00 10 0 22.62  0.00 13 0 7.97 0.00
18.41 -109.43 | ] 13.52 - 64.23 ] 11.05 - 24.95
- 26.95 - 21.52 2 -48.24 - 33.60 2 44,87 - 15.82
- 7.94 - 6.54 3 -27.59 -22.11 3 18.06 - 0.93
- 1,61 0.25 4 -10.44 1.54 4 - 3,53 - 9,33
- 0.15 0.20 5 - 2,03 2.73 5 - 5,16 - 1,77
- 0.00 0.01 6 - 0.20 0.1 6 - 0.19 4,67
7 - 0.03 0.23 7 1.39 - 0.07
- 78.91 '0.00 8 0.04 0.01 8 0.15 - 0.17
20,73  72.99 9 0.00 - 0.01 9 0.02 - 0,07
37.87 - 5.55 10 - 0.00 - 0.00 10 - 0.01 - 0.02




A B A B A B

n m n,m ’ n m n,m n,m n m n,m n,m
13 11 - 0.00 - 0.00 14 8 0.65 0.26 15 4 - 4,18 - 11.75
12 - 0.00 0.00 9 0.13 - 0.13 5 - 8.00 -~ 3.50

13 - 0.00 0.00 10 - 0.02 - 0.05 6 - 0.5] 8.80

11 - 0.01 - 0.00 7 3.12 - 0.28

14 0 - 10.65 0.00 12 - 0.00 0.00 8 0.30 - 0.45
1 2,23 25.12 13 - 0.00 0.00 9 0.05 - 0.2

2 - 36.72 - 15.07 14 0.00 0.00 10 - 0.02 - 0.07

3 - 39.91 - 29.36 11 - 0.02 - 0.00

4 - 22,92 3.24 15 0 4.90 0.00 12 - 0.01 0.00

5 - 7.4 9.63 1 7.96 - 47.89 13 - 0.00 0.00

6 - 1.54 - 0.10 2 29.76 - 20.08 14 0.00 0.00

7 - 0.68 2.19 3 19.20 - 0.80 15 0.00 - 0.00

§ 15 Die Gesamtlosung inclusive der Eiskorrektur

Die Interpolation der Schichtenlinien des isostatischen Geoids

Durch den Dichteunterschied zwischen Eis und Krustenmaterial erleiden die vom
Inlandeis bedeckten Gebiete beim Vorgang nach § 13 einen topographischen Massen-
zuwachs, der in der Einheitssdule gendhert

Agp = (Q- Q) - d¢ - (2,67 -0,92) . dp (15.1)

betragt. Sein EinfluB3 auf die Undulationen des isostatischen Geoids kann wieder aus

Gleichung (4.17a) berechnet werden, wenn man tn " durch

E = 0,6554 (AE cosmA + BE
n,m n n

4

msin ml)Pn’m (15.2)

lm 4

ersetzt, worin der Faktor vor der Klammer mit (g -Q )/g gleichbedeutend ist.
Durch Subtraktion dieser "Eiskorrektur" von den ursprUngﬁichen Geoidhthen (Seite 46
- 49 resultieren schlieBlich die endgiltigen Undulationen (Seite 53 - 56); beide Ta-
bellen sind erst nachtriglich auf Dezimeter gerundet.

Aus Grinden der Rechenzeit wurde diese Vorgangsweise einer Korrektur der litho-
spharischen Entwicklungskoeffizienten vorgezogen, da die Bestimmung der 5 x 5°-
Eiskorrekturen in 15, Ordnung viel rascher vonstatten ging als die direkte Gesamt-
I8sung in 31. Ordnung.

Um die Zeichnung der Figuren 12.1 bis 12.4 (Seite 50/51 und 57/58) zu erleich-
tern, hat der Bearbeiter mit weiteren FORTRAN-Programmen aus den 5 x 5°- Feldern
einen doppelt so engen Raster gerechnet und in diesem die Linien gleicher Undula-



Schichtenl
5.

stehende

8.6 9.6 10.9 11.9 13.1 14.9 17.4 30.6
43.9 42.6 4l.4 4004 3%3.6 38.6 37.4 35.1
5l.4
62 .6
8.6
12.4

100.9 1C2.9 104.6 106.4 108.9
123.6
129.9 132.1 134.1 136.9
152.6 149.06 147.3 1l45.4
157.4
1864 1764 16649 163.1 157.6
187.4 192.1
159.4
216.1 249.9
2019
262.9
270.4
279.6 277.4 278.6 279.6 280.4 28l.6 282.9
290.1 287.4
. 29804
331.1 329.1 327.6 326.6 225.4 32404 323.4 322.1 320.1 301l.4%
338.9 342.4 345.9
352.4 348.1

0.6
6.1 8.1l 9.4 10.4 1llo4 12.4 13.4 14.6 16.1 18.06
4.6 70.6 43.6 41.9 40.6 39.4 38.1 6.9 3469
83.9
92.9
101.9 104.4 106.1 103.6 11846 121.4 130.1 133.6
l124.1 170.4 l62.1 150.9 148.,4 l45.0
161.9
159.4
21l4.6 241.9
259.6
262.4
271.1

277.4 278.6 279.9 280.6 28l.6 282.6 28B3.6 285.4
293.6 291l.4 289.1
301.4
331le1l 328.6 327.1 325.9 324.9 323.9 322.6 321.4 319.9 307.6
338.6 341e9  345.4
353.1 348.1
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Aiz "i-j Aj Aiv - A Aj+3

Fig. 15.2

tung abgetastet werden, es existieren hier 12 Schichtenlinien zwischen - 12,5 m und
+15,0 m. Um eine Uberladung zu vermeiden, enthalten die Zeichnungen des §12

aber nur die 5 Meter-Linien. lhre Lagegenamgkelt —— aus mehreren Proberechnun
gen geprift —— ist in Gebieten mittlerer Neigung besser als 0,3°.

AbschlieBend kann festgestellt werden, daf3 die meisten der bei den numerischen
Berechnungen und Interpolationen auftretenden Ungenauigkeiten gegeniiber den Ver-
nachldssigungen im Formelsystem, die mehrere Dezimeter ausmachen ksnnen, bedeu-
tungslos sind,
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