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Kapitel 1

Einleitung

Die Berechnung von P[X; + ... + X5 < s] ist von grofer Bedeutung bei der Be-
stimmung des Eigenkapitalerfordernisses im operationellen Risikomanagement, da die
Bestimmung eines Value-at-Risk basierten Eigenkapitalerfordernisses der Ermittlung
der Verteilung einer Risikoposition S; = X1 + ...+ X4 entspricht. Ziel dieser Arbeit
ist die Betrachtung verschiedener Methoden zur Berechnung der Verteilungsfunktion
P[X1+ ...+ X4 < s], wenn die Zufallsvariablen Xj;,7 = 1,...,d voneinander abhéngig
sind.

In Kapitel 2 wird ein kurzer Uberblick iiber operationelles Risiko und verschiedene
Methoden zur Berechnung des Eigenkapitalerfordernisses gegeben.

Die fiir die Arbeit notigen Grundlagen wie die Modellierung stochastischer Ab-
héngigkeiten, die betrachteten Verteilungen und die Definition von Hyperwiirfel und
Simplex werden in Kapitel 3 eingefiihrt.

Da die Bestimmung der gemeinsamen Dichte abhéngiger Zufallsvariablen sehr auf-
wendig sein kann, wird als Alternative zur numerischen Integration ein Algorithmus zur
numerischen Berechnung der Verteilungsfunktion abhéngiger, nicht-negativer Zufalls-
variablen aus dem Artikel [1] von P. Arbenz, P. Embrechts und G. Puccetti préasentiert,
der ausfiihrlich im Kapitel 4 erlautert wird.

Die Ergebnisse des AEP-Algorithmus werden in Kapitel 5 vorgestellt und mit den
Ergebnissen von numerischen Integrationsmethoden und Rekursion verglichen.

Im Kapitel 6 wird nach dem Vorbild adaptiver Integrationsmethoden ein adaptiver
Algorithmus konstruiert. Anschliefend werden die Ergebnisse der Methoden analysiert
und Riickschliisse auf die Anzahl der Simplizes gezogen, die von den Algorithmen
bendtigt wird, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

Die selbst erstellten R-Codes zu den vorgestellten Methoden befinden sich im Ka-
pitel 7 der Arbeit.






Kapitel 2

Operationelles Risiko

In diesem Kapitel werden wir einen Uberblick iiber verschiedene Ansitze zur Messung
des operationellen Risikos schaffen. Die unten beschriebenen Methoden orientieren sich
an [2], [3] und [5]. Als Erstes betrachten wir die Basel II Definition fiir operationelles
Risiko wie sie in der Rahmenvereinbarung des Basler Ausschusses fiir Bankenaufsicht
steht.

Definition 2.1. Operationelles Risiko (OR) ist das Risiko des Verlustes infolge der
Unangemessenheit oder des Versagens interner Prozesse, Menschen und Systeme oder
aufgrund externer Ereignisse. Diese Definition schliefst Rechtsrisiken ein, beinhaltet
aber nicht strategische Risiken oder Reputationsrisiken.

Nach der neuen Basler Eigenkapitalvereinbarung (Basel IT) miissen international ak-
tive Banken Kapital vorsehen, um verschiedene Arten von Risiken auszugleichen, wie
zum Beispiel Marktrisiko, Kreditrisiko und operationelles Risiko. Wie in der Rahmen-
vereinbarung beschrieben wird, gibt es drei Methoden zur Berechnung der Eigenkapi-
talanforderung fiir operationelles Risiko in ein Kontinuum von wachsender Komplexitét
und Risikosensitivitat.

Banken werden aufgefordert, sich entlang des Spektrums verfiigharer Ansétze zu
bewegen, wenn sie komplexere Systeme und Verfahren zur Messung des operationellen
Risikos entwickeln. Von international aktiven Banken und Banken mit signifikanter
operationeller Risikoexposition wird erwartet, dass sie einen anspruchsvolleren Ansatz
wiahlen als den Basisindikatoransatz (BIA), der fiir das Risikoprofil des Instituts ge-
eignet ist. Eine Bank kann den Basisindikatoransatz oder den Standardansatz (SA)
fiir gewisse Teile des operativen Geschiifts anwenden und den Advanced Measurement
Approach (AMA) fiir andere Teile, sofern bestimmte Mindestkriterien erfiillt sind.

Der Basisindikatoransatz und der Standardansatz werden héufig als Top-down-
Ansétze bezeichnet, in dem Sinn, dass das Eigenkapitalerfordernis als ein fixer An-
teil des Einkommens berechnet wird. Der Advanced Measurement Approach wir auch
Bottom-up-Ansatz genannt, im Sinn, dass das Eigenkapitalerfordernis durch aktuelle
interne Verlustdaten geschiitzt wird. Als Nichstes werden wir einen Uberblick iiber
diese drei Methoden geben, die in [5] genau beschrieben sind.



2.1 Basisindikatoransatz

Der Basisindikatoransatz ist der einfachste Ansatz. Bei diesem Ansatz wird das Brut-
toeinkommen als Indikator fiir das Ausmafs des operationellen Risikos der Bank an-
gesehen. Seien t die Jahre, fiir welche die Risikokapitalanforderung berechnet wird,
GI;_; das jahrlich Bruttoeinkommen im Jahr ¢t — k, N; = Zi:l 1gr, ,>o0 die Anzahl
der vorherigen drei Jahre, fiir welche das Bruttoeinkommen positiv ist, und a = 0.15.
Gemif dem Basisindikatoransatz wird die Eigenkapitalanforderung fiir operationelles
Risiko RCP14 zum Zeitpunkt ¢ berechnet durch

3
RCPIA = % Zmax{GIt_k,O}.
k=1

Das bedeutet, dass das operationelle Risikokapital fiir das Jahr ¢ ein a-Anteil des
Durchschnitts des positiven jahrlichen Bruttoeinkommens iiber die vergangenen drei
Jahre ist. Es ist nicht definiert, wenn das jédhrliche Bruttoeinkommen in den drei Jahren
vor t nicht-positiv ist.

2.2 Standardansatz

Beim Standardansatz werden die Tétigkeiten der Banken in die folgenden acht Ge-
schdftsbereiche unterteilt: Unternehmensfinanzierung, Handel und Verkauf, Retail Ban-
king, Commercial Banking, Zahlungsregulierung, Vermittlungsdienste, Vermdgensver-
waltung und Wertpapierprovisionsgeschéaft. Das zu hinterlegende Eigenkapital fiir das
operationelle Risiko wird geméf dem Standardansatz berechnet durch

3 8
1
RCS4 = 3Zmax{2ﬁbelf_k,o}, (2.1)
k=1 b=1

wobei GIY_, das jihrliche Bruttoeinkommen im Jahr ¢ — & fiir den Geschiiftsbereich b
ist und (S, ..., 8s) = (0.18,0.18,0.12,0.15,0.18,0.15,0.12,0.12) die Gewichte der ver-
schiedenen Geschéftsbereiche. Weiter ist zu beachten, dass 22:1 By = 1.2 = 8a. Die
Idee dieser Methode ist, dass das Bruttoeinkommen stellvertretend fiir den Umfang
der Unternehmenstatigkeit ist und damit fiir den voraussichtlichen Umfang von ope-
rationellem Risiko in jedem einzelnen Geschéftsbereich. Die Eigenkapitalanforderung
fir jeden Geschéftsbereich b € {1,...,8} wird als [p-Anteil des Bruttoeinkommens
in diesem Geschiftsbereich bestimmt. Die Gleichung (2.1) setzt voraus, dass in jedem
Jahr negatives Eigenkapital in einem Geschéftsbereich positives Eigenkapital in einem
anderen Geschéftsbereich ausgleichen kann.

2.3 Advanced Measurement Approach

Mithilfe des Advanced Measurement Approach wird das Mindesteigenkapital durch das
interne OR Messsystem der Bank bestimmt. Im Advanced Measurement Approach soll-



ten operationelle Verluste geméf folgender acht Geschéftsbereiche sowie der folgenden
sieben Verlust-Ereignistypen kategorisiert werden.

b Geschéftsbereich 1 Ereignistyp

1 Unternehmensfinanzierung 1 Interner Betrug

2 Handel und Verkauf 2 Externer Betrug

3 Retail Banking 3 Beschiftigungspraktiken und

4 Commercial Banking Sicherheit am Arbeitsplatz

5 Zahlungsregulierung 4 Kunden, Produkte und Geschéftspraktiken

6 Vermittlungsdienste 5 Sachschéden

7 Vermogensverwaltung 6 Betriebsstorung und Systemausfall

8  Wertpapierprovisionsgeschéft 7  Ausfithrung, Lieferung und Prozessmanagement

Tabelle 2.1: Geschéftsbereiche und Verlust-Ereignistypen

Wir werden nun ein Grundgeriist des Advanced Measurement Approach fiir die
Berechnung des zu hinterlegenden Kapitals fiir operationelle Risiken vorstellen. Die
Anzahl der Geschéftsbereiche und Ereignistypen konnen fiir unterschiedliche Banken
variieren und sind oft von den verfiigbaren Daten abhéngig. Wir nehmen an es existie-
ren historische Verlustdaten von folgender Form

(X ke {l, . Thbe{l,... 8} le{l,....Thie{l,...., N\ }},

wobei t das Jahr ist, fiir welches wir das zu hinterlegende Risikokapital bestimmen wol—
len, T' die Anzahl der Jahre, fiir die historische Daten betrachtet werden, und x> Pl ,“

den i-ten der NF i Verluste bezeichnet, die den Geschiftsbereich b und den Ereignistyp
[ im Jahr t — k beeinflussen. Die totale historische Schadensumme fiir den Geschéfts-
bereich b und den Ereignistyp [ im Jahr ¢ — k kann durch diese Summe modelliert
werden

Nbl
b,l
Ly~ k—ZX

Die totale historische Schadensumme im Jahr t — k betragt daher

Nbl
L k—ZZ ZX“,”, ke{l,.... T}

b=1I=1 i=1
Unser Ziel ist es die Verteilung des totalen Verlustes L; im Jahr ¢ zu schatzen und
das gewdhlte Risikomafl p, fiir die geschétzte Verteilung zum o-Quantil zu berechnen,

d.h.
RCfMA = pa(Lt)

zu berechnen. Da die Verteilung von L; im Allgemeinen unbekannt ist, ist dieses Pro-
blem in der Regel schwer zu losen. Daher sammelt man Risikomafse berechnet fiir



Verluste, die gewisse Geschéftsbereiche und Ereignistypen betreffen, fiir die genug In-
formation iiber die zugrundeliegende Verteilung vorhanden ist. Im Besonderen vereinigt
man Risikomafse, die fiir Verluste iiber Ereignistypen fiir fixe Geschéftsbereiche verei-
nigt wurden, d.h.

8
RCMA =% 7 pa(LY),
b=1

wobei L! der Verlust im Geschiftsbereich b im Jahr ¢ ist, geschitzt durch L?_k =
b,l
7 N~ b,l
Dm1 i X ke



Kapitel 3

Grundlagen

Probleme wie die Berechnung von P[X; + ... + X4 < s] treten insbesondere bei der
Bestimmung des Eigenkapitalerfordernisses im Versicherungs- und Finanzwesen auf,
um die Risikoposition S; = X7 + ... + Xy auszugleichen, die sich von einem Portfo-
lio von d zufélligen Verlusten fiir eine gegebene multivariate Verteilung ableiten. Das
Mindestkapitalerfordernis, das mit Sy assoziiert wird, wird normalerweise durch den
Value-at-Risk der Verteilung von Sy fiir ein bestimmtes Konfidenzniveau berechnet.
Daher ist die Berechnung eines VaR-basierten Eigenkapitalerfordernisses dquivalent
zur Berechnung der Verteilung von Sy. Die Berechnung von P[X; + ... + X3 < ]
ist eine schwierige Aufgabe. Es existieren verschiedene Modelle zur Berechnung von
P[X1+...+ X4 < s, wenn die Zufallsvariablen X;,i = 1,...,d unabhéngig sind. Weit
weniger ist bekannt fiir den Fall, dass die Zufallsvariablen abhéngig voneinander sind.

3.1 Copula

Da wir uns mit dem Problem der Modellierung der stochastischen Abhéngigkeit der
Komponenten eines Zufallsvektors von Finanzrisikofaktoren befassen, werden wir in
Anlehnung an [11] und [12] das Konzept der Copula betrachten und uns anschliefend
mit der Clayton Copula nach der Definition in [16] auseinandersetzen. Im gewissem
Sinne enthélt jede multivariate Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors von Risikofak-
toren sowohl eine Beschreibung des Randverhaltens der individuellen Risikofaktoren
als auch eine Beschreibung der Abhéangigkeitsstruktur. Zuséatzlich erméglichen Copulas
einen Bottom-up-Ansatz zur Erstellung eines multivariaten Modells. Das ist besonders
niitzlich im Risikomanagement, wo oft mehr Information iber das Randverhalten von
individuellen Risikofaktoren verfiighar ist als iiber ihre Abhéngigkeitsstruktur.

3.1.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.1. Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf [0, 1]¢
mit gleichverteilten Rindern auf dem Intervall [0, 1].

Eine Copula kann auch durch folgende Eigenschaften charakterisiert werden:



1. C(uy,...,uq) ist wachsend in jeder Komponente u;.

2. Fir alle u; € [0,1],7 € {1,...,d} gilt, dass die Copula gleichverteilte Rinder hat,
dh. C(1,...,1,u;1,...,1) = u; und, dass sie geerdet ist,
d.h. C’(ul, ey Uj—1, O,’U,Z'_;,_l, e ,’U,d) =0.

3. C ist d-wachsend, d.h. fiir alle a = (a1,...,aq),b = (b1,...,bq) € [0,1]% mit
a; <bj,i=1,...,d gilt, dass

2 2

Z Y (=G (g ugs,) >0, (3.1)

wobei u;1 = a; und u;o = b; fiirallei € 1,....,d

Die erste Eigenschaft ist erforderlich fiir jede multivariate Verteilungsfunktion. Die
zweite Eigenschaft ist die Voraussetzung fiir die gleichverteilten Rénder und sagt aus,
dass, falls bei einer Randverteilung die Nullwahrscheinlichkeit auftritt, dies auch bei der
gemeinsamen Verteilung gelten muss. Die letzte Eigenschaft ist nicht so offensichtlich.
Die Ungleichung (3.1) stellt sicher, dass wenn C' die Verteilungsfunktion des Zufalls-
vektors (Ut,...,Uy) ist, P(a; < Uy < by,...,aq < Uy < by) nicht-negativ ist. Erfiillt
eine Funktion C diese Eigenschaften, dann ist sie eine Copula.

Die Bedeutung von Copulas bei der Untersuchung von multivariaten Verteilungs-
funktionen wird im Theorem von Sklar zusammengefasst. Finerseits wird gezeigt, dass
alle multivariaten Verteilungsfunktionen Copulas enthalten, anderseits konnen Copu-
las in Verbindung mit eindimensionalen Verteilungsfunktionen verwendet werden, um
multivariate Verteilungsfunktionen zu konstruieren.

Theorem 3.2. Sei H eine multivariate Verteilungsfunktion mit eindimensionalen Rand-

verteilungen FY, ..., Fy. Dann existiert eine Copula C : [0,1]¢ — [0, 1], sodass fiir alle
T1,...,7q in R = [—00, o]
H(zy,...,zq) = C(F1(21), ..., Fu(zq)) (32)

gilt. Sind die Rinder stetig so ist C eindeutig. Andernfalls ist C eindeutig bestimmt auf
Ran FyxRan F x ... xRan Fj, wobei Ran F; = F;(R) fiiri = 1,...,d. Umgekehrt
gilt, wenn C' eine Copula ist und Fi, ..., Fy eindimensionale Verteilungsfunktionen,
dann ist die Funktion H, definiert in (3.2), eine multivariate Verteilungsfunktion mit

Rindern Fy, ..., Fy.
Den Beweis zum Theorem 3.2 kann man in [11, Theorem 5.3] nachlesen.

Satz 3.3. Sei C eine Copula. Fiir beliebige uy, ..., uj—1,Uit1,...,uq € [0,1] existiert
die partielle Ableitung OC/Ou; fiir fast alle u; mit i € {1,...,d}, und es gilt

0<

= auzc(ulv ,Ud) S 1.



Fiir den Beweis von Satz 3.3 sei auf [12, Theorem 2.2.7.| verwiesen. Da Copulas als
Verteilungsfunktionen definiert sind, lassen sich Ausdriicke fiir die Copula-Dichte her-
leiten, falls diese existiert. Die Komonotonie-Copula und die Kontramonotonie-Copula
sind Beispiele fiir Copulas, die nicht absolut stetig sind. Jede Copula C' lédsst sich in
einen absolut stetigen Teil A¢ und einen singuldren Teil S¢ zerlegen

C(Ul,.'-,ud) :AC(Ul,...,Ud)+SC(U]_,...,Ud),

A ul Uqg 6d
ULy, Ug) = —C(s1,...,8q)ds1 ---ds
c(uy d) /0 /0 D51 05y (s1 a)dsi d

Sc'(ul, ces ,ud) = C(ul, cee ,ud) - Ac(ul, oo ,ud).
Infolge von Satz 3.3 existieren die partiellen Ableitungen fast iiberall in [0, 1]%. Im Ge-
gensatz zu multivariaten Verteilungsfunktionen sind die Randverteilungen der Copulas
immer stetig, daher haben Copulas keine Atome. Existiert die Dichtefunktion ¢ einer
Copula C, so ist sie gegeben durch

wobei

und

8dC(U1,. . .,ud)
8U1 s -8ud

c(uy,...,uq) = . (3.3)

Definition 3.4. Sei H eine absolut stetige, multivariate Verteilungsfunktion des Zu-
fallsvektors (Ui, ...,Uy) mit absolut stetiger Copula C, d.h. C = Ac, und streng mo-

noton wachsenden, stetigen Randverteilungen F, ..., Fy. Wir kénnen C(uy, ..., uq) =
H(F{ (u1),...,F; (uq)) differenzieren, um zu sehen, dass die Copula-Dichte durch
h(Ffl(m) ,Fjl(ucz))
c(ug, ... ug) = —
FF () - fa(Fy (ua))
gegeben ist, wobei h die gemeinsame Dichtefunktion von H ist, fi,..., fq die Rand-
dichten und Fl_l, ceey Fd_1 die verallgemeinerte Inversen der Randverteilungen sind.

Unter Verwendung von (3.3) und Sklar’s Theorem kann die gemeinsame Dichte-
funktion A geschrieben werden als

OH (x1,. .., 14) ¢
h(a:l,...,xd)— 8%1"'a$d = 8$1"‘8$d (C(F1($1),...,Fd($d)))
9iC OF;(x;)
 Ouy - - Ouy (Fi(@1), H ox;
Substituieren wir u; = Fj(x;) fiir i € {1,...,d}, so erhalten wir
adc YU
h(ml, ceey xd) UI H fz .’EZ
4 (3.4)

= C(F1 (1’1), ey Fd(acd)) H fz(a;z)

i=1



3.1.2 Clayton Copula

Eine archimedische Copula ist eine d-dimensionale Copula definiert durch

Clu, ..., ug) = ol p(ur) + ... + p(ug)],
wobei ¢(u) Generator der Copula genannt wird.

Definition 3.5. Der Generator ¢ : [0,1] — [0,00] ist eine streng monoton fallende

Funktion mit ¢(1) = 0. Die Pseudo-Inverse von ¢ ist eine Funktion o= : [0, 00] —

[0, 1] gegeben durch

e U(t), falls 0 <t < p(0),

() =
o) 0, falls ¢(0) <t < oo.

Demnach ist ¢~ 1 stetig und monoton fallend auf [0, co] und streng monoton fallend
auf [0, p(0)]. Weiter gilt o[~ (¢ (u)) = u auf [0, 1] und

t, falls 0 < t < ¢(0),
©(0), falls ¢(0) <t < oo.
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Abbildung 3.1: Graph einer bivariaten Clayton Copula mit Parameter § = 1.2.

Einer der bekanntesten Vertreter der Familie der archimedischen Copulas ist die
Clayton Copula. Sie ist gegeben durch

CMuy,. .y ug) = (i’ + .. +uyd —d+1)77, (3.5)
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wobei 0 < 0 < oo der Abhéngigkeitsparameter ist. Fiir limg_,q C(scl erhalten wir die
Unabhéangigkeits-Copula und fiir lims_, C(;Cl erhalten wir die Komonotonie-Copula.
Der Generator und der inverse Generator der Clayton Copula sind gegeben durch
o(u) =ud —1und ¢~ 1(t) = (1 +1¢) 5.

Die Dichtefunktion der Clayton Copula ist gegeben durch

d
S ur, .oy ug) = (U + .+ u;‘s —d+ 1)7d7% Hul_‘”((i —1)6+1)). (3.6)
i=1

Abbildung 3.2: Graph der Dichte einer bivariaten Clayton Copula mit Parameter § =
1.2.

Abbildung 3.3: Konturdiagramm einer bivariaten Clayton Copula mit Parameter § =
1.2.
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Als Néchstes betrachten wir fiir den zweidimensionalen Fall die Menge der Punkte
auf [0, 1), fiir die die Clayton Copula jeweils denselben konstanten Wert annimmt, also
C§'(u,v) = o wobei a € (0,1) ist. Durch Umformen erhalten wir

_1
Vo (u) = (oz_‘;—u_(s—i—l) ’ fira <u<1.

Dadurch kénnen wir mithilfe von Konturlinien auf eine anschaulichere Weise in Abbil-
dung 3.3 die Form und Gestalt einer bivariaten Clayton Copula betrachten.

3.2 Benotigte Verteilungen

Fiir die im Laufe der Arbeit betrachteten Beispiele werden die Exponentialverteilung
und die Pareto-Verteilung benétigt. Die in den nachstehenden Abschnitten beschrieben
werden.

3.2.1 Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung einer stetigen Zufallsvariable X ist beschrieben durch die
Wahrscheinlichkeitsdichte f und die Verteilungsfunktion F' von der Form:

flx) =Xe™ F(z) =1—e fiirz >0

Die Verteilung wird durch den positiven Parameter A charakterisiert und ihr Erwar-

tungswert ist gegeben durch E[X] = %

0.50
1
0.5

0.4

0.45
1

Exponentialdichte
0.40
|
Exponentialdichte

0.35
1
0.0 0.1
1

0.30
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.4: Dichte einer Exponentialverteilung mit Parameter A = 0.5, 1.5.

Weiter lésst sich die Quantilfunktion der Exponentialverteilung angeben durch
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3.2.2 Pareto-Verteilung

Die Pareto-Verteilung wie in [14] beschrieben ist eine Heavy-tailed-Verteilung, die weit-
gehend bei der Modellierung von Verlusten Verwendung findet, wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir Grofischadenereignisse sehr hoch ist. Eine stetige Zufallsvariable X heifst
Pareto-verteilt Pa(a,#) mit Parametern o > 0 und 6 > 0, wenn sie die Wahrschein-

lichkeitsdichte
af®

f(l‘)zm

besitzt. Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Fo =1 (2)"

14

15
1.2

1.0

Pareto Dichte
1.0
|
Pareto Dichte

0.6

0.5

1

0.2 0.4
1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.5: Dichte einer Pareto-Verteilung mit Parameter o = 0.9,1.8 und 6 = 1.

Der Parameter a bestimmt, wie schnell sich die Verteilungsfunktion dem Wert 1
anndhert, d.h. je hoher « ist, desto schneller lduft die Verteilungsfunktion gegen 1. Der
Parameter 0 bezeichnet die untere Grenze der Daten. Weiter sei

0
Fil :71—0
) (1—-p)a

die Quantilfunktion der Pareto-Verteilung.
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3.3 Hyperwiirfel und Simplex

In diesem Abschnitt werden wichtige Grundlagen fiir die Beschreibung des AEP-
Algorithmus definiert. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Vektoren fett gedruckt
geschrieben, zum Beispiel 1 = (1,...,1) € R%,d > 1. Weiters bezeichne e, den k— ten
Vektor der kanonischen Basis von R? und D = {1,...,d}. Gegeben sei der Vektor
b = (b,...,b5) € R? und eine reelle Zahl h, dann bezeichnet Q(b,h) C R? einen
Hyperwiirfel definiert durch

X &

(bg, b + h], wenn h > 0,

LSy
T
=
|
a
I
I

(3.7)

X a

(b, + h,by], wenn h < 0.

=
Il
—

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir Q(b,0) = @. Auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, S,P) haben die Zufallsvariablen X7, ..., X eine d-dimensionale multi-
variate Verteilung H. H induziert das Wahrscheinlichkeitsmaf Vi auf R? durch

d

X(—OO,{L'Z']] = H({L‘l,. . .,xd).

=1

Vi

Wir bezeichnen mit ig, . . ., iy alle 2¢ Vektoren in {0,1}¢, wobei N = 2¢ —1. Anders als
in [1], sind das alle Vektoren der Lange d, die mithilfe einer systematischen Bindrdar-
stellung als Kombination der Elemente {0, 1} erzeugt werden, wie ig = (0,...,0),i; =
(1,0,...,0),i2 = (0,1,0...,0),...,iy = 1 = (1,...,1). Als Néichstes sei #i = S ¢_, iy,
die Anzahl der Einser im Vektor i, zum Beispiel, #ig = 0 und #iy = d. Das Vy-Mak
eines Hyperwiirfels Q(b, h),h > 0, kann ausgedriickt werden durch

N
Vi[Q(b, h)] = P[Xy € (bi, b + 1],k € D = (~1)* # H(b + hi;). (3.8)
j=0

Wir definieren das d-dimensionale Simplex S(b, h) C R? durch

d
{XGRd:zkbk>0,k€Dund Z(xkbk)gh}, wenn h > 0,
S(b,h) = =1
{XERd:xk—bk<O,k€Dund Z(mk—bk)>h}, wenn h < 0.
k=1

(3.9)

Wieder soll S(b,0) = @ gelten. Letztlich bezeichnen wir mit Ay das Lebesgue-Mafs auf
R, Das Lebesgue-Maf auf dem Simplex S(b, k) ist nach [1] gegeben durch

d
Aa[S(b, )] = ’hd’!. (3.10)
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Kapitel 4

Der AEP-Algorithmus zur
schnellen Berechnung der
Verteilung von Summen abhangiger
Zufallsvariablen

In einem 2011 im Bernoulli Journal veréffentlichten Artikel stellen Arbenz, Embrechts
und Puccetti einen Algorithmus zur numerischen Berechnung der Verteilungsfunktion
von d abhéngigen, nicht-negativen Zufallsvariablen fiir eine gegebene absolut stetige
multivariate Verteilungsfunktion vor. Fiir eine gegebene multivariate Verteilungsfunkti-
on H approximiert der Algorithmus das H-Mafs auf einem Simplex durch eine endliche
Summe der H-Mafe von Hyperwiirfeln [6].

4.1 Beschreibung des AEP-Algorithmus

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen X1, ..., Xy
nicht-negativ seien, d.h. P[X}; < 0] = 0,k € D. Weiters nehmen wir an, dass die
multivariate Verteilung H des Zufallsvektors (X7, ..., X) bekannt ist und definieren
Sq= X1+ ...+ Xy. Unser Ziel ist die nummerische Berechnung von

P[Sd § S] = VH[S(O, S)]

fiir einen fixen positiven Wert s. Wegen (3.8) ist es sehr leicht das Vg-Mak fiir Hyper-
wiirfel auf R? zu berechnen. Die Idee hinter dem AEP-Algorithmus ist es das Simplex
S8(0, s) durch Hyperwiirfel zu approximieren.

Zu Beginn der n-ten Iteration n € N (der Algorithmus startet bei n = 1), erhilt
der Algorithmus als Input N*~! Simplizes, die wir mit S¥ = S(b¥ h¥) bezeichnen, fiir

k=1,...,N* ! Zu jedem Simplex wird der Wert 52 € {—1,1} assoziiert, der anzeigt,
ob das Ma® des Simplex addiert (sf = 1) oder subtrahiert wird (sf = —1), um eine
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Approximation von Vg[S(0, s)] zu berechnen. Jedes Simplex wird durch einen Hyper-
wiirfel OF = Q(b¥, ahk) mit a € [1/d,1) und N Simplizes S¥,, = S(bk,,,hE, )
zerlegt. Das Vi-Mak fiir jedes Simplex S* kann mithilfe des folgenden Theorems aus
[1] berechnet werden.

Theorem 4.1. Fir alleb € R4 h € R und o € [1/d,1) gilt, dass

N
Vi [S§] = Via [ QF) + Y mI Vigl S, ), (4.1)
j=1
wobei die Folgen bF, hE und m7 durch ihre Anfangswerte by = 0,
hi = s und
bV = bk panki;, R TV = (1 - #ija)hl,
(4.2)
(—1)1H#%4 wenn #1; < 1/a,
m! = {0, wenn #1; = 1/a,

(=144 wenn #i; > 1/a
definiert sind fiir alle j =1,...,N und k=1,..., N" L

Fiir den Beweis des Theorems benétigen wir einige Lemmata. Wir bezeichnen mit
d;; das Kronecker-Delta, das definiert ist als

0, fallsi # j,
0ij = 0
1, fallsi=7j.

Lemma 4.2. Seien i,j € D fix mit i # j. Dann gilt fir alle h,s € R mit hs > 0 und
b € R?, dass

S(b + he; + hej, s —h),  falls |h| < |s],

S(b+ he;,s) NS(b+ he;,s) =
( )8 i) {Q, falls |h| > |s].

Beweis. Als Erstes zeigen wir die Inklusion C. Angenommen 0 < s < h. Nach der
Definition (3.9) gilt fiir einen Vektor x € S(b + he;, s), dass

d
T > b + 0ih, k € D und Z(xk — b, — 5zkh) < s.
k=1

Daraus folgt, dass

.%'jSbj—i-S—Z(a?k—bk—(sikh)<bj+8§bj+h
k#j

16



gilt, das heifst x ¢ S(b+hej, s). Wir nehmen nun an, dass 0 < h < s. Fiir einen Vektor
x € S(b + he;, s) NS(b + hej, s) gilt, dass

T — b, >0,keD mit x; > b; +h und x; > b; + h. (4.3)

Sei wieder x € S(b + he;, s), folglich erhalten wir Zzzl(azk — (bx, + hd;x)) < s. Subtra-
hieren wir h von beiden Seiten der letzten Ungleichung, so erhalten wir

d
> (xr — (b + o + hdjp)) < s — h. (4.4)
k=1

Die Gleichungen (4.3) und (4.4) zeigen, dass x € S(b + he; + he;, s — h). Der Fall
h,s < 0 folgt analog.

Nun zeigen wir die Inklusion D. Im Fall 0 < s < h, gibt es nichts zu zeigen. Da-
her nehmen wir an, dass 0 < h < s. Fiir jedes fixe x € S(b + he; + he;, s — h), gilt
(4.4) fir xp — (by + hoir + hdji) > 0,k € D. Addieren wir hdj; zur Summe auf der
linken Seite und h zur rechten Seite von (4.4), so erhalten wir

d
Z a;k — bk + hézk)) (4.5)
k=1

Da (z — (bx + hd;i)) positiv ist fir alle k € D, folgt aus (4.5), dass x € S(b + he;, s).
Durch dhnliche Uberlegungen erhalten wir, dass x € S(b + hej, s). Der Fall h,s < 0
folgt analog und der Fall hs = 0 ist trivial. Ul

Lemma 4.3. Fiir alleb € R* h € R und o € (0,1) gilt, dass
d
S(b,h)\ Q(b,ah) = U (b + ahey, h — ah).

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Inklusion C. Sei als Erstes h > 0. Wenn x € S(b, h) \
Q(b,ah), dann ist zx > bx, k € D und Zizl(mk — br) < h, solange nach Definition
(3.7) ein j € D existiert, sodass z; — b; > ah. Fiir dieses j kénnen wir folgendes
schreiben:

d
Z(xk — (b + djrah)) < h —ah mit x — (b + djrah) >0,k € D. (4.6)
k=1

Daraus erhalten wir x € S(b + ahej,h — ah) C |Ji_, S(b + ahey, h — ah).

Zum Beweis der Inklusion D sei x € ngl S(b + ahep,h — ah), das heift es exis-
tiert ein j € D, fiir welches x die Ungleichung (4.6) erfiillt. Es folgt, dass x; > b; + ah
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(daher ist x ¢ Q(b,ah)) und Zizl(xk —b;) < h — ah + ah = h. Weiter nehmen
wir zur Kenntnis, dass (4.6) xp > bg,k € D impliziert, und wir erhalten schliefslich
x € S(b,h) \ Q(b,ah). Der Fall h < 0 ist analog, wiahrend der Fall h = 0 trivial
ist. OJ

Lemma 4.4. Fiir alleb € R* h € R und a € (0,1) gilt, dass
Q(b,ah) \ S(b,h) = S(b + ahl,h — adh) N Q(b, ah).

Beweis. Als Erstes zeigen wir die Inklusion C. Fiir « = 1/d folgt das Lemma direkt.
Wir wéhlen o € (1/d,1) und nehmen h > 0 an. Wenn x € Q(b,ah) \ S(b,h), dann
gilt x > by fiir alle k € D. Da x ¢ S(b,h), erhalten wir Z;-i:l(xi —b;) > h. Da
i < b + ah gilt fir alle k € D, kénnen wir

d
> (zr—bp—ah)>h—adh  mitzy— (bp+oh) <Ofiralleke D (4.7)
k=1

schreiben. Da h — dah = h(1 — da) < 0, stellen wir fest, dass x € S(b+ ahl,h — adh)
und somit erhalten wir durch unsere Annahme, dass x € S(b+ahl, h—adh)NQ(b, ah).

Wir kommen zum Beweis der verbleibenden Inklusion D. Sei x € S(b + ahl,h —
adh) N Q(b,ah). Wegen h — adh < 0 folgt, dass (4.7) gilt. Das impliziert, dass
Zgzl(zk — bx) > h gilt und daraus folgt, dass x ¢ S(b, h). Der Fall h < 0 ist analog,
wahrend der Fall A = 0 trivial ist. O

Fiir den Beweis von Theorem 4.1 verwenden wir eine Notation, die unabhéngig von
dem Iterationsschritt ist. Es sei
N . . .
Vi[S(b,h)] = Vi [Q(b,ah)] + Y m!Vy[S(b7, h)],
j=1
fir alle j=1,...,N.

Beweis von Theorem 4.1. Der Fall h = 0 ist trivial. Wir nehmen nun an, dass h # 0.
Unter Verwendung der folgenden allgemeinen Eigenschaften zweier Mengen A, B:

1. B=(AU(B\ A)\ (4\ B)
2. (A\B) C AU(B\ A)
3. AN(B\ A) =

erhalten wir, dass

Vi[S(b, h)] = Vu[Q(b,ah)] + Vi[S(b,h) \ Q(b,ah)] — Vg [Q(b,ah)\ S(b,h)]. (4.8)

18



Unter Verwendung der Notation S*¥ = S(b + ahey, h — ah) impliziert das Lemma 4.3
fiir den zweiten Summanden in (4.8), dass

d d
Va[S(b,h)\ Q(b,ah)] =V [[ S| =) (-0 > v |(S']. (49
k=1 k=1 ICD,|I|=k icl
Wir fixieren I C D mit I = {ny,...,ni}. Die wiederholte Verwendung von Lemma 4.2
fiithrt zu
k
S|b+ah n.sh(1—k , falls ka < 1,
M S(b + ahey,, h — ah) = “ ;eﬂ (1= ka) A e
el a, falls ka > 1.
Durch Substitution des letzten Ausdrucks in (4.9) erhalten wir, dass
Vi[S(b,h)\ Q(b,ah)] = Y (-=DF > Vy[S(b+ ahiy, h(1 - ka))]
keD, ire{O,l}d,
ka<1 #i,=k
(4.10)
= > (=DFV[S(b + ahi, h(1 - #ia))].
ie{0,1}¢,
0<#i<1l/«x

Wenden wir Lemma 4.4 auf den dritten Summanden in (4.8) an, so erhalten wir

Vi [Q(b,ah) \ S(b, h)]
= Vy[S(b + ahl,h — adh) N Q(b, ah)] (4.11)
= Vu[S(b + ahl,h — adh)] — Vg[S(b + ahl,h — adh) \ Q(b, ah)].
Beachte, dass wenn a = 1/d gilt, dass das Maf in (4.11) Null ist. Daher kénnen wir
annehmen, dass a # 1/d gilt. Verwenden wir, dass Q(b, ah) = Q(b + ahl, —ah) gilt,
und definieren b = b + ahl, & = —a/(1 — ad) > 1/d und h = h(1 — ad), so konnen

WIr

Vi[S(b + ahl, h — adh) \ Q(b,ah)] = Vi [S(b,h) \ Q(b, &h)]
schreiben. Die rechte Seite der obigen Gleichung ist leer, wenn @ > 1, das heiftt, dass
a€ (1/d,1/(d—1)]. An dieser Stelle liefert die Gleichung (4.10)
Vi [S(b+ ahl,h — adh) \ Q(b, ah)]

= > (—D)FVY[S(b + ahi, h(1 — #id))]
ic{0,1}4,
O<#i<l/a

= ) (~)FHVES(b+ ah(1 — i), k(1 — a(d — #i)))].

ie{0,1}4,
0<#i<d—1/a
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Substituieren wir i = 1 — i (#i = d — #i) in der obigen Gleichung, so kénnen wir
Vi [S(b + ahl,h — adh) \ Q(b, ah)]

= 3 ()THFHL(S(b + ahi, A1 - #ia))] (4.12)
ie{0,1}9,
1/a<#i<d

schreiben. In Ubereinstimmung mit dem, was oben festgestellt wurde, ist die letzte
Gleichung Null im zuvor genannten Fall, dass & > 1 ist. Unter Verwendung von (4.11)
und

S(b+ ahl,h —adh) = S(b + ahiy, h(1 — #iya)),
erhalten wir
Vu[Q(b, h) \ S(b, ah)]
= Vy[S(b + ahiy, h(1 — #iya))]
— Y (C)TFV[S(b + ahi, h(1 - #ia)))
i€{0,1}4, (4.13)
1/a<#i<d
= Y ()T HVE[S(b + ahi, h(1 - #ia))].
ie{0,1}4,
1/a<#i<d

Rufen wir uns die Definitionen in (4.2) in Erinnerung und substituieren (4.10) und
(4.13) in (4.8), so erhalten wir

Via[S(b,h)] = Via[Q(b,ah)] + > (=1)F'Vi[S(b + ahi, h(1 — #ia))]
3N
— Y ()T FVS(b + ahi, h(1 — #ia)))
ie{O,l}d,
1/a<#i<d
= Vu[Q[b,ah)] + > m/Vy[S(b/, h7)].
j=1

O

Als Niichstes definieren wir die Folge P,(s) als die Summe der Vy-Make der QF
multipliziert mit den entsprechenden sﬁ,

Nn—l n Ni—l
Pu(s)=Poor+ Y skVu[Q] =3 Y sk, (4.14)
k=1 i=1 k=1
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wobei Py(s) = 0 und die s* definiert sind durch s} = 1 und

sh N —skmd v alle j=1,...,Nund k=1,...,N""L, (4.15)

Wir werden zeigen, dass unter schwachen Annahmen auf H, die Folge P,(s) gegen
Vi [S(0, s)] konvergiert. Aus der Gleichung (3.8) konnen wir P, (s) direkt berechnen.
Die (N""!) x N = N™ Simplizes S¥_ ;, die durch (4.1) generiert werden, werden in der
(n + 1)-ten Iteration verwendet, um ihre Vy-Mafke durch die Mafe der Hyperwiirfel
QF | zu approximieren. Um zu zeigen, dass P,(s) gegen V[S(0, s)] konvergiert, be-
rechnen wir als Erstes den Approximationsfehler, der entsteht, wenn man P, (s) statt
Vi [S(0, s)] verwendet. Fiir die Theoreme 4.5, 4.6 und 4.7 sei auf 1] verwiesen.
Theorem 4.5. Mit der oben eingefithrten Notation gilt
N
Vi[S(0,9)] = Pu(s) = > sk VulSk ] fir allen € N. (4.16)
k=1
Beweis. Wir beweisen das Theorem durch Induktion nach n. Fiir n = 1 entspricht die
Gleichung (4.16) der Gleichung (4.1). Es gilt

Vi[S)] = +mev Sy kN

0+ S s

k=1 j=1
N

+Zm]VH 82] +ZS§VH 82]
k=1 k=1

da s§ = sim? = m/. Nun nehmen wir durch Induktion an, dass

N1
Vi[S(0,8)] = Po1(s)+ > skVy[Sh]
k=1
gilt. Unter Verwendung von (4.1),(4.14) und (4.15) erhalten wir

Nn—l Nn—l N
4.1 . _ .
ValS(0,5)] ‘£ Poi(s)+ 3 shvalQ)+ S0 sk | Yo mvalsh Y
k=1 k=1 j=1
414) X ;
)+ Z Zskmjv n+1 )
k=1 j=1
(415) anl N
- Nk—N Nk—N+j
=" Po(s) + an—i-l TV [Snt1 ]
k=1 j=1
NTL
= Pu(s)+ Y sp1 ValSia).
k=1
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Jetzt sind wir bereit eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Folge
P,(s) nach Vi[S(0, s)] zu geben. Ist das totale Lebesgue-Mafs der N neuen Simplizes
ST]LV fl N+], j = 1,...,N, die durch das Simplex S* generiert werden, kleiner als das
Lebesgue-Maft von Sﬁ, dann konvergiert der Approximationsfehler (4.16) unter der
Annahme, dass H stetig ist, gegen Null. Wir definieren e, = Zg:nl Aa[SF. 4] als die
Summe der Lebesgue-Mafie der Simplizes, die in der Iteration n+ 1 verwendet werden.
Aufserdem definieren wir den Volumenfaktor f(«) als das Verhéltnis der Lebesgue-
Mafse der Simplizes in zwei aufeinanderfolgenden Iterationen, das ist f(a) = en/en—1.
Mithilfe der Formel (3.10) fiir das Ag-Maf eines Simplex erhalten wir

N N k|d d . dipkd
S Al ZI 1—#1j a)hg|® d\ |1 — ja|”|hy)

Ad n+1 - E . d! .
J=1 J=1

=1V

Unter Verwendung der obigen Gleichung und mit der Beobachtung, dass die N Sim-

plizes S Nﬂ j =1,..., N durch das Simplex S¥ erzeugt werden, erhalten wir
f(Oé) _ €n _ )‘d[‘gn-l-l]
en—1 N" " AalSH]
n—1 _ - n—1 .
o S SN S () (= el kY /dy)
1 AdlSh] 1 AdlSH]

(1/d') W“ldz (d)ll—ja!d d
(1/d!) N k| d Z( )’1_]a‘d

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des AEP-Algorithmus kann mithil-
fe des Volumenfaktors f(«) ausgedriickt werden. Als Erstes nehmen wir an, dass H
absolut stetig ist mit beschrankter Dichte.

Theorem 4.6. Angenommen Vg hat eine beschrankte Dichte vy. Wenn der Volumen-
faktor f(a) < 1 erfillt, dann gilt
lim P,(s) = Vg[S(0,s)]. (4.17)

n—o0

Beweis. Da die Dichte vy von Vg durch eine Konstante ¢ > 0 beschrankt ist und unter
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Verwendung von (4.16), gilt

[Vu[S(0, 5)] — P(s)] = ZSH-HVH 1] Z/ n+ldH‘
k+1
< Z/ sk ed)g <cZ/ nﬂ(dxd
k+1 k+1
:cZ/ dAd:cZAd vl

k+1

Wir folgern unter den Annahmen, dass e, > 0 und e,/e,—1 = f(a) < 1 gelten, dass
en exponentiell gegen Null konvergiert fiir n gegen unendlich. O

Damit die Gleichung (4.17) gilt, geniigt es, dass vy auf Ui\[:nl Sk 41 beschrénkt ist
fiir hinreichend grofies n. Wir definieren die Hyperebene I's durch

d
Fs:{(ml,...,xd)GRd:Zajk:s}. (4.18)
k=1

Das folgende Theorem besagt, dass der L'-Abstand von der Hyperebene I'y zu
jedem Punkt in U,iV:nl Sk 41 beschrinkt durch einen Faktor v"s ist, wobei v = max{1 —
a,|1 — dal}. Wenn « € (0,2/d), gilt v < 1 und der Abstand konvergiert gegen Null
fir n — oo. Damit das Theorem 4.6 gilt, wenn a € (0,2/d), ist es hinreichend, zu
verlangen, dass H nur in der Umgebung von I'g eine beschrankte Dichte hat.

Theorem 4.7. Ist x € Uiv 1 +1, dann ist sein L'-Abstand zur Hyperebene Ty be-
schrankt durch 4"s, mit v = max{l — a, |1 — do|}.

Beweis. Wir bezeichnen mit b" (bzw. % ) fiir r € D die d Komponenten des Vektors
b% (bzw. i;). Wir wollen durch Induktlon nach n beweisen, dass

d
b hi=s  firallek=1,...,N" " und n > 1. (4.19)
r=1

Fiir n = 1 ist die Aussage wahr, da nur ein Simplex existiert mit bi = 0 und h} = s.
Angenommen die Aussage gilt fiir n > 1. Wegen (4.2) erhalten wir fir alle j =1,..., N
und k=1,..., N1 dass

N+j,r N+j
Z bn-i—l + hn+1

)

d d
bk b ahyit) + (1= #ija)hy = bR+ ahl > il + by — ahl#;
r=1 r=1

||M&
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d d
= VP o #; + b — abl#; =) bhT 4 hE =,
r=1 r=1
wobei die letzte Gleichung die Induktionsannahme ist. Wegen (4.19) liegt die diagonale
Seitenfléiche jedes Simplex S¥ 41, der durch den AEP-Algorithmus generiert wird, auf
der Hyperebene T'y. Als Konsequenz ist der L'-Abstand von I'y von jedem Punkt in
S, strikt kleiner als der Abstand vom Vektor b¥ 11, Was |hk . 1| ist. Fiir ein fixes
nund k = 1,..., N""! erhalten wir, dass ]hf:/_,:l_Nﬂ\ < v|hE| fiir alle j = 1,...,N.
Daher gilt

k _ 1 _
pnax |hpg1|l ="h1 =9"s, (4.20)
wobei die Gleichung fiir jedes n > 1 gilt, da |hanfN+j| = 4|hk| fiir j = 1 oder
j=N. O

4.2 Beispiel zur Erlauterung des AEP-Algorithmus

In diesem Abschnitt soll der AEP-Algorithmus anhand eines einfachen Beispiels illus-
triert werden. Die multivariate Verteilungsfunktion H wird mithilfe der Randverteilun-
gen F'x,und einer Copula C dargestellt. Wir betrachten ein zweidimensionales Portfolio
(d = 2) mit exponentialverteilten Réndern, d.h.

Fy,(z)=PX;<z]=1—-eM  2>0,i=1,2,

k3

mit Parametern Ay = 1.5 und Ay = 0.5. Wir verbinden diese exponentialverteilte
Rénder durch eine bivariate Clayton Copula C' = C(;Cl mit

C = (u’ +uz” + )70 wp € [0,1),k=1,2.

Als Parameter wahlen wir § = 1.2, = % und s = 10. Mithilfe des Satzes von Sklar
konnen wir die multivariate Verteilungsfunktion H berechnen:

H(x1,22) = CSYFx, (21), Fx, (22))
— ((1 o 6—1.52:1)—1.2 + (1 _ 6—0.5:52)—1.2 _ 1)—1/1_2.

In der ersten Iteration, d.h. fiir n = 1, wird das Vg-Maf des Simplex S(0, s) durch das
Vir-Maf des Hyperwiirfels Q1 = Q(0, as) approximiert, wie in Abbildung 4.1 illustriert
wird.

Formal gilt
S(0,5) = (QIUSIUS)\SS  fiir alle a € [1/2,1). (4.21)

Da « € [1/2,1), sind die Mengen S3,S2 und Q] paarweise disjunkt und aukerdem gilt
S3 C Q1. Das Vy-MaR auf S(0, s) kann daher in dieser Weise geschrieben werden

Vi[S(0,5)] = Va[Q1] + Vi [Ss] + Vi [S3] — Vu[Ss).
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Abbildung 4.1: Zerlegung des zweidimensionalen Simplex S(0, s).

Mit der Notation s} = s3 = 1 und s3 = —1 kann man die Gleichung oben wie folgt
umschreiben

Vi[S(0,s Z 5V [Sh). (4.22)

Unter Verwendung von (3.8) ist die erste Approximation von Vi[S(0,10)] gegeben
durch den Wert

e

3
Pi(10) = V[Q1] = ) (~1)* #Y H(0 + 0.75i;)
=0
(0

= H(0,0) — H(7.5,0) — H(0,7.5) + H(7.5,7.5)
=0—-0-0+0.97647 = 0.97647
mit io = (0,0),il = (1,0),i2 = (O, 1) und i3 = (1, 1)

Als néchstes berechnen wir den Input fiir die zweite Iteration. Es gilt bg =bl+ od;
und b} = (1 — #ij;a)hi fir j = 1,2,3. Daraus ergeben sich folgende Werte

=(0,0) +0.75-10- (1,0) = (7.5,0), b3 = (0,0) +0.75-10-(0,1) = (0,7.5),
=(0,0) +0.75-10- (1,1) = (7.5,7.5),
hy=h3=(1-1-075)-10=25 und h3=(1-2-0.75)-10= -5

sowie die drei Simplizes

Si =8((7.5,0),2.5),  S2=35((0,7.5),2.5) und
S3=8((7.5,7.5), —5).
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Die Simplizes werden durch diese drei Hyperwiirfel zerlegt
Q) = Q((7.5,0),1.875), Q3 = Q((0,7.5),1.875) und
Q3 = Q((7.5,7.5), —3.75).

Bei der zweiten Iteration erhalten wir fiir das Vi-Mafs des Simplex Vi[S(0,10)] fol-
gende Approximation

Py(10) = P,(10) +Z AV Q5]

— Pi(10) + VH[QQ} + V[QF) — Vi [Q3)

mit 8§ = s3 = 1 und s3 = —1, wobei die Vg-Make der Hyperwiirfel wie folgt berechnet
werden

Vi[QL] = H(7.5,0) — H(9.375,0) — H(7.5,1.875) + H(9.375, 1.875)
=0 — 0— 0.608390 + 0.608394 = 4.09732¢-06,

Vi[Q3) = H(0,7.5) — H(1.875,7.5) — H(0,9.375) + H(1.875,9.375)
=0—0,919385 — 0+ 0,931903 = 0,012518  und

Vi|Q3] = H(7.5,7.5) — H(3.75,7.5) — H(7.5,3.75) + H(3.75,3.75)
= 0.97647 — 0.97306 — 0.846636 + 0, 84414 = 0.000917.

Daraus folgt
P5(10) = 0.97647 + 4.09732¢-06 + 0,012518 — 0.000917 = 0.988074

Fiir die dritte Iteration gilt b§k7N+j = bk + ahbi; und hékaNﬂ = (1 — #ia)hk fiir
N=3,j=1,2,3und k =1,...,9. Daraus erhalten wir

bl = (7.5,0) +0.75- 2.5 - (1,0) = (9.375,0),
b2 = (7.5,0) +0.75-2.5- (0,1) = (7.5, 1.875),
b3 = (7.5,0) +0.75- 2.5 - (1,1) = (9.375,1.875),
bi = (0,7.5) +0.75-2.5 - (1,0) = (1.875,7.5),
b3 = (0,7.5) +0.75-2.5- (0,1) = (0,9.375),
b$ = (0,7.5) +0.75- 2.5 (1,1) = (1.875,9.375),
b7 = (7.5,7.5) — 0.75 -5 - (1,0) = (3.75,7.5),

= (7.5,7.5) —0.75-5- (0,1) = (7.5,3.75),
b9 =(7.5,7.5) —0.75-5 - (1,1) = (3.75,3.75),
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hi=h%i=h3=h3=(1-1-0.75)-2.5=0.625,
hy=hS=(1-2-0.75)-2.5=—1.25

Rl =h§=(1-1-0.75) (=5) = —1.25, und
hy =(1—-2-0.75) - (=5) = 2.5

sowie die neun Simplizes

Si = 8((9.375,0),0.625), S? = S((7.5,1.875),0.625),

S3 = S((9.375,1.875), —1.25), S3 = S((1.875,7.5),0.625),

S5 = S((0,9.375),0.625), S§ = S((1.875,9.375), —1.25),
S¥=8((3.75,7.5), —1.25), S8 =8((7.5,3.75),-1.25) und
SY = S((3.75,3.75),2.5).

Diese neun Simplizes zerlegen wir wiederum durch neun Hyperwiirfel

0L = Q((9.375,0),0.46875), 02 = Q((7.5,1.875),0.46875),

Q3 = Q((9.375,1.875), —0.9375), Q% = 0((1.875,7.5),0.46875),

Q3 = 0((0,9.375), 0.46875), Q8% = 0((1.875,9.375), —0.9375),

Ol = Q((3.75,7.5), —0.9375), 0% = O((7 - 5,3.75),—0.9375) und
Q% = Q((3.75,3.75), 1.875)

und erhalten dadurch folgende Approximation fiir das Viy-Maf des Simplex Vi[S(0, 10)]:

9
P3(10) = Py(10) + ) s5Vir[Qf]
k=1

= Py(10) + Vi [Q3] + Vi [Q3] — Vu[Q3] + Vu[Q3]+
Vi [Q3] — Vi [Q5] — Vi[Q3] — Vu[Q3] + Vir[Q3)

= (0.988074 4 1.25898e-08 + 7.04268e-07 — 5.29607¢e-07 4 3.03579e-04+
4.32361e-04 — 1.82521e-03 — 3.27927e-04 — 6.19326e-06 - 6.06876¢-04
= (0.987258

7T _ 8
53 =53 = —1.

mits%zs%zsgzsg:sgzlunds%zsg

Als Vergleich berechnen wir Viz[S(0, 10)] durch Integration der gemeinsamen Dich-
tefunktion

10 10—z
Via[S(0,10)] = / / h(wv, 29)d dvy = 0.98761245, (4.23)
0 0
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Abbildung 4.2: Graphische Darstellung von P;, P> und Ps.

wobei die Dichtefunktion gegeben ist durch

h($17$2) = (12 + 1) ((1 — 6—1.5:51)*1.2 + (1 o 6_0.5:[;2)71.2 B 1)*2*1/1.2
(1 _ 671.5:1:1)—2.2 1.5¢~ 1521 (1 B 670,5362)—2.2 0.5e—0-52_

Fiir die Berechnung des Integrals (4.23) wurde die Funktion adaptIntegrate aus dem
R-Package cubature verwendet. Diese wird ausfiihrlich in Kapitel 5.2 beschrieben.

Wir konnen sehen, dass die Approximation P3(10) = 0.987258 von Vg [S(0,10)]
durch den AEP-Algorithmus bereits nach drei Iterationen bis zur dritten Nachkom-
mastelle genau ist.

4.3 Wahl des Teilungsparameters «

Der AEP-Algorithmus héngt von der Wahl des Parameters a ab. Im Allgemeinen wiirde
die optimale Wahl von o« vom Maf Vg abhéngen. Im Beweis von Theorem 3.2 haben
wir gezeigt, dass

|[Pr(s) = Va[S(0, 8)]| < cf ()",

gilt, wobei ¢ eine positive Konstante ist. Da der Algorithmus unabhéngig von der Wahl
der Verteilung H sein soll, verwenden wir ein o, welches f(a) minimiert, d.h.

2
X .
RO
Wir werden zeigen, dass die Verwendung von a* mehrere wiinschenswerte Konsequen-
zen hat. Ist & = o* und die Dimension d ungerade, dann ist bei der Aufspaltung (4.1)
fiir eine Anzahl von (( d Ji) /2) Simplizes der entsprechende Koeffizient m/ gleich Null
und diese Simplizes konnen vernachlassigt werden. Dadurch wird der AEP-Algorithmus
effizienter. Zum Beispiel generiert der Algorithmus bei der Aufspaltung eines drei-
dimensionalen Simplex nur vier neue Simplizes bei jeder Iteration mit o = o, anstatt
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von 2¢ — 1 = 7 generierten Simplizes bei jedem anderen méglichen a. Fiir o = a* ist
die Anzahl der neuen Simplizes, die bei jedem Schritt generiert werden, gegeben durch
die Funktion

24 — 1, wenn d gerade ist,
fs(d) = od _ 1 d d de i (4.24)
— 1= ((d+1)/2)’ wenn d ungerade 1st.
Da
Nn—l
(0,+00) 1 | | 85| € 8(0,(1+4™)s)\S(0, (1 —+™)s) (4.25)
k=1

gilt, ist die Wahl a@ = o giinstig. Gilt a« = a* € (0,2/d), so erhalten wir, dass v < 1
und v"s konvergiert gegen Null fiir n — oo.

d o f(a") d o f(a¥)
2 1 1 23
3 3 3 27
1 1 2
2 83 1

4 5 195 7 I >1

Tabelle 4.1: Werte von o* und f(a*) fiir Dimensionen d < 7.

Um die Konvergenz der Folge P, zu garantieren, ist es hinreichend vorauszusetzen,
dass die Verteilung H nur in der Umgebung von I's eine beschréinkte Dichte hat. Unter
dieser Annahme muss die Summe Sz beim Wert s, bei dem die Verteilung berechnet
wird, stetig sein, d.h. P[Sy; = s] = 0. Gilt stattdessen Vi [['s] > 0 wird moglicherweise
der Algorithmus nicht konvergieren.

4.3.1 Ein Gegenbeispiel

Seien zum Beispiel X; und Xy zwei Zufallsvariablen mit P[X; = 1/2] = P[Xy = 1/2] =

1 und ihre Verteilungsfunktion ist gegeben durch F(z) = 1, 1,(x). Wir berechnen
23

mithilfe einer Clayton Copula die multivariate Verteilung H(z1,z2) = (F(z1)™° +

F(29)70 — 1)_% fiir 0 < 6 < oo. Sei s =1 und « € [1/d,1). Dann erhalten wir fiir die
erste Iteration:

Pi(1) = Vg[Qi] = H(0,0) — H(a,0) — H(0,&) + H(,a) = 1
und
bl = (a,0), b2 = (0,a), b3 = (o, a)
hi=1-a, hi=1-a, h=1-2a

sy =1, 52 =1, 55 = —1.
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Fiir n = 2 ist die zweite Approximation gegeben durch:

Py(1) = Pi(1) + Vg[Q3] + Vi[Q3] — Vi [Q3]
mit

VH[Q%] = H(a,0) — H(a(2 — «),0) — H(a, (1 — ) + H((2 — ), a(1 — )

—0-0-0+0,

VH[Qg] =H(0,a) — H(a(l —a),a) — H0,a(2 — a)) + H(a(l — a),a(2 — a))
=0-0-0+0,

VH[Qg’] =H(a,a) — H2a(l — a),a) — H(o, 2a(1 — ) + H(2a(1 — @), 2a(1 — «))
=1—-0—-0+0.

Daraus folgt, dass P»(1) =1+04+0—-1=0.

~

0 o 1

Abbildung 4.3: Gegenbeispiel zur Konvergenz der Folge P,.

Obwohl Vi[S(0,1)] =1 gilt, alterniert die Folge P, (1) zwischen 0 und 1. Wenn H
zumindest eine beschrankte Dichte in der Nahe von I'y hat, dann ist die Konvergenz
der Folge P, (s) gegen den Wert Vi[S(0, s)] garantiert.

Eine weitere relevante Frage ist die Tatsache, dass der erforderliche Speicher fir die
n-te Iteration exponentiell in n anwéchst. Bei jeder Iteration des Algorithmus erzeugt
jedes Simplex S¥ einen Hyperwiirfel und eine Anzahl von fs(d) neuen Simplizes, die
an die néchste Iteration weitergegeben werden. Die Wahl von a = o™ ermdglicht es die
Genauigkeit des AEP-Algorithmus zu steigern.
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4.4 Verbesserung der numerischen Genauigkeit des Algo-
rithmus durch Extrapolation

In diesem Abschnitt fithren wir eine Methode zur Erh6hung der Genauigkeit des AEP-
Algorithmus basierend auf der Wahl o« = «a* ein. Fiir den weiteren Verlauf machen
wir die stdrkere Annahme, dass die multivariate Verteilung H eine zweimal stetig
differenzierbare Dichte vy hat, deren Ableitungen beschrankt sind. Das erlaubt uns die
Dichte vy durch ihre lineare Taylorentwicklung zu approximieren. Dies liefert uns eine
gute Schitzung fiir den Néherungsfehler des AEP-Algorithmus. Als Erstes brauchen
wir zwei einfache Integrationsergebnisse. Sei Sy_1 ein Simplex mit Dimension (d — 1),
fiir alle s > 0 gilt

s rs—xq S*ZZ:3 Tk S*Zizz Tk
/ xddx = / / . / / xddx
S(0,s) o Jo 0 0
s s—xq sfzgz3 Tp szZ:Q Tk
- / 24 / . / / dx
0 0 0 0
s

= /0 a;d/\d_l[Sd_l(O, S — (Ed)}dl’d = /OS Td (S(

44
d—1)!

d(Ed =

Analog gilt fiir alle s > 0

/ xddx—/ / / rgdx
Q(0,as) 0 0 0

:/ xd/ / Tgdx = (as)dl/ zqdrg = 1/2(as)?H,
0 0 0 0

Nun berechnen wir das V-Mal eines Hyperwiirfels und eines Simplex fiir den einfachen
Fall, dass die Verteilung H eine lineare Dichte hat, d.h. vg(b + x) = a + Zzzl CkTk
fir x € §(0,s) U Q(0, as). Fiir alle s > 0 erhalten wir

d
Vi [S(b,s)] = a/ dx + ch/ Tpdx
=1 S(0,s)

5(0,s)
(4.26)
] gd+1 d 5l s A
_ag—f—m ch —E a—i—chk y
k=1 k=1
d
Valob.as) =a [ dx+Ya [ nax
Q(0a,s) k=1 9(0,as)
ya , J (4.27)
= dy - d+1 _ d -
=alas)” + 5 (; ck> (as) (as) (a—i— Qozsgck) .
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Daher kann fiir eine lineare Dichte vy der Bruch Vy[S(b, s)]/Vi[Q(b, as)] durch
die Wahl o = o* = % unabhéingig von den Parametern b,s,a und c’s gemacht
werden. Dadurch erhalten wir

(d+1)¢

Vu [S(bv S)] = 9d ]|

Vi[Q(b,a"s)]. (4.28)
Das folgende Theorem aus [1] zeigt, dass (4.28) fiir jede hinreichend glatte Dichte gilt,
wenn die Anzahl der Iterationen n des AEP-Algorithmus gegen unendlich geht.

Theorem 4.8. Angenommen H hat eine zweimal stetig differenzierbare Dichte vy,
wobei alle partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung beschrdankt durch eine Kon-
stante D sind. Dann gilt

(d+1)2
24!

Vi [S(bE, hF) —

K hk Vir[Q(bE a*hF)]| < A <o (4.29)

1
sup  mar ————s
neN k=1,...Nn—1|hk|d+2

fiir eine positive Konstante A abhdngig nur von der Dimension d und der Verteilung
H.

Beweis. Fiir ein bestimmtes b¥ verwenden wir eine Taylorentwicklung, um gewisse

Koeffizienten a und ¢, k = 1,...,d abhingig von b? zu finden, so dass
d
vg (bl 4+ x) =a+ cha:k + Z Rp(x)x” fiir alle x € B(bF), (4.30)
k=1 18]=2

wobei B(bF) eine Kugel in R? ist mit b¥ als Zentrum, so dass B(b¥) > S(b% hF) U

Q(bk a*hk) gilt. In (4.30) haben wir eine multi Index Notation verwendet, um zu
zeigen, dass sich die Summe in der letzten Gleichung iiber die multi Indices 8 € N¢
erstreckt. Unter Verwendung der Annahme {iber die partiellen Ableitungen von v

erfiillt das Restglied Rg(x) die Ungleichung

1 G%H( )

R0l < sup | SIS

x€B(bk)

<D (4.31)

fir alle 8 mit || = 2. Unter Verwendung von (4.30), (4.26) und (4.27) fiir eine lineare
Dichte und einem positiven h¥ erhalten wir

(d+1)2
24!

\v S(bE, kY] VH[Qmahﬁ)}\

d! d+1 S(0,hE)

) |81=2
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1) 1
—(d;;d!) ((ahfb)d (a—i— 2ahﬁ26k> /Q(o " Z Rg(x de)

k=1 ) |81=2

Durch die Wahl a = a* vereinfacht sich der vorige Ausdruck zu

(d+1)?
24!

]v S(bE, kY] Vil Q(bl, a*ht))

1 d
= / Z Rp(x)x dx — (d—z ') / Z Rp(x)x dx
SO |52, 2% Joarnk) 52

IN

Z/Oh xdx + 2dd' Z/Oah pdx

|81=2 18|=2

d—|—1
=P Z/Oh 244! Z/Oah ’

18=2 18|=2
wobei die Ungleichung aus (4.31) folgt. Mithilfe der folgenden Gleichungen

Z/ /de_Z/ 2dx+2 Z / xixjdx

S(0,s) S S5(0,s)

|8]=2 <i<y<

_ 2ds?t? N 2d(d — 1)s4+2

T (d+2) (d+2)!
2d28d+2

T (d+2)

und

2alx+2 Z / :c:vjdx

Z/ xﬁdx:g;/

8j=2 7 (0:as) Q0,as) 1<i<j<d
_ d(as)®? n 2d(d — 1)(as)®? d(3d — 1) (as)d*?
N 3 4 a 6
erhalten wir schliellich
d+1)¢
)y (b, atht)| < Alnkje+2, (432)

24!

\v;;[S(bﬁ,hfz)}
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wobei A eine positive Konstante ist, die nur von der Dimension d und der Verteilung H
abhingt. In (4.32) verwenden wir den Absolutbetrag von h¥, damit wir den analogen
Fall betrachten konnen bei dem h¥ negativ ist. Daher folgt das Theorem leicht aus
(4.32). O

Die Gleichung (4.29) gibt einen lokalen Schétzer fiir das Volumen des Simplex
S(bk, hF) in Bezug auf das Volumen des dazugehérigen Hyperwiirfels S(b%, hF), was

n''n n»''n
einfach zu berechnen ist:

24! "d4+1

Ist die Dichte vy hinreichend glatt, ist es mdglich nach einer Anzahl von Iterationen
des AEP-Algorithmus die rechte Seite von (4.16) unter Verwendung der Approximation
(4.33) abzuschétzen. Durch diese Vorgehensweise wird der Schétzer P(s) wie folgt
definiert

Vir[S(by, b)) ~ @+, [Q <b’“ 20, ﬂ : (4.33)

Pi(s) = Po_s(s) d; dl' Z (4.34)

Im Folgenden wird die Verwendung von P (s), als Approximation von Vi [S(0, s)], als
Extrapolationsverfahren bezeichnet. Das folgende Theorem aus [1] zeigt, dass P (s) in
hoheren Dimension schneller gegen Vi[S(0, s)] konvergiert als P,(s).

Theorem 4.9. Unter den Annahmen von Theorem 4.8 gilt fir d < 8, dass

lim Pj(s) =Vg[S(0,s)].

n—-+00

Beweis. Unter Verwendung von (4.16) und (4.32) in der Definition (4.34) von P (s),
erhalten wir

E*(n) = [Vu[S(0, )] — Py(s)|

= ValS(0, ) — Pua(s) - (LE L Z

24!
k=
Nn— 1
(1 1) (435)

— k
= Z sEVi[SH] 5dg1 Z

k=1 k=

N1 (d + 1)d Nn—1
< Z VH[ST]H T 9dg) VH[Qm <A Z ‘hderQ = Ae; 1,

k=1 =

wobei fiir die positive Folge e Zk L [RE 1|92 Folgendes gilt
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Das Theorem folgt daraus, dass f.(d), definiert durch

d
F@ =3 ()= sarite (4.36)

Jj=1

kleiner als 1 ist fiir d < 8. In diesen Dimensionen konvergiert e}, und daher E*(n) gegen
Null. O

Aufgrund von Theorem 3.3 bleibt Theorem 3.5 auch im Fall giiltig, dass H die
zusitzlichen Glattheitsbedingungen auf die ersten und zweiten Ableitungen nur in der
Umgebung von Ty erfiillt. Unter den Annahmen von Theorem 3.4 ist es moglich eine
obere Schranke fiir den Fehler E*(n) als eine Funktion der Anzahl der Auswertungen

des AEP-Algorithmus zu berechnen. In der Tat kann (4.35) als
E*(n) < Af (d)" (4.37)

umgeschrieben werden. Wir bezeichnen mit M (n) die totale Anzahl der Auswertun-
gen der multivariaten Verteilung H, die durch den AEP-Algorithmus nach der n-ten
Iteration durchgefiithrt wurden. Dann ist M (n) proportional zur Anzahl der Simplizes
fs(d)™1, die fiir die n-te Iteration verwendet wurden. Fiir alle n > 2 gilt

n—1 d
M(n) =Y 2%fs(d)* = fs(j)_l(fS(d)n - 1)
k=0

2 2d n o__ n
> (fg(d)—l - 1) fs(d)" = Bfs(d)".

In diesem Fall ist B eine positive Konstante, die nur von der Dimension d abhéngt.
Kombinieren wir (4.37) und (4.38), so erhalten wir

(4.38)

In £.(d)/ n f(d)
M(n) ) . (4.39)

E*(n) < A(

Dann liefert (4.39) eine obere Schranke fiir den Approximationsfehler E*(n) des AEP-
Algorithmus als eine Funktion der Anzahl der durchgefiihrten Auswertungen.

35



Kapitel 5

Anwendung des AEP-Algorithmus
und Vergleich mit anderen
Methoden

In diesem Kapitel wird der im Kapitel 4 vorgestellte AEP-Algorithmus auf einen zwei-
dimensionalen Risikovektor (X1, X2) angewendet. Anschieftend werden wir weitere Me-
thoden zur Berechnung von P[X; + X3 < s] einfiihren und deren Resultate mit den
Ergebnissen des AEP-Algorithmus vergleichen.

5.1 Anwendung des AEP-Algorithmus
Wir betrachten ein zweidimensionales Portfolio mit Pareto-verteilten Réndern, d.h.
Fi(x;) =PX; <xj]=1—(1+x;) ™ z>0,i=1,2,

mit Paramter oy = 0.9 und as = 1.2. Wir verbinden diese Pareto-verteilten Réander
durch eine bivariate Clayton Copula C' = C’gjl mit

Cf = (ur® +ux’ + )70 g up €00,1].

Dieses Beispiel sowie die Resultate des AEP-Algorithmus fiir n = 16 Iterationen stam-
men aus [1]. Als Parameter 6 wéhlen wir 1.2. Daraus erhalten wir unter Verwendung
von Sklar’s Theorem die multivariate Verteilungsfunktion H

H(xy,22) = CEZ(Fl(xl),F2(g;2))
= (1= (1 +21) )2 (1= (14 ay) )12 1) 12
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Abbildung 5.1: Konturdiagramm einer bivariaten Clayton Copula mit Parameter ¢ =
1.2 und Pareto-verteilten Rdndern mit Parameter oy = 0.9,a9 = 1.8 und 6 = 1.
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Abbildung 5.2: g(z) fiir s = 10°,10%,10%,10°
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5.1.1 Untersuchung der multivariaten Verteilung

Zunéchst untersuchen wir die Verteilungsfunktion H, um ein besseres Verstdndnis iiber
die Eigenschaften der Verteilung und die Resultate des AEP-Algorithmus sowie der
anderen Methoden zu erhalten.

Die gemeinsame Dichtefunktion ist gegeben durch

—2-1/1.2

h($1,$2) = (12 + 1) ((1 _ (1 4 x1)70.9) 1.2 + (1 . (1 I x2)71.8)_1.2 B 1)

(1 _ (1 + $1)_0'9) —2.2 0.9(1 + LL‘1)_1'9 (1 . (1 + 1,2)—1.8)—2-2

Als néchstes betrachten wir folgende Funktion
- _ —1/1.2
g(x) = H(z,s —x) = ((1— (1+x)_0'9) 1'2+ (1—(1—1—3—:{:)_1'8) 1'2—1)

fiir s = 10°, 102, 10%, 10°. Die Funktion g spiegelt das Verhalten der Verteilungsfunktion
entlang der Diagonale x1 + o2 = s wieder. Die erste Ableitung von g ist gegeben durch

0.2

0.0 05
0.0 01

1.0
-0.1

15
-0.2

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 20 40 60 80 100

g
g0
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1.0e-08

5.0e-09

0.0e+00

T T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0e+00 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1e+06

Abbildung 5.3: ¢/(x) fiir s = 10°, 102,104, 10°
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Abbildung 5.4: ¢"(x) fiir s = 10°, 102,104, 10°
Die zweite Ableitung von ¢ erhalten wir durch
§"(x) = Hyy o, (0,8 — 2) — 2H 0y (2,8 — ) + Hyppoo (7,8 — T).

Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch:

=

Hray(o1,22) = (14+0) (Fi(e0) ™ + Falea) P 1) (Rl hla)

(Fl(a;l)*‘S + FQ(JUQ)*‘S — 1>_1_‘ls .

((—1 — 0)Fi(:) ™% filwi)? + Fi(xi)_l_éfi/(xi))
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fliri=1,2und § = 1.2 und

1
5

—2
Hzlm(xl,xg 1 +5 ( + FQ(QUQ) — 1)
Fy(z) ™ 5f (fvl)Fz( 2) 170 fa(wa).

5.2 Numerische Integration

5.2.1 Adaptive Integrationsmethoden

In diesem Abschnitt werden wir versuchen Vi[S(0,s)] durch numerische Integration
ndherungsweise zu berechnen, dazu verwenden wir die R-Packages R2Cuba, cubature
und SimplicialCubature. Einen Sammlung von Programmen zur mehrdimensionalen
numerischen Integration findet man in [7|. D.h. im Fall des zweidimensionalen Portfolios
aus Abschnitt 5.1 wollen wir folgendes Integral berechnen:

Vi [S(0, s)] :/ dH (x) —/ / h(zx1, z2)dxrdxs.
S(0,s)

Als Erstes verwenden wir aus dem Package R2Cuba den Algorithmus cuhre, das in
[8] genau beschrieben wird. Cuhre ist ein deterministischer Algorithmus zur mehrdi-
mensionalen numerischen Integration. Der Algorithmus verwendet eine von mehreren
Quadraturregeln in einem global adaptiven Unterteilungsschema. Cuhre ist sehr méch-
tig in moderaten Dimensionen und ist in der Regel eine Methode, um hohe Genauigkeit
zu erhalten, d.h. mit relativer Genauigkeit weit unter 1073,

In Tabelle 5.1 vergleichen wir die Resultate des AEP-Algorithmus nach n = 16 Ite-
rationen mit den Ergebnissen von Cuhre, wobei eine relative Genauigkeit von rel.tol=1le-
08 gewahlt wurde. Wir konnen sehen, dass fiir ein wachsendes s die Genauigkeit der
Ergebnissen von Cuhre sinkt.

s AEP-Resultate cuhre Absoluter Fehler
10°  0.315835041363441 0.31583504325 1.885¢-09
102 0.983690398913354 0.98369310396 2.705e-06
10*  0.999748719229367 0.99975021066 1.491e-06
105 0.999996018908404 0.99850795736 1.488e-03

Tabelle 5.1: Vergleich des AEP-Resultats (n=16) fiir V[S(0, s)] mit dem numerischen
Integrationsalgorithmus cuhre

Als Néchstes verwenden wir die Funktion adaptIntegrate aus dem Package cubature.
Die Funktion fiihrt mehrdimensionale Integration vektorwertiger Integranden iiber Hy-
perwiirfel durch. Man kann eine maximale Anzahl an Funktionsauswertungen bestim-
men (Standardwert ist 0 fiir kein Limit). Andernfalls wird die Integration angehalten,
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wenn der geschitzte Fehler kleiner als der geforderte absolute Fehler oder kleiner als
der Absolutbetrag des relativen Fehlers mal dem Integral ist [10].

s AEP-Resultate adaptIntegrate Absoluter Fehler
10°  0.315835041363441  0.3158350413692 5.759%e-12
102 0.983690398913354  0.9836903987672 1.461e-10
10 0.999748719229367 0.9997487192288 5.397e-13

10%  0.999996018908404  0.9999960105672 8.341e-09

Tabelle 5.2: Vergleich der AEP-Resultate (n=16) fiir Vi[S(0, s)] mit dem numerischen
Integrationsalgorithmus adaptIntegrate

Die Ergebnisse der Funktion adaptIntegrate werden mit den Resultaten des AEP-
Algorithmus nach n = 16 Iterationen verglichen. Bei der Verwendung der Funktion
adaptIntegrate wurde eine relative Genauigkeit von tol=1e-08 gewadhlt. Wie aus
Tabelle 5.2 ersichtlich ist sind die Ergebnisse von adaptIntegrate fiir alle s bis zur
mindestens achten Nachkommastelle genau.

Bei der Verwendung der Funktionen cuhre und adaptIntegrate ist zu beachten, dass
man nicht mit (x9 < s — 1) abschneiden darf, da sich die Unstetigkeit lings der Dia-
gonalen verheerend auf adaptive Algorithmen auswirkt. Stattdessen substituieren wir
das Simplex durch ein Quadrat und erhalten folgendes Integral:

Vi[S(0,s)] = /OS /Osh (wl, <1 — %) 3:2) (1 — %) dxydzs.

Zuletzt betrachten wir das Package SimplicialCubature wie man in [13] nachlesen
kann. Dieses Package stellt Methoden zur Auswertung von Integralen von der Form

/Sh(x)dx

bereit, wobei S ein Simplex ist und h(x) eine Funktion definiert auf S. Mithilfe der
Funktion adaptIntegrateSimplex kann man unter Verwendung der Methoden durch
Genz und Cools eine allgemeine Funktion iiber ein Simplex integrieren.

Wie oben vergleichen wir wieder die Ergebnisse des AEP-Algorithmus mit den
Resultaten von adaptIntegrateSimplex fiir eine relative Genauigkeit tol=1e-08. In
Tabelle 5.3 kénnen wir sehen, dass die Berechnung des Integrals fiir s = 10 durch die
Funktion adaptIntegrateSimplex problematisch ist.

Im Graph (a) von Abbildung 5.5 werden die Auswertungen jeder Integrationsme-
thode dargestellt, die benotigt werden, um die gegebenen relativen Genauigkeiten zu
erreichen. Im Graph (b) werden die Ergebnisse dieser Methoden fiir eine wachsende
relative Genauigkeit abgebildet.
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s AEP-Resultate adaptIntegrateSimplex Absoluter Fehler

10°  0.315835041363441 0.315835040598 7.652e-10
10?2  0.983690398913354 0.983690397186 1.727e-09
10*  0.999748719229367 0.999748718006 1.223e-09
105 0.999996018908404 0.571790493146 4.282e-01

Tabelle 5.3: Vergleich der AEP-Resultate (n=16) fiir Vz[S(0, s)] mit dem numerischen
Integrationsalgorithmus adaptIntegrateSimplex
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Abbildung 5.5: Vergleich der Integrationsmethoden fiir s = 1 bei steigender Genauig-
keit

5.3 Schranken fiir die adaptive Integration

Um die verschiedenen Algorithmen zur numerischen Integration sinnvoll miteinander
vergleichen zu konnen, werden wir Fehlerschranken fiir die adaptive Integration ermit-
teln. Hierfur unterteilen wir das Intervall [0, s] in Teilintervalle

I, = [ak—_1, ax) mit ay — k2 fir k= 1,...,nund n € N,
n

Weiter sei durch

$k=(k—§)

der Mittelpunkt des Teilintervalls I mit k = 1,...,n gegeben. Als Erstes betrachten
wir die Quadrate Q((ax—1,a;-1), 5 ) = [ar—1,ax) X [a;—1, a;) unter der Diagonale s mit
k,l=1,...,n—1. Die Riemann Summe fiir diese Quadrate ist gegeben durch

n
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n—1n—k

Ro=Y_ > hlwy,z) (%)2 ,

k=1 1=1

wobei h : R2 — Ry die gemeinsame Dichte (5.1) bezeichnet. Andererseits konnen wir
das Volumen jedes Quadrats exakt durch

s
Vu[Q((ar—1,a1-1), ﬁ)] = H(ak,a;) — H(ag—1,a;) — H(ag, ;1) + H(ax—1,a,-1)
berechnen. Mithilfe der Differenz konnen wir den Fehler fiir die Quadrate unter der

Diagonale schétzen. Diese ist durch

n—1n—=k

L,=3 %" (h(mk,xl) (%)2 — Vu[Q((ak—1,a1-1), Z)])

k=1 1=1

gegeben. Je feiner die Unterteilung in Teilintervalle ist desto kleiner wird der Fehler
L.

Als néchstes betrachten wir die Simplizes unter der Diagonale. Diese kdnnen wir
nicht exakt berechnen, aber wir konnen das exakte Volumen des Quadrats als obere
Schranke verwenden. Es gilt

Un k= Vi [Q((ak—1, an—k), %)]

= H(ap, an—p+1) — H(ap—1, an—p+1) — H(ag, an—y) + H(ax_1, an—p),

d.h. das Volumen des Simplex S((ax—1,an—k), ) erfiillt die Ungleichung

0 < Vu[Q((ag—1,an—k), %)] < Un, k-

as

aq

a3

a2

S
4
ag al a2z a3 aq as

Abbildung 5.6: Zerlegung des zweidimensionalen Simplex §(0, s) in Quadrate.
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5.4 Rekursion

Die néchste Methode, die wir zur Schéitzung von Vi[S(0, s)] betrachten, ist die Rekur-
sion. Hierfiir werden wir ein paar neue Notationen einfithren. Wie bisher betrachten
wir ein zweidimensionales Portfolio mit Pareto-verteilten Randern. Sei S(x,y,h) ein

Simplex, wobei (z,y) der Anfangswert des Simplex ist und h eine reelle Zahl. Weiter
sei das Volumen des Hyperwiirfels Q(z,y, h) gegeben durch
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Abbildung 5.7: Absolute Fehler und Resultate des AEP-Algorithmus mit und ohne
Extrapolation fir s =1

Unter Verwendung der folgenden Rekursion berechnen wir das Vg-Mak des Sim-
plex S(z,y, h). Der Startwert, d.h. n = 1, ist gegeben ist durch

Viu(z,y,h,z,1):=2Qg(x,y, ah),

wobei z € {—1,1} und « € [1/2,1). Die nachfolgenden Werte kénnen wir folgenderma-
Ken berechnen:

VH(I‘,y,h,Z,n) = ZQH('T7y7ah) + VH(CU,?/ + O[h, (]‘ - a)h,z,n - 1)
+Vu(x+ah,y, (1 —a)h,z,n—1)

+ Vy(z+ ah,y+ ah, (1 —2a)h,—z,n — 1)

fir n > 1.
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S

AEP-Algorithmus

Fehler

Rekursion

Fehler

100
102
104
106

0.31583504135729
0.98369039891152
0.99974871922299
0.99999601885449

6.15585e-12
1.83009e-12
6.37568e-12
5.39142e-11

0.31583504135729
0.98369039891152
0.99974871922299
0.99999601885449

6.15485e-12
1.83109e-12
6.37579¢-12
5.39142e-11

Tabelle 5.4: Resultate des AEP-Algorithmus und der Rekursion fiir Vi[S(0,s)] und
n = 10. Die berechneten absoluten Fehler sind die Abweichungen vom Referenzwert

P16(S)

Aus Abbildung 5.7 und Tabelle 5.4 ist ersichtlich, dass die Ergebnisse der Rekursion
und des AEP-Algorithmus ohne Extrapolation bis zur 14-ten Nachkommastelle {iber-
einstimmen. Fiir zwei Dimensionen ist die Rekursion eine leicht zu implementierende
Methode, die ab einer Rekursionstiefe von n = 7 die ersten acht Nachkommastellen

unverandert lasst.
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Kapitel 6

Adaptiver AEP-Algorithmus fir
zwel Dimensionen

Im folgenden Kapitel wird eine adaptive Version des AEP-Algorithmus beschrieben.
Unser Ziel ist es mithilfe einer adaptiven Variante des AEP-Algorithmus die Geschwin-
digkeit zu erhdhen und dabei die gleiche Genauigkeit wie durch den Originalalgorithmus
zu erzielen. Anschlieflend werden die Resultate des adaptiven AEP-Algorithmus und
des AEP-Algorithmus in Bezug auf Genauigkeit und die Anzahl der benétigten Unter-
teilungen verglichen. Die Grundstruktur des adaptiven AEP-Algorithmus basiert auf
den Aufbau adaptiver Integrationsalgorithmen, wie zum Beispiel dargestellt in [17].

6.1 Adaptiver Integrationsalgorithmus

Adaptive Integrationsalgorithmen beinhalten folgende Komponenten:

1. Ein Basisintegrationsmodul erhilt einen Input und berechnet einen Schéatzwert
fiir das Integral

Q(f;Bs) ~ I(fSBs)
als auch eine passende Fehlerabschétzung E(f; Bs), welche in den meisten Féllen
die Ungleichung
Q(f;Bs) - I(f;Bs) < E(f§Bs)
erfiillt.

2. Ein Identifikationsmodul ist verantwortlich fiir die Sammlung und Verarbeitung
von Daten (Schitzwerte des Integrals und Fehlerabschatzungen in Teilbereichen),
die wir vom Basismodul erhalten. Es liefert eine a posteriori Datenergédnzung (z.B.
die Berechnung der entsprechenden Werte fiir die Abschitzung des asymptoti-
schen Fehlerverhaltens).

3. Information, die wir auf diese Weise erhalten haben, wird einem FEntscheidungs-
modul zur Verfiigung gestellt, das eine Kontrollstrategie fiir eine adaptive Mo-
difikation der Eingabedaten, die wir durch das Basisintegrationsmodul erhalten,
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implementiert. Das Eingreifen, das fiir die Implementierung der Kontrollstra-
tegie erforderlich ist, wird in ein Modifikationsmodul durch die Anpassung der
entsprechenden Kontrollparameter durchgefiihrt. Die Parameter entscheiden in
erster Linie, wo die Funktion als Néachstes berechnet werden soll.

6.2 Beschreibung des adaptiven AEP-Algorithmus

Die oben beschriebene Herangehensweise nehmen wir uns zum Vorbild, um einen ad-
aptiven Algorithmus zur Bestimmung von Vi [S(0,s)] zu entwickeln. Der adaptive
AEP-Algorithmus besteht aus einem lokalen Modul, einem Identifikationsmodul und
einem Entscheidungsmodul. Diese Module werden unten ausfiihrlich erklart.

6.2.1 Lokales Modul

Im lokalen Modul wird das Volumen eines Simplex S(b, h) durch das Volumen des Hy-
perwiirfels Q(b, ah) approximiert. Der dabei entstehende Approximationsfehler wird
durch obere und untere Schranken geschétzt. Diese Schranken sind definiert durch

U(b,h) = V[Q(b,ah)] + Vi[Q(b + ahii, (1 — a)h)] + Vi [Q(b + ahiz, (1 — a)h)]
und
L(b,h) = Vy[Q(b,ah)] — Vg[Q(b + ahis, (1 — 2a)h)]

mit a € [1/d,1),b € R und h € R. Die Vektoren i; = (1,0),iz = (0,1) und iz =
(1,1) sind wie im Abschnitt 3.3 definiert. Die Fehlerabschitzung ist gegeben durch die
Differenz der oberen und unteren Schranke, d.h. Agw, p) = U(b,h) — L(b, h).

ah ah

(N (N
4 4

ah h ah h

Abbildung 6.1: Untere und obere Schranke fiir das Simplex S(b, h) mit o = 2/3
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6.2.2 Identifikationsmodul

Im Identifikationsmodul werden die Daten aus dem lokalen Modul mithilfe eines Heaps
verarbeitet. Eine ausfiihrliche Erklérung zu Heaps kann man in [15] nachlesen. Ein
Heap ist eine einfache Datenstruktur, die Datensétze in einem Array speichert, sodass
jeder Schliissel stets grofer ist als die Schliissel an zwei anderen konkreten Positionen.
Wiederum muss jeder dieser Schliissel grofler als zwei weitere Schliissel sein usw.
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/N /N /N 7N
¢ ® 0 N ¢ s o N
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Abbildung 6.2: Wiederherstellen der Heap-Eigenschaft

Der Heap wird als ein Array A implementiert, dessen Grofe durch die maximale
Anzahl an Simplizes N4, beschrinkt ist. In diesem Heap wird jedes Simplex mit der
dazugehdrigen Fehlerabschitzung Agy, ) als Schliissel gespeichert. Kein Simplex in
einem Heap-geordneten Baum hat einen Schliissel, der grofer als der Schliissel in der
Wurzel ist. Diese Eigenschaft bezeichnen wir als Heap-Figenschaft.

Fiir ein besseres Verstédndnis der Struktur eines Heaps kann die Abbildung 6.2 be-
trachtet werden.

Fiigen wir ein weiteres Simplex am Ende des Heaps ein, so kann es vorkommen, dass
die Heap-Eigenschaft verletzt wird, weil der Schliissel eines Simplex grofer ist als der
Schliissel des Vorgingersimplex. Um die Heap-Eigenschaft wiederherzustellen, wenn
die Prioritét eines Simplex erhoht wurde, durchlaufen wir den Heap nach oben und
vertauschen bei Bedarf das Simplex an Position k£ mit seinem tibergeordneten Simplex
an Position |k/2]. Das setzen wir so lange fort, bis A[|k/2]|] < A[k] oder die oberste
Ebene des Heaps erreicht ist.

6.2.3 Entscheidungsmodul

Im Entscheidungsmodul wird das Simplex mit der grofiten Fehlerabschidtzung vom Heap
entfernt. Ist die Fehlerabschatzung Ag, ) des Simplex gréfer als die vorgegebene

absolute Fehlerschranke, d.h.
h2

Aspp) > € 2

so wird das Simplex mit durch einen Hyperwiirfel approximiert, wobei ¢ die geforderte
Genauigkeit ist. Dabei entstehen drei neue Simplizes, die wie folgt definiert sind:
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S = S(b+ahiy, (1—a)h),
Sy = S(b+ahiy, (1—a)h),
S; = S(b+ ahis, (1—2a)h).

Anschliefsend werden die neuen Simplizes im Heap gespeichert und das lokale Modul
wird an jedem der drei Teilsimplices angewandt, um neue Schatzwerte fiir deren Vo-
lumen und Fehler zu erhalten. Dieser Prozess wird so lange durchgefiihrt bis entweder
die Fehlertoleranz erfiillt wird oder bis die Anzahl der erzeugten Simplizes den Einga-
beparameter N, iberschreitet.

Um die Heap-FEigenschaft wiederherzustellen, wenn die Prioritéat eines Simplex ver-
ringert wurde, durchlaufen wir den Heap nach unten, vertauschen bei Bedarf das Sim-
plex an Position k& mit dem grofseren seiner beiden Nachfolgersimplices und stoppen,
wenn das Simplex an Position k£ nicht kleiner als seine beiden Nachfolger ist oder die
unterste Ebene erreicht wurde. Zu beachten ist, dass das Simplex an Postion k nur
einen Nachfolger hat, wenn N gerade und k gleich N/2 ist. Die Schleife in diesem
Programm hat zwei gesonderte Austrittspunkte; einen fiir den Fall, dass die unterste
Ebene des Heaps erreicht ist, und einen anderen fiir den Fall, dass die Heap-Eigenschaft
bereits in der Mitte des Heaps erfiillt ist.

6.3 Vergleich der Algorithmen

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber die Ergebnisse des adaptiven
Algorithmus fiir das zweidimensionale Portfolio aus Abschnitt 5.1.

€ AEP-Algorithmus Fehler Adaptiver Algorithmus Fehler

le-01 0.30521459866386  1.0620e-02 0.30521459866386 1.0620e-02
le-02  0.31580954037671  2.5501e-05 0.31580954037671 2.5501e-05
le-03  0.31583468522434  3.5614e-07 0.31583795992763 -2.9186e-06
le-04 0.31583504086782  4.9562e-10 0.31583503582694 5.5365e-09
le-05 0.31583504135729  6.1559e-12 0.31583504209780 -7.3436e-10
le-06  0.31583504136330 -1.4566e-13 0.31583504136638 -2.9367e-12
le-07 0.31583504136334  9.9809e-14 0.31583504136367 -2.2626e-13

Tabelle 6.1: Resultate des AEP-Algorithmus und des adaptiven Algorithmus fiir
Vi [S(0,s)] fir die vorgegebene Genauigkeit €. Die berechneten Fehler sind die Ab-
weichungen vom Referenzwert Pig(s)

Die Resultate des adaptiven Algorithmus zur Approximation von Vi[S(0, s)] wer-
den in Tabelle 6.1 mit den Ergebnissen des AEP-Algorithmus verglichen.
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€ AEP- Adaptiver  adaptIntegrate- cuhre

Algorithmus  Algorithmus Simplex
le-01 1 1 3 22
le-02 9 9 15 35
le-03 81 73 74 49
le-04 2187 745 185 79
le-05 19 683 7791 481 136
le-06 177 147 79 415 1155 223
le-07 1594 323 795 883 2 601 349

Tabelle 6.2: Anzahl der benétigten Simplizes bzw. Teilbereiche zur Berechnung von
Vi [S(0, s)] fiir die vorgegebene Genauigkeit . Die berechneten Fehler sind die Abwei-
chungen vom Referenzwert Pjg(s)

Als Néchstes betrachten wir die Anzahl der Simplizes bzw.Teilbereiche, die von
den verschiedenen Methoden benétigt werden, um Vy[S(0,s)] fiir die vorgegebene
Genauigkeit € zu approximieren. Wie in Abschnitt 4.1 beschrieben erhélt der AEP-

(=]
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o © - AEP-Algorithmus 8 |- AEP-Algorithmus
8 —|-= Adaptiver Algorithmus ; 3 |-= Adaptiver Algorithmus
o cuhre N - cuhre
-%- adaptintegrateSimplex -%- adaptintegrateSimplex
8
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a s 9
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(2} o o
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= 4 =
Il ]
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. ’
-
i QLT e x _
o - ¥r=s=omamamass Y= ® [S R P S * SU * SO -, [ P x
le-1 le-2 le-3 le-4 le-1 le-2 le-3 le-4 le-5 le-6 le-7
Genauigkeit Genauigkeit

Abbildung 6.3: Anzahl der benétigten Simplizes zur Erzielung der gegebenen Genau-
igkeiten fiir ein zweidimensionales Portfolio mit Parteo-veteilten Rdndern mit den Pa-
rametern a1 = 0.9, a0 = 1.8 und 0 = 1.

Algorithmus pro Iterationsschritt N1 Simplizes als Input fiir N = 2% —1 und n > 1.
Der adaptive Algorithmus erhélt hingegen 2(¢ — 1) — 1 Simplizes als Input, wobei ¢
den Zahler der Funktionsauswertungen bezeichnet. Wie wir sehen kénnen benotigt der
adaptive Algorithmus ab einer geforderten Genauigkeit von € = 1e-04 ungeféhr halb
so viel Simplices wie der AEP-Algorithums um vergleichbare Resultate zu erzielen.
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6.4 Abschlieffende Bemerkung

In dieser Arbeit haben wir den AEP-Algorithmus aus dem Artikel [1] von P. Arbenz,
P. Embrechts und G. Puccetti zur Berechnung von P[X; + ...+ X < s] fiir abhéngige
Zufallsvariablen X7, ..., X4 und eine gegebene multivariate Verteilung H beschrieben.

Im Gegensatz zu numerischen Integrationsmethoden miissen wir fiir die Implemen-
tierung des AEP-Algorithmus nicht die gemeinsame Dichtefunktion A berechnen, da
diese wie man in (3.4) sieht, sehr komplex sein kann. Obwohl die Integrationsmethoden
adaptIntegrateSimplex und cuhre weit weniger Simplizes bzw. Teilbereiche bendti-
gen, um die vorgegebene Genauigkeit zu erreichen, wie aus Tabelle 6.2 ersichtlich ist,
stellt sich der AEP-Algorithmus als effektiver heraus, da fiir ein wachsendes s die Ge-
nauigkeit der Ergebnisse der Integrationsmethoden sinkt (Tabellen 5.1 und 5.3).

Ein Nachteil des AEP-Algorithmus ist, dass mit der Anzahl der Iterationen die
Anzahl der Simplizes exponentiell wéchst, was zu einer Verlangsamung des Algorithmus
fiihrt. Mit Hilfe adaptiver Integrationsmethoden haben wir nach dem Vorbild des AEP-
Algorithmus einen adaptiven Algorithmus entwickelt, der pro Auswertung nur drei
neue Simplizes erzeugt. Somit wurde die Anzahl der benétigten Simplizes gesenkt ohne
Einbuften in Bezug auf Genauigkeit hinnehmen zu miissen. Ein Thema fiir weitere
Untersuchungen wére das Verhalten des adaptiven Algorithmus fiir Dimensionen d > 2
zu analysieren, da dies fiir die Berechnung VaR-basierten Eigenkapitalerfordernisses im
operationellen Risikomanagement von Bedeutung wire.
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Kapitel 7

Verwendeter R-Code

Der R-Code fiir die Resultate dieser Arbeit wird unten angefiihrt. Neben den selbst
programmierten Funktionen und Algorithmen haben wir folgende R-Packages verwen-
det: cubature, copula, actuar, R2Cuba und SimplicialCubature. Diese Packages sind
ausfiihrlich in [10], [9], [4], [8] und [13] dokumentiert.

7.1 R-Code zur Berechnung des Integrals 4.23

#Remove everything from the workspace to start fresh
rm(list = ls(all = TRUE))

options (digits=15)

##H#Load package "cubature"

library (’cubature )

P arameters
d = 2 #Dimension of copula
de = 1.2 #Parameter of copula

##Rate parameter of exponential distribution

11 = 1.5

12 = 0.5

P (S _d<=s)

s = 10

##Requested accuracy
e = le—10

###Copmute joint density function with exponential margins
h = function (x){
F1 = 1—exp(—11x%x[1])
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F2 = 1—exp(—12x%x[2])

f1 = llxexp(—11x*x[1])
f2 = 12xexp(—12xx(2])

g = (1+de)*(F1°(—de)+F2°(—de)—1)"(—1/de—2)x (F1xF2)~(—de—1)
f = gxflxf2

return (ifelse (x[1] > 0 & x[2] > 0, f, 0))

}

#4Linear transformation of simplex to square
hh = function(x) h(c(x[1],(1—=x[1]/s)*x[2]))*(1—x[1]/s)

##Calculation of P(S d<=s) with adaptlntegrate

Int2 = adaptIntegrate(hh, rep(0,2), rep(s,2), tol = e)
print ("Calcuation_with_adaptIntegrate")

print (Int2)

7.2 R-Code fiir den AEP-Algorithmus

#H#Remove everything from the workspace to start fresh
rm(list = ls(all = TRUE))

options (digits = 15)

#H#Load packages "copula" and "actuar"
library (’copula’)
library (’actuar’)

L Input parameters
d = 2 #Dimension

del = 1.2 #Copula parameter
N = 2~d-1

#4#Parameters of Pareto distribution
th = 1 +#Scale parameter

al = 0.9 #Shape parameter

a2 = 1.8 +#Shape parameter

##Parameters for the AEP—algorithm

iter = 25 #Number of iterations
x = 1070 #P(S_d<=x), x=10"0, 10°2, 104, 10°6
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al = 2/3 #Alpha is element of the interval (1/d,1]

H##Parameters for error estimation
absErr = 1le-3

###Exact value

Exakt = 0.315835041363441

#Initial value of the simplex dependent on the dimension
b = list ()

b[[1]] = matrix(rep(0,d),ncol = 1)

#Fixed positive treshold

h = list ()

h[[1]] - x

#Indicates wether the measure of the simplex
##has to be added or subtracted

s = list ()

SI1] - 1

#VH-measure of a hypercube Q(b, alxh)

VH=list ()

#Lower bound

LB = list ()

#Upper bound

UB = list ()

#Absolute error of simplex

AE = list ()

###Generate the vectors il ,... ,iN in {0,1}"d
y = t(as.matrix (expand.grid(rep(list (0:1),d))))
colnames(y) = NULL

##Compute Clayton copula
clayCop = claytonCopula(del ,d)

##Compute multivariate distribution

H = mvdc(clayCop, c("pareto","pareto"),
list (list (shape = al, scale = th),
list (shape = a2, scale = th)))

#Hi#Calculate the values of m™j
m = seq(0,0,length.out=N)
for(j in 2:(N+1)){
if (sum(y[,j])<(1/al)) {
m[j—1] = (=1)"(I+sum(y[,j]))}
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else if (sum(y[,j])>(1/al)) {
m[j—1] = (- 1) (d+l=sum(y[,j]))}
else {m[j—1] =

H

##Calculation of the VH-measure of a hypercube Q(b,h)
Q = function (b,h){
bl = b[1]
b2 = b[2]
pMvdc(c(bl4+h,b2+h) ,H)—pMvdc(c(bl+h,b2) ,H)—
pMvdc(c(bl,b24h) H)+pMvdc(c(bl,b2) H)

i Main for —loop :
###Calculation of the approximation P of VH[S(0,h)]
P=0
for(n in 1:iter){
##Definition of matrices
VH[[n]] = rep(0,times=N"(n—1))
LB[[n]] = rep(0,times=N"(n—1))
UB[[n]||] = rep(0,times=N"(n—1))
AE[[n]] = rep(0,times=N"(n—1))
##Calculation of the VH-measure of a hypercube Q(b,alxh)
for (k in 1:N"(n—1)){
for(j in 1:(N+1)){

VE[[n]][k] = VH[[n]][k]+(=1)" (d—sum(y[,]])) *
. pMvde (b [[n]]] K|+ aleh [ [n]] Tk ey [, ] H)

##Approximation of VH[S(0,h)]| with extrapolation technique
G=0
Pstern = 0
for(k in 1:N~(n—1)){
G = Gts[[n]][k]+VH[[n]][k]
Pstern = P+(d+1)"d/(2 dxfactorial (d))«G

}

##Print number of iteration
Cat(llnu:|l7n,ll\nll)

H##Print Px

cat ("Px_=",Pstern,"\n")
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###+Approximation of VH[S(0,h)]
for(k in 1:N~(n—1)){
P=Pes[[n]][k]«VH[[n]][k]

Error = 0

for (k in 1:N"(n—1)){

###Calculation of lower bound

LB[[n]][k] — Qb[[n]][ k], aleh[[n]][k])~
QMo [[n]]] Kl al+h [[n]][k]+y[,4],(1—2«al)«h[[n]][k])

##Calculation of upper bound

UB[[n]]1k] — Q(b[[n]][, k] aleh[[n]][k])+
Q(b[[n]][ k]+al«h|[n]][k]*y[,2],(1—al)xh[[n
Q(b[[n]]] .k +alsh[[n]][K]*y[,3],(1—al)sh[[n

##Absolute error of simplex

AE[[n]][k] = UB[[n]][k]-LB[[n]][k]

f,rror = Error + AE[[n]][k]

##Print results

cat("Pu:” P, u\nu)

cat ("Error=",Error ,"Exakt—P_="  Exakt—P,"\n")

##Stop algorithm if error is smaller as the given accuracy

if (Error <= absErr)break

if(n = iter )break

[TTk])+
11k

##Calculation of b,h and s as input for the next iteration
b[[n+1]] = matrix(ncol = N°n,nrow = d)

h{[n+1]] = rep(NA, times = N"n)
s[[n+1]] = rep(NA, times = N°n)
for (k in 1:N"(n—1)){

for(j in 1:N){

D[+ T[] NekNtj | = b[[n]][, k[ +al«h[[n]][k]+y[,j+1]
Do+ 1]J[NekN+j] = (I—sum(y[,j+1])*al)*h[[n]][k]
}};[[n+1]][N*k—N+j] s[[n]][k]+m[j]

7.3 R-Code zur adaptiven Integration

#Remove everything from the workspace to start fresh

rm(list = ls(all = TRUE))

options (digits=15)

#4Load packages "cubature", "R2Cuba" and "SimplicialCubature"
library (’cubature )

56



library ( "R2Cuba’)
library (’SimplicialCubature ”)

#HHParameters
d = 2 +#Dimension of copula
de = 1.2 #Parameter of copula

##Shape parameter of Pareto distribution
all = 0.9
al2 = 1.8

JHP(S d<=s), s=10"0, 10°2, 104, 10"6

s = 1070
##Requested accuracy
e = le—8

H##Exact values for differend thresholds
exact <— ¢(0.315835041363441, 0.983690398913354,
0.999748719229367, 0.999996018908404)

###Copmute joint density function with pareto margins
h = function (x){

F1 = 1—-(1+x[1])~(—all)

F2 = 1—-(1+x[2])"(—al2)

f1 = all*(1+x[1])"(—all —1)
f2 = al2*(1+x[2]) " (—al2-1)

g = (1+de)*(F1°(—de)+F2°(—=de)—1)"(—1/de—2)* (F1xF2)"(—de—1)
f = gxflxf2

return (ifelse(x[1] > 0 & x[2] > 0, f, 0))
}

##Linear transformation of simplex to square

hh = function(x) h(c(x[1],(1—=x[1]/s)*x[2]))*(1—x[1]/s)

##Calculation of P(S_d<=s) with cuhre

Intl = cuhre(2, 1, hh, lower = rep(0,2), upper
rel.tol = e, flags = list (verbose = 0))

print ("Calcuation_with_cuhre")

print (Intl)

rep(s,2),
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##Calculation of P(S_d<=s) with adaptlntegrate
Int2 = adaptintegrate (hh, rep(0,2), rep(s,2), tol = e)
print ("Calcuation_with_adaptIntegrate")
print (Int2)
cat ("adaptIntegrate: _Result—Exact_=",
Int2$integral —exact [1],"\n")

##Calculation of P(S _d<=s) with adaptIntegrateSimplex

S = CanonicalSimplex (2)*s #Simplex

Int3 = adaptlntegrateSimplex(h, S, maxEvals = 10°8,
tol = e, partitionInfo=TRUE)

print ("Calcuation_with_adaptIntegrateSimplex")

print (Int3)

cat ("adaptIntegrateSimplex:_Result—Exact_=",

Int3$integral —exact [1],"\n")

7.4 R-Code zur Rekursion

#remove everything from the workspace to start fresh
rm(list = ls(all = TRUE))
#Time = proc.time ()

##Load packages "copula" and "actuar"
library ('copula’)
library ("actuar’)

L Input parameters for recursion

n = 10

#Recursion depth

al = 2/3 #Alpha is element of the interval (1/d,1]
s = 1070 #P(S_d<=s), s=10"0, 10~2, 10°4, 1076

#H#Exact values for differend thresholds
Exact = ¢(0.315835041363441, 0.983690398913354,
0.999748719229367, 0.999996018908404)

##Copula parameters
d = 2 #Dimension
del = 1.2

##Parameters of Pareto distribution

th = 1 +#Scale parameter
al = 0.9 +#Shape parameter
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a2 = 1.8 #Shape parameter

#4Compute Clayton copula
clayCop = claytonCopula(del ,d)

##Compute multivariate distribution

H = mvdc(clayCop, c("pareto","pareto"),
list (list (shape = al, scale = th),
list (shape = a2, scale = th)))

##~NVH-measure of a hypercube Q
Q = function (x,y,h){
pMvdc (¢ (x+h,y+h) H)—pMvde (¢ (xth,y) ,H)—
pMvde(c(x,y+h) ,H)+pMvde(c(x,y) ,H)
}
#ERecursive AEP—Algorithm
V = function (x,y,h,z,n){
zxQ(x,y, alxh)+
(if (n>1){V(x,y+alsh,(1—al)*h,z,n—1)+
V(x+al*h,y,(1—al)*h,z,n—1)+
V(x+alxh,y+al«h,(1—-2%al)xh,—z,n—1)}
else{0})
}
##Result
Result = V(0,0,s,1,n)

##Print result

Cat ( "n_,:” ’n7 "\nll)

cat ("V_=_" ,Result,"\n")

cat ("Exact—V_=_",Exact|[1] — Result)

7.5 R-Code fiir den adaptiven AEP-Algorithmus

##Remove everything from the workspace to start fresh

rm(list = ls(all = TRUE))
options (digits=15)

TWOAEP <— function (S,F,AL,NMAX, ABSERR) {
# Suppose X,Y are non—negative random variables with
# distirbution function F, then compute P[X+Y<=s|

-
44 INPUT :
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strictly positive real number
distribution function
L partitioning parameter alpha
NMAX  maximum number of triangles
# ABSERR desired absolute error
#
44 OUTPUT: A list with
#
# RESULT the calculated value
# FERROR the error estimate
# 1ER return parameter

#
# IER==0 success , IER==1 means NMAX reached

#
JH4: TOCAL VARIABLES :

#
# A  the heap, organized as array

# N the heap counter

EEES =
>

##+# Volume for square function
Q <— function (X,Y,H) F(X+H,Y+H)-F (X+H,Y)-F(X,Y+H)+F(X.,Y)

##4# Initialize empty heap and zero heap counter
A <— array(dim = c¢(NMAX+1,5))
N<—0
H##Counter for the siplex—splits
COUNT <— 1
### Insert simplex x,y,h,z into heap
INSHEAP <— function (X,Y,H,Z){
if (N >= NMAX) stop ("Heap_full")
N <<— N+1

4L Local module for absolute error estimation

#

# SI  Simplex (X,Y),(X+H,Y),(X,Y+H)

# SQ Square (X,Y),(X+ALxH,Y) ., (X,Y+ALH) , (X+AL*xH, Y+AL*H)
#

## Volume (SQ)
Q0 < Q(X,Y,ALxH)

## Lower bound for volume(SI)
LB <— Q0 — Q(XIAL+H, Y AL+H, (1 —2+AL) +H)
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## Upper bound for volume(SI)
UB <— Q0 + Q(X,Y+AL«H,(1—AL)«H) + Q(X+AL«H,Y,(1—AL)=H)

## Absolute error estimate for volume(SI)
AE <— UB — LB

##4 Update RESULT and ERROR
RESULT <<— RESULT + ZxQ0
ERROR <<— ERROR + AE

4454 Put simplex onto heap;
#+ MUST call UPHEAP immediately afterwards!!!
A[N+1,] <<— c(AE,X,Y,H,Z)

# Return the error estimate
return (AE)

}

##+ Upheap operation to restore
##+# heap property after insertion
UPHEAP <— function (K){
V <— A[K+1,]
Al1,1] <<— Inf
while (A[(J <— Kio/%2)+1,1] <= V[1]){
AK+1,] <<— A[J+1,]
K<
}
AK+1,] <<=V
}

##+# Remove element from heap;
#E MUST call DOWNHEAP immediately afterwards!!!
REMHEAP <— function (){
if (N <= 0) stop("Heap_empty")
V <— Al2,]
N <<— N-1
Af2,] <<— A[N+2,]
return (V)
}

### Downheap operation to restore
##+# heap property after deletion
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DOWNHEAP <— function (K){
V <— A[K+1,]
K<-1
L <— N%/%2
while (K <= L){
J <— 2«K
if (JN & A[J+1,1]<A[J+2,1]) J <— J+1
if (V[1] >= A[J+1,1])break
AK+1,] <<— A[J+1,]
K<-1J
}
A[K+1,] <<=V
¥

£
JHHE MAIN LOOP

7*

4 Initialize first simplex and put it onto the heap
X< 0; Y<— 0; H<— S; Z < 1;

RESULT <— 0; ERROR <— 0

INSHEAP (X,Y,H,Z); UPHEAP(N);

while (ERROR > ABSERR){

##4# Check heap overflow
if (N > NMAX-3)
return (list (RESULT = RESULT,ERROR = ERROR,IER = 1))

##4## Remove simplex from top of heap;
##4 Call it the parent simplex
V <— REMHEAP(); DOWNHEAP(1)
AE <— V|[1]; X <= V][2]; Y <= V][3]; H<— V][4]; Z < V[5];

#### 1f absolute error estimate is substantial (7)
#444 split the simplex (area rule)
if (AExS~2 > ABSERR+H"2){
COUNT <— COUNT + 1
44+ Children simplices
X1 <= X: Y1 < Y4AL#H; H1 < (1-AL)s+H; Z1 — Z
X2 <— Xt+ALxH; Y2 <— Y; H2 <— (1-AL)xH; 72 <— Z
X3 <— X+ALxH; Y3 <— Y+AL«H; H3 <— (1-2%AL)«H; Z3 <— —Z
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4L Put children onto heap;

##4# INSHEAP updates RESULT and ERROR
INSHEAP (X1,Y1,H1,71); UPHEAP(N);
INSHEAP (X2,Y2,H2,72); UPHEAP(N);
INSHEAP (X3,Y3,H3,7Z3); UPHEAP(N);

##4 Remove old error estimate for parent simplex
ERROR<—ERROR-AE
}
}
return (list (RESULT = RESULT,ERROR = ERROR,
IER = 0, N = N, COUNT = COUNT))
¥

S — 1
AL = 2/3

NMAX = 1000000
ABSERR = 1E-7

DEL = 1.2 #Copula parameter
##Parameters of Pareto distribution
TH1 = 0.9 #Shape parameter

TH2 = 1.8 #Shape parameter

4L Pareto distributions
F1 <— function (X) 1—(1+X)~(—TH1)
F2 <— function (X) 1—(1+X)"~(—TH2)

4 Compute Clayton copula

G <— function (X,Y){
if (X = 0]]Y = 0) return(0)
if (X = 1) return(Y)
if (Y = 1) return(X)
return ( (X~ (—-DEL)+Y"(—-DEL)—1)~(—1/DEL) )

}

##4# Compute multivariate distribution
F <—function (X,Y) G(F1(X),F2(Y))

EXACT <— 0.315835041363441
TMP <— TWOAEP(S,F, AL ,NMAX, ABSERR)
RESULT = TMP$RESULT
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ERROR = TMP$ERROR

IER = TMP$IER

N = TMP$N

COUNT = TMP$COUNT

### Print results

cat ("RESULT_=" ,RESULT, " _ _EXACT_=" ,EXACT, " __IER_=" ,IER,"\n")
cat ("ERROR_=" ,ERROR, " _ _.EXACT-RESULT _=" JEXACT-RESULT, "\n")
cat ("NMAX_=" NMAX, "ANZAHL_DER_SIMPLIZES =" /N, "\n")

cat ("ANZAHL_DER_FUNKTIONSAUSWERTUNGEN_=" ,COUNT, "\n" )

64






Literaturverzeichnis

[1] ARBENzZ, P., EMBRECHTS, P. UND PucceTTI, G., The AEP algorithm for the

fast computation of the distribution of the sum of dependent random variables.
Bernoulli vol. 17 ,no. 2 (2011), 562-591.

[2] BASEL COMITTEE ON BANKING SUPERVISION, International Convergence of Ca-
pital Measurement and Capital Standards. Bank for International Settlement, 2006.

[3] CHERNOBAIL, A. S., RACHEV, S. T. unp FaBozzi, F. J., Operational Risk — A
Guide to Basel II Capital Requirements, Models, and Analysis. Wiley, 2007.

[4] DutaNg, C., GOULET, V. UND PIGEON, M., actuar: An R Package for Actuarial
Science. Journal of Statistical Software, vol. 25, no. 7 (2008), 1-37.

[5] EMBRECHTS, P. UND HOFERT, M., Practices and issues in operational risk mode-
ling under Basel I1. Lithuanian Mathematical Journal, vol. 51, no. 2 (2011), 180-193.

[6] GaLeoTTI, M., Computing the probability measure of a d-dimensional simplex
via overlapping hypercubes. Working Papers - Mathematical Economics, Universita’
degli Studi di Firenze, Dipartimento di Scienze per ’Economia e I'Impresa, 2013.

[7] HauN, T., Cuba - a library for multidimensional numerical integration. Computer
Physics Communications, vol. 168, no. 2 (2005), 78-95.

[8] HamnN, T., BouvIER, A. UND Kiku, K., R2Cuba: Multidimensional Numerical
Integration. R package version 1.0-11.
Online: http://CRAN.R-project.org/package=R2Cuba (Version: 2013)

[9] Horerr, M., KoJapINOVIC, ., MAECHLER, M. UND YAN, J., copula: Multiva-
riate Dependence with Copulas. R package version 0.999-12.
Online: http://CRAN.R-project.org/package=copula (Version: 2014)

[10] JOHNSON, S. G. UND NARASIMHAN, B., cubature: Adaptive multivariate integra-
tion over hypercubes. R package version 1.1-2.
Online: http://CRAN.R-project.org/package=cubature (Version: 2013)

[11] McNEIL, A.J., FREY, R. UND EMBRECHTS, P., Quantitative Risk Management
— Concepts, Techniques and Tools. Princeton University Press, 2005.

66



[12] NELSEN, R. B., An Introduction to Copulas, second ed., Springer, 2006.

[13] NOLAN, J. P. AND WITH PARTS BASED ON CODE BY GENZ, A., SimplicialCuba-
ture: Numerical integration of functions over simplices. R package version 1.0.
Online:  http://CRAN.R-project.org/package=SimplicialCubature (Version:
2014)

[14] PANJER, H. H., Operational Risk — Modeling Analytics. Wiley Series in Probability
and Statistics, 2006.

[15] SEDGEWICK, ROBERT, Algorithmen in C++ — Teil 1-4. Pearson Studium, 2002.

[16] SHEVCHENKO, P. V., Modelling Operational Risk Using Bayesian Inference.
Springer, 2011.

[17] UEBERHUBER, C. W., Numerical Computation — Methods, Software, and Analy-
sis. Springer, 1997.

67



