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VOR'NORT 

Die Untersuchung von Strömungen unter Zugrundelegung von all­
gemein bewegten Koordinatensystemen erscheint im gegenwärtigen Zeit­

alter der Raumfahrttechnik im Rahmen der damit zusammenhängenden, 
vielfältigen wissenschaftlichen, technischen und auch medizinischen Pro­
bleme von wesentlichem Interesse. 

In der hier vorgelegten Arbeit wurde der Versuch unternommen, 
den klassischen Fall der stationären Durchströmung des kreiszylind­
rischen Rohres - allerdings unter Aufprägung einer gleichförmigen 
Rotation um eine senkrecht zur Strömungsrichtung liegenden Achse -
theoretisch und experimentell zu untersuchen. Obwohl dieses Problem 
im Rahmen des aufgezeigten Fragenkomplexes den Beginn einer dahin­

gehenden Grundlagenforschung darstellt, ergaben sich hierbei unter 
anderem schon nicht unerhebliche Schwierigkeiten bei der mathe­
matischen Behandlung und Auswertung der auftretenden Differential­

gleichungen. 

Aus diesem Grunde ist es verständlich, daß die vorliegende 
Arbeit nur in· enger Zusammenarl.:ieit mit den Instituten für Mathematik 

und für Numerische Mathematik an der Technischen Hochschule in 

Wien bewältigt werden konnte. An dieser Stelle sei den Herrn Pro­

fessoren Dr. E. BUKOVICS und Dr. H. STETTER für ihre Unter­
stützung und Mühewaltung gedankt. Besonderer Dank gilt auch Herrn 

Dr. H. DIRSCHMID, der im Zuge der numerischen Auswertung die 

Programmerstellung übernahm und auch die Abwicklung der Auswer­

tung selbst an der hochschuleigenen Rechenanlage besorgte. 

Für die experimentellen Untersuchungen wurde eine eigene Ver­

suchsanlage konstruiert und in der Technischen Versuchs- und For­

schungsanstalt entwickelt. Herrn Prof. Dr. A. SLATTENSCHEK 
bin ich in dieser Hinsicht zu ganz besonderem Dank verpflichtet, 

weil durch seine technische und auch finanzielle Fürsorge die Er­
bauung und Einrichtung der Versuchsanlage tn kurzer Zelt ermög­
licht wurde, und .die Versuchsdurchführung selbst in den Räumlich­
keiten des Institutes für Technologie I vorgenommen werden konnte. 

Vor allem aber gtlt mein Dank meinem verehrten Institutsvorstand, 

Herrn Prof„ Dr. W. KRESSER, welcher nicht nur den Fortschritt 

der Arbeit mit stetem Interesse verfolgte und durch wertvolle Rat­

schläge förderte, sondern auch durch seine lnitiatlve Unterstützung 
die Zusammenarbeit mit den anderen befaßten Hochschulinstituten er­

möglichte. 

Wien, Im Dezember 1 968 Dipl.,-lng.- Dr.techn. H. BREINJER 
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I. ) EINLEITUNG 

Die Untersuchung von Strömungen unter Verwendung von Ko­
ordinatensystemen, welche keine Inertialsysteme sind, erscheint in 
mehrfacher Hinsicht von grundlegender Bedeutung. 

Den meisten hydromechanischen Untersuchungen wird ein Ko­
ordinatensystem zugrunde gelegt, welches mit der - rotierenden -

Erde fest verbunden ist. In den wenigsten Fällen jedoch - ausge­

nommen in einzelnen meteorologischen Arbeiten - wird die Erdro­
tation durch Berücksichtigung der entsprechenden Scheinkräfte in die 
Untersuchung einbezogen. 

Insbesondere, was Rohrströmungen anbetrifft, ist dem Verfasser· 

nur eine einzige Publikation [1] bekannt, in welcher der Versuch 

unternommen wird, dem Einfluß der Erdrotation wenigstens annähernd 
Rechnung zu tragen. 

Die allgemein übliche Vernachlässigung der Erdrotation scheint· 

auf den ersten Blick durchaus gerechtfertigt. Die Zentrifugalkräfte 

sind auf das kinematische Gesehenen nicht nur ihrer Kleinheit wegen 

ohne Einfluß; sie besitzen wie das Gravitationsfeld der Erde ein 
Potential und wirken sich daher bei einer inkompressiblen Flüssig­

keit nur auf die Druckverteilung, nicht aber auf das Geschwindigkeits­

feld aus. 

Anders ist jedoch die Situation bei den Corioliskräften ! 
Diese besitzen kein Potential, sodaß hier nur das Argument ihrer 

Kleinheit ins Treffen geführt werden kann. Nun stellte aber bereits 

NEWTON [12] im Jahre 1687 fest: 

II Fluidum est Corpus omne' 
cuius partes cedunt vi 

cuique illatae et cedendo 

facile moventur inter se. 11 

Es ist also durchaus zu erwarten, daß die Corioliskrfüte Bewe­

gungen hervorrufen werden. Wann diese als vernachlässigbar !·dein 

angesehen werden dürfen, kann nur eine quantitative Untersuchung 

zeigen. Letztere erscheint zur Sicherung der unter Vernachlässigung 

der Erdrotation gewonnenen Ergebnisse' notwendig und kann darüber 

· hinaus zeigen, wo die bisherigen Ansätze zu eng erscheinen. 

Über die Berücksichtigung der Erddrehung hinaus gewinnt die 

Verwendung bewegter Koor•dinatensysteme mit fortschreitender tech­

nischer Entwicklung ständig an Bedeutung. 

Zur Untersuchung von Strömungen, deren Berandungen einem 

als starr anzusehenden - technischen Objekt angehören, wird man 

zweckmäßig ein Koordinatensystem heranziehen, welches mit der Be-
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randung fest verbunden ist, auch wenn es sich dabei um kein 

Inertialsystem handelt. 

Diese Situation ist speziell dann gegeben, wenn das betrachtete 
Objekt (z.B. bewegter Flugkörper, Satellit, rotierender Maschinen­
teil etc.} relativ zu einem Inertialsystem beschleunigte Bewegungen 

vollführt. 

Der einfachste derartige Fall ist jener der gleichförmigen Rota­

tion um eine feste Achse. 

In der vorliegenden Arbeit wird nunmehr ein spezielles Problem 

der geschilderten Art in Form der stationären Durchströmung eines 
kreiszylindrischen Rohres, welches eine gleichförmige Rotation um 
eine feste Achse vollführt, theoretisch und experimentell untersucht. 

Die theoretische Untersuchung bleibt hierbei auf die Berechnung 
der Geschwindigkeitsverteilung und des Durchflußgesetzes für eine 
streng stationäre (laminare} Strömung beschränkt. In die experimen­
telle Untersuchung werden jedoch - wenn auch nur am Rande -

quasistationäre. (turbulente}. Strömungen miteinbezogen. 

Den im Rahmen dieser Untersuchung gewonnenen Erkenntnissen 

könnte - speziell was das Durchflußgesetz betrifft - auch in medi­

zinischer Hinsicht einige Bedeutung zukommen. Die theoretisch und 
experimentell nachgewiesene Erhöhung des Strömungswlderstandes 

bei laminaren Strömungen deutet darauf hin, daß sich rasche Dreh­

bewegungen auf den menschlichen Organismus als - möglicherweise 

erhebliche - zusätzliche Kreislaufbelastung auswirken könnten. 

In dieser Hinsicht kann die vorliegende Arbeit natürlich keine 

· konkreten Ergebnisse liefern, jedoch qualitative Erkenntnisse als 

Grundlage für weitere Forschungen vermitteln. 
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11. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 0 

1 • ) Bewegungsgleichungen und Randbedingungen 0 

Die Bewegungsgleichungen für inkompressible NEWTONsche 

Flüssigkeiten stellen sich in vektorieller Form bekanntlich dar als 
[ 1 1 , 1 5 , · 2 3 , 2 4] : 

Diese sind durch die Kontinuitätsbedingung 

div w - 0 

zu ergänzeno 

( 1 ) 

( 2) 

Die Bewegungsgleichungen ( 1 ) gelten zunächst in einem Inertial­

system, wobei dann f~ die eingeprägten Massenkräfte (z.B. Erdan­

ziehung) darstellt. 

GI. ( 1 ) bleibt formal allerdings auch noch gültig wenn das ver­

wen dete K·oordinatensystem kein Inertialsystem ist, sondern sich 

selbst beschleunigt bewegt, insbesondere etwa rotiert. In diesem Falle 

ist jedoch <? '/2. die Summe aus den - auf die Volumeinheit bezogenen 
eingeprägten Massenkräften und Scheinkräften ( Führungskraft und 
Corioliskraft; siehe u. A. [ 14, 25] ) • Bei geeigneter Interpretation 
von i2 gilt GI. ( 1 ) also in jedem beliebigen Koordinatensystem. 

Eine Strömung bezeichnet man als stationär, wenn - bei ge­

eigneter Wahl der Koordinatensystemes - in der Darstellung: 

Dw 
Dt = + W• grad w, ( 3) 

der substantiellen Ableitung von W der erste Term indentisch ver­

schwindet. 

Bei stationären Strömungen wird man zur Vereinfachung der Be­

wegungsgleichungen zweckmäßig ein Koordinatensystem heranziehen, 

in welchem die Geschwindig~<eitsverteilung nur ortsabhängig ist, selbst 

wenn diese.s Koordinatensystem kein Inertialsystem sein sollte. 

Bei der stationären Durchströmung eines Rohres, welches mit 
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konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine beliebige Achse rotiert, 
liegt ein derartiger Fall vor. Wollte man diese Untersuchung in 

einem Inertialsystem durchführen, so hätte man außer der Abhängig­
keit der Geschwindigkeitsverteilung von der Zeit auch noch eine ex­
plizite Zeitabhängigkeit der Randbedingungen in Kauf zu nehmen. 

Das Ziel dieser Untersuchung ist es, zunächst die stationäre, 
laminare Durchströmung eines zylindrischen Rohres zu studieren 

J 

welches mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse 

rotiert. 

Verbindet man das Koordinatensystem fest mit der Rohrberan­
dung so sind also in dem Summanden f)? der GI. ( 1 ) außer den 
physikalischen Massenkräften (Gravitation) auch noch die Führungs­
kräfte und Corioliskräfte enthalten zu denken„ Die physikalischen 

Massenkräfte sollen als konservativ vorausgesetz werden. Die 

Führungskräfte sind im vorliegenden Fall ebenfalls konservativ, nicht 
so die Corioliskräfte. Setzt man dementsprechend 

1? = - g rod U + f ( 4) 

worin U · das Potential des konservativen Anteiles und f die Coriolis­

beschleunigung ist, so geht GI. ( 1 ) mit Einführung des "dynamischen" 

Druckes [ 22] 
p-p•+yU ( 5) 

über in 

( 6) 

Bezeichnet C.u0 den Betrag der Winkelgeschwindigkeit und 1v den 

Einheitsvektor in Richtung der Drehachse, so stellt sich die Coriolis­

beschleunigung f bekanntlich dar als 

( 7) 

GI. ( 6) nimmt damit die Form ' 

( 8) 

an. 

Dw Im Falle der stationären Durchströmung des Rohres ~nthält hier 

D t nur. mehr die konvektiven Beschleunigungsglieder, sodaß in der 
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Bewegungsgleichung nunmehr keine partielle Ableitung nach der Zeit 
explizit aufscheint. In der Kontinuitätsbedingung GI. (2) tritt eine solche 
a priori nicht auf. Die Randbedingungen sind nunmehr ebenfalls zeit­
unabhängig und nehmen die einfache Form der Forderung W"" o an 
der Rohrwand an (Haftbedingung). 

2.) Dimensionslose Bewegungsgleichungen. 

Für die weitere Untersuchung ist es vorteilhaft, dimensionslose 

Größen zu verwenden, d.h. dem Problem angepaßte Einheiten einzu­

führen. 

Als Längeneinheit 10 · wird eine die Größe des Rohrquerschnittes 

kennzeichnende Länge a, im Falle des Kreisrohres sein Radius, ein­
geführt: 

lo = a. (9) 

Für die Zeiteinheit t0 erweist sich die Wahl von 

( 1 0) 

als zweckmäßig, während die Wahl einer Masseneinheit für die Trans­

formation der Bewegungsgleichung und der Kontinuitätsbedingüng nicht 

notwendig ist. 

Die dimensionsbehafteten Größen hängen dann mit den dimensions­

losen wie folgt zusammen 

1,0 -

t = 

p = 

'W•Cl-~f-1~ 

't · 0 2.. f f,l - ,{ 

fl
0

• ä'J. f-ic,A-

p. a-2.f-"'t'-2. 

Die Bewegungsgleichung nimmt damit die Form 

( 1 1 ) 

( 1 2 ) 

( 1 3) 

( 1 4) 

( 1 5 )' 
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an, während die Kontinuitätsbedingung 

div 10 - 0 (, 6) 

lautet„ 

Die Operatoren in diesen Gleichungen beziehen sich natürlich nun­
mehr auf die dimensionslosen Koordinaten. 

Die Randbedingungen bleiben formal unverändert. 

~.) Wahl des Koordinatensystemes und Einführung einer 
Stromfunktion. 

Betrachtet man die Strömung durch ein zylindrisches Rohr, so 

erscheint es zweckmäßig die z-Achse eines kartesischen Koordinaten­
systemes parallel zu den Erzeugenden des Rohres zu iegen; ihre 
Orientierung kann man willkürlich wählen, etwa in Richtung der Durch­
strömung. Für die stationäre Durchströmung des Rohres erscheint 
dann 10 als unabhängig von z~ Diese Voraussetzung kommt der An­
nahme eines unendlich langen Rohres gleich, d „ h. Einlauf- und Aus­
laufströmung sollen nicht in Betracht gezogen werden. Die beiden an­
deren Koordinatenachsen werden - was ohne Beschränkung der All­
gemeinheit möglich ist - so gelegt, daß der Richtungsvektor 11,, der 
D!"'ehachse in die y ,7-;...Ebene zu liegen kommt.· Bezeichnet o<. den 
Winkel zwischen -tt, und der z-Achse, so lautet die Koordinatendar­
stellung von 11,, 

11, - ( 0, si n ~, cos o(). 

Wegen ~)O:z. = 0 reduziert sich die Kontinuitätsbedingung GI. ( 1 6) 
auf 0 

öLI + k V ay - o. 

( 1 7) 

( 1 8) 

Hierdurch besteht die Möglichkeit·, die Geschwindigkeitskomponenten 
u und v gemäß 
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und ( 1 9) 

durch die partiellen Ableitungen einer Stromfunktion f auszudrücken. 

Die Bewegungsgleichung ( 1 S) nimmt damit - in Komponenten­
darstellung und für stationäre Strömungen - die folgende Form an: 

( 21 ) 

_li__ 3w _ li _ 2w _ _ ..aE. 2. .1l · 
'Jy dX ax Jy - ~w az + .Qo ay s1noC.. (22) 

Differenziert man· die GI. ( 20, 21 , 2f) partiell nach z, so erhält man, 
da die Geschwindigkeitskomp~nenten' und damit auch die Stromfunktion 
von z unabhängig sind, 

;)2-p 
ayoz. = Q und 

Hieraus folgt unmittelbar 

3P -'Jz 
-J = const, 

d„h. das "Druckgefälle" d ist konstant. 
Für P selbst ergibt sich daraus 

;p-p 
dZ2. = O · (23) 

(24) 

(25) 

Aus den Gleichungen (20) und (21) kann man P leicht eliminieren. 

Differentiert
1 

man GI. (20) nach y, GI. (21) nach x und bildet die 
Differenz, so erhält man nach kurzer Zwischenrechnung und mit 
der Abkürzung 
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die Darste II ung 

GI. (22) nimmt unter Verwendung von GI. (24) und GI. (26) die 
Form 

AW -J 
an. 

( 26) 

( 27) 

(28) 

Zu diesen Differentialgleichungen für die nur mehr von zwei 
Ortskoordinaten abhängigen Funktionen f und w treten noch Randbe­

dingungen hinzu. 

Wegen der Undurchdringlichkeit der Wand muß die Ableitung von 
f tangential zur Berandung verschwinden, also f längs des Randes 
konstant sein. Da nur den Ableitungen von f physikalische Bedeutung 

zukommt, kann diese Konstante längs eines Randes willkürlich - ins­

besondere auch gleich O - gewählt werden. Die Haftbedingung ver­
langt auch das Verschwinden der Normalableitung von f längs des 
Randes sowie das Verschwinden von w an der Berandung. 

Außerdem ist, insbesondere bei einfach zusammenhängenden ~e­
reichen noch zu fordern, daß w, f und natürlich auct":i A f sowie ./;( 
und ~; innerhalb des Rohrquerschnittes beschränkt bleiben xx). 

) d(u,v) 
x Anm.: ö(x,y) 

determinante: 

Jst die bekannte Schreibweise für die Funktional-

dU 
ay· 
av 
ay -

xx) Anm.: Wäre eine der Größen ßf 1 ~~ 1 
;~ nicht beschränkt, so 

bedeutete dies, daß die Rotatior,, welche sich in dimensionsloser 

Form als rot 10 = ( i;', - ~; 
1 

- Af ) darstellt, nicht beschränkt 
bliebe. . 
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Führt man anstelle der kartesischen Koordinaten x und· y gemäß 

X - r cos f, y = r Si n f ( 2 9) 

Polarkoordinaten ein,· so nimmt das Gleichungssystem ( 2 7, 28) die 
Form 

an. 

Für ein kreiszylindrisches Rohr mit dem Radius a lauten die 
Randbedingungen dann 

4o) Das Ähnlichkeitsgesetz. 

In den Differentialgleichungen (27, 2~) bzw. (30, 31) treten 
zwei dimensionslose Parameter, d und W auf a 

(30) 

( 31 ) 

Das 11 dimensionslose Druckgefälle" J steht in engem Zusammen­
hang mit der REYNOLDS'schen Zahl 

Re -

und der in der Hydromechanik bei Rohrströmungen üblicherweise 
verwendeten Widerstandszahl 

• 

(33) 

A - L (34) 
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wo q den Durchfluß. und i das 11 dyna·mische Druckgefälle" bezeich­
net. 

~ 
Bildet man das Produkt Re-i\ , so erhält man auf Grund von 

(35) 

die Beziehung 

(36) 

Sie zeigt, daß die bekannten auf PRANDTL [ 17, 1 8 J und 
NIKURADSE [ 1 3] zurückgehenden Darstellungen von Widerstands­
gesetzen für die Rohrströmung - mit Re 'f'5; als unabhängiger Varia..; 
bler - letztlich Abhängigkeiten vom' dim~nsionslosen Druckgefälle J 
aufzeigen„ 

Der zweite Parameter 

(37) 

enthält unter anderem die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden 
Systemes und kann daher nicht alleine durch Kenngrößen ausge­

drückt werden, welchen die Annahme einer solchen Rotation nicht 
zugrunde liegt. 

Unter Verwendung der in der Meteorologie herangezogenen 
ROSSBY -Zahl Ro [ 6] gilt jedoch für W die Beziehung 

Re w- 4 Ro • ( 38.) 

In den Bewegungsdifferentialgleichungen ( 2 7, 28) bzw.. ( 30, 31 ) 
treten nur die Parameter Lu und c5 auf. Die Randbedingungen ( 32) 
sind parameterfrei. 

W und cl sind daher die. bestimmenden Kenngrö~en für den Ver­
lauf der Strö,:nung, d. h. Strömungen mit gleichen L0 und c5 sind 
mechanisch ähnlich. 
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5. } Lösungsverfahren zur Ermittlung der 
Geschwindigkeitsverteilung„ 

Die Lösung des Systemes der Differentialgleichungen ( 2 7} und 
{28} bereitet vor allem wegen der durch die Funktionaldeterminanten 
bedingten Nichtlinearität beträchtliche Schwierigkeiten. An eine Lösung 
in geschlossener Form ist im allgemeinen wohl kaum zu denken, 
schon gar nicht 7 wenn man die Form der Berandung zunächst noch 
offen läßt. 

Es liegt jedoch durchaus nahe, die Funktionen f und w als · · 
Potenzreihen in W anzusetzen [ 5] · , wobei man als erstes Glied 
der Reihe die Darstellung der Parallelströmung In einem nichtrotieren­
den System zu erwarten hat. 

Es wird also 

{39} 

und 

{40} 

gesetzt. 

Setzt man dies in die Dgl. {27} und {28} ein, und ordnet nach 
Potenzen von w , so kann man einen Koeffizientenvergleich durch­

führen~ Der Vergleich der Koeffizienten von w 0 ergibt 

und 

Dieses Gleichungssystem stimmt mit dem System (27), (28) 

überein, wenn man dort W = 0 setzt. 

Für n > 0 ergibt der Koeffizientenvergleich 

{ 41 } 

{ 42} 
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n 
3(Äti,t~-j) + öWn-1 L\L\ fn == E (43) 

J=O acx,yJ ay 

und 

11 
Ö (wi,f11-j) 0 fn --i 

.6.Wn =L a (x,y) 'öy (44) 
J =o 

Die Funktionen f und w müssen ersichtlich den gleichen Randbe­
dingungen genügeR wie dien Funktionen f und w • 

Das System ( 41 , 42) beschreibt die stationäre Durchströmung 
eines ruhenden ( lü = 0) zylindrischen Rohres beliebigen Quer­
schnittes o 

Die Differentialgleichung ( 41 ) .besitzt offensichtlich die den Rand­
bedingungen genügende Lösung 

fo - 0. 

Damit vereinfacht sich GI~ ( 42) zu 

'1W = - d. 
0 

Dies ist aber die bekannte POISSON 1sche Differentialgleichung, 
welche allgemein die stationäre Parallelströmung newtonscher 
Flüssigkeiten beschreibt [ 5, 20] • 

GI~ ( 45) gestattet nun eine wesentliche Vereinfachung der 
Gleichungen ( 43) und ( 44). Wegen des Verschwindens einzelner 
Summanden kann man sie nunmehr In der Form 

n-1 o ( i1f2 ifn-j) dWn-i 
~~ fn =L +, 3 ( x,y) 2y j =1 

und 

n-{ 
ö{Wi,],-j) · a fi, -1 

Jj,Wn =L 'a (x,y) 3y j= 0 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 
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schreibeno 

Die Gleichungen ( 47) und ( 48) eignen sich zur rekursiven Be­
stimmung der fn und Wn in relativ einfacher Weise 0 

Sind nämlich die f v und Wv bis f n _ 1 und Wn ~1 bekannt, so 
steht die rechte Seite von GI. (47) zur Verfügung, sodaß man zur 
Berechnung von f 11 nur die 11 Plattengleichung" [ 20 J unter Einhal­
tung der Randbedingungen· (eingespannte Platte) zu lösen hat. Mit 
fn steht dann auch die rechte Seite von GI. ( 48) zur Verfügung, 
sodaß man Wn durch Lösen der 11 Membrangleichung11 [18] erhält><><x). 

Da_mit stehen also f n und W11 zur Verfügung und das Verfahren 
kann mit um eins erhöhtem Index neuerlich ablaufen. 

Dieses bei beliebiger Form der Berandung brauchbare Lösungs~ 
verfahren muß nicht immer den einfachsten Weg darstellen. 

Bei speziellen Formen der Berandung können sich andere Wege 
als zweckmäßig erweisen. Etwa bei der Strömung zwischen zwei 
parallelen Ebenen ( unendlich breiter Spalt) ,·· kann man, wenn man 
die y -Achse in die Normalenrichtung der beiden Ebenen legt, Unab­
hängigkeit der Geschwindigkeitskomponenten von x annehmen. Damit 
verschwinden aber_ im System ( 2 7, 28) die Funktionaldeterminanten 
identisch und man hat nun nur das lineare Sy stem 

Ll~f w 2w 
(49) - 2y 

und 

D.W - - Lu j_f_ _. t 
'Jy 

(·so) 

zu lösen. 

Da f und w hier auch nur mehr von y abhängen, liegt damit 

sogar ein System von gewöhnlichen Differentlalgletchungen vor. Man 
wird· in diesem und in ähnlichen Fällen die Bestimmung der Lösung 
in geschlossener Form und mit elementaren Mitteln dem oben ge­

schilderten Verfahren vorziehen [ 2, 3, 4 J . 
Auch bei anderen Randbedingungen ließe sich das Gleichungs­

system (49, 50) weit bequemer lösen als das System (27, 28) 

·· aus dem man es durch Vernachlässigung der Funktionaldeterminanten 

erhalten kann. 

XXX) Anm.: Welche Methoden zur Lösung der II Plattengleichung11 

bzw. der "Membrangleichung" herangezogen werden ( rein 

numerische Methoden, Reihenansätze etc.), ist ohne Belang. 



- 17 -

Es ist leicht zu sehen, welche Bedeutung einer solchen Ver­
nachlässigung zukommt. 

Setzt man 

f - J f~ ( 51 ) 

und 

w - J w~ 
' 

(52) 

so geht das _System (49, 50) über in 

Ä~ f ~ = (.L) 
öW~ 
ay . ( 53) 

und 

;t, lL 
/j. w = - w ay - 1 . (54) 

Da hierin Ö. nicht mehr aufscheint, muß das System ( 49, 50) 
Lösungen ergeben, die in Ö li1""1ear sind, genauer die Form ( 51 , 52) 
besitzen. 

Die Vernachlässigung der Funktionaldeterminante11bedeutet also 
eine Linearisierung in 6 . 

Für entsprechend kleine 11 Druckgefälle11 Ö kann man also der 
näherungsweisen Bestimmung der Geschwlndigkeltsvertetlung auch 
bei bei ieb iger Querschnlttsform das Gleichungssystem ( 49, 50) zu­
grunde legen, im übrigen aber zur Berechnung von f und w das 
weiter oben geschilderte Rekursionsverfahren anwenden, wobei sich 
die Gleichungen (47) und (48) auf 

und 

öWn-i 

äy (55) 



- 18 -

reduzieren. 

2fn-1 
ay 

6. ) Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung für 
das kreiszy lindrische Rohro 

(56) 

Vor Beginn der Iteration muß zunächst w 0 aus GI. ( 46) ermittelt 
werden. Für das kreiszy lindrische Rohr ergibt sich dabei die be­
kannte parabolische Geschwindigkeitsverteilung, welche sich in 
dimensionslosen, kartesischen Koordinaten darstellt als 

Wo (57) 

. bzw. in Polarkoordinaten die Form 

(58) 

annimmt. 

Wegen der kreisförmigen Berandung wird man es vorziehen, 
die Rechnung in Polarkoordinaten durchzuführen und entsprechend 
auch die Rekursionsfor~eln ( 47, 48) auf Polarkoordinaten trans­

formieren •. Sie nehmen dann die Form 

(59) 

sin f + ; ofn -1 cosr) ( 60) 
äf . 

an. 
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Sowohl die 11 Plattengleichung 11 (47) bzw. (59) als auch die 11 Membran­
gleichung ( 48) bzw. ( 60) besitzen unter den hier zu fordernden Rand­
bedingungen Poly nomlösungen in den kartesischen Koordinaten x und 
y, wenn die Belastungsfunktion ( rechte Seite) durch ein Polynom in 
x und y dargestellt wird. Diese bekannte Tatsache erleichtert die 
Durchführung wesentlich. 

Da w 0 gemäß GI. ( 57) ein Polynom in x und y ist, kann man 
die Funktionen fn und Wn von vornherein als Polynome in x und y 
ansetzen, bzw. die entsprechende Darstellung in Polarkoordinaten 
wählen. 

Auf Grund einer ins Einzelne gehenden Betrachtung findet man, 
daß die Funktionen fn von der Form 

2v ~n-1 

f n - ,L_ f n, n _ 2. v • Si n ( n - 2 V ) f ( 61 ) 

V=O 

sind, wo die fn k Polynome in r und d darstellen. 
' 

Für Wn ergibt sich 

2.v~l'I 

Wn = L Wn,n-2.v · COS (n-2v) f, ( 62) 

v~o 

WO die Wn k ebenfalls Polynome in r und d sind. , 
Für fn, k und wn, k ergeben sich die Darstellungen 

jj'n l . f _ f Jn-2J 
n,k - n,k, n-2.j · 

J :0 

(63) 

und 

(64) 

Weiters ist 

(65) 



- 20 -

d.h. fn k I ist ein Polynom in r vom Grad , , 

2.11 +.31, (66) 

in dem als niedrigste Potenz rk auftritt und das entweder nur gerade 
oder nur ungerade Potenzen von r enthält, je nachdem n gerade 

oder ungerade ist o Die ifn k I sind reine Zahlkoeffiz-lenten, die keinen , , 
Parameter und keine Veränderliche mehr enthalten. 

Die Wn k I stellen sich dar als , , . 

1:- 2n+3l-k +2..) k+2.i 
w - ·W k ·r n,k,l - ...._ ____ L n, ,l , 

i :0 

d.h. wn k I ist ein Polynom in r vom Grad , , 

2.n t 31 + 2; 

(67) 

(68) 

in dem als niedrigste Potenz r k auftritt. Auch Wn k I enthält entweder , , 
nur gerade oder nur ungerade Potenzen von r. 

Zur Durchführung des Rekursionsverfahrens benötigt man· noch 

Darstellungen für Ä Wn, Llfh und b.~f n • 

Aus GI. ( 62) folgt 

' 2v~n{ 
~ II 1 I 

D.Wn=t___:. Wn 11-2.v+ rWn n-lv-
v= o , , 

<11 -2vi~w 
1

1 cos(n-2")'-". (69) r2. n n-2.v 1 
. 1 

Mit der Abkürzung 

(70) 

ist 

.2v~ t'I 

6. Wn = L Wn~n-2.v cos (n -2.v) f· ( 71 ) 

v=O 
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Hierin ist W~ k ein Polynom in r und cf , das dargestellt werden 
kann als 1 

( 72) 

wobei 

(73) 

ist. Mit GI. ( 67) erhält man hie für 

H2n t-3l-k+-2. 

W n~ k , L - Lt • ) ~ L ( k + L ) ' i ~ n 
I 
k, L • r k + 2.i - 2.. ( 7 4 ) 

i = 1 

Für 6. fn findet man aus GI~ ( 6 l ) zunä~hst 

= ~ f :~ n-2.v + 
2V !: h-1{ 
V:O 1 

-i f' (n-2.v)z.f } . ) r n n -2.v - r2. n n-2.v SI 11 (11 -2v 1,( 75) 
1 1 

Mit der Abkürzung ( 70) - wo nur f anstelle von w zu setzen ist -
wird daraus 

(76) 

Hierin ist 

(77) 

mit f n~l<,t analog GI. ( 73). Aus GI. ( 65) . erhält man noch 

-C (2.n+)\•k) 

f A '\ • ( k · ) f k + Z.i „ .2. 
n,k,l = .._/ ___ L· t-L 'l n

1
k

1
t 0 r • (78) 

i = 1 . 
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Nun fehlt noch eine ausführliche Darstellung für t::.,~ f
1
,. Auf dem 

gleichen Weg wie vorhin erhält man hiefür 

. ( 79) 

mit 

fAA )j,§n-f f A/:l . ~ J n -2j 
n k n k n-2J 

1 1 1 
J~O . 

( 80) 

und 

( 81 ) 

Damit stehen ausführliche Darstellungen für die linken Seiten 
der Gleichungen (59) und (60) zur Verfügung. Bezeichnet man 
deren rechte Seiten mit Un und V n 

1 
setzt man also 

n--1 

U = j_ L_ a(l\fj.fn-i) + 
n r j:: i a ( r, Lf) 

und 

n-i 
V, _ j_ \ ö (wj ,fn-j) -( 3fn-i 
n r~· ö(r,lj') or 

( 82) 

sintf + j_afh-f cosf), (83) 
r öLf 

und setzt hier die weiter oben dargestellten Ausdrücke für wm, fm 

und A fm ein, so erkennt man, daß Un und V n als 

.2v~n-f 

Ün = L_ Un, n-2.v sin ( n-lv) l(1 , (84) 
V r: 0 

sowie 

(85) 
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dargestellt werden können. 

Dabei ist 

L
·-<n 1 

LJ = n-2.j 
n,k un,k,n-lj d 

J .:::0 

(86) 

mit 

(87) 

sowie 

(8'8) 

mit 

V n, k,l 

-f (2ri+3l-k +2) 

="--..-) -
i C 1 

V 
k +Z.i-2 . . r 

L n1 K1l 
(89) 

Diese Ausdrücke lassen sich grundsätzlich leicht, praktisch je­
doch nur mit erheblichem Rechenaufwand bestimmen, wenn fm und 
Wm für m <n bekannt sind. 

Zur Lösung der Differentialgleichung ( 59) wird man zunächst 
einen Koeffizientenvergleich zwischen ( 81 ) und ( 87), die ja überein­
stimmen müssen, vornehmen. 

Man erhält hiedurch 

'tf k l = n, , 
iUn,k,1 

16 i ( i - i )( k-t- i) ( k + i - 1) . 
J 

(90) 

damit stehen allerdings noch nicht sämtliche Koeffizienten von fn zur 
Verfügung, da die Rekurslonsformel ( 90) nur für i~2 gilt. Die noch 
fehlenden Koeffizienten 0 fn k I und 1 fn k I sind aus den Randbedingun-. , ' , , 
gen zu ermitteln. Aus den Randbedingungen (,32) folgt 

( 91 ) 
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und 

f~
1
k,l (1) = O. (92) 

Die~ Bedingung ( 91 ) nimmt unter Verwendung der Darstellung ( 65) 
die Form 

an. Differenziert man GI. ( 65), so erhält man 

f~,k,l = E (k+2i);fn,k,l - 0 
i=O 

und kann damit der Bedingung ( 92) die Form 

·t(2n+3!-Kl 
(k+2L)j f n,k,1 = 0 

i = 0 

(93) 

(94) 

(95) 

geben. In den beiden Gleichungen ( 93) und ( 95) hat man nun ein 
lineares Gleichungssystem für die beiden Unbekannten 0 fn, k, 1 und 

1 fn k I zur Verfügung. 
' ' 

Man erhält daraus 

und 

(96) 

(97) 

Damit steht' fn vollständig zur Verfügung. Nun bedarf es noch der 

Ermittlung von Wn• Zunächst wird ein Koeffizientenvergleich zwischen 

( 74) und ( 89) vorgenommen. Er ergibt · 
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(98) 

Für i = 0 ist diese Rekursionsformei nicht anwendbar. 0 wn, k, 1. kann 
aus der ersten Randbedingung ( 32) gewonnen werden. Diese verlangt 

(99) 

und mit Gleichung ( 67) daher 

i Wn k l = Q •. 
--,----- ' 1 

( 100) 

Hieraus folgt unmittelbar 

i = 0 

__ 2H2n•J1-M1 

i=1 

Damit steht auch Wn zur Verfügung. 

( 1 01 ) 

Die hier durchgeführte exakte s·erechnung der Koeffizienten in 
den Reihendarstellungen ( 39, 40) von f und w erfordert bei ihrer 
numerischen Durchführung einigen Aufwand. 

Für kleine Werte des Druckgefälles cf wird man daher eine 
Linearisierung in cf vornehmen. Dadurch wird die purchführung 
des Rekursionsverfahrens wesentlich vereinfacht. 

Wie schon weiter oben festgestellt, kommt die Beschränkung 
auf lineare Glieder in Ö der Vernachlässigung der Funktional­
determinanten in den Bewegungsdifferontlalgleichungen ( 30, 31 ) bzw. 
den Rekursionsglelchungen ( 59, 60) gleich. Letztere reduzieren 
sich also auf 

und 

awn-1 
ar 

Sint.P + .L öWn-f Cos IJJ 
1 r O lf 1 

( 102) 
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= - ( 3 f n - 1 . s f + .i. a f n - 1 eo s JJ ) • 
'dr In r atf' 1 

( 103) 

Nach GI o ( 4.5) ist f0 =- 0 und damit nach GI. ( 103) wegen der homo­
genen Randbedingungen auch w1 • 0. Daraus folgt. GI. ( 102) auch 

f2 Cl O USWo 

Es verschwinden also alle f.,, mlt geradem und alle w
11 

mit unge­
radem Index. Man kann sich daher bel der Darstellung der U 1 und 

v.., auf 

( 1 04) 

und 

( 105) 

beschränkeno 

Führt man in die rechten Seiten dieser Gleichungen die Darstel­

lungen ( 61) und ( 62) ein, so erhält man nach einigen Umformungen 

1 (· , . 1 2. . ) . LJ 2m + 1 - -2. LW lm o - W Zm 2. - r W'2.m, 2. SI n Lf> + 
n, 

1 1 
( 106) 

+ l fu[( w;,,,,iv -
2
: Wzm, • .l -{ W~m ,2v,2 + 

2
~·

2 
w2m, 2v,2~sin (2~+1) f 

und 

Ein Koeffizientenvergleich mit den Darstellungen (84, 85) ergibt nun 

u {( I 1 2_ ) 
2.m+-1,1 = T 2.wzm,o -w2.m,2-T W2m,2. ( 108) 



- 26 -

und· 

sowie 

·( 1 1 0 ) 

und 

( 1 1 1 ) 

Die Gleichungen ( 86) und ( 88) reduzieren sich wegen der Be­
schränkung auf lineare Glieder in O auf 

( 11 2 ) 

Entsprechend gilt 

( 11 3) 

Aus GI. ( 1 08) erhält man mit ( 67) und ( 87) durch Koeffizientenver­
gleich 

( 11 4) 

Analog erhält man aus GI. ( 109) 

Mit der Rekursionsformel ( 90) folgt daraus 
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(, , 6} 

und 

_,('-L_-_1_;);....•...1i..;;;.-,-L1 ,,_.w.....:2.::J.m!.!!l,1~Y!J,~o _-__:(:.:2~tr...,.:+_i;:..,!)~· .::..i. -~2=-W-!>.!.2rnl.!..L!I 2:.::,V.:;.;+ &!::,;IL::o~- • ( , , 7 } 

-16 t(i-1)(2.v+i+1)(2v+t) 

Aus GI. ( 11 0} erhält man mit ( 65} und ( 89} durch Koeffizientenver­
gleich 

i. V 2m o o = - L · i.- 1 f Zm - i 1 1 
1 1 1 1 

und analog aus GI. ( 111 } 

Mit der Rekursionsformel ( 98} folgt daraus 

und 

i, Wzm 2v o = 
- 1 l 

·w L 2.m,o,o 

i, if2.m-i, 2.v-1,1 - (lv + l), i-1 f2m-1,z11+1,-1 
1i U 2.v + i) 

Die nunmehr gewonnenen Rekurslonsformeln ( 11 6, 117} sowie 

( 1 1 8} 

( 1 1 9} 

( 120} 

( 121 } 

( 120, 121 } gestatten die Durchführung der Iteration mit wesentlich 
weniger Aufwand als im allgemeinen Falle. Man erhält damit zwar . 
nur die In ö linearen Glieder, diese aber übereinstimmend mit den. 
aus der allgemeinen Rekursion folgenden. Die in cf linearen Glieder 
der exakten Lösung werden also durch die konvektiven Beschleuni­
gungsglieder nicht beeinflußt. 
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7. ) Diskussion der Geschwindigkeitsverteilung. 

Die Geschwindigkeitsverteilung im rotierenden Rohr unterscheidet 
sich von jener im ruhenden nicht nur in mehr oder minder starkem 
Maße hinsichtlich der Achsialkomponente w sondern auch noch durch 

das Auftreten einer beim ruhenden Rohr nicht vorhandenen Querströ­
mung, welche durch die Stromfunktion f beschrieben wird. Die Strö­
~ung unterscheidet sich. von einer durch die Stromfunktion f beschrie­

benen ebenen Strömung nur durch das zusätzliche Auftreten der 

- von z unabhängigen - Geschwindigkeitskomponente w. Das bedeutet, 
daß jeweils a,i Stromlinien die gleiche Normalprojektion auf eine zur 

Rohrachse senkrechte Ebene besitzen, also einen Zylindermantel über 

einer Kurve f = const dE:r genannten Ebene erfüllen. Die auf einem 
solchen Zylinder liegenden Stromlinien sind überdies untereinander 
kongruent, d. h. sie können durch Verschiebungen in Richtung der 

Rohrachse ineinander übergeführt werden. 

Die Kurven f = const; die als II Stromlinien" der Querströmung 

bezeichnet werden können, müssen aus bekannten Gründen geschlos­

sen sein. Die auf einem darüber errichteten Zylinder liegenden Strom­

linien der räumlichen Strömung weisen damit eine gewisse Ähnlich-

keit mit Schraublinien auf. 

Für eine Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung einer solchen 

Strömung wird es daher nicht genügen die Achsialgeschwindigkeit als 

· Funktion des Ortes aufzutragen; diese ist noch durch Angabe der 

"Stromlinie" der Querströmung zu ergänzen. 

8. ) Das Durchflußgesetz für das rotierende 

kreiszylindrische Rohr. 

Der DurchflUß q wird bekanntlich dargestellt durch 

wobei das Integral über den Rohrquerschnitt zu erstrecken ist. 

( 122) 

Geht man im Integranden zu dimensionslosen Größen über, so 

wird daraus 

( 123) 
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Es liegt nahe 

Q = JJ wdxdy ( 1 24) 

als dimensionslosen Durchfluß zu bezeichnen. 

Wegen 

2. 
s::z -Q 

1f ( 125) 

stimmt der dimensionslose Durchfluß bis auf einen konstanten Faktor 
mit der Reynolds-Zahl überein [8]. 

Die Berechnung von Q bereitet nach durchgeführtem Rekurs· . ·· · 1ons-
verfahren keine Schwierigkeiten. 

Zunächst wird man im Falle ,,des kreiszylindrischen Rohres in 
GI. ( 124) zu Polarkoordinaten übergehen, was auf 

2.lf 1 

Q = JJ wrdrdtp ( 126) 
0 0 

führt. · 

Mit der Darstellung ( 40) wird darau·s 

211" 1 · 

Q = t. (Jf Wn rdrd<f) w0 

0 0 

( 12 7) 

Die hierin auftretenden Integrale können nun unter Berücksich­

tigung von GI. ( 62 ) in 

2.lf 1 

ff wn rdrdf ( 1 28) 

00 

überg~führt werden. 

In dieser Gleichung verschwindet das letzte Integral nur dann 

nicht wenn n = 2v • Man kann slch also weiterhin auf gerade Werte 

von ~ beschränken. Somit ergibt sich 
. -i . 

21T 1 . 

Jj W2.v rdrd'f""27TJ W2.v,o rdr ,129 ) 

O O 0 



und für Q also 

Mit GI. ( 64) und der Abkürzung 

-{ 
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J wlv,0,2j rdr - ]zv, 2.j 
0 

wird daraus schließlich 

( 1 30) 

( 1 31 ) 

( 1 32) 

Wie zu erwarten, enthält dieses Durchflußgesetz nur gerade Potenzen 

von ll) 1 während in J nur ungerade Potenzen auftreten. 

Für W = 0 reduziert sich GI. ( 132) selbstverständlich auf das 

HAGEN-POISEUILLEsche Gesetz [ 1, 16] 

Q = : J. ( 1 33) 

Für das Studium der Auswirkungen der Drehbewegung des Rohres 

auf den Durchfluß, ist es nützlich diesen zum Durchfluß nach 

Hagen - Poiseuille ins Verhältnis zu setzen. 

Letzteres ist ersichtlich durch 

gegeben, womit also GI. ( 1 32) die Form 

Q - ; J,p (w,J) 

annimmt. 

Der Einflußfaktor ~ (W·Ö) reduziert sich im Grenzfall 6 ~ 0 
( Linearisierung in d) auf 

( 1 34) 

( 1 35) 
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( 1 36) 

Für entsprechend kleine Druckgefälle cf läßt sich also ~ als 
Funktion W alleine darstellen. 

Auch für entsprechend große Werte von d kann -~ durch 

eine Funktion einer einzigen Veränderlichen approximiert werden. 

Vernachlässigt man in den in GI. ( 134) auftretenden Polynomen 

( 1 37) 

die niedrigeren Potenzen gegenüber der höchsten, so reduzieri sich 

Gl.(134) auf 

( 1 38) 

Auch hier hängt ~ nur mehr von einer Veränderlichen, nämlich W • d1 

ab. 

Das Durchflußgesetz für das rotierende kreiszylindrische Rohr 
gemäß GI. ( 132) nimmt in der /1- Re Darstellung nach Prandtl -

Nikuradse die Form 

an. 

J 2.v, zj 
2. Sj - it 

Der Einflußfaktor cJ? erhält dann die Gestalt 

( 139) 

( 1 40) 
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III.) NUMERISCHE AUSWERTUNG. 

1 • ) Durchführung der Iteration für Stromfunktion und 

Achsialgeschwindigkeit bis zur 6. Näherung„ 

Die ersten Schritte des im Abschnitt 11/6 entwickelten lterations­
verfahrens sind bis zur zweiten Näherung unter Verwendung einer 

Tischrechenmaschine leicht durchzuführen. Die Weiterführung der 

Rechnung bis zur 4. Näherung verursacht jedoch schon einen Auf­
wand, der die Rechenzeit bei Beschränkung auf solch einfache Hilfs­
mittel gewaltig anwachsen läßt. Trotzdem wurde zunächst die Iteration 

mit einem Tischrechner bis zur 4. Näherung geführt. Eine Fort­
setzung der Rechnung in dieser Form schien nicht nur wegen des 
enorm großen Aufwandes unzweckmäßig, sondern auch in Hinblick 
auf die Ge fahr einer Verfälschung der Resultate durch_ Rechenfehler. 

Aus diesen Gründen wurde die Berechnung auf einer hochschul­

eigenen Rechenanlage IBM 7040 .· ( 16/32 K) neuerlich durchgeführt 
und bis zur 6. Näherung fortgesetzt. 

Die zuerst durchgeführte Handrechnung erwies sich dabei für 

das Testen der Programme als nützlich und somit keineswegs als 

überflüssig. Eine Fortsetzung der Iteration über die 6. Näherung 
hinaus hätte selbst· bei Verwendung dieser Großrechenanlage einen 
ungebührlichen Aufwand an Rechenzeit erfordert„ 

In Tabelle 1/1 ( Beilage II) sind die Koeffizienten des Polynoms 

w 000 (vgl. GI. 58) , von welchem die Iteration ihren Ausgang nimmt, 

sowie jene der Polynome f1 11 und w1 1 1 angegeben. Diese erste 
Näherung ist identisch mit der von BENTON [ 1] errechneten. 

In den Tabellen 1/2 bzw. 1/3 ( Beilage II und III) sind die Koeffi­

zienten der Polynome fn k I und Wn k I für die · 2. bzw. 6 „ Nähe-
, ' ' ' rung angegeben. Die Aufnahme der Polynomkoeffizienten für die da-

zwischen liegenden Näherungen unterblieb aus Platzgründen. 

Neben der nunmehr bis zur 6. Näherung zur Verfügung stehen­

den Geschwindigkeitsverteilung wurden die Integrale J2.v,2.j gemäß 
GI. ( 131 ) bis V = 3 berechnet. Damit ergibt sich der Elnflußfaktor 

für das Durchflußgesetz gemäß GI. ( 1 34) numerisch zu 

~(w,cf) Cl 1 

+Lu 4 

2 -3 -7 JJ..) -W (0,43403.10 + 0,15138.10 

(0,58398.10-
6 + 0,87602.10-lO J 2 

+ 
· -14 r4 
+ 0,23385.10 0 ) 

6 · -9 . -1 2 J2. 
-W (o,ssos6.10 + o,32470.10 + 

-16.r_c., -21 r 6 
+ 0,24596.10 0. + 0,49796.10 0 

( 1 41 ) 

+ ••••••••••••••••• 



· ~ ist eine Funktion der beiden Veränderlichen UJ und 6 i welche 
- wie zu erwarten· - in W und .f gerade ·1st d h 0 , 0 • 

( 1 42) 

Es genügt also ~ (W ,cl) für positive W und c) darzustellen. 

In Abb •. 1 (Beilage VI) sind die Niveauschnitte, d 0 h 0 die Kurven 
g? ( W 10} = const, für die 6 o Näherung gemäß GI. ( 1 4 i } für einige 
Werte von ~ eingetragen. Je größer der Wert von () ist, umso 
besser lassen sich diese Kurven durch Hyperbeln W ·cf= const an­
nähern o Die zu den einzelnen Niveauschnitten gehörigen Approximations­
hyperbeln sind ebenfalls eingezeichnet o 

GI. ( 141 } bzw. die ihr zugrunde liegende Darstellung ( 1 34) ·zeigt, 
daß man die Iteration mindestens bis zur zweiten Näherung geführt 

haben muß, um in der Rechnung Abweichungen vom Hagen - Poiseuille~­
schen Gesetz, d oho einen von Eins verschiedenen Einflußfaktor zu er­
halten. 

Ein Ansatz der sich von vornherein auf die erste Näherung be­

schränkt, kann daher zwar Abweichungen von der parabolischen Ge­
schwindigkeitsverteilung, niemals aber Abweichungen vom Hagen -
Poiseuille~schen Gesetz erfassen [ 1 J . 

Für die Diskussion des Durchflußgesetzes bzwo des Einflußfaktors 
~ ist es nützlich zwei Grenzfälle zu betrachten .. 

Für genügend große Ö wird es ausreichen, wenn man sich bei 
den in der Entwicklung ( 1 34} auftretenden Polynomen in Ö auf die 

Glieder mit den höchsten Potenzen beschränkt„ Auf Grund der Dar­
stellung ( 1 41 } kann man abschätzen, daß dies schon fürcl ::::- 3000 zu­

lässig sein wird. Mit dieser ':trnachlässigung wird 4? eine Funktion 
der einen Veränderlichen W•U alleine„ 

Um jedoch ~(w·6)noch genauer zu erhalten, als dies auf Grund 

der sechsten Näherung möglich ist, wurde die Rechnung auf der 

Rechenanlage der Technischen Hochschule in Wien - wenn gleich aLlf 
anderem Wege als bisher - bis zur 10. Näherung fortgesetzt, worauf 
im nächsten Abschnitt näher eingegangen werden soll. 

Im zweiten Grenzfall, nämlich jenem hinreichend l•deiner Werte von 
ö(etwad--==25} wird es

1
zulässig sein, im Durchflußgcsetz (132} alle 

höheren Potenzen von U zu vernachlässigen, d. h. sich in der Dar­
stellung ( 1 34} bei den Polynomen in O auf die l<onstanten Glieder zu 
beschr<':inl<en. Damit kann an die schon Im Abschnitt II abgehandelte 

L_inearisierung in ö angeschlossen werden. Der Einflußfaktor ~ er­

gibt sich in diesem Grenzfall als Funktion von W alleine. Da die 

linearisierte Rechnung relativ leicht durchzuführen ist, konnte die 

Iteration ohne Inanspruchnahme der Rechenanlage bis zur 1 6. Näherung 
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auf einem Tischrechner bewältigt werden, worauf im letzten Abschnitt 
dieses Kapitels eingegangen wird 0 

2 o · Durchführung der Iteration für zwei s ezielle 
Werte von bis zur 100 Näherungo 

Die rechnerische Bewältigung des in Abschnitt II entwickelten 
lterationsverfahrens ist auch bei Verwendung von Großrechenanlagen 

schwierig, weil w uhd f von zwei Parametern - W und ö - abhängen 0 

Schon die numerische Festlegung des einen Parameters 6 erleichtert 
die Rechnung derart, daß die Iteration für den betreffenden Wert von 
cf in relativ kurzer Rechenzeit bis zur 10. Näherung geführt werden 

kanno 

Auf Grr,und der in Pkyt. 111/1 durchgeführten Abschätzungen wurden 
die Werte O = 1000 und d = 4000 ausgewählt und für diese die Iteration 
auf der Rechenanlage bis zur zehnten Näherung durchgeführt„ 

Für d = 1000 und W = 1 ;5 ist die zugehörige Geschwindigkeits­

verteilung in den Abb o 2, 3, und 4 dargestellt ( siehe Beilage VII, VIII 

und IX) o 

Aus Abb„ 2b ist der Ve rlauf der II Stromlinien" der Querströmung 
in 10 „ Näherung zu entnehmen~ Ein Vergleich mit Abb O 2a, wo Strom­
linien in 1 „ Näherung eingetragen sind, läßt erkennen, in welchem Aus­
maß die erste Näherung schon das wesentliche dieses Verlaufes 

wiedergibt o 

In Abb„ 3p sind die lsotachen der Achsialströmung in 1 0. Näherung 
wieder für d = 1000 und W = 1 ,S - eingetragen. Vergleicht man mit 

den lsotachen der parabolischen Geschwindigkeitsverteilung aus Abb. 3a, 
.so erkennt man eine deutliche Verschiebung und Verkleinerung des 
Geschwindigkeitsmaximums. Zur Ergänzung dieser Darstellungen der 
Achsialgeschwindigkeit sind in Abb. 4 (Beilage IX) noch Achsen­

schnitte der Verteilung von w für einige Approximatlonsstufen ange­

geben„ 

Von besonderem Interesse war eipe Darstellung des Durchf~ußgc­

setzes bzw. des Einflußfaktors {Q(W·Ö) in 10. Ntiherung. Für d = 4000 
kann nach dem in Pkt. lljl Gesagten angenommen werden, daß jener 

Bereich erreicht ist wo ~ mit genügender Genauigkeit als nur von dem 

Produkt W•Ö abhängig angesehen werden kann. Dies ermöglichte die 

nachstehende Darstellung von ~ (W•O)in 1 0. Näherung 
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+ ••••..••• 

V){ie sie auch in Abb. 5 ( Beilage X) wiedergegeben ist, und für 
Ö :::,. 3000 ohne Bedenken als zutreffend angesehen werden kann 
(vgl. auch Pkt. IV/ 4). 

( 1 43) 

Der berechnete und in Abb. 5 dargestellte Verlauf von ~ zeigt, 
daß bei rotierenden Rohren Abweichungen vom Hagen - Poiseuille 'sehen 
Gesetz zu erwarten sind und zwar im Sinne einer Vergrößerung des 
Strömungswiderstandes. In dem durch die Rechnung erfaßten Bereich 
bleiben diese Abweichungen allerdings kleiner als etwa 3 %. Bis etwa 

W 6 = 1 500 ist die rechnerisch ermittelte Darstellung von 4? und damit 
des Durchflusses für eine experimentelle Prüfung bei weitem genau 
genug. 

Auch für die Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung (Abb. 2-4) 
wurden Parameterwerte mit ,iJO= 1500 gewählt·, um einerseits gut er- . 

kennbare Abweichungen von der parabolischen ~eschwindigkeitsver­
teilung · zu erhalten, andererseits aber auch eine hinreichende Genauig­
keit des Ergebnisses zu gewährleisten. 

3.) Durchführung der Iteration unter Beschränkun auf 
die in linearen Glieder bis· zur 1 6. Näherung. 

Für kleine Druckgefälle, für welche die in Abschnitt 11/6 be­

sprochene Linearisierung in ö zulässig ist, kann die Iteration ohne 
allzu große Mühe über die 10. Näherung hinaus fortgesetzt werden. 

Dies wurde unter Verwendung eines Tischrechners bis zur 16. Nähe­

rung durchgeführt und das sich daraus ergebende Durchflußgesetz bzw. 

der Einflußfaktor ~ berechnet. Dieser hängt nur von W ab und ergibt 
sich zu 
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t(w) = 1 o,43403010-
3 .w 2 

-6 4 + 0,58398010 .w 
o,ssosG.10-

9 .cu 6 

-11 W 8 + 0,12517.10 • 
-14 10 

0,18449.10 .w 
+ 0, 2 71 98. 1 0-

1 7
, W 12 

- o 40099 10-
20 l·\ 14 

, "' • \.J 

-23 L·, 1 6 + 0,59119 0 10 ■ V 

• e O • 9 0 D D O • e • 0 e 

Die Näherungspolynome dieser Potenzreihenentwicklung sind in 
Abb. 6 (Beilage XI) dargestellt. 

( 1 44) 

Eine vergleichende Betrachtung der ... 6-bbildungen 1 , 5 und 6 zeigt, 

daß der Einflußfaktor ~ und damit das Durchflußgese~z i~ einem 
- allerdi~gs nicht sehr großen ;;. Bereich von W und Ö auf rechne­
rischem Wege mit hoher Genauigkeit ermittelt werden konnte. Für 
große Werte von W bzw„ d werden die berechneten Näherungen un­
brauchbar. Auf eine weitergehende theoretische Untersuchung mit 
dem Ziel einer Ausdehnung des Durchflußgesetzes auf die im Rahmen 
der erhaltenen Näherungen nicht erfaßbaren Bereiche wurde zunächst 
verzichtet, da vorerst zu klären war, ob die bisher rechnerisch ge­
wonnenen Ergebnisse einer experimentellen Überprüfung standhalten. 
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IV.) EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG. 

1.) Ziele der experimentellen Untersuchungen und aer 
Wahl der Versuchsanordnung. 

Die auf Grund der theoretischen Untersuchung gewonnenen nume­
rischen Ergebnisse bedurften naturgemäß einer experimentellen Über­
p_rüfung. Letzteit"'e kann sich natürlich nur auf jenen Bereich der Para­
meter W und Ö beziehen, in welchem die Berechnungen eine Dar­
stellung der Geschwindigkeitsverteilung bzw. des Durchflußgesetzes 
gestatten. Gerade in diesem Bereich sind aber nur relativ geringe 
Abweichungen vom Hagen - PoiseuilfeVschen Gesetz bzw. von der 
parabolischen Geschwindigkeitsverteilung zu erwarten. Dies bedingt 
vor allem eine hohe Meßgenauigkeit beJ der Versuchsdurchführung. 

Über die Überprüfung der Theorie hinaus, sollte die experimen­
telle UntersuchliJng auch die Verhältnisse In jenem Bereich der Para­
meter W und Ö klären, für welche eine rechnerische Erfassung nicht 
gelang. Dies erfordert aber eine Variierung der Parameterwerte 

- insbesondere der ·werte von W d - über mehrere Zehnerpotenzen. 

Im Zusammenhang mit der Bereichsabgrenzung war natürlich 

wenn auch nur am Rande - die Frage von Interesse, ob der Wert 
des Parameters W auf die kritische ReynoldsVsche Zahl von erkenn­

barem Einfluß ist. 

Eine einfache Abschätzung zeigte, daß sämtliche erwähnten Ziele 
mit einer einzigen Versuchsanordnung wohl kaum erreicht werden 

können. 

Führt man die Untersuchung an einem relativ zur Erde ruhenden 
Rohr aus, so ist der Parameter W durch den Rohrdurchmesser und 

die Orientierung der Rohrachse, sowie die kinematische Zähigkeit 

der Flüssigkeit festgelegt. Eine Veränderung von L1J kann - bei Ver­
wendung von \Nasser - dann nur in geringem Maße durch Verände­
rung der kinematischen Zähigkeit vorgenommen werden. Nur durch 
Verwendung von Rohren mit unterschiedlichen Durchmessern l<ann 

über einen größeren Bereich variiert werden. 

In nachstehender Tabelle sind für normal zur Erdachse justierte 
Rohre und für eine kinematische Zähigkeit von V = 1 o-2 cm2 s-1 

(Wasser von etwa 20 ° C) zu einigen Werten von W die entsprechenden 
Rohrdurchmesser angegeben x). Zusätzlich sind noch jene Druck­

llniengefälle, welche sich aus dem Hagen - Poiseullle;schen Gesetz 

x) Anm.: Winkelgeschwindigkeit der Erde lu0 "" 7,292.1 o-5 
s-

1 
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für Re =- 2300 ergeben, sowie die entsprechenden Werte für t,vd . 
angegeben 

w d [cm] J [
0 
/oo] w-& 

10_3 0,52 52,23945 9 

10-2 
1 , ,66 1,65176 92 

10 -l 5,24 0,05224 920 

1 6, 56 0,00165 9200 

1 0 52,37 o,oooos 92.000 

Die Tabelle zeigt, daß zur Erreichung größerer Werte von W Rohre 
mit ziemlich großen Durchmessern herangezogen werden müßten 0 

Auch um das Produkt W 6 auf Werte um etwa 1000 zu bringen, was 
für eine Kontrölle der rechne'rischen Ergebnisse wünschenswert er­
scheint, müßten Rohre von mehr als 5 cm Durchmesser verwendet 

werden o Die hierbei auftretenden maximalen Druckliniengefälle sind, 
wie aus der obenstehenden Tabelle ersichtlich ist, so klein, daß 
ihre Messung mit der notwendigen Genauigkeit ausgeschlossen er­
scheint. 

Bei Rohren mit entsprechend kleinen Durchmessern wird zwar 
das Druckliniengefälle auch im Laminarbereich gut meßbar, jedoch 

w 6 so klein, daß im Durchflußgesetz kaum mehr meßbare Abweichun­
_gen vom Hagen - PoiseuilleUschen Gesetz zu erwarten sind o Die hin­
reichend genaue Vermessung der Geschwindigkeitsverteilung wirft 

umsomehr meßtechnische Probleme auf, je kleiner der Rohrdurchmesser 
ist. Die 1 954 von G O s. BENTON in Baltimore durchgeführten Mes­
sungen lassen diese Schwierigkeiten deutlich erkennen [ 1] o 

Bei Verwendung einer erdfesten (unbeweglichen) Versuchsrohr­
meßstrecke ergibt sich also kaum eine andere Möglichkeit als die Ver­
wendung von Rohren mit entsprechend großen Durchmessern unter 
gleichzeitigem Verzicht auf die Messung des Druckgefälles. Die Mes­

sung der Geschwindigkeitsverteilung könnte 9ann wegen der extrem 

niedrigen Strömungsgeschwindigkeiten zwar kaum mit herkömmlichen 
Mi_tteln vorgenommen werden, jedoch etwa auf einem optisch-photo­
chemischen Wege erfolgen. Wegen des nicht meßbaren Druckgefälles 
gestatten derartige Versuche zwar qualitative Aussagen über die Art 

der Geschwindigkeitsverteilung, aber keine quantitative Nachpr:üfung 
der aus der Theorie gewonnenen Ergebnisse. 

Damit ergab ·sich die Notwendigkeit die Versucf;)srohre eigens 

einer Rotation zu unterwerfen. Eine hierzu geeignete Einrichtung muß 

schon aus technisch- wirtschaftlichen Gründen in Bezug auf die Ab-



messungen relativ klein gehalten werden, was mit Rücksicht auf die 
Notwendigkeit einer genügend langen Ein- und Auslaufstrecke auch 
entsprechend kleine Rohrdurchmesser bedingt. Für letztere spricht 
außerdem die Notwendigkeit, die Winkelgeschwindigkeit der Erde hin-' 
sichtlich ihrer Auswirkungen auf den Strömungsverlauf gegenüber der 
aufgeprägten Winkelgeschwindigkeit vernachlässigen zu können. Wegen 

der kleinen Rohrdurchmesser kann hierbei zwar nicht die Geschwin­
digkeitsverteilung, wohl aber das theoretisch gewonnene Durchflußge­
setz überprüft werden. Darüber hinaus besteht bei geeigneter Dimensio­
nierung die Möglichkeit der empirischen Gewinnun~ 
ziehung für jene Bereiche der Parameter W und d 
nung keine Anhaltspunkte gibt. 

einer Durchflußbe-
, wo die Berech-

Diese Erwägungen waren für die Wahl einer rotierenden Versuchs­
anordnung maßgebend. Auf die Vermessung der Geschwindigkeitsver­
teilung wurde verzichtet. 

2.) Beschreibung der Versuchseinrichtung. 

Die Versuchsanlage war so einzurichten, daß das zu durchströmen­

de Rohr um eine zu diesem senkrechte Achse in Rotation versetzt wer­
den konnte. Eine aus theoretischen Erwägungen naheliegende Orientierung 

der Drehachse· parallel zur Erdachse hätte, wie eine überschlägige Be-. 

rechnung zeigte, auf die Genauigkeit der Versuchsergebnisse wegen der 

verwendeten geringen Rohrdurchmesser keinen Einfluß. Der Einfachheit 
halber wurde daher die Drehachse in die Vertikale gelegt. 

Die Einzelheiten der Versuchsanlage sind aus Abb. 7A und 7B 

ersichtlich ( siehe Beilage XII). 

Das Rotationsgerät zur Messung des Rohrströmungswiderstandes 

besteht aus einem im Boden fest verankerten, stabilen äußeren Rahmen 
aus Profilstählen, dem Stator ( 1 ) und einem drehbaren inneren Rahmen, 

dem Rotor (2). 

Am Untergurt des Rotors befindet sich eine stählerne Rohruuflage ( 3) 
zur Lagerung des Versuchsrohres ( 4). Die Speisung dos Versuchs­

rohres erfolgt von einem zylindrischen Behälter ( 5) mit etwa 100 cm 

Durchmesser und 38 cm Nutzhöhe. Dieser Behälter ist im oberen Teil 

des Rotors angebracht. Ursprünglich war beabsichtigt, den Flüssigkeits­

behälter .als sog. "Mariotte1schen Behälter" auszubilden, um ein Ab­
sinken des Druckgefälles im Zuge des Durchströmungsversuches zu 

verhindern. 

Bei der tatsächlichen Versuchsdurchführung wurde aber hierauf 

verzichtet, da sich einerseits bei der Abdichtung des Behälterdeckels 

Schwierigkeiten ergaben, andererseits infolge der geringen Durchfluß­

mengen ins Gewicht fallende Absenkungen des Flüssigkeitsspiegels im 
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Behälter nicht auftraten. 

Die Zuleitung vom Behälter zum Ve rsuchsrohr wird durch 

einen Plastikschlauch ( 6) von ca. 1 cm Innendurchmesser herge­
stellt. 

Die Ableitung vom Versuchsrohr zum Meßgefäß ( 1 0) erfolgt 
über einen Plastikschlauch ( 7) von ca. 0, 6 cm Innendurchmesser 
und eine ebensostarke Rohrdurchführung ( 8) in der Achse des 
unteren Rotorlagers, an deren unterem Ende ein Ventil ( 9) zur 
Durchflußregelung angebracht ist. 

Zur Messung des Druckgefälles befindet sich unter dem Be­

hälter ( 5) ein in der Drehachse justiertes Differentialmanometer ( 11 ) • 
Von diesem führen absperrbare Schlauchleitungen zu den Druckab­
nahmesonden ( 12) und ( 1 3) in den Endpunkten der 1 00 cm langen 
Meßstrecke ( 1 4). Das Differentialmanometer besteht aus zwei an den 
oberen Ende verbundenen 0, 6 cm starken Standrohren aus Plexiglas 
mit genauer Millimeterteilung und einem Meßbereich von 30 cm Druck­
höhendifferenz. Ein Ent- und Belüftungshahn ( 1 5) dient zur Justierung 
des Nullniveaus im Manometer. Als Meßflüssigkeit wurde Wasser ver­

wendet. 

Der Antrieb des Rotors erfolgt durch einen Gleichstrommotor ( 1 6) 
über ein mehrstufiges Zahnradvorgelege ( 17), einen Keilriemen ( 18), 
eine am Stator gelagerte Antriebswelle ( 1 9) und ein Schneck.enge­

triebe (20). Die Tourenzahl des Motors ist über einen Wider'stand 

-stufenlos regelbar. 

Die Messung der Umdrehungszeit des Rotors wird über einen 

elektrischen Impulsgeber (21 ) durch einen Schnellschreiber mit Chrono­
metersteuerung vorgenommen. Zur Messung der Durchflußmenge dient 
ein transportables Auffanggefäß ( 10) und eine Präzisionsbalkenwaage 

mit geeichtem Gewichtssatz (23) (siehe Abb. 7c, Beilage XII). Zur 
Abführung der nach Entfernung des Auffanggefäßes anfallenden Wasser­
mengen wird ein automatisch nachdrückender Überlaufbehälter. ( 22.) mit 

entsprechend bemessener Abflußleitung verwendet. 

Die Messung der Wassertemperatur erfolgt mittels eines eigens 

geeichten Spezialthermometers ( 24) mit Dezigradte llung nach Celsius. 

Die Messung der Durchflußzeit wird mittels Stoppuhr mit Dezi­
sekundenteilung vorgenommen. 

Im Rahmen der Untersuchung wurden als Meßrohre insgesamt 

vier gezogene Spezialmessingrohre mit den Nenndurchmessern von 

0,3, 0,4, 0,5 und 9,6 cm verwendet. 



3.) Versuchsdurchführung und Auswertung
0 

Nach umfangreichen Vorarbeiten zur Konstruktion und Ausführung 
der Versuchseinrichtungen konnte im April 1968 mit den ersten Vor­
versuchen begonnen werdeno 

Diese dienten naturgemäß zunächst der ÜberprUfung der Anlage 
und ihrer Funktionstüchtigkeit„ Dabei zeigte sich, daß die Meßgenauig­
keit am Differentialmanometer durch die Verwendung von gewöhnlichem 
Leitungswasser als Meßflüssigkeit infolge unerwünschter und unkon­
trollierbarer Hafterscheinungen erheblich beeinträchtigt wurde. Diesem 
Übelstand konnte jedoch durch regelmäßiges Reinigen der Standrohre 
mit Seifenlösung begegnet werden. Im weiteren zeigte es sich, daß 

die Messung der Wassertemperatur mit besonderer Sor•gfalt durchzu­
führen war„ Außer der Messung der Wassertemperatur im Meßgefäß 
wurde daher zu Kontrollzwecken vor und nach dem jeweiligen Ver­
such auch die Wassertemperatur im Überlauf gemessen und ein Mittel­
wert gebildet. Die Messung der Durchflußzeit konnte mit einer Stopp­

uhr genügend genau erfolgen, da _Durchflußzeiten um etwa 1 zq Sekunden 
die Norm waren. Damit konnte auch· der relative Fehler bei der Be-· 

stimmung der Durchflußmenge durch Wägung hi,nreichend klein gehalten 
werden„ 

Die Bestimmung der Kaliber der Versuchsrohre war durch direkte 
Messung nicht mit der erforderlichen; hohen Genauigkeit möglich„ Da 
auch eine. volumetrische Durchmesserermittlung bei dünnen Rohren 

naturgemäß auszuschließen ist., wurden die genauen Durchmesser der 
Versuchsrohre auf hydromechanischem Wege mittels des Hagen -
Poiseuille~schen Gesetzes bestimmt. 

Es ·wurden für jedes Rohr aus etwa 40 Versuchen Durchmesser­
bestimmungen auf Grund des Hagen - Poiseuille 1schen Gesetzes vorge­
nommen und anschließend Mittelwerte gebildet„ Die so berechneten 

Durchmesser bzw. Radien betragen: 

Rohr , (NW 3 mm): d = 0,29940 cm; a = 0 , 1 4970 cm, 
Rohr 2 (NW 4 mm): d = 0,40430 cm; a C 0,20215 cm, 
Rohr 3 {NW 5 mm): d = o,49256 cm; a c 0, 2'~628 cm, 
Rohr 4 {NW 6 mm): d = 0, 59060 cm; a Cl 0,29530 cm. 

Die Werte der dynamischen Zähigkeit der Meßflüssigkeit (Wasser) in 

Abhängigkeit von der Temperatur wurden auf Grund der in 

LANDOL T-BÖRNSTEIN [ 9] angegebenen Daten durch Inter­

polation 4. Ordnung berechnet ( siehe Tabelle II, Beilage IV). 

bie Massendichte wurde aus den Werten O, 9993 g cm-
3 

für 

1 O ° C und O, 9973 g cm-3 für 20 ° C [ 22 J linear interpoliert. Für 

die Erdbeschleunigung wurde der örtliche Wert von 980,859 cm s-2 

ver~endet. Die Berücksichtigung der Winkelgeschwindigkeit der Erde-
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und damit der geographischen Breite von Wien, sowie der Orien- · 

tierung des Rohres bei Normalstellung des Rotors konnte der geringen 

Rohrdurchmesser wegen unterbleiben x). 

Nach diesen Vorarbeiten konnte mit der eigentlichen Versuchs­

durchführung Mitte Mai 1 968 begonnen werden. 

Selbstverständlich wurden die notwendigen Vorsichtsmaßregeln, 

wie die Einhaltung einer angemessenen Wartezeit von ca. 18 Stunden 

zwischen der Füllung des Behälters und dem Versuchsbeginn zum 
Zwecke des Temperaturausgleiches sowie auch die sorgfältige Ent­

lüftung des Leitungssystemes etc. beachtet. 

Die Versuche wurden teils so durchgeführt, daß mit geringen 

Winkelgeschwindigkeiten begonnen und dann UJ schrittweise gesteigert 

wurde, teils wurde der umgekehrte Weg beschritten I um eventuelle 

Auswirkungen eines Durchströmungsversuches auf den folgenden er­

kennen zu können. Solche Auswirkungen waren jedoch nicht feststell-

bar. 

Nach dem Übergang zu einer neuen Winkelgeschwindigkeit wurde 

zunächst (bei ständig geöffnetem Ausflußventil) die Wassertemperatur 

im Überlaufbehälter gemessen und in das Meßdatenblatt (Tabelle 11/1; 

Beilage V) eingetragen. Mittlerweile hatte sich die Differentialmano­

meteranze ige auf einen konstanten Wert einge~pielt I womit der statio­

näre Zustand als erreicht angenommen werden konnte. Nun wurde das 

Meßgefäß ruckartig unter den Auslaufstrahl gebracht und gleichzeitig 

die Stoppuhr betätigt. Anschließend wurden die Anzeigen an beiden 

Manometerrohren abgelesen und die abgelesenen Werte nach mehr­

maligen Kontrollen in das Meßdatenblatt eingetragen. Nach Ablauf 

eines Zeitintervalles von etwa 2 Minuten wurde das Meßgefäß vom 
Auslauf entfernt, durch gleichzeitige Betätigung der Stoppuhr die ge­

naue Zeit der Durchflußmessung bestimmt und ebenfalls notiert. Nach 

erfolgter Kontrollablesung der Temperatur im Meßgefäß wurde für 
die Durchflußmenge eine Massenbestimmung durch Wägung vorgenom­

men und das Ergebnis im Meßdatenblatt vermerkt. Die Umlaufzeiten 

des· Rotors wurden fortlaufend durch den Schnellschreiber aufgezeich­

net und in das Meßdaten blatt nach Ablauf _einer Versuchsserie über­

tragen. Das Ende des Durchströmungsversuches und gleichzeitig den 

Beginn eines neuen stellte die Messung der Wassertemperatur Im 

Überlaufbehälter dar. 

Die in dieser Weise gewonnenen Daten bildeten die Grundlage für 

die weitere Auswertung. 

Zunächst waren an den Thermometer- und Manometerablesungon 

Nullpunktskorrekturen vorzunehmen. 

,, 
x) 1 48°11c Anm.: Geograph.Bre te ca. nördlich, Durchströmungs-

rlchtung ca. 102°251 rechtswelsond gegen Nord. 
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Im weiteren waren die der gemessenen Temperatur entsprechen­
den Werte für ~lie Dichte und die kinematische Zähigkeit zu bestim­
men; diese wurden ebenfalls in das Meßdatenblatt aufgenommen 

0 

Die :igent~~che Auswertung sollte für ifden Versuch die dimensi~ns­
losen Großen O, W1 W· 01 Q, Re 1 g,? 1 A und ~ liefern„ Diese Werte wur­
den gemäß 

J ga~D.h 4n-a 1 M 2.Q ~ 4Re 64 
.= v2.~1 I w = V tu I Q = arvt I Re= ---=rr-; '±' = ()1 ;\ =~'Re ( 145 ) 

mit einem Tischrechner berechnet und in die Auswertungsblätter 
(Tab. 111/2, Beilage V) eingetragen. 

Damit war das aus über 600 Versuchen zur Verfügung stehende 
Untersuchungsmaterial so aufbereitet, daß eine zweckmäßige Auftragung 
und Diskussion möglich war. Die eigentlichen Versuche sowie der 
größte Teil der Auswertung waren Anfang August 1968 abgeschlossen. 

4 .. ) Das experimentell ermittelte Durchflußgesetz und· 
der Vergleich mit den theoretischen Ergebnissen 0 

Da sich bei sämtlichen Versuchen das dimensionslose Druckge­

fälle d größer als 3000 ergab, konnte der Einflußfaktor ~ für das 

Durchflußgesetz gemäß der Abschätzung in Abschnitt 111/1 als Funktion 

von W·O betrachtet werden. . 

Dem entsprechend wurden in Abb„ 8 (Beilage XIII) Meßpunkte 
mit den · Koordinaten w,cf und ~ eingetragen, die aus den Auswertungs­
blättern entnommen wurden. 

Die relativ geringe Anzahl der eingetragenen Meßpunkte erklärt 

sich daraus, daß in Abbildung 8 nur ein kleiner Bereich für W·O dar­
gestellt ist, eben jener, für den ~ (liJ· ö) aus der Rechnung mit einiger 
Genauigkeit bekannt ist. Die Versuchsergebnisse können ersichtlich 
als eine überaus gute Bestätigung der theoretisch gewonnenen Resultate 
bezeichnet werden; beträgt doch die größte Abweichung eines durch 

Messung ermittelten ~ -Wertes vom Rechenwert nur etwa O 1 005 1 und 
das auch nur in einem einzigen Falle. Im allgemeinen liegen diese Ab­

weichungen bei durchschnittlich 1 ,s O 
/oo. In Hinblick auf die bei den 

hier dargestellten Versuchen auftretenden kleinen Druckhöhenunter­

schiede erscheinen diese Abweichungen infolge Manometerablesung 
mittels Lupe und Schätzung der Druckhöhendifferenzen auf Zehntel­

millimeter erstaunlich gering. 

Auch im rechten Teil der Abbildung, wo keine brauchbare rech­

nerische Näherung zur Verfügung steht, gruppieren sich die Meß-· 

punkte deutlich längs einer Kurve ~ , für die ein ungefährer Ver-
lauf strichliert eingezeichnet ist. J: · 
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Aus den Versuchen stehen Werte des Einflußfaktors ~ für W· Ö 
bis etwa 300. 000 zur Verfügung. Da eine Fortsetzung der Darstellung 
Abb. 8 in äquidistanter Teilung bis zu diesen Werten nicht sinnvoll 
erscheint, wurde in Abb. 9 (Beilage XIV) W·Ö in logarithmischer 
Teilung aufgetragen. 

Diese Abbildung zeigt erstens, daß der Einflußfaktor q> auch noch 
zwei Zehnerpotenzen über den durch die rechnerische Untersuchung 
erfaßten Bereich hinaus im Rahmen der Meßgenauigkeit nur von dem 
Produkt W·Ö abhängt und zweitens, daß die Meßpunkte für 6000 < W· O 
<300 .000 in der gewählten einfach-logarithmischen Darstellung nahe­
zu auf einer Geraden liegen. 

In eine.m noch· etwas größeren Bereich ( 1300 <_Ll)d<300 .000) läßt 
sich die Meßpunktverteilung gut durch einen Hyperbelast approximieren. 

Das durch die Experimente gegebene Durchflußgesetz kann in 
dieser Weise im Bereich 1300<WÖ < 300 .000 dargestellt werden als: 

~I = 1 ,3227 - o, 10073.lg(W·cl) 

0,010146.lg2(W·) - q.,065013.lg(_llJ• ) + 0,10492. ( 1 46) 

Diese rein empirisch gewonnene Formel mag auch über 

w•O= 300. 000 hinaus gültig sein, darf aber sicher keineswegs auf 

beliebig große Werte von W·O ausgedehnt werden, da sie dann .zu 

negativen Werten von ~ und damit des Durchflusses führt. Zweifellos 
muß <Q auch für beliebig große Werte des Argumentes positiv bleiben 

und könnte höchstens im Grenzfall wJ-:t-oo verschwinden. 

Für 9000<WÖ-300.000 kann statt Gl.(2) auch die weit einfachere 

in lg ( W•O) lineare Näherung 

4?rr = 1 , 6302 - o, 1 9896 .1g (w·d) ( 1 47) 

herangezogen werden. 

Beide empirischen Formeln genügen zwar entsprechend ihrem 

Aufbau notwendigerweise den mechanischen Ähnllchkeltsgesetzon, sind 

aber nur in beschränkten Bereichen gültig. Innerhalb dieser Gültig­
keitsbereiche stellten die Auftragungen Abb. 8 und Abb. 9 überdies 
eine Bestätigung dieser Ähnlichkeitsgesetze dar, da die eingetragenen 

Meßpunkte aus Messungen an Rohren mit vier verschiedenen Durch-

. messern bei unterschiedlichen Temperaturen gewonnen wurden. 
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V.) ERGEBNISSE UND FOLGERUNGEN. 

1 • ) Diskussion der laminaren Rohrdurchströmung. 

Sowohl die durchgeführten Experimente als auch die theoretische 
Untersuchung, welche in dem von ihr erfaßten Bereich gute Überein­
stimmung mit den Versuchsergebnissen zeigt, können als Nachweis 
des Einflusses der Winkelgeschwindigkeit eines -rotierenden Rohres 

auf die Geschwindigkeitsverteilung im Laminarbereich angesehen 
werden. 

Weiters können die experimentellen Untersuchungen als Bestätigung 
des in Abschnitt II gewonnenen Ähnlichkeitsgesetzes gelten, d. h. es 
ist auch als durch Experimente bestätigt anzusehen, daß die mecha­
nische Ähnlichkeit von stationären Strömungen durch gleichförmig ro­

tierende kreiszy lindrische Rohre dann und nur dann gegeben ist, wenn 
diese Strömungen gleiche Werte der korrespondierenden dimensions-
losen Kenngrößen Wund d aufweisen.. . . 

J" Für entsprechend große Werte des dimensionslosen Druckgefälles 
(0 >-3000) hängen die Geschwindigkeitsverteilung und der den Durch­

fluß charakterisierende Einflußfaktor 4) · im wesentlichen -jedoch nur 
mehr vom Produkt W•d ab. Damit besteht die Möglichkeit im Bereich 

0 =-3000 praktisch mit einer Kenngröße das Auslangen zu finden. Der 

durch Beschränkung auf den einen Paramter W• 6 ge~achte Fehler 
bleibt in dem erwähnten Bereich so klein, daß er sich jeder Messung 

entzieht. 

Die Brauchbarkeit von W•Ö als maßgebende dimensionslose Kenn­
größe konnte durch die Experimente weit über jenen Bereich hinaus 
bestätigt werden, der der theoretischen Untersuchung zugänglich war. 

Gleichzeitig mit dieser Bestätigung führten die Versuche auf ein em­
pirisches Durchflußgesetz, durch welches das aus der Theorie folgende 
extrapoliert werden konnte. Bei seiner Anwendung ist insofern Vor­

sicht geboten, als es eine Extrapolation auf beliebig große Werte von 

(.0 • Ö nicht zuläßt. 

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten unter anderem auch eine 

Abschätzung jener Effekte, welche durch die Erdrotation bei der 

Durchströmung kreiszy lindrischer Rohre im Laminarberelch hervor­

gerufen werden. Dabei zeigt sich, daß nennenswerte Abweichungen 

vom Hagen - Poiseuille 1schen Gesetz, bzw. der parabolischen Ge­

schwlndigke itsverteilung nur bei Rohren mit relativ großen Durchmessern 

zu erwarten sind. Laminarströmungen mit gut meßbarem Druckgefälle 

treten aber in solchen Rohren praktisch nicht auf, da schon bei ge­
ringen Strömungsgeschwindigkeiten bzw. Druckgefällen die Strömung 

turbulent wird. Dies erklärt wohl auch die Tatsache, daß eine Unter-
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Suchung des Einflusses der Erdrotation auf laminare Strömungen 
bisher durch keinerlei praktische Erfordernisse nahegelegt wurde. 
Ganz andere Verhältnisse liegen jedoch vor, wenn - wie etwa bei 
künstlich in Drehung versetzten Systemen - größere Winkelgeschwin­
digkeiten auftreten. In diesem Falle kann, wie die Versuchsergeb­
nisse zeigen, der Strömungswiderstand im Laminarbereich auf das 
Doppelte seines Ruhendwertes anwachsen. 

2. ) Diskussion der Versuchsergebnisse im turbulenten 

Bereich. 

Wenngleich die Versuche ursprünglich in erster Linie zur 
Verifikation der theoretisch gewonnenen Beziehungen dienen sollten 
und die Versuchseinrichtung also dementsprechend für eine Unter­
suchung des Laminarbereiches ausgelegt war, so war es doch 
naheliegend, im Rahmen des Möglichen einige Durchströmungsver­
suche im turbulenten Bereich vorzunehmen. Dies geschah eigentlich 
nur, um einige qualitative Hinwdse für spätere Untersuchungen zu 
erhalten. Das Resultat war mehr als erstaunlich: es ergab sich 
überhaupt kein meßbarer Einfluß der Winkelgeschwindigkeit bzw. 
des Parameters w auf den Strömungswiderstand ! 

In Abb. 1 Oa (Beilage XV) ist das bekannte Widerstandsgesetz 
für die Durchströmung des ruhenden, hydraulisch glatten Rohres 
dargestellt. Abb. 1 Ob zeigt ein Detail daraus, in welches Meßpunkte 
(gewonnen aus Versuchen mit dem 6 mm -Rohr) eingetragen wurden, 
die zu den unterschiedlichsten Winkelgeschwindigkeiten (0 bis 9, .5 
U /Min) gehören. Die am ruhenden Rohr gewonnenen Meßpunkte 
sind durch eigene Kennzeichnung hervorgehoben. 

Die Abweichungen der Meßpunkte von der dem Prandt' sehen 
Widerstandsgesetz entsprechenden, strichliert eingezeichneten Linie, 
sind nur durch die Wahl des Maßstabes der Abb. 1 Ob erkennbar 
(vgl. Abb. 1 Oa). 

Im vermessenen Bereich der turbulenten Durchströmung zeigt 
sich also, daß die Widerstandszahl i\ von w · unabhängig ist. Es kann 
vermutet werden, daß der Parameter Wim gesamten turbulenten Be­
reich keinen meßbaren Einfluß auf den Strömungswiderstand besitzt. 
Ist diese Vermutung richtig, so liefert sie auch gleichzeitig eine Er­
klärung dafür, daß sich in der hydrotechnischen Praxis bis heute 
keine Notwendigkeit der Berücksichtigung der Erdrotation bei der 
Dimensionierung von Rohrleitungen ergeben hat, obwohl bei Rohren 
mit großen Durchmessern w und erst recht W ·Ö erhebliche Werte 
annehmen kann, (Für d = 100 cm, lu 0 = 7,29.10-5sec-:1, ergibt 
sich W = 3 7, 5 ein Wert der etwa das Doppelte des höchsten bei 
den Versuchen erreichten We:rtes ausmacht ! ) 
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3.) Bemerkungen zum Umschlag laminar-turbulent. 

Die laminare Strömung kann bekanntlich im Rahmen der Kontinuum­
mechanik als streng stationär angesehen werden. Die ausgebildete tur­
bulente Strömung ist streng genommen instationär, kann jedoch nähe­
rungsweise als stationäre Strömung betrachtet werden, wenn man an­
stelle der momentanen Geschwindigkeiten, Drücke etc. deren Mittel­
werte über relativ kurze Zeitintervalle. heranzieht. Dieser quasi­
stationäre Charakter der ausgebildeten turbulenten Strömung kommt 
auch bei den Ablesungen der Meßgeräte (Manometer) zum Ausdruck, 
da diese infolge ihrer Trägheit stets Mittelwerte bilden und bei turbu­
lenten Strömungen eine relativ ruhige Anzeige liefern. 

Beim Übergang der einen Strömungsform in die andere treten je­
doch Erscheinungen auf. welche eine kontinuummechanische Behand­
lung als quasistationäre Strömung ausschließen, da zeitlich langperio­
dische Schwankungen des Druckgefälles auftreten, die als Pulsationen 
am Manometer deutlich beobachtbar sind. 

Bei der Durchströmung eines _ruhenden Rohres treten diese 
Schwankungen meist bei Reynolds' sehen Zahlen um Re = 2300 auf 
[3. 13, 19, 21] . · 

Versuche. insbesondere jene von EKMAN [ 3 J und SCHILLER [ 21] 
haben bekanntlich ergeben, daß sich die laminare Rohrströmung 
unter Beachtung entsprechender Vorsichtsmaßnahmen bis zu 
Reynolds' sehen Zahlen weit über 2300 aufrecht erhalten läßt. Hat 
jedoch der Umschlag· in die turbulente Strömungsform einmal stattge­
funden, so bleibt die Strömung auch bei Verringerung von Re solange 
turbulent bis die sog. "untere kritische Reynolds• sehe Zahl" 
(Re k ·t"'2300) unterschritten wird. 

. u r1 

Ein Übergang von der turbulenten in die laminare. Strömungs­
form wurde bei Reynolds' sehen Zahlen, welche wesentlich über 
Re = 2300 liegen, nach Wissen des Verfassers bisher nicht be­
obachtet. 

Bei den hier durchgeführten· Durchströmungsversuchen am ruhen­
den Rohr konnte ebenfalls keine untere kritische Reynolds' sehe Zahl 
oberhalb 2300 festgestellt werden. 

Um den Einfluß einer Rotation des · Rohres auf den Umschlag 
der einen Strömungsform in die andere zu erkunden, wurde folgender 
Versuch angestellt: 

Am ruhenden Rohr wurde der Durchfluß mittels des Auslaßventils 
so einreguliert, daß am Manometer deutliche Pulsationen zu erkennen 
waren. Anschließend wurde das durchströmte Rohr in Drehung ver­
setzt und die Winkelgeschwindigkeit stufenweise gesteigert. Bei _Er­
reichen einer gewissen Winkelgeschwindigkeit verschwanden die 
Pulsationen am Manometer. Damit hatte sich offenkundig unter Ein-
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fluß der Rotation des Rohres der laminare oder der turbuiente 

Strömungszustand eingestellt. Die nun durchgeführte Durchflußmes­
sung gestattete eine eindeutige Entscheidung zugunsten der laminaren 
Strömung, obwohl die Reynolds 1sche Zahl bei etwa 3500 lag

0 
Im 

Anschluß an die Durchflußmessung wurde bei unveränderter Stellung 

des Auslaßventilles die Winkelgeschwindigkeit wieder stufenweise ver­

ringert, wobei noch vor Erreichen des Ruhezustandes die Pulsationen 
am Manometer erneut auftraten 0 

Wiederholungen dieses Versuches zeigten qualitativ stets das 

gleiche Ergebnis„ Quantitative Angaben über Reu krit zu machen ist 
nicht nur der relativ geringen Anzahl der Versuche wegen, sonder.n 

auch wegen der durch die Pulsationen bedingten ungenauen Manometer­
ablesungen schwer möglich. 

Dennoch weisen diese Versuche darauf hin, daß die Rotation des 
Rohres - entgegen einer von BENTON [ 1] ausgesprochenen Ver­
mutung - auf die laminare Strömungsform einen stabilisierenden Ein­
fluß ausübt, der sich in einer Erhöhung der unteren kritischen 
Reynolds'schen Zahl manifestiert. 

4.} Hinweise für ergänzende Untersuchungen und Anwendungen. 

Die bisher durchgeführten Untersuchungen erfassen trotz der 

großen Anzahl der Versuche naturgemäß nur einen beschränkten 

Bereich der dimensionslosen Kenngrößen W und d . 
Eine Ausdehnung der Experimente mit dem Ziel einer möglichst 

vollständigen Überdeckung jenes Bereiches der W, cf -Ebene, in 

welchem die laminare Strömungsform beobachtet werden kann, wäre 
sicherlich von Nutzen. Vor allem wäre in diesem Zusammenhang 

von Interesse, was sich für extrem große Werte von w bei relativ 
kleinem Druckgefälle ö zeigt, und zwar nicht nur hinsichtlich der 
Durchflußbeziehung sondern auch bezüglich der Geschwindigl<eitsver­

teilung. Wenn auch der laminaren Strömung in Hlnblicl< auf tech­

nische Anwendungen nur relativ wenig Bedeutung zukommt, so 

könnten diese Untersuchungen dennoch in anderer Hinsicht wertvoll 

sein. 

So ist bislang noch nicht hinreichend bekannt, welche Auswirkun­

gen rasche Rotationen auf den menschlichen Blutkreislauf zeigen„ 
Wenn auch in diesem Falle die in der vorliegenden Arbeit gemachten 

Voraussetzungen sicher nicht erfüllt sind, so könnten durch die er­

wähnten Untersuchungen immerhin sehr weitreichende qualitative Voraus­

sagen über unter gegebenen Bedingungen zu er'v:'artende Kreislaufbe­

lastungen gemacht werden. Die bei den Ve rsuchen festgestellte Er­

höhung des Strömungswiderstandes bis zum etwa zweifachen 
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des nach Hagen - Poiseuille zu erwartenden Wertes kann jedenfalls 
auch in diesem Zusammenhang Anlaß zu vielfältigen Überlegungen 
gebeno 

Für technische Belange ist vor allem das Widerstandsgesetz der 
turbulenten Strömung von Bedeutung. Die durch die Experimente in 

einem kleinen Bereich Reynoldslscher Zahlen nachgewiesene Unab­
hängigkeit des Strömungswiderstandes von der Winkelgeschwindigkeit 
gibt Anlaß zu der Vermutung, daß der Strömungswiderstand ganz 
allgemein im turbulenten Bereich nicht von W abhängt. Die Bestäti­
gung oder Widerlegung einer derartigen Hypothese könnte für die 
Dimensionierung von Rohrleitungen in rotierenden Systemen durchaus 
von Bedeutung seinD 

Auch in theoretischer Hinsicht kann die festgestellte Unempfind­
lichkeit des Strömungswiderstandes gegen Rotationen im turbulenten 
Bereich einige Hinweise für weitere Forschungen geben„ Zunächst 
wäre dieses Ergebnis mit der Grenzschichttheorie in Einklang zu 
bringen bzw. eine grenzschichttheoretische Herleitung anzustreben. 
Dazu wäre als experimentelle Vorarbeit unter anderem eine genaue 
Vermessung der turbulenten Geschwindigkeitsverteilung in rotierenden 
Rohren von Interesse o 

Hinsichtlich des Überganges des laminaren Strömungszustandes 

in den turbulenten bzw. umgekehrt sind noch viele Fragen offen„ 
Bekanntlich gibt es einen gewissen Bereich Reynoldstscher Zahlen, 
in welchem sowohl die la.minare als auch die turbulente Strömung 

existieren kann. Hier erhebt sich zunächst die Frage, ob und in 
welcher Weise dieser Bereich von der dimensionslosen Kenngröße W 

abhängt„ Die im vorigen Punkt geschilderten qualitativen Beobachtungen 

bedürfen noch einer Ergänzung durch systematische Untersuchungen 
um zu gesicherten quantitativen Aussagen kommen zu können„ Im 
Rah.men dieser Untersuchungen wäre besonderes Augenmerk der 

Frage zuzuwenden, was sich ereignet, wenn im Bereich Re = 2300 
und größer infolge entsprechend großer Werte von W der Strömungs­
widerstand der Laminarströmung größer ausfällt als jener, der bei 
turbulenter Strömung für das ruhende Rohr zu erwarten ist. 

Eine eingehende experimentelle Untersuchung dieses Fragenkom­

plexes ist für die nächste Zukunft geplant. 
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VI.) ZUSAMMENFASSUNG 

In der vorliegenden Arbeit wurde eine theoretische uhd experi­
mentelle Untersuchung der stationären Strömung NEWTON'scher 
Flüssigkeiten durch gleichförmig rotierende zylindrische Rohre vor-

genommen. 

Die theoretische Behandlung führte auf ein Ahnlichkeitsgesetz, 
welches zwei dimensionslose Kenngrößen W ( "DREHUNGSPARA­
METER") und Cl ("DRUCKGEFÄLLE") enthält. Letztere stehen 
in engem Zusammenhang mit den in der Hydromechanik und der 
Meteorologie wohlbekannten Kenngrößen Re ( REYNOLDS-ZAHL) 
und Ro (ROSSBY-ZAHL). Ein Potenzreihenansatz in W ermög­
lichte - wenigstens in einem gewissen Bereich - die Lösung der 
Bewegungsdifferentialgleichungen und damit die Berechnung eines 

Durchflußgesetzes für die lamin"are Strömung. 

Die numerische Durchführung der Reihenentwicklung bis zur 
6. bzw. 1 O. Näherung erforderte umfangreiche Rechnungen, welche 
zum großen Teil auf der Re chenanlage der· Hochschule durchgeführt 
werden konnten. Für kleine Werte des dimensionslosen Druckgefälles 
d konnte die Entwicklung sogar bis zur 1 6. Näherung geführt wer-

den. 

Die Berechnungen ergaben einen Einfluß der Rotation des Rohres 
auf die Geschwindigkeitsverteilung, welcher durch das Auftreten einer 
beim ruhenden Rohr nicht vorhandenen Querströmung und eine Ver­
schiebung des Maximums der Achsialgeschwindigkeit von der Rohr­

mitte weg charakterisiert wird. 

Das Durchflußgesetz konnte in einer Form dargestellt werden, 

welche sich von jener des H_AGEN-POISEUILLE'schen Gesetzes 
nur durch das Auftreten eines 11 EINFLUSZFAKTORS" unterscheidet. 

Dieser Einflußfakfor ist beim rotierenden Rohr (Lu =J: 0) stets kleiner als 

eins, d .. :h. der Strömungswiderstand ist gegenüber dem aus dem 

Hagen-PoiseuilleYschen Gesetz folgenden erhöht. 

Für große Werte von Ö erwies sich ~ auf Grund der theoretischen 

und numerischen Untersuchung als im wesentlichen nur vom Produkt. 
uJ 6. abhängig. Dieser Umstand erleichterte wesentlich die gra·phische 
Darstellung sowohl der berechneten als auch der aus den Versuchen 

folgenden Ergebnisse für das Durchflußgesetz. 

Die an einer zu diesem Zweck eigens konstruierten Versuchsan-

. tage durchgeführten Durchströmungsversuche am rotierenden Rohr e_r­

gaben zunächst - im Rahmen der Meßgenauigkeit - die erwartete Be­

stätigung der aus der Theorie folgenden Durchflußbeziehung. Darüber 

hinaus konnte durch die Versuche welche sich über einige Zehner­

potei:\zen von LüO erstreckten, ein empirisches Durchflußgesetz auch 

Jür solche Bereiche d_er laminaren Strömung aufgestellt werderi , .. 
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welche durch die Rechnung nicht erfaßt wurden. So wurden Strömungs­
widerstände festgestellt, welche etwa das Doppelte der nach Hagen -
Poiseuille berechneten betrugen. 

Bezüglich des Umschlages von der laminaren Strömungsform in 
die turbulente vice versa gaben die Versuche Anlaß zu der Vermu­
tung, daß die Rotation des Rohres im Bereich um die kritische 
Rey nolds1sche Zahl eine Stabilisierung des laminaren Strömungszu­
standes bewirkt, was je nach dem Wert von W in einer Erhöhung 

der unteren kritischen Reynolds'schen Zahl bis auf etwa Re = 3500 
u krit 

zum Ausdruck .f<am. 

Für die ausgebildete turbulente Strömung folgt aus den Versuchen, 
daß der Strömungswiderstand im Gegensatz zu den Beobachtungser­
gebnissen bei der Laminarströmung zumindest im untersuchten Be­
reich von der Winkelgeschwindigkeit des Rohres unabhängig wird. 

In der Diskussion der Ergebnisse wurden Anwendungsmöglich­

keiten aufgezeigt und Hinweise für eine Weiterführung der Untersuchun­

gen gegeben. 
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Werte der dvnamisc~en Zähigkeit für W~sser 
nach den Angaben in LANOOLT·BORNSTEIN; Bd.Jr, 1. Teil, 1/. Auflg. S. 613 
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(Interpolation 1/. Grades gemäß: tf1. >< 102 = 0,0170Bi (i) 11 -0,023583 (frF}3t0,11/87916 (f,i 
-0,611916 tt'fr) + 1,792 zufolge: t1- (.J.. 0°c) = 0, 01792; ti ( ,.9. = 10°c) .. °' 01307; 
/l(,3,=20°C)=0,01002; t'-(~:i30°C) = 0,00797; tfl(.!J='I0°C)~0,00653gcm- 1s- 1

) 

/J. X 10 2 

{gcm·1s·1 J ,$. tu>< 102 ~ f'-X f0 2 -8' t}J-Xf0 2 ~ 11- X f0 2 ,J. (}1 ,< f02 

1, 3032 12ß 1, 211/3 15,1 1, 1350 17,6 1,0637 20,1 0,9996 22,6 0, 9'1111 

f, 2995 ,7 1, 2110 ,2 1, 1320 ,7 1,0610 ,2 0,9971 ,7 0,9392 

1, 2957 ,8 1, 2077 ) 1, 1290 ,8 1, 058'1 ,3 0,99'17 ,8 0,9370 

1, 2920 ,9 1,20'13 I 'J 1, 1260 ,9 1, 0557 '1/ 0,9923 ,9 0,93'18 

1,2883 13,0 1✓ 2010 ,5 1, 12 30 18,0 1,0530 ,5 0,9899 2.3ß 0,9326 

1, 28l/G ,1 1, 1977 ,6 1, 1201 ,1 1,050'1 ,6 0,9875 ,1 0,930'1 

1,2809 ,2 1, 19115 ,7 1, 1172 ,2 1, 01/77 ,7 0,9851 ,2 0,9282 

1, 2773 ,3 1, 1912 ,8 1, 111/2 ,3 1, 0'151 ,8 0,9827 ,3 0,9260 

1✓ 2737 ,'/ 1, 1880 ,9 1, 1113 ,'/ 1, 01/25 ,9 0,9803 I J/ 0,9239 

1,2700 ,5 1, 18'17 16,0 1, 108'1 ,5 1, 0399 2tO 0,9780 ,5 0,9217 

1,2661/ ,6 1, 1815 ,1 1, 1056 ß 1, 0373 ,1 0,9756 ß 0,9196 

1,2629 ,7 1, 1783 ,2 1, 1027 ,7 1,031/7 ,2 0,9733 ,7 0,9175 

1,2593 ,8 1, 1751 ,3 1, 0998 ,8 1,0321 ) 0,9709 ,8 0,9153 

1,2557 ,9 1, 1720 I 1/ 1, 0970 ,9 1,0296 ,9 0,9686 ,9 0,9132 
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Abb. 1: Einflußf aklor ; 
in Abhängigkeit von w und ö 
( Niveauschnitte J 
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Abb. 2a 

„Stromlinien" der Querströmung in O. Näherung 
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Abb. 2b 

11 
Stromlinien" der Querströmung in 10. Näherung 

für 6 = 1000 und t.> • 1,5. 
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Abb. 3a 
i 

i 

! - lsotachen der Achsialgeschwindigkeit in 0. Näherung 
( Parabolische Geschwindigkeitsverteilung) 
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Abb. 3b 

/sotachen der Achsialgeschwindigkeit in 10. Näherung 
für ö = 1000 und t.> = 1,5. 
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Abb. l/ a: Verteilung der Achsia/geschwindigkeit 
in der x,z --Ebene; 
o., 2., 1/. und 10. Näherung 
( ö = 1000, <.> = 1,5) 
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Abb. lJb: Verteilung der Achsialgeschwindigkeit 
in der y, z - Ebene; 
o., 2., 'I. und 10. Näherung 
{o = 1000, ~ = 1,sJ 
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Abb. 6: Einflußfaktor I (") für ä < 25 in 
o. bis 16. Näherung 
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Die Versuchsanlage zur experimentellen 
Untersuchung der Strömung durch ein 
rotierendes , kreiszylindrisches Rohr. 

Abb. 7 a: R~tationsgerät zur Messung des Rohrströmungs -
w,derstandes ,- Frontalansicht. 

Zeichenerklärung: 

(I) Ausserer Profilstahlrahmen i Stator 
(D Innerer , drehbahrer Rahmen . Rotor 
® Rohrauflage 

1 

® Versuchsrohr 
® . Flüssigkeitsbehälter 
® · Zuleitungsschlauch 
(j) Ableitungsschlauch 
® Achsiale Rohrdurchführung 
® Ventil zur Durchfluflregelung 
@) Meßgefäß für die Ourchflußmenge 
@ Oifferentialmanometer 
@ Druckabnahmesonde 
® Oruckabnahmesande 



® Meßstrecke 100 cm 
@ Ent-und Belüftungshahn 
@) fileichstrommotor 
@ Zahnradvorgelege 
(jj) Keilriemenantrieb 
@ Antriebswelle 
® Schneckengetriebe 
® Impulsgeber 
@ Überlaufbehälter 
@ Präzisionsbalkenwaage 
@ Spezialthermometer 

- XII -

Abb. 7 b: Rotationsgerät zur Messung des 
Rohrstriim'ungswidersfandes, 
Schrägansicht . 

Abb. 'l c: Pra:zisionsbalkenwaage zur 
Bestimmung der Ourchf/ußmengen. 
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0,75 

Abb. 9: Einf /ußf akt or ; ( eu · ö) für ö > 3 D00 ,.~ 
Näherungskurven und Meßpunkte · ~, 
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Abb. 10 a : Widerstandsgesetz für die Durchströmung des 
ruhenden,hgdraulisch glatten Rohres für 103<Re< 10~ 
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