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VORWORT

Die Untersuchung von Stromungen unter Zugrundelegung von all-
gemein bewegten Koordinatensystemen erscheint im gegenwaértigen Zeit-
alter der Raumfahrttechnik im Rahmen der damit zusammenh&ngenden,
vielfaltigen wissenschaftlichen, technischen und auch medizinischen Pro-
bleme von wesentlichem Interesse, ’

In der hier vorgelegten Arbeit wurde der Versuch unternommen,
den klassischen Fall der stationdren Durchstromung des kreiszylind-
rischen Rohres - allerdings unter Aufprdgung einer gleichférmigen
Rotation um eine senkrecht zur Stromungsrichtung liegenden Achse -
theoretisch und experimentell zu untersuchen, Obwoh! dieses Problem
im Rahmen des aufgezeigten Fragenkomplexes den Beginn einer dahin-
gehenden Grundlagenforschung darstellt, ergaben sich hierbei unter
anderem schon nicht unerhebliche Schwierigkeiten bei der mathe-~
matischen Behandlung und Auswertung der auftretenden Differential-~
gleichungen,

Aus diesem Grunde ist es ver‘st.éndlich, daB die vorliegende
Arbeit nur in-enger Zusammenarbeit mit den Instituten fUr Mathematik |
und fur Numerische Mathematik an der Technischen Hochschule in
Wien bewiltigt werden konnte, An dieser Stelle sei den Herrn Pro-
fessoren Dr, E, BUKCVICS und Dr, H, STETTER f{ir ihre Unter-
stiitzung und MUhewaltung gedankt, Besonderer Dank gilt auch Herrn
Dr, H, DIRSCHMID, der im Zuge der numerischen Auswertung die
Programmerstellung Ubernahm und auch die Abwicklung der Auswer-
tung selbst an der hochschuleigenen Rechenanlage besorgte.

Fur die experimentellen Untersuchungen wurde eine eigene Ver-
suchsanlage konstruiert und in der Technischen Versuchs~ und For-
schungsanstalt entwickelt, Herrn Frof, Dr. A, SLATTENSCKHEK
bin ich in dieser Hinsicht zu ganz besonderem Dank verpflichtet,
weil durch seine technische und auch finanzielle Fursorge die Er-
bauung und Einrichtung der Versuchsanlage in kurzer Zelt ermdg-
licht wurde, und die Versuchsdurchfihrung selbst in den Raumlich-
keiten des Institutes fur Technologle | vorgenommen werden konnte,

Vor allem aber gllt mein Dank meinem verehrten Institutsvorstand,
Herrn Prof, Dr. W, KRESSER, welcher nicht nur den Fortschritt
der Arbeit mit stetem Interesse verfolgte und durch wertvolle Rat-
schldge fdrderte, sondern auch durch seine Initiatlve Unterstitzung
die Zusammenarbeijt mit den anderen befafBten Hochschulinstituten er-

moglichte.,

Wien, im Dezember 1968 Dipl,-Ing., Dr.techn. H, BREINER
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1.) EINLEITUNG

Die Untersuchung von Strémungen unter Verwendung von Ko-
ordinatensystemen, welche keine Inertialsysteme sind, erscheint in
mehrfacher Hinsicht von grundlegender Bedeutung.

Den meisten hydromechanischen Untersuchungen wird ein Ko-

ordinatensystem zugrunde gelegt, welches mit der - rotierenden -
Erde fest verbunden ist., In den wenigsten Fillen jedoch - ausge-
nommen in einzelnen meteorologischen Arbeiten - wird die Erdro-

tation durch Berlcksichtigung der entsprechenden Scheinkrifte in die
Ulntersuchung einbezogen,

Insbesondere, was Rohrstromungen anbetrifft, ist dem \Verfasser
nur eine einzige Publikation [1] bekannt, in welcher der Versuch
unternommen wird, dem Einflul der Erdrotation wenigstens annidhernd

Rechnung zu tragen.

Die allgemein Ubliche Vernachl8ssigung der Erdrotation scheint
auf den ersten Blick durchaus gerechtfertigt. Die Zentrifugalkrifte
sind auf das kinematische GescheKen nicht nur ihrer Kleinheit wegen
ohne Einflul; sie besitzen wie das Gravitationsfeld der Erde ein
Pqtential und wirken sich daher bei einer inkompressiblen Fllissig-
keit nur auf die Druckverteilung, nicht aber auf das Geschwindigkeits-

feld aus.

Anders ist jedoch die Situation bei den Corioliskraften !

Diese besitzen kein Potential, sodaB hier nur das Argument ihrer
Kleinheit ins Treffen gefuhrt werden kann, Nun stelite aber bereits

NEWTON [12] im Jahre 1687 fest:

"Fluidum est corpus omne,
cuius partes cedunt vi
cuique illatae et cedendo
facile moventur inter se.M

Es ist also durchaus zu erwarten, daf die Corioliskriifte Bewe-
gungen hervorrufen werden, Wann diese als vernachldssigbar klein
angesehen werden dirfen, kann nur elne quantitative ULintersuchung
zeigen, L.etztere erscheint zur Sicherung der unter Vernachldassigung
der Erdrotation gewonnenen Ergebnisse' notwendig und kann darlber
"hinaus zeigen, wo die bisherigen Ansitze zu eng erscheinen.

Uber die Berlcksichtigung der Erddrehung hinaus gewinnt die
Verwendung bewegter Koordinatensysteme mit fortschreitender tech-

nischer Entwicklung sténdig an Bedeutung,
Zur Untersuchung von Stromungen, deren Berandungen einem

- als starr anzusehenden - technischen Objekt angehdren, wird man
zweckmaBig ein Koordinatensystem heranziehen, welches mit der Be-
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randung fest verbunden ist, auch wenn es sich dabei um kein
Inertialsystem handelt.

Diese Situation ist speziell dann gegeben, wenn das betrachtete
Objekt (z.B. bewegter Flugkdrper, Satellit, rotierender Maschinen-
teil etc.) relativ zu einem Inertialsystem beschleunigte Bewegungen
vollfuhrt.

Der einfachste derartige Fall ist jener der gleichférmigen Rota-
tion um eine feste Achse.

In der vorliegenden Arbeit wird nunmehr ein spezielles Problem
der geschilderten Art in Form der stationdren Durchstromung eines
kreiszylindrischen Rohres, welches eine gleichférmige Rotation um
eine feste Achse vollfuhrt, theoretisch und experimentell untersucht.

Die theoretische Ulntersuchung bleibt hierbei auf die Berechnung
der Geschwindigkeitsverteilung und des DurchfluBgesetzes flr eine
streng stationére (laminare) Stromung beschrénkt, In die experimen-
telle Untersuchung werden jedoch - wenn auch nur am Rande -
quasistationére (turbulente) Stréomungen miteinbezogen.

Den im Rahmen dieser Untersuchung gewonnenen Erkenntnissen
kénnte - speziell was das DurchfluBgesetz betrifft - auch in medi-
zinischer Hinsicht einige Bedeutung zukommen., Die theoretisch und
experimentell nachgewiesene Erhdhung des Strémungswlderstandes
bei laminaren Strémungen deutet darauf hin, dafl sich rasche Dreh-
bewegungen auf den menschlichen Organismus als - mdaglicherweise
erhebliche - zusitzliche Kreislaufbelastung auswirken kdnnten,

In dieser Hinsicht kann die vorliegende Arbeit natlrlich keine
" konkreten Ergebnisse liefern, jedoch qualitative Erkenntnisse als
Grundlage fiir weitere Forschungen vermitteln.



11, THEORETISCHE GRUNDL AGEN,

1.) Bewegungsgleichungen und Randbedingungen,

Die Bewegungsgleichungen flur Inkompressible NEWTONSsche
FllUssigkeiten stellen sich in vektorieller Form bekanntlich dar als
[11, 15, 23, 24] : '

D '
ot = @AW —gradp+ ¢ £, (1)
Diese sind durch die Kontinuitdtsbedingung
divip =0 (2)

zu erganzen,

Die Bewegungsgleichungen (1) gelten zunichst in einem Inertial-
system, wobei dann P die eingeprigten Massenkriite (z.B. Erdan-~

ziehung) darstellt,

Gl. (1) bleibt formal allerdings auch noch gliltig wenn das ver-
wen dete Koordinatensystem kein Inertialsystem ist, sondern sich ‘
selbst beschleunigt bewegt, insbesondere etwa rotiert, In diesem Falle
ist jedoch ?J»Q die Summe aus den -~ auf die Volumeinheit bezogenen -~
eingeprigten Massenkréften und Scheinkréften (Flhrungskraft und
Corioliskraft; siehe u.A, [14, 25] ). Bei geeigneter Interpretation
von B gilt Gl.(1) also in jedem beliebigen Koordinatensystem,

Eine Sirémung bezelchnet man als stationdr, wenn - bei ge-
eigneter Wahl der Koordinatensystemes ~ in der Darstellung:

%‘g— = %—% + w-grad 10, (3)

der substantiellen Ableitung von W der erste Term indentisch ver-
schwindet,

Bei stationdren Stromungen wird man zur Vereinfachung der Be-
wegungsgleichungen zweckméflg ein Koordinatensystem heranziehen,

in welchem die Geschwindigkeitsverteilung nur ortsabhangig ist, selbst
wenn dieses Koordinatensy stem kein Inertialsystem sein solite.

_ Bei der stationdren Durchstrdmung eines Rohres, welches mit



konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine beliebige Achse rotiert,
liegt ein derartiger Fall vor. Wollte man diese Untersuchung in
einem Inertialsystem durchfiihren, so hédtte man auBer der Abhingig-
keit der Geschwindigkeitsverteilung von der Zeit auch noch ejine ex-
plizite Zeitabhdngigkeit der Randbedingungen in Kauf zu nehmen,

Das Ziel dieser Untersuchung ist es,zunichst die stationdre,
laminare Durchstromung eines zylindrischen Rohres zu studieren,
welches mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse

rotiert,

, Verbindet man das Koordinatensystem fest mit der Rohrberan-
dung so sind also in dem Summanden f? der GI.(1) auBer den
physikalischen Massenkréften (Gravitation) auch noch die Fihrungs-
kréfte und Corloliskréfte enthalten zu denken, Die physikalischen
Massenkréafte sollen als konservativ vorausgesetz werden, Die
Fihrungskréfte sind im vorliegenden Fall ebenfalls konservativ, nicht
so die Corioliskrifte, Setzt man dementsprechend

4?=-—gradu+f'A (4)

worin U das Potential des konservativen Anteiles und fdie Coriolis~
beschleunigung ist, so geht Gl, (1) mit EinfGhrung des "dynamischen"

Druckes [22]
p=p"+pU ()
Uber in -

| 9%—?=./mw—gmdp+§{. - (6)

= Bezeichnet (Vo den Betrag der Winkelgeschwindigkeit und # den
Einheitsvektor in Richtung der Drehachse, so stellt sich die Coriolis~

beschleunigung { bekanntlich dar als

f=—2coo11’x1o. | C(7)

Gl.(6) nimmt damit die Form

f%clg:ﬂ‘\w—gmdf"zf‘wowxw (8)

an,

Do Im Falle der stationdren Durchstrdmung des Rohres enthilt hier
Dt hur mehr die konvektiven Beschleunigungsglieder, sodaBl in der
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- Bewegungsgleichung nunmehr keine partielle Ableitung nach der Zeijt
explizit aufscheint, In der Kontinuitdtsbedingung Gl, (2) tritt eine solche
a priori nicht auf, Die Randbedingungen sind nunmehr ebenfalls zeit-
unabhdngig und nehmen die einfache Form der Forderung {0 = 0 an

der Rohrwand an (Haftbedingung).

2.) Dimensionslose Bewegungsgleichungen,

FUr die weitere Untersuchung ist es vorteilhaft, dimensionslose
GroBen zu verwenden, d.h., dem Problem angepafte Einheiten einzu-

fQhren,

Als L&ngeneinheit Ig wird eine die GréBe des Rohrquerschnittes
kennzeichnende L.&nge a, im Falle des Kreisrohres sein ‘Radius, ein-

gerhr't:.

le = Q. (9)
Fur die Zeiteinheit tg erweist sich die Wahl von

to=02§ﬂ-4 - - (10)

als zweckmiBig, wéahrend die Wahl einer Masseneinheit flr die Trans-
formation der Bewegungsgleichung und der Kontinuitdtsbedingung nicht

-

notwendig ist,
Die dimensionsbehafteten GroBen hdngen dann mit den dimensions-

losen wile folgt zusammen

0= "1W-a'l9""u (1)
t = T-a*em-t O (12)
We= Qe (13)
p = P°C1'2'§’"6uz (14)

Die Bewegungsgleichung nimmt damit die Form

B0 AW -gradP - 2R,4xP (1)



an, wihrend die Kontinuitdtsbedingung
divip = 0 (16)

lautet,

Die Operatoren in diesen Gleichungen beziehen sich natlrlich nun—
mehr auf die dimensionslosen Koordinaten.

Die Randbedingungen bleiben formal unveréandert,

3.) Wahl des Koordinatensystemes und Einfuihrung einer
Stromfunktion,

Betrachtet man die Stromung durch ein zylindrisches Rohr, so
erscheint es zweckmiaRBig die z~-Achse eines kartesischen Koordinaten-
systemes parallel zu den Erzeugenden des Rohres zu Iegen; ihre
Orientierung kann man willkiirlich wéhlen, etwa in Richtung der Durch-
stromung., FuUr die stationdre Durchstromung des Rohres erscheint
dann w als unabhdngig von z. Diese Voraussetzung kommt der An-
nahme eines unendlich langen Rohres gleich, d.h, Einlauf~ und Aus-
laufstrémung sollen nicht in Betracht gezogen werden., Die beiden an-
deren Koordinatenachsen werden -~ was ohne Beschrdnkung der All-
gemeinheit mdéglich ist - so gelegt, daf der Richtungsvektor f## der
Drehachse in die y,z-Ebene zu liegen kommt, Bezeichnet X den
Winkel zwischen 4 und der z-Achse, so lautet die Koordinatendar-

stellung von H,

= (0,sine, cosak ), (17)

Wegen gﬂ =0 reduziert sich die Kontinuitdtsbedingung Gl,.(16)

9Z

auf

TS

Hilerdurch besteht die Mb‘glichkeit',' die Geschwindigkeltskomponenten
u und v gemah
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und

3 |
- i3 1)

durch die partiellen Ableitungen einer Stromfunktion f auszudricken,

Die Bewegungsgleichung (15) nimmt damit - in Komponenten-
darstellung und f{Ur stationdre Strémungen - die folgende Form an:

3% . Tf _ 23 3 P -
Tfy_'a_% — W.g_yfz = A (—afl—) - —3—; ~ 2 Qo (wsinu+ g-i-cosoc);(zo)

of 2 . 3f ¥ |

3}/ axt T ax Ixdy A(ax) 29‘0 3y Cose; (21)
w
X

o 3w _ af 3w _ P 3
y ax 3y AW"%{ +ZQ,°T§" Stn ot . (22)

Differenziert man die Gi. (20 21, 22) partiell nach z, so erhilt man,

da die Geschwmdlgkenskomponenten und damit auch die Stromfunktion
von z unabhéngig sind,

2P 2P 3P
3X 1z = O: 3y32. - O und 1z* 0 ' (23)
Hieraus folgt unmittelbar
- d- const, (24)

5

d.h., das "Druckgefélle" Cy Ist konstant,
Fir P selbst ergibt sich daraus

P=-dz+P (x,y). (25)

Aus den Gl)eichungen (20) und (21) kann man P leicht eliminieren.
Differentiert man Gl, (20) nach y, GI,(21) nach x und bildet die
Differenz, so erh&lt man nach kurzer Zwischenrechnung und mit

der Abklrzung
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28, 8INak = w | (26)

die Darstellung

) .
= 3(A[\|)x oW '

Gl.(22) nimmt unter Verwendung von Gl,(24) und GI,(26) die
Form

AW = ——;'—}’%‘ —f'— J (28)

an,

Zu diesen Differentialgleichungen fiir die nur mehr von zwei
Ortskoordinaten abhingigen Funktionen f und w treten noch Randbe-

dingungen hinzu,

Wegen der Undurchdringlichkeit der Wand muf3 die Ableitung von
f tangential zur Berandung verschwinden, also f l&ngs des Randes
konstant sein. Da nur den Ableitungen von f physikalische Bedeutung
zukommt, kann diese Konstante ldngs eines Randes willkirlich = ins—
besondere auch gleich 0 ~ gewéahlt werden, Die Haftbedingung ver-
langt auch das Verschwinden der Normalableitung von f langs des
' Randes sowie das Verschwinden von w an der Berandung,

Auflerdem ist, insbesondere bei einfach zusammenhdngenden %
reichen noch zu fordern, daB w, f und natiirlich auch Af sowie X
und 3Y. innerhalb des Rohrquerschnittes beschrénkt bleiben **

3y
x) dlu,v) y y :
Anm, : 3(X|Y) ist die bekannte Schrelbweise fur dle Funktional-
determinante: ] 3
oY du
X ¥y
v v
Xy

xx) . . . dw ,
Anm,: Wire eine der Gréflen Af, X, 3y nicht beschrankt, so
bedeutete dles, dafd d|e Rotation, welche sich in dimensionsloser

Form als rot W0 = ( 3y "~ g:, - Af) darstellt, nicht beschrénkt

bliebe,
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Fihrt man anstelle der kartesischen Koordinaten x und y geméiRB
X =Tcos¢ y=rsingy (29)

Polarkoordinaten ein, so nimmt das Gleichungssystem (27, 28) die
Form

IW

AAf"%”—‘fj‘" “’(ar Sing + %————LP—COSLf) (30)
3

1
AW = 7

( 5jncf+,.—£,—msaf) J (31)

an.

Fur ein kreiszylindrisches Rohr mit dem Radius a lauten die
Randbedingungen dann

W(1\LF)=O/ -]c("lkf):O/ %{-(11%)=O | (377)

4,) Das Ahnlichkeitsgesetz.,

In den Differentialgleichungen (27, 28) bzw, (30, 31) treten
zwei dimensionsliose Parameter, und W auf,

Das Wdimensionslose Druckgefille J steht In engem Zusammen-
hang mit der REYNOL.DS!schen Zahl

2
Re = FTT%\\CL— . (33)

und der in der Hy dromechanik bei Rohrstréomungen Ublicherweise
verwendeten Widerstandszahl

. _ra®rt
A =1 eqz ~ (34)
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wo q den Durchflug und i das "dynamische Druckgefélle" bezeich-

net,

2 : '
Bildet man das Produkt Re X , So erhélt man auf Grund von

L= dae  (35)

die Beziehung

Rez?\ = 16(5 [8] (36)

Sie zeigt, daB die bekannten auf PRANDTL. [17, 18] und
NIKURADSE [13] zurlickgehenden Darstellungen von Widerstands-
gesetzen fUr die Rohrstrémung - mit RgV-Xals unabhdngiger Varia-
bler - letztlich Abh&ngigkeiten vom’ dimensionslosen Druckgefélle

aufzeigen,

Der zweite Parameter

W = 2a"¢p7 W, sin o (37)

v

enthdlt unter anderem die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden
Systemes und kann daher nicht alleine durch Kenngréfien ausge-
drickt werden, welchen die Annahme einer solchen Rotation nicht

zugrunde liegt,

Unter Verwehdung der in der Meteorologie herangezogenen
ROsSsSBY-Zah!l Ro fGI gilt jedoch flr W die Beziehung

_ -Re .
W= T Ro - (38)

In den Bewegungsdifferentialgleichungen (27, 28) bzw, (30, 31)
treten nur die Parameter (0 und CS auf, Die Randbedingungen (32)

sind parameterirei,

W und A‘ sind daher die bestimmenden KenngrdBen flir den Ver-
lauf der Stromung, d,h. Stromungen mit gleichen (LU und cf sind
mechanisch &hnlich, ' :
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5.) Ldsungsveriahren zur Ermittlung der
Ceschwindigkeitsverteilung,

Die LLésung des Systemes der Differentialgleichungen (27) und
- (28) bereitet vor allem wegen der durch die Funktionaldeterminanten
bedingten Nichtlinearitdt betrdchtliche Schwierigkeiten. An eine L.8sung
in geschlossener Form ist im allgemeinen wohl kaum zu denken,
schon gar nicht, wenn man die Form der Berandung zundchst noch

offen laRt.

- Es liegt jedoch durchaus nahe, die Funktionen f und w als
Potenzreihen in & anzuSetzen[S]. , wobel man als erstes Glied
der Reihe die Darstellung der Parallelstromung In einem nichtrotieren-
den System zu erwarten hat, '

Es wird also

f=2_faw" A‘ N : (39;

und
O
h
W=, w,w" (40)
h=0 ' )
gesetzt,
Setzt man dies in die Dgl.(27) und (28) ein, und ordnet nach
Potenzen von W , so kann man einen Koeffizientenvergleich durch-

fihren. Der Vergleich der Koeffizienten von w® ergibt

= Q(Amf;)
Aot —_L—a(x,y) (41)

und

= Awefs) _ |
A W, 3(X,Y) g (42)

Dieses Gleichungssystem stimmt mit dem Sy stem (27), (28)
Uberein, wenn man dort W = 0 setzt,

Fir n>0 ergibt der Koeffizientenvergleich
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(AL Fael) . dWned

n
| fn 75 ) i 3y )
und }
' I(i"‘l 31}1 -4
A Wh 32?0 B(x,_y) dy - (44)
Die Funktionen f und w_ mussen ersichtlich den gleichen Randbe~

. N . . N .
dingungen gentigen wie die Funktionen f und w,

Das Sy stem (41, 42) beschreibt die stationire Durchstromung
eines ruhenden (W = 0) zylindrischen Rohres beliebigen Quer-
schnittes,

Die Differentialgleichung (41) besitzt offensnchtllch die den Rand-~
bedingungen genlgende L.6sung

fo=0. S (4s)

Damit vereinfacht sich Gl, (42) zu

aw,=—4. | (46)

Dies ist aber die bekannte POISSON!sche Differentialgleichung,
welche allgemein die stationdre Parallelstromung newtonscher
Flissigkeiten beschreibt [5, 20]

I;(45) gestattet nun eine wesentliche Vereinfachung der
Gleichungen (43) und (44), Wegen des Verschwindens einzelner
Summanden kann man sie nunmehr In der Form

n-1{ . ) '
— a(AB,fn—)l 3Wn-( ‘
(X)) y

AAT,

7=

und

a(Whlh-[ _ 'alh-‘l : | (48)
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schreiben,

Die Gleichungen (47') und (48) eignen sich zur rekursiven Be-

stimmung der fl’l und Wy in relativ einfacher Weise,

Sind namlich die Ty und Wy bis fn__1 und W .4 bekannt, so
steht die rechte Seite von Gl.(47) zur Verfligung, sodaBl man zur
Berechnung von nur die "Plattengleichung" [20] unter Einhal-~

tung der Randbedingungen (eingespannte Platte) zu |8sen hat. Mit
fn steht dann auch die rechte Seite von Gl, (48) zur Verflgung,
sodafl man Wn durch [Lésen der "Membrangleichung [18} er‘héiltxxx),

Damit stehen also Tp und Wj; zur Verfligung und das Verfahren
kann mit um eins erhohtem Index neuerlich ablaufen.

Dieses bei beliebiger Form der Berandung brauchbare L&sungs-
verfahren muf3 nicht immer den einfachsten Weg darstellen.

Bei speziellen Formen der Berandung kénnen sich andere Wege
als zweckmaBig erweisen, Etwa bei der Stromung zwischen zwei
parallelen Ebenen (unendlich breiter Spalt), kann man, wenn man
die y -Achse in die Normalenrichtung der beiden Ebenen legt, Unab-
hangigkeit der Geschwindigkeitskomponenten von X annehmen, Damit
verschwinden aber im Sy stem (27, 28) die Funktionaldeterminanten

identisch und man hat nun nur das iineare Sy stem

AAf = w '@‘3— (49)

und

AW =

= -~ W -3—5— - & (50)

zu l|S8sen,

Da f und w hier auch nur mehr von y abhidngen,
sogar ein System von gewdhnlichen Differentialglelchungen vor., Man
wird in diesem und in dhnlichen Fillen die Bestimmung der lLosung
in geschlossener Form und mit elementaren Mitteln dem oben ge-

schilderten Verfahren vorzlehen [2, 3, 4] .
Auch bei anderen Randbedingungen liee sich das Gleichungs-
system (49, 50) weit bequemer I&sen als das System (27, 28)
- aus dem man es durch Vernachl8ssigung der Funktionaldeterminanten
erhalten kann, ‘
)Anm;: Welche Methoden zur [Ldsung der "Plattengleichung"
bzw. der "Membrangleichung" herangezogen werden (rein
numerische Methoden, Reihenansitze etc.), ist ohne Belang,

llegt damit
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Es ist leicht zu sehen, welche Bedeutung einer solchen Ver~-—
nachlass:gung zukommt,

w = dw* | " (52)

?

so geht das Sy stem (49, 50) Uber in

ow ¥~ | o
anf¥= w5, , (53)

und

Yy | .
AW§= —w-%——’l, (54)

Da hierin (S\ nicht mehr aufscheint, muB das Sy stem (49, 50)

L.8sungen ergeben, die in 0 linear sind, genauer die Form (51, 52)

besitzen,

Die Vernachldssigung der Funktionaldeteriminantenbedeutet also
eine L inearisierung |n .

Flr entsprechend kleine "Druckgefélie! Cf kann man also der
naherungsweisen Bestimmung der Geschwindigkeitsvertellung auch
bei beliebiger Querschnittsform das Gleichungssystem (49, 50) zu-

grunde legen, im Ubrigen aber zur Berechnung von f und w das
weiter oben geschilderte Rekursionsverfahren anwenden, wobei sich

die Gleichungen (47) und (48) auf

3Wn-{
dy

AAfn = (55)

und
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AW, = U (56)

reduzieren,

6.) Berechnung der Geschwindigkeitsvertei!ung fGr
das kreiszy lindrische Rohr,

Vor Beginn der lteration muB zundchst wg aus Gl, (46) ermittelt
werden, FuUr das kreiszy lindrische Rohr ergibt sich dabei die be-
- kannte parabolische Geschwindigkeitsverteilung, welche sich in
dimensionslosen, kartesischen Koordinaten darstellt als
4 (

Wo = ( “'Xz-yz) (57)

. bzw, in Polarkoordinaten die Form
§ 2
Wo = 77 (1—r7) (58)

annimmt,

Wegen der kreisformigen Berandung wird man es vorziehen,
die Rechnung in Polarkoordinaten durchzuflihren und entsprechend
auch die Rekur*smnsfor*meln (47, 48) auf Polarkoordmaten trans-
formieren, Sie nehmen dann die Form

AAf, = —?.—JZ Af“f'”) agvlf“ Sinyg + %T—aw%“‘ cos ¢ (59)

-ty

n-

Awp = :.— a(va\,?rf;;) —(3»];:-1 siny + —:.- A%%PLCOS‘O (60)

j:O

an.
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Sowohl die "Plattengleichung" (47) bzw. (59) als auch die "Membran-
gleichung (48) bzw. (60) besitzen unter den hier zu fordernden Rand-
bedingungen Poly nomidsungen in den kartesischen Koordinaten x und
y, wenn die Belastungsfunktion (rechte Seite) durch ein Polynom in

x und y dargestellt wird, Diese bekannte Tatsache erleichtert die

Durchfiihrung wesentlich,

Da wp gemdB GlI,(57) ein Polynom in x und y ist, kann man
- die Funktionen fn und w, von vornherein als Polynome in x und y
ansetzen, bzw, die entsprechende Darstellung in Polar'koor'dmaten

waéahlen.
Auf Grund einer ins Einzelne gehenden Betrachtung findet man,
dafl die Funktionen f, von ‘der' Form

2v <£n-4

E o2y sm(n -20)¢ (en)

sind, wo die f, i Polynome in r und (S darstellen,

Fir wpg ergibt sich

2vghn ‘
"E Wnn " COS(n-—Zv)LF (62)

wo die wp K ebenfalls Polynome in r und J sind,

Fir fh k und Wn, k ergeben sich die'Dar'stellungen

23¢n-1 Y .
n-
fn,k = 2 fn,k,n—?.j ) é‘ ’ (63)
j=o
23%n 5 ‘
‘Wn,k = Cs‘:wn'k'n_zj '(gn- J . (64)
J-‘-‘

und

Weiters ist

L(2n+3L-k) ‘ k+2t ‘
fn k1 (65)

fn,k,'L
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d.h. f ist ein Polynom in r vom Grad
n,k,l
2n +31, (66)

. . K \
in dem als niedrigste Potenz r auftritt und das entweder nur gerade
oder nur ungerade Potenzen von r enthdlt, je nachdem n gerade
oder ungerade ist, Die ifn,k,l sind reine Zahlkoeffizienten, die kein‘en

Parameter und keine Verdnderliche mehr enthalten,

Die Wn,k,| stellen sich dar als

+(2n+3l-k+2) . ‘
k+21
Wh,k,l:: E iWn'k'L’r ) (67)

i=0

d.h. Wy | ist ein Polynom in r vom Grad
2n+3l+2, (68)

k . : o
in dem als niedrigste Potenz r  auftritt. Auch Wn,k,I enthélt entweder
nur gerade oder nur ungerade Potenzen von r,

Zur Durchfiihrung des Rekursionsverfahrens bendtigt man noch
Darstellungen fur Awn,Afn und AAfn .

Aus Gl,(62) folgt

h, 1 -2v r
v=0

vén
__E " 1., (n-2v)? ] -
AW, = {W + —Wn,n-?.v T Tre Wn,n-—?.uf cos(n Z.V)\f’. (69)

Mit der AbklUrzung

I 1 k* A
Wk T T Wnk ~ 12 Wik = Wi k (70)
ist
2vén A ’
Awn = E Wn,n-lv ,COS(h—Z.V) ‘f’ (71)



Hierin ist WnAk ein Polynom in r und J , das dargestellt werden
] .

kann als
234n . :
A E A n-2j
Wn.k - J. =0 Wn'k,n—z_j J ) (72)
wobel
A i 1 I Kkt
Wh kU = Waki+ 7 Wil = 71 Wo k1 (73)

ist, Mit GI.(G?) erhdlt man hieflr

+(2n+3l-ke2

Wnttk‘L = L+> ‘

i’(k'*_i‘)'l.wn'k.‘-'rk*b-z, (74)
=1 '

Fur Afn findet man aus Gl.(61) zunichst

2v & n-1
_ 1 : i ¢l (h-2v)* . :
'A]Cn = z {fn,n-zv i E fn,n-w}s‘”(” ~20)4.75)

v=g0

Mit der Abkilrzung (70) - wo nur f anstelle von w zu setzen ist -
wird daraus :

wEn-4 ‘
8fn =) fan-a sin(n=2v)¢. (76)
vz=0

Hierin ist
2] &n-{ .
fn.k =/ fh,k,n-;’.j ; (77)
3:0 '

A - i
mit fn k1 analog GI.(73). Aus GI.(65) erhélt man noch
L} .

1 (2n431-k)

A . . K+2i~2
nkl = 2 L'(k“)’ifn,k,t'r . - (78)

i=1
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Nun fehlt noch eine ausfihrliche Darstellung fUr"AA‘fn. Auf dem
gleichen Weg wie vorhin erhilt man hieflr

AAf 5 fn . sin(n-b)«f o (79)

214n-{
;‘: n-2j |
1 k n- 25 CS‘ (80)

und
#(2n+¢31-k '
o ) k+2 -4

AR = 16) k=0 f, oS o

1=2

Damit stehen ausfihrliche Darstellungen fur die linken Seiten
der Gleichungen (59) und (60) zur Verfligung, Bezeichnet man
deren rechte Seiten mit U und Vn,setzt man also

= 1 aAfJ ﬁ”l) d Wn-1 1 AWn4 o
a(rq’) I smcf = — 3% cos&f (82)

und

" A (Widei) [ Bfact <o 1 Bunt
32r?1) (’ér Sing + ¢ 3 Cqscf), (83)

und setzt hier die weiter oben dargestellten Ausdriicke fur w,
und Afm ein, so erkennt man, daB Upj und VL als

2vn-1{
Uy =2 Un,n—Zv $in (n"z")ﬁ” ) (84)
ve Q

sowie

Vo= E Vi n-29 €OS (n-2v)y. (85)
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dargestellt werden kdnnen.

Dabei ist
2] <n-1 _ ' '
— n=-2] . 86
Up Un.k n-2; d - (e8]
J=0
mit
+(2n ¢ 3L-k) Kezi-k
+2L-
Un,k,l = Unkl ) (87)
o i=2 ' |
‘sowie
214n .
n- .
“8) Vg8
A . |
mit
420431~k +2) "
+2-2
Vn|k.1 —3 . ‘Lvnlk'_L-r . (89)

(=1

Diese Ausdriicke lassen sich grundsédtzlich leicht, praktisch je-
doch nur mit erheblichem Rechenaufwand bestimmen, wenn fn, und
wm fur m<n bekannt sind,

Zur L.8sung der Differentialgleichung (59) wird man zunéChst
einen Koeffizientenvergleich zwischen (81) und (87), die ja Ubereln-
stimmen missen, vornehmen,

Man erhéalt hiedurch

1 Un k.1 ‘
s LvYn K,
Lfn.kl = G -0 (k) (KFT-11 o)

damit stehen allerdings noch nicht sdmtliche Koeffizienten von fn zur
Verfligung, da dle Rekursionsformel (90) nur fur iZ2 gilt. Die noch
fehlenden Koeffizienten ofn,k | und 1fn,k,! sind aus den Randbedingun-
gen zu ermitteln. Aus den Randbedmgungen (32) folgt

fn.k,1(1)=o i | - (o1)
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und

ﬂl.k.l (1) = 0. :  (e2)

Die: Bedingung (91) nimmt unter Verwendung der Darstellung (65)

die Form
4 (2n+31-k)
5 LTk =0 (93)
. i:o . ’

an. Differenziert man Gl,(65), so erhiit man

' % (2n+31-k) i -
fn,k,l = (k+2i) ifn.k,l =0 | (94)

1=0

und kann damit der Bedingung (_92) die Form

. % (2 +31-K)

(k+2£)ifn'k'1=0 " (95)

geben. In den beijden Gleichungen (93) und (95) hat man nun ein
lineares Gleichungssy stem flir die beiden Unbekannten ofn,k,l und

1fn,k,1 zur Verflgung.

Man erhalt daraus

3-(2n +31-k)
0 [n k1 = <L—1)l nlkll (96)
' Ci=2 ' o
und
2ne31- k)
ok =2 Vi
t=2

Damit steht f,, vollsténdig zur Verfligung. Nun bedarf es noch der
Ermittlung von wp. Zundchst wird ein Koeffizientenvergleich zwischen

(74) und (89) vorgenommen. Er enrgibt -
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v _ l vn,l(.l
WYn k1= Toik+rn - (98)
Fur i = 0 ist diese Rekursionsformel nicht anwendbar., oWn,k,l kann

aus der ersten Randbedingung (32) gewonnen werden, Diese verlangt

Wn'k"[ (4) =0 - (99,)

und mit Gleichung (67) daher

£(2n+31-k+2)
> IWnk1= O ) (100)

120

Hieraus folgt unmittelbar

' £(2n+31-k+2) .
oWnlk1 =" L Wh k1 (101)

i=1

Damit steht auch wp zur Verflgung.

Die hier durchgefiihrte exakte Berechnung der Koeffizienten in
den Reihendarstellungen (39, 40) von f und w erfordert bei ihrer
numerischen Durchfihrung einigen Aufwand,

Fir kleine Werte des Druckgefédiles cg‘ wird man daher eine

L.inearisierung in J vornehmen. Dadurch wird die Durchfihrung

des Rekursionsverfahrens wesentlich vereinfacht,

Wie schon weiter oben festgestellt, kommt die Beschrinkung
auf lineare Glieder in der Vernachléssigung der Funktional-
determinanten in den Bewegungsdifferentiaigleichungen (30, 31) bzw,
den Rekursionsgleichungen (59, 60) gleich. Letztere reduzieren

sich also auf

A dWn-1

'.AAfn =, = .a_a\’*’_::l_sintf + = T Cos (102)

und
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Aw. =V =_(_3f£f_;sincf’+-f.-—§5f%‘—cosf). (103)

Nach Gl, (45) ist fo = 0 und damit nach GI.(103) wegen der homo-
genen Randbedingungen auch wi = 0, Daraus folgt. Gl, (102) auch
fo = 0 usw, :

Es verschwinden also alle fymit geradem und alle w, mit unge~
radem Index. Man kann sich daher bel der Darstellung der Ujyund
vV, auf

Usm o4 = a;/“" Sin g + -;- %"“’{z)—“’ cos o - (104)

' und | N o |

Vom = — ( lg?l'—‘-sfn‘f) + _:___fi]gz‘;_f cos t() (105)
beschrénken. |

Fuhrt man in die rechten Seiten dieser Gleichungen die Darstel-
jungen (61) und (62) ein, so erhdlt man nach einigen Umformungen

1 ' 1 2 . .
U2m+1 'Z‘(ZWZmo WZm,z'—_r—WZm.?.)Smt? + (106)

m
1 ' 2 2042 :
+ T’-_Z[(Wzm,zv“ _:'Wzm )~ (W’zm,zm + = WZm'm,_)]sm(ZvH)uf’

v

m
1
Vo = _?:—(me 1,171 ;—f2m~1,1)c°5‘(+12_—2[ 2mZvi r fzm.1,zv.__:)

v

(107)

'

=1
WAL
- (me-'l,ZWH + -—Vr:t— me-i’ZV*‘l )] cos 2\7‘{

Ein Koeffizientenvergleich mit den Darstellungen (84, 85) ergibt nun

_ 4 b _ 2 .
U2m+4.1 -2 (ZWZm,O Wom2 ™ T WZm.Z) (108)



- 26 —~

und
A 2w v . 2w
U2m+112.v+1 - Z[(WZm,ZV T WZm,?_v) (Wzm|7_v4.2_ + —'r—'WZm'sz_)(,IOQ)
sowie
1/¢ 1 ,
'VZmlo = —'2—_'(me-1.1 +'F'f2m-4.1) (110)
und

1 ! 2v-1
V2m.2v - T[(fzn1-1,zv-t - "'\r)-—— me—1 ‘2v-1) B

—(f'Zn;-i.ZVH + %ﬂme-hon )J (111)

Die Gleichungen (86) und (88) reduzieren sich wegen der Be- _
schrankung auf lineare Glieder in (; auf

'Un.k = Un,kn’J- ‘ Vn.k = Vn.k.°'£' (112)

1

Entsprechend gilt

fn.k - fh.k.1 'J; Wn k = V;/n,k,o Cg (113)

Aus GI.(108) erhdlt man mit (67) und (87) durch Koeffizientenver-
gleich

LU2m+1,1.1 = 2{t 1) Wam 0,0 =t i-2 Wam 2,0: (114)
Analog erhdlt man aus Gl,(109)
LU-’-m+1,2v+1,1 = (Lﬁﬁ )'i-1wzm,zv,o _(2V+L)'i~zwzm'1v,z,o . (115)

| Mit der Rekursionsformel (90) folgt daraus



Z(i.-'f)'i-{Wzm,up — .L’C-Z WZm,z!o (116)

Lf2m+1,1'1 = 16 12 (= 1)
und
: — (L_ ”'i-{ WZm,mo - (2V+3.)"L-2 w2m12v+z,0
szm“'z"“” 16 i(i—1)(v+i+1)(2v+i) —. (17)

Aus Gl.(110) erhélt man mit (65) und (89) durch Koeffizientenver—
gleich

vamlo'o ="L'L—1]C2m-4,4,1 (118)
und analog aus Gl,.(111)

i va,Zv,o = L'ime-4,2v-4,‘1 - (2V+L)'i-1f2m-1,2v+4,1 . (119)

Mit der Rekursionsformel (98) folgt daraus

L Wam,0,0 =~ '.'Lf.‘zm'.““ - (120)
A% 3

und

-\ — L iern-(.Zv-t,( — (2-V+£)' I- me;LZvHM
L ™2m, 2v,0 (29 +1) (121)

Die nunmehr gewonnenen Rekursionsformein (116, 117) sowie
(120, 121) gestatten die Durchiiihrung der Iteration mit wesentlich
weniger Aufwand als im allgemeinen Falle. Man erhéalt damit zwar .

6 linearen Glieder, diese aber Ubereinstimmend mit den.

nur die in
linearen Glieder

aus der allgemeinen Rekursion folgenden, Die in
der exakten L.Osung werden also durch die konvektiven Beschleuni-

gungsglieder nicht beeinfluft,
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7.) Diskussion der Geschwindigkeitsverteilung.

Die Geschwindigkeitsverteilung im rotierenden Rohr unterscheidet '
sich von Jener im ruhenden nicht nur in mehr oder minder starkem
MaBe hinsichtlich der Achsialkomponente w sondern auch noch durch
das Auftreten einer beim ruhenden Rohr nicht vorhandenen Querstrd-
mung, welche durch die Stromfunktion f beschrieben wird., Die Stré-
mung unterscheidet sich von einer durch die Stromfunktion f beschrie-
benen ebenen Stromung nur durch das zusidtzliche Aduftreten der
- von z unabhangigen -~ Geschwindigkeitskomponente w, Das bedeutet,
daf jeWellSCb Stromlinien die gleiche Normalprojektion auf eine zur
Rohrachse senkrechte Ebene besitzen, also einen Zylindermantel Uber
einer Kurve f = const der genannten Ebene erflllen., Die auf einem
solchen Zylinder liegenden Stromiinien sind Uberdies untereinander
kongruent, d.h. sie konnen durch Verschiebungen in Richtung der
Rohrachse ineinander Ubergeflhrt werden.

Die Kurven f = const, die als "Stromlinien" der Querstrdmung
bezeichnet werden kénnen, missen aus bekannten Grinden geschlos-
sen sein. Die auf einem dariber errichteten Zylinder llegenden Strom-
linien der rdumlichen Strémung weisen damit eine gewisse Ahnlich-
keit mit Schraublinien auf,

Flr eine Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung einer solchen
Stréomung wird es daher nicht genligen die Achsialgeschwindigkeit als
‘Funktion des Ortes aufzutragen; diese ist noch durch Angabe der
N"Stromlinie" der Querstrémung zu erginzen.

8.) Das DurchfluBgesetz fiir_das rotierende
kreiszylindrische Rohr.

Der Durchflu8 q wird bekanntlich dargestellt durch

q - J‘w-df, | (122)

wobei das Integral Uber den Rohrquerschnitt zu erstrecken ist,

Geht man im Integranden zu dimensionslosen Grdfen Uber, so

wird daraus

q ;qf'?u‘”dedy._ (123)

e



Es liegt nahe

'Q=HWdXdy | . (124

als dimensionslosen Durchflul zu bezeichnen.

Wegen

2 2
Re = cxn?"ct{x = 'ﬂ'Q

(125)

stimmt der dimensionslose DurchiluB bis auf einen konstanten Faktor
mit der Reynolds-Zahl Uberein [8].

Die Ber‘échnung von Q bereitet nach durchgefiihrtem Rekursicns._
verfahren keine Schwierigkeiten,

Zunéchst wird man im Falle des kreiszylindrischen Rohres in
Gl.(124) zu Polarkoordinaten Ubergehen, was auf

2T 1

Q = fwrdrdcp L (126)
00 |

fUhrt, -

Mit der Darstellung (40) wird daraus
21 4

Q=i(”wnrdrdcp)Lo", (127)

Die hierin auftretenden lntegbale kénnen nun unter Bertcksich._.
tigung von Gl.(62) in

2T weh A4 . ar o
ffw’” r'drdL(_f E (an,n-zv rdr-jcos(n-Zv)c(dcp (128)
0o v=0 0 5

Gbergéfﬁhr‘t werden.

In dieser Gleichung verschwindet das letzte Integral nur dann
nicht. wenn h =2v . Man kann sich also weiterhin auf gerade Werte
’ ' . . .
von n beschrinken, Somit ergibt sich

’ 1
2rd

L ffwz\,.rdrdcﬁZ?Tjwz\,'o rdr (126)

¢]
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und fur Q alsb

Q =ZW§(§W2\;,0 rdr)wzf - .(iso)l

V=0

Mit GI, (64) und der Abkiirzung
4

Iwzv,o,zj rdr = Jy, 2; (131)

>

wird daraus schlieBllich

. | Q=—g—5 4GZ(ZUZVZj52j)w"V}, ' (132)
V=0 *3=0 ! » . .

Wie zu erwarten, enthdlt dieses DurchfluBgesetz nur gerade Potenzen
von (v , wdhrend in nur ungerade Fotenzen auftreten,

Fir W= 0 reduziert sich Gl,(132) selbstverstiandlich auf das
HAGEN-POISEUILL Esche Gesetz [ 7, 16]

Q= %‘5 (133)

Fir das Studium der Auswirkungen der Drehbewegung des Rohres
auf den DurchfluB, ist es nltzlich diesen zum DurchfluB nach
Hagen - Poiseuille ins Verhédltnis zu setzen, =

LLetzteres ist ersichtlich durch

@(Lu,5)= 16i(zvf]2v 2 (yzj)wz" (134)
y=0 'jza '

gegeben, womit also GI.(132) die Form
Q= —8715'@((0,5) (135)

annimmt,

Der EinfluBfaktor é(u’({) reduziert sich im Grenzfall (5"’ 0
(L.meamsuer'ung ind) auf , .



'@(w)=16Z UZV'OLOZV_ (136)
: Y=Q .

Far entspr‘echend‘kleine Druckgefille J 1aBt sich also @ als
Funktion W alleine darstellen. -

Auch flir entsprechend groBle Werte von J kann @ durch
eine Funktion einer eihzigen Verdnderlichen approximiert werden,

Vernachldssigt man in den in Gl.(134) auftretenden Polynomen
Z UZv,zJ' (137)
3=0 :

die niedrigeren Potenzen gegenilber der hdchsten, so reduziert sich
Gl.(134) auf

CP(woS) = '16Z 32v,2v (w'd)z.v. (138)

Auch hier hangt @ nur mehr von einer Veré&nderlichen, namlich w-cf,
ab, ' : '

Das DurchfluBgesetz flr das rotierende kreiszylindrische Rohr
gem3B GIl,(132) nimmt in der A —Re Darstellung nach Prandt] -

Nikuradse die Form
oo v
1 ReVx { Jay, Jav,25 HJ} '
= PeV—) (139)
Zein (
V-B\_ 6‘+ v=0 j:O . »

ane

Der EinfluBfaktor @ erhidlt dann die Gestalt

B (Re[x,w) =Z ZZ—J—L Rem‘“' WY (140)
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H,) NUMERISCHE AUSWERTUNG,

1.) Durchithrung der lteration flir Stromfunktion und
Achsialgeschwindigkeit bis zur 6. Ndherung,

Die ersten Schritte des im Abschnitt 1I/6 entwickelten lterations—
verfahrens sind bis zur zweiten N&dherung unter Verwendung einer
Tischrechenmaschine leicht durchzufiihren, Die Weiterflhrung der
Rechnung bis zur 4, Nidherung verursacht jedoch schon einen Auf-
wand, der die Rechenzeit bei Beschridnkung auf solch einfache Hilis~
mittel gewaltig anwachsen la8t, Trotzdem wurde zunichst die lteration
mit einem Tischrechner bis zur 4, Naherung gefuhrt, Eine Fort-
setzung der Rechnung in dieser Form schien nicht nur wegen des
enorm groBlen Aufwandes unzweckmi&fig, sondern auch in Hinblick
auf die Gefahr einer Verfdlschung der Resultate durch Recheniehler,

Aus diesen Grinden wurde die Berechnung auf einer hochschul-
eigenen Rechenanlage IBM 7040 (16/32 K) neuerlich durchgefiihrt
und bis zur 6, N&herung fortgesetzt,

Die zuerst durchgeflihrte Handrechnung erwies sich dabei fur
das Testen der Programme als nitzlich und somit keineswegs als
Uberflissig. Eine Fortsetzung der lteration Uber die 6, N&herung
hinaus héatte selbst bel Verwendung dieser Grofirechenanlage einen
ungebihriichen Aufwand an Rechenzeit erfordert,

In Tabelle 1/1 (Beilage 1l) sind die Koeffizienten des Polynoms
W000 (val. G1.58), von welchem die lteration ihren Ausgang nimmt,
sowie jene der Polynome fy11 und wjy1 angegeben. Diese erste
Niherung ist identisch mit der von BENTON [1] errechneten.

In den Tabellen 1/2 bzw, 1/3 (Beilage Il und lll) sind die Koeffi-
zlenten der Polynome fn,k,l und Wn k,I fir die 2, bzw, 6, Nidhe-~
rung angegeben, Die Aufnahme der Polynomkoeffizienten flir die da-~
zwischen liegenden N&herungen unterblieb aus Platzgrinden,

Neben der nunmehr bis zur 6, N&herung zur Verfligung stehen-
den Geschwindigkeitsverteilung wurden die Integrale j2.v.2.i gemini
Gl.(131) bis vy = 3 berechnet, Damit ergibt sich der EinfluBfaktor

fur das DurchfluBgesetz gemifB Gl,(134) numerisch zu

2
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@ ist eine Funktion der beiden Ver&nderlichen W undé s Wwelche
- wie zu erwarten'~ in W und CS gerade ist, d.,h,

@(_wné) = @(W,‘d)=§(w,d). (142)

Es genlgt also @(L\),(D fur positive W und (5 darzustellen,

In Abb.1 (Beilage VI) sind die Niveauschnitte, d.h, die Kurven
(LL), )= const, fur die 6, Niherung gem&f Gl.(141) flur einige
Werte von eingetragen, Je grodfer der Wert von ist, umso
besser lassen sich diese Kurven durch Hyperbeln (&)'d‘= const an-
ndhern, Die zu den einzelnen Niveauschnitten gehdrigen Approximations-
hyperbeln sind ebenfalls eingezeichnet,

Gl.(141) bzw. die ihr zugrunde liegende Darstellung (134) zeigt,
daB man die Iteration mindestens bis zur zweiten Niherung geflhrt
haben muB, um in der Rechnung Abweichungen vom Hagen - Poiseujllel~
schen Gesetz, d.,h. einen von Eins verschiedenen EinfluBfaktor zu er-
halten, ‘

Ein Ansatz der sich von vVornherein auf die erste Néherung be~
schrankt, kann daher zwar Abweichungen von der parabolischen Ge-
schwindigkeitsverteilung, niemals aber Abweichungen vom Hagen -
Poiseuillelschen Gesetz erfassen [ IJ .

Flr die Diskussion des DurchfluBgesetzes bzw, des EinfluBfaktors
@ ist es nitzlich zwel Grenzifédlle zu betrachten,

Flr genligend grofle CY wird es ausreichen, wenn man sich bei
den in der Entwicklung (134) auiftretenden Polynomen in d auf die
Glieder mit den hdchsten Potenzen beschriankt, Auf Grund der Dar-
stellung (141) kann man abschétzen, daB dies schon _{lir0 = 3000 zu-
ldssig sein wird, Mit dieser VVernachlassigung wird eine Funktion
der einen Ver&nderlichen wd alleine,

Um jedoch @(w'd)noch genauer zu erhalten, als dies auf Grund
der sechsten N&herung mdoglich ist, wurde die Rechnung auf der
Rechenanlage der Technischen Hochschule in Wien ~ wenn gleich auf
anderem Wege als bisher - bis zur 10, N&herung fortgesetzt, worauf
im nachsten Abschnitt ndher eingegangen werden soll.

Im zweiten Grenzfall, namlich Jenem hinreichend kleiner Werte von
C§(etwa6<25) wird es_ zuldssig sein, im DurchfluBgesetz (132) alle
hoheren Potenzen von zu vernachldssigen, d.h, sich in der Dar-
stellung (134) bei den Polynomen in auf die konstanten Glieder =zu
beschrinken, Damit kann an die schon Im Abschnitt Il abgehandeite
L inearisierung in angeschlossen werden, Der EinfluBfaktor er-
gibt sich in diesem Grenzfall als Funktion von W alleine, Da die
linearisierte Rechnung relativ leicht durchzufihren ist, konnte die
Iteration ohne Inanspruchnahme der Rechenanlage bis zur 16,Né&herung
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auf einem Tischrechner bewailtigt werden, worauf im letzten Abschnitt
dieses Kapitels eingegangen wird, ‘

_2,)» Durchiihrung der lteration fUr zwel spezielle
Werte von O bis zur 10, Niherung,

Die rechnerische Bewidltigung des in Abschnitt |l entwickelten
lterationsverifahrens ist auch bei Verwendung von Grofirechenanlagen
schwierig, well w und f von zwei Parametern - W und - abhéngen,

Schon die numerische Festlegung des einen Parameters Cf erleichtert
die Rechnung derart, dafll die lteration fUr den betreffenden Wert von

in relativ: kurzer Rechenzeit bis zur 10, N&herung gefthrt werden
kann.,

Auf Ggund der in Pkt.lll/1 durchgeflihrten Abschidtzungen wurden
die Werte = 1000 und = 4000 ausgewahlt und fUr diese die lteration
auf der Rechenanlage bis zur zehnten N&herung durchgeflihrt,

, Far CS‘ = 1000 und W= 1,3 ist die zugehdrige Geschwindigkeits~
verteilung in .den Abb, 2, 3,und 4 dargestellt (siehe Beilage VI, VIII
und 1X). :

Aus Abb, 2b ist der Ve rlauf der "Stromlinien" der Querstrdémung
in 10, N&herung zu entnehmen, Ein Vergleich mit Abb, 2a, wo Strom-
linien in 1. N&herung eingetragen sind, laft erkennen, in welchem Aus-
mafB die erste N&dherung schon das wesentliche dieses Verlaufes
wiedergibt,

In Abb, 3b sind die Isotachen der Achsialstromung in 10, Naherung
~ wieder fur (f= 1000 und W= 1,5 -~ eingetragen. Vergleicht man mit
den lsotachen der parabolischen Geschwindigkeitsverteilung aus Abb, 3a,
so erkennt man eine deutliche Verschiebung und Verkleinerung des
Geschwindigkeitsmaximums, Zur Ergénzung dieser Darstellungen der
Achsialgeschwindigkeit sind in Abb, 4 (Beilage 1X) noch Achsen-
schnitte der Verteilung von w fUr einige Approximationsstufen ange-
geben,

VVon besonderem Interesse war eipne Darstellung des Durchflufige-
setzes bzw, des EinfluBfaktors @(w )in 10. N&dherung, Fur = 4000
kann nach dem in Pkt. llI/1 Gesagten angenommen werden, daBl} jener
Bereich erreicht ist wo mit genligender Genauigkeit als nur von dem
P rodukt w'd‘ abh&ngig angesehen werden kann, Dies ermdglichte die
nachstehende Darstellung von @(W’d)in 10, Naherung
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@(w-é) =1 - 0,151,107 {d)?
+ 0,234.,10"”(10(5)4
- 0,499.10”21@6)6
+ 0,123,102 (wd)®
- 0,329.10 % (wd)'°

(143)

ie sie auch in Abb, 5 (Beilage X) wiedergegeben ist, und fur
= 3000 ohne Bedenken als zutreffend angesehen werden kann
(vgl. auch Pkt, IV/4),

Der berechnete und in Abb, 5 dargestellte VVerlauf von @ zelgt
daB bei rotierenden Rohren Abweichungen vom Hagen - Poiseuille 'schen
Gesetz zu erwarten sind und zwar im Sinne einer Vergrdferung des
Stromungswiderstandes., In dem durch die Rechnung erfaf3ten Bereich
bleiben diese Abweichungen allerdings kleiner als etwa 3 %. Bis etwa
LOd= 1500 ist die rechnerisch ermittelte Darstellung von und damit
des Durchilusses flir eine experimentelle Prufung bei weitem genau
genug,

Auch flir die Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung (Abb, 2-4)
wurden Parameterwerte mit 0= 1500 gewd&hlt, um einerseits gut er-
kennbare Abweichungen von der parabolischen Geschwindigkeitsver-
teilung zu erhalten, andererseits aber auch eine hinreichende Genaulg-
keit des Ergebnnsses zu gewadhrleisten,

3.) Durchilihrung der Ilteration unter Beschrinkung auf
die in 0 linearen Glieder bis zur 16. Naherung.

Fir kleine Druckgefille, fir welche die in Abschnitt 11/6 be-
sprochene L inearisierung in zulassig ist, kann die lteration ohne
allzu groBe Mihe Uber die 10. N&herung hinaus fortgesetzt werden.
Dies wurde unter Verwendung eines Tischrechners bils zur 16, Nidhe-
rung durchgeflihrt und das sich daraus ergebende Durchflulgesetz bzw,
der Einfluffaktor berechnet, Dieser hangt nur von W ab und ergibt
sich zu
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Die N&herungspolynome dieser Potenzreihenentwicklung sind in
Abb, 6 (Beilage XlI) dargestelit,

Eine vergleichende Betrachtung. der .Abbildungen 1,5 und 6 zeigt,
daB der Einflufaktor und damit das DurchfluBgesefz in einem
- allerdings nicht sehr groBfen - Bereich von W und auf rechne-
rischem Wege mit hoher Genau'igkeit ermittelt werden konnte., Fir
groBe Werte von W) bzw, werden die berechneten N&herungen un-—
brauchbar, Auf eine weitergehende theoretische Untersuchung mit
dem Ziel einer Ausdehnung des DurchfluBgesetzes auf die im Rahmen
der erhaltenen N&herungen nicht erfaBbaren Bereiche wurde zunéchst
verzichtet, da vorerst zu kldren war, ob die bisher rechnerisch ge-
wonnenen Ergebnisse einer experimentellen Uberprifung standhalten,
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IV.) EXFERIMENTELILE UBERFRUFUNG,

1.) Ziele der experimentellen Untersuchungen und der
Wahl der Versuchsanordnung,

Die auf Grund der theoretischen Untersuchung gewonnenen nume-
rischen Ergebnisse bedurften naturgemifB einer experimentellen Uber-
prifung., leetztere kann sich natlirlich nur auf jenen Bereich der Para-
meter W und beziehen, in welchem die Berechnungen eine Dar-
stellung der Geschwindigkeitsverteilung bzw, des Durchfluligesetzes
gestatten, Gerade in diesem Bereich sind aber nur relativ geringe
Abweichungen vom Hagen - Foiseuillelschen Gesetz bzw, von der
parabolischen Geschwindigkeitsverteilung zu erwarten, Dies bedingt
vor allem eine hohe MeBgenauigkeit bei der Versuchsdurchfihrung.

Uber die Uberprifung der Theorie hinaus, sollte die experimen-
telle Untersuchyng auch die Verhéaltnisse In jenem Bereich der Para-
meter W und klaren, fur welche eine rechnerische Erfassung nicht
gelang, Dies erfordert aber eine Variierung der FParameterwerte
~ insbesondere der Werte von W - Uber mehrere Zehnerpotenzen,

Im Zusammenhang mit der Bereichsabgrenzung war natirlich
— wenn auch nur am Rande -~ die Frage von Interesse, ob der Wert
des Parameters W auf die kritische Reynoldsische Zahl von erkenn-

barem Einflull ist,

Eine einfache Abschitzung zeigte, dal samtliche erwahnten Ziele
mit einer einzigen Versuchsanordnung wohl kaum erreicht werden

kdnnen,

Fuhrt man die Untersuchung an einem relativ zur Erde ruhenden
" Rohr aus, so ist der Parameter W durch den Rohrdurchmesser und
die Orientierung der Rohrachse, sowile die kinematische Zahigkeit
der Flissigkeit festgelegt. Eine Veradnderung von (W kann -~ bel Ver-
wendung von Wasser - dann nur in geringem Mafle durch Veridnde-
rung der kinematischen Zahigkeit vorgenommen werden. Nur durch
Verwendung von Rohren mit unterschiledlichen Durchmessern kann
Uber einen grdBeren Bereich varliert werden,

In nachstehender Tabelle sind flir normal zur Erdachse justierte
Rohre und fir eine kinematische Z&higkeit von V = 102 cm?2 s-!
(Wasser von etwa 20 © C) zu elnigen Werten von W die entsprechenden
Rohrdurchmesser angegeben X/, Zusétzlich sind noch jene Druck-
linlengefélle, welche sich aus dem Hagen ~ Polseulllefschen Gesetz

-5 1

><)Anm.: Wihkelgeschwindigkeit der Erde W = 7,292,110 " s
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fir Re = 2300 ergeben, sowie die entsprechenden Werte flur WJ-
angegeben

W  dlem] J [o/oo] | UJ~(S
1073 0,52 52,23945 9
1072 1,66 1,65176 92
107! 5,24 0,05224 920

1 16,56 . 0,00165 9200
10 52,37 0,00005 92.000

Die Tabelle zeigt, daR zur Erreichung gréBerer Werte von W Rohre
mit ziemlich groflen Durchmessern herangezogen werden mifiten,
Auch um das Produkt Wd auf Werte um etwa 1000 zu bringen, was
fir eine Kontrolle der rechnerischen Ergebnisse wiinschenswert er-
scheint, mifBten Rohre von mehr als 5 cm Durchmesser verwendet
werden, Die hierbei auftretenden makimalen Druckliniengefédlle sind,
wie aus der obenstehenden Tabelle ersichtlich ist, so klein, daR

ihre Messung mit der notwendigen Genauigkeit ausgeschlossen er-
scheint.

Bel Rohren mit entsprechend kleinen Durchmessern wird zwar
das Druckliniengefédlle auch im Laminarbereich gut mefbar, jedoch
w5 so klein, daf im DurchfluBgesetz kaum mehr meBbare Abweichun-~
gen vom HMHagen - Foiseuillelschen Gesetz zu erwarten sind. Die hin-
reichend genaue VVermessung der Geschwindigkeitsverteilung wirit
umsomehr meftechnische Probleme auf, je kleiner der Rohrdurchmesser
ist, Die 1954 von G.S. BENTCN in Baltimore durchgeflihrten Mes-~
sungen lassen diese Schwierigkeiten deutlich erkennen [1] R

Bei Verwendung einer erdfesten (unbeweglichen) Versuchsrohr-
meBstrecke ergibt sich also kaum eine andere Mdaglichkeit als die VVer-
wendung von Rohren mit entsprechend grofien Durchmessern unter
gleichzeitigem Verzicht auf die Messung des Druckgefdlles. Die Mes-
sung der Geschwindigkeitsverteilung kdnnte dann wegen der extrem
niedrigen Stromungsgeschwindigkeiten zwar kaum mit herkommlichen
Mitteln vorgenommen werden, jedoch etwa auf einem optisch-photo~
chemischen Wege erfolgen, Wegen des nicht meflbaren Druckgefilles
gestatten derartige Versuche zwar qualitative Aussagen Uber die Art
der Geschwindigkeitsverteilung, aber keine quantitative Nachprifung
der aus der Theorie gewonnenen Eiﬂgebnisse. '

Damit ergab 'sich die Notwendigkeit c;lie Versuchsrohre eigens
einer Rotation zu unterwerfen. Eine hierzu geeignete Einrichtung mug
schon aus technisch~ wirtschaftlichen Grinden in Bezug auf die Ab-



messungen relativ klein gehalten werden, was mit Riicksicht afo die |
Notwendigkeit einer genligend langen Ein- und Auslaufstrecke auch
entsprechend kleine Rohrdurchmesser bedingt, Fur letztere spricht
auBerdem die Notwendigkeit, die Winkelgeschwindigkeit der Erde hin=
sichtlich ihrer Auswirkungen auf den Strémungsverlauf gegeniber der
aufgepréagten Winkelgeschwindigkeit vernachlidssigen zu kdénnen, Wegen
der kleinen Rohrdurchmesser kann hierbei zwar nicht die Geschwin-
digkeitsverteilung, wohl aber das theoretisch gewonnene DurchfluRge-
setz Uberpriit werden., Darlber hinaus besteht bei geeigneter Dimensio-
nierung die Md&glichkeit der empirischen Gewinnung einer DurchfluBbe-
ziehung fur jene Bereiche der Parameter W und , wo die Berech-
nung keine Anhaltspunkte gibt,

Diese Erwidgungen waren flUr die Wahl einer rotierenden VVersuchs-
anordnung maflgebend. Auf die Vermessung der Geschwindigkeitsver-
teilung wurde verzichtet,

2.) Beschreibung der Versuchseinrichtung,

Die Versuchsanlage war so einzurichten, dafB das zu durchstromen-
de Rohr um eine zu diesem senkrechte Achse in Rotation versetzt wer-
den konnte., Eine aus theoretischen Erwégungen naheliegende Orientierung
der Drehachse parallel zur Erdachse hédtte, wie eine Uberschldgige Be-.
rechnung zeigte, auf die Genauigkeit der Versuchsergebnisse wegen der
" verwendeten geringen Rohrdurchmesser keinen EinfluB., Der Einfachheit
halber wurde daher die Drehachse in die Vertikale fgelegt.

Die Einzelheiten der VVersuchsanlage sind aus Abb, 7A und 7B
ersichtlich (siehe Beilage Xlli). .

Das Rotationsgerdt zur Messung des Rohrstromungswiderstandes
besteht aus einem im Boden fest verankerten, stabilen duBleren Rahmen
aus Profilstdhlen, dem Stator (1) und einem drehbaren inneren Rahmen,
dem Rotor (2).

Am Ulntergurt des Rotors befindet sich eine stihlerne Rohrauflage (3)
zur Lagerung des Versuchsrohres (4). Die Speisung des Versuchs-
rohres erfolgt von einem zylindrischen Behilter (5) mit etwa 100 cm
Durchmesser und 38 cm Nutzhdhe, Dieser Behéalter ist im oberen Teil
des Rotors angebracht. Urspringlich war beabsichtigt, den Fllssigkeits-
behélter als sog. "Mariottelschen Behidlter" auszubilden, um ein Ab-
sinken des Druckgefdlles im Zuge des Durchstromungsversuches zu
verhindern,

Bei der tatsdchlichen Versuchsdurchiliihrung wurde aber hierauf
verzichtet, da sich einerseits bel der Abdichtung des Behélterdeckels
Schwierigkeiten ergaben, andererseits infolge der geringen Durchflull-
mengen ins Gewicht fallende Absenkungen des Flissigkeitsspiegels im
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Behdilter nicht auftraten.,

Die Zuleitung vom Behélter zum Ve rsuchsrohr wird durch
einen PFlastikschlauch (6) von ca. 1 cm Innendurchmesser herge-
stellt.

Die Ableitung vom Versuchsrohr zum MeBgefd (10) erifolgt
Uber einen Plastikschlauch (7) von ca. 0,6 cm Innendurchmesser
und eine ebensostarke Rohrdurchfiihrung (8) in der Achse des
unteren Rotorlagers, an deren unterem Ende ein Ventil (9) zur
Durchflufregelung angebracht ist.

Zur Messung des Druckgefédlles befindet sich unter dem Be-
hidlter (5) ein in der Drehachse justiertes Differentialmanometer (11).
Von diesem flUhren absperrbare Schlauchleitungen zu den Druckab-
nahmesonden (12) und (13) in den Endpunkten der 100 cm langen
MeBstrecke (14)., Das Differentialmanometer besteht aus zwei an den
oberen Ende verbundenen 0,6 cm starken Standrohren aus Flexiglas
mit genauer Millimeterteilung und einem Mefbereich von 30 cm Druck-
hshendifferenz, Ein Ent- und Bellftungshahn (15) dient zur Justierung
_des Nullniveaus im Manometer. Als MeBillissigkeit wurde Wasser ver-
wendet,

Der Antrieb des Rotors erfolgt durch einen Gleichstrommotor (16)
lber ein mehrstufiges Zahnradvorgelege (17), einen Keilriemen (18),
eine am Stator gelagerte Antriebswelle (19) und ein Schneckenge-
triebe (20)., Die Tourenzahl des Motors ist Uber einen Widerstand
-stufenlos regelbar, '

Die Messung der Umdrehungszeit des Rotors wird Uber einen
elektrischen Impulsgeber (21) durch einen Schnellschreiber mit Chrono-
metersteuerung vorgenommen, Zur Messung der DurchfluBmenge dient
ein transportables Auffanggefal (10) und eine Priazisionsbalkenwaage
mit geeichtem Gewichtssatz (23) (siehe Abb, 7c, Beilage Xll). Zur
Abfihrung der nach Entfernung des AuffanggefédBes anfallenden Wasser-
mengen wird ein automatisch nachdriickender Uberlaufbehilter (22) mit
entsprechend bemessener Abflulleitung verwendet,

Die Messung der Wassertemperatur erfolgt mittels eines eigens
geeichten Spezialthermometers (24) mit Dezigradteilung nach Celsius,

Die Messung der DurchifluBzeit wird mittels Stoppuhr mit Dezi-
sekundenteilung vorgenommen, '

Im Rahmen der Untersuchung wurden als Me8Brohre insgesamt
vier gezogene Spezlalmessingrohre mit .den Nenndurchmessern von
0,3, 0,4, 0,5 und 0,6 cm verwendet.
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3.) Versuchsdurchiuhrung und Auswertung,

Nach umfangreichen Vorarbeiten zur Konstruktion und Aus
der Versuchseinrichtungen konnte im April
versuchen begonnen werden,

fUhrung
1968 mit den ersten \VVor-

Diese dienten naturgem&f zundchst der Uberprifung der Anlage
und ihrer Funktionstlchtigkeit, Dabei zeigte sich, daB die MefBigenauig-
keit am Differentialmanometer durch die Verwendung von gewdhnlichem
L_eitungswasser als MefBfllissigkeit infolge unerwiinschter und unkon-—
t'r“ollier*bar‘er‘ Hafterscheinungen erheblich beeintrichtigt wurde. Diesem
Ubelstand konnte jedoch durch regelmifiges Reinigen der Standrohre
mit Seifenldsung begegnet werden. Im weiteren zeigte es sich, daR
die Messung der Wassertemperatur mit besonderer Sorgfalt durchzu-~
fUhren war, AuBer der Messung der Wassertemperatur im MeBgefan
wurde daher zu Kontrollzwecken vor und nach dem jeweiligen Vepr-
such auch die Wassertemperatur im Uber*lauf gemessen und ein Mittel~
wert gebildet, Die Messung der DurchfluBzeit konnte mit einer Stopp-
uhr genligend genau erfolgen, da Dur‘chfluBze‘lten um etwa 120 Sekunden
die Norm waren, Damit konnte auch der relative Fehler bei der Be--
stimmung der Dur‘chfluBmenge durch Wigung hi'nr‘eichend klein gehalten
werden, ' :

Die Bestimmung der Kaliber der Versuchsrohre war durch direkte
Messung nicht mit der erforderlichen, hohen Genauigkeit mdglich. Da
auch eine. volumetrische Durchmesserermittiung bei dinnen Rohren
naturgemaf auszuschlieBen Ist, wurden die genauen Durchmesser der
Versuchsrohre auf hydromechanischem Wege mittels des Hagen -~
Poiseuillelschen Gesetzes bestimmt,

Es wurden flir jedes Rohr aus etwa 40 Versuchen Durchmesser-
bestimmungen auf Grund des Hagen -~ Poiseuillelschen Gesetzes vorge-
nommen und anschiieBend Mittelwerte gebildet, Die so berechneten
Durchmesser bzw, Radien betragen:

Rohr 1 (NW 3 mm): d = 0,29940 cmj; a = 0,14970 cm,
Rohr 2 (NW 4 mm): d = 0,40430 cm; a = 0,20215 cm,
Rohr 3 (NW 5 mm): d = 0,49256 cmj; a = 0,24628 cm,
Rohr 4 (NW 6 mm): d = 0,59060 cmj a = 0,29530 cm,

Die Werte der dynamischen Zahigkeit der MeSBflissigkeit (Wasser) in
- Abhéngigkeit von der Temperatur wurden auf Grund der in
LLANDOL T-BORNSTEIN [ 9] angegebenen Daten durch Inter-
polation 4, Ordnung berechnet (siehe Tabelle Il, Beilage IV),

Die Massendichte wurde aus den Werten 0,9993 g em™ fur
10°C und 0,9973 g cm~3 fur 20°C [zz] linear interpoliert., Fir
die Erdbeschleunigung wurde der Ortliche Wert von 980,859 cm s—2
verwendet, Die Bertiicksichtigung der Winkelgeschwindigkeit der Erde:
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und damit der geographischen Breite von Wien, sowie der Orien-"
tierung des Rohres bei Normalstellung des Rotors konnte der geringen
Rohrdurchmesser wegen unterbleiben x),

Nach diesen VVorarbeiten konnte mit der eigentlichen Versuchs-
durchfiihrung Mitte Mai 1968 begonnen werden,

Selbstverstindlich wurden die notwendigen VorsichtsmafBiregeln,
wie die Einhaltung einer angemessenen Wartezeit von ca, 18 Stunden
swischen der Fllllung des Behdalters und dem Versuchsbeginn zum
Zwecke des Temperaturausgleiches sowie auch die sorgfiltige Ent-
|tftung des L.eitungssystemes etc. beachtet,

Die Versuche wurden teils so durchgefthrt, daBl mit geringen
Winkelgeschwindigkeiten begonnen und dann W schrittwelise gesteigert
wurde, teils wurde der umgekehrte Weg beschritten, um eventuelle
Auswirkungen eines Durchstrémungsversuches auf den folgenden er-
kennen zu kdnnen, Solche Auswirkungen waren jedoch nicht feststell-

bar.

Nach dem Ubergang zu einer neuen Winkelgeschwindigkeit wurde
zunidchst (bei sténdig gedfinetem AusfluBventil) die Wassertemperatur
:m Uberlaulbehilter gemessen und in das MeRdatenblatt (Tabelle 11/1;
Beilage V) eingetragen, Mittlerweile hatte sich die Differentialmano-
meteranzeige auf einen konstanten Wert eingespielt, womit der statio-
nire Zustand als erreicht angenommen werden konnte, Nun wurde das
MeRgef&B ruckartig unter den Auslaufstrahl gebracht und gleichzeitig
die Stoppuhr betatigt. Anschliefend wurden die Anzeigen an beiden
Manometerrohren abgelesen und die abgelesenen Werte nach mehr-
maligen Kontrollen in das MeBdatenblatt eingetragen, Nach Ablauf
eines Zeitintervalles von etwa 2 Minuten wurde das MeBgefd vom
Auslauf entfernt, durch gleichzeitige Betatigung der Stoppuhr die ge-
naue Zeit der DurchfluBmessung bestimmt und ebenfalls notiert. Nach
erfolgter Kontrollablesung der Temperatur im MeBgefd wurde fur
die DurchfluBmenge eine Massenbestimmung durch Wagung vorgenom-
men und das Ergebnis im MefRdatenblatt vermerkt, Die Umlaufzeiten
des Rotors wurden fortlaufend durch den Schnellschreiber aufgezeich~
net und in das MefRdaten blatt nach Ablauf einer Versuchsserie tber-
tragen. Das Ende des Durchstromungsversuches und gleichzeitig den
Beginn eines neuen stellte die Messung der Wassertemperatur im
Uberlauibehalter dar.

Die in dieser Weise gewonnenen Daten bildeten die Grundlage fur
die weitere Auswertung.

~Zunichst waren an den Thermometer- und Manometerablesungen

Nullpunktskorrekturen vorzunehmen,

ld
x)Anm.: Geograph.Breite ca, 48°118 nordlich, Durchstrémungs-
richtung ca. 102925' rechtswelsend gegen Nord,
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Im weiteren waren die der gemessenen Temperatur entsprechen-
den Werte fur qie Dichte und die kinematische Z&higkeit zu bestim-—
men; diese wurden ebenfalls in das MeBdatenblatt aufgenommen,

Die eigentliche Auswertung sollte fur j1eden Versuch die dimensions-~
losen GrdBRen Cf w, w- d Q Re @ A und I liefern, Diese Werte wur-
den gemaf

ét: _g_c13Ah w Ll-TI"CI Q = M — @ LI-RG 6Li

vZial ¢ Y T Ve, agvt s ; R o (145)

mit einem Tischrechner berechnet und in die Auswertungsblé‘xtter
(Tab, lll/Z, Beilage V) eingetragen.,

Damit war das aus Uber 600 Versuchen zur Verflgung stehende
Uintersuchungsmaterial so aufbereitet, daf eine zweckmé&Bige Auftragung
und Diskussion modglich war, Die eigentlichen Versuche sowie der
groflite Teil der Auswertung waren Anfang August 1968 abgeschlossen,

4,.) Das experimentell ermitteite Durchfluigesetz und-
~'der Vergleich mit den theoretischen Ergebnissen,

-~

Da sich bei samtlichen Versuchen das dimensionslose Druckge-
talle ¢ gréBer als 3000 ergab, konnte der Einfluffaktor @ fir das
DurchfluBgesetz gemiB der Abschédtzung in Abschnitt 1lI/1 als Funktion
von W'0 betrachtet werden, :

Dem entsprechend wurden in Abb, 8 (Beilage Xlll) MeBpunkte
mit den Koordinaten W-0 und eingetragen, die aus den Auswertungs-
blattern entnommen wurden, .

Die relativ geringe Anzahl der eingéetragenen Mefipunkte erklért
sich daraus, dafB in Abbildung 8 nur ein kleiner Bereich fur w-d dar-
gestellt ist, eben jener, flur den @(LL)CY) aus der Rechnung mit einiger
Genauigkeit bekannt ist, Die Ve rsuchsergebnisse kdnnen ersichtlich
als eine Uberaus gute Bestdtigung der theoretisch gewonnenen Resultate
bezeichnet werden; betrdgt doch die grofite Abweichung eines durch
Messung ermittelten @ ~Wertes vom Rechenwert nur etwa 0,005, und
das auch nur In einem einzigen Falle. Im allgemeinen liegen dIGSe Ab -
weichungen bei durchschnittlich 1,5 /oo . In Hinblick auf die bei den
hier dargestellten Versuchen auftr'etenden klelnen Druckhdhenunter-
schiede erscheinen diese Abweichungen infolge Manometerablesung
mittels L.upe und Schatzung der Druckhdhendifferenzen auf Zehntel-
millimeter erstaunlich gering.

Auch im rechten Teil der Abbildung, wo keine brauchbare rech-
nerische N&herung zur Verfigung steht, gruppieren sich die Mefi—
punkte deutlich langs einer Kurve , fur die ein ungef&hrer Ver-
lauf strichiiert eingezeichnet ist, = '
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Aus den Versuchen stehen Werte des EinfluBfaktors @ fur (.U’é‘
bis etwa 300,000 zur Verflgung. Da eine Fortsetzung der Darstellung
Abb, 8 in dquidistanter Teilung bis zu diesen Werten nicht sinnvoll
erscheint, wurde in Abb., 9 (Beilage XIV)LU-(Sin logarithmischer
Teilung aufgetragen, ,

Diese Abbildung zeigt erstens, dafB der EinfluBfaktor qs auch noch
zwei Zehnerpotenzen Uber den durch die rechnerische Untersuchung
erfallten Bereich hinaus im Rahmen der MeBgenauigkeit nur von dem
Produkt W-d abhéngt und zweitens, daB die MeBpunkte fir 6000 ~ (W
<<300.000 in der gewahlten einfach-logarithmischen Darstellung nahe-
zu auf einer Geraden liegen,

In einem noch etwas grdBeren Bereich (1300 <.L0J<300.000) &8t
sich die MeBpunktverteilung gut durch einen Hyperbelast approXimieren.

Das durch die Experimente gegebene Durchfluigesetz kann in
dieser Weise im Bereich 1300<W0U < 300,000 dargestellt werden als:

@I = 1,3227 - 0,10073.1g(w-d) -
- Vo,o1o146.lgz(w'5) - 0.,065013.I1g(w-d) + 0,10492." (146)

Diese rein empirisch gewonnene Formel mag auch Uber
w'd= 300,000 hinaus glltig sein, darf aber sicher keineswegs auf
beliebig groRe We rte von W0 ausgedehnt werden, da sie dann.zu
negativen Werten von @ und damit des Durchflusses fiihrt., Zweifellos
mufl @ auch fur beliebig groBRe Werte des Argumentes positiv bleiben
und kdnnte hochsiens im Gr‘enzfallWJ:_’QQVer*schwinden.b

Fur 6000< wcf'<3oo.ooo kann statt Gl,.(2) auch die weit einfachere
in Ig (W:0) lineare N&herung ‘ :

@I= 1,6302 - o,19896.lg(w-5) (147)

herangezogen werden,

Beide empirischen Formeln genligen zwar entsprechend ihrem
Aufbau notwendigerweise den mechanischen Ahnlichkeltsgesetzen, sind
aber nur in beschridnkten Bereichen giiltig. Innerhalb dieser Glltig-
keitsbereiche stellten die Auftragungen Abb, 8 und Abb, 9 Uberdies
eine Bestidtigung dieser Ahnlichkeitsgesetze dar, da die eingetragenen
MeBpunkte aus Messungen an Rohren mit vier verschiedenen Durch-
_iessern bei unterschiedlichen Temperaturen gewonnen wurden,



V.) ERGEBNISSE UND FOLGERUNGEN.,

1.) Diskussion der laminaren Rohrdurchstrémung.

Sowohl die durchgeflihrten Experimente als auch die theoretische
Untersuchung, welche in dem von ihr erfaften Bereich gute Uberein-
stimmung mit den Versuchsergebnissen zeigt, kdnnen als Nachweis
des Einflusses der Winkelgeschwindigkeit eines: rotierenden Rohres
auf die Geschwindigkeitsverteilung im L.aminarbereich angesehen
werden,

Weiters konnen die experimentellen Untersuchungen als Bestitigung
des in Abschnitt Il gewonnenen Ahnlichkeitsgesetzes gelten, d.h, es
ist auch als durch Experimente bestédtigt anzusehen, daB die mecha-
nische Ahnlichkeit von stationdren Strémungen durch gleichformig ro-
tierende kreiszy lindrische Rohre dann und nur dann gegeben ist, wenn
diese Stromungen gleiche Werte der korrespondierenden dimensions-
losen Kenngroflen (W und aufweisen.,.

Fir entsprechend grofle Werte des dimensionslosen Druckgefdlles
(d.>3000) hdngen die Geschwindigkeitsverteilung und der den Durch-
fluB charakterisierende Einflufaktor @ im wesentlichen -jedoch nur
mehr vom Produkt (00 ab, Damit besteht die Mobéglichkeit im Bereich

=3000 praktisch mit einer KenngroéBe das Auslangen zu finden, Der
durch Beschré@nkung auf den einen Paramter w-é gemachte Fehler
bleibt in dem erwédhnten Bereich so klein, daB er sich jeder Messung

entzieht,

Die Brauchbarkeit von w-5 als mafBRgebende dimensionslose Kenn-
grofe konnte durch die Experimente weit Uber jenen Bereich hinaus
bestédtigt werden, der der theoretischen Untersuchung zugdnglich war,
Gleichzeitig mit dieser Bestatigung fuhrten die Versuche auf ein em-
pirisches Durchflugesetz, durch welches das aus der Theorie folgende
extrapoliert werden konnte. Beil seiner Anwendung ist insofern Vor-
sicht geboten, als es eine Extrapolation auf beliebig grofle Werte von

W0 nicht zuldst,

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten unter anderem auch cine
Abschétzung jener Effekte, welche durch die Erdrotation bei der
Durchstromung kreiszy lindrischer Rohre im Laminarbereich hervor-
gerufen werden, Dabei zeigt sich, daB nennenswerte Abweichungen
vom Hagen - Poiseuillelschen Gesetz, bzw, der parabolischen Ge-
schwindigkeitsverteilung nur bel Rohren mit relativ groBen Durchmessern
zu erwarten sind, l__aminarstramungen mit gut meBbarem Druckgefille
treten aber in solchen Rohren praktisch nicht auf, da schon beil ge-
ringen Stréomungsgeschwindigkeiten bzw, Druckgefdilen die Stromung
turbulent wird, Dies erklé@rt wohl auch die Tatsache, daB eine Unter-
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suchung des Einflusses der Erdrotation auf laminare Strémungen
bisher durch keinerlei praktische Erfordernisse nahegelegt wurde.
Ganz andere Verhiltnisse liegen jedoch vor, wenn - wie etwa bei
kiinstlich in Drehung versetzten Systemen - gréfere Winkelgeschwin-
digkeiten auftreten. In diesem Falle kann, wie die Versuchsergeb-
nisse zeigen, der Stromungswiderstand im Laminarbereich auf das

Doppelte seines Ruhendwertes anwachsen.

2.) Diskussion der Versuchsergebnisse im turbulenten

Bereich.

Wenngleich die Versuche urspriinglich in erster Linie zur
Verifikation der theoretisch gewonnenen Beziehungen dienen sollten
und die Versuchseinrichtung also dementsprechend fiir eine Unter-
suchung des Laminarbereiches ausgelegt war, so war es doch
naheliegend, im Rahmen des Moglichen einige Durchstrémungsver-
suche im turbulenten Bereich vorzunehmen. Dies geschah eigentlich
nur, um einige qualitative Hinweéise fiir spédtere Untersuchungen zu
erhalten. Das Resultat war mehr als erstaunlich: es ergab sich
iberhaupt kein meBbarer Einfluf der Winkelgeschwindigkeit bzw.
des Parameters ) auf den Stromungswiderstand !

In Abb. 10a (Beilage XV) ist das bekannte Widerstandsgesetz
fir die Durchstrémung des ruhenden, hydraulisch glatten Rohres
dargestellt. Abb. 10b zeigt ein Detail daraus, in welches Mefipunkte
(gewonnen aus Versuchen mit dem 6 mm -Rohr) eingetragen wurden,
die zu den unterschiedlichsten Winkelgeschwindigkeiten (0 bis 9,5
U/Min) gehéren. Die am ruhenden Rohr gewonnenen MefBpunkte
sind durch eigene Kennzeichnung hervorgehoben.

Die Abweichungen der Meflpunkte von der dem Prandt’ schen
Widerstandsgesetz entsprechenden, strichliert eingezeichneten Linie,
sind nur durch die Wahl des Mafistabes der Abb. 10b erkennbar

(vgl. Abb. 10a).

Im vermessenen Bereich der turbulenten Durchstrémung zcigt
sich also, daB die Widerstandszahl A von (’ unabhiingig ist. Es kann
vermutet werden, daB der Parameter & im gesamten turbulenten Be-
reich keinen mefibaren Einflufl auf den Stromungswiderstand besitzt,
Ist diese Vermutung richtig, so liefert sie auch gleichzeitig eine Er-
~ kldrung dafiir, dafl sich in der hydrotechnischen Praxis bis heute

keine Notwendigkeit der Beriicksichtigung der Erdrotation bei der
Dimensionierung von Rohrleitungen ergeben hat, obwohl bei Rohren
mit groBlen Durchmessern w und erst recht w-0 erhebliche Werte
annehmen kann, (Fiir d = 100 cm, (, = 7,29.10-9sec=d, ergibt
sich W = 37,5 ein Wert der etwa das Doppelte des héchsten bei
den Versuchen erreichten Wertes ausmacht !)- :



o T -

3.) Bemerkungen zum Umschlag laminar-turbulent,

Die laminare Strémung kann bekanntlich im Rahmen der Kontinuum-
mechanik als streng stationdr angesehen werden. Die ausgebildete tur-
bulente Strémung ist streng genommen instationdr, kann jedoch nihe-
rungsweise als stationdre Strémung betrachtet werden, wenn man an-
stelle der momentanen Geschwindigkeiten, Driicke etc. deren Mittel-
werte Uber relativ kurze Zeitintervalle heranzieht. Dieser quasi-
stationdre Charakter der ausgebildeten turbulenten Strémung kommt
auch bei den Ablesungen der MefRgerédte (Manometer) zum Ausdruck,
da diese infolge ihrer Tré&gheit stets Mittelwerte bilden und bei turbu-
lenten Stromungen eine relativ ruhige Anzeige liefern.

Beim U'bergang der einen Stromungsform in die andere treten je-
doch Erscheinungen auf, welche eine kontinuummechanische Behand-
lung als quasistationfre Strémung ausschliefen, da zeitlich langperio-
dische Schwankungen des Druckgefédlles auftreten, die als Pulsationen
am Manometer deutlich beobachtbar sind.

Bei der Durchstrémung eines ruhenden Rohres treten diese:
Schwankungen meist bei Reynolds’ schen Zahlen um Re = 2300 auf
[3, 13, 19, 21] .~

Versuche, insbesondere jene von EKMAN [3_] und SCHILLER [21]
haben bekanntlich ergeben, dafl sich die laminare Rohrstrémung
unter Beachtung entsprechender Vorsichtsmafnahmen bis zu
Reynolds’ schen Zahlen weit {iber 2300 aufrecht erhalten 1483t. Hat
jedoch der Umschlag- in die turbulente Stromungsform einmal stattge-
funden, so bleibt die Strémung auch bei Verringerung von Re solange
turbulent bis die sog. 'untere kritische Reynolds’sche Zahl"

| (ReukritN2300) untersthltten wird,

Ein Ubergang von der turbulenten in die laminare Strémungs-
form wurde bei Reynolds’ schen Zahlen, welche wesentlich iiber
Re = 2300 liegen, nach Wissen des Verfassers bisher nicht be-
obachtet. ‘ '

Bei den hier durchgefiihrten Durchstrémungsversuchen am ruhen-
den Rohr konnte ebenfalls keine untere kritische Reynolds’sche Zahl
oberhalb 2300 festgestellt werden.

Um den EinfluB einer Rotation des Rohres auf den Umschlag
der einen Stromungsform in die andere zu erkunden, wurde folgender
Versuch angestellt: -

Am ruhenden Rohr wurde der Durchflufi mittels des Auslafiventils
so einreguliert, dafl am Manometer deutliche Pulsationen zu erkennen
waren, Anschliefend wurde das durchstrémte Rohr in Drehung ver-
setzt und die Winkelgeschwindigkeit stufenweise gesteigert. Bei Er-
reichen einer gewissen Winkelgeschwindigkeit verschwanden die
Pulsationen am Manometer. Damit hatte sich offenkundig unter Ein-
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flug der Rotation des Rohres der laminare oder der turbuiente
Stromungszustand eingestellt, Die nun durchgefihrte DurchfluBmes-
sung gestattete eine eindeutige Entscheidung zugunsten der laminaren
Stromung, obwohl die Reynolds!'sche Zahl bei etwa 3500 lag, Im
Anschluf an die DurchfluBmessung wurde bei unverinderter Stellung
des AuslaBventilles die Winkelgeschwindigkeit wieder stufenweise ver-
ringert, wobei noch vor Erreichen des Ruhezustandes die Pulsationen

am Manometer erneut auftraten,

Wiederholungen dieses VVersuches zeigten qualitativ stets das
gleiche Ergebnis, Quantitative Angaben Uber Re| kprijt 2ZU machen ist
nicht nur der relativ geringen Anzahl der Versuche wegen, sondern
auch wegen der durch die Pulsationen bedingten ungenauen Manometer—

ablesungen schwer mdglich,

Dennoch weisen diese Versuche darauf hin, daf die Rotation des
Rohr‘es - entgegen einer von BENTON [1] ausgesprochenen Ver-
mutung - auf die laminare Stromungsform einen stabilisierenden Ein-
flug auslbt, der sich in einer Erh8hung der unteren kritischen
Reynolds!'schen Zah! manifestiert,

4,) Hinweise fur ergidnzende Untersuchungen und Anwendungen,

Die bisher durchgeflihrten Untersuchungen erfassen trotz der
groBen Anzahl der Versuche naturgemdaf nur einen beschrinkten
Bereich der dimensionslosen Kenngréfien W und .

Eine Ausdehnung der Experimente mit dem Ziel einer moglichst
vollstdndigen Uberdeckung jenes Bereiches der w,d.-—Ebene, in

welchem die laminare Stromungsform beobachtet werden kann, ware

sicherlich von Nutzen, Vor allem wéare in diesem Zusammenhang

von Interesse, was sich flir extrem grofie Werte von tw bei relativ
kleinem Druckgefélle (f zeigt, und zwar nicht nur hinsichtlich der
DurchfluBbeziehung sondern auch bezlglich der Geschwindigkeitsver-
teilung. Wenn auch der laminaren Stromung in Hinblick auf tech-
nische Anwendungen nur relativ wenig Bedeutung zukommt, so
konnten diese Untersuchungen dennoch in anderer Hinsicht wertvoll
sein, '

So ist bislang noch nicht hinreichend bekannt, welche Auswirkun-
gen rasche Rotationen auf den menschlichen Bilutkreislauf zeigen,
Wenn auch in diesem Falle die in der vorliegenden Arbeit gemachten
Voraussetzungen sicher nicht erflllt sind, so kdnnten durch die er-
wéhnten Untersuchungen immerhin sehr weitreichende qualitative Voraus-
sagen Uber unter gegebenen Bedingungen zu erwartende Kreislaufbe-
lastungen gemacht werden., Die bei den Ve rsuchen festgestellté Er-
héhung des Stromungswiderstandes bis zum etwa zweifachen



- 49

des nach Hagen - Poiseuille zu erwartenden Wertes kann jedenfalls

auch in diesem Zusammenhang AnlaB zu vielfaltigen Uber‘legungen
geben,

Flr technische Belange ist vor allem das Widerstandsgesetz der
turbulenten Stromung von Bedeutung, Die durch die Experimente in
einem kleinen Bereich Reynolds!scher Zahlen nachgewiesene Unab-
hé&ngigkeit des Stromungswiderstandes von der Winkelgeschwindigkeit
gibt AnlaB zu der Vermutung, daB der Strdmungswiderstand ganz ,
allgemein im turbulenten Bereich nicht von W abhangt, Die Bestiti~
gung oder Widerlegung einer derartigen Hypothese kdnnte fur die
Dimensionierung von Rohrleitingen in rotierenden Systemen durchaus
von Bedeutung sein,

Auch in theoretischer Hinsicht kann die festgestellte Unempfind-
lichkeit de; Stromungswiderstandes gegen Rotationen im turbulenten
Bereich einige Hinweise flir weitere Forschungen geben, Zunichst
wére dieses Ergebnis mit der Grenzschichttheorie in Einklang zu
bringen bzw, eine grenzschichttheoretische HHerleitung anzustreben,
Dazu wére als experimentelle Vorarbeit unter anderem eine genaue
Vermessung der turbulenten Geschwindigkeitsvérteilung in rotierenden
Rohren von Interesse,

Hinsichtlich des Uberganges des laminaren Strémungszustandes
in den turbulenten bzw,., umgekehrt sind noch viele Fragen offen,
Bekanntlich gibt es einen gewissen Bereich Reynoldslscher Zahlen,
in welchem sowohl die laminare als auch die turbulente Stromung
existieren kann, Hier erhebt sich zun&chst die Frage, ob und in
welcher Weise dieser Bereich von der dimensionslosen Kenngrdfe W
abhdngt, Die im vorigen FPunkt geschilderten qualitativen Beobachtungen
bedlrfen noch einer Ergdnzung durch systematische Untersuchungen
um zu gesicherten quantitativen Aussagen kommen zu kdnnen, Im
Rahmen dieser Untersuchungen wére besonderes Augenmerk der
Frage zuzuwenden, was sich ereignet, wenn im Bereich Re = 2300
und grdBer infolge entsprechend groBer Werte von () der Stromungs-
widerstand der L.aminarstréomung grdBer ausfilit als jener, der bei
turbulenter Stromung fUr das ruhende Rohr zu erwarten ist.

Eine eingehende experimentelle Untersuchung dieses Fragenkom-
plexes ist flir die ndchste Zukunft geplant,
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Vi.) ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurde eine theoretische und experi-
mentelle Untersuchung der stationdren Stromung NEWTON!scher
Flussigkeiten durch gleichférmig rotierende zylindrische Rohre vor-
genommen.

Die theoretische Behandlung fihrte auf ein Ahnlichkeitsgesetz,
welches zwel dimensionslose Kenngréfien W ("DREHUNGSPARA -
METER!") und d ("DRUCKGEFALLE") enthilt, Letztere stehen
in engem Zusammenhang mit den in der Hydromechanik und der
Meteorologie wohlbekannten Kenngréfien Re (REYNOLDS-ZAHL.)
und Ro (ROSSBY"ZAHL)- Ein Potenzreihenansatz in W ermdg-
lichte - wenigstens in einem gewissen Bereich - die L.osung der
Bewegungsdifferentialgleichungen und damit die Berechnung eines
DurchfluBgesetzes fur die laminare Stromung.

Die numerische Durchfihrung der Reihenentwicklung bis zur
6. bzw. 10, Nadherung erforderte umfangreiche Rechnungen, welche
zum groBen Teil auf der Re chenanlage der Hochschule durchgefiihrt
werden konnten., Fir kleine Werte des dimensionslosen Druckgefalles
konnte die Entwicklung sogar bis zur 16, Néaherung gefuhrt wer-
den, :

Die Berechnungen ergaben einen Einfluf der Rotation des Rohres
auf die Geschwindigkeitsverteilung, welcher durch das Auitreten einer -
beim ruhenden Rohr nicht vorhandenen Querstrdmung und eine Ver-

schiebung des Maximums der Achsialgeschwindigkeit von der Rohr-
mitte weg charakterisiert wird,

Das DurchfluBgesetz konnte in einer Form dargestellt werden,

. welche sich von jener des HAGEN-POISEUILLE'schen Gesetzes

nur durch das Auftreten eines TEINFLUSZFAKTORS! unterscheidet.
Dieser EinfluBfaktor ist beim rotierenden Rohr (L\)*O)stets kleiner als
eins, dsh. der Strémungswiderstand ist gegeniiber dem aus dem

' Hagen-Poiseuille‘schen Gesetz folgenden erhoht.

Fiur groBle Werte von Cg erwies sich @ auf Grund der theoretischen
und numerischen Lintersuchung als im wesentlichen nur vom Produkt.
wd abhingig. Dieser Umstand erleichterte wesentlich die graphische
Darstellung sowohl! der berechneten als auch der aus den Versuchen
folgenden Ergebnisse fir das DurchfluBgesetz,

Die an einer zu diesem Zweck eigens konstruierten VVersuchsan-
'Iage durchgefﬂhr‘ten Durchstromungsversuche am rotierenden Rohr er-
gaben zunachst - im Rahmen der MefBgenauigkeit - die erwartete Be-
stitigung der aus der Theorie folgenden DurchiiuBbeziehung. Dariber
hinaus konnte durch die Versuche welche sich Uber einige Zehner-
potenzen von wd erstreckten, ein empirisches Durchflufgesetz auch
fur solche Bereiche der laminaren Strémung aufgestellt werden,



welche durch die Rechnung nicht erfat wurden. So wurden Stromungs-—
widerstédnde festgestellt, welche etwa das Doppelte der nach kagen -
Poiseuille berechneten betrugen,

Bezliglich des Umschlages von der laminaren 'Strémungsfor*m in
die turbulente vice versa gaben die Versuche Anlafl zu der Vermu-
tung, daB die Rotation des Rohres im Bereich um die kritische ’
Rey nolds!sche Zahl eine Stabilisierung des laminaren Strémungszu-
standes bewirkt, was je nach dem Wert von W in einer Erhdhung
der unteren kritischen Reynolds!schen Zahl bis auf etwa Re .= 3500

u krit
zum Ausdruck kam,

FiUr die ausgebildete turbulente Stromung folgt aus den Versuchen,
daB der Stromungswiderstand im Gegensatz zu den Beobachtungser-
gebnissen bei der L.aminarstrdmung zumindest im untersuchten Be-
reich von der Winkelgeschwindigkeit des Rohres unabhangig wird,

In der Diskussion der Ergebnisse wurden Anwendungsmoglich-
keiten aufgezeigt und Hinweise flr eine Weiterflhrung der Untersuchun-

gen gegeben,
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1/1,) Tabelle der Koeffizienten fur die Polynome

d ¥ =0 und n =
fn,k,l un wn"ilI fUr n und n 1
Wooo
> 4+ 0,2500000000
2 0,2500000000
2 3
i”1 . 10 , w111 . 10
1
! - 0,2604166666 , - r - 0,0813802083
3
A 0,5208333333 r + 0,1627604167
5
o 0,2604166666 r - 0,1085069444
7

r’° .+ 0,0271267361



6
. 1
222 °

+ 0,2401846427
—~ 0,5086263021
+ 0,2825701678

——— —

- 0,0141285084

3
Wo00 10

- 0,2170138888
+ 0,6510416666
- 0,6510416666
+ 0,2170138888

\jZ.) Tabelle der Koeffizienten fur die Polynome

{ und w
n

n,k,|

2

3
Wogo * 10

—— ——

~ 0,2712673611
+ 0,4340277777
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0,0529819065
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Werte der dynamischen Zahigkeit fir Wasser
nach den Angaben in LANDOLT-BURNSTEIN; Bd.IY, 1.Teil, 4. Auflg. S.613

(Inferpalation 4. Grades gemdB:  x 102 = 0,017083 (%) - 0,023583 (#)’+ 0187916 @
-0,611916 (%) +1,792 zufolge : & (s-0°c) = 0,01792; u ($=10°C) * 0,01307 ;
A 8-20°0)= 0,00002;  f(3=30°c) = L00737; A (8=yoec)* 0,00653 gem ~1g-1)

[:’é] [z‘:m"_,’g_f]& ax? | & | axto? | 8| ax0® [ S| axw0? |8 | wxio?
101] 1,302 |126] 1,243 |151| 1,1350 (176 1,0637 |201) 0,9996 |226| 09474
2| 12995 | 7| t2110 | ,2| 11320 | 7| 1,0610 | 2| 0,9971 | 7| 09392
3| 1,2057 | 8| 1,2007 | 3| 1,1290 | 8| 1,058% | 3| 0,997 | 8| 0,9370
g 12920 | 9| 12003 | 4| 11260 | 9| 10557 | 4| 09923 | 3| 09348
| 5| 12883 130 1,2010 | ,5| 11230 |180| 1,0530 | 5| 09899 |230| 0,9326
6| 1,280 | 1| 19977 | 6| 11201 | ,1| 10504 | 6| 0,9875 | 1| 0,930
71 1,2809 | ,2| 1,945 | 7| 11172 | ,2| 10477 | ,7| 09851 | ,2| 0,9282
8| 12773 | 3| 1,1912 | 8| 1,112 | 3| 1,0457 | 8| 0.9627 | ,3| 0,9260
91 12737 | 4| 1,1880 | 9| 1,113 | 4| 1,0425 | 9| 09803 | 4| 0,9233
10| 12700 | 5] 1,9847 |16,0) 1,084 | .5 10399 |210] 09780 | 5| 0,921
1| 1266y | 6| 11815 | 1| 11086 | 6| 10373 | ,1| 0,976 | 6| 0,919
2| 12629 | 7| 11783 | 2| 11027 | 7| 10947 | 2| 09733 | 7| 0,917
3| 1,2693 | .8| 1,751 | 3| 1,099 | 8| 10321 | 3| 09709 | 8| 0.9153
4| 12557 | 9| 11720 | | 10970 | 9] 1,096 | 4| 09585 | 9] 09132
5| 1,2522 |mo| 1,1688 | 5| 1,0941 190] 10270 | ,5| 09663 |240] 0,911
6| 12087 | 1| 11657 | 6| 10913 | 1| v0245 | 6| 0,96%0 | 1| 89090
7| 12452 | ,2| 1,1625 | ,7| 1,0885 | ,2| 1,0219 | ,7| 09617 | ,2| 0,9063
8| 1,207 | 3| 11594 | 8| 10857 | 3| 1009 | 8] 09594 |,3| 09048
9| 12382 | 4| 11563 | 3] 10823 | ¥| 1,0069 | 9| 09571 | 4| 0,9027
120\ 1,2348 | 5| 1,532 (170 1,0802 | ,5| 1,0144 (220 0,9548 | ,5| 0.9007
A1 12313 | 6 11501 | 1] 1077 | 6| rom9 | 1] 0.9526 | 6| 08986
2| 2209 | 7| s | 2| rome | 7| yo0sw | 2| 09503 | 7| 0sses
3| 1200 | 8| 1ovwo | 3| 1,079 | 8| 10069 | 3| 0,9481 | 8| 0.69%5
| 221 | 8| 1rwr0 | u| s0692 | 8| no0us | 4] 09458 | 9| 0652
125] 1.2177 1150 1,1380 |175] 1,0665 |200] 1,0020 |22 0.9436 |250| 0,890




Versuchsreihe : 6 Datum: 4.6.1968 _  NW= 4mm  g= 0,20215cm  Blaft: 7/8 .
Ifd. 3cf= ® = Q- Re - g - - S

R I BCLIN I B o VE O I
187 | 5542 0 0 2181,0 1388 | 1,002066 | 46626 | 004600 |"a9en: Paiseuile
188 | 5542 0 0 2179,6 1388 | 1,00148% | 46597 | 004606 | — 1 —
189 | 5992 060431 | 3621 2168,7 1381 | 0,921628 | %4589 | 005030 |Laminarstrimung
90| 6022 0,64191 | 3866 2163,9 1378 | 0915059 | 44381 | oos077 | — o+ —
91| 6030 0,67976 | 4099 2160,2 1375 | 0912256 | 44275 | 005101 | — 1 —
192 6110 077050 | 4708 21540 1371 | 0,897663 | 43856 | go5199 | — 0 —
93| 6178 088405 | 5461 2154,7 1372 | 0,888156 | 43630 | 005253 | — »© —
199 | 6271 1,00091 | 6277 2151,7 1370 | 0873683 | 43243 | 005348 | — » —
195 | 6317 1,10100 5955 2146,0 1366 | 0,865032 | 42971 | 005416 | — « —
196 | 6381 1,20781 7707 2145,6 1366 | 0,856206 | 42748 | 005472 | — o+ —
197 | 6488 143307 | 9298 2137, 1 1361 | 0838809 | %2228 | qoseos | — o+ —
198 6678 7',838‘/5 12276 21355 1359 0,814370 4,1592 005781 —_— .
199 | 6580 159855 | 10519 | 21370 1360 | 0,826999 | #1928 | 005688 | — + —
200| 5500 0 0 21646 | 1378 | 1002222 | 46454 | 004634 |Hagen:Poiseuille

2/1I q&l

Jejgsbunjaamsny

-A-



Versuchsreihe : . G :
he: 6. Datum: 161568 NW-=4mm  g=0,20265cm Blatt: 7/A
Ifd. | & | hy[em] A
Nr. | £°CI| hy rom c9~3 t Moo | Abyg, |k v <
: rleml} [gem=] | [s] } [9] [s] | [em] | [°C]|[cm?s-7] Anmerkung
615 535
167 510|512 0358095 | 120°% | 588 oo | 8425 |16°025| 070110981 Hagen - Paiseuille - Test
168 #29 1 998100 | 120 :
N T 1203 | 587°5 | oo | 8435 | 1500 | 00111051 — u —
3°60 . .
189 -~ 0°998102 | 120°15 | 584 76°5 | 97125 | 1599 | 070111080 Laminarstramung
358 . .
190 -~ 0998104 | 12595 | 611 72 9175 | 1598 | 0°0111109 —_— o —
356 | .. _
1 woal e 0°998103 | 120% | 583 68 | 9185 | 15985 o-prr1094 o —
| 359 , ]
" 15091570 0°998102 | 12035 | 581 60 | 9305 |1599 | oon1080 — oy —
3°61 ] _ '
193 o 578 0°998101 | 12095 58y 52'3 9405 15°995 | 00111065 . —
365 ) .
i 1610 |28 0998100 | 12155 | 586 | 462 | 9545 | 16700 | 00171051 o —
368 ] ]
193 . ) 0°998100 | 1200 | 577 42 9615 | 16700 | 00111051 — o —
3°69 ) ]
156 P T 0998097 | 1209 | 581 | 383 | 97705 | 165015 | 00111009 — a —
372 .
57 515|512 0°998032 | 1202 | 575 323 | 9855 |1560% | 00110940 — o —
380 ) _
138 T 0998085 | 1204 | 575 2572 | 10°125 | 16075 | 070110842 —_— o —
370 ) _
199 ol E% 0998080 | 1206 | 578 290 | 9965 {1610 | 00110773 — o —
2°91 . .
200 s 0998078 | 12095 | 585 oo | 8325 | 1611 | 00110745 Hagen - Poiseuille-Test

Anmerkung: ahyo. = hythe #0015 cm; Sy pops = by, - 071°C

Jejquajepyap <1 /I "qe;



Versuchsreihe : G .. Datum: 461958  NW= 4mm  a= 0,2026cm  Blaft: 7/8
Ifd. 3J= W = q- Re = - T;—— Sy

| S | S wd | i | A | e (YRR g | Anmenkens
87 | 5542 0 0 2181,0 1388 | 1002066 | 46626 | 004600 ”393",‘8’;‘;’36’”/’9
188 | 5542 0 0 2179,6 1388 | 100184 | 46597 | oous06 | — 0 —
189 | 5992 060431 | 3621 2168.7 1381 | 0,921628 | 44589 | 0,05030 |Laminarstrimung
10 | 6022 0,64191 | 3866 2163,9 1378 | 0,915059 | #4381 | 005077 | — o+ —
91| 6030 0,67976 | 4099 2160,2 1375 | 0,912256 | 44275 | aos101 | — o+ —
92| 6110 0,77050 | 4708 21540 1371 | 0,897663 | %3856 | qos199 | — + —
93| 6178 088405 | 5461 2154,7 1372 | 0,888156 | %3630 | 005253 | — « —
o0 | 6271 1,00091 | 6277 2151,7 1370 | 0873683 | 43243 | gos34g | — i+ —
195 | 6317 1,10100 6955 2146,0 1366 | 0,865032 | #2971 | 005416 | — o —
196 | 6381 1,20781 7707 2145,6 1366 | 0,856206 | 42748 | o542 | — « —
197 | 6488 143307 | 9298 2137, 1 1361 | 0838809 | %2228 | ogose08 | — « —
198 | 6678 183845 | 12276 | 21355 1359 | 0814370 | #1592 | qosvgr | — o« —
99 | 6580 159855 | 10519 | 2137,0 1360 | 0,826999 | #1928 | 005688 | — + —
20| 5500 ! 0 21646 | 1378 | 1,002222 | 46454 | o,0463y |Hagen: Poiseuille
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Abb. 1: E/nflu/ifakfar é
in Abhangigkeit von w und d‘
(Niveauschnitte)
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Abb. 22
_ Stromlinien" der Querstramung in 0. N3herung
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Abb. 2b

" Stromlinien” der Querstromung in 10. Ndherung
fiir 6=1000 und w = 1,5.




Abb. 3a

Isofachen der Achsialgeschwindigkeif in 0. Naherung
(Parabolische Geschwindigkeitsyerteilung)
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Abb. 3b

Isofachen der Achsialgeschwindigkeit in 10. Naherung
fiir 6=1000 und w = 1,5.
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Abb. Y a: Verteilung der Achsialgesch windigkeil
in der x,z - Ebene;
0. 2,4. und 10. Naherung
(4= 1000, w=15)
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Abb. %b: Verteilung der Achsialgeschwindigkeit
in der y,z - Ebene;
0.,2.,4 und 10. Naherung
(6=1000, &=15)
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Abb. 6: EinfluBfaktor ¢ (w) fiird'< 25 in

0. bis 16. Naherung
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Die Versuchsanlage zur experimentellen
Untersuchung der Stromung durch ein
rotierendes, kreiszylindrisches Rohr.
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Abb. 7a: Rofationsgerdt zur Messung des Rohrstromungs -
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widerstandes ; Frantalansicht.

Zeichenerkldrung :

Ausserer Profilstahirahmen ; Stator

Innerer, drehbahrer Rahmen . Rotor
Rohrauflage

Versuchsrohr

Flissigkeitsbehalter
Zulejtungsschlauch
Ableitungsschlauch

Achsiale Rohrdurchfiihrung

Ventil zur Durchflufiregelung
Mefigefali fir die DurchfluBmenge
Differentialmanometer
Druckabnahmesonde
Druckabnahmesonade
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Mefstrecke 100 cm
Ent-und Beliffungshahn
Gleichstrommator
Zahnradvorgelege
Keilriemenantrieb
Antriebswelle
Schneckengetriebe
Impulsgeber
Uber/aufbehalter
Prazisionshalkenwaage
Spezialthermometer

- X0 -

Abb. 7 b: Rotationsgerdt zur Messung des
Rohrstrémungswiderstandes ;
Schragansichl .

Ahb. 7¢: Prazisionshalkenwaage zur
Bestimmung der Durchflulimengen,
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Abb. 8: Einflufaktor & (w-&) fiir & > 3000
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Abb. 9: Einflulifaktor ¢ (e -d) fir & > 3000
Naherungskurven und Mefpunkte
070 fir 100 <w & < 400.000
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Abb. 10 2 : Widerstandsgeseiz fiir die Durchstromung des
ruhenden, hydraulisch glatten Rohres fiir 10°<Re < 167
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@ Prandfl -v. Karmdn ( turbulent, hydr. glatt)
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