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0 Notationshinweise

Wir vereinbaren hier einige im Folgenden verwendete Notationen:

R Menge der reellen Zahlen

R" Menge der n-tupeln reeller Zahlen

R* (0, ), Menge der positiven reellen Zahlen

RY [0, 00), Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
(RM)? (0,00)x(0,00) = {(x,y):0 < x < 00,0 <y < o0}
(R{)? [0, 0)x[0,0) = {(x,y):0 < x < 0,0 < y < 0}
dx — 4 Ableitung von x nach t

dt

af _ £ f ist Funktion von x, f' die Ableitung von f nach x
dx

Tabelle 1: Notationshinweise




1 Einleitung

Heutzutage wachst das Bewusstsein iber den Einfluss des Menschen auf die
Natur immer stirker. Die Problematik der Uberfischung in der Nordsee oder im
Mittelmeer, der Raubbau und die Zerstérung von Urwald-Gebieten,
Naturkatastrophen, die durch Menschen ausgelost werden, wie zum Beispiel die
Olkatastrophe im Golf von Mexiko, sind Probleme, deren Lésung immer dringender
wird. Um diese Okosysteme wieder aufzubauen, ist es wichtig, ein Verstiandnis fiir die
Wirkungsweisen dieser Systeme zu bekommen. Die mathematische Okologie
beschaftigt sich schon seit geraumer Zeit mit der Modellierung verschiedener Systeme
und Wechselwirkungen, die in der Natur vorkommen. Dabei werden drei verschiedene
Teilgebiete der Okologie unterschieden:

e Physiologische Okologie: Die Physiologische Okologie untersucht die
Wechselwirkungen zwischen einzelnen Individuen und ihrer Umwelt,
also wie sich Anderungen von zum Beispiel Nahrungsvorkommen oder
Temperatur auf Individuen einer Spezies auswirken.

e Populationsokologie: Die Populationsékologie beschaftigt sich mit
gesamten Populationen in einem Lebensraum und deren Entwicklung
und mit den Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Populationen.

e Okosystemforschung: Hier werden ganze Okosysteme untersucht wie
Seen, Wailder, Gebirge. Hierin enthalten ist auch das Studium der
gesamten Biosphare.

Trotz der Fortschritte, die bisher erzielt wurden, und der leistungsstarken Computer ist
es bis heute hochstens ein Wunschtraum, detaillierte Modelle aufzustellen, die alle
Komponenten berlicksichtigen. Trotzdem kénnen auch vereinfachte Modelle wertvolle
Einsichten Uber die Prozesse der Natur liefern und bieten gerade aufgrund ihrer
Einfachheit Moglichkeiten, grundlegende Wechselwirkungen zu simulieren und zu
verstehen.

Im ersten Teil der Arbeit werden wir uns mit der Modellierung vom Wachstum
einzelner, isolierter Populationen beschaftigen. Dabei soll die logistische
Differentialgleichung  aufgestellt, analysiert und modifiziert werden, um
Wachstumsprozesse zu beschreiben.



Im zweiten Teil der Arbeit wird die Interaktion zwischen zwei verschiedenen Spezies

untersucht. Dabei werden verschiedene Arten der Interaktion unterschieden, die auch

auf verschiedene Arten behandelt werden.

Rauber-Beute-Verhaltnis: Eine Art dient der anderen als Nahrungsquelle.
Naheliegende Beispiele sind Fleischfresser und Pflanzenfresser. Allerdings kann
man das Rauber-Beute-Verhaltnis auch auffassen als Wirt-Parasit-System, denn
auch hier profitiert eine Spezies von der anderen, die dadurch schlechter
gestellt ist.

Konkurrenz: Beide Spezies konkurrieren um eine gemeinsame Ressource.
Ressourcen kdnnen dabei verschiedene Dinge sein: Nahrungsquellen oder auch
Platzangebot in einem Lebensraum. Genauso vielfdltig kénnen auch die
Konkurrenz-Situationen sein, ob das nun verschiedene Raubtiere sind, die um
die gleichen Beutetiere konkurrieren, oder Pflanzen, die um das Licht der Sonne
konkurrieren.

Symbiose: Beide Spezies profitieren voneinander. Ein gutes Beispiel hierfiir sind
Pflanzen und ihre Bestduber. Die Bestauber (Bienen, Schmetterlinge etc.)
haben durch die Pflanzen eine Nahrungsquelle (Nektar), wahrend die Pflanzen
sich dank der Bestdauber vermehren und fortpflanzen kénnen.

Im abschlieenden Schlusswort wird kurz auf Anwendungen der o6kologischen

Erkenntnisse eingegangen.

2 Wachstumsmodell und logistische
Differentialgleichung

Eines der grundlegendsten Modelle beschaftigt sich mit dem Wachstum der GroRe

einer Population x,, Uber die Zeit, wir suchen also eine GesetzmaRigkeit, nach der sich

X, entwickelt. Um dies zu modellieren, beginnen wir mit zwei sehr vereinfachenden

Annahmen, namlich, dass das Wachstum von einer Generation zur nachsten konstant

bleibt und dass wir getrennte Generationen betrachten. Dann lasst sich das

Bevolkerungswachstum folgendermalfien beschreiben:

Xn+1 = TXp.



Daraus folgt, wenn man die GrolRe x, einer bestimmten Basis-Generation kennt, dass
die PopulationsgrofRe in der n-ten Generation x,, = r™x, betragt. Man erkennt sofort,
dass diese Population fiir r > 1 exponentiell ins Unendliche anwachsen wird, wahrend
sie fir r <1 aussterben wird. Natirlich ist es unsinnig, anzunehmen, dass eine
Population unendlich groR werden kann, doch bevor wir dieses Problem angehen,
wollen wir zuerst diese Gleichung fiir einen kontinuierlichen Generationenwechsel
umformulieren. Wenn die Generationen nicht getrennt sind, kann man die GrofRe der
Population zum Zeitpunkt t als x(t) beschreiben. Dann ist x(t + At) — x(t) der
Zuwachs der Population in der Zeit At. Der Grenzwert

oy x(E+A) —x(D)
1) = Al%r_)no At

beschreibt die Wachstumsgeschwindigkeit der Population zum Zeitpunkt t. Die GroRRe §

ist die Wachstumsrate und beschreibt den mittleren Anteil, den ein Individuum zum
Bevolkerungswachstum pro Zeiteinheit beitragt. Wenn wir nun die Wachstumsrate
umformen und weiterhin annehmen, dass das Bevoélkerungswachstum konstant r ist,
kommen wir auf folgende Gleichungen:

a'c_ldx_d(l )= (o

x xdt dt - oB” = (logx)
X=rx

Also folgt: (logx) = 7.

Durch Integration bekommen wir: logx(t) = rt + log x(0)
und durch weiteres Umformen: x(t) = x(0)e,

also, wie schon im Fall der getrennten Generationen, bekommen wir im Falle vom
kontinuierlichen Generationenwechsel ein exponentielles Wachstum. Obwohl also
anfangs mit diskretem Generationenwechsel eine grobe Einschrankung verglichen zur
Realitdt angenommen wurde, erkennen wir, dass bei gleicher Modellierung auch im
kontinuierlichen Fall ein dhnliches Ergebnis fiir das Bevolkerungswachstum auftritt.

Allerdings bleibt das Problem des unbeschrankten Wachstums noch bestehen. Es ist
zwar einleuchtend, dass ein Wachstum wie eben beschrieben unter optimalen
Umstdanden (Platzangebot, Nahrungsangebot, also optimale Versorgung fir die
Population ohne Rauber) moglich ist, allerdings gibt es irgendwann natirliche Grenzen,



die so ein Wachstum stoppen werden. Diese Grenze ist abhdngig von der
PopulationsgrofRe. Wenn wir diese Grenze in unser Modell einbauen, erhalten wir bei
linearer Abnahme der Ressourcen folgende, die sogenannte logistische,
Differentialgleichung

5c=rx(1—%),

wobei 7, K > 0 sind. K kann dabei betrachtet werden als die Grenze, die der
Lebensraum der Population vom Wachstum her setzt. Das Gleichgewicht, bei dem die

Bevolkerung weder zunimmt noch abnimmt, also wo x = rx (1 —%) = 0 gilt, ist bei

x =0 oder bei x =K. Dass die Bevblkerung nicht wachsen kann, wenn keine
Bevolkerung da ist, ist trivial. Die BevolkerungsgroRe andert sich aber auch nicht bei
x = K. Sollte die GroRRe der urspriinglichen Bevélkerung xy > K sein, sinkt die Grofl3e
der Population, fir x5 < K steigt sie. Asymptotisch stellt sich also K als
Gleichgewichtspunkt ein. Fir dieses einfache Modell kann sogar eine explizite Lésung
angegeben werden. Durch Trennung der Variablen erhalten wir

dt 1 1 1+ 1
dx_rx(l_%)_r(x K—x

und nach Integration

X
K—x

t()—jll+1 d—11| |+ t
x) = r(x K—x) x—rog const.

Daraus bekommt man die L6sung

Kx(0)e™

x(6) = K+ x(0)(e™ — 1)

Die Losungskurven sind in Abbildung 1 dargestellt.



X(t)

Abbildung 1: Logisches Wachstum mit verschiedenen Startwerten

Dabei stellt die blaue Kurve die Lésung mit einem Startwert lGber K dar, die schwarze
Linie K, die grine Linie die Losung mit einem Startwert zwischen K und dem

K . o . K

Wendepunkt > und die rote Kurve die Losung mit einem Startwert unterhalb von >

Man erkennt, dass fiir Werte die noch weit von K entfernt sind, also fiir alle Startwerte
. . . K N

X, die kleiner sind als der Wendepunkt > das Wachstum fast exponentiell ist, was

unserem ersten Modell entsprechen wiirde. In der Nahe der Kapazitatsgrenze K des
Lebensraums der Population nadhert sich die PopulationsgroBe asymptotisch dem

. . K .
Grenzwert an. Fir Startwerte zwischen K und 5 sieht man, dass der Wendepunkt der

Losung, die fur Startwerte unter > auftritt, nicht vorhanden ist. Dieses

Wachstumsgesetz von Verhulst ist heute weitgehend akzeptiert (siehe Prif, S.3). Es ist
insbesondere deshalb sehr beliebt, weil es mit zwei Parametern auskommt. Diese
haben eine eindeutige Bedeutung und kénnen sich aus Messungen leicht bestimmen
lassen, da die Lésungen des Modells explizit bekannt sind.

Man kann solche Wachstumsmodelle auch allgemeiner betrachten, indem man statt
x=xr(l-— %) allgemeiner Wachstumsgesetze der Art x = xg(x) betrachtet, wobei

g(x) folgenden Bedingungen genligen muss:

e gistlokal Lipschitz
e g(x)>0furx € (0,K)
e gx)<O0fiurx € (K,»)

Wachstumsgesetze dieser Art heiBen verallgemeinert logistisch. Abbildung 2 zeigt ein
Beispiel fir ein solches Wachstumsgesetz mit Kapazitat K = 1. Unter der
Kapazitatsgrenze ist das Wachstum positiv, sobald die PopulationsgrofRe die Kapazitat



Uberschreitet, ist das Wachstum negativ. Nun stellt sich natirlich die Frage, ob solche
Systeme auch eine Losung haben. Der Satz von Picard-Lindelof garantiert uns fir die
Differentialgleichung x = g(x)x Losungen auf einem maximalen Existenzintervall und,
da die Funktion g(x) nur K als positive Nullstelle hat, ist dies auch der Grenzwert,
gegen den die Losungsfunktion x(t) strebt, falls x(0) > 0.

Abbildung 2: Wachstumsfunktion g(x)

Im Allgemeinen wird der Fall, dass xy > K ist, eher selten auftreten, auler wenn
externe Faktoren dafiir sorgen, dass die Kapazitdt des Lebensraums reduziert wird.
Daher ist der Fall x; < K interessanter. Fiir diesen Fall kdnnen wir eine Modifikation
vornehmen, die berlcksichtigt, dass Populationen, deren GréRe unterhalb einer
kritischen Grenze L fallt, aussterben werden. Das kann daran liegen, dass
fortpflanzungsfahige Individuen sich nicht finden oder die zu kleine Gruppe eine leichte
Beute fur Rauber ist. Um dies zu modellieren, sei die Wachstumsfunktion g so gewahlt,
dass folgende Bedingungen zutreffen:

e gist lokal Lipschitz

e gx)<Ofurx €(0,L)

e gx)>0firx € (LK)
o gx)<O0fiurx € (K, )

Ein Beispiel flr eine solche Funktion ist leicht gefunden: g(x) = r(x — L)(K — x). List
hier ein weiteres Gleichgewicht, allerdings ein instabiles. Kleine Abweichungen von L
lassen die Populationsgrofle entweder absinken bis zum Aussterben der Population



oder ansteigen bis zum stabilen Gleichgewicht K. Ein typischer Verlauf fiir so eine
Wachstumsfunktion wird in Abbildung 3 dargestellt.

Abbildung 3: Modifizierte Wachstumsfunktion g(x)

3 Rauber-Beute-Modell

Einzelne Populationen zu betrachten, ist sehr angenehm, da es eine starke
Vereinfachung ist. In der Realitat kommt es allerdings dulRerst selten vor, dass in einem
Lebensraum nur eine einzelne Spezies existiert. Um die Komplexitat zu vermeiden, die
Wechselwirkungen zwischen allen Arten eines Lebensraums zu modellieren, wird
vorerst nur die Wechselwirkung zwischen zwei Spezies untersucht. Wir wollen
beginnen mit der Betrachtung von Rauber-Beute-Modellen. Beispiele fiir solche
Interaktionen zwischen zwei Spezies gibt es genug in der Natur.

3.1 Ein einfaches System: Das Lotka-Volterra-Modell

Rduber-Beute-Systeme wurden schon in den frithen 1920er Jahren durch Lotka und
Volterra untersucht. Volterra untersuchte dieses System aufgrund der Frage, wieso
nach dem Ersten Weltkrieg, in dem der Fischfang in der Adria kaum betrieben wurde,
der Anteil der Raubfische in der Adria deutlich héher war als vor dem Weltkrieg. Er
nahm daraufhin an, dass das Wachstum der Population der Beutefische bei
Abwesenheit der Raubfische konstant ist und dieses Wachstum durch Anwesenheit
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von Raubfischen, abhangig von der PopulationsgréRe y, verringert wird. Das fihrte zu
folgendem Ansatz flir das Wachstum der Beutefischpopulation:

X b
x 4T

mit a, b > 0. Die Raubfische sterben aus, wenn keine Beutefische vorhanden sind, die
Population wachst aber mit steigender Anzahl an Beutefischen. Das fiihrt zu folgendem
Ansatz flr das Wachstum der Raubfischpopulation:

X=—c+dx
y

mit ¢, d > 0. Insgesamt kam er dadurch auf das Differentialgleichungssystem

x = x(a — by)
y = y(=c+dx),

um das Rauber-Beute-Verhaltnis zu beschreiben.
Wir wollen nun noch einmal auf die einzelnen Terme des Gleichungssystems eingehen:

e In diesem Modell wird ein unbeschranktes Wachstum der Beutetier-Population
angenommen bei Abwesenheit von Raubern. Das heildt, fiir y = 0 gilt x = ax
mit positivem a.

e Fir die Rauber gilt, dass diese ausschlief3lich die Beutetiere als Nahrung haben,
daher nimmt in Abwesenheit der Beutetiere, also fir x =0, die
Wachstumsrate der Raubtierpopulation ab: y = —cy mit positivem c.

e Die Haufigkeit der Begegnungen zwischen beiden Arten ist proportional zu dem
Produkt der PopulationsgroRen. Da diese Begegnungen fiir die Beutetiere eine
Abnahme der Population bedingen, sinkt die GroRe der Beutetierpopulation
pro Zeiteinheit um den Term - bxy mit positivem b. GleichermaRen gilt fur die
Raubtierpopulation, dass diese besser gestellt ist durch diese Begegnungen,
was durch den Term dxy mit positivem d ausgedrickt wird.

Diese drei Begriindungen fiihren zu dem soeben beschriebenen Modell. Alfred J. Lotka

leitete das gleiche System her bei der Untersuchung von hypothetischen chemischen
Reaktionen mit periodischem Verhalten der chemischen Konzentration. In Abschnitt

11



3.4 wollen wir Losungen studieren, Erkenntnisse aus diesem Modell ableiten und diese
diskutieren.

3.2 Losungen von Differentialgleichungen

Wir wollen zuerst Losungen fir gewdhnliche Differentialgleichungen betrachten und
dann auf unser Modell eingehen. Wir schreiben:

x = f(t,x)
fir gewohnliche Differentialgleichungen mit Komponenten
X =fi(t,x1, ., xy), i=1,..,n

Die Funktionen f; sind definiert auf einer Teilmenge von R"*! und stetig
differenzierbar in allen Variablen. Eine Losung dieser Gleichungen ist eine Funktion

t = x(t) = (x1(8), ..., %, (1))

von einem Intervall I in R", sodass alle Komponenten x;(t) differenzierbar sind und
furallet €1 gilt:

%0 = fi(6, %10, e, x, (D), i=1,..,1.

Man kann die Loésung so sehen, als ob zu jedem Zeitpunkt t zu jedem Punkt X aus dem
Definitionsbereich der Differentialgleichung ein Vektor f(t,x) gehort, dessen
Komponenten die f;(t,xq,...,x,),i =1,...,n, sind. Dieser Vektor beschreibt, mit
welcher ,,Geschwindigkeit” und in welche Richtung sich die Losung, die durch diesen
Punkt geht, von diesem Punkt aus entwickeln wird. Eine Losung der
Differentialgleichung ist eine Funktion x(t), bei der x(t) fur alle t € I mit f(t,x(t))
Ubereinstimmt.

Unter einer Startbedingung oder auch einem Anfangswert versteht man einen
ausgezeichneten Punkt zu einem gegebenen t. Unter den Voraussetzungen, dass die
Funktion f(t,x) in einer Umgebung IxU von (ty,xo) stetig und Lipschitz-stetig
beziglich x ist, existiert ein T >0 so, dass eine eindeutige LOosung des
Anfangswertproblems
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x = f(t,x)

x(tp) = X
auf dem Intervall [ty — T, ty + T] existiert.

Von besonderem Interesse sind autonome Differentialgleichungen. Dies sind
Gleichungen der Form
x = f(x),

also Gleichungen, die nicht explizit von der Zeit t abhdngen. Eine der wichtigen
Eigenschaften dieser Art von Differentialgleichungen ist die, dass fiir eine Losung x(t)
auch x(T + t) mit positivem T eine Losung ist.

Auch wichtig ist folgende Aussage: Wenn (a, b) ein maximales Intervall ist, auf dem die
Losung x(t) existiert, und wenn eine kompakte Menge K im Definitionsbereich von f
existiert, fur die gilt, dass x(t) K nicht verldsst, dannist (a, b) = (—o0, ).

Wenn eine Teilmenge X des Definitionsbereiches von f existiert, fir die gilt, dass fir
alle x € X und alle t € R die Losung definiert ist und in X liegt, dann wird durch eine
autonome Differentialgleichung ein kontinuierliches dynamisches System festgelegt
auf X. Jedes x € X gehort dann zu einem Orbit {x(t): t € R}.

Es gibt drei Typen von Losungen x(t), die auftreten kdnnen, wenn x zu einem Orbit
gehort:

e Gleichgewicht: Wenn x(t) = x fir alle t € R, das heiBt x(t) ist eine Konstante,
dann ist X ein Gleichgewicht. Fur alle Gleichgewichte gilt, dass f(x) = 0. Wenn
man in einem Gleichgewicht startet, wird man dieses nicht mehr verlassen.

e Periodischer Punkt: Wenn x(T) = x(0) fur ein T > 0 und x(t) # x(0) fur alle
t € (0,T), nennt man x einen periodischen Punkt mit der Periode T. Alle
anderen Punkte des Orbits sind ebenfalls periodisch mit der Periode T.
Topologisch gesehen entspricht der Orbit somit einem Kreis.

e Wenn t — x(t) injektiv ist, gibt es keinen Punkt, der im Zeitverlauf mehr als
einmal erreicht wird. Das bedeutet, dass die Losung sich nie selbst schneidet.
Anders formuliert: Die Losung entspricht topologisch betrachtet einer Linie.

3.3 Stabilitatseigenschaften von Gleichgewichtspunkten

Nachdem wir uns jetzt mit den Losungen befasst haben, wollen wir uns die
Stabilititseigenschaften von Gleichgewichten ndher anschauen. Da es in der Okologie
oft um Gleichgewichtspunkte und das Verhalten von Lésungen in ihrer Umgebung
geht, ist dies ein wichtiger Punkt. Wir beziehen uns hier wieder auf die Klasse der
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autonomen Differentialgleichungen x = f(x) wobei x € R" und f:R" - R" stetig
differenzierbar ist.
Weiters bezeichne

f;
a_xj (a))izl,...,n,j =1,.n

)= o (a):=
]f(a '_ax a '_(
die Jacobi-Matrix von f an der Stelle a.
Ein Gleichgewichtspunkt X heilt stabil, wenn jede Losung, die zum Zeitpunkt t =
0 hinreichend nahe bei X beginnt, auch in der Nahe von X bleibt. Mathematisch
formuliert bedeutet dies:

Ve>036 > 0:||x(0) —X|| < 6§ = ||x(t) — X|| < £ furallet > 0.
Ein Gleichgewichtspunkt X heildt lokal asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und
auBerdem gilt, dass sich die Losungen, die hinreichend nah bei X beginnen, fliir t — oo

X nahern. Mathematisch formuliert bedeutet dies:

36y > 0: ||Ix(0) — X|| < §p = tlirn x(t) = X.
Alle Gleichgewichtspunkte, die nicht stabil sind heiRen instabil.
Um das Stabilitdtsverhalten eines Gleichgewichtspunktes X herauszufinden, kénnen
wir uns die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J¢(X) anschauen. Die Eigenwerte von J¢(X)
sind die Nullstellen r des charakteristischen Polynoms

det(J¢(X) —rI) = 0

der Matrix J¢(X). Daraus sieht man sofort, dass fiir Dreiecksmatrizen die Eigenwerte
genau den Diagonalelementen der Matrix entsprechen.

In unseren Betrachtungen kommen hauptsachlich Systeme mit zwei Variablen vor, das
bedeutet, wir betrachten Systeme der Art

x =f(x)

mit X = (x,y) und f(x) = (F(x,y),G(x,y)). Obwohl diese Systeme oft nichtlinear
sind, kénnen wir durch Linearisierung des Systems in einer Umgebung eines
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Gleichgewichtspunktes das lokale Verhalten von Loésungen um den
Gleichgewichtspunkt untersuchen. Das System ist namlich in der Umgebung eines
solchen Punktes fastlinear, und sein Verhalten stimmt daher dort groRtenteils mit dem
Verhalten des korrespondierenden linearen Systems (iberein. Wir betrachten also fir
die Linearisierung das System

x=F(xYy)
y=G(xy),

bei dem F und G nichtlinear sind. Wenn wir fiir dieses System die Taylorentwicklung
am Gleichgewichtspunkt (%, ¥) durchfihren, erhalten wir

Flx,y) =F(x%,y) + E(Xy)(x =X + £ &Y)(y = ¥) +o1(x,y)
G(ny) = G(f,}_/) + Gx(f,}_/)(x - f) + Gy(fr:)_])(y _}7) + OZ(XIy)-

Fur die Terme hoherer Ordnung, 01 und 05, gilt

. awy) 0(xy)  _
) [ =7+ =) D G =D+ =)

Mithilfe der Tatsache, dass F(x,y¥) = 0 und G(X,y) = 0, und unter Vernachlassigung

der Terme hoherer Ordnung erhalt man nun das entsprechende linearisierte System.

Wir fuhren nun eine Variablentransformation ein, namlichu =x—-xundv =y —y.
dx d_u d_y _dv

Zu beachten ist hier, dass PRl und iy gilt. Mithilfe dieser

Variablentransformation lasst sich das zu dem urspriinglichen System
korrespondierende linearisierte System folgendermafien anschreiben:

d E(x,y) E(xy)
20 =(eer s

Die Koeffizientenmatrix besteht aus den partiellen Ableitungen der Funktionen F und
G und ist somit genau die Jacobi-Matrix des Systems am Gleichgewichtspunkt (x, y).
Folgende Tabelle 1 gibt eine Ubersicht tiber die Stabilititseigenschaften von linearen
und nichtlinearen Systemen abhangig von den Eigenwerten 1,7, der Jacobi-Matrix
eines zweidimensionalen Systems.
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Eigenwerte 1,1, Lineares System Nichtlineares System
Typus Stabilitat Typus Stabilitat
11,1, reell
rn>1r>0 uneigentlicher | instabil uneigentlicher | instabil
Knoten Knoten
n<nrn<o uneigentlicher | lokal uneigentlicher | lokal
Knoten asymptotisch | Knoten asymptotisch
stabil stabil
Hn<0<n Sattelpunkt instabil Sattelpunkt instabil
rn=r>0 eigentlicher instabil eigentlicher instabil
Knoten Knoten  oder
Spiralpunkt
n=rn<0 eigentlicher lokal eigentlicher lokal
Knoten asymptotisch | Knoten  oder | asymptotisch
stabil Spiralpunkt stabil
n,n=A1%iu
nicht reell
A>0 Spiralpunkt instabil Spiralpunkt instabil
A<0 Spiralpunkt lokal Spiralpunkt lokal
asymptotisch asymptotisch
stabil stabil
A=0 Zentrum stabil Zentrum oder | unbestimmt
Spiralpunkt

Tabelle 2: Stabilitdtseigenschaften von linearen und nichtlinearen Systemen

Wie man anhand der Tabelle 1 erkennen kann, gibt es nur einen Fall, in dem keine
Aussage getroffen werden kann (ber die Stabilitdit oder Instabilitdt eines
Gleichgewichtspunktes: Bei einem Zentrum ist es nicht moglich, Gber die Analyse des
linearisierten Systems eine Aussage Uber die Eigenschaft des betreffenden
Gleichgewichtpunktes im nichtlinearen System zu machen. Durch die
Koeffizientenmatrix des linearen Systems sind die Eigenwerte festgelegt. Wenn jedoch
kleine Anderungen in den Koeffizienten auftreten, kann es passieren, dass die
Eigenwerte so beeinflusst werden, dass die Stabilitdit oder Instabilitdit des
Gleichgewichtspunktes verandert wird. Dieses Phanomen tritt auf bei Eigenwerten, die
nur aus einem Imaginar-Teil bestehen, also Eigenwerte der Art r = tiu, wobei der
Gleichgewichtspunkt ein Zentrum ist und die um das Zentrum verlaufenden
Trajektorien geschlossene Kurven sind. Dadurch kdnnen schon kleine Verdanderungen
der Koeffizienten dazu fiihren, dass neue Eigenwerte r = A’ + iy’ mit |A’| klein und
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u' = u entstehen. Falls A’ # 0, bilden die Trajektorien des Systems anstelle von
geschlossenen Kurven um den Gleichgewichtspunkt Spiralen. Je nach dem Vorzeichen
von A’ ist dann der Gleichgewichtspunkt lokal asymptotisch stabil (1 < 0) oder instabil
(Al > (). Es ist also im Falle eines Zentrums bei einem nichtlinearen System nicht
moglich den nichtlinearen Term zu vernachldssigen, da dieser fir das
Stabilitatsverhalten entscheidend ist.

3.4 Losungen des Lotka-Volterra-Modells

Das Lotka-Volterra-Modell
x = x(a — by)
y =y(—c+dx)

hat unter anderem folgende drei offensichtliche Losungen:

e x(®)=y({#)=0
e x(t) =0,y() =y(0)e  mity(0) >0
e y(t) =0,x(t) = x(0)e* mitx(0) > 0.

Wenn zu einem bestimmten Zeitpunkt kein Individuum einer Population am Leben ist,
kann die Population auch nicht wachsen. Durch die Annahme, dass sich die Raduber nur
von den Beutetieren erndhren, muss die Rauberpopulation aussterben, wenn keine
Beutetiere mehr am Leben sind. In Abwesenheit von Raubern kénnen sich die
Beutetiere ohne Beschrankung vermehren, wie wir jedoch diskutiert haben, ist das
eine sehr unrealistische Situation. Wir werden nach der Betrachtung dieses
historischen Modells einige Anderungen besprechen, die das Modell realistischer
machen.

Es gibt genau zwei Gleichgewichtspunkte F; = (0,0) und F = (X,y) mit 9E=§
undy = %. Um nun das Stabilitdtsverhalten der Gleichgewichtspunkte zu untersuchen,

betrachten wir das mit dem Lotka-Volterra-Modell korrespondierende lineare System

d —by  —bx
E(Z) - (a dy g —c +de) (fﬁ)

Wir wollen uns jetzt beide Gleichgewichtspunkte ansehen und fiir diese die Eigenwerte
der Jacobi-Matrix berechnen.
e Der triviale Gleichgewichtspunkt F; = (0,0)
Wenn wir diesen Gleichgewichtspunkt einsetzen, erhalten wir als
korrespondierendes lineares System in der Umgebung von F;
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0
Laut Tabelle 1 ist F; daher ein Sattelpunkt und somit instabil.

Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J¢(0,0) = ( —Oc) sindry =aundr, = —c.

e Gleichgewichtspunkt F = (2,%)

Wir setzen wieder ein in das lineare System und erhalten

0 bc
d ru 4 \ru
E(v)_ ad (v)
— 0
b
0 b
Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix ]f(g,%) =\ w 4| sind T = +ivac.
b

Der Gleichgewichtspunkt des linearen Systems ist somit ein stabiles Zentrum,
doch, wie wir schon in Abschnitt 3.3 gesehen haben, kénnen wir damit keine
Aussage Uber das nichtlineare System an dieser Stelle tatigen.

Wir schauen uns jetzt an, wie sich die Vorzeichen von x und y verhalten. Dafir miissen

wir vier Falle unterscheiden:

a

e Fall:x>x,y>y: 5c=x(a—by)<x(a—b;)=0
y=y(-c+dx)>y(-c+ds) =0

Alsox <0,y > 0.
Analog zum ersten Punkt erhalt man fir

e Fallll: x<Xxy>y:x<0,y<0
e Falllll: x<x,y<y:x>0,y<o0
e Falllv: x>x,y<y:x>0,y>0

Dadurch wird (R™)? durch die beiden Geraden x = % und y = ¥ in vier Bereiche |, Il,
[l und IV eingeteilt. Diese Einteilung ist auch biologisch sinnvoll:

e Bereich I: Wenn von beiden Spezies viele Individuen da sind, wachst die
Populationsgrofle der Rauber, und dadurch sinkt die PopulationsgrofRe der
Beutetiere.

e Bereich Il: Wenn die PopulationsgroRe der Beutetiere immer weiter abnimmt,
ist nicht mehr genug Beute fir die Rauber da, folglich sinkt die
Populationsgrofle der Rauber. Da aber immer noch so viele Rauber im Vergleich
zur Beute da sind, sinkt auch die GrofRe der Beutetierpopulation.
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e Bereich Ill: Dadurch, dass die PopulationsgrofRe der Rauber abnimmt, beginnt
die Beutetierpopulation sich zu erholen und wachst, wahrend die GroRe der
Rauberpopulation weiterhin abnimmt.

e Bereich IV: Schlussendlich beginnt auch die Rauberpopulation sich wieder zu
erholen aufgrund des besseren Nahrungsangebots, doch die Rauber sind noch
nicht so zahlreich, dass sie das Wachstum der Beutetierpopulation stoppen, sie
verlangsamen es nur.

L™
N —

Bereich I Bereich IV

:

Abbildung 4: Losungen des Lotka-Volterra-Riuber-Beute-Modells

Abbildung 4 deutet schon an, dass die Losungen geschlossene Kurven um den
Gleichgewichtspunkt F sind, die gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen werden.
Das lasst sich auch durch einige Umformungen der Modellgleichungen einsehen.

Wenn man die Gleichung §= a — by mit ¢ — dx multipliziert und §= —c + dx mit

a — by, erhdlt man bei Addition beider Gleichungen

(E—d)fc+(g—b) /=0
X y Y=
oder anders formuliert:

d
%[clogx—dx+alogy—by] = 0.
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Wenn wir nun H(x) = xlogx — x, G(y) = ylogy —y und V(x,y) = dH(x) + bG(y)
definieren, dann lasst sich die letzte Gleichung unter Verwendung von x = 2 und y = %

schreiben als:

d

—_ t =

ZV(x0,y©) =0,
was gleichbedeutend ist mit

V(x (v), y(t)) = const.

Dadurch ist die Funktion IV eine Bewegungsinvariante des Lotka-Volterra-Modells, das
heillt, sie dndert ihren Wert entlang der Bahnen des Modells nicht.

Wenn wir nun H(x) analysieren, stellen wir fest, dass

dH_JZ "
dx x

d°H £ _o
dx?2 ~ x2 ’

woraus wir schlieRen kénnen, dass H(x) an der Stelle X das Maximum annimmt. Die
gleiche Uberlegung gilt auch fiir G(y), welche an der Stelle y ihr Maximum annimmt,
wodurch wir wissen, dass die auf (R™)? definierte Funktion V(x,y) ihr Maximum an
der Stelle F = (X, y) annimmt. Wir betrachten jetzt folgende Menge:

I, ={(x,y):V(x,y) = a}

Diese Menge beschreibt alle Paare (x,y), die auf der Losungskurve liegen, die dem
Wert der Funktion V(x,y) = a entspricht. Da I, beschrédnkt ist, ist diese Losung fir
alle t € R% definiert. Da fiir jede Losung, die von F = (&, ¥) verschieden ist, gilt, dass
die Geschwindigkeit, mit der die Losung durchlaufen wird, nicht beliebig klein werden
kann, muss die Kurve nach endlicher Zeit einmal komplett durchlaufen werden und
somit eine geschlossene Kurve um den Gleichgewichtspunkt sein. Jede Anfangswert-
Bedingung korrespondiert mit genau einer Losungskurve. Diese Losungskurven sind
jedoch nicht stabil. Das bedeutet, dass, falls das System durch natirliche oder externe
Einfliisse auf eine andere Losungskurve wechselt, es dann auch auf dieser neuen
Losungskurve bleibt und nicht zurickkehrt zur urspringlichen Ldsungskurve.
AuBerdem ist das System strukturell instabil. Strukturelle Instabilitdt heit, dass durch
hinzufligen eines Stér-Terms in der Systemgleichung, das Verhalten der Lésungen sich
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komplett verandern kann. Aus geschlossenen Kurven kénnen dann stabile oder
instabile Spiralen entstehen. Wir werden dies spater bei der Besprechung der
Modifikationen beobachten kdénnen.

Doch vorerst betrachten wir noch einen letzten Punkt bei der Diskussion des Modells.
Es stellt sich namlich heraus, dass die Populationsgroflen bei Beute- und bei den
Raubtieren im Zeitmittel konstant sind. Wenn T die Periode von (x(t),y(t))
bezeichnet, folgt aus

d(l )_J'c_ b
g;0gx) =—=a—by

durch Integration

T d T
jo Elogx(t) dt = jo (a — by(t))det.

Daraus folgt

T
logx(T) —logx(0) = aT — bf y(t)dt
0

Da x(T) = x(0), kann man umformen zu

a

1 T
TJO y®ydt =3 =7y.

Analog geht man fir %foTx(t)dt = 2 = X vor, und man sieht die Behauptung.

Dieses Ergebnis verwendete Volterra, um die ihm gestellte Frage zu beantworten.
Durch den Fischfang wird das natlirliche Gleichgewicht gestort, da die Wachstumsrate
der Beutefischpopulation verringert wird, aus X = x(a —by) wird dadurch
x = x((a — k) — by). Gleichzeitig wird die Sterberate der Raubfischpopulation groRer,
da weniger Beute zur Verfligung steht, hier wird aus
y =y(—c+dx) durch diese Anderung y=y(—(c+m)+dx). Da die
Wechselwirkungskonstanten b und d sich nicht dndern, wird das Gleichgewicht zu

_ —k N . . . . .
F=(xy) = (HTm,aT). Im Zeitmittel nimmt die Zahl der Beutetiere zu, wahrend die

Zahl der Raubfische abnimmt im Vergleich zum ungestérten Zustand. Durch den
kriegsbedingten Ausfall des Fischfangs verschob sich das Gleichgewicht wieder zum
natlrlichen Zustand, wodurch der Anteil der Raubfische zunahm und der der
Beutefische abnahm.
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3.5 Modifikationen des Lotka-Volterra-Modells

Wie schon in Kapitel 2 bemerkt, ist es eine sehr unrealistische Annahme, dass die
Beutetiere sich in Abwesenheit der Rauber ohne Beschrankung vermehren kdnnen. Bei
den Raubern gilt dies zwar nicht, jedoch gilt auch hier, dass wir ein logistisches
Wachstum fordern wollen. Damit bekommen wir folgendes modifizierte Modell:

x =x(a—ex — by)
y=y(=c+dx—fy)

mite > 0, f > 0. Wenn wir nun die Gerade S mit der Gleichung
ex+by=a

betrachten, sehen wir, dass fir jeden Punkt (x,y) auf dieser Geraden x = 0 gilt.
Analog gilt fiir alle Punkte auf der Geraden W mit der Gleichung

dx — fy =c,

dass y = 0. Dadurch haben wir eine Bedingung fiir einen Gleichgewichtspunkt in
(RM)%gefunden, namlich den Schnittpunkt dieser beiden Geraden, sofern dieser
Schnittpunkt in (R*)? liegt. In diesem System miissen wir also eine Fallunterscheidung
vornehmen.

e Es gibt kein Koexistenzgleichgewicht, das bedeutet% < 2‘
e Es gibt ein Koexistenzgleichgewicht, das bedeutet% > 3.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass kein Koexistenzgleichgewicht existiert. Wir haben
schon gesehen, dass Gleichgewichte nur in (R3)? Sinn machen, daher sind die einzigen
anderen Moglichkeiten fir Gleichgewichte, dass diese auf den positiven Halbachsen
{(x,y):x =0,y = 0} beziehungsweise {(x,y):x =0,y = 0} liegen. Die Gerade S
schneidet die x-Achse im Punkt S, = (%,O), und sie schneidet die y-Achse im Punkt

Sy = (0, %). Damit einer dieser Punkte ein Gleichgewicht sein kann, muss x = 0 und

y = 0 gelten. x = 0 ist dabei laut Voraussetzung, dass der Punkt auf der Geraden S
liegt, erfillt, ob y = 0 lasst sich leicht nachrechnen fur beide Punkte. Fir den

Schnittpunkt S, gilt y(g,o) = 0, und fir den Schnittpunkt S, gilt ¥ (0,%) =2(—c-
f%) < 0. Daher kann der Schnittpunkt mit der y-Achse kein Gleichgewicht sein, was

auch anschaulich klar ist, denn sollte diese Situation auftreten, wiirde durch das Fehlen
der Beutetiere die Population der Rauber auch zurlickgehen und die Losung dem
Gleichgewicht (x,y) = (0,0) entgegenstreben. Der Schnittpunkt auf der x-Achse
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entspricht genau der Losung des logistischen Wachstums, wenn nur die Beutetier-
Population betrachtet wird. Das ist also fiir diese einzelne Population ein stabiles
Gleichgewicht. Abbildung 5 verdeutlicht diesen Sachverhalt:

U)‘ //
//

c/d
Abbildung 5: Losungen des modifizierten Lotka-Volterra-Riuber-Beute-Modells ohne stabile Koexistenz
Wenn wir Abbildung 5 betrachten, sehen wir, dass die Geraden S und W den ersten

Quadranten in drei Bereiche einteilen. Diese Bereiche lassen sich wie folgt
charakterisieren:

e Bereich I: y>0,x<0
e Bereich ll: y<0,x<0
e Bereichlll: y<0,x>0

Durch diese Einteilung sehen wir auch, warum der Schnittpunkt S, ein Gleichgewicht
ist, denn die Trajektorien konnen sich nur dorthin entwickeln. In einem solchen
System, in dem einander die beiden Geraden S und W nicht schneiden, ist keine
Koexistenz moglich, und die Populationsgroflen entwickeln sich  zum
Gleichgewichtspunkt S, .

Wenn wir uns jetzt die Gerade W anschauen, ergeben sich die Schnittpunkte (0, —%)

mit der y-Achse und (2,0) mit der x-Achse. Da ¢, f > 0 gilt, ist der Schnittpunkt mit
der y-Achse auRerhalb der betrachteten Menge (R$)? und damit nicht relevant. Wenn
g < 2, wird sich der Gleichgewichtspunkt (%, 0) realisieren, wie wir oben schon
gesehen haben. Wenn % > 2' missen die beiden Geraden S und W einen Schnittpunkt

in (R*)? haben. Diesen Fall betrachten wir spater, nach der Behandlung des Falles
ohne Koexistenz. Die Gerade W ist fiir die Betrachtungen ohne Schnittpunkt zwischen
S und W nur fiir die Einteilung der Bereiche im ersten Quadranten relevant.
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Wir wollen jetzt der Vollstandigkeit halber, bevor wir uns Systeme, in denen Koexistenz
moglich ist, anschauen, die Stabilitatseigenschaften der vorher ermittelten
Gleichgewichtspunkte untersuchen. Wir betrachten also wieder die Jacobimatrix des
linearisierten Systems

_ a—2ex — by —bx
]f(x'y)_( dy —c+d9?—2f37>'
e Der triviale Gleichgewichtspunkt (0,0)
Wie in Abschnitt 3.4 sieht man auch hier, dass dieser Punkt ein Sattelpunkt ist.

e Der Gleichgewichtspunkt S, = (%,O)

) a ba ab
(%0 = amzeg  ~bo ) [Te —7
f\e’ a ad
0 —C + d_ 0 —Cc + —
e e
Die Eigenwerte dieser Matrix sind wieder die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
ab
ad
det(Jf — rl) = € =(—a-1r)(—c+—-—-71),
ad e
0 —c+—-—r
e
was zu den Lésungen 11 = —a und 1, = —c +% fahrt. Da S<§ gilt, sind

11,17, <0, also ist der Gleichgewichtspunkt ein lokal asymptotisch stabiler
Knoten. Damit bestatigt sich die Aussage, die wir vorher getroffen haben lber
den Gleichgewichtspunkt.

Wir wollen uns jetzt ansehen, wie die LOosungen aussehen, falls es einen
Gleichgewichtspunkt in ([R{Jr)2 gibt. Die Bedingung daflir ist einfach: Genau dann, wenn
§> g, gibt es einen Schnittpunkt der beiden Geraden S und W in (R+)2, und dieser

Schnittpunkt ist aufgrund der Definitionen der beiden Geraden ein Gleichgewicht. Es
gibt nun also drei Gleichgewichtspunkte, die untersucht werden kdnnen auf ihr
Stabilitatsverhalten: der  triviale  Gleichgewichtspunkt  G; = (0,0), der

Gleichgewichtspunkt G, = S, und der Schnittpunkt der beiden Geraden S und W,
G = (af+bc ad —ce
37 \ef+bd’ ef +hd

untersuchen, verwenden wir wieder die Jacobi-Matrix und ihre Eigenwerte. Die Jacobi-

). Um nun das Stabilitdtsverhalten dieser Gleichgewichte zu

Matrix sieht dabei so aus wie beim System ohne Koexistenz,

_ . _(a—2ex—Dby —bx
Ji(x,y) = ( dy —c+dx — 2f37>'

e Gleichgewichtspunkt G; = (0,0)
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Dieser Punkt ist wieder, wie in Abschnitt 3.4, ein Sattelpunkt.
e Gleichgewichtspunkt G, = S,
Genau wie vorher erhalten wir die Eigenwerte der Jacobi-Matrix 4, = —a und

d . L .
r2=—c+a?. Im Unterschied zu vorher ist jedoch S>§, wodurch die

Beziehung zwischen beiden Eigenwerte folgendermaRen aussieht:
n <0< .
Der Gleichgewichtspunkt ist also ein Sattelpunkt.
af +bc ad—ce
ef +bd’ ef+bd)
Da dieser Gleichgewichtspunkt auf den Geraden S mit der Gleichung ex + by = a und

e Gleichgewichtspunkt G = (

W mit der Gleichung dx — fy = c liegt, kann man die Jacobi-Matrix an dieser Stelle
vereinfachen, und wir erhalten
_ a — 2ex — by —bx —exX —bx
e = (""" evar—as) =l 3)

Trotzdem ist es bei diesem Gleichgewichtspunkt sehr schwierig und aufwandig, die
Eigenwerte zu bestimmen. Daher hilft uns fir die Analyse dieses Gleichgewichts

folgendes

Theorem 3.5.1" Fiir ein allgemeines System
x=F(x,y)
y=0G(xy)

bezeichne (x,y) einen Gleichgewichtspunkt des Systems und
J(x%, ) = <F"(f_’y:) Fy(f_’@)
G, (%,y) G,(x,y)
die entsprechende Jacobi-Matrix. Dann ist das Gleichgewicht (X,y) genau dann lokal
asymptotisch stabil, wenn
spur(J (%, %)) = F.(x,¥) + G,(%,%) < 0 und
det(J(%.7)) = E(%7)6,(%.7) — E, (X, )G, (%) > 0.

Wenn wir dieses Theorem auf unsere Jacobi-Matrix anwenden, erhalten wir
spur(Je(G3)) = —eX = f7 <0

det(Js(G3)) = (ef + bd)xy > 0.
Dadurch wissen wir, dass der Gleichgewichtspunkt G3 lokal asymptotisch stabil ist.

! Nach [2]
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Abbildung 6: Losungen des modifizierten Lotka-Volterra-Riuber-Beute-Modells mit stabiler Koexistenz

Wir haben nun also gesehen, dass Rauber-Beute Modelle verschiedenste Lésungen
haben kénnen. Das Lotka-Volterra-Modell, welches zuerst vorgestellt wurde, bietet
zwar eine interessante Losung flr die Rauber-Beute-Problematik, leidet jedoch
darunter, dass das Modell strukturell instabil ist. Doch mithilfe der Modifikationen
konnte dieses Problem gelost werden, und wir konnten Losungen fiir die Rauber-
Beute-Problematik herausfinden, die auch plausibel sind.

3.6 Periodische Bahnen

Bevor wir uns mit nichtlinearen Rauber-Beute-Modellen beschaftigen, wollen wir kurz
auf ein paar theoretische Grundlagen eingehen, die wir dafiir benoétigen werden. Wir
haben schon festgestellt, dass eine Losung x(t) einer autonomen Differentialgleichung
x = f(x) periodisch ist, wenn ein T > 0 existiert, sodass x(T) = x(0) gilt und
x(t) # x(0) fir alle t € (0,T). Die Losung entspricht einer geschlossenen Bahn, zum
Zeitpunkt T hat sie ihren Ursprung wieder erreicht. T ist somit die Periode der Losung.
So eine periodische Bahn entspricht genau einer Schwingung des Systems. Interessant
sind auch periodische Attraktoren. Ein Attraktor ist dabei eine geschlossene Bahn y,
fur die gilt, dass alle Losungen die hinreichend nahe bei dem Attraktor beginnen, zu
diesem hin streben. Es gibt also eine Umgebung von y, sodass jede Losung, die in
dieser Umgebung startet, gegen y strebt. Die Losungen des Lotka-Volterra-Modells
sind keine Attraktoren sondern nur geschlossene Bahnen. Durch Schwankungen wird
das System von einer Bahn auf eine andere gebracht, und es ist sogar moglich, dass die
Schwankungen das System an den Rand von (R3)? bringen, wo eine der beiden
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Spezies ausstirbt. Mithilfe der Methode von Dulac lasst sich sogar einsehen, dass es fir
Gleichungen der Gestalt

x =x(a+ bx + cy)
y =y(d+ex+ fy),

ohne Voraussetzungen liber die Vorzeichen von a,b,c,d,e und f keine isolierten
periodischen Bahnen gibt. Eine periodische Bahn y heiRt isoliert, wenn sie in einer
Umgebung von y die einzige periodische Bahn ist. Wenn es jedoch keine isolierten
Bahnen gibt, kann es auch keinen periodischen Attraktor geben. Die Modelle von
Lotka-Volterra, wie wir sie schon im Rauber-Beute-Modell gesehen haben und wie sie
auch bei der Konkurrenz auftreten, sind aber genau Spezialfdlle der gerade
angefiihrten Gleichungen, also kénnen wir folgern, dass es fiir Lotka-Volterra-Systeme
im Zweidimensionalen keine periodischen Attraktoren gibt.

Wir definieren

w(x) :={y € R": es gibt eine Folge t;, — oo,sodass x(t;) = y}.

Die Menge w(X) beschreibt also alle Haufungspunkte der Bahn von x. Nun gilt fir alle
Lésungen X mit einer periodischen Bahn y, dass w(xX) = y ist. Eine periodische Bahn y
heillt ein Grenzzyklus genau dann, wenn es eine nicht auf y startende Losung x gibt,
sodass w(x) = y. Offensichtlich ist jeder periodische Attraktor ein Grenzzyklus,
umgekehrt gilt dies aber nicht. Ein Grenzzyklus kann auch nur ein ,einseitiger
Attraktor” sein. Einseitiger Attraktor heiBt, dass w(x) = y entweder nur fir Losungen
X, deren Bahn innerhalb der Bahn y startet, oder nur fir Losungen X, deren Bahn
auBerhalb der Bahn y startet, gilt.

Fiir einige Resultate benétigen wir den Satz von Poincaré-Bendixson und einige
Folgerungen aus diesem.

Satz von Poincaré-Bendixson: Sei x = f(X) eine zeitunabhdngige Differentialgleichung
auf einer offenen Menge G in R?, und w(X) eine nichtleere, beschrinkte und
abgeschlossene Menge. Wenn w(X) fiir eine Lésung X der Differentialgleichung keinen
Fixpunkt enthdlt, so ist w(X) eine geschlossene Bahn.

Was bedeutet dieser Satz genau? Wenn die Menge w(X) nichtleer und beschrankt ist,
hat die Losung X zumindest einen Haufungspunkt. Das bedeutet entweder, dass dieser
Haufungspunkt ein Gleichgewichtspunkt ist, gegen den die Lésung strebt, oder dass
dieser Haufungspunkt ein Punkt auf der Losung ist, der mehr als einmal erreicht wird.
Falls ein Punkt jedoch mehr als einmal erreicht wird, muss er Teil einer geschlossenen
Bahn sein. Die Menge w(X) kann nicht gleichzeitig einen Gleichgewichtspunkt und eine
geschlossene Bahn umfassen, da die Losung X im Gleichgewichtspunkt verharren
wirde und keinen anderen Punkt der Lésung ein zweites mal erreichen kénnte.
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Eine erste Folgerung aus diesem Satz ist, dass K € G, K nichtleer, beschrankt,
abgeschlossen und positiv invariant, einen Fixpunkt oder eine periodische Bahn
enthalt. Positiv invariant heilt eine Menge genau dann, wenn keine Losung diese
Menge verldsst, also jede Losung, die in dieses Gebiet hineinstrémt oder in diesem
Gebiet startet, in diesem Gebiet bleibt.

Eine zweite Folgerung ist: Sei y eine periodische Bahn, die mitsamt ihrem Inneren I
ganz in G liegt. Dann enthdlt I' mindestens einen Fixpunkt. Wenn es im Inneren von y
nur einen Fixpunkt gibt, kann dieser kein Sattelpunkt sein.

3.7 Ein Riauber-Beute-Modell mit nichtlinearer Wachstumsrate

Wir wollen in diesem Abschnitt betrachten, wie sich Rauber-Beute-Modelle verhalten,
wenn wir von der doch etwas einschrankenden Annahme der linearen
Wechselwirkung weggehen. Die grundsatzlichen Forderungen an das Modell bleiben
natirlich bestehen, das bedeutet, dass wir einige der Annahmen aus dem linearen
Modell auch fir unser nichtlineares Modell ibernehmen wollen.

e Bei Abwesenheit der Rauber soll die PopulationsgroRe x der Beutetiere einem
Grenzwert a > 0 zustreben. Wir haben also fir das Wachstum der
PopulationsgrofRe mit dem Ansatz x = xg(x):

glx)>0furx<a,g(x) <O0firx >aundg(a) =0.
AuBerdem muss g(x) stetig sein auf (R$)?, und es gilt g'(a) < 0.

e Wenn Raubtiere vorhanden sind, soll die Wachstumsrate der Beutetiere
abhangig von der PopulationsgréRe y der Raubtiere schrumpfen, und zwar um
den Term yp(x), wobei p(x) angibt, wie viele Beutetiere von einem Raubtier
durchschnittlich pro Zeiteinheit erlegt werden. p(x) ist stetig auf (R3)?, und es
gilt:

p(0) = 0,p(x) > 0 furx > 0.

e Die Wachstumsrate % der Population der Raubtiere y sieht folgendermalien

aus: - ¢ + q(x), wobei die Konstante ¢ > 0 beschreibt, wie schnell die
Raubtiere in Abwesenheit von Beutetieren aussterben, und die Funktion g(x)
streng monoton wachsend in x, positiv und stetig auf (]RO+)2 ist, also

q(0) =0undq'(x) > 0 furx > 0.

Unser nichtlineares System hat somit die Gestalt

x = xg(x) — yp(x)
y =y(—c+qx).
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Wir wollen wieder zuerst die Gleichgewichte dieses Systems bestimmen, bevor wir uns
mit dem Stabilitatsverhalten beschaftigen.
Wir betrachten wiederum die Mengen

§={(xy) € (R§)*x =0},
W ={(xy) € (R)*y = 0}.

Die Menge S wird bestimmt durch die Gleichung

y = xg(x)
p(x)

und die Menge W durch die Gleichung
q(x) =c.

Insgesamt gibt es vier mogliche Falle, die auftreten konnen:

° x=0,y=0
e x>0,y=0
e x=0y>0

e x>0,y>0.

Der erste Fall entspricht genau dem trivialen Gleichgewicht (0,0).

Im zweiten Fall ist y = 0, daraus folgt y = 0. Da x > 0 ist, muss y = %ﬁcx)) erfillt sein,

19 (x) Wegen x > 0 ist p(x) > 0, also

damit wir ein Gleichgewicht haben, also 0 = xp(x)

muss g(x) = 0 sein, damit die Gleichung erfullt ist, und das ist erfiillt bei x = a. Daher
ist ein zweiter Gleichgewichtspunkt das Randgleichgewicht (a, 0).

Der dritte Fall schlie8t Gleichgewichte aus, da wegen y > 0 y = 0 nur erfillt ist,
wenn q(x) = c. Da aber q(0) = 0 gilt, kann diese Bedingung nicht erfillt werden, also
gibt es im dritten Fall keine Gleichgewichte.

Im vierten Fall sind x > 0,y > 0, also mussen beide Gleichungen q(x) = c¢ und

y = %erfﬂllt sein, damit ein Gleichgewicht auftreten kann. Aus y > 0 folgt, dass

g(x) > 0 ist, also gilt x < a. Fir die Menge W gilt, da q(x) als monoton wachsend
vorausgesetzt wurde, dass es hochstens ein X gibt, sodass q(X) = ¢. Wenn es kein so
ein x gibt, stirbt die Raubtierpopulation aus, und wir kommen zum zweiten Fall. Wir
gehen jetzt also von dem Fall aus, in dem so ein X existiert. In diesem Fall besteht die
Menge W aus der Senkrechten x = X. Wenn es keinen Schnittpunkt zwischen S und W
in (R*)? gibt (¥ > a), stirbt die Raubtierpopulation ebenfalls aus, wie man sich
anhand der Vorzeichen von x und y leicht tberlegen kann. Sollte X = a sein, ist der
Schnittpunkt beider Mengen genau der Punkt (a, 0), also das Gleichgewicht aus dem
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zweiten Fall. Wir wollen uns nun also mit dem Fall beschiftigen, in dem S und W in
(R*)? einen Schnittpunkt haben. Es ist leicht einzusehen, dass die beiden Mengen
hochstens einen Schnittpunkt F = (X, y) haben kdnnen.
Zusammenfassend haben wir also drei mogliche Gleichgewichte.

e triviales Gleichgewicht (0,0)

e Gleichgewicht (a, 0)

e Schnittpunkt von S und W, F = (%,¥) € (R*)?
Wir wollen jetzt das Stabilitatsverhalten der Gleichgewichte bestimmen. Wir werden
wiederum die Jacobi-Matrix fiir dieses System aufstellen.

gx) +xg'x) —yp'(x)  —p(x) )

i@ = (" S ~c+q(9)

Wir gehen nun wieder die Gleichgewichtspunkte durch und bestimmen die Eigenwerte
der Jacobi-Matrix an den Gleichgewichtspunkten.

e triviales Gleichgewicht (0,0)

Jr00) = (99 0)

c

Die Eigenwerte sind somit r; = g(0) > 0 und r, = —c < 0, damit haben wir
einen Eigenwert groBer Null und einen kleiner Null, der Gleichgewichtspunkt ist
somit ein Sattelpunkt, also instabil.

e Gleichgewicht (a, 0)

e =(10_20)
Die Eigenwerte sind also 7, = ag'(a) und 7, = —c + q(a). Unter den
Voraussetzungen fiir g(x) gilt 3—i(a) < 0 und damit, da a > 0, ist r; < 0. Wir
hatten fiir g(x) gefordert, dass es streng monoton wachsend ist, und, da es
einen Schnittpunkt von S und W in (R*)? gibt, gilt ¥ < a, somit ist , > 0, und
wir haben wieder einen Sattelpunkt.

e Schnittpunkt von Sund W, F = (%,¥) = (9?, 29(;?) € (R1)?

g(x) +xg9'(%) - );g(—%)r)'(f) —p(%)

yq'(x) 0

]f(fr)_/) =
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Da det(J;(x, %)) = yq'(¥)p(X) > 0, gilt fir die Eigenwerte, dass sgn(r;) =
sgn(r,) = sgn(spur(J;(%, 7)). Das bedeutet, dass F = (%, ¥) genau dann lokal
xg (x)
p(x)

asymptotisch stabil ist, wenn g(x) + xg'(x) — p'(¥) < 0. Wenn wir das

umformen, bekommen wir
g® &,  xg(®)
v® T p@? V@)

1

xg(x)
= <—p(x) > ly=z <O

Also ist das genau dann der Fall, wenn die Ableitung (

p'(x)<0

xg (x)
p(x) B
der Stelle x, kleiner ist als Null, also wenn die Steigung der Kurve, durch die S

) ', ausgewertet an

beschrieben ist, an der Stelle X negativ ist. Ist jedoch die Steigung dieser Kurve
an der Stelle X positiv, so ist der Gleichgewichtspunkt instabil.

Um das globale Verhalten dieses Modells zu besprechen, betrachten wir zunachst den
Gleichgewichtspunkt (a,0). Wie wir schon gesehen haben, ist dieser Punkt ein
Sattelpunkt. Die Bahnen, die zu diesem Punkt hinstreben, liegen genau auf der
positiven x-Achse, von den beiden Bahnen, die von diesem Punkt wegstreben, liegt
eine in (R{)2. Diese Bahn kann ein beschrénktes Gebiet nicht verlassen. Wenn wir nun
einen Punkt x auf dieser Bahn betrachten, dann sehen wir, dass w(Xx) nichtleer und
beschrankt ist, daher kdnnen wir den Satz von Poincaré-Bendixson anwenden, und wir
erhalten:
e Falls in der Menge w(x) kein Fixpunkt existiert, muss w(x) eine periodische
Bahn y sein. Eine periodische Bahn muss immer einen Fixpunkt umkreisen, da
(0,0) und (a,0) am Rand liegen, kommen diese dafiir aber nicht in Frage,
daher muss dieser Punkt F = (X, ¥) sein. Jede Bahn auRerhalb von w(X) strebt
sogar gegen w(x), daher ist y sogar ein Grenzzyklus.
e Falls die Menge w(x) einen Fixpunkt enthilt, kann dieser Fixpunkt nur
F = (X, ¥) sein, wieder weil beide anderen Fixpunkte am Rand liegen und nicht
in Betracht kommen. Jede Bahn in (R™)? konvergiert gegen F = (&, y), also ist
F = (X, ¥) sogar ein global stabiles Gleichgewicht.

3.8 Ein allgemeines Rauber-Beute-Modell

Im letzten Abschnitt haben wir schon ein nichtlineares Modell betrachtet, allerdings
haben wir immer noch den Wechselwirkungsterm und den Wachstumsterm getrennt
in der Wachstumsfunktion der Beutetiere. Um nun ein allgemeineres Rauber-Beute-
Modell zu bekommen, setzen wir
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x =x5(x,y)
y=yW(x,y).

Die Funktionen § und W sind dabei stetig und partiell differenzierbar auf

(Rar)z_ Natlrlich miissen wir trotzdem noch einige Forderungen an die Funktionen S
und W stellen, damit die Charakteristik des Rauber-Beute-Modells erhalten bleibt.

Die Wachstumsraten der Beutetiere und der Raubtiere sollen sinken wenn die

Zahl der Raubtiere steigt.

as ow

@ < O’W <0.
Die Beutetierpopulation kann in Abwesenheit der Rauber nur bis zu einer
Grenze a >0 ansteigen, dariber hinaus sinkt die GroRe der
Beutetierpopulation.

S(x,0) >0furx <a, S(x,0) <O0firx>a,S(a,0)=0.
Es gibt eine PopulationsgroBe b > 0 der Beutetiere, fir die gilt, dass die Anzahl
an Raubtieren immer abnimmt, falls weniger Beutetiere als b vorhanden sind.
Dies ist erklarbar dadurch, dass die Raubtiere so selten auf ein Beutetier
treffen, dass jede Raubtierpopulation schrumpfen muss.
W(x,0) <0firx <b, W(x,0) > 0firx>b,W(b,0)=0.

Man konnte auch die Forderung stellen, dass bei steigender PopulationsgréRRe
der Beutetiere auch die innerspezifische Konkurrenz — jene Konkurrenz der
Beutetiere untereinander — ansteigt und somit das Wachstum gehemmt wird.
AuBerdem wiirden dadurch die Rauber bessergestellt, da ja mehr Beutetiere

vorhanden sind. Das bedeutet

as ow

FP < O,E > 0.
Allerdings scheint das eine sehr starke Forderung zu sein, die vor allem bei
kleinen Beutetierpopulationsgrofen nicht stichhaltig ist. Fir kleine
PopulationsgroBen machen sich die Beutetiere ihre Nahrung nicht gegenseitig
streitig, also passiert hier kein dampfender Effekt durch die innerspezifische
Konkurrenz. Die Beutetiere sind in dem Fall durch ein Anwachsen der
Population sogar besser gestellt. Wir wollen eher fordern, dass, wenn die
beiden Bevolkerungsgroflen x und y in einem konstantem Verhaltnis %= a

stehen, ein zusatzliches Anwachsen der Gesamtbevolkerung die
Wachstumsrate der Beutetiere verringert und die der Raubtiere erhéht. Man
kann sich das so vorstellen, dass durch ein Anwachsen der Gesamtbevoélkerung
die innerspezifische Konkurrenz der Beutetiere anwéachst wahrend gleichzeitig
die Rauber mehr Nahrung finden. Dadurch bekommen wir fiir jedes a > 0

aS aS ow ow
—(x,ax) +a—(x,ax) < 0,— (x,ax) + a — (x,ax) > 0,
ox oy ox dy
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oder anders formuliert

as as 0 6W+ 6W>0
oy X % yay '

Wegen der ersten Forderung, Z—j<0,2—2’<0, schneidet jede Senkrechte durch

(x0, Vo) die Menge S = {(x,y) € (R})?: % = 0} héchstens einmal fiir 0 < x, < a, fir
Xy > a gar nicht. Es gilt namlich fir einen Punkt (x,y) €S, dass x = 0. Aus der

Forderung Z—; < 0 folgt, dass fur jeden anderen Punkt auf der Senkrechten durch (x,y)

gilt: x # 0, damit kann es keinen zweiten Schnittpunkt der Senkrechten durch (x,y)
und S geben. Genauso trifft die Senkrechte die Menge W = {(x,y) € (R})?:y = 0}
genau einmal fur xo > b, aber gar nicht fir x, < b. Man sieht leicht ein, dass fira < b
die Raubtierpopulation aussterben muss. Daher wollen wir uns auf den Fall a > b
beschranken.

In diesem Fall gibt es einen Schnittpunkt der beiden Mengen S und W. Aufgrund der
vierten Forderung, die wir an das Modell gestellt haben, gibt es nur genau diesen einen
Schnittpunkt, da die Funktion S(x,y) entlang jedes Halbstrahls vom Ursprung weg
abnimmt und daher die Menge S nur héchstens einmal schneiden kann. Analog sieht
man, dass besagter Halbstrahl auch W héchstens einmal schneiden kann. Es gibt somit
in (]RJF)2 nur den einen Gleichgewichtspunkt F = (X,y). Analog zum nichtlinearen
Modell aus Abschnitt 3.7 gibt es noch die beiden anderen Gleichgewichtspunkte (0,0)
und (a, 0). Diese sind beide Sattelpunkte, und analog zu den Uberlegungen des letzten
Abschnitts folgern wir, dass die Bahn, die von (a, 0) in (R*)? hinein geht, aufgrund der
Vorzeichen von x und y einen beschrankten Bereich nicht verldsst. Daher gilt fir eine
beliebigen Punkt x auf dieser Bahn, dass w(X) existiert. Wenn w(x) den Punkt F
enthalt, streben alle Bahnen in (R™)? gegen F, damit ist F ein global stabiles
Gleichgewicht. Falls F nicht in w(x) enthalten ist, muss w(x) eine periodische Bahn y
sein nach Poincaré-Bendixson, und jede Bahn aullerhalb von y strebt gegen diese.
Dabei muss ¥ um F herum liegen. Uber das Innere von y, insbesondere tiber das lokale
Stabilitatsverhalten von F, kann man bei dem Modell so allgemein nichts sagen.

4 Konkurrenz

Unter Konkurrenz verstehen wir die Beziehung zwischen zwei Spezies, die um eine
gemeinsame Ressource konkurrieren, die fiir ihr Uberleben wichtig ist. Normalerweise
leben Arten von mehr als einer Ressource, fiir die nachfolgenden Betrachtungen
wollen wir jedoch davon ausgehen, dass beide Spezies nur eine Ressource brauchen
und zur Verfligung haben. Wir gehen also von einer Ressource R aus, um die die
beiden Spezies mit PopulationsgrofRe x beziehungsweise y konkurrieren.
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4.1 Das Konkurrenz-Modell von Volterra

Wir wollen annehmen, dass sich die Ressource mit der Rate R regeneriert und linear in
x und y abnimmt. Wir haben also fiir die Ressource R

R =§—(C1X+C2y); C1,Cp > 0.
Die Wachstumsraten der Populationen der beiden Spezies steigen abhangig von der

Menge der Ressource, die vorhanden ist, und fallen, falls keine Ressourcen verfligbar
sind. Daher setzen wir

= blR—al

= bzR — Qy,

RN R =

wobei die Koeffizienten by, by, @1, @, positive Konstanten sind. Wenn wir diese
Gleichungen umschreiben und die Ressourcengleichung einsetzen, erhalten wir als
Konkurrenzgleichung

x =x(ay — by(c1x + c3y))
y =y(a; — by(c1x + c3))

mit geeigneten Konstanten a; und a,. Wir fordern, dass beide Konstanten a; und a,
positiv sind, da fiir a; < 0 gilt, dass fur jedes positive x x < 0 ist, was flr unser System
keinen Sinn macht. Analog argumentiert man bezlglich der Positivitdit von a,. Im
Unterschied zur Wachstumsgleichung von Verhulst aus Kapitel 2 haben die
Gleichungen einen zusatzlichen Wechselwirkungsterm, durch den das Wachstum der
jeweiligen Spezies abhdngig von der GrofRe beider Populationen wird und der die
Konkurrenz zwischen den beiden Arten beschreibt. Um diese Gleichungen zu l6sen,

. - . . b . b .
multiplizieren wir die obere Gleichung mit 72 und die untere mit 71, subtrahieren dann

die untere von der oberen Gleichung und erhalten:

Daraus folgt durch Integration

b,logx — bilogy = at +f
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mit f € R und nach Umformung

xbzy—bl — Cea’t

mit ¢ > 0. Um diese Gleichung zu untersuchen, muss man zwei Falle unterscheiden.

Wenn a = 0 gilt, ist bey_bl = c eine Bewegungsinvariante des Systems. Daflr

. a a . . . . .
muss jedoch b—lzb—z gelten, was eine aduBerst unrealistische Annahme ist.
1 2

Daher wollen wir diesen Fall nicht weiter betrachten.

Der zweite Fall besteht darin, dass a # 0, wobei wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit @ < 0 annehmen koénnen. Fir t — oo bedeutet das, dass
e® — 0. Daher folgt

xP2y=h1 = ce® - 0,

Da keine der beiden Populationen unbeschrankt wachsen kann, gilt x — 0, also
a

eine der Populationen muss aussterben. Wegen a < 0 gilt Z—l < bz, daher liegt
2

1
die Strecke S ={(x,y) € (R)?:% = 0} unter der Strecke W = {(x,y) €
(R{)?:y = 0}. Wir schauen uns nun die drei Bereiche an, die durch die
Strecken S und W in (R{)? begrenzt werden, beziiglich der Vorzeichen von x

und y.
- {(x,y):c1x+czy<2—i}: x>0y>0
- {(x,y):z—1<clx+czy<z—2}: x<0,y>0
1 2
- {(x,y):Z—2<c1x+c2y}: x<0,y<0
2

Wir sehen damit in folgender Abbildung, wie sich die Bahnen entwickeln. Wir

haben hier drei Gleichgewichtspunkte: (0,0), (——, 0) und (O a—z)

byicq "bycy
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Bereich lll

™~

Bereich Il ~_

Abbildung 7: Lésungen des Lotka-Volterra-Konkurrenz-Modells

Wir wollen anhand der Jacobi-Matrix das Stabilitdtsverhalten der Lésungen in der

Nahe dieser Gleichgewichte untersuchen. Die Jacobi-Matrix flr dieses System ist

a, — 2b1619? - b1C2_')_/ —b1C232

By = ("

e Gleichgewicht (0,0)

1100) = (3

)
a

a, — bzclf - 2b2C2}_/

)

Die Eigenwerte dieser Matrix sind ; = a4, = a,. Da also beide Eigenwerte

positiv sind, folgt, dass dieses Gleichgewicht instabil ist, fliir a; = a, ergibt sich

ein eigentlicher Knoten und flir a; # a, ein uneigentlicher Knoten.

e Gleichgewicht (ba—z,O)
1¢1

a6
J ( aq 0) €1
\bie,” )~ a1 b,
0 ay———
by
. . . . . a1b2
Die Eigenwerte dieser Matrix sind 1 = —aq, 1, =a; —

1
gefordert, dass Z—l <2
1

Wir hatten

bz, also ist 7, > 0. Wir haben also die Situation r; < 0 <
2

15, und damit ist dieses Gleichgewicht ein Sattelpunkt und daher instabil.
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az

e Gleichgewicht (O' K)

azby
1——— 0
o) "o
"\ b,c, Az
C2
. . . o b .
Die Eigenwerte dieser Matrix sind r1=a1—aZ—1,r2=—a2. Wir hatten
2

gefordert, dass Z—l < Z—Z, also ist ; < 0. Wir haben also die Situation, dass beide
1 2

Eigenwerte negativ sind, und damit ist dieses Gleichgewicht fiir r; = r, ein lokal
asymptotisch stabiler eigentlicher Knoten und fir 7 #1r, ein lokal
asymptotisch stabiler uneigentlicher Knoten.

Bei dieser Modellierung kann man also von einem , AusschlieBungsprinzip“ reden, da
im zweiten Fall auf jeden Fall eine Population zugrunde geht. Im ersten betrachteten
Fall kommt zwar ein Kontinuum an Koexistenz-Gleichgewichten zustande, dieses ist
aber insofern nicht stabil, dass durch leichte Schwankungen, wie sie in der Natur oft
vorkommen konnen, eine Verschiebung der Parameter auftreten wird, sodass nicht

mehr exakt Z—l = Z—Z gilt,und dadurch der zweite Fall eintritt.
1 2

4.2 Skalierung des Modells

Wir wollen uns nun ansehen, was passiert, wenn wir das Modell skalieren. Wir fihren
hierflir neue Variablen wie folgt ein:

x(t) = aqyu(ot), y(t) = ayv(ot), T = ot (6 € RY).

Wir setzen diese nun in die Gleichungen des Konkurrenz-Modells ein und erhalten:

u(t) = u(r) (a1 bioay u(r) — bz, v(r))

g g g

5(1) = v(1) (a boary | oy _ b2C2 v(r)).

2 _

o o o
Durch geeignete Wahl der Parameter a4, @, und g kdnnen wir einige dieser Ausdriicke
auf 1 normieren. Da uns am meisten die Wechselwirkung zwischen den Spezies

interessiert, macht es Sinn, den Kopplungterm zu normieren. Wir setzen also
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a bicoa b,c,a
1_ e am

) ) )

g g o

o . . . .
das bedeutet 0 = a,a; = = Die restlichen drei Parameter wollen wir

sz1'a2 1€2
. .. a bicia bycra .
wie folgt abkiirzen: u = 72,/11 = 1(;1 LA, = % Dadurch erhalten wir folgendes

skalierte System:

t=u(l—Au—v)
v=v(u—u—Av).

Der Unterschied zwischen dem skalierten Modell und der Konkurrenz-Gleichung von
Volterra liegt darin, dass die beiden Strecken S = {(u,v) € (R{)?:1 = 0} und
W = {(u,v) € (R})?: v = 0} nicht zwingend parallel sind, wodurch auch noch ein
weiteres Gleichgewicht moglich ist. Man kann auf dieses System auch durch eine
andere Uberlegung kommen. Wenn wir davon ausgehen, dass die beiden Spezies
neben der Ressource, um die sie konkurrieren, jeweils noch eine andere Ressource R
beziehungsweise R, besitzen, erhalten wir folgende Gleichungen fir den
Ressourcenverbrauch:

R=R—(s1x+ s,7)
Ry :& —{q1X
R, = R; — quy.

Wenn wir nun in den Wachstumsgleichungen die beide Ressourcen berticksichtigen
X y
—=R+R1—a1,—=R+R2—C¥2.
x y

erhalten wir

x =x(a— bx —cy)
y=y(d—ex—fy).

L . . . b
Durch Division durch ¢ in der Klammer der ersten Gleichung erhalten wir % —-X-Y,
. . . b .
was verglichen mit dem skalierten Modell == Al,% = 1 entsprechen wiirde. Genauso

.. d . . . .
entspricht - = ,u,f = A,. Die Entsprechung % = 1 stellt keine Einschrankung dar, alle
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Ergebnisse, die folgen, waren auch problemlos mit einem anderen Wert als 1 zu
erreichen gewesen.

Um nun zu zeigen, dass das skalierte System fiir alle t € R* eine Lésung hat, missen
wir zeigen, dass (u(t), v(t)) auf jedem endlichen Intervall beschrankt ist. Wir gehen
aus von einem maximalen Existenzintervall J] = [0, t,). Auf ] gilt dann

t=u(l—-Au—-v)<uv=vu—u-—2Av) <uv.

Daraus folgt: 0 <wu(t) <efuy, und 0<uv(t) <etwv, also tatsichlich, dass
(u(t),v(t)) auf jedem endlichen Intervall beschrankt ist. Dadurch folgt t, = oo, also
dass die Losungen global existieren.

Die Gleichgewichtspunkte fir das skalierte System sind das triviale Gleichgewicht
(0,0), die beiden Randgleichgewichte (0,7) = (O,li) und (u,0) = (%,0) und ein
2 1

Koexistenz-Gleichgewicht

1

(U, v) = Th, =1 (A —u,Ayp—1).

Wir schlieRen den Fall A;4, = 1 aus. Damit das Koexistenz-Gleichgewicht relevant ist,
muss u,, v, > 0 gelten, was in genau zwei Fallen auftritt: Entweder ist A, > u, Aju > 1,
oder es gilt 1, < u, A;u < 1. Im ersten Fall gilt immer, dass A;1, > 1 ist, der zweite Fall
impliziert 11, < 1. Damit ist also auch festgelegt, dass fiir ein biologisch relevantes
Koexistenz-Gleichgewicht die Bedingung 1,1, # 1 erfiillt ist, wie wir gefordert hatten.

Um nun die Stabilitatseigenschaften der Gleichgewichte zu untersuchen, werden wir
wie in Kapitel 3 die Jacobi-Matrix an diesen Punkten untersuchen, die folgendermaRen
aussieht:

A-2u—-v)—Au —u >

]f(uvv) = ( —v (‘u—u—/lzv)—lzv

Wir wollen nun die vier Gleichgewichtspunkte, die vorher bestimmt wurden, auf ihr
Stabilitatsverhalten untersuchen.

e Der triviale Gleichgewichtspunkt (0,0)
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500 =(; )

Die Jacobi-Matrix hat also an dieser Stelle die Eigenwerte 7, =1 und
5, = pu > 0. Damit ist das Gleichgewicht laut Tabelle 1 instabil, genauer ein
instabiler Knoten.

Randgleichgewicht (0, 7) = (0, AL)
2

Ji(0,7) = (1__1717 (u— ,122) - /1217> - (1—_1717 —Ou>

Die Eigenwerte 11, 1, dieser Matrix sind genau die Diagonalelemente der Jacobi-
Matrix. Dieses Gleichgewicht ist fir v > 1 ein lokal asymptotisch stabiler
Knoten und fir v < 1 ein Sattelpunkt, also instabil.

Randgleichgewicht (i1,0) = (Ai, 0)
1

Je(@,0) = ((1 - /1113) - AMu H—_ﬁﬁ) _ (—01 M—_ﬁﬁ)

An diesem Gleichgewichtspunkt hat die Jacobi-Matrix die Eigenwerte r; = —1
und , = u — u. Wir missen somit wieder zwei Falle unterscheiden, namlich
den Fall & > p und den Fall & < . Im Fall & > p haben wir wieder einen lokal
asymptotisch stabilen Knoten, im Fall & < u ist dieses Gleichgewicht ein
Sattelpunkt.

Koexistenz-Gleichgewicht (u,, v,)

—Au, —u*>
-v, —A,v,

Je(u,, v,) = (

Wir gehen wieder davon aus, dass das Gleichgewicht biologisch relevant ist,
also u,, v, > 0. Dadurch haben wir

Spur(]f(u*tv*)) = _(Alu* + AZU*) <0
det(]f(u*,v*)) = u,v,(4;4, — 1).

Wir haben also fir A;4, > 1, dass die Determinante det(]f(u*,v*)) >0, und
damit nach Theorem 3.5.1, dass dieses Gleichgewicht lokal asymptotisch stabil
ist. Falls jedoch A;4, < 1, folgt det(]f(u*, v*)) < 0, und das Gleichgewicht ist
instabil, ndmlich wieder ein Sattelpunkt.
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Wir kénnen also insgesamt vier Falle zusammenfassen.

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4
Gleichgewicht | u>u,1>v u>u,l1<v u<ul>v u<u,l<v
(0,0) instabil instabil instabil instabil
(w,0) instabil instabil stabil stabil
(0,7) instabil stabil instabil stabil
(u,,v,) stabil exist. nicht exist. nicht instabil
stab. Koex. Beutepopulation | Rauberpopulation | bistabiler Fall
stirbt aus stirbt aus

Tabelle 3: Gleichgewichte und ihre Stabilitét im Konkurrenz-Modell (nach [5])

Bistabiler Fall bedeutet, dass eine der beiden Populationen ausstirbt, abhangig von der
Anfangsbedingung.

Auch hier sehen wir, wie schon im Konkurrenzmodell von Volterra, dass in den Féllen,
in denen sich die beiden Strecken S und W nicht schneiden, namlich Fall 2 und Fall 3,
gewisse Randgleichgewichte stabil sind. Es gilt also fir u>u,1 <v, dass das
Gleichgewicht (0, 7) global asymptotisch stabil ist, also jede Lésung mit Anfangswert
u(0) > 0,v(0) > 0 konvergiert fir t > o gegen (0,7). Analog gilt fir das
Randgleichgewicht (ii,0), dass fur u <1u,1>v jede Losung mit Anfangswert
u(0) > 0,v(0) > 0 gegen (i, 0) konvergiert. Im ersten Fall schaut die Losung somit so
aus wie in Abbildung 7.

In den anderen beiden Fillen, Fall 1 und Fall 4, schneiden einander die Strecken S und
W. Dadurch wird (R$)? in vier Bereiche eingeteilt:

e Bereich I {(w,v) € RN)* A u+v<lundu+A,v<u}, der Bereich
unterhalb beider Strecken

e Bereich Il: {(u,v) € RY)* lu+v>1lundu+A,v>u}, der Bereich
oberhalb beider Strecken

e Bereich Il {(u,v) € RND* Lu+v<lundu+A,v>u}, ein Bereich

zwischen den beiden Strecken, dieser Bereich ist positiv invariant
e Bereich IV: {(w,v) € R)* Jju+v>1undu+ v <pu}, der zweite
Bereich zwischen den Strecken, dieser Bereich ist positiv invariant
In beiden Fallen, die wir noch betrachten, gilt im Bereich |

u>0,v>0

und im Bereich Il
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u<0,v<O0.

Das heildt, die Losungen, die in diesen Bereichen starten streben, immer hinein in
Bereich Il oder Bereich IV. Wir betrachten jetzt Fall 1, das heiRt u > 1,1 > v, also gilt
fur Bereich Ill u < u, und fiir Bereich IV u > u,. Im Bereich Ill ist

t=u(l—-Au—-v)>0
v=v(u—u—21,v) <0.

Da Bereich Ill nach unten durch v > v, und nach rechts durch u < u, begrenzt ist,
streben somit alle Losungen gegen den Gleichgewichtspunkt. Analog gilt fir Bereich IV,
dass

ut=u(l-Au—-v)<o0
v=v(u—u—2Av) >0.

Auch hier gilt wegen der Begrenzung, diesmal nach oben und nach links, dass alle
Losungen gegen den Gleichgewichtspunkt streben missen.

In Fall 4 haben wir die Bedingung, dass u < u,1 < v. In diesem Fall ist Bereich IIl oben
und links durch (u,, v,) begrenzt und Bereich IV unten und rechts. Da die Ableitungen
aber gleich bleiben, bedeutet dies, dass die Losungen weg vom Gleichgewichtspunkt zu
den Randgleichgewichten hinstreben. Nur fir Anfangswerte, die auf der Losung, die
vom Ursprung durch den Gleichgewichtspunkt (u,,v,) fuhrt, liegen, streben die
Losungen zum Gleichgewicht. Jeder andere Anfangswert strebt flir t = oo gegen einen
der Randgleichgewichte. Es stirbt somit auf jeden Fall eine Population aus, da leichte
Schwankungen, die in der Natur vorkommen dafiir sorgen, dass eine der Populationen
einen Vorteil gegeniber der anderen bekommt und diese dadurch ausstirbt. In
Abbildung 8 und 9 werden die beiden Falle 2 und 4 dargestellt.
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Bereich Il

Bereich Il

Bereich IV w

Abbildung 8: Lésungen des Konkurrenz-Modells mit stabiler Koexistenz

Bereich |

Abbildung 9: Lésungen des Konkurrenz-Modells mit Bistabilitat

4.3 Konkurrenz mit nichtlinearen Wachstumsraten

Man kann die Konkurrenz-Gleichungen, die wir bisher gesehen haben, als
Gleichungssystem

x =x5(x,y)
y=yWky)

mit linearen Funktionen S und W auffassen. Aber es gibt auch Modelle, bei denen die
Funktionen eine viel komplexere Gestalt annehmen. Ob damit die Natur in ihrer
Komplexitdt erfasst werden kann, ist nicht immer gesichert, aber es macht Sinn, sich
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Gedanken Uber die allgemeine Form der Wechselwirkungen zu machen und aus diesen
Uberlegungen Schlussfolgerungen zu ziehen.
Viele der folgenden Uberlegungen haben wir schon fiir das lineare Modell angestellt,
trotzdem wollen wir sie nochmal kurz ansprechen.

e Bei der Konkurrenz gilt, dass eine Population durch die Zunahme der anderen

schlechter gestellt ist, also fordern wir fir die Funktionen S und W:
aS ow
@ < 0'6_x <0.

e Esgibt eine Kapazitat K an Ressourcen, fiir die gilt, dass, sobald eine der beiden
PopulationsgroRen Uber diese Kapazitatsgrenze kommt, beide
PopulationsgrofRen zuriickgehen.

3K > 0: wenn max(x,y) > K: max{iS(x,y), W(x,y)) <0

e Falls eine der Populationen ganz fehlt, wachst die andere bis zu einer gewissen
Grenze, und oberhalb dieser Grenze sinkt die PopulationsgroRe.

Falls y = 0 gibt es ein K, so, dass fur x < K, gilt: S(x,y) > 0 und fur x > K,
gilt: S(x,y) < 0.

Falls x = 0, gibt es ein K|, so, dass fir y < K,, gilt: W(x,y) > 0 und firy > K,
gilt: W(x,y) < 0.

Wie schon in den vorigen Abschnitten wollen wir auch hier wieder die Mengen
S={(x,y) € (RH)?:S(x,y) =0} und W = {(x,y) € (R{)?: W (x,y) = 0} festlegen.
Da diesmal allerdings die Funktionen S und W nichtlinear sind, entsprechen diese
Mengen keinen (geraden) Strecken, sondern jeweils Kurven in (R{)?.

Wir wollen kurz definieren, was es bedeutet, wenn ein Punkt oberhalb oder unterhalb
von S liegt. Wie in der dritten Uberlegung angesprochen, gibt es eine Kapazititsgrenze
K,. Fir 0 < x < K, trifft eine Senkrechte durch x genau einmal die Kurve S, fir
K, < x gibt es keinen Schnittpunkt zwischen S und der Senkrechten an der Stelle x.
Wir definieren einen Punkt (x, y) als unterhalb von S, wenn der senkrechte Halbstrahl,
der von diesem Punkt aus nach oben startet, S schneidet. Alle anderen Punkte liegen
oberhalb oder auf S. Fiir Punkte unterhalb von S gilt x > 0, fur alle Punkte oberhalb
x < 0. Analog definieren wir alle Punkte (x,y), fiir die der Halbstrahl nach rechts die
Kurve W schneidet, als links von I, alle anderen Punkte als rechts von W oder auf W.
Fir Punkte links von W gilt y > 0, fiir Punkte rechts von W gilt y < 0.

Die beiden Kurven S und W liegen innerhalb des Quadrats {(x,y):0 < x < K,0 <y <
K}, und jede Bahn in (R1)? flieRt in dieses Quadrat hinein.

Somit haben wir fiir jeden Punkt (x,y) charakterisiert, wo er relativ zu den Kurven S
und W liegt und wie sich die Ableitung an diesem Punkt verhilt. Wir wollen uns nun
Uberlegen, welche Gleichgewichte in diesem allgemeinen System auftreten kénnen.
Wenn die Kurven S und W einander nicht schneiden, gibt es kein Koexistenz-
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Gleichgewicht, und eine Population muss aussterben. Hier stellt sich also ein
Randgleichgewicht ein. Falls die Kurven einander schneiden, ist jeder Schnittpunkt ein
Gleichgewicht. Wir gehen davon aus, dass es nur endlich viele Schnittpunkte gibt, also
auch nur endlich viele Gleichgewichte. Die beiden Kurven S und W teilen nun (R™)? in
endlich viele zusammenhdngende Gebiete, in denen sich die Vorzeichen von x und y
nicht dndern. Das Gebiet, das oberhalb von S und rechts von W liegt, zeichnet sich
dadurch aus, dass x < 0 und y < 0 gilt. Fiir das Gebiet unterhalb von S und links von
W gilt die gegenteilige Aussage, hier gilt immer % > 0 und y > 0. Jede L&sung strebt
also aus diesen Gebieten hinaus. Alle anderen Gebiete liegen zwischen den beiden
Kurven. Fiir die Punkte von S und die Punkte von W, die ein solches Gebiet begrenzen,
gilt entweder, dass der Punkt ein Gleichgewicht ist, also genau der Schnittpunkt der
beiden Kurven, oder dass durch diesen Punkt jede Bahn hinein strebt in das Gebiet
zwischen den Kurven. Um das einzusehen, betrachten wir einen beliebigen Punkt P,
der kein Gleichgewicht ist. Wir nehmen jetzt an, dass an diesem Punkt x < 0 und
y > 0. Daraus schlieRen wir schon, dass P oberhalb von S und links von W liegt. Liegt P
nun also auf S, dann liegt P links von W, also geht die Strémung senkrecht hinauf, da
y > 0, also in das Gebiet hinein. Liegt P auf W, so geht die Strémung nach links, weil P
oberhalb von S liegt, also wieder in das Gebiet hinein. Analog behandelt man den Fall
x > 0 und y < 0, und man sieht die Behauptung. Diese Gebiete zwischen den Kurven
sind somit positiv invariant, also kénnen Losungen dieses Gebiet nicht mehr verlassen.
Dass es keine periodischen Bahnen geben kann, ist leicht einzusehen, wenn man
beachtet, dass eine periodische Bahn einen Fixpunkt umschlieBen muss, und
gleichzeitig wegen der positiven Invarianz der Gebiete zwischen den Kurven S und W
in diesen verharren muss. Beides gleichzeitig ist jedoch nicht moglich, daher sind
periodische Bahnen nicht moglich. In den positiv invarianten Gebieten strebt jede
Bahn gegen einen Fixpunkt, es stellt sich also immer ein Gleichgewicht ein.

5 Symbiose

Kooperation beschreibt ein Verhaltnis von zwei Spezies, durch das beide profitieren.
Dieses Verhaltnis ist jedoch im Vergleich zu den beiden anderen, Rauber-Beute-
Verhaltnis oder Konkurrenz, eher wenig untersucht. Wir wollen fiir Kooperation ein
lineares Modell betrachten und aus diesem Erkenntnisse gewinnen. Wir starten mit
einem sehr einfachen Modell. Bei Symbiose kénnen wir eigentlich immer ein stabiles
Gleichgewicht in (R1)? erwarten, da sich beide Arten gegenseitig unterstiitzen. Wenn
jede Art fur sich alleine Uberlebensfahig ist, ist sie es mit Unterstiitzung der anderen
Art sicher auch. Es gibt somit fiir diese Art der Wechselwirkung zwischen zwei Arten
keinen Grund, ein Aussterben einer der beiden Arten zu erwarten.
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5.1 Ein einfaches Symbiose-Modell

Fir jede der beiden Spezies gilt: Je groRer die Population der anderen Spezies, umso
besser flir mich. Fiir unser erstes Modell nehmen wir weiters an, dass eine Spezies
zugrunde geht, wenn die andere Spezies nicht vorhanden ist. Dies fihrt zu dem sehr
einfachen Modell

x =x(—a+ by)
y = y(—c+ dx)

Mit positiven Koeffizienten a,b,c und d. Wir erkennen schon zwei interessante
Aspekte dieses Modells. Einerseits entsprechen die Gleichungen genau der
Wachstumsgleichung der Rauber im einfachen Lotka-Volterra-Modell, andererseits der
Konkurrenz-Gleichung ohne innerspezifischer Konkurrenz mit umgedrehten
Vorzeichen.

Die Gleichgewichte fir dieses Modell sind leicht gefunden: Es gibt nur das triviale
a

Gleichgewicht (0,0) und den Schnittpunkt beider Geraden mit den Gleichungen y = >

und x = 2, also den Punkt F = (2,%). Es kann kein Randgleichgewicht geben wegen

der Forderung an das Modell, dass eine Population ausstirbt, wenn die andere fehlt.
Die Jacobi-Matrix zur Analyse des Stabilitatsverhaltens lautet

__\_ (—a+by bx
Ji(x,¥) —( d5 —c+d3?)'

Das bedeutet flir unsere Gleichgewichte:
e triviales Gleichgewicht (0,0)

0 =(7 °)

Cc

Diese Jacobi-Matrix hat die Eigenwerte r; = —a und r, = —c. Daher ist der
triviale Gleichgewichtspunkt ein lokal asymptotisch stabiler Knoten.

e Gleichgewichtspunkt F = (2,%)

bc

]f(g’%)z ad ¢
5 0
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Diese  Jacobi-Matrix ~ hat  die  Eigenwerte 1, =++vac, dieser
Gleichgewichtspunkt ist also ein Sattelpunkt.

Die Frage ist nun, wie das System sich global verhalt. Dafiir unterscheiden wir vier Falle
und betrachten die Vorzeichen von x und y.

o x<o,y<w X<0,y<0
¢« x>-,y<= x<0,y>0
¢ x>-,y>= x>0,y>0
. x<§,y>%: x>0,7<0

Damit kénnen wir fiir alle (x,y) € (R{)? sagen, wohin sich die Lésung entwickeln
wird. Offensichtlich kann sich nur entweder der triviale Gleichgewichtspunkt
einstellen, oder die Losungen streben gegen oco. Auch wenn wir im Gleichgewicht F
starten, sorgen natirliche Schwankungen dafiir, dass dieses instabile Gleichgewicht
verlassen wird, und wir sind in der eben beschriebenen Situation. Da diese Situation
aber nicht sehr realistisch ist, wollen wir ein etwas allgemeineres Modell betrachten.

5.2 Symbiose mit logistischem Wachstum

Im letzten Modell haben wir ein paar schwere Mangel festgestellt, die das ganze
Modell leider ziemlich unrealistisch machen. Allerdings waren einige der Annahmen,
die wir getroffen hatten, schon richtig zur Beschreibung der Symbiose. Um ein
realistischeres Modell zu erhalten, missen wir jedoch auch ein paar der Forderungen
andern. Als erstes wollen wir flir beide Populationen ein logistisches Wachstum
fordern. Natirlich gilt auch weiterhin, dass die Wachstumsrate einer Population umso
grofer ist, je grolRer die zweite Population. Wir erhalten also

x =x(a—bx +cy)
y=y(d+ex—fy)

mit positiven Koeffizienten a, b, ¢, d, e und f. (Fir a oder d waren negative Werte auch
sinnvoll, dann hatten wir die Situation wie im letzten Modell, dass die entsprechende
Art ohne der anderen nicht tiberlebensfahig ware.)

Wir bestimmen wieder die beiden Null-Isoklinen

§S={(xy) € RD* x =0},
W ={(x,y) € (R§)* y = 0},

Die Menge S ist gegeben durch die Halbgerade mit der Gleichung
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bx —cy=a,(x,y=0)
und die Menge W durch die Halbgerade mit der Gleichung
—ex+ fy=d,(x,y = 0).
af +cd  bd+ae

bf —ec ’ bf —ec
bf < ec sein, gibt es zwar auch einen Schnittpunkt, dieser liegt aber auBerhalb von

Der Schnittpunkt dieser beiden Halbgeraden ist ( ), fur bf > ec. Sollte

(R¢)? und ist damit nicht relevant fiir unsere Betrachtungen. Wie in der Einleitung zur
Symbiose schon festgehalten, kann man bei diesem Modell ein Koexistenz-
Gleichgewicht erwarten, daher ist es auch sinnvoll bf > ec zu fordern. Es existieren

die Randgleichgewichte (%,0) und (O,?). Wir haben also vier Gleichgewichte, die

auftreten kénnen.
e das triviale Gleichgewicht (0,0)

e Randgleichgewicht (%, 0)

e Randgleichgewicht (0,?)

af +cd bd +ae)

e inneres Gleichgewicht (bf_ec " bf —ec

Mithilfe der Jacobi-Matrix

_ . _(a—2bx+cy cx
]f(x,Y)—< e:)—/ d+ef_2f}_/)

konnen wir wieder das lokale Stabilitdtsverhalten dieser Gleichgewichtspunkte
untersuchen.
e das triviale Gleichgewicht (0,0)

o= 9

Dieses Gleichgewicht ist mit den Eigenwerten der Jacobi-Matrix r; = a, 1, = d
ein instabiler Knoten.

e Randgleichgewicht (%, 0)

o
(50)= 0 d-fg
b
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Diese Jacobi-Matrix hat die Eigenwerte r; = —a und r, =d +%. Daher ist
dieses Gleichgewicht ein Sattelpunkt und damit instabil.

e Randgleichgewicht (0,%)

o)

—d

(5
av

Analog zum vorigen Randgleichgewicht erhalten wir fir diese Jacobi-Matrix die

. d L . . .
Eigenwerte ry = a + CT und r, = —d. Damit ist auch dieses Randgleichgewicht

ein Sattelpunkt.

e inneres Gleichgewicht (%, ) = (af+Cd bd+ae)

bf —ec’ bf —ec
_ . _ (—bx Cf)
]f(x:y) - ( e}—} _f}—]

Fiir die Analyse dieser Jacobi-Matrix werden wir wieder Theorem 3.5.1
anwenden, das heildt, wir sehen uns die Spur und die Determinante der Matrix
an und schlieBen aus den Vorzeichen dieser auf das Stabilitatsverhalten.

spur(Jy(%,7)) = —bx — fy <0,
det(Ji(%, 7)) = Zy(bf — ec).

Wegen bf > ec ist det(]f) > (0. Dieser Gleichgewichtspunkt ist also lokal
asymptotisch stabil.

Im Fall, dass bf < ec ist, gibt es keinen Schnittpunkt der beiden Halbgeraden S und W
in (R{)?. Die Halbgeraden teilen dann (R¢)? in drei Bereiche, den Bereich zwischen §
und W, den Bereich oberhalb von beiden Halbgeraden und den Bereich unterhalb von
beiden Halbgeraden. Im Bereich oberhalb der beiden Halbgeraden gilt immer
x > 0,y < 0. Unterhalb beider Halbgeraden gilt x < 0,y > 0, und zwischen beiden
Halbgeraden x > 0,y > 0. Das bedeutet aber nichts anderes, als dass der Bereich
zwischen den beiden Halbgeraden positiv invariant ist, also Losungen diesen Bereich
nicht mehr verlassen, und die Lésungen in diesem Bereich gegen Unendlich streben.
Alle Losungen, die im Bereich oberhalb oder unterhalb der beiden Halbgeraden
starten, streben hinein in den Bereich zwischen den beiden Halbgeraden. Natdrlich ist
dies unsinnig, weshalb wir auch anfangs bf > ec gefordert hatten.
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Also, wir betrachten den Fall, dass bf > ec. Die beiden Halbgeraden teilen nun (R})?

in vier Bereiche, in denen wir wieder die Vorzeichen von x und y untersuchen.

Bereich I, der Bereich oberhalb der beiden Halbgeraden S und W

In diesem Bereich gilt: x>0y<0.

Jede Bahn in diesem Bereich hat somit nur zwei Maoglichkeiten: Entweder sie
strebt in einen der beiden Bereiche zwischen S und W, oder sie strebt direkt
zum Koexistenz-Gleichgewicht.

Bereich II, der Bereich unterhalb der beiden Halbgeraden S und W

In diesem Bereich gilt: x<0,y>0.

Analog wie flir den Bereich oberhalb der beiden Halbgeraden argumentiert
man hier, dass die Bahnen aus diesem Bereich entweder in einen der beiden
Bereiche zwischen den Halbgeraden S und W oder direkt zum Koexistenz-
Gleichgewicht hinstreben.

Bereich I, der Bereich zwischen den beiden Halbgeraden S und W, in dem

auch der Ursprung liegt

In diesem Bereich gilt: x>0,y>0.

Dieser Bereich ist positiv invariant, also kdnnen Bahnen in diesem Bereich nur
in Richtung des Gleichgewichts streben.

Bereich IV, der Bereich zwischen den beiden Mengen S und W rechts vom
Gleichgewichtspunkt

In diesem Bereich gilt: x<0,y<0.

Analog wie im vorigen Punkt kénnen die Bahnen in diesem Bereich nur zum
Gleichgewicht hinstreben.

0l T

Bereich | Bereich IV

Abbildung 10: Losungen des Symbiose-Modells mit stabiler Koexistenz

Wir wollen jetzt noch die Situation betrachten, dass eine der beiden Populationen

ohne die andere nicht Uberlebensfihig ist. Wir nehmen also a < 0 an. Weiters setzen
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. - — _ f(af+cd bd+ae
wir (X,y) - (bf—ec " bf —ec

behandeln. Dadurch haben wir nur mehr drei Gleichgewichtspunkte, da der Punkt

)E (R™)? voraus. Der Fall mit d <0 wire analog zu

(%,O) nicht in (R¢)? liegt fir a < 0. Wir kénnen auf die Berechnungen von vorher

zuriickgreifen und erhalten somit fiir unsere drei Gleichgewichte:
e das triviale Gleichgewicht (0,0)

00 = (5 9

Die Eigenwerte sind, wie vorher berechnet, 1 = a < 0,1, =d > 0, daher ist
dieser Punkt ein Sattelpunkt.

e Randgleichgewicht (0,?)

Js (0,%) = | de

Fir das Randgleichgewicht hat die Jacobi-Matrix die Eigenwerte r; = a +%
und r, = —d. Wir bendétigen daher eine Fallunterscheidung. Falls |a| < |%|, ist

dieser Punkt ein Sattelpunkt. Im Fall |a| > |%| ist dieser Gleichgewichtspunkt

sogar ein lokal asymptotisch stabiler Knoten.
af +cd bd+ae)

e Inneres Gleichgewicht (x,y) = (

bf —ec ’ bf —ec
_ —bx cx )
&oy) = = _
]f( y) (ey _fy

Da die Jacobi-Matrix unabhangig vom Vorzeichen von a ist, kann das Ergebnis
der vorigen Berechnung direkt lbernommen werden, und wir erhalten, dass
dieser Gleichgewichtspunkt lokal asymptotisch stabil ist.

Somit erhalten wir auch in diesem Fall, dass die zweite Art von der ersten profitiert,
deren Uberleben erst durch Anwesenheit der zweiten ermdglicht wird.
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6 Schlussbemerkungen

Seit die mathematische Okologie Anfang des 20. Jahrhunderts als Disziplin Full gefasst
hat und die ersten Modelle zur Beschreibung ¢kologischer Betrachtungen entstanden
sind, hat sich viel getan. Viele Anfangsmodelle wurden weiterentwickelt, um eine
realistischere Abbildung der natirlichen Vorkommnisse zu ermdoglichen. Dadurch sind
die Modelle komplizierter geworden. In der heutigen Zeit kénnen dank leistungsstarker
Computer auch kompliziertere Modelle berechnet werden. Diese Arbeit hat sich
hauptsachlich mit Zwei-Spezies-Modellen beschaftigt. Wie bereits in der Arbeit selbst
bemerkt, ist dies natirlich auch schon eine grofRe Einschrdankung im Vergleich zur
Realitat, da in der Natur unzahlige Spezies und Prozesse zusammenwirken. Obwohl die
Betrachtung von Zwei-Spezies-Modellen schon sehr interessante Einblicke in die
Interaktion verschiedener Spezies liefert, kénnen Mehr-Spezies-Modelle tiefere
Einblicke in Gleichgewichte liefern. So kann es zum Beispiel vorkommen, dass ein
Konkurrenz-Modell durch Hinzufligen eines Raubers ein Gleichgewicht mit Koexistenz
aller drei Arten bekommt, obwohl das urspriingliche Konkurrenz-Modell mit zwei
Spezies instabil ist, also eine der beiden Arten aussterben wiirde (siehe [5]). Auch
Modelle, die zufillige Umwelteinfliisse, die Abhangigkeit von Jahreszeiten des
Nahrungsangebots und dhnliche Faktoren berlicksichtigen, kdnnen betrachtet werden,
um damit ndher an die Realitat zu kommen (siehe [7]).

Die Erkenntnisse, die aus diesen Modellen gewonnen werden, sollten jedoch auch in
die Praxis Ubernommen werden, um damit nachhaltiger arbeiten zu kénnen. Im
Fischfang werden schon viele der Einsichten der Okologie verwendet (siehe [1]), um
sicherzustellen, dass die Fischbestdnde nicht ausgerottet werden. In Kombination mit
Optimierungsaufgaben werden Fischfangquoten ermittelt, sodass sich vor allem in
Gebieten, in denen Uberfischung ein groRes Problem war, die Fischbestinde wieder
erholen koénnen. Auch in Gebieten mit gesunden Fischbestdnden kann Uber diese
Modelle ermittelt werden, wie gefischt werden soll, damit die Bestande auf Dauer
Uberleben kdnnen und in diesen Gebieten keine Uberfischung passiert. Doch Fischfang
ist bei weitem nicht das einzige Gebiet, bei dem die Okologie Einfluss auf die Praxis
nehmen kann. In der Landwirtschaft kénnen o6kologische Modelle Impulse zur
Schadlingsbekampfung setzen, was zur Verringerung des Einsatzes von Pestiziden
fihren kann. Dadurch waren landwirtschaftliche Giter auch gesiinder fiir Menschen,
die mit weniger Pestiziden in Kontakt kommen wiirden. Die Schwierigkeit bei der
Implementierung 6kologischer Uberlegungen liegt oft darin begriindet, dass diese
O0konomischen Interessen im Weg sind. Wenn ein Fischer mehr fangen kann als die
Fischfangquote vorgibt, kann er insgesamt einen hoheren Profit erzielen, was
kurzfristig gut fiir ihn ist. Dass sich dadurch allerdings die Fischbestande nicht mehr
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erholen werden, ist ein Problem, welches nicht direkt schlagend wird. Doch fiir genau
diese Probleme muss die Gesellschaft sensibilisiert werden.

Es ist leider oft schwierig, die Modelle anhand von Daten zu verifizieren, weil solch
umfassende Daten kaum verfligbar sind.

Die Betrachtung 6kologischer Modelle ist aber nicht nur im Sinne der Okologie wichtig.
Viele der Gleichungen und der Systeme, die entwickelt wurden, haben auch
Anwendungen in anderen Gebieten. Alleine schon, dass die Lotka-Volterra
Gleichungen durch zwei verschiedene Wissenschaftler in zwei verschiedenen
Fachgebieten entwickelt wurden, spricht daflir. Wahrend Volterra diese Gleichungen
benutzt hat, um biomathematische Probleme zu betrachten, wurden diese
Gleichungen durch Lotka in der Chemie entwickelt und verwendet. Auch in den
Bereichen der Spieldynamik und der Populationsgenetik gibt es Parallelen zu den
betrachteten Modellen.

Aullerhalb der Biomathematik und der Chemie finden diese Gleichungen
Anwendungen in den Wirtschaftswissenschaften, wo sie verwendet werden, um
Konjunkturschwankungen in Konjunkturmodellen zu erklaren, und in der Medizin, wo
sie zur Beschreibung von Ausbreitungsprozessen von Krankheiten in der Epidemiologie
vorkommen.

Die mathematischen Modelle in der Okologie sind also vielseitig einsetzbar und
werden in der Praxis verwendet. Die Gleichungen sind somit nicht nur in theoretischer
Hinsicht interessant, sondern die Betrachtung und Weiterentwicklung der Modelle ist
flir viele Bereiche sinnvoll.
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