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1. Einleitung

1. Einleitung

Das zentrale Problem dieser Arbeit ist die numerische Losung der Warmeleitungsglei-
chung. Die Warmeleitungsgleichung ist der Prototyp einer linearen parabolischen par-
tiellen Differentialgleichung mit wichtigen Anwendungen in der Physik. Die numerische
Analysis fiir die Warmeleitungsgleichung léasst sich in vielen Fallen auf allgemeinere li-
neare parabolische Differentialgleichungen iibertragen. In unserem Fall sei

Voraussetzung V 1.

T > 0 und Q € R? ein beschrianktes, konvexes Gebiet.

Wir betrachten das Problem:

Problem P 1.
ug (t,x) — Ayu (t,x) = f(t,x) V(t,x) € Qr, (1)
u(t,z) =0 V(t,z) € 002 x [0,T), (2)
u(0,2) =0 Vo € Q. (3)

In (2) und (3) haben wir als Vereinfachung gefordert, dass die Losung am Rand und
zum Anfangszeitpunkt verschwindet. Das Problem kann wie in [11], Kapitel 7, [12], oder
[32] schwach formuliert und gelost werden. Ein Ansatz fir die ndherungsweise Berech-
nung der schwachen Losung ist die Finite-Elemente-Methode (FEM). Dabei wird die
Losung in einem endlichdimensionalen Raum approximiert. Fiir die Berechnung dieser
Losung muss dann ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Eine Variante der FEM
ist das Discontinuous-Galerkin-Verfahren (DG). Dabei wird die schwache Losung- wie
der Name schon sagt- durch nicht-stetige Funktionen approximiert. In dieser Arbeit
wéahlen wir dafiir wie in [12] den Ansatz der Space-Time-Diskretisierung- d.h. wir appro-
ximieren sowohl in der Zeit- als auch in der Ortsrichtung durch stiickweise Polynome.
Damit dieses DG-Verfahren wohldefiniert ist, muss nicht unbedingt f € C'* (TT) gelten.
Es reicht uns dafiir

Voraussetzung V 2.

feL*Qr) (4)




1. Einleitung

Ein wichtiger Bereich der Theorie zur FEM sind die A-Posteriori-Fehlerschétzer. A-
Posteriori-Fehlerschétzer geben obere oder untere Schranken den Fehler der FEM oder
speziell des DG-Verfahrens an. Das Hauptresultat dieser Arbeit sind 2 obere Schranken
fiir den Fehler des volldiskreten DG-Verfahrens. Dazu werden in Kapitel 2 das Gebiet
geeignet zerlegt und die wesentlichen Funktionenrdume eingefiihrt. In Kapitel 3 geben
wir die schwache Formulierung von Problem P 1 an, leiten die schwache Formulierung
des DG-Verfahren her und fassen einige Aussagen iiber die Losbarkeit der schwachen
Formulierung und des DG-Verfahrens zusammen. In Kapitel 4 fithren wir die zuverlassi-
gen A-Posteriori-Fehlerschatzer ein. Zwei verschiedene Anséatze fithren uns auf zwei obere
Schranken fiir den Fehler des DG-Verfahrens. Der erste Ansatz ist eine Verallgemeinerung
der Arbeit [18] von der Laplacegleichung auf die Warmeleitungsgleichung. Der zweite
Ansatz ist eine Verallgemeinerung von [22] und [32] vom semidiskret-parabolischen auf
den volldiskreten Ansatz. In Kapitel 5 testen wir das Verhalten der beiden Abschéitzun-
gen. Kapitel 6 fasst einige mogliche zukiinftige Uberlegungen zum Thema dieser Arbeit
zusamimen.




2. Grundlagen

2. Grundlagen

2.1. Zerlegung des Gebiets

Eine wichtige Vorarbeit zur Bestimmung des endlichdimensionalen Raum von unstetigen
Funktionen im DG-Verfahren ist die Bestimmung von geeigneten Zerlegungen von {)r.
Spater werden die Funktionen auf den einzelnen Elementen dieser Zerlegungen stetig
sein. Wir zerlegen das Zeitintervall (0,7) in Intervalle und € in Dreiecke. Eine Zerlegung
von 7 entsteht dann in natiirlicher Weise.

Definition 2.1.1 (Zerlegung, erzeugte Zerlegung). (i) Ein Mengensystem
M
M = U {(tn, tnr)} mit 0 = tg < t5 < -+ < tyy1 = T heilt Zerlegung des

7=

Zeitintervalls.

(ii) Ein Mengensystem K mit K1 N Ky = () fir K, K, € K und J K = Q heiit
Kek
Zerlegung von ().

(iii) Sei K eine Zerlegung von €2 und M eine Zerlegung des Zeitintervalls. Das Mengen-

ned{0,1,....M
system KM = (K (”))KGE{K ' mit K™ .= (tn,tns1) X K heifit die von M und

IC auf Qp erzeugte Zerlegung.

Bis jetzt haben wir an die Form der Elemente der Zerlegung K von €2 noch keine For-
derungen gestellt. Einige Regularitatsvoraussetzungen sind aber aus beweistechnischen
Griinden aber notwendig. Wir gehen &hnlich wie in [35] vor.

Definition 2.1.2 (Affine-dquivalente Zerlegung). Sei Kj := conv {(0,0),(1,0),(0,1)}
das Referenzelement in R?. Eine Zerlegung XC von Q C R wird affin-dquivalent genannt,
wenn es fir jedes Element K € K eine bijektive affine Abbildung Tk gibt, mit Tk (K) =
K.

Voraussetzung V 3. Indem wir fiir eine Zerlegung K von € affine Aquivalenz for-
dern, haben wir implizit gefordert, dass das Gebiet € eine Vereinigung von Dreiecken
ist. Wir wollen uns in dieser Arbeit auf solche Gebiete €2 beschranken.

Bemerkung 2.1.3. Mit Voraussetzung V 1 und V 3 ist {2 ein Gebiet mit stiickweise
glattem Rand. Damit ist {2 in der Notation von [4], Seite 31 insbesondere ein Lipschitz-
gebiet und erfiillt eine Kegelbedingung. Fiir die Elemente K einer affin-dquivalenten
Zerlegung K gilt das genauso.

Definition 2.1.4 (Knoten einer Zerlegung). Sei K eine affin-dquivalente Zerlegung von
Qund V5 := {(0,0),(1,0),(0,1)} die Menge der Einheitsknoten. Bezeichne

(i) mit N :=UTk (Vy) die Menge der Knoten von K,
K
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(i) mit Nz := N NQ die Menge aller inneren Knoten von K und mit
(iii) und mit N g := N \ Nz = N N 9Q die Menge aller auBeren Knoten von K.

Definition 2.1.5 (Kanten einer Zerlegung). Sei K eine affin-dquivalente Zerlegung von
Q.

(i) Seien Ki, Ky € K zwei Elemente, sodass e := K; N K, eine 1-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist, dann wird e eine innere Kante von K genannt. Die Menge aller
inneren Kanten einer Zerlegung wird mit Zx bezeichnet.

(i) Sei K € K ein Element, sodass e := K N 9 eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist, dann wird e &duflere Kante von K genannt. Die Menge aller dufleren Kanten
einer Zerlegung wird mit By bezeichnet.

(iii) Die Menge & := Zx U By heifit die Menge aller Kanten einer Zerlegung K von €.

Sei zusdtzlich M eine Zerlegung des Zeitintervalls und KM die von M und K erzeugte
Zerlegung.

(iv) Setze
EMK = {e(") = (tp,tni1) X e:e € Ec,n €A0,.. ,M}}
die Menge der Ortskanten,
MK .
i ={{th, ) x K KeK,ne{0,...,M+1}}
die Menge der Zeitkanten und EMKX = gMK EtM’K die Menge der Kanten von

KM.

Definition 2.1.6 (Knoten-Patches, Kanten-Patch, Element-Patch). Sei M eine Zerle-
gung des Zeitintervalls, K eine affin-dquivalente Zerlegung von Q und K™ die von M
und K erzeugte Zerlegung.

(i) Fir x € Q bzw. (t,z) € Qp heifit die Menge
Wy 1= U{K tx € F} bzw. W e) == U {K(”) tx € K(”)}
der Punkt-Patch von z bzw. (¢, x),

(ii) fiir e € Ec bzw. ep € EMKX weiter

We ::U{K:Fﬂe#w} bzw. we, ::U{K(”) :WﬂeT#Q)}

der Kanten-Patch von e bzw. ey und
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(iii) fiir K € K bzw. K™ € K™ dann
wr = {Kl KINK # @} bzw. wie = {ICY”) : IC%”I) NK® #£ @}

der Element-Patch von K bzw. K™,
Definition 2.1.7 (Durchmesser, Kantenlinge, Zeitschrittweite, globale Schrittweiten).
Sei K eine affin-aquivalente Zerlegung von 2. Wir nennen

(i) hg := diam (K) den Durchmesser des Elements K € K von K,

(i) he = % (hK+ + hKf) die Kantenlange einer inneren Kante e € Zx von K, wenn
e=K,NK_fir K,,K_ € K gilt und h, := hx die Kantenlédnge einer dufleren
Kanten e € By, wenn e = K N oS fiir K € K,

(iii) hx = max hi die globale Schrittweite von K.
€

Sei zusdtzlich M eine Zerlegung des Zeitintervalls und K™ die von M und K erzeugte
Zerlegung.

(iv) Tp = tpy1 — b, die Zeitschrittweite von K™ fiir K € K,

(V) T(m = max 7, die globale Zeitschrittweite von K™ und
n<

Definition 2.1.8 (Reguldre Zerlegung). Eine Zerlegung K von ) eine wird reguldr
genannt, wenn sie

o affin-dquivalent ist und

 es keine hiangenden Knoten gibt, d.h.

TK(VQd) =KNNg VKek

Definition 2.1.9 (Nummerierung). Sei K eine regulire Zerlegung von 0 C R% Eine
beliebige aber feste, bijektive Abbildung

ag K —={1,...,|K]|}
heifit Nummerierung von .

Die Nummerierung ag einer regularen Zerlegung K von () erlaubt es nun fiir eine
Kante e € & einen Normalvektor definieren.

Definition 2.1.10 (Normalvektor einer Kante). Sei K eine reguldre Zerlegung von 2
und ayx die Nummerierung von /C.
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(i) Fiir e € Zx seien K, K_ € K die beiden Elemente fiir die e = K N K_ gilt mit
ax (K1) > ag (K_), Sei ng, . der &uBere Normalvektor von e an K, und ng, die
auflere Normale von e an K_, dann heifit n. := ng, der Normalvektor der Kante
e € Ix.

(ii) Ist e € By, dann sei K € K das Element, fiir das e = K N JQ und ng der dufere
Normalvektor von e an K. Setze dann n. := ng als Normale der Kante e € By.

Bemerkung 2.1.11. Fiir eine regulare Zerlegung IC wird durch die Nummerierung oy
aus Definition 2.1.10 lediglich das Vorzeichen des Normalvektors an die Kante e € &
festgelegt. In anderen Worten bestimmen wir fiir Kanten e € Zg, welches der beiden
Elemente K, Ky, € K mit K, N K, = e “auBen” liegt. Diese Bestimmung denken wir uns
zu jeder regularen Zerlegung K mit der beliebigen aber festen Abbildung ax dazu. In
Kapitel 4 ist in den Beweisen der Abschédtzungen und in den Abschétzungen selbst das
tatsdchliche Aussehen dieser Nummerierung nicht relevant.

Voraussetzung V 4. Fiir den Rest der Arbeit sei (M. )__. eine Familie von Zerle-

T<T

gungen des Zeitintervalls (KCp) n<h von Zerlegungen von (2. Dann ist (KhMT)hdL eine

7T

Familie von Zerlegungen von r. Wir fordern
(i) Taq, =7 fir alle 7 < 7,
(ii) (M), - ist lokal quasi-uniform, d.h. es existiert eine Konstante Cypi; > 0

Tn—1 Tn

su max

p S C’uni,t
<7 TLE{L...,|M7—|*1} Tn Tn—1

(i) hi, = h fir alle h < h,
(iv) K ist affin-dquivalent fiir alle b < A,
(v) K hat keine hidngenden Knoten fiir alle h < iz,

(vi) (Kh)y<p ist gleichméBig formregulér, d.h. es existiert Konstante Cepape > 0,

sodass
|
sup sup

S Cshapea
h<h KeKpn ‘K

Bemerkung 2.1.12. (i) Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir fiir die Fa-
milie (Kp,),.j, aus Voraussetzung V 4 h statt hi, und 7 statt 7o, . Fir die Kanten
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setzen wir weiter Z;, = Zy,, By, = By, und &, = &, . Fir die Knoten schreiben
wir N}, statt Ni,, fir die inneren Knoten N}z statt N, z und fir die dufle-
ren Knoten N, g statt N, 5. Analog zur Definition 2.1.1 schreiben wir schliefflich
M, :=|M;| -1

(ii) Punkt (iv) und (v) in Voraussetzung V 4 bedeuten, dass K, fiir jedes h < h eine
regulére Zerlegung ist.

(iii) Aus Punkt (vi) in Voraussetzung V 4 folgt wie in [24], dass es Konstanten C, Cy > 0
gibt mit

e
Cy <sup sup ’ |
h<h Kekyece diame

<

und dass die Méchtigkeit der Punkt-Patches, der Kanten-Patches und der Element-
Patches in (KC4),,<;, gleichméflig beschrinkt ist. Es gilt also

sup sup |wg| < oo

h<h €N}
und
sup sup |w,| < 0o
h<h €€
und

sup sup |wg| < oo

h<h KeKp
Im Wesentlich folgen diese Abschiatzungen aus der Tatsache, dass bei gleichmaBiger
Formregularitét in Voraussetzung V 4 die Elemente K € Cj bei nicht "degenerieren"kénnen-
d.h. mit klein werdenden Volumen muss auch der Durchmesser klein werden.

(iv) Mit dem vorherigen Punkt folgern wir auch, dass

sup sup  |wgm| < 3sup sup |wg| < oo
T<Fh<h KM e h<h K€Ky

und

sup  Sup |wem| < 3sup sup |wg| < oo
7<7,h<heMeE, ) h<h K€K

(v) Weil wir fiir h < h mit den Voraussetzung (iv) und (v) Regularitit fiir die Zerlegung
Kn (Kn)p<i, gefordert haben, folgt dhnlich zu [24] aus der gleichméfigen Formregu-
laritdt in Voraussetzung V 4, (vi) fiir die Familie (Kp,),.; auch Quasi-Uniformitét.
Es existiert also eine Konstante Cypi, > 0, sodass

e |

sup max max — < Clnigp
hgil Keky Kewgk |h[~(
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2.2. Sobolevraume

Sei in diesem Abschnitt w C R? ein beschrinktes, konvexes Gebiet mit stiickweise glat-
tem Rand Ow. Wir stellen uns fiir w etwa ein Element K € K, oder auch ganz ) C R?
vor. Lt. Voraussetzung V 3 ist 02 oder 0K fir K € K, stiickweise glatt. Wir fassen
einige wichtige Aussagen und Definitionen iiber Sobolevrdume zusammen. Die Voraus-
setzungen zu diesen Aussagen lassen sich in den meisten Féllen noch abschwéchen. Mehr
zu Sobolevraumen findet man etwa in [4], [9], [11] oder auch in [23].

Definition 2.2.1 (schwache Ableitungen, Sobolevriume). (i) Sei v € L? (w), k € N
und o € {1,...,d}* ein Multiindex. Gilt fiir eine Funktion g, € LL_ (w)

loc

/va% dz = (—1) /ga¢ dr Vo e C® (w), (5)

w

so heifit v k-fach schwach in Richtung des Multiindex « differenzierbar. Die Funk-
tion 0%v := g, heifit schwache Ableitung von w in Richtung des Multiindex a.

(ii) Die Menge
H* (w) = {v € L*(w): 0% € L? (w),V]a| < k}
heifit Sobolevraum der Ordnung k.

Bemerkung 2.2.2. (i) Um die Notation zu vereinfachen setzen wir fiir den leeren
Multiindex a = () dann 9%v := v und H° (w) := L? (w).

(ii) Fir £ € N und den Multiindex o mit || < k ist die k-Ableitung in Richtung «,
sofern sie existiert, eindeutig und die Abbildung 0% : H* (w) — L? (w) : u — 0“u
ist linear. (Siehe dazu etwa [11] oder [23])

(ili) Fiir v € H'(w) wird der Funktionenvektor (v,,,...,v, )" = Vo € (L2 (w))’
Gradient von v genannt.

(iv) Durch partielle Integration erhilt man sofort, dass fiir £ € N und einen Multiindex
a mit |a] < k fir w € CF (@) die Gleichung (5) mit g; = 9,, gilt. Fiir klassisch
bis zum Rand differenzierbare Funktionen fallen der Begriff der klassischen und
schwachen Differenzierbarkeit also zusammen. Damit folgt C* (w) C H* (w).

Der folgende Satz beschreibt die Situation genauer.

Satz 2.2.3. Sei k € N. H* (w) ist ein linearer Raum, die Abbildung

(ORI H* (Q) x H* (Q) = Ry : (u,v) = Y (9%, 0%),,

lal<k

ist ein Innprodukt auf H* (w) und (Hk (w), (-, ')H’“(Q)) ist ein Hilbertraum.
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Beweis. Siehe etwa [9], Satz 5.10 und Lemma 5.11, [23], Kapitel 1.1.12 oder [11], Kapitel
5.2.3 Theorem 2. O

Satz 2.2.4 (Spurabbildung). Es gibt eine lineare, stetige Abbildung
tr: H' (w) = L* (0w) : u — tru
sodass u|g, = tru fiir u € C* (W) gilt.
Beweis. Siehe etwa [4], Satz 3.1. O
Bemerkung 2.2.5. Sei E' C Ow mit pg, (E) > 0. Dann ist
trip: H (w) = L*(E) :uw (tru) |g
eine Abbildung mit u|g = tr|pu fir v € C* ().

Definition 2.2.6. Sei £ C 0w und v € H' (w). Die Abbildungen aus Satz 2.2.4 und
Bemerkung 2.2.5 heilen Spurabbildungen und trv bzw. tr|gv heifilen die Spur von v auf
Ow bzw. E.

Satz 2.2.7 (partielle Integration). Sei v, w € H' (w) und tr der Operator aus Satz 2.2.4,
dann gilt

/v@xiwdx = —/E)mivwdx—i—/nitrvtrwdu.
w ow

Beweis. siehe etwa [6], Proposition 5.1.5 O
Bemerkung 2.2.8. Um die Notation zu vereinfachen, wird fiir v € H! (w) statt trov

und [ trodp oft etwas unscharf v|s, und [ v du geschrieben.
Ow ow

Satz 2.2.9. Der Raum
Hy (W)= {ue H" (W) tru=0}
ist ein abgeschlossener Teilraum von (H Yw), () (w)).

Beweis. Es gilt H} () = tr~' {0} und als Urbild einer abgeschlossenen Menge einer
stetigen Abbildung abgeschlossen. O]

Bemerkung 2.2.10. In der Literatur haben sich die Bezeichnungen H~" (w) fiir (H} (w))”
und H~! (w) fiir (H' (w))” etabliert.

Lemma 2.2.11 (Poincaré-Ungleichung). Fir u € H) (w) gilt
IVeull, = flull g1

und die Konstante hingt vom Gebiet w C R? ab.
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Beweis. Die Aussage folgt sofort aus [9], Satz 6.14. ]
Satz 2.2.12. (i) Sei k € Ny. Dann ist C* (@) dicht in H' (w).
(i) Cg° (w) ist dicht in Hj (w).

Beweis. (i) Siehe [23], Section 1.1.6, Theorem 1.

(ii) In [9] ist Hg (w) := C§° (w)H'”Hl““) und in [9], Satz 6.18 wird dann bewiesen, dass
Hj (w) = tr~! {0}. Damit ist die Definition aus [9] und unsere Definition aus Satz

2.2.9 dquivalent und die Aussage ist gezeigt.
O

2.3. Stiickweise Sobolevraume

im folgenden Abschnitt sei IC eine reguldre Zerlegung von €. Die folgende Definition ist
eine Verallgemeinerung von Definition 2.2.1.

Definition 2.3.1. Sei £ € N. Der Raum
H"(K) = {v e L?(Q) :v|x € H* (K),VK € K}
heiflt stiickweiser Sobolevraum der Ordnung k.

Satz 2.3.2. Sei k € N. Die Abbildung

(-, ')Hk(lC) cHY(K) x HY (K) = R : (u,v) — Z (u,v)Hk(K) = Z Z (0%, 0%V) 5

K K k<|a|
ist ein Innenprodukt auf H* (K). (Hk (), (-, ~)H1(,C)) ist ein Hilbertraum.

Beweis. (i) Dass (-, ) ik, ein Innenprodukt auf H* (K) ist, folgt wie in Satz 2.2.3. Es

bleibt die Vollstindigkeit zu zeigen. Fiir v € H* (K) folgt aus der Definition von
H*(K), dass v € H* (K) fiir alle K € K. Fiir eine Cauchyfolge (v,), oy setze dann
V| = hél&@\K den Grenzwert bzgl. ||| g k- Es gilt dann v € H* (K) und v, — v

bzgl. ||'||Hk(1c)-
[

Der folgende Satz betrifft die Familie (K4 ), aus Voraussetzung V 4.

Satz 2.3.3. Sei K} eine Zerlegung aus der Familie aus Voraussetzung V 4 und u €
H' (Ky).

(i) Es gilt dann

1 1
lulle 2 3 IVl + 3 5 MLl + 3 ol

Keky, ecZy ¢ eeBy, '€

10
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(ii) Fir K € K und e € £ mit e C K folgt auch

1
lelle = 5= Ml + e [IVullc

und beide Konstanten hangt nicht von h < h ab.
Beweis. (i) Die Aussage folgt sofort aus [10], Lemma 3.1.
(ii) Siehe [20], Theorem 2.1 und Remark 2.3.

2.4. Bochnerraume

Im folgenden Abschnitt sei a,b € R? und a < b und (H,|-||;) ein Hilbertraum. Wir
gehen vor wie in [32].

Definition 2.4.1 (quadratische Bochner-Integrierbarkeit). Sei a,b € R, a < b. Eine
Bochner-messbare Funktion v : (a,b) — H heifit quadratisch Bochner-integrierbar auf
(a,b), wenn

b
[ o @l dt < oo.

Die Menge all dieser Funktionen wird mit L? ((a,b), H) bezeichnet.

Bemerkung 2.4.2. Indem wir v € L? (Q7) als Funktion u : (0,7) — L? () interpre-
tieren, gilt L? (Qr) = L?((0,T), L? (). Damit haben wir auch f € L?((0,T),L? ()).

Satz 2.4.3. Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum, dann ist

(oY peqaman ¢ L2 ((@:0) H) x L2 ((a,b) , H) = Ry : (u,0) = /(u (t),v (), dt

ein Innenprodukt auf L?((a,b), H) und (L2 ((a,b),H), (-, ')L2((a,b),H)> ist ein Hilber-
traum.

Beweis. Siehe [41], Theorem 23.2 oder [13], Satz 1.11 und 1.13. O

Definition 2.4.4. Sei (H, (-,-);) ein Hilbertraum, p € N und M eine Zerlegung des
Zeitintervalls.

(i) Es sei

PP (M, H) = {ve L*((0,T),H) :v

(tn7tn+1) E 7);0 ((tnytn—i-l) y H) ,Vn E {O, ]., ey M}}

der Raum der stiickweisen Polynome der Zerlegung M nach H.

11



2. Grundlagen

(if) Mit I, ; : L*((0,T), H) = P? (M, H) bezeichne die Projektion, fir die

T T
/uv :/ HMHuv 4t Vo e PP (M, H)
0 0

gilt.

Bemerkung 2.4.5. (i) Indem man in Definition 2.4.4, (i) einfach H = R setzt, erhalt
man als Spezialfall von PP (M, H) den Raum

PP (M) = {v € L*(0,T) : v|(tytpr) € P (tnstagr) Y0 € {0,1,..., M}}

Wir vereinfachen die Notation weiter und setzen fiir eine Zerlegung /C von {2
P (K) = {v € L*(Q) :v|x € P! (K) VK € K}.
Diese Bezeichnungen werden wir in dieser Arbeit ¢fter verwenden.

(i) Sei p € N. Wihle fiir jedes n € {1,..., M} eine Orthonormalbasis (¢;,) " von
L2 (ty, ty11) so, dass span{e;, : j € {0,1,...,p}} = PP (M) gilt. Die Funktionen
¢;n werden mit 0 auf (0,7) fortgesetzt. Es gilt dann

tn+1

T
/¢j1»n1¢jz»n2 dt = / ¢jlvn¢j27”2 dt = 6(j1,n1)7(j2,n2)
0

tn

vjl;jZENO vn17n2€{0717"'7M+1}'

(iii) (¢]n)fl EER{I&I _____ ary ist eine Orthonormalbasis von L?(0,T) und ((bjn)fl ee{{%a;;&} ist
eine Orthonormalbasis von PP (M).

Lemma 2.4.6. Sei H ein Banachraum, (qu,n)iee?& ..... ary die Orthonormalbasis von L*(0,7)

Bemerkung 2.4.5, (iii), p € N und bezeichne mit I1%; ,, den Operator aus Definition 2.4.4,
tn+1

(ii). Fir v € L*((0,T),H), j € Ngund n € {0,1,..., M} sei a;, = [ ug;;dt € H.
¢

n

Es gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) H%Mu— Z Za]nqﬁjnund

n=05=0

(ii) HHHM

= Z Z ||@Jn||H
=075=0

L2((0,1),

12



2. Grundlagen

Beweis. (i) Sei v € PP (M, H). Fir j € {0,1,...,p} und n € {0,1,..., M} gibt es
M p
bjn € H,sodass v = 3 > bj,0;, gilt. Wir berechnen:

n=0 j5=0

n=0 j=0 n=0;j=07
M p tn+1 M p tn+1
=>.> / (u(t) Gjn (£) ,bjn) pdt =D w(t) djn (£)dt,bin | =
n=035=0 t n=0 j=0 h
n n H
M p bt T
= Y Y | [ w6 b | [ i b
n1,n2:O jl 2=0 tn o 0
M P tn+1 M P
- Z Z / u (t) ¢j1,n1 (t) dt¢j,n7 Z Z bj,n¢j,n =
n=075=0 ¢ n=0j=0
" L2((0,T),H)
M D tn+1
=X [ wt)dm (1) i, 0
n=07=0 ;

L2((0,T),H)
Mit Definition 2.4.4 folgt die Aussage.
(ii) Mit (i) folgt

HHHM“

2 p
L2((0,7),H (Z Zaj n(bj n Z Zaj,n¢j,n> -
L2((0,T),H)

n=0j5=0 n=0j=0

= Z Z ajl ni» a]2 n2 /(b]l ni» ¢J2 TL2 =

n1,m2=0 ji,52=0

=0(j1.n1). (G2 m2)

M p 9
Z Z Hag}nHH :
n=0 j=0

O

Lemma 2.4.7. Sei H ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (-,-),, p € N, M eine
Zerlegung des Zeitintervalls und

J() HxH—=R:(4,0) — J(a,8) Vi,o€H

eine stetige Bilinearform. Dann gelten die folgenden Aussagen.

13



2. Grundlagen

(i) Die Abbildung
T
Jr () L2((0,T) , H) x L*((0,T) , H) = R : (u,v) s /J(u,v)dt
0
ist eine stetige Bilinearform.

(ii) Sei u, € PP (M, H). Dann gilt
: T
/J(up,v)dt:/ J(up,H}/’\,[Hv)dt Vv e L?((0,T),H) .
O ?
0

Beweis. (i) Die Bilinearitét ist klar. Fiir die Stetigkeit sei u,v € L*((0,T), H)

| Jr (u, 0)| =

7w v)at] < [l (@)l (0]t =

T 3T 3
2 2
< ( [ @) at ( / Hv(t)HHdt) = llell 2o,y 10200
0 0

womit die Aussage gezeigt ist.

(ii) Dau, € P((0,7), H) gilt TI%; ;yu, = u, und es gibt eine Folge (@) %0 P} mit

nef{0,1,....M}
M p
Up =3 AjnPjn-

n=0 j=0

Seiv € L?((0,T), H) beliebig. Lt. Lemma 2.4.6 gibt es eine Folge (biyj)fg?&l 77777 wm C
H, sodass

M o~
U= bindin.

n=0 j=0

Mit (i) und den Eigenschaften von Orthonormalbasen folgt dann

T T M p M oo
/J(upvv) dt = /J (Z Zajl,n1¢j1,n1a Z Z bj2,n2¢j2,n2) dt =
0

0 n1=035=0 n2=0 j2=0

MpooT

= Z Z Z / J (ajl,mvbjz,m) (bjl,m ¢j2,n2 dt =

n1,n2=0 j=0 j=0 0

M P o)

T
= Z Z Z ‘](aj17m7bj2,n2)/¢j1,n1¢j2,n2 dt =
0

n1,n2=0 j1=0 j2=0

=0(j1.m1),(jg.m2)
M p

= Z Z J (@, bjn)

n=0 j=0

14



2. Grundlagen

Andererseits gilt It. Lemma 2.4.6

M p
H?\A,HU = Z Z bjn®jns

n=0 j=0
und man berechnet analog zu oben
T M p
/ J (s Ty ) dt = 3237 T (a0, b1
0 n=0 j=0

womit die Aussage unmittelbar folgt.

]

Bemerkung 2.4.8. (i) Lemma 2.4.7 bleibt richtig, wenn statt der Stetigkeit die schwé-
chere Bedingung

T
/0 J (up,v)dt < C (p) ||up||L2((o,T),H) ”UHL?((O,T),H) Vu, € PP (M, H) Vv € L*((0,T), H)

gefordert wird.

(i) Tm Fall H = H'(K}) schreiben wir statt I mik,) einfach 117, und fir H =
L*(Q) schreiben wir 17,

(iii) Es gilt X (M., K;) € L*((0,T), H' (K})) und damit ist fir v € X (M., K;) auch
1% ,u wohldefiniert.

Mit Lemma 2.4.6 folgt auch sofort die folgende Aussage:

Lemma 2.4.9. Sei u € L*((0,T), Hy (2)). Dann gilt 1Py = 117 ,u = Hf\/IT’H&(mu.

Beweis. Mit der Orthonormalbasis (gbj,n)ieg&l ..... Ay Yon L?(0,T) Bemerkung 2.4.5, (iii),
j€{0,1,...,p} und n € {0,1,..., M} gilt
M p tnt1
0 u:=> %" / UPjp AED; 1. (6)
n=0;=0 ;

tn+1

Die Integrale [ wu¢;,dt C H) () konvergieren auch in H' (Kj,) und L? () und die
0

Bochner—lntegre:le stimmen iiberein. Mit Lemma 2.4.6, (i) folgt die Aussage dann sofort.
O
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2. Grundlagen

2.5. Bochner-Sobolev-Raume

Sei in diesem Abschitt immer a,b € R, a < b, M eine Zerlegung des Zeitintervalls
und K eine reguldre Zerlegung von (). Wir kénnen die Losung v von Problem P 1 in
natiirlicher Weise auch als Funktion u : t — w (¢, -) interpretieren. Die Bochner-Sobolev-
Réaume bilden hierfiir die passende Struktur. In der Literatur ist die Vorgehensweise
beim Definieren dieser Rdume ist nicht immer ganz einheitlich. Wir wéhlen den Zugang
aus [13]. Fir weitere Literatur zu diesem Thema siche etwa auch [11], [25] und [41].

Definition 2.5.1 (distributionelle Zeitableitungen). Sei k& € N, X ein reflexiver und
separabler Banachraum und v € L? ((a,b) , X). Die Distribution u®) € L (C° (a,b), X)

u® 2 0 (a,0) = X - u® (¢) = (—1)* / w(t) o® (1) dt (7)

a

wird die k-te schwache Zeitableitung von u auf (a,b) genannt.

Bemerkung 2.5.2. (i) Die Konvergenz des Bochner-Integrals in (7) ist bzgl. der
||| x-Norm zu verstehen.

(ii) Sei Y ein reflexiver und separabler Banachraum mit X < Y und dem Einbett-
ungsoperator ix_y. Wir sagen u® € L? ((a,b),Y), wenn es ein v € L?((a,b),Y)
gibt, sodass

/ v ()6 (1)dt = ix_y ((—1)’“ / w(t) o® () dt) Vo e O (a,b).  (8)

a a

In (8) ist das linke Bochnerintegral bzgl. der ||-||y-Norm und das rechte Bochnerin-
tegral bzgl. der ||-|| ,-Norm zu verstehen. Statt v schreiben wir in (8) dann einfach
u®) . Mit Definition 2.5.1 gilt fiir Testfunktionen dann die Formel der partiellen
Integration

[u® @ o) at=ix .y ((—1)’“ Ju@e® @ dt) Vo€ C5° (a,b).  (9)

a a

(iii) Aus Definition 2.5.1 folgt fir a < 74 < 75 < b sofort, dass (u|(ﬁm))/ = | (ry,m)-
Die distributionelle Zeitableitung ist also ein lokaler Begriff.

(iv) Zur Vereinfachung der Notation setzen wir u(® := u. Statt u(*) schreiben wir auch

u'.

Definition 2.5.3 (Evolutionstripel). Sei V' ein reflexiver und separabler Banachraum
und H ein separabler Hilbertraum. Gilt V' < H stetig und dicht, dann wird (V, H, V*)
Evolutionstripel genannt.

16



2. Grundlagen

Bemerkung 2.5.4. (i) Sei u € H. Fir v € V konnen wir (u,v)y«xyv = (u,v)y
setzen. Weil

(, V)yexy = (u,0) g < lullg [[ollg = lull g o]l

konnen wir H als Teilmenge von V* auffassen. In Hilbertraumen gilt ja lt. dem
Satz von Riesz-Fischer H = H*. Insgesamt haben wir V' C H C V™.

(ii) Mit [41], Problem 18.6. folgt, dass H = H* dicht in V* liegt.

(iii) Lt. Satz 2.2.12 liegen C*° (ﬁ) dicht in H' () und C5° () dicht in H] (). Damit
folgt sofort, dass H' (2) und H} () dicht in L? () sind. Insgesamt sind
(H'(9),L2(Q), H™' () und (H¢ (), L2 (Q), H (2)) Evolutionstripel.

(iv) Sei V der reflexive und separable Banachraum aus einem Evolutionstrippel (V, H, V*).
Lt. Punkt (i) haben wir V' C V* und wir kénnen w (t) fast iiberall auf (a, b) als Ele-
ment von V* interpretieren. Fiir die distributionelle Zeitableitung u’ einer Funktion
u € L?((a,b), V) kénnen wir mit Bemerkung 2.5.2, (i) auch nur o’ € L* ((a,b) , V*)
fordern.

(v) Sei ki, k, € N, n € {0,1,...,[M]}, K € K und u € Chkvhe (K(")>. Sei dftu €

COks (K (")) die k;-fache klassische Ableitung von u in der Richtung ¢, dann gilt
mit der Formel der partiellen Integration:

w(t,z) v (z) o® (1) de dt = (—1) / / Ou (t,2) v (z) (1) de dt

Vo € C5° (tn, tay1) , Yo € C (K) . (10)

Die Funktionen u € C*tk= (K (”)) und Oty € C0Fe (K (")> kénnen auch als Funk-

tion u : [0,T] = w (t,-) und Of*u : [0,T] — u (t,-) aufgefasst werden. Dann haben
wir u, Of*u € L? ((tn, tni1) , L? (Q)). Mit [41], Proposition 23.9 und (10) gilt

(7114(15) o™ (¢) dt,v) = ((1)’“ n/ﬂafu (t) & (¢) dt,v) Yo e (K).
L2(Q)

tn L2() tn

tn41 tnt1
Dav € C* (F) dicht in L? (Q) liegt, gilt folgt schon f+ up® dt = (—1)F f+ OFue (t) dt.
n

n

Mit Bemerkung 2.5.2, (ii) erhalten wir, dass 0f*u die ki-te distributionelle Zeitablei-
tung von u im Sinn von Defintion 2.5.1 ist. Interpretieren wir u € C*tke (K(”)) als

Funktion u : ¢t — u (,-), dann fallen die Begriffe der distributionellen Zeitableitung
und der klassischen Zeitableitung zusammen.

17



2. Grundlagen

Satz 2.5.5. Sei (V, H, V*) ein Evolutionstripel, u € L? ((a,b),V)und «’ € L? ((a,b), V™).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) we C([a,b], H).

(i) Wenn v € L*((a,b),V) und v € L*((a,b),V*), dann gilt fir 7,7 € [a,b] mit
a <11 < Ty <bdie Formel der partiellen Integration:

T2

(u(m2),v (1)) g = (w(n) v (m))y = /<U' (1), v () vexy + (W (1), u (b)) vey di

T1

(iti) Die Funktion t — [lu (t)||3, ist differenzierbar auf (a,b) und es gilt
d 2 /
3t e @Ol =2 @), u (@) vexy.

Beweis. Fur (i) und (ii) siehe [13], Satz 1.17. Zum Beweis von (iii) setze in (ii) u = v
und erhalte

() = (@)l =2 [ (7)u (D)vevdt 7 € (a8

Durch Differenzieren der Gleichung folgt die Aussage sofort. [
Definition 2.5.6 (Losungsraum, stiickweiser Losungsraum). Sei n € {0,1,...,|M|},
K € K und

X (n,K) o= {u e L*((tn, tu1), H? (K)) s’ € L ((tn, tuyr) , L (K)) |
Wir definieren

(i) den verallgemeinerten Losungsraum

Xo(T,Q) :={ue L’ ((0,T),Hy () :u € L* ((0,T), H (2)) ,u(0,) = 0},

(ii) den Losungsraum

Xo(T,Q) :={ue L?((0,T), H*(2) N H} () ' € L* ((0,T), L* () ,u(0) = 0}

(iii) und den stiickweisen Losungsraum

X (M,K) = {ueL?((0,T),L2(Q)) : ulgm € X (n,K), VK™ € KM},

18
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Lemma 2.5.7. Interpretieren wir fiir u € Xo (7, Q) und K™ € KM die Einschrinkung
der Funktionen u und v auf das Element K als Funktionen

gy (tnstngr) — H? (K) it u(t)|x
und
gy (tnytngr) — L2 (K) it () |k,
dann gilt (u|pm) = | € L? ((tn,tns1), K) und X, (T,Q) C X (M, K).

Beweis. Sei u € X (T,Q) und K™ € KM. Fiir ¢ € C° (,,t,41) berechnen wir, indem
wir uns die Funktion mit 0 auf (0,7") fortgesetzt denken und mit der Definition der
schwachen Zeitableitung von u und mit Bemerkung 2.5.2, (ii) dann

t'n+1 b b

/ e () & (1) dt = X|K/u(t) & (1) dt = —X|K/u’ (1) o (1) dt =

b tn+1

=Xl [w o= [ [wlxn ®)o()a

Da ¢ € C§° (tn, tns1) beliebig war, folgt die Aussage aber unmittelbar. ]

Bemerkung 2.5.8. (i) Mit Lemma 2.5.7 gilt X, (7,Q) C X (M,,K;) und damit
auch X() (T, Q) C X() (T, Q)

(ii) Seien u,v € X (M,K) und K™ € KM. Die Aussage (ii) aus Satz 2.5.5 wird dann

VAl
tnt1 tn+1
/ + + - = /
//uvdxdt:/un+1vn+1dx—/unvnd:v— //uv dz dt.
tn K K K n K

(iii) Die Mengen X (T, Q) , Xy (T,Q) und X (M., K;,) sind lineare Riaume. Die Abbil-
dung

1
2

e 2
H'HX((O,T),Q) cX((0,7),9) = Ry :uw— <||U||2L2((0,T),Hg(n)) + ||u,||L2((0,T),H—1(Q)))

ist eine Norm auf X ((0,7),). (f( ((0,7),9Q), ”'HX((QT)@)) ist 1t. [13], Satz 1.16
sogar ein Banachraum. Mit

N|=

||'||X(MT,ICh) : X (M, K) = Ry tu e (Z ||u||2X(nK)>
n,K

wird in natiirlicher Weise eine Norm auf dem stiickweisen Losungsraum X (M, K)
definiert.
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In Analogie zum Raum H* (Q2), der alle Funktionen in L? () schwachen Ableitungen
der Ordnung k in L? (©2) umfasst, kann man einen solchen Raum auch fiir banachraum-
wertige Funktionen definieren:

Definition 2.5.9. Die Menge

H*((a,0),V) = {u € L?((a,),V) : ul™ € L*((a,b),V)}
heifit Bochner-Sobolev-Raum der Ordnung k.
Satz 2.5.10. H* ((a,b),V) ist ein linearer Raum, die Abbildung

1
9 2
L2<<a7b>,v>>

ist eine Norm auf H* ((a,b),V) und (Hk ((a,b),V), ”'HHk((a,b),V)) ist ein Banachraum.

K
1l (ayrry = HE ((a,0) V) = RY e (Z Hu(k)
=0

1=

Beweis. Das ||| k(4.5 1) €ine Norm ist, ist klar. Es bleibt, die Vollstindigkeit zu zeigen.
Sei (uy,),,oy eine Cauchyfolge in H* ((a, b) , V). Wegen der Vollstéandigkeit von L? ((a,b), V)
gibt es fiir 7 € {0,1,...,k} Funktionen w; € L?((a,b),V) mit lim uld = w;. Mit Be-
merkung 2.5.2, (ii) berechnen wir fir ¢ € Cg° (a, b)

b b

/ wi () é @) dt = lim [ ()6 () dt =

n—oo
a a

— lim (—1)' / wn (1) 69 () dt = (1) / wo (1) 6@ (¢) dt.

Damit haben wir w; = v und die Vollstandigkeit ist gezeigt. Insgesamt folgt die Rich-
tigkeit des Satzes. O
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3. Das DG-Verfahren

3. Das DG-Verfahren

3.1. Schwache Formulierung

Multiplikation von (1) mit v € L?((0,T), Hg (2)) und partielle Integration nach der
z-Richtung liefert

(W () v (O)m1@xmi@ Ta(u),v(t) = (f ), v(t),
mit der Bilinearform

a(): Hy (@) x Hy (Q) = By (u,v) = [ VeuGiwda.
Q

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Poincaré-Ungleichung folgt sofort,
dass das eine stetige und koerzive Bilinearform ist. Damit wird Problem P 1 zu:

Problem P 2 (schwache Formulierung). Finde u € X (T,Q), mit

<u/ (t) 7U>H—1(Q)><Hé(ﬂ) +a (u (t) 7U) = (f (t) 7U>Q
Yv e Hy (Q) tel0,T] fii (11)

Definition 3.1.1 (schwache Losung). Eine Funktion u € X (T, Q) heifit schwache Lo-
sung, wenn sie Problem P 2 16st.

Bemerkung 3.1.2. Die Forderung u (0) = 0 ist wegen Lemma 2.5.5 sinnvoll.

Satz 3.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit der Losung schwachen Losung). Sei f € L? ((0,T) , L* (2)).
Es gibt dann eine eindeutige, schwache Losung u € L*((0,7),H? () und es gilt
u' € L*((0,T),L*(Q)).

Beweis. Fir den Beweis der Existenz bzw. Eindeutigkeit einer schwachen Losung

uwe L*((0,7),H} (Q) mit ' € L?((0,T),H*(Q)) siehe [11], Kapitel 7, Theorem 3
bzw. Theorem 4. Dort ist f € L? ((0,T), H ' ()). Die restliche Aussage iiber hohere
Regularitit folgt mit der Voraussetzung f € L?((0,T), L*(Q)) wie in [11], Kapitel 7,
Theorem 5, (i). Im Beweis dieser Aussage wird vorausgesetzt, dass 0f) glatt ist. Diese
Bedingung wird nur beim beim Zitieren von [11], Kapitel 6.3.1., Theorem 1 verwendet.
Dieser Satz besagt, dass wenn g € L? () und 99 glatt ist, das Problem

Problem P 3. Finde u € H} (), sodass

/ V,uVaode = / gudz Yo e HE (Q)
Q Q
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eindeutig 16sbar ist und fiir die Losung sogar u € H?(Q) gilt. Lt. [4], Satz 7.2 und
[9], Satz 7.6 ist das auch fiir ein konvexes Gebiet 2 richtig. Mit Voraussetzung V 1 folgt

dann die Richtigkeit des Satzes. m

Wir multiplizieren die Gleichung (11) mit v € C ([0, 7], Hj (2)) und integrieren tiber
(0, 7). Lt. [13], Kapitel IV, Lemma 1.12 liegt C ([0, T, Hg (2)) dicht in L2 ((0,T) , Hy (2)).
Wir erhalten die zu Problem P 2 dquivalente und fiir unsere Zwecke handlichere Formu-
lierung schwache Formulierung von Problem P 1.

Problem P 4. Finde u € X (T, Q) mit
T T
[ 00 ) sy dt + [alu(t),v(®)dt =
0 0

= /(f ()0 () -1 @xmdt Vv € L? ((O,T) ,Hy (Q)) (12)

Ist nun f € L?((0,T),L?(9)), so folgt mit Satz 3.1.3 auch u € X, (T, ). Wir kénnen
deshalb gleich u € X (T, ?) fordern.

Setze
Alu,): = /(u’ ()0 (6)) sy et + /a(u (t),0 () dt =
:/(u' (t),v(t))th+/a(u(t),v(t))dt
und

T

o) = [{F 0,0 vy dt = [ (f )0 @) dt

0

Schliellich erhalt man das Problem

Problem P 5. Finde u € X (7,2) mit

A(uv)=F(v) YoeL?((0,T),H)(Q) (13)
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Lemma 3.1.4 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei d € N, w C R? ein
Gebiet und f € L? (w). Gilt

[a@o@dr=0 voeCy w),

dann ist g = 0 fast iiberall auf w.

Beweis. In [9], Satz 5.1 wird sogar bewiesen, dass aus
[9@o@dr=0 VoeCqw),620

bereits ¢ > 0 fast iiberall auf w folgt. Anwenden dieses Satzes auf v und —u liefert die
Aussage. m

Bemerkung 3.1.5. Partielle Integration von (12) liefert
T
//(u' —ANu— fvdedt =0 Yo e L? ((O,T),Hé (Q))
0 Q

und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt, dass u; — A,u = f fast
tiberall auf 7 und w (0) = 0 fast tberall auf 2 erfillt ist.

3.2. Herleitung

In diesem Abschnitt leiten wir das DG-Verfahren her. Die Vorgehensweise ist dabei ganz
ahnlich zu [25]. Zuerst vereinfachen wir die Notation.

Definition 3.2.1 (Ortssprung, Durchschnitt). Fir e € Z;, seien K, K_ € K}, die beiden
Elemente fiir die Ky NK_ = e und ax, (Ky) > ax, (K_) gilt. Fir u € H* (K;,) definiere
dann

(i) den Sprung [u], := tr|cu|k, — tr|cu|x_ und
(ii) den Durchschnitt (u) := 2 (tr let| i, + tr |eu|K7)
an der Kante e € 7,

Bemerkung 3.2.2. Fir v € X (M,,K;) und e € Z schreiben wir [u], bzw. (u). und
meinen damit eigentlich die Abbildungen t — [u ()], und t — (u (t))..

Definition 3.2.3. Sei
C (M., 22(Q)) = {v e L2((0,T),L* () :
ttr) € C ([bnrtnsa] , L2 (), ¥ € {0, 1, M, } }

der Raum der stiickweise stetigen Funktionen auf H' (k). Fir v € C (M., L*(Q))
definiere

v
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3. Das DG-Verfahren

den Upwind u,, :=lim o+ u (¢, —¢) fir n € {1,..., M, + 1} und

e den Downwind u := lim_,o+ u (¢, + €) fur n € {0,..., M, },

den Zeitsprung [u], = w} —w,, fir {1,..., M,} und

n_

o den zeitlichen Durchschnitt (u), = 3 (u} +u;,) fir {1,..., M, },

1
2
wobei die Grenzwerte bzgl. der L?-Norm zu verstehen sind.

Bemerkung 3.2.4. Wir schreiben auch u (0) := ug und u (T, ) := uj,. ;.

Wir leiten nun 2 Lemmata her, die wir fiir die Herleitung des DG-Verfahrens bendtigen
werden.

Lemma 3.2.5. Sei u,v € X (M,,K;) und e € Z, und n € {1,..., M, }. Dann gilt
(i) [wv], = (u)e [v], + [u], (v)e fast iiberall auf (0,7") und
(i) [wv], = (u)y, [v],, + [u],, (v), fast iiberall auf €.

Beweis. Wir beweisen die Aussage wie in [25], Lemma 2.7.

(i) Sei Ky, K_ € K}, die beiden Elemente mit K, N K_ = e und gelte ax, (K;) >
ar, (K_). Einsetzen der Definition liefert fast tiberall auf (0,7")

[uv], = trle (uv) |k, — trfe (wv) k- =
=t |ou|k, utr|ov| g, —tr|ouk trlov|g. =
= trleu|g, tr]ev|x, — tr|eu|x, trlov|x +

+tr || g, tr|ev| ko — tr |eu| g tr|ev| kv =
- ;(tr lett| i, tT |ev] K, — tr |t i, tr ||+
+tr foul i, 1|l — trloul tr[ev] v)+
+ ;(tr leu| ke, tr[ev] K, — tr|eu| K, tr o]k +
+tr ||k, tr|ev| . — trfeu| g tr |ev|Kfv) =

= ; (tr leulxe, + tr \eU\K_) (tl" |ev[k, —tr ’eU\K_) +

¥ (trleulae, — tr el ) 3 (tr vl +teleolx ) =
= (u)e [v], + [u], (v)e

(ii) Den zweiten Teil der Aussage beweist man auf die gleiche Weise.
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Lemma 3.2.6. Sei u € X, (7, ) dann folgt [0, u(t)], =0, [u(t)], = 0 fiir alle e € 7,
u(t) |e = 0 fiir alle e € By, fast tiberall auf (0,7") und [u], =0 fir alle n € {1,..., M, }.

Beweis. Sei u € Xy (T,), dann folgt mit Satz 2.5.5 v € C([0,T], H' (Q)) und damit
muss auch [u] = 0 fiir allen € {1,..., M.} gelten. Da u € H? () fast iiberall auf (0,7)
gilt, folgt die restliche Aussage. [l

Es soll nun das DG-Verfahren fiir Problem P 1 hergeleitet werden. Die Vorgehensweise
ist dabei ganz ahnlich zu [25], Kapitel 2.2. Fiir die schwache Losung u gilt It. Bemerkung
3.1.5, (ii) die Gleichung v’ — A,u = f punktweise fast iiberall auf Qr und u (0) = 0 fast
tiberall auf Q. Wir multiplizieren die Gleichung mit v € X (M., ;) und integrieren
iiber Q2. Mit der Bezeichnung A3 fiir das 3-dimensionale Lesbesgue-Maf}, mit partieller
Integration, Ausniitzen von u (0) = 0 und weil [u], = 0 fir alle n € {1,...,M;} gilt,
folgt dann

/uvd)\gzz / u/vd/\3:Z//u/vdxdt:
Qr nKK(n) nK ¢ K
tnt1 M
:—Z/ / uv’dtdx%—ZZ/u;ﬂv;ﬂ—uzvidx:
n,K g tn n=0 K -
tn+1 M
:—Z/ / uv’dtd$—22/[uv]nd$+
nKip ¢, n=1 K p
+Z/U(T, Yo (T, )dx—Z/u(O,x)v(O,x)dx:
K K Kk 3
tnt1 M
= — //uv'dtdx—ZZ/ u)y, [v], dz+
nKij i n=1 K jo 7
M
—ZZ/ u]n<v>ndx—|—2/u(T, Yo (T,-) dz
n=1 K p 7~ K j
Setze nun
tnt1 M
Airp (u,v) = => / /uv/dxdt— ZZ/U[L [U]ndx—i-Z/u(T,x)v(T,x)dx
nK i n=1K j K j

Wir bezeichnen mit juzp ) das OberflichenmaB von 0K ™, mit gk das Oberflichen-
mafl von 0K und mit p. das Oberflachenmafl iiber e € Z,. Partielle Integration und
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Ausniitzen der Randbedingung aus (2) liefert dann:

/ —Ayuvdig = / Ayuv dhg = / VauVodis — 3 guvduak(m
Or K e(n) K pen) K g (n)
tntl tnt1
—Z / /Vqudxdt— / /8nzuvd,u3Kdt
n,K tn n,K tn
tnt1 tnt1 tn+1

—Z//Vqudxdt— Z //aneuv dpe dt — Z //8 cuvdpedt =

n,K i n,e€ly, n,e€By, tn €
tn+1 tn+1
—Z / /Vqudxdt— Z / /8neu Ve dpte dt—
n,e€ly
n+1 n+1
— Z //6nu ], dpte dt — Z //8 Juv dpy, dt.
ne€ly §, e ne€By ¢, e

Fir die schwache Losung u gilt [u], = 0 fir e € Z und ul. = 0 fir e € B. Damit folgt
auch fir v > 0

tnt1 tn+1
Z / / On, V) dpte dt + Z / /ua vdpu, dt+
n.e€lp ¢ e n,ecBy
tnt1 tn+1
7Y // Dloduedi oty Y //uvd,uedt.
neEIh Lo € n,e€By, tn €

Setze nun fiir u,v € H* (Kp,)

v) = ;/quvxvdx — Z /<8neu>e [v], dpte—

e€ly ¢
1

=% [l Guctdedie vy X [l o

e€ly e € ecTy, e
- > /8neuvdue— > /u@nevdue+

e€EBy ¢ e€EBy, e

n+1
+ Z / /uv dfte. (15)
6€Ih

Fir u,v € X (M., K;) definiere weiter

MT tn+l

Agrp (w,v) =3 / an (u (1), 0 (1)) dt (16)

n=0 tn
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Setze noch fir u,v € X (M., Kp)
A‘r,h (u, U) = Al,r,h (’LL, U) + AQ,T,h (’LL, U)

und

tn+1

Frp(v):=> / /fvdxdt

n,K tn K

Wir erhalten das Problem

Problem P 6. Finde v € X (M., k), mit

A (u,v) := Arrp (u,v) + Ag g (u,v) = Frp (v) Yo e X (M., Kp) (17)

Bemerkung 3.2.7. (i) Wir sind bei der Herleitung der schwachen Formulierung von
der Gleichung v’ — A,u = f ausgegangen. Diese Gleichung gilt It. Bemerkung 3.1.5,
(ii) fiir die schwache Losung u € X, (T,9Q2) C X (M., K},), punktweise fast tiberall
auf (r. Damit ist u auch eine Losung von Problem P 6.

(ii) Der Parameter v > 0 in der Definition von ay (-, -) aus (15) und der Definition
von As;p (+,-) in (16) heifit Stabilisierungsparameter. Genau genommen héngen
ap (+,+) und As;p (-, -) damit von v ab. Wir werden aber v fiir alle 7 < 7 und fiir
alle h < h gleich wéhlen (vgl. dazu auch Satz 3.3.2). In der Notation der restlichen
Arbeit werden wir « deshalb nicht berticksichtigen.

(iii) Es folgt sofort, dass

an (u,v) = a(u,v) Yu,v € Hy (), (18)
A (u,v) = A(u,v) Vu,v e X (T,Q) (19)

und
F.n(v)=F(v) YveXy(T,Q) (20)

gilt.

Das folgende Lemma gilt analog zu [26], Remark 2.1.6 und liefert eine dquivalente
Formulierung fir A; ;j (u,v), wenn u,v € X (M., Ky).
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Lemma 3.2.8. Sei u,v € X (M, K},). Dann gilt

tn+1

Aip (u,0) =) / /uvdxdt+22/ dx+;/u(0,x)v(0,$)dx

n,K ¢ n=1 K
n

Beweis. Wir integrieren partiell und erhalten

Al,T,h (U, U) =
tn+1 M
=-> / /uv’dxdt— ZZ/U; [v]ndx+2/u(T,x)v(T,x)dx =
nK K n=1 K p K i
tn+1 M‘r MT
=> / /u'vdxdt - Z/u(T,x)v(T,x) de =Y > ujv de+ >0 utvt
n,K tn K K i n=1 K n=1 K
M,
+Z/ (0,z)v Oxda:—l—Z/ (T,z)v(T,z)dz — > > u, [v],dz
n=1 K
Es gilt weiter
UV Uy =ty [, = g — e — oy — gy =
= (uw} —u, ) o) =[ul, v,

Einsetzen von (22) in (21) liefert die Giiltigkeit des Lemmas.

(22)

[]

Definition 3.2.9 (DG-Raum). Sei p,q € N. Der Raum V7}! := PP (M., P?(K})) heiflt

DG-Raum der Ordnung [p, ¢] in X (M, KCp).

Bemerkung 3.2.10. (i) Der Raum V?;! ist ein endlichdimensionaler Teilraum von

X (MT7 ,Ch)

i) Sei II?, die Abbildung aus Bemerkung 2.4.5, (iii) und v,, € V¢
T,h ) T,h
H?hvfr,h = Urh.

Wir haben die notwendigen Bausteine des DG-Verfahrens definiert.

. Dann gilt

Problem P 7 (DG-Verfahren). Finde u,) € V}}/, mit

AT,h (UT,hu UT,h) - Al,T,h (UT,]’LJ UT,h) + A2,T,]’L (uT,h7 UT,h) - FT,h (UT,h) VUT,h S ‘/7—}?}?

(23)

Definition 3.2.11 (DG-Verfahren). Seien p, ¢ € N. Die Losung u,;, € V/}! von Problem

P 7 wird DG-Loésung genannt.
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3.3. Losbarkeit und Konvergenz

Lemma 3.3.1. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) |u|}mh := A1.+p (u,u) ist eine Seminorm auf X (M., Kp) und es gilt

1 1 1 M-
2 2 2
[l = 5 1w (Ol + 5 llu (T, Nie@ + 5 5 2 2 [uallzz
n=1 K
(i)
tnt1 n+1 tny1
2
ol =Y [ IVauliedt 4 X o / ey 0 o [l
n,K tn TLEEI;L tn n,e€Bp tn

ist eine Norm auf X (M, Ky). Es gilt

tn+1

2 2
> [ lulidt < Jul,.,

n,K tn
und die Konstante hingt nur vom Gebiet Qp ab.

(iii) [Jull?, = [ul: ., + lull3,, ist eine Norm auf X (M., Ky).

Beweis. (i) Es reicht, die Darstellung von [u|, _, zu zeigen. Berechne dazu analog zu
[26] (Satz 2.11):

\uﬁmh: Z// &y_’/ dxdt—ZZ/un[u]ndx—i-;/u(T,-)u(T,')dx:

n,K ¢ K :%(ug)t n=1 K K K
M, 1 )
— (T )y + 5 e Oy + X 5 [ 5[], = v ], dr =
2 1K 2 "
=1 K
Wir berechnen:
Lro —~ D U - _
§{u}n—un [u]n—§unun — Uty ~ Uy (un —un) =
Lo+ T .
— §unun - unun + iunun =
1 2 1
I O e R PO
Insgesamt folgt also:
M,

1 1 1
0l = 5 10 Oy + 5 1 (7, oy +
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(ii) Die Dreiecksungleichung und die Positivitét sind klar. Aus HuH%Th = 0 folgt f.i1. auf
(0,7), dass u (t) stiickweise konstant ist und das u (t) |sgo = 0 und w (¢) | = 0 fur
alle e € Z;, gilt. Damit muss aber schon w (t) = 0 f.i. auf (0,7) gelten. Insgesamt
haben wir u = 0. Die Abschitzung gilt nach Satz 2.3.3, (i).

(iii) Folgt sofort aus (i) und (ii).

O
Satz 3.3.2 (Elliptizitdt auf dem DG-Raum). Seien p,q € N. Dann gilt
HUT,hHih = Arp (Vrpyvrn)  Yor, € VBT
wenn der Parameter v abhédngig von p und ¢ grof§ genug gewahlt wird.
Beweis. Siehe etwa [12], Kapitel 4.2. O

Bemerkung 3.3.3. Wir konnen in Satz 3.3.2 0.E.d.A annehmen, dass v > 1. Siehe
dazu auch [12], Kapitel 4.2, Gleichung (4.7).

Satz 3.3.4 (Lax-Milgram). Sei (X, (-,-)y) ein Hilbertraum, ' € X* und B : X x X —
R : (u,v) — B (u,v) eine Bilinearform, die

(i) koerziv, d.h. B (u,u) = |jul% fir alle u € X und
(i) stetig, d.h. B (u,v) =< |Ju||y ||v]|y fiir alle u,v € X, ist.
Es gibt dann ein eindeutiges u € X, sodass B (u,v) = F (v) fir alle v € X.

Beweis. Siehe [11], Section 6.2.1, Theorem 1 oder [6], Theorem 2.7.7 oder [9], Satz
2.29 [

Satz 3.3.5 (Inverse Ungleichung). Sei p € N, K € ', v € PP (K(”)), e € &, mit
eCOKundte (0,7)und n € {0,1,...,M,}. Es gelten dann die folgenden Aussagen:

. 2 1 2 bt 2 s 2
@) v @l =5 llv (@) und tf v (D7 dt = 7= tf v ()] % dt,
tni1 tn+1
(ii) [[Vav (0)]12 2 2 IVav (8)[[3 und tf Vo0 (£)]2dt < - tf Va0 ()% dt,
tnt1 tnt1
(i) flo(ta)| = 2 tf [ o (£)[[5 dt und o ()2 <+ tf o (£)]2 dt,

tn41 tn+1
. 2 2 2 2
(iv) o (tas) ik = =2 I v @) dt und Jlo (Eng)c = - S v @l dz,

tn+1 , 9 1 tn+1 9
(v) J [0" ()l dt = - J lv ()] dt,

30
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und die Konstante hangt nur vom Polynomgrad p und von der Konstante Cgpape zur
Formregularitidt und den Konstanten zur lokalen Quasi-Uniformitat Cyy,i und Cyy, . aus
Voraussetzung V 4 ab.

Beweis. (v) folgt sofort aus [6], Lemma 4.5.3 und (i)-(iv) folgen sofort aus [38]. O

Satz 3.3.6 (Existenz der DG-Losung). Seien p, ¢ € N und der Parameter v > 0 abhéngig
von p und ¢ grofl genug gewahlt. Dann existiert ein eindeutiges ., € VTp i1 das Problem
P 7 16st.

Beweis. Es reicht die Voraussetzungen vom Satz von Lax-Milgram nachzupriifen. V!
ist als endlichdimensionaler Teilraum von X (M., K;,) ein Hilbertraum. Die Elliptizitat
gilt nach Satz 3.3.2 fiir die Norm ||-||, . Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und
der inversen Ungleichung iiberzeugt man sich leicht, dass

A (0, w) 20l i) 10 x e i) VO w0 € X (M7, )

gilt. Da V! endlichdimensional ist, folgt |||, =~ [[v[|x (. x,) und die Stetigkeit und
Ellipizitat sind gezeigt. O]

Satz 3.3.7 (Galerkin-Orthogonalitit). Sei u die schwache Losung aus Problem P 2 und
urp € V5! die DG-Lésung aus Problem P 7. Dann gilt

_ P,q
Arp (U= trp,vrp) =0 Vo, € VI3

Beweis. Die schwache Losung u € X (T, 2) 1ost 1t. Bemerkung 3.2.7,(i) auch Problem P
2, womit die Aussage sofort folgt. m

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass das Problem P 7 losbar ist. Damit wir spater tiber-
haupt den Fehler eines sinnvollen Verfahrens abschétzen, muss das Verfahren auch kon-
vergieren. Fiir unser Setting zitieren wir dazu die Arbeit [12].

Satz 3.3.8 (Konvergenz des DG-Vefahrens). Seiu € H? ((0,T), H' (Q))NC ([0, T], H?* (Q))
und u,j, die DG-Losung aus Problem P 7. Dann gilt

tn+1 tny1 tnt1

Z//HV( — )| dt + > /|| —u, )| dt + > /||u—u7h|| dt =

n,K tn K n eEIh n eEBh
= h?P ||u||L2((O7T)7HP+1(Q)) + 72t ||U||Hp+1((o,T),H1(Q)) +h* ||u||C’([07T]7HP+1(Q)) :
Diese Konstante hangt vom Endzeitpunkt 7" ab.

Beweis. Der Satz ist eine Vereinfachung von [12], Theorem 2. O
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4. A Posteriori-Fehlerschatzer

4.1. Das Konzept
Definition 4.1.1 (Fehlerschétzer). Eine Funktion

Nrh - L2 ((07 T) 7L2 (Q)) X ‘/;—}j}? : (fa u’r,h) = Nr.h (f7 uT,h) Z 0
heifit Fehlerschétzer des DG-Verfahrens fiir das Modellproblem.

Definition 4.1.2 (Zuverldssigkeit). Sei u die schwache Lésung, u,;, € Vil die DG-
Losung und (X, ||||y) ein Banachraum, sodass u,u,, € X gilt. Ein Fehlerschétzer n
heiit zuverléssig beziiglich der Norm |||y , wenn

lu = urnllx = e (furn)”
gilt.
Es ergeben sich also die folgenden Fragen:
 Beziiglich welcher Norm soll v — u,j abgeschatzt werden?

e Wie wéhlt man den Fehlerschitzer idealerweise, sodass das Verhalten des exakten
Fehlers v — u,; moglichst gut wiedergegeben wird?

4.2. 1. Ansatz

In [18] oder in [16] wird eine Abschatzung fiir das DG-Verfahren fiir die Laplacegleichung
hergeleitet. Die Aussagen, die Beweisideen und die Vorgehensweise aus [18] werden im
folgenden Kapitel fiir die Wéarmeleitungsgleichung adaptiert.

4.2.1. Stetige Approximation auf dem DG-Raum

Lemma 4.2.1. Sei N € Nund a; € R firi € {1,..., N}. Mit der Bezeichnung
N
b:= % Z; a; folgt

N , Nl ,
dolai = b = | —a;
=1 i=1

und die Konstante hangt nur von N ab.
Beweis. Siehe [18], Lemma 2.2 O
Lemma 4.2.2. Sei u € P?(K},). Es gelten die folgenden Aussagen

() A lul iy = luli VK €K,
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(i) ¢l oy = llully Ve € &

Beweis. Die Aussage folgt sofort mit der inversen Ungleichung und einem Skalierungs-
argument. O

Der folgende Satz gilt in Analogie zu [18], Theorem 2.2.

Satz 4.2.3. Fiir jedes u € V}/ existiert ein x € VI NC (QT) mit x|{o}xaup,r)xa0 =0,
sodass die folgenden Aussagen gelten.

(i)

tn+1 tn+1
ZHV w =) = Z H M7z At + Z ||u||L2(e)dt+
(e)
neEIh neGBh
2
+ZZ ||L2(K)+Zh2 ||u )HL?(K)
n=1 K
(i)
lnt1 h tnt1
e e 2
Sl = E 5 [ Mt 325 [ el der
n,K n,e€ly, n tn neEB;L tn
+ZZ I +Z*Hu M z20x)
n=1 K 'n
gelten.
(iii) und
tn+1 tnt1
Sl Al = 3 b / ey dt+ 3 e / lull2qo dt+
n,e€ly n,e€By
+ZZTN||[u]n||L2 +Z7_0||u ||L2(K
n=1 K

Die Konstanten hiangen nur den Polynomgraden p und ¢, vom Gebiet €2y und den
Konstanten Cgpape zur Formregularitat und Clpi, und Cupiy zur lokalen Quasi-
Uniformitét ab.

Beweis. (i) Wir verallgemeinern die Vorgehensweise im Beweis von [18], Theorem 2.2.
auf die Diskretisierung in dieser Arbeit. Sei M, eine Zerlegung von (0,7") aus
Voraussetzung V 4. Setze ty, 1 = 2T — tppyq—; furi e {1,..., M, + 1}.

MT,QT 3:{0:t0<t1<"'<TMT+1:T<TMT+2<"'<t2MT+2:2T}
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ist eine Zerlegung des Zeitintervalls (0,27"). Mit diesen Bezeichnungen gilt klarer-
weise K17 C IC,/:/lf’zT.

Setze

~ {u (t,x) fir t € [0, 7]
Urp () = )

7 u (2T —t, x) fur t € (1,27
Sei V; ref €ine Menge von Lagrangegrangepunkten auf [0, 1]. Furn € {0,1,...,2M, + 1}
sei V,, die Menge der von V; ¢ auf [t,,, t,11] transformierten Lagrangepunkte. Be-
zeichne weiter mit V, ¢ eine Menge von auf dem abgeschlossenen Referenzele-
ment. Fir K € K, sei dann wieder Vg die Menge der auf K transformierten
Lagrangegrangepunkten. Bezeichne dann mit (¢u, n),c), bz2w. (Y0, x),, oy, die zu-
gehorige Lagrangebasis von PP ([t,,t,11]) von P?(K). Denken wir uns die Funk-
tionen (v, n),,ey, PZW. (Y, k), ey, auBerhalb ihrer Definitionsbereich mit 0 fort-
gesetzt, so haben wir eine Basis von PP (M o) bzw. von P? (K},). Setze schlieBlich

2M-41
Vii= U V., Vo= U Vg und
n=0 Keky,

VY = {(Vt,l/m) ERM™ €V, € Vr}

sowie VI := VN (0,27) x Q. Mit diesen Bezeichnungen gibt es nun fiir jedes

MT VzEVK
K™ e KT Skalare (a,,h,,z,K(n)) b sodass
n

Ve

ﬂ’(t7I) = Z Z Z a’ut,yx,K(")qbut,n (t) sz,K (l’) .

n7K V¢EVn V(L’EVK

Fir (v, v,) € V setze weiter

1 .
| Z Ay vy K (™) fir (Vta Vz) € VI
veve) K(n)GW(ut,ux)

o
thsz L

0 sonst

und schliefilich

X (ta@ = Z Z Z v e Prin (t) Yo, K (35)
n,K i€V, v VK
Es folgt leicht, dass x € Cy ([0, 2T x ﬁ), X (-, x) € PP (M., or) fast tiberall auf
und ¥ (¢, -) € P (K},) fast iiberall auf (0, 27") ist. Mit || ¢y, ||7 = T, ||Vxl/)uz||§( =

(tn»tn-‘rl)
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2. Lemma 4.2.1 und der Bezeichnung e™ := (t,,t,41) x e folgt

S Ve (@ = ) =

K<n)€}ChMT,2T

> 2 2

n,K vt €V vx EVEK

= > mh? >

2
Toh? =

a’l/t,ljl-7K(n) - th7V(E

2
+

Qyy vy K() — th,Vx

nK (ve,vz)EVINK (M)
2
d—2
+ 2 mahic 2. |twko] 2
n,K (vt,v2)EV\VINK (™)
2
d—2
= D mhet ) D T I
n,e€Zh (vews)ee® KWW, by
2
d—2
+ Z Tnhe Z a’ut,uz,K(") +
n,e€Bp (v1,vz) € CK (7)
2
d—2
+ 2 mohic 2 Gy g |+
K

(ve,v) {0} x KCK (™)

M.
- 2
d—2

+ Z ZTnhK Z Z aut’V%K(n) — thyVa: -+

n=b R (Wrwe) (TR KM €wiy 1)

2
d—2

2 a1 > Gy scio| =

K (vt,v2) €Ty X KCK ()

2
d—2
j Z Tnhe Zi Z l/t,l/x,KYll) - i KénQ) —+
m.e€ln (vee)ee® KD KD ew
2
d—2

+ Z Tnhe Z a’Vt,V;,;,K(")’ —+

n,e€By, (ve,vz)Ee) CK (M)

2
d—2

+ Z TOhK Z th,Vz,K(n) +

K (vra) 0T ECK™

M, )

d—2

+ Z ZTnhK Z Z Vtsz,Kinl) — al/tyljz,Kénq) +

n=1 K

(Vtﬂ/o;)e{tn}XK Kinl) K(nQ)ew{tn}xK

+ ZTQMT—Hh?(_Q Z i
K

=<
(v, )E{2TIx KCK (™)

9 r~1 12 =2 17112
= 2 b ) e ey + X b e ) +

n,e€Ly, n,e€By,

—2 )~ 2 =2 ||~ 2
+3 mh |G (O Zoe ey + Y Ton,e1hi @ CT) 70 x0)
K K

M, +1
+ > ZTnhd *|l[] ||L°°(K
n=1

th7V$7K(7L)
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(i)

Fir e € 7, gilt folgt mit Lemma 4.2.2, (ii)
b ML ) = B2 00 7 M, )1 =

_ ~ 2 ~
= i sup [, ()l = 1 G2 1

Lz(tn n+1) -
tn+1
1 - 2 1 ~ 2
= — ny = dt.
% g Mk = 5 [ L
Fir e € By, folgt auf die gleiche Weise
tn+1
maltfe il e oy = 5 / ) a.

Firn e {1,...,2M, + 1} und K € K, folgt mit Lemma 4.2.2, (i) dann schlielich

1
R | oo ey = 7 N7
K L(K) = B2 L2(K)

und
1
9~ 2 - 2
hge 2 116 (0) e ) = e 1@ (0) |72 -
sowie

o1~ 2 L 2
hg? |a <2T>HL°°(K) = 12 @ (2T)”L2(K)
K

Es gilt nun 1t. Definition @ (2T7 r) =u(0,7), [a],,,, = 0. Weiter gilt

pyya— = W2y Yn€{0,1,..., M}
und
ton —n+2 tnt1
Il o,y dt = / [l 2y At ¥n € {0,1,..., M.}
toM —nt1 tn

Setzt man nun x (£,-) := xljoz (t,-), dann haben wir x € VZ! N C(@) und
X {oyxaujo,r)xae = 0 und schlieBlich folgt die Aussage mit

> Ve (u =)o = > IV (@ — )|l 5

KM ek’ Kmek;, ™27
und Tops pi1 =7, firn € n € {0,1,..., M.} unittelbar.

, (iii) Wir wahlen y € VINnC (QT> mit X]{O}XQU[O Tyxo0 = 0 wie in (i). Der Beweis

— ;7 le’zHK j hcfl( und Hgbyt”(tmtn+1) j Tn

der Aussagen verldauft mit ’
(tn,tn+l)
auf die gleiche Weise.

]
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4.2.2. Die Abschatzung

Lemma 4.2.4 (Young-Ungleichung). Sei x,y € R. Dann gilt fiir jedes € > 0

Beweis. Es gilt
0< (x—y)2 =2? +y* — 2wy,

Bringt man —2xy auf die linke Seite und dividiert durch 2, so ist die Aussage fiir e = 1
bewiesen. Berechne

foy) = (72) (cby) < 50" + 597,

und die Aussage ist bewiesen. O]

Lemma 4.2.5. Sei u € X (M, K;) und sei Iy : L? (Q) — PY(K;,) die Projektion, fiir
die

(Ipv, w), = (v,w), Yw € P°(Ky)

gilt und 1%, : L*((0,T),H" (K4)) die Projektion aus Definition 2.4.4, (ii). Es gilt
Mo (T12,u) (t) € V2.

Beweis. Sei (¢, n)fgg 1.,y die Orthonormalbasis von L?(0,T) aus Bemerkung 2.4.5,

(iii). Setze a;, = f u( Yo (t)dt € H' (Kp,) fiird € {0,1,...,p}undn € {0,1,..., M, }.
Lt. Lemma 2.4.6, ( ) gilt dann

T (12(1)) = (zzagn% ) >3 Moy 00 (1)

n=0 0 n=0 —0
J I epoiicy) PP(MT)

und die Aussage folgt unmittelbar. m

Wir kommen nun zur ersten Abschétzung des Fehlers u — u,j nach oben. Fiir eine
vergleichbare Abschétzung fiir elliptische Probleme verweisen wir auf [18], Theorem 3.1
oder auf [16], Theorem 3.2.
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Satz 4.2.6. Sei u, ) € VTp ! die Losung von Problem P 7 und gelten die Voraussetzungen
V 1-V 4. Dann ist

lu = wrg |2, = 1 (un, £)

tni1 tn+1

= ||f — Hf"j-’||QT+Zh2 /Hpr—Uh—i-A uTh) dt+ Y b, / [0, ] |I? dt+

n,e€ly tn

tn+1

+y Y ( W 72> TH [tr ), ( >/ lurn])® dt+

n,e€ly, n,e€By,
(L m) +z( 7 o 011

und die Konstante hiangt nur vom Gebiet {27, den Polynomgraden p, ¢ € N und den Kon-

stanten Cgpape zur Formregularitit und Clpi, und Cyupiy zur lokalen Quasi-Uniformitét
ab.

Beweis. Wir gehen vor wie wie in [18], Kapitel 3. Dazu setzen wir

tn+1

Dop (w,0) i= Ayp (w,0) + 3 [ [ VauViodedt+
n,K tn K
1 tn1 tn+1
Y — / /[] ol dpedt+7 X oo //uvduedt
n,e€Ly h’e L, e neEBh

Mit partieller Integration folgt fiir v € X (M-, K;) und die DG-Losung u,, € V!

tnt1 Int1 tnt1

Z//VuTthdtdx— Z//AuThvdmdt+ S [ [ @) o), duedrs

n.e€lp ¢ e

tn+1 tn+1
+ Z / /[aneuﬂh]e (V) dpte dt + Z / /aneuﬁhv dy. dt.
ne€ln e n,e€Byr ¢ e

(24)

Sei £ = u — u,p. Mit der Galerkinorthogonalitdt, Umformen und der Bezeichnung
1= v — vy gilt weiter:

DT}L(E U) =
n+1 n+1
A (Bo)+ 3 //8neE Ldpedt+ Y // (O0)e dpte At +
ne€ly §, e n,e€ly £, e
tn+1 tn+1
+ //8 Bvdpdt+ Y //Ea odpedt =
n,e€By n,e€By,
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tn+1 n+1
A B+ Y //8%57 Ldpedt+ Y // {(B0)e Ao A+
n,e€ly, t, e n,e€ly, tn, €
tn+1 tn+1
+ //8 Budpdt+ 3 //Ea vdpedt =
n,e€By n,e€By

Weil die schwache Losung 1t. Bemerkung 3.2.7, (i) auch eine Losung von Problem P 6
folgt weiter

D; (E,v) = Frn (n) — AT,h (UT,ha n) +

tn+1 tnt1
+ 3 / / 0. B [0], dpte dt + 3 / / Ve dpte di+
n.e€lp ¢ e n,e€Zly
n+l n+1
+ ¥ / /aneEvduedt+ 3 / /E@nevduedt.
n,e€By, tn € n,e€Bp { tn, €
Mit Lemma 3.2.8 und (24) folgt dann
Dr,h (E, U) =
tnt1 tnt1
= / / (f — L, + Axuﬂh) ndzdt — ) / /((%euﬂh) 1], dpe dt—
n,K tn K n,e€ly, t, €
tnt+1 tnt1
- Z / /[aneur,h] < d,ue dt — Z / /8 urhndﬂe dt—
n,e€Ly, tn € n,e€By { tn
M,
—ZZ/[UT;Z] dx—Z/uThOx) (0, x) dx+
n=1 K K
tn+1 tnt1
+ Z / / On Urp)e 1], dpte dt + Z / / OncM)e [tUrp), dpte dt+
n,e€ly . e ne€ly . e
tnt1 tnt1
+ > / / On rpn dpte dt + ) / / Oty py dpte dt+
n,e€By, tn n,e€By, e
tnt1 tnt1
- > 7h //uTh Jodpedt — > v //urhndﬂedt"i_
n,e€ly n,e€Bp h
n+l n+1
+ ¥ / / O E)e [0], dpredt + 3 / / Ve dpte di+
ne€By ¢, e n,e€ly,
tnt1 tnt1
+ Z / /8neEvduedt+ Z / /E@nevduedt.
n,e€By, tn n,e€By tn €
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Wir berechnen fiur e € 7,

(Ont)e ltra], + (D)o [E], = (25)
— (On.0Ve [t — Oovmne [irs], + Ont)e [, — oo [urs], = (26)
= (B ven)e [, 7 (27)

Wenn wir ul. (t) = 0 fa. (0,7) fur e € B, ausniitzen, folgern wir fir e € B, auf die
gleiche Weise auch

anenuﬂ-,h|e + aneUE1|e = _aneUT,huT,h|€'
Wenn wir verlangen, dass v, (t) € P° (Ky) auf (0,T), folgt weiter

tn+1 tn+t1

> / / e)e [Urn), dpte dt + > / / Ve [E], dpe dt =
n.e€lp ¢ e n,e€Iy e
tnt1

= [ [(0uvmbe o], dpredt =0

n,e€ly, tn € -0

und
"+1 n+l
Z / /&Lenufhd,uedt—i- Z / /8 OEdup.dt = Z //6nevThuThdu€dt—0
ne€By §, e n,e€B, ne€ln f, e

Mit Satz 2.4.7 und Bemerkung 2.4.8 folgt mit dem Operator 117 +.n aus Definition 2.4.4,
(ii) und mit Lemma 2.4.9 weiter

DT,h (E, U) =
tnt1 tnt1
=Y [ [-mpndede+ Y // IS — ), + Agttr) T2, da di—
nK § K nK {,
tni1 1 tnt1
- Z / /[aneu‘r,h]e <H‘rh77> dﬂe dt — Z 7h / /[ur,h]e [Hﬁ,hn}edue dt—
n,e€Ly, tn € n,e€Ly, tn €
tn+1
-y 'yh //UthmUdﬂedt—ZZ/ Urp), :dx—Z/uT,h(O,x)n(Ow)dx%—
n,e€By, n=1 K K j
tn+t1 tn+1
+ Y / / 0. E)e [0], dpte dt + 3 / /aneEvduedt
n.e€lp ¢ e n,e€By,

Setze v = E und wéhle v, (t) = Il ((Hp hE) (t )) Mit Satz 4.2.5 folgt v.; € VFj!

Wihle nun x € V!N C (STT) mit x|{o}xaujp,m)xee = 0 wie in Lemma 4.2.3. Weil fir
e€ly

(On E)e [E], = —(On E)e [uﬂh]e = —(On.E)e [turpn — X]e
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und fir e € By,
aneEE’e = _aneEu‘r,h|€ = _aneE (uT,h - X) |6

gilt, folgt dann:

D,y (E,E) =
tna1 tn+1
—Z// T ndxdt+z// (2 — ol + Agupy) T2y d i -
K nK ¢,
tni1 1 tn41
= 3 a2 ) dpedt Y | /ﬁuﬂue[nfﬁn]eduedv+
n,e€ly e

n,e€ly tn €

tht1
- > fyh //UthThUdMedt—ZZ/ Urp), ;[dac—Z/uT’h(O,x)n(O,a:)dx—
K K

n,e€By n=1 K
tn+1 tn41
- > / /(GneE)e [wrp — X, dpe dt — > / /aneE (urp — x) dpte dt.
n,e€By, tn, €

n,e€lp tn, e

Schlieflich gilt wegen der Galerkinorthogonalitét

0 = Ar,h (E, uﬁh — X) =

tn+1 tn+1
-3 / /v BV, (ty, — x)dtdz — 3 (O, BV [trn — ], dpte dt—
n,K tn n,e€lp, tn K
tn+1 1 tn+t1
—EZ//an—m[%(Mﬁ+27h//i%im—mwﬂ—
neGIht A S~ n,e€Zy, 2 N~ ——
==[urn], " —furnl,  =[ual,
tni1 tn+1
- //(‘)neE e =) dpedt = 3 [ [0, (wen—x) B dpedi+
neEBh tn n,e€By, tn € 7ur,h
1 tni1 tnt1
+ Z Y / / E (uf,h_X)d,ue_ / /E Urn — X
neek, e ) L S o

—ZZ/E [wrn = xl, dx+Z/E T,2) (ury — x) (T, ) da.

anK

e,
”+1 n+1

Ausdriickenvon > [ [(On E)e [urp — x|, dpe dt+ > [ [On E (trp — x) dpedt
n,eeB, tn €

n,e€ly, t, €
und Einsetzen liefert schlie3lich:
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D,y (B, E) =
tna1 tn+1
:Z / / foTf)pdedt+ Y / / (I — i, + Ayt ) 12 e i -
K K g,
n+1 tn+1
— Z //GneuTh (T2 ;) dpte dt — Z fyh //uﬂh] {thn} dpe dt+
n,e€Ly tn € n,e€Ly,
n+1
- > fyh //UthThUdMedt—ZZ/ Urp),, d.:E—Z/uﬂh(O,x)n(O,a:)dx—
n,e€By, n=1 K K
tnt+1 tn+1
— Z / /V EV, (urp — x)dtde — Z / / e (Urh = X))e [Ur,pn], dpte dt—
n,K tn n,e€ly, tn
tn+1 tn+1
- > //8% (U = X) Urp dpe dt + Y y— //um] dpe dt—
neGBht e n,e€Ly h
tn+1 tn+1
+ ¥ ’yh / ThdueJrZ//E o — ) dz dt+
n,e€By, n,K tn

:Ei:l /E Ur.p] dx—Z/E T,z) (urp — x) (T, x) d.

Die auftretenden Terme werden nun nacheinander abgeschétzt:

e Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt:

tn+1

Z//f 12 f)yndedt <

’I'LKtn

tn+1

<= If - I f o+ 2 / Il dt =

tn+1

fo WG, +a S [ 1B = vl dt 2

nKt

tn41 tn1

1 - 01, +a 3 / Bl dt +: 3 / I, E}
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e Fir K™ ¢ K, gilt

tny ) tpt1 ) tn+1 )
| dt = / I, (B — o), dt = / I, E — v dt <
tn tn tn
tn+1 tn+1 tn+1
2 P 2 2 2 2 2
<nie [ Ve (B[ at <k [ BN dt+ng [ VBN d,
tn tn tn
Mit der Young-Ungleichung gilt dann
tn+1
Z// pr—uTh—i—A uTh) I ,ndadt <
n,K tn
tn+1 tn+1 tn+1
j;Z/ﬁ( PF il + Ay, dt+elz / 1E|%dt+ 6 Y / IV, B2 dt.
1 n,K tn n, K i

o Fiir e € 7, bezeichne mit K, K_ € K;, die beiden Elemente fiir die K, N K_ = e.
Mit der Spurungleichung und weil V,, (H?hn) =V, (H?hE) gilt dann

@] =
< Ml 9 () o 2l e |9 ()2
= e [V (M) [, + e [9 ()
und
tntl
Z /H Hf;m H di =<
n,e€Ly tn
tn+1 tnt1 tn+1
<ZhK v, (2,B)[ dt<ZhK / ||E||Kdt+ZhK / IV, B dt.
tn tn tn (28)
Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young folgt:
lnt1
S [ Ot () dpacdt =
n,e€Ly tn €
tnt1 tnil
<& 3 h /||a ]l dt+— /H 2| =
n,e€ly
tn+1 tnt1 tnt1
<e Y he / o [ Z / B+ =3 [ VB ar
n,e€ly, tn €2 n,K tn
(29)
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o Auf die gleiche Weise wie in den vorherigen 2 Punkten folgt

tn+1
2 vh / / (e ], [T 5m] dpedt <
n,e€l] ©
h
t n+1 n+1
<o Y 9y / e ]It + — Z / |BI dt + — Z / |2 Bl at
n,e€Ly tn
und auch
tnt1
> - / / wra T2y dp dt <
n,e€ By, h
tn+1 tn+1 1 tn+1
R / unslfdt+ =% [ NEIdt+ =% [ VBl
n,e€By 4 n K tn €4 nK {
+ Es werden nun 2 Terme auf einmal abschétzt. Es gilt £ — B = [E], = — [u-p],
und damit folgt
ZZ/E Ur p] dx—ZZ/ Urpl,
n=1 K p n=1 K p
M,
= / —nn 1] dx—ZZ/ E’—E*—vTth)[uTh] do =

3
Il
—

anK

<

’uﬂh]nrdx AE/I:Z/UT;L [Urp)], da.

n=1 K

%l
/!

3
Il
—

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young und der inversen Un-
gleichung und der Definition von v, folgt

M,
/’Uﬂh: [u77h] dZL’ <
n=1 K K
1 M 1 2 2
j - Zi/ [u‘r,h]n d.ﬁE—l—Eg,ZTn/ UT,h:;‘ j
€5 n=1 K TnK K K
M. tn+1
1 & 1 2 9
==Y 5 [l [ a3 [ ol =
€ n=1 Kk Tnj nK
1 1 2 it s
==Y el [ dr e S [ B @ eSS [IVE
€5 n=1 K TnK n,K tn n, K tn
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 Da fiir die schwache Losung u die Anfangsbedingung u (0) = 0 gilt, folgt n(0) =
—Urp, (0) — 074 (0) und mit der inversen Ungleichung und den Ungleichungen von

Young und Cauchy-Schwarz berechnen wir auf die gleiche Weise wie im vorherigen
Punkt

Z/uﬂh (0,2)n(0,z)dz =

n+1 tn+1
< /]uTh (0,2)/° doted / 1B dt+ ey [ VLB
66 K Tn nK {
o Mit Lemma 4.2.3 folgt
tn41
//VEV (trp — ) d dt <
nl(t
1 tni1 tn+1
<=2 / IV.Ellicdt+ e Y [ IV (urn = 0l dt =
€7 n,K n,K tn
tnt1 1 tny1 tn+1
Z / IVoBlfdt+er 3 5 /H e, PO /HuThH dt+
,eEBy

+€7zzh2 H uTh

n=1 K

2
LQ(K te 7Zh2 HuTh )HLQ(K)

o Fiir e € 7), seien wieder K, K_ € K derart, dass K. N K_ = e. Mit der inversen
Ungleichung folgt

1
1(On, (urn = X))ell? = — IV (e i+ 57— Ve (e = )l -
hi,

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young, obiger Uberlegung und
Lemma 4.2.3 gilt:

T
>/ / e (1 = X))e [t 4], dpte At <
n,e€ly { tn
tnt1 tn+1
23 [ 1% a0t 3 /Hum
nkft
tnt1 tn+1
Z /H Urp), / |uT7h||§dt—|—
neGI n,e€By
+ZZ H Th +Zh2 ||urh( )||i2(}<)
n=1 K
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e Analog zum vorherigen Punkt folgt dann auch

tn+1

> / /8ne (Urp = X) U dpte At =

ne€Bn ¢, e

tnt1 tnt1
S / e, / | i+
Bh tn

T 5 oy WK

n=1 K

+Z H Th HL2 K):

o Mit Lemma 4.2.3 und den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt:

tn41

> / /E(unh—x)/dtdxj
n,K tn K
tnil tnt1
<ESZ/||E||Kdt+— / (e = x dt<
nKt
tny1 1 3 tny1
<Y [UBlGat+ = 5 %5 [ [l
nKt Egneelh Tn tn
tpy1
Loyt / el dt + — szHum e+ = qu 0)II%
egneEBh

o Fiir jedes K € K}, folgt mit der inversen Ungleichung

/]uﬂh(T,z) x (T, z) dx<—// Urp — x)7 dadt.
K

t]\/[ K

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young und Lemma 4.2.3 gilt
dann

S [ B) (ars =) (T,)
= 692/|E(T795)\2dx+€192/’ur,h(T,x)—X(T,x)ng;j

7L+1

< gz/w (T.o)Pde+ ey — /HuTh N
n,K Tn
tn+1
< 9Z/|E (T, ) d:p+— o= / (s
neeIh
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tn+1
o X /HumH dt -+ — Zzuum [+ = Zuu )i =
gneEBh
1 e
5692/|E<T,I)|2d$+* Z - / HU,Th
K K EgneeIh Tn
s 1M
2
P / TR D0 o (N NS SE TICTFS

Die Werte ¢; > 0 konnen fur alle i {1,...,9} frei gewdhlt werden. Auf der linken Seite
der Ungleichung gilt mit Lemma 3.3.1, (i)

tn+1

> / |EW dt + | EI2, < 1B,

und diese Konstante hingt nur von Q C R? und 7" > 0 ab. Die Aussage des Satzes folgt
mit HEHEh = D (E, E) unmittelbar. O

4.3. 2.Ansatz

In diesem Kapitel soll ein alternativer Ansatz fiir die Abschiatzung des Fehlers des DG-
Verfahrens verwendet werden. In [32] und in [22] werden Fehlerschétzer fiir eine Diskre-
tisierung nur in der Zeitrichtung angegeben. Wir verallgemeinern diese beiden Arbeiten
fiir die in dieser Arbeit eingefiihrte Diskretisierung in Zeit und Ort. Dabei verwenden
wir auch Ideen aus [16], [18] und [35].

4.3.1. Rekonstruktion

Sei in diesem Kapitel M eine Zerlegung des Zeitintervalls K eine regulére Zerlegung von
Q und KM die von M und K erzeugte Zerlegung.

Satz 4.3.1. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum, v € PP (M, H). Es gibt ein eindeutiges

ue PP (M, H)NC ([0, ],H) sodass
a(0)=0, a(t.)=u, Yne{l,... M} (30)
/(ﬁ’,v)Hdt :/(u’,v)Hdt—i— (w(0),v(0)), YoveP"(M,H) (31)
und
n/ (@, v),, dt = / (W, 0)ydt+ ([ul,,0f), Vne{l,...,M} VoeP?(M,H)
; ; (32)
erfullt.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von u € PP (M, H) N C([0,T], H) folgt wie in [22],
Kapitel 2 O

Definition 4.3.2 (Rekonstruktion). Sei u € P? (M, H), dann heifit u € PP (M, H)N
C ([0,T), H) aus Satz 4.3.1 Rekonstruktion von w.

Bemerkung 4.3.3. (i) Seien ¢ € N, (A\)%} mit 0 < \; < --- < Agyq = 1 die Punkte
der Radauregel und 3; € R fur ¢ € {1,...,q+ 1} die zugehorigen Gewichte. Es gilt

dann
! q+1
[9ar=3pg0) vgeP(0,1)
0 i=1

Setze A := 0. Es existieren Polynome £; € PP*!(0,1) mit £; (\;) = §;; fir i,5 €
{0,1...,q+ 1}. Diese Polynome heiflen Lagrange-Polynome zu den Radaupunkten.

(i) Sei n € {0,1,...,M,}. Setze L;,, (t) := Ei( Lt ) Diese Funktionen heifien

tn+ 1—tn

Lagrange-Polynome auf (¢,,t,1). Es gilt £;,, € PP (¢,,,t,41) und
£i,n (tn+7—n)\]> :6i,j VZ,] - {0,1,(]"‘1}
Satz 4.3.4 (Eigenschaften der Rekonstruktion). Seien £,,, fir n € {0,1,...,M}, i €

{0,1,...,q + 1} die Lagrange-Polynome aus Bemerkung 4.3.3, u € P? (M, H' (K)) und
uePPY (M, HY(K))NC([0,T],H' (K)) die Rekonstruktion von w.

(i) Es gilt
(@ - u) ‘(tmthrl) (t) = EO,H (t) [u]n Vn € {17 e 7M}
und
(@ —u)[(0,) (t) = Loo (t) u (0)

(ii) Die Aussagen aus (31) und (32) gelten auch auf L?(Q), d.h.

tnt1 tnt1
/ (@) 2 At = / (W) pagay At + ([, ) gy 0 € P (MLH (K))
tn tn

fur allen € {1,..., M} und

t1 t1

J @020y At = [ (W 0) gy A+ (0 (0),0(0) ey V0 € PP (M, H' (K)).

0 0
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(iii)
(iv)

(v)

Ist u € PP (M, P?(K)), dann gilt t € PP (M, P?(K)).

Sei |-| , eine beliebige Seminorm auf H' (K). Dann gilt

lniy1
/|u(t)—a(t)|§dt27n|[u]n|?4 Vnef{l,... M}
tn
und
t1
[l = a@Pat= ).
0
Es gilt
|M|
1w = @l 201y, <ZTo||u (0)[13: IC)+ZTR 1], M7 ) =
IM\
—ZToHu Win ey + 20 D 7o Ul 0 0
n=1 K

Beweis. (i) Siehe [22], Lemma 2.2

(i)

(iii)

(iv)
(v)

Es gilt PP (M, H' (K)) € PP (M, L?(Q)). Setzen wir in Satz 4.3.1 H = L*(Q),
dann gibt es auch ein @z2(q), das die Gleichungen (33) und (34) erfiillt. Nach (i)
gilt fir n € {1,..., M.} auf dem Intervall (¢,,t,41) dann

aL2(Q)|(tn,tn+1) (t) = u|(tnytn+l) (t) + Eoyn (t) [u]n = a|(tnytn+1) (t)
fast iiberall auf Q. Auf (0,t;) folgt die Aussage auf die gleiche Weise.
Seiu € PP ((0,T),P4(K)) C PP((0,T),H" (K)),n € {1,..., M.} und (¢;)"_, eine

orthonormale Basis von P? (tn,th) Es gibt dann Funktlonen (a;), € P1(K),
sodass

UGt tniyx0 (62) = D¢ () ai (z) .
1=0
Damit gilt
a|(tn:tn+1)><ﬂ (t7 x) = 'COJ"L (t) [u]n (ZB) + Z i (t) a; (ZL‘) :
i=0

Mit dieser Darstellung folgt @, +,,1)x0 (-, ) € PP (t,, tyqq) fiir @ € Q fast Gber-
all und @, tn+1)xg( ) € PL(K). Auf (0,¢1) x 2 folgt die Aussage genauso. Ins-
gesamt gilt @ € PP (M, P (K)).

Siehe [22], Lemma 2.2

Die Aussage folgt sofort aus (iv).
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4.3.2. Clément Interpolation

In diesem Kapitel sei K eine regulére Zerlegung von ).

Definition 4.3.5 (Nodale Basisfunktionen). Fir x € Nz wird eine Funktion ¢k 7, €
PLK)NC (ﬁ) fur die ¢x 7. () = 6,z fiir alle & € N gilt, eine nodale Basisfunktion
von x bezeichnet.

Bemerkung 4.3.6. Fiir eine regulire Zerlegung K von 2 C R? existieren die nodalen
Ny

Basisfunktionen ¢y 7., aus Definition 4.3.5 fiir jedes € N z. Sei dazu w, = U K, fir
i=1

ein N, € N. Sei fiiri € {1,..., N} weiter e; = K;N0w, die Kante die x "gegeniiberliegt".

Wahle ¢ 7., () := 1, ¢ 7.2]e; = 0, verbinde auf K; den Punkt x mit der Kante e; linear

und setze ¢k zz|0\w, := 0. Insgesamt hat ¢ 7, die geforderten Eigenschaften.

Definition 4.3.7 (Clément-Interpolant). Sei S (K) := P (K)N Hy (€2). Die Abbildung
1

T L' (Q) — SP(K) : u— Z /decblc,z,x
zeNK 1 |Wx‘wz

heifit der Clément-Interpolant.

Bemerkung 4.3.8. Da Q] < oo gilt, ist L?(Q) C L' () und Zx ist auch auf H* (K)
wohldefiniert.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften des Clément-Interpolanten zu-
sammen.

Satz 4.3.9. Sei K eine regulire Zerlegung von Q, u € H} () und Zxm der Clément-
Interpolant aus Definition 4.3.7. Es gelten dann die folgenden Aussagen

(i) llu—Zeull g <l [ Vaull,, fir K € K

(i) flu — Zull, < hé [|Veull,, fir e € Zx und e C 0K,
(i) [|VeZicullx < |[[Veull,, fir K € K,
(iv) [[Veu — VioZicul| ¢ < || Veull,, fir K € K und

)

(V) [ Zeullx < llull gy

Beweis. Siehe [24], Theorem 2,1. Fiir einen Beweis von (i)- (ii) siehe auch etwa [36],
Proposition 2.1. (iv) und (v) lassen sich auch aus [37], Lemma 3.1. ableiten, (iii) folgt
auch sofort aus (iv). O
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4.3.3. Die Abschatzung

Die Idee zur folgenden Definition stammt aus [16].
Definition 4.3.10. Setze S} (Kj) := P (Ki)NH} (Q). Sei €} die orthogonale Projektion
auf (S7(Kn), (-,-),,,) mit

(s gt PTCR) x P (Ks) = (u,v) HZ/Vqudx+7Z / dMe"‘VZ /uvdu

e€ly eeBBy,

>

Wir nennen €} (u) den konformen Anteil und ©f (u) := u — €} (u) den nicht-konformen
Anteil von u.

Lemma 4.3.11. Sei u € P?(K;). Es gilt

195 (Wl =7 2 5 H M+ D o HUH

eEIh eeBh

Beweis. Die Aussage ist eine Vereinfachung von Proposition 4.5 in [15]. O

Bemerkung 4.3.12. (i) Fir u € P?(K},) gilt 1t. Definition 4.3.10 klarerweise

Q:;]L (U) J_('f)q’h Q?L (U)
(ii) Mit Lemma 3.3.1,(i) und Lemma 4.3.11 folgt fiir u € P (K,)

Z o =& @iy 27 2 || M+ o IIUII

eGIh eGBh
(iif) Seiw € VI € L?((0,T), H' (Ky)), dann wird € (u) als ¢ +— €} (u (t)) und Dj (u)
als t — ©F (u (t)) interpretiert.

Bemerkung 4.3.13. (i) Sei u,), € VF;! und e € 7. Mit Satz 4.3.4 und der inversen
Ungleichung gilt dann

tn+1 tn+1 tn+1

[ e = [ el far+ [ @ - uea ] at <
tn

tn tn
tn+1
2 2
j [uT’h]e e dt T H [[UT’h]TJ elle j
tn
tn1 tnt1
2 _ 2 + 2
j [u’r,h]e dt + T H [u’r,hn} H + Tn H |:u7',hn:| H Ur, h
(& elle elle
tn tn—1

o1
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Genauso folgt auch

Oj il

Fir die Kante e € By, folgt auf die gleiche Weise

tnt1 tnt1
A e U T
tn tn—1

und
Sl = [ furalf a.

(ii) Mit dem vorherigen Punkt gilt dann

tn+1 tn+1 tn+1 tn+1

/ H uTh / H uTh

n,e€Z, Rty n,ecB R oty

Bemerkung 4.3.14. Fir die DG-Losung u,, € VF; von Problem P 7 gilt dann mit
der Definition der Rekonstruktion

//uTthhdxdt+/ah (Ur.y Ur 1) //fvThdxdt VUThGVTp,f

Lemma 4.3.15. Seiuw € L*((0,T), Hj (Q)), Zx, die Abbildung aus Definition 4.3.7 und
H’;h der orthogonale Projektor wie in Bemerkung 2.4.5. Dann gilt:

T, (T2 u (1)) € L2 ((0, ), Hy () n V2!

Beweis. Mit Lemma 2.4.9 folgt, firu € L* ((0,T), Hy (), dass I ,u € L* ((0,T) , Hy (Q2))
ist. Sei (¢j7n)i€€1?8,1 .... ML) die Orthonormalbasis von L? (0,7) aus Bemerkung 2.4.5. Fiir
j€{0,1,....p} und n € {0,1,..., M} setze dann a;,, := tnfﬂu@J dt € H} (). Mit
Lemma 2.4.6 erhalten wir dann "

I17 pu(t,2) = Zzajn ) Gjn (1)
n=0 j5=0
und schlieflich gilt

T, (I pu (t,-)) = Ixh(zzam ) b (1 ) S b (1) Ty (70 () -

n=0 j=0 n=0 j=0
€PP(M:) €eHI(Q)NPI(Kp)

Die Aussage folgt unmittelbar. O
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Das folgende Lemma wird in Satz 4.3.17 benotigt. Die Abschétzung in (ii) erscheint
auf den ersten Blick grob. Mdoglicherweise ist auch ein “schérferes” Resultat moglich.

Lemma 4.3.16. Sei u € V7;. Mit den Bezeichnungen aus Definition 4.3.10 gelten die
folgenden Aussagen:

(i) D (w)' (t) = Dj (' (1))

(i) J o8 (o)

1 tnt1 , 9 1 lni1 2
RPN R Sy W
n,e h n

(Hl(’C n,e€Z th tn

Beweis. (i) Es gentigt

(D% W), €h(v)),, =0 Voe Vi

q9,

nachzurechnen. Sei dazu (¢;,,)’" 661?8’1 7777 ar,y die Orthonormalbasis von L?(0,T). Be-

merkung 2.4.5, (iii). Lt. Lemma 2.4.6 (iv). Es gilt dann
Z Z a; () djn
n=0 j=0

fur gewisse a; € PP (Ky) fur alle 57 € {0,1,...,p}. Mit dieser Darstellung folgt
weiter

®z<u>’=<ii® (4, @n) 330! (a))

n=0 j=0 n=035=0

Schlief3lich folgt

(% (), €} (v) =D > ¢, (Dh (), €} (v),, =0 Voe Vi

(ii) Mit (i) und Lemma 4.3.11 und Bemerkung 4.3.13 folgt sofort

tn+1

T
2 2
SR8 @ | e, At = / 128 (W) syt = 3 [ 1198 () e =<
0 nKt
tn+1 tn+1
wZ—/ L dt+y S /|| APt e VIS
n,e€ly tn neEBh

O
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Satz 4.3.17. Sei u,j, € V}}! die Losung von Problem P 7 und gelten die Voraussetzungen
V 1-V 4. Dann ist

tn+1 tnt+1

_— 2
max § max [|(u = €4 (7)) (672 » 3 [ e = € @il 46X [ = wmallf

n,K tn n,K tn
(35)
= T2 (Uh, f>2 =
tnt1 tn+1 9
=3 [ e dt+ S [ f = A, o dt+
n,K tn n,K tn
tn+1 tnt1 tnt1
+ 3 h /|| (Ot At + 7 Z /H weal | dt + Z /||u7h|| dt+
n,e€ly
n+l 9
+7 X / 1] u’ﬂh\ di+
neEZh ¢ ¢

15 90 351 TN RS ey DT A
35 i [+ 3 2 e O

n=1 K

und die Konstante hangt nur vom Gebiet 27, den Polynomgraden p, ¢ € N und den Kon-

stanten Cgpape zur Formregularitit und Clpi, und Cupiy zur lokalen Quasi-Uniformitét
ab.

Beweis. Fiir die schwache Losung w und einv € L2 ((0,T) , HE (2)) € L2((0,T), H' (K3))
gilt mit partieller Integration und der Definition von a (-, -)

a(u(t),v( /Vu t) Vv (t /Au dz , fi. auf (0,7)

Weil u (0) = 0 und [u], =0 firallen € {1,..., M.} und weil ' — A, u = f 1t. Bemerkung
3.1.5, (v) punktweise fast tiberall auf Q7 gilt, haben wir

(W' (), 0 (8)g +a(u(t),v(t) = (f(t),v(t)g YoeL*((0,7),Hy(Q)) tii auf [0,7]
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Damit, weil ;. = €} (tr4) + DF (4r.,) und mit Bemerkung 3.2.7 folgt f.ii. auf [0, 7]

((u—ef (@) u— € (@), +a(u— € (@3) ,u— € (W73)) =

= (fu =€ () — (€ (), u— € (@), — an (€} () u— € (i70)) =
= (fu— & @)y — (T u eh () — an (imp, u — € (t73)) +
+ (D (W) u— € (@), + an (D (), u = € (i70)) =

= (fiu— & (urn))q — (Urp, v — € (Urn))g — an (urn, u — € (urn)) +

tan (urp — e u— € (W73)) + (D (@2)" u = € (i00)) | + an (Df (Grp) ,u— € (W73)) =
= (f,u— & (urn))g — (Urp,u — € (Urn))g — an (urn, u — € (urn)) +

+ an (urp — €F (i0) ,u — € () + (D (@), u — € (i),

Setze nun ahnlich zu [35], Kapitel 4

<mh (u‘r,h) 7U> (Q)XH1 (f7 ) (@/7 U)Q - Z (quﬂ',]’H VxU)K
K

Mit dieser Bezeichnung, mit F¢ := u — €} (@,5,) und der Definition von a (-, -) gilt dann
f.a. auf (0,7)

(E¢, E¢)g+a(Ee, Ee) =
\_v_/

%”EQHQ

d
= (R (urn), Be)r- Q)xHL(Q) T Z / u‘l’h (On.Ee)e dpte + Z /uT,haneEgdue—i—

e€ly ¢ e€By, e

=1
2

+ an (urp — € () , Be) + (Df (), Pe) |
= (R (urn) s Ee) g @yxmi) + > / Urp), (On.Ee)edpte + > /ur,hanEEQdMe+

e€lp e e€By ¢
+30 [ V(= € (@0) VePedw = Y [ [t = €4 (0], (O e dpe—
e€ly ¢
e,
= > [ (wrn = € (@) O Bedu+ (D] (@), Be),, =

e€EBy ¢ —ur |
—Ur,hle

= (R, (urp) s Be) 1)< Hi@) + (9% (trn), E@)Q +> / Ve (Urp — & (Urn)) Vi Ee da.
K

Integration von 0 bis ¢, mit n € {1,..., M + 1} und die Ungleichungen von Cauchy-
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Schwarz und Young liefern

tn
1Be (6l + [ 1 Belfy )t = (36)
n ’ T
= 0/@9% (Urn) s Be) n-1(0)x H1 (@) dt+0/H©Z (trn) ?Hl(lch))* dt+
tnt1
+3 [ IV (ar = € I + () O (37)
n tn

=0

tn
Wir schétzen zuerst [(Ry, (urp) , Ee) g-1(0)« (o) dt ab. Dazu setzen wir v.y, (1) = I, (Hf_ wEe (t))
0 )

wie in Lemma 4.3.15,(ii) und vs, = v, pXjoy,)- Es gilt dann

tn T

/<mh (Urn) s Vnn) H-1 (@) xmL () A = /(gih (Urn) s Unn) -1 (@)x a3 () A =
T T ’ T
/ fvhn dt—/(uTh,vhn dt—Z/ VuTh,Vv;m) dt =
0 0 0
tog1
= AT,h (u, Uh,n) - AT,h (uT,h7 Up n - / / Ur, h anevh,n>e d,ue dt—
n,e€ly ¢ e

=0
tn+1

- Z / /uﬂh@nevhm dpe dt =

n,e€By, tn e

tnt1 tna1
== Z / / uTh anevh n> d,ue dt — Z / /UT h@nevhnd,ue dt
n,e€lh ¢, e n.e€By { e

und schlieflich folgt

ln

/(ﬁh (Urn) s Ee) -1(0)x i) dt =

0
tn tn+1

= /<%h (uﬂh) 3 E¢ Up, n> 1(Q)><H1 dt + Z / / Urh 8npvh n> d,ue dt—i—
0 n,e€Ly tn €

n+1

+ Z / / Ur hanevh n d,ue dt.

ne€By §. e

Die auftretenden Terme werden nun abgeschétzt.
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e Lemma 2.4.7, lemma 2.4.9, Lemma 4.3.15 und partielle Integration liefert
tn

(R (urp), Ee — Uh,n>H—1(Q)xH3(Q) dt =

[e=]

tn tn
F(Be — vpp)dadt — / / T3 (Be — vpp) dadt — / / Votty 4y (Be — vpp) da dt =

/f I f) Eg—vhn)dxdtJr//pr (I, Be — v,) dr di+
Q

tn
//ufh HThEg—vhn)dxdt—//VuThV (I, Be — vp,0) dadt =
0 0

tn
// f—IIPf) (Ee — vn,) da di+
0

Q

tn
+ / / (12 — @3 + Agitrs) (I, Ee — vp,0) dodi+
0 Q

tn

+3 / / (On.tr ], (T, B — vp ) dpte di.

e€l

Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz und mit Lemma 4.3.7,
(iii), (v) folgt

/n/(f_ﬂgf) (Ee — vpyp) dodt <
0 Q

tn+1

Z/anwm w+qz/mvwmuw<
tn+1 tn tn 2
SZ/Wﬂﬂ%%@@+qﬂ&ﬁm@+ﬁﬂMﬂh%%@&S
0
tn+1

SfZ/MfWﬂdeaﬂ&M@@

Weiter folgt mit Lemma 4.3.9 und der inversen Ungleichung

pr_m/+Aquh 17 EQ:_Uhn dIdtj
T ) s T,h y
0 Q

tn+1

ln
1 —
j g Z h%{ / ||H£f + UT,h/ _ Aaf)uT,hHi( + 62 / ||E€||i{é(ﬂ) dt j
0

n,K tn
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VL+1

1
< 2Nk /“pr+uh Astrs +
€@k g
1 frpl ) by
+:Zh§( / ’u;,h—@'HK+62/||E¢||§15(Q)dtj
2n,K . 0
1 tnt1 ,
j:Zhﬁ( / Hﬂﬁf+u h Azurh‘K—F
2n,K n
1 h2 tnt1
+:Z* / |trp — UTh|!K+62/HE¢HH1 o dt =
2n,K Tn
1 tnt1
= — / HHPf—f—u A +€2/HE¢HH1 di+
€2 n,K
1 M p2 32
303 T el [+ = 3 e (O
2 p=1 K € % To

Wir berechnen weiter

1
Z /hﬁ Hq—,hEQ - Uh,n)e

(-ZIhO

t, tn t
Sl O TS Y A N e KA
e€lpp ¢ Ko 0

Ahnlich wie schon in (29) gilt dann

tn

Z // [aneur,h]e <H€7hE€ - Uh,n)e dﬂe dt S

e€ly, 0 e
1 tnt1 tn

<= % [ nefonueal ]+ e [ 1Belyq at
€3 n,e€Ly, tn 0

o Mit der inversen Ungleichung folgt

tn
2
S he [l (vnn)ell? dt<Z||vhn||K > / |, 10 et < [ 1Bl .
0

n,e€ly

Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt dann

tn41 tn+1

S [ [ lual. Onvn)e duedt<f = /H s,

ne€ly ¢, e

/ | Bell3s o
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e Analog zum vorherigen Punkt folgt auch

tn1 tn+1

R ) EECRT TR i / i dt + €4 / | Belliy ey d
ne€ly § e 4 n.ecTy,
Wir kommen beim Abschétzen der Terme in (37) zu fH@% (rn) ?Hl(lCh))* dt. Mit Lem-
ma 4.3.16,(ii) erhalten wir
tnt1 tnt1
J(CTE ey N O e

€eB h

T
Schlielich muss in (37) nun noch der Term 3 [ ||V, (trp — €4 (@rn))||5 dt in (37) ab-
K 0

geschatzt werden. Einschieben von ), liefert mit den Ungleichungen von Young und
Cauchy-Schwarz, Satz 4.3.4, Lemma 4.3.11 und Bemerkung 4.3.13

Z/nv (e — € (@2 dt <

IA

M5 =]

T
/ (trp — uTh)|]Kdt+Z/||V i — €4 ()| dt <
0

<33 7 e, \HI(K+ZTO||uTh<>||i,I(K)+
n=1 K
tnt1 1 tni1
' g /H aallE ey Y g [l ar =
e€T, n n,e€By, "
s 2
<> 7 [l \HI(K +Zm||u7h( Mo sy +
n=1 K

tnt1 tn+1

1
13 / llural 2ty 32 o [ llumalZ .
e€l

n,e€By "7 4

e; mit i € {1,2,3,4} konnen frei in R™ gewédhlt werden. n € {1,..., M + 1} war beliebig
und die Aussage folgt die Abaschitzung fiir die Terme max llu(t,) — € (urp) (tn)||i2 )

tnt1
und Y [ |lu— €7 (an) ||§{1( iy At unmittelbar. Wir berechnen weiter
tn

n,

Z HU_UT,hHiﬂ(K) dt =

tn+1 tn+1

A

TLK tn n,K tn
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tnt1 lny1 lny1
=Y [ = € @) g 4t +9 P /H Tl ety 3 /Humu dpe+
nKt
+zzmuu7h [ + 32 e (0 ey =
n=1 K
tnt1 tn+1 tn+1
=3 [ - @l dt+r 3 5 /H wald de+r 3 5 /Humu djiet
nKt
+ZZTHH Ur ] ‘Hl —i—ZTOHuTh HH1 . (38)
n=1 K

tn+1
> [ lu—¢€f (@)H?{l (k) dt haben wir bereits nach oben abgeschétzt und in dieser
n,K tn

Abschéitzung kommen auch die restlichen Terme aus (38) vor. Damit ist die Aussage
aber gezeigt. O

Bemerkung 4.3.18. Auf der linken Seite von (35) héngen 2 der 3 Terme nur von u und
¢ (urp) ab. €] (urp) ergibt sich aus der DG-Losung u, . Es ist an dieser Stelle aber
nicht klar, wie dieser Term berechnet werden kann. In jedem Fall haben wir

/ HU — 'u’T,hH?{l(ICh) dt j T2,7.h (u‘r,h7 f)2
0
bewiesen.

4.4. Vergleich der Abschatzungen

Wir wollen nun die beiden Ansétze vergleichen. Siehe dazu Tabelle 1.
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UO(OLIYDSISUR S[[0R], IOUID UL YDI[IYIISION USZIRSUY UIPIO( Ul USSUNZIRYISQY IOP SULIQ], USUZUIS OI(] :T O[[Pqe],

F ) el =

[ m) vt =

X

(N+H ‘ A
2 I0) im0 <

0= e W[ag -

i M I=u
+ OO | XX
W

Sunidsywy - [ H

‘ o A A o) A
(o) w4 5 X Homl (F+5)X 0= 1w womd - 1
F v, M 1=u h Y W\ A 1=U
TR e e e (#+ %) X sy - g1
¢ W N
2 ¢ “1 2 QMNW@?E\
+1p . |l [ % < L - (puey])Sunidsyrey,
T+ug
a19F. . vy Y732'u
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14 HATQA
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2 “ Y735 5 “1 U739
el J oty X +plltn el J oy X SunyoqqesyQ Lop Sunidg
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4. A Posteriori-Fehlerschatzer

Bemerkung 4.4.1. (i) Es ist nicht klar, ob

Hu — U7-7h"72_’h = M,rh (f7 uT,h)2

oder
T
J 1@ = e Oy A= 1o (F )
0

und ob auch nur my 5, (f, urp) — 0 oder na,p (f, urp) — 0 gilt, wenn hg, he, 7, —
0.

(ii) m2rn (f, urpn) hingt im Gegensatz zu 1y 4 (f, ur ) auch vom Sprung der Zeitablei-
tung im Ort ab.
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5. Numerische Experimente

5. Numerische Experimente

In diesem Kapitel wollen wir das Verhalten der Abschatzungen aus Kapitel 4 anhand
einiger einfacher numerischer Beispiele testen. Diese Tests wurden durch die Matlab-
Prozeduren aus dem Anhang ausgefiihrt.

Bemerkung 5.0.2. Es wird erwartet, dass die Abschétzungen aus Satz 4.2.6 und Satz
4.3.17 genauso fiir eine beliebige Raumdimension d € N gelten. Die Beweise verlaufen
auf die gleiche Weise. d = 2 wurde in dieser Arbeit und in zahlreichen zitierten Arbeiten
zur Vereinfachung der Notation und zur besseren Anschaulichkeit gewéhlt.

Wir behalten Bemerkung 5.0.2 im Hinterkopf und setzen nun

Voraussetzung V 5.

d=1,T=1,2=(0,1) undp=g=1 (39)

Problem P 1 wird dann zu

Problem P 8.

u (8, x) — ugy (6, 2) = f(t,x) YV (t,z) € (0,1)%,
u(t,0)=u(t,1)=0 vVt € (0,1),
u(0,2) =0 Vo e (0,1).

Zur Wahl einer Basis von VTlhl sei Qrer == (0,1)°. Wir setzen
dir(ta)=(1—t)(1—a), (t.x) € (0,1)%,
o (t2) =t(1—x), (t,x) € (0,1)%,
Gsr (t, ) == (1—t)z, (t,2) € (0,1)%,
Gar (t,7) := tu, (t,z) € (0,1)%.

und denken uns ¢; r fir i € {1,2,3,4} auBlerhalb von @ mit 0 fortgesetzt. Wir fassen
die Zerlegungen K, als Mengen (7;),cr01. i, |41y auf- Betrachte fiir n € {0,1,..., M:}
und 5 € {0,1,...,|K,|} die affinen Abbildungen:

T Q = (tns tusr) X (25, @j41) + (8,2) = (o, @) + (¢ (Enr — tn) @ (2541 — 25))
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5. Numerische Experimente

dann bilden die Funktionen ¢, ; (t,z) := T, jo¢,;r furi € {1,2,3,4},n € {0,1,...,M,}

und j € {0,1,...,|K;|} eine Basis von V;;}. Das Losen von Problem P 7 ist dann
aquivalent zum Losen eines linearen Gleichungssystem mit den Koeffizienten
Ag;ﬁ;ié = Arp (¢j1,n1,i17 ¢j2,n2,i2> (40)

und einer rechten Seite

Finj = Frp(djni)

Bemerkung 5.0.3. Die Matrix aus (40) ist nicht symmetrisch. Vergleiche dazu die
Definition von A, aus (14).

Wihle fiir die rechte Seite in Problem P 8
f (t,x) := sin (7x) + 7*sin (7z) t (41)
Wir haben II7, f = f. Durch Differenzieren erhélt man leicht, dass
u(t,z) = sin (7z)t

eine Losung von Problem P 8 ist. Mit Satz 3.3.8, Satz 2.3.3 und mit den Annahmen aus
(39) gilt

T
/ = il dt < 77 + 1.
0

Wir wihlen 7 = h = 1lund 7 ~ h, 7 ~ h2 und 72 ~ h fir 7 < 7 und h < h. Wir
T
erwarten, dass 0f||u - u77h||§{1(lc) dt = O (h?) und |ju — uthHi‘r,h = O (h?) gilt. Fiir eine

Zerlegung K;, = {(x,-,xiﬂ)}yig‘ setze fir i € {0,1,...,|Ky|} dann h; = 241 — x;. Zur
Vereinfachung seien die h; fiir alle i € {0, 1,..., ||} gleich groB. Fiir kleiner werdende

T
Schrittweiten h werden wir die [ |ju — u77h|\?{1(,c) dt und 1y (f,urp)” bzw. |ju — uT7h||f n
O b

und 7 (f, uT,h)2 nun tatsichlich ausrechnen und vergleichen. Die Berechnung erfolgt mit
den im Anhang A abgedruckten Matlab-Prozeduren. Betrachte nun die Abbildungen 1,
2 und 3.
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5. Numerische Experimente

1.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler N 2.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler
10 — ]
-] —*—1 Ansatz —*—Z.Ansatz
.| T DG-Fehler |..:
-1 —— 2 -1
1 o ok
-2 -2
1m0 F 1m0 F
-3 -3
10 mn E
-“]4 1 L L -“]4 1 L L
-2 -1 o -2 -1 o
10 10 10 10 10 10

Schrithweite Schrittweite

Abbildung 1: Vergleich des DG-Fehlers ||u — .||, mit dem Fehlerschitzer nach dem
1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers |ju — uﬂhHip(,Ch) mit dem

Fehlerschitzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei 7; = h; = (%)l und 7 €

{1,...,6}.

N 1.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler N 2.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler
5 10
S| T T.Ansat . OV SR S T 2Ansa
-| ——DG-Fehler O DO AN A O D ...| —#* —DG-Fehler
4 | —F— g
T ord) o)
- . H T
0 F
-2
10
-3 : -3
10 . L L 10
-2 -1 o -2 -1 o
10 10 10 10 10 10

Schrithweite Schrithweite

Abbildung 2: Vergleich des DG-Fehlers |lu — uth“?—,h mit dem Fehlerschétzer nach dem
1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers |lu — uﬂhHip(,ch) mit dem

Fehlerschitzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei 7; = (%)Z7 h; = 72 und
ie{l,...,4}.
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5. Numerische Experimente

1.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler 2.Ansatz im Vergleich zum exakien Fehler
T —

T 2Ansatz
.| —*— DG-Fehler

AT ord

_____ —+— 1. Ansatz

ess| — * DG-Fehler L.,

Sl oed

Schrithweite Schrittweite

Abbildung 3: Vergleich des DG-Fehlers ||u — uﬂhHi , mit dem Fehlerschétzer nach dem
1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers |ju — uﬂhHip(,Ch) mit dem

Fehlerschitzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei h; = (%)l, 7, = h? und
ie{l,...,4}.

Sowohl fiir 7 ~ h als auch fiir 72 ~ h als auch fir 7 = h? wird fiir die Wahl von f in (41)
tn+1
das Verhalten fiir h — 0 von ||u — u,4?, durch ny (f,ur )’ und ¥ [ Jlu— uﬂhH?{l(K)
’ n,K tpn

durch n, (f, uT,h)2 wiedergegeben. Dieses Ergebnis muss aus den kritisch hinterfragt wer-
den. Wir haben namlich nur ein Beispiel getestet und in diesem Beispiel ist die exakte
Losung glatt- d.h. u € C*° (QT>
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6. Ausblick

6. Ausblick

Die folgenden Fragen konnten ein Anstof fir weiterfithrende Arbeit zum Thema dieser
Arbeit sein.

Funktionieren die Ansitze dieser Arbeit auch fur nicht konvexe Gebiete?

Koénnen wir diese Arbeit auch auf rechteckige oder auch allgemeinere Elemente
verallgemeinern?

Wie kann ein Fehlerschétzer aussehen, wenn K; nicht mehr auf jedem Intervall
(tn,tns1) gleich aussieht?

Lassen sich die Ergebnisse dieser Arbeit auch auf DG-Formulierungen zu Zerle-
gungen von )7 wie in [25] und [26] iibertragen. Diese Zerlegungen bestehen nicht
mehr aus Elementen der Art (¢,,t,.11) X K, sondern behandeln Zeit- und Ortsdi-
mensionen gleich.

Sind die Abschatzungen aus Satz 4.2.6 und Satz 4.3.17 wirklich scharf?

Wie kann eine Abschatzung zur Effizienz aussehen?
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A. Anhang

A. Anhang

function [nodes,time,erg,stima, f_vec]| =
DG_ parabolic_1D(f,A,B,T,h,tau,sigma)

nodes = A:h:B;
time = 0:tau:T;

N
M

length (nodes)—1;
length (time)—1;

f vec = sparse(4xNsM,1);

f vec = sparse(4xN«xM,1);
stima = sparse (4xN«M, 4xN«M) ;
erg = f vec;

stima = DG__parabolic_1D_matrix_a(A,B,T,h,tau,sigma)+...
DG_ parabolic_ 1D _matrix_b(A,B,T,h,tau, 'downwind ’);
f vec = DG_parabolic_1D_vector_f(f ,A,B,T,h,tau);
%LGS lésen
erg = stima\f_vec; %Lésen des LGS
%plot__function_ 3D (erg ,A,B, T, h,tau);
end
function [matrix_a] = DG_parabolic_1D_matrix_a(A,B,T,h,tau,sigma)
%vorerst 1.0rdnung

nodes = A:h:B;
time = 0:tau:T;

N = length(nodes)—1;
M = length(time)—1;

f_vec = sparse(4xN«M,1);
matrix_a = sparse (4+N«M,4xNxM) ;
erg = f_ vec;

%Matriz fir Integral grad(u) grad(v)
stima_loc = 1/6% [2 , 1 ,—2 , -1 ; 1, 2, —1, —2;...
-2, =1, 2, 1; -1, =2, 1 ,2];

) 9 9

boundary_temp = 1/12x[-2, —1, 2, 1; —1, =2, 1, 2;...

27 ]-a _27 _17 ]-a 27 _1, 2]7
boundary_sigma = sigmax1/6x[2, 1, -2, —1;...
1, 2, -1, —2; -2, —1, 2, 1; -1, -2, 1, 2];

) ) ) ) 9

boundary = zeros (8);
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A. Anhang

25 %Steifigkeitsmatrix
26 for i = 1:N

28 for k = 1:M

30 index = ( 4x(k—1)s«N + 4%i-3 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );

31 matrix_a(index ,index) = matrix_a(index ,index) +...

32 (time (k+1)—time(k)) /(nodes(i+1l) — nodes(i)) .* stima_loc;
34 end

36 end

38 %Matriz der Randterme

10 %innere Kanten
41 for k = 1:M

43 var_t = time(k+1)—time(k);

45 for i = 2:N

a7 boundary = zeros(8);

49 var_1 = nodes(i)— nodes(i—1);

50 var_2 = nodes(i+1) — nodes(i);

52 boundary (1:4,3:6) = (var_t ./ var_1) % boundary_temp;
53 boundary (5:8,3:6) = (var_t ./ var_2) x boundary_ temp;
54 boundary = boundary + boundary’

55 boundary (3:6,3:6) = boundary(3 6 ,3:6) — ..

56 (2 x var_t ./((var_1 + var72))) .x boundary_ sigma;
58 index = ( 4x(k—1)«N + 4%i—7 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );
60 matrix a(index ,index) = matrix a(index,index) — boundary;
62 end

64 end

67 J%du ff ere Kanten
s for k = 1:M

70 var_1 = nodes(2) — nodes(1);
71 var_2 = nodes (N+1) — nodes(N);
72 var_t = time(k+1)—time (k);

74 boundary = zeros (4);
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A. Anhang

boundary (:,1:2) = (var_t ./ var_1)x 2 x boundary_temp(:,3:4);

boundary = boundary + boundary ’;
boundary (1:2,1:2) = boundary (1:2,1:2) —
(var_t ./var_1) .x boundary_ sigma(3:4,3:4);

index = ( 4x(k—=1)«xN + 1 ) : ( 4x(k—1)«N 4+ 4 );

matrix_a(index ,index) = matrix_a(index ,index) — boundary;

boundary = zeros (4);

boundary (:,3:4) = (var_t ./ var_2) % 2 x boundary_temp(:,1:2);

boundary = boundary + boundary ’;
boundary (3:4,3:4) = boundary(3:4,3:4) —
(var_t ./var_2) .x boundary_sigma(1:2,1:2);

index = ( 4%ks«N — 3 ) : ( 4xkxN );

matrix_a(index ,index) = matrix_a(index ,index) — boundary;

end

end

function [matrix_b] = DG_parabolic_1D_matrix_b(A,B,T,h,tau, string)

%zur Unterscheidung ob b(phi_i,phi_j)...
%mit dem Updwind— oder dem Downwindschema berechnet wird

bool = stremp(’upwind’,string);

nodes = A:h:B;
time = 0:tau:T;

N = length (nodes)—1;

M = length(time)—1;
matrix_b = sparse (4+N«M, 4xNxM) ;

%Matriz fir Integral u * v_t

matrix_t = 1/12 = [-2 ,2, —1, 1; -2, 2, —1, 1;...
~1, 1, -2, 2; -1, 1, -2, 2];

%Upwindschema

%Matriz fir Randintegral an t = T

matrix_T = 1/6%[0, 0, 0, 0; 0, 2, 0, 1; 0, 0, 0, 0; 0, 1, 0,

%Matriz des Upwindterms

matrix_upl = matrix_T;
matrix_up2 = -1/6x [0, 0, 0, O; 2, 0, 1, O0; O, 0, O, O;
%Downwindschema

1, 0, 2, 0];
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%Matriz fir Randintegral

an t = 0

matrix_ 0 = 1/6x[2, 0, 1, 0; 0, 0, 0, O;

FMatriz des Downwindterms
matrix__downl = —matrix_up

2;

matrix_down2 = 1/6x [—-2,0,—1,0; 0,0,0,0;

if bool

%Matriz generieren
for i = 1:N

for k = 1:M

index = ( 4#(k—1)«N + 4xi—-3 )
matrix_b(index ,index) = matrix_b(index ,index)

(nodes(i+1)— nodes(i))

end

matrix_ b (index ,index) = matrix

end

%Upwind—Matriz
for k = 1:(M-1)

for i = 1:N

var_1 = nodes(i+1) — nodes(i);

_b(index ,index) +...
(nodes(i+1)—nodes(i))* matrix T; %Randintegral an t

index = ( 4x(k—1)*N + 4%i-3 )

matrix_b(index

,index) = m

var_1 % matrix_upl;

indexl = ( 4xk

matrix_ b (index

N + 4xi—3)

var_1 x matrix_up?2;

end

end

else
%Matriz generieren
for i = 1:N

index = 4% (N-1) +1

71

_1707_270; O7Oa070]7

( 4x(k—1)xN 4+ 4xi

.x matrix_t; %Upwind

( 4x(k—1)«N + 4xi
atrix_b(index ,index)

( 4xk«N + 4xi

,index1) = matrix_b(index ,index1)



A. Anhang

82 matrix_b(index ,index) = matrix_b(index ,index) +...

83 (nodes(i+1)— nodes(i)) .sxmatrix_ 0;

85 for k = 1:M

87 index = ( 4x(k—1)«N + 4%xi—-3 ) : ( 4x(k—=1)*N + 4xi );
88 matrix_b(index ,index) = matrix_b(index ,index) +...

89 (nodes(i+1)— nodes(i)) .x matrix t’; Z%Downwind

91 end

93 end

95 %Downwind—Matriz

96 for k = 1:(M-1)

98 for i = 1:N

100 var_1 = nodes(i+1) — nodes(i);

102 index = ( 4%(k—1)s«N 4+ 4%i—-3 ) : ( 4x(k—1)*N + 4xi );
103 indexl = ( 4xksN + 4x%i-3) : ( 4xks«N 4+ 4xi );

105 matrix_b(index ,indexl) = matrix_b(index ,indexl) —...
106 var_1 % matrix_downl;

107 matrix_b(indexl ,index1) = matrix_b(index1 ,indexl) —...
108 var_1 % matrix_ down2;

110 end

112 end

114 end

116 matrix_b = matrix_b’; %Transponieren da b(u,v) nicht symmetrisch ist
118 end

1 function[f_ vec] = DG_ parabolic_1D_vector_f(f,A,B,T,h,tau)

3 nodes = A:h:B;
4 time = 0:tau:T;

6 N = length(nodes)—1;
7 M = length(time)—1;

o f vec = zeros(4xNsM,1);

11 %Reche Seite
12 for k = 1:M

14 for i = 1:N
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%Lineare Basisfunktionen

phi 1 =@(t,x) f(t,x) .x

(11— (t—time(k))/
1 — (x—nodes(i))

t — time(k))

(timé'(k—ﬁ—l)—time(k)) ) k...
/(nodes (i+1)—nodes(i)) );

=Q(t,x) f(t,x) .*...

/(time (k+1)—time (k)) .x*...

(x— nodes( i))/(nodes(i+1)—nodes(i)) );

1
,X)
1 - (t— tlme( )
(x— nodes( ) /g
/(

(
2
(
(1 -
phi 3 = @Q(t,x) f(t
(
(
4 =Q(t,x) f(t
(

(x— nodes (i ))

/(time (k+1)—time(k)) ) .=x
nodes (i+1)— nodes(i)) );
k (t — time(k)) /(time(k+1)—time(k)) .x*...
nodes(i+1)— nodes(i)) );

index = ( 4%(k—1)s«N + 4%i—-3 ) : ( 4*(k—1)«N 4+ 4*i );

f vec(index (1)) = dblquad(phi 1,time(k),time(k+1),
nodes(i),nodes(i+1));
f vec(index(2)) = dblquad(phi_2,time(k),time(k+1),
nodes (i),nodes(i+1));
f vec( 1ndex( )) = dblquad (phi_3,time(k),time(k+1),
nodes(i),nodes(i+1));
f _vec(index(4)) = dblquad(phi_4,time(k),time(k+1),
nodes(i),nodes(i+1));
end
end
end

function [error_res, error_

DG__parabolic_1D_ error

nodes = A:h:B;
time = 0:tau:T;

jump_x, error_jump_t]| = ..
_estimator (erg , A, B , T , h , tau , f)

N = length(nodes)—1;

M = length (time)—1;

error_res = 0;

error__jump_x = 0;

error_jump_t = 0;

templ = 0;

temp2 = 0;

stima_jump_x = 1/6 % [2,1,—-2,-1;1,2,-1,—-2;—-2,—-1,2,1;—-1,—-2,1,2];

stima_ jump_t = 1/6 « [0,0,0,0,0,0,0,0; 0,2,0,1,-2,0,—-1,0; 0,0,0,0,0,0,0,0;...
0,1,0,2,-1,0,—-2,0; 0,-2,0,—1,2,0,1,0; ,0,0,0,0,0,0,0;...
0,-1,0,-2,1,0,2,0; 0,0,0,0,0,0,0,0];

%Residualer Fehler
for k = 1:M
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end

var__

for

end

t = time (k+1)—time (k);

i = 1:N

var_h = nodes(i+1)—nodes(i);

index = ( 4%x(k—1)s«N + 4%i—-3 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );

%Lineare Basisfunktionen

phi 1 t = @(t,x) —ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .=*...
(1 — (x-nodes(i))/(nodes(i+1)—nodes(i)) );

phi_2 t = @Q(t,x) ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x...
(1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1)—nodes(i)) );

phi_3_t = Q(t,x) —ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x*...
( (x— nodes(i))/(nodes(i+1)— nodes(i)) );

phi_4_t = Q(t,x) ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x*...
( (x— nodes(l))/(nodes( +1)— nodes(i)) );

erg_temp t = @(t,x) ( erg(index(1l)) .x phi 1 t(t,x) +...
erg(index(2)) .* phi_2_t(t,x) + erg(lndeX(S)) k phi_3_t(t,x)
erg (index(4)) .x phi_4_t(t,x) — f(t,x) ).72;

temp = dblquad (erg_temp_t,time (k) ,time(k+1),nodes(i),nodes(i+1));
error_res = error_res + var_h"2 % temp;

%Fehler fir Sprung im Ort, innere Kanten
k = 1:M

for

var__

for

t = time (k+1)—time (k);
i = 2:N
var_1 = nodes(i)— nodes(i—1);

var_2 = nodes(i+1) — nodes(i);
var_e = (var_1 + var_2) /2;

index = ( 4x(k—1)«N + 4%i—7 ) : ( 4x(k—1)«N 4+ 4*i );
indexl = index (1:4);
index2 = index (5:8);
index3 = index (3:6);

templ = var_t .xvar_e .x ...
( 1/(var_172) % erg(indexl)’ % stima_jump_x * erg(indexl)...
— 2/(var_1lxvar_2).x erg(indexl)’ % stima_ jump x x erg(index2)
1/(var_272) .+ erg(index2)’ % stima_jump_x #* erg(index2) );
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temp2 = ( 1./ var_e + var_e/(var_t"2) ).x
( var_t .x erg(index3)’ # stima_jump_ x x erg(index3) );
error__jump_ x = error_jump_x 4+ templ + temp?2;
end

end

%Fehler fir den Sprung im Ort, au f§ ere Kanten
var_1 = nodes(2)—nodes (1);

var_2 = nodes (N+1)—nodes(N);
error__jump_ x_ boundary = 0;

for k= 1:M
var_t = time (k+1)—time (k);

indexl = ( 4x(k—1)«N + 1 ) : ( 4x(k—1)«xN + 4 );
index2 = ( 4xk«N — 3 ) ( 4xkxN );

indexl = index1 (1:2);
index2 = index2 (3:4);

templ = (1./var_1 + var_1./(var_t"2)) .x...

(var_t .x erg(indexl)’ x stima_jump x(1:2,1:2) % erg(indexl) );
temp2 = (1./var_2 + var_2./(var_t72)) .x...

(var_t .x erg(index2)’ =« stima_jump_x(3:4,3:4) % erg(index2) );
error_ jump_ x_ boundary = error_jump_x_boundary + templ + temp2;

end

%error__jump__x__boundary
error_ jump_x = error_jump_x -+ error_jump_X_ boundary;

%Fehler fir Sprung in der Zeit
for k = 1:(M-1)

var_t = time(k+1)—time(k);
for i = 1:N
var_1 = nodes(i+1)— nodes(i);
indexl = [( 4x(k—1)«N + 4%xi—3 ) : ( 4x(k—1)*N + 4xi ), ...
( 4xks«N 4+ 4xi—3) : ( 4xk«N + 4xi )];
templ = ( 1./var_t + var_t./(var_172) ) .x*...
(var_1 * erg(indexl)’ * stima_jump_t x erg(indexl) );
error_ jump_t = error_jump_t + templ;

end

end
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%Fehler fir

Sprung in der Zeit,

-1) + 1)
(1./var_t + var_t./(var_172) ) ..
% stima_jump_t(5:8,5:8) x erg(indexl) );
t = error_jump_t + templ;

for i = 1:N
var_t = time(2)—time (1);
var_1 = nodes(i+1)— nodes(i);
indexl = ( 4=(i
templ =

(var_1 % erg(indexl)’

error_ jump__

end

end

function [error_res,

error_ jump_ X,

DG__parabolic_ 1D_error_ estimator_ 2

(erg ) A ) B ) T Y

nodes = A:h:B;
time = 0:tau:T;

N = length (nodes) —
M = length(time)—1;

error_res = 0;

error__jump_x = 0;

error_jump_t = 0;

templ = 0;

temp2 = 0;

stima_jump_x = 1/6 * [2

stima_jump_t = 1/6 * [0
0,1,0,2,—-1,0,-2,0;
0,-1,0,-2,1,0,2,0;

h

, tau | )

2, -1:1,2,-1
,0,0,0,0,0,0;
~2,0,-1,2,0,1
,0,0,0,0,0,0,0

% Sprung der Ortsableitung in der Zeit
stima_jumpx_t = zeros(8)'

stima_ templ = [1,0,

stima_ jumpx_t(2:4,2:4
stima_ jumpx_t(2:4,5:7
stima_ jumpx_t(5:7,2:4
stima_ jumpx_t(5:7,5:7

)

~— — — —

)

-1;0,0,0;

—-1,0,1];
stima_ templ;
—stima_ templ;
—stima_ templ;
stima_ templ ;

%Sprung der Zeitableitung im Ort

stima_ jumpt_x = zeros (8);
stima_temp2 = [1,—-1;-1,1
stima_ jumpt_x(3:4,3:4) =
stima_ jumpt_x(3:4,5:6) =
stima_ jumpt_x(5:6,3:4) =
stima_ jumpt_x(5:6,5:6) =

I;

stima_ temp2;
—stima_ temp?2;
—stima_ temp?2;
stima_ temp?2;

(4 = 1 );

S

Anfangszeitpunkt

error__jump_t]

, —

0,

o N

2

i

)

1._

, —

’0’07

)

1
1

)

)

-2

0.

0

?

0

1

)

,2
0

,05...

].

)

0

,0,0,0,0,0;...
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%Residualer Fehler

for k =

var

for

end

end

%Fehler
for k =

var__

for

1:M

_t = time(k+1)—time(k);

i = 1:N
var_h = nodes(i+1)—nodes(i);
index = ( 4*%(k—1)«N 4+ 4%i—-3 ) : ( 4x(k—1)«N + 4xi );
%Lineare Basisfunktionen
phi_ 1 t = @(t,x) —ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x*...
i+
i+

t
(1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1)—nodes(i)) );
= Q@Q(t,x) ones(size(t)

phi_2_t )/ (time (k+1)—time(k)) .x...
(1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1l)—nodes(i)) );

phi_3_t = @Q(t,x) —ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x*...
( (X* nodes(i))/(nodes(i+1)— nodes(i)) );

phi_4 t = @Q(t,x) ones(size(t))/(time(k+1)—time(k)) .x...
( (X— nodes(1))/(n0des(1+l)— nodes(i)) );

erg_temp_t = Q(t,x) ( erg(index (1)) .x phi_1_t(t,x) + ...
erg (index(2)) .x phi_2_ t(t,x) 4+ erg(index(3)) .* phi_3_t(t,x)
erg(index(4)) .x phi_4 t(t,x) — f(t,x) ).”2;

temp = dblquad (erg_temp_t,time(k),time(k+1),nodes(i),nodes(i+1));
error_res = error_res + var_h"2 * temp;

fir Sprung im Ort, innere Kanten

t = time (k+1)—time (k);
i = 2:N
var_1 = nodes(i)— nodes(i—1);

var_2 = nodes(i+1) — nodes(i);

index = ( 4x(k—1)«N + 4%i—-7 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );
indexl = index (1:4);
index2 = index (5:8);
index3 = index (3:6);

templ = 2 .x var_t .= ( var_1 + var_2 ) .x

( 1/(var_172) % erg(indexl)’ % stima_jump x * erg(indexl) —...
2/(var_lsvar_2).% erg(indexl)’ * stima_jump_x * erg(index2) +...

+...
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1/(var_272) .x erg(index2)’ # stima_jump_x * erg(index2) );
temp2 = 2 % var_t ./ (var_1 + var_2) .x
erg(index3)’ % stima_jump_x % erg(index3);

%Sprung der Funktion
error_jump_x = error_jump_x 4+ templ + temp?2;

%Sprung der Zeitableitung

templ = 2 ./ (var_t .x ( var_1 4+ var_2 )) x...
erg (index)’ # stima_jumpt_x x erg(index);

error_ jump_ x = error_jump_x + templ;

end
end

%Fehler fir den Sprung im Ort, du S ere Kanten
var_1 = nodes(2)—nodes (1);

var_2 = nodes (N+1)—nodes(N);
error__jump_ x_ boundary = 0;

for k= 1:M
var_t = time (k+1)—time (k);

indexl = ( 4*(k—1)«xN 4+ 1 ) : ( 4x(k—1)«N 4+ 4 );
index2 = ( 4xksN — 3 ) : ( 4xksN );

%Sprung der Zeitableitung
templ =1 ./ (var_t .x var_h) % erg(indexl)’ =x*...
stima_ jumpt_x(5:8,5:8) % erg(indexl);
temp2 =1 ./ (var_t .* var_h) = erg(index2)’ =x*...
stima_ jumpt_x(1:4,1:4) * erg(index2);
error_ jump_ x_ boundary = error_ jump_ x_ boundary + templ + temp2;

%Sprung der Funktion
indexl = index1 (1:2);
index2 = index2 (3:4);

templ = var_t ./ var_1 .x erg(indexl)’ =x...
stima_jump_ x(1:2,1:2) * erg(indexl);
temp2 = var_t ./ var_2 .x erg(index2)’ x...

stima_ jump_x(3:4,3:4) x erg(index2);
error__jump_ x_ boundary = error_ jump_x_ boundary + templ + temp2;

end

%error__jump__x__boundary
error_jump_xX = error_jump_x -+ error_jump_X_ boundary;

%Fehler fir Sprung in der Zeit
for k = 1:(M-1)
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144 for i = 1:N

146 var_1 = nodes(i+1) — nodes(i);

147 indexl = [( 4%(k—1)«N + 4%i—3 ) : ( 4x(k—1)*N + 4*i ) ,...

148 ( 4xks«N 4+ 4xi—=3) : ( 4xk«N + 4xi )];

149 %differenz = erg(indexl(1:4))—erg(indexl (5:8))

151 %Sprung der Funktion in der Zeit

152 templ = var_t .xvar_1 .x erg(indexl)’ « stima_jump_t x erg(indexl);
153 error_jump_t = error_jump_t + templ;

155 %Sprung der Ortsableitung in der Zeit

156 templ = var_t ./var_1 .x erg(indexl)’ x stima_ jumpx_t * erg(indexl);
157 error_ jump_t = error_jump_t + templ;

159 %L"2— Sprung

160 templ = (var_172)/var_t .x (var_1 % erg(indexl)’ =x...

161 stima_jump_t * erg(indexl) );

162 error__jump_t = error_jump_t + templ;

164 end

166 end

168 %Fehler fir Sprung in der Zeit, Anfangszeitpunkt
169 for i = 1:N

171 var_1 = nodes(i+1) — nodes(i);
172 indexl = ( 4*(i—-1) + 1 ) : (4 % i );
174 %Sprung der Funktion an T=0
175 templ = var_t .x var_1 .x erg(indexl)’ =x
176 stima_ jump_t(5:8,5:8) * erg(indexl);
177 error__jump_t = error_jump_t + templ;
179 %Sprung der Ortsableitung der Funktion an T=0
180 templ = var_t ./var 1 .x erg(indexl)’ =
181 stima_ jumpx_t(5:8,5:8) * erg(indexl);
182 error__jump_t = error_jump_t + templ;
184 %L"2— Sprung
185 templ = (var_172)/var_t .x (var_1 % erg(indexl)’ =x*...
186 stima_ jump_t(5:8,5:8) * erg(indexl));
187 error__jump_t = error_jump_t + templ;
189  end
191 end
1 function[error] = DG_parabolic_1D_exact_error(u,u x,erg ,A,B, T, h,tau ,gamma)

3 nodes = A:h:B;
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time = 0:tau:T;

N = length(nodes)—1;
M = length(time)—1;

error = 0;
error = 0(;
temp = 0;

stima_jump_x = 1/6 x [2 ,—1;1,2,-1,-2;-2,-1,2,1;-1,-2,1,2];
stima_jump_t = 1/6 * [0,0,0,0,0,0,0,0; 0,2,0,1,-2,0,-1,0; 0,0,0,0,0,0,0,0;...
: 0,—1 0: 0,0,0,0,0,0,0,0;...

071a0727_150a_2a0 07_27 T a270715

0,-1,0,-2,1,0,2,0; 0,0,0,0,0,0,0,0];
for k = 1:M

for i = 1:N

index = ( 4x(k—1)s«N + 4%i—-3 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );

phi_x 1 =@(t,x) (
—ones (size (x)
phi_x_2 = Q(t,x)
—ones (size (x)
phi_x_ 3 = Q(t,x)
ones (size(x))
phi_x 4 = Q(t,x
ones(size(x))

1 — (t—time(k))/(time(k+1)—time(k)) ) .x...
)/ (nodes(i+1)—nodes(i)) ; %Lineare Basisfunktionen
(t — time(k)) /(time(k+1)—time(k)) .x...
)/ (nodes (i+1)—nodes(i)) ;
(1 — (t—time(k))/(time (k+1)—time(k)) ) .x...
/(nodes(i+1)— nodes(i)) ;
(t — time(k)) /(time(k+1)—time(k)) .*...
/(nodes(i+1)— nodes(i)) ;
fun = @Q(t,x) ( erg(index (1)) .x phi_x_ 1(t,x) +...
erg(index(2)) .x phi_x_ 2(t,x) + erg(index(3)) . phi x 3(t,x) +...
erg (index (4)) .+ phi_x_4(t,x) — u_x(t,x) ).”2;

error = error + dblquad (fun,time(k),time(k+1),nodes(i),nodes(i+1));
end
end

% Norm am Endzeitpunkt
for i = 1:N

index = ( 4x(M=1)«N + 4xi-3 ) : ( 4x(M=1)xN 4+ 4xi );

%Lineare Basisfunktionen
phi 2 =@(x) 1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1l)—nodes(i)) ;
phi_4 = @(x) (x— nodes(i))/(nodes(i+1)— nodes(i)) ;

fun = @Q(x) (erg(index(2)) .x phi_2(x) +...
erg(index(4)) .x phi_4(x) — u(T,x) ).”72;

temp = quad(fun ,nodes(i),nodes(i+1));

error = error + temp;
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56 end

s8 % Norm fir den Sprung im Ort, innere Kanten
59 for k = 1:M

61 for i = 2:N

63 var_1 = nodes(i)— nodes(i—1);

64 var_2 = nodes(i+1) — nodes(i);

65 var _t = time (k+1)—time (k);

66 index = ( 4x(k—1)«N + 4%i—7 ) : ( 4x(k—1)«N 4+ 4*i );
67 index = index (3:6);

68 temp = gamma 2 % 2 % var_t/(var_1 4+ var_2) .*...
69 erg(index)’ * stima_ jump_ x #* erg(index);

70 error = error + temp;

72 end

74 end

76 %Norm fir den Sprung im Ortm du 8§ ere Kanten
77 var_1 = nodes(2)—nodes (1);
7s var_2 = nodes(N+1)—nodes(N);

so for k= 1:M

82 var_t = time(k+1)—time (k);

84 indexl = ( 4x(k—=1)«N + 1 ) : ( 4x(k—1)«N + 4 );

85 index2 = ( 4xksN — 3 ) : ( 4xks«N );

87 indexl = index1 (1:2);

88 index2 = index2 (3:4);

90 templ = gamma 2 x var_t ./ var_1 .x...

01 erg(indexl)’ % stima_jump_x(1:2,1:2) % erg(indexl);
92 temp2 = gamma 2 x var_t ./ var_2 .x...

93 erg(index2)’ x stima_jump_x(3:4,3:4) % erg(index2);
95 error = error + templ 4+ temp?2;

97 end

99 %% Norm fir Sprung in der Zeit
100 for k = 1:(M-1)

102 for i = 1:N

104 var_1 = nodes(i+1) — nodes(i);

105 index = [( 4x(k—1)s«N + 4%xi—3 ) : ( 4%(k—1)*N + 4%i ), ...
106 ( 4xks«N 4+ 4%i—3) : ( 4xk«N + 4xi )];

107 templ = var_1 xerg(index)’ * stima_jump_t % erg(index);
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error = error + templ;
end

end

%

%Norm fir den Sprung in der Zeit, T = 0
for i = 1:N

var_1 = nodes(i+1)— nodes(i);
indexl = ( 4x(i—1) + 1 ) : (4 = i );

templ = var_1 % erg(indexl)’ % stima_jump_t(5:8,5:8) % erg(indexl);
error= error + templ;

end

end

function [h,error_approx_1,error_approx_2 ,error  FEM 1, ,error FEM 2] =
DG_parabolic_1D_ test (m)

res_ 1= zeros(1l,m);

jump_x 1 = zeros(1l,m);

jump_t_1 = zeros(1l,m);

res_ 2= zeros(1l,m);

jump_x_2 = zeros(1,m);

jump_t_2 = zeros(1l,m);

error FEM_1 = zeros(1,m);
error_ FEM_2 = zeros(1,m);
error_nodal = zeros(1,m);

%f2 = @(t,z) 2«pix sin(2xpi*xx) .+ ( 2xpixsin(2«pixt) + cos(2+pixt) );
%u2 = @(t,z) sin(2xpixt) .+ sin(2xpi*zx);
Ju2_x = @Q(t,z) sin(2xpixt) .+ cos(2xpi*xx) * 2 x pi;

%f1 = @(t,z) (sin(pirx) + pi 2 * sin(pi*zx) .*t).%(t<0.5);
Jul = @(t,z) (sin(pi*z) .+ t) .x (t<0.5);
Jul _x = @(t,x) (pixcos(pixx) .+ t) .+ (t<0.5);

f1 = @Q(t,x) (sin(pi*x) + pi~2 x sin(pixx) .*xt);
ul = @Q(t,x) (sin(pi*x) .x t);
ul_x = @Q(t,x) (pixcos(pixx) .x t);

A= 0;

B = 1;

T = 1;

h=2"(-1 .x (1:m))
tau = 2.7(—=1 .x (1l:m))
gamma = 40;
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for i = 1:m

Fortschritt = i
HFEM-Lisung berechnen
[~,~,erg. FEM,~ ,~] = DG_parabolic_1D(fl1 ,A,B,T,h(i),tau(i),gamma);

erg_nodal = nodal_interpolant (ul ,A,B,T,h(i),tau(i));

%Fehlerschitzer (1.Ansatz)

[res_1(i), jump_x_1(i), jump_t_1(i)]
DG__parabolic_1D__error_estimator ...
(erg. FEM,A B, T,h(i),tau(i),fl);

%Fehlerschitzer (2.Ansatz)

[res_2(i), jump_x_2(i), jump_t_2(i)] .
DG__parabolic_1D_error_estimator_2 ...
(erg. FEM,A B, T,h(i),tau(i),fl);

%exakter Fehler, FEM-Loesung ((tauw,h)—Norm))
error_ FEM_1(i) =
DG__parabolic_1D_exact_error...
(ul ,ul_x,erg. FEM,A B, T,h(i),tau(i),gamma);

Y%exakter Fehler, FEM-Lésung (H 1—Norm)
error FEM_2(i) = .
DG__parabolic_1D_exact_error_2(ul,ul_x,erg FEM,A B, T,h(i),tau(i));

end
%error_appror = error_appror_jump_ T ;

error_approx_1 = res_1 + jump_x 1 4+ jump_t_1;
error_ approx_2 = res_2 4+ jump_x_2 + jump_t_ 2;

figure (1)

loglog (h,0.02 .x error_approx_1,’«—" h, error_ FEM_1, %=’ h , h.72, '%—");
xlabel (’Schrittweite ’);

legend (’1.Ansatz’, ’'DG-Fehler’,’0O(h™2) 7 );

title(’!. Ansatz im Vergleich zum exakten Fehler’,’Fontweight’, ’bold’);
grid on

figure (2)

loglog (h,0.02 .x error_approx_2,’s—’ h,error. FEM_ 2, ’x—’ h h.72 'sx—");
xlabel(’Schrittweite ’);

legend (’2. Ansatz’, ’'DG-Fehler’,’0O(h™2)7);

title(’2.Ansatz im Vergleich zum exakten Fehler’,’Fontweight’, bold’);
grid on

end
function plot_function_ 3D (erg ,A,B,T,h,tau)

nodes = A:h:B;
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time

O:tau:T,;

N = length(nodes) —
M = length(time)—1;

hold on

for k = 1:M

end

var__

for

end

t = time (k+1)—time (k);

i = 1:N

var_h = nodes(i+1)—nodes(i);

index = ( 4x(k—1)«N + 4%i—-3 ) : ( 4*x(k—1)«N 4+ 4*i );

%Lineare Basisfunktionen

phi 1 =@(t,x) ( 1 — (t—time(k))/(time(k+1)—time(k)) ).x*...
(1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1)—nodes(i)) );

phi_2 =@(t,x) (t — time(k)) /(time(k+1)—time(k)) .x*...
(1 — (x—nodes(i))/(nodes(i+1l)—nodes(i)) );

phi_3 =@(t,x) ( 1 — (t—time(k))/(time(k+1)—time(k)) ) .x*...

i))/(nodes(i+1)— nodes(i)) );
g E e(k)) /)(t1me(k+1)—time(k)) K

nodes (i+1)— nodes(i)) );
phi = @Q(t,x) erg(index (1)) .* phi_1(t,x) + ...
erg (index(2)) .x phi_2(t,x) + erg(index(3)) .* phi_3(t,x)
erg(index(4)) .x phi_ 4(t,x);

[T,X] = meshgrid( time(k) : 1/20% var_t: time(k+1),
nodes(i) : 1/20 % var_h : nodes(i+1) );

Z = phi(T,X);
surf(T,X,Z);

%hold off

end

+...
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Abkiirzungen und Symbole

N Menge aller nattirlichen Zahlen

No oot Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen

R ... Menge aller reellen Zahlen

Rt ... Menge aller positiven reellen Zahlen

12 Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen

Lo Oberflachenmafl

CONV .....ovnnn.. konvexe Hiille

S1010] o J Trager einer Funktion

S kleiner oder gleich mal einer Konstante

o verhalt sich wie

e grofler oder gleich mal einer Konstante

ow ..., Rand von w

L2 (W) oo, Menge aller auf w quadratisch integrierbaren Funktionen

| ”'“L2(w)

(G (%) Menge der stetigen Funktionen auf w

O (=) I Menge aller bis zum Rand stetigen Funktionen auf w

C((a,b),V) .... Menge aller stetigen Funktion auf (a,b) mit Werten in V'

C®(w) oovnnnn. Menge der beliebig oft auf w differenzierbaren Funktionen

C® (@) .ooonn... Menge der beliebig oft auf Gebiet w bis zum Rand differenzierbaren
Funktionen

Ckoka ((a,b) x w) Menge der k- mal in der Zeitrichtung und k.- in der Ortsrichtung
auf (a,b) x w differenzierbaren Funktionen

Ckeke ([a,b] x w) Menge der k- mal in der Zeitrichtung und k,- in der Ortsrichtung auf
(a,b) X w bis zum Rand differenzierbaren Funktionen

Chw) ..o Menge der k- mal auf w differenzierbaren Funktionen
Ct@) .......... Menge der k- mal w bis zum Rand differenzierbaren Funktionen
(O ol (5) Menge der beliebig oft auf w differenzierbaren Funktionen mit kom-

pakten Trager
PP ((a,b),V) ... Menge der Polynome auf (a,b) vom Grad p mit Werten in V'

PP(w) covenennn. Menge der Polynome vom Grad p auf w
WP eeeeainn. (0,7) xw

DG ............. Discontinuous Galerkin

FEM ........... Finite Elemente Methode

fia. oo fast tiberall

oEdA ...... ... ohne Einschrénkung der Allgemeinheit

Tabellenverzeichnis

1.  Die einzelnen Terme der Abschatzungen in beiden Ansétzen iibersichtlich
in einer Tabelle angeschrieben . . . . . . . . . ... ... 61
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