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KURZFASSUNG

Das vorrangige Ziel dieser Arbeit lag in der Erstellung einer moglichst de-
taillierten Storfeldstudie im Raume Nordtirols. Die im Zuge dieser Aufgaben-
stellung auftretenden Problembereiche wie die prazise Erfassung der Ter-
rainkorrektur im Hochgebirge und das stochastische Verhalten des Schwe-
refeldes bei Vorgabe eines einzigen Typs von Funktionalen desselben wurden
zu zentralen Themen der vorliegenden Untersuchung.

Es werden vorerst die in den letzten Jahren stark favorisierten spektralen
Methoden (FFT) zur raschen Ermittlung des Gelandeeinflusses auf gemesse-
ne RestfeldgroBen diskutiert. Umfassende Testrechnungen in topographisch
stark bewegten Regionen mit engmaschigen Hohenmodellen (25m bis 1km)
zeigen die Gleichwertigkeit der Ergebnisse mit jenen der herkdmmlichen
Prismenintegration bei extremer Rechenzeiteinsparung. Als Basis einer wirt-
schaftlichen Berechnung der TerrainkorrekturgroBen fiir Ingenieurprojekte
(Tunnelnetze, Uberwachungsnetze,etc; mit o Richtung ¢ 17) sollte im gebirgi-
gen Gelande ein Hohenraster mit einer Maschenweite von 250m bis 500m
dienen. Die Beriicksichtigung der erweiterten Kondensationslésung (Approxi-
mation 3.0rdnung) wird bei geforderten Genauigkeiten von besser als 0.5"
(ohne detailliertes Dichtemodell) fur Lotabweichungskomponenten empfohlen.

Ein weiterer Schwerpunkt liegt in der naheren Behandlung zweier wohlbe-
kannter Kovarianzmodelle (Reilly, Tscherning-Rapp) als stochastische Grund-
lage der héaufig in Verwendung stehenden Interpolationstechniken wie Pra-
diktion und Kollokation. Die Anpassung dieser Modelle zur Beschreibung des
terrainkorrigierten Storfeldes gelingt sowohl im lokalen Bereich eines
4500 km? groBen Gebiets der Tiroler Alpen,wie auch regional fiir das ge-
samte Bundesgebiet. AbschlieBend wird ausgehend von den einzig auf Lotab-
weichungsdaten basierenden obengenannten lokalen Kovarianzfunktionen (KF)
jene der Schwereanomalien hergeleitet und mit der empirischen Funktion ei-
ner g-MeBwertreihe verglichen. Die praktisch identen Ergebnisse bestéatigen
diesen schon bei der Berechnung des Osterreichischen Geoids eingeschlage-
nen Losungsweg und ermutigen zum Einsatz in kleinrdaumigen Projekten bei
Vorlage des weitgehend flachendeckenden &sterreichischen Lotabweichungs-
netzes.

Abstract:

The main object of the present investigation was to study the local gravity
field in the northern part of Tyrol. The occurring major problems like a
precise computation of the terrain correction in extremly rugged topo-
graphy and the stochastic behaviour of functionals of the disturbing poten-
tial were discussed in detail.



Two chapters deal with the well known spectral methods (FFT) ,as outlined by
R.Forsberg et al.,to calculate the terrain effects on measured deflections
of the vertical and on gravity values. Various test computations in mountainous
regions using dense height grids (25m to 1km spacing) show the identity of
the results obtained either from the very time consuming conventional prism
integration or from FFT. An economic calculation of the correction terms
used in control networks e.g. deformation analysis (o ;. < £ 1") should be based
on digital height models with a grid width from 250m to 500m .In order
to obtain an accuracy higher than 0.5" for deflection components in hilly
areas (without detailed density information) the use of the extended con-
densation solution (third order approximation) is recommended.

Further, a closer view is taken on two covariance functions (Reilly, Tscher-
ning-Rapp) to describe the stochastic behaviour of the disturbing poten-
tial in the prediction or collocation model. The parameters of these two
covariance models ,mentioned above, are selected by means of an iteration
process to fit the empirically determined functions.The covariance function
for Ag-values in the northern part of Tyrol was derived solely based on ver-
tical deflections and compared with an empirical model of gravimetric measure-
ments. The good agreement of the results show that on basis of the well
distributed Austrian vertical deflection net this way of covariance determi-
nation is well suited both for fixing the whole Austrian geoid and for descri-
bing the local behaviour of the gravity field.
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A. Grundlagen
a ) Uberblick

Die Bestimmung der Figur, sowie des Schwerefeldes der Erde sind die zen-
tralen Anliegen im weiten Spektrum geoditischer Fragestellungen. Dabei be-
wegen sich die auf rein geometrischen Wege l|osbaren Vermessungsaufgaben
entweder in zwar hochpréazisen aber sehr kleinrdaumigen Netzen oder bendti-
gen auf Grund geringer Genauigkeitsanforderungen keine zusdtzlichen phy-
sikalischen Parameter ihres Bezugssystems. Die Uberwiegende Zahl geoda-
tischer Beobachtungen ist jedoch untrennbar an das Schwerefeld gebunden.
Somit ist die Kenntnis desselben nicht rein von wissenschaftlichen Interesse,
sondern eine unabdingbare Notwendigkeit zur Abbildung von MeBgroBen (Ho-
rizontalrichtungen, Zenitdistanzen, orthometrische Korrektur des Nivelle-
ments etc.) in analytisch einfach handhabbare Systeme.Die zusatzlich in immer
starkerem MaBe Eingang findenden Satellitenverfahren (GPS) waren groB-
raumig ohne Modell des Schwerefeldes und der damit verbundenen Moglich-
keit Satellitenbahnen mit geeigneter Prazision festzulegen von geringerer
Bedeutung.Desweiteren sind Transformationen zwischen den unterschiedlichen
Bezugssystemen geodatischer Messungen ohne Kenntnis bestimmender GrdBen
des Erdschwerefeldes groBtenteils undenkbar. Es sei hier als Beispiel nur an
die Umwandlung der direkt aus Satellitenbeobachtungen gewonnenen ellipsoi-
dischen Hohen in orthometrische Hohen bzw. in Normalhohen gedacht. Last not
least wdre noch der Aspekt des Schwerefeldes als Teil der Schnittstelle zu
anderen Geowissenschaften (Geophysik, Geologie,..) und der damit verbundene
permanente Informationsaustausch zu erwéhnen, der fir alle beteiligten For-

schungszweige nur von Vorteil sein kann.

b ) Geoid oder Telluroid

Die Festlegung des Geoidverlaufs, also nach GauB jener Potentialflaiche des
Erdkorpers, welche der mittleren Meeresoberflache entspricht, verhilft uns lei-
der weder zu einer analytisch darstellbaren Referenzfigur noch ist sie im
Erdinneren voraussetzungsfrei moglich. Somit 138t sich cas innere Schwe-
refeld nur indirekt durch Reduktion der Schwere bei Kenninis des Gesteins-
dichtemodells ableiten. DaB trotzdem in letzter Zeit wieder vermehrt An-

strengungen unternommen werden,diese spezielle Potentialflache lokal auf
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(~#10°%. cm/10km) und regional auf (5-107.5¢cm/100km) festzulegen liegt
z.B im Zusammenhang zwischen den durch trigonometrisches Nivellement ge-
wonnenen Hohendifferenzen und den geometrischen Hohenunterschieden, wel-
che durch Undulationsdifferenzen miteinander verkniipft sind. Ebenso dienen
die Geoidhohen Ulber dem Bezugsellipsoid zur exakten Reduktion von MeBgro-
Ben auf das Ellipsoid oder sind zur Beschreibung geodynamischer Vorgénge

von Interesse.

Molodensky versuchte die Schwierigkeiten bei der Annahme eines Dichte-
gesetzes im Erdinneren entlang der Lotlinie zu umgehen und definierte das
Quasigeoid als Bezugsfliche seiner Normalhdhen bzw. das Telluroid, dessen
Abstand vom Oberflachenpunkt als Hohenanomalie bezeichnet wird (Abb. 1).
Im Gegensatz zum Geoid sind das Quasigeoid, welches durch Auftragen der
Hohenanomalie uber dem Ellipsoid gewonnen wird, und das Telluroid natiir-
lich keine Niveauflichen und haben auch sonst keine physikalische Bedeutung.
Heute ergdnzen sich die Theorien von GauB,Helmert,Bruns oder Molodens-

ky und sind aus augenblicklicher Sicht gleich aktuell. (Abb.1)

Die Beschreibung des Schwerefeldes in nur wenigen km? groBen Gebieten
bis hin zu Bereichen von maximaler Ausdehnl}ng in der GroBenordnung des
Osterreichischen Staatsgebiets z&hlt zu den zentralen Anliegen dieser Ar-
beit. Dabei werden wir uns im wesentlichen mit einem Restfeld des Gravita-
tionspotentials , dem Stoérpotential T und seinen ersten Ableitungen im Auf-
punkt P sowie den Abstanden der Hohenreferenzflachen vom Bezugsellipsoid

( N ... Geoidundulation, T ... Hohenanomalie ) beschaftigen.

In der klassischen Bestimmung wird das Geoid (Niveaufliche W = W,) durch
seine Abweichung zum Bezugsellipsoid (Niveauflaiche U = U,) festgelegt, die
wir mit N bezeichnen. Setzt man , wie Ublich, W, und U, ident, so entspricht

nach Bruns
T
N = (—— ( A1)
(L,
wobei y die ellipsoidische Normalschwere und
T=W-U ( A.2)

das Storpotential bezeichnen.
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Als Schwereanomalie im klassischen Sinn ist Ag_ im Meeresniveau durch
Ags = g (Po) — v (Q,) (A.3)

definiert, wobei natlrlich das Problem auftritt, den Oberflachenschwerewert
rechnerisch mittels Massenverlagerungen in die Hohe Null zu reduzieren.Bil-
den wir den Winkel zwischen der Ellipsoidnormalen und der naturlichen Lot-

linie im Oberflachenpunkt, so folgen aus (A.4) die Oberflachenlotabweicnungs-

komponenten,
E=¢ -8B n=(Xx-1L) cos B (A.4)
B,L ... ellipsoidische Koordinaten von P

¢,\ ... astronomische Koordinaten von P



= q =
Analog gilt fiir die Werte am Geoid (Index )

s = tpg = B Ne = ( Ag = L) cos B (A.5)
wobei Uber die wahre Lotkrimmung de¢,dX als Differenz

de = @5 — @ dX = s — % (A.6)

auf Grund von MassenunregelméBigkeiten ohne umfassende Dichteinforma-
tion keine exakte Aussage getroffen werden kann. Sei g, die Lotabweichung

im Azimut o
€c = o COS @ + 74 Sin (A.7)
so liefert die bekannte Beziehung
dN = -g, ds (A.8)
Undulationdifferenzen. Arbeiten wir mit den Oberflachenwerten e,
dN = -g ds - OK (A.9)

so ist die orthometrische Korrektur OK entlang des betrachteten Profils zu
berucksichtigen. Die differentielle Beziehung fur OK ausfuhrlich angeschrie-

ben und in (A.9) eingesetzt ergibt

dN = -g ds + —O—qg - &9 gn (A.10)
9 9
Hier liegt einer der Ansatzpunkte fur die Arbeiten Molodenskys. Die GroBe
5 entspricht dem integralen Mittelwert der Schwere in der Lotlinie und ist
demnach nicht hypothesenfrei zu bestimmen. Molodensky fihrt die Hohen-

anomalie T als Abstand des Oberflachenpunktes zum Telluroid ein.

T = (__—) (A.11)

Die Analogie zur Geoidundulation zeigt sich jedoch noch starker, wenn wir
C vom Ellipsoid aus auftragen und die neu gewonnene Flache als Quasigeoid
bezeichnen. Das Gegenstick zur orthometrischen Héhe H bei Helmert lie-
fert nun die Normalhohe NH und es gilt flur die ellipsoidische Hohe h des Ober-



flachenpunkts P

h=N+H=70C+NH (A.12)
Die Schwereanomalie Ag bildet Molodensky nach

Ag = g(P) - v (Q) (A.13)

wobei vy vorerst vom Ellipsoid in die Hohe des Punktes Q zu transferieren
ist.Desweiteren flihren wir analog zu (A.6) anstelle der wahren Lotkrim-

mung die normale Lotkriimmungdg , d ein.

de = B - ¢ dx =L - ° (A.14)

Die normale Lotlinie ist eine regelméBig gekriimmte Kurve, die in jedem
inrer Punkte den normalen Schwerevektor y als Tangente besitzt. Somit
sind d¢, d\A problemlos aus der analytischen Fortsetzung der Schwerefor-

mel des Bezugsellipsoids fiir die Hohe h zu errechnen
de = 0.17" h,__ sin 2¢ (A.15)
und wegen der Rotationssymmetrie des Ellipsoids gilt dA= 0. Mit (A.4) und

(A.14) l1aBt sich der Zusammenhang zwischen den dynamischen E E und

den geometrischen Lotabweichungskomponenten §,n herstellen (MORITZ,1983).

E=o-7 =E+dp
(A.16)
;=(l-_k) cos o = (A= L) cos ¢ = 7
und
;=—E:cosot +Hsina

Eine der Beziehung (A.9) entsprechende Gleichung fiir die Hohenanomalie

gewinnt man aus (Abb. 2)

dg = _d8 _ ds + _dc_ dh (A7)
ds dh

mit
_Q(-:__ = = _Qg__. SOPII - Rastr (0
& - 13 und ah = - (A.18)



( Oberfliche
dh )
‘I. / W - WP
d
¢ ds
- ds
€
ds
U= WP
Abb.2
Somit wird (A.17) zu

und wir haben eine zu Gleichung (A.10) korrespondierende Beziehung gefun-
den,die nur gemessene bzw. voraussetzungsfrei berechenbare GroBen ent-
halt. '

c) Parameter des Stoérfeldes

Die Moglichkeiten der Beschreibung lokaler bzw. regionaler Gegebenheiten
des Schwerefeldes sind weit gestreut und damit unter Abschatzung des
Aufwandes: der jeweiligen Problemstellung anzupassen. In der Uuberwiegen-
den Anzahl von Fallen wird wohl versucht ein dichtes Netz von Funktionalen
des Storpotentials anzulegen und darin bei Bedarf zu interpolieren. Als Pa-

rameter kommen daher in Frage :

— W , T ... das Potential bzw. Stérpotential
Geopotentielle Koten sind bislang in Osterreich nur fiir Punkte
der Hauptnivellementstrecken erhiltlich. Mit dem Ubergang
auf das System orthometrischer Hthen wird sich dieser Zu-
stand verbessern, wenngleich eine befriedigende Flachendek-
kung dieser Kombination aus Nivellement und Messung der

Schwerebeschleunigung kurzfristig nicht zu erwarten ist.
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die Freiluftanomalie
Durch spharische Naherung der Differentialgleichung der physi-
kalischen Geodasie (HEISKANEN,MORITZ;1967)

T M TS - A (A.20)

dn b § dn

(Fehler in der GroBenordnung der Abplattung & 1/300) erhalten

wir

Ag = - g: - 2 T (A.21)
Zwischen den Freiluftanomalien und der zugehorigen Punkthohe be-
steht ein ausgeprégter linearer Zusammenhang, dessen Ursache
vor allem in der Nichtberiicksichtigung topographischer Verhéltnis-
se liegt. Auch bei diesen Schwereanomalien kann im Osterreichi-
schen Bundesgebiet keineswegs von einer fldchenhaften Verteilung
gesprochen werden. Somit kommt eine einfache lineare Interpolation
im Feld der vorhandenen Werte gerade bei den extremen topogra-

phischen Verhaltnissen unseres Landes nicht in Betracht.

Geoidundulation , Hohenanomalie
Das Netz oder ein Schichtenplan der Geoidundulationen bzw. der

Hohenanomalien des Arbeitsgebietes stellt normalerweise ein End-
produkt in der Schwerefeldbestimmung dar. Sie legen sowohl! die
Hohenreferenzflache als auch den Betrag des Storpotentials fir

jeden Oberflachenpunkt fest. Das Theorem von Bruns

.
W o e (A.22)

liefert Geoidhohen im Meeresniveau (ohne Beriicksichtigung des
indirekten Effekts Kogeoidhthen —> siehe Topographie) bzw. Ho-
henanomalien an der Erdoberflache. T errechnet sich aus der Reihe

Tp
L= —— mit Tp=Tg, ¥ Tqy+ . (A.23)
T

Es stehen mehrere Moglichkeiten zur Beschaffung der N,{- Werte
offen. Einerseits das astrogeodatische Nivellement, wobei fiir N
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uber die Lotabweichungen in Meereshohe zu integrieren ist (A.7)
und man { aus dem Integral der Oberflachenlotabweichung (A.19)
erhdlt.Die Werte sind Relativhohen,da Lotabweichungen blind in
Bezug auf eine additive Konstante sind. Eine Berechnung mittels
Kollokation liefert abhangig von den Eingabedaten entweder Rela-
tivwerte oder unter Beriicksichtigung von a priori Hoheninformation
bezogen auf ein mittleres Erdellipsoid auch Absolutwerte fiir N und
C . Der im Modell geforderte funktionale Zusammenhang zum Stor-

potential ist durch das Brun'sche Theorem (A.22) gegeben.

Absolute Geoidundulationen, bezogen auf ein mittleres Erdellipsoid

gewinnt man aus dem Stoke' schen Integral,

N =———— [[ ag S() d§ da (A.24)

4y o«
mit der Stoke'schen Funktion S(¢)

S{§) = ———— - Bsin(¢p/2)+1 - Scosd -

e
stnlfira) (A.25)

- 3 cos ¢ In(sin(Pp/2) + sin®($/2))

Es sind allerdings eine Reihe von einschriankenden Annahmen zu

treffen.
1) Als Grenzfliche fiir das Geoid dient eine Kugel (geometrisch).

2) Zur Bestimmung einer einzigen Undulation sind lber die gesam-
te Erdoberflache verteilte Schwereanomalien (reduziert auf die
Kugel) notwendig. lhr EinfluB sinkt jedoch mit steigender Entfer-

nung zum Aufpunkt.

3) Massen lber dem Geoid miissen vorab durch Reduktion entfernt

werden.

4) Das Potential des Referenzellipsoids U entspricht dem

Potential des Geoids W,
5) Die Masse des Referenzellipsoids = Erdmasse

6) Das Zentrum des Referenzellipsoids = Erdgravitationszentrum



_9_

Obwoh! Formel (A.24) eine sphéarische Naherung darstellt, ist bei
der Berechnung der Schwereanomalie die theoretische Schwere in
aller Strenge fir das Referenzellipsoid zu bilden.

Es existieren eine Reihe von Arbeiten, deren Ziel es ist durch Ver-
dnderung der Stoke'schen Funktion einerseits die Unstetigkeitsstel-
le bei ¢=0 zu unterdriicken und andererseits den bestimmenden
EinfluBbereich der Ag-Werte (Kugelkappe um den Aufpunkt P; Ra-
dius ¢,) moglichst klein zu halten. Hier sei unter anderem auf die
Methoden von Meissl (MEISSL,1971) und Sjoberg (SJOBERG,1986)

verwiesen.

Folgen wir den Uberlegungen Molodenskys, konnen die Stokes- Un-
dulationen als eine 1.Approximation ({,) der Hohenanomalie ver-
standen werden, wobei die Ag allerdings fiir den Oberflachenpunkt

gelten und hypothesenfrei zu bilden sind.

T= Lo+ T+ =
= 2 [[ agS() dp da + (A.26)
4y ad
R
— _[_[ Gy S(¢) dY da + ...
ay

G, ist hierin eine Funktion der Gelandeneigung (h—hp)/l = tan «

der folgenden Gestalt

R2 3y
ax

Glieder hoherer Ordnung konnen im allgemeinen unbericksichtigt

bleiben.

Seit 1987 besitzt Osterreich eine das gesamte Bundesgebiet abdek-
kende Geoidkarte (RINNER;1987). Die angebotene Losung besitzt
~ Dezimetergenauigkeit und stitzt sich im wesentlichen auf einen
Satz von uber 700 Lotabweichungsmessungen. Da einzelne Projekte
(z.B unter Einbeziehung von GPS-Messungen) héhere Anforderun-

gen an die Relativgenaugkeit ( £ 1 cm) von Geoidhdhen stellen, sind
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weiterhin Bestrebungen im Gange durch Einbeziehung zusatzlichen
Datenmaterials (Schwereanomalien) und eines hochauflésenden

Geldandemodells der geforderten Préazision nahezukommen.

die Lotabweichungskomponenten
Sie charakterisieren als erste Ableitungen des Storpotentials
1 dT 1 dT

i = (A.28)
¢ YR de 4 YR cos¢e  dA

die Neigung der Niveauflachen gegen das Referenzellipsoid, gehen
unmittelbar in die Reduktion von MeBgroBen ein und sind zudem viel-
faltig bestimmbar.Besonderes Augenmerk ist jedoch der jeweils ver-

wendeten Bezugsflache zu schenken.

1) Gravimetrische Lotabweichungen gewinnt man durch Differentiation

der Stoke'schen Funktion (A.25) nach ¢.

83 SRS 4B sing -6 cas D) -
d¢ 2 sin2(4/2)
(A.29)
= 31_—5——'”(%2—)—- + 3 sing In [sin(¢/2) + sin2(¢/2)]
sin ¢
(A.29) eingesetzt in (A.24) liefert die Funktion von Veining-
Meinesz
2w 7
£ } 1 {cos oc} ds
3} 5 e Ag (§,a) ; ———sin¢ dpda (A.30)
{7]9 pip o:=E[ 4;09 sin o dy

Fur £,m gelten ebenfalls die im vorigen Abschnitt gemachten Ein-
schriankungen 1)-6). (A.30) stellt trotz der zu Beginn stehenden
spharischen Nadherung die absolute Lotabweichung gegen ein mit
der Erde massengleiches Referenzellipsoid dar.Geometrisch setzt

(A.30) eine kugelformige Erde ohne Topographie voraus.

2) Nach Molodensky sind die £,q an der Erdoberflache unter Beriick-

sichtigung der Topographie in Anlehnung an (A.26) durch folgende
Reihe zu bilden.



g, N, erhdlt man aus (A.30) und g,, 1, nach

£ } 1 dAg dS {cos rx}
= e [ [ =2 (h-h ) ==—1 d da (A 31
{ 4y Jq) dr P dyg = S RSl

wobei flr 80 in 1.Naherung gilt:

r

dAg _ 1 Ag(Q) - Ag(P)

= dg d A3

= =— 1] el (A.32)
o

3) Arbeitet man im Gegensatz dazu mit astrogeoditischen Lotabwei-

— Teah

chungen , beziehen sich diese meist auf ein willklirlich gewdhltes
Referenzellipsoid, das der jeweiligen Landesvermessung zu Grunde
liegt, in Osterreich also auf das Besselellipsoid. Ist die Lage die-
ses Bezugskodrpers relativ zum Massenzentrum der Erde bekannt,
konnen die relativen in absolute Lotabweichungen transformiert wer-
den, deren Referenzkorper nun das mittlere Erdellipsoid ist. lhr
Vergleich mit den gravimetrischen Lotabweichungen |48t interessan-
te Schlisse uber die Lagerung des Erdellipsoids zu und deckt sys-
tematische Fehler auf.Das Osterreichische Bundesgebiet wurde in
den vergangenen Jahren mit einem oben angesprochenen Netz von
etwa 700 Lotabweichungen mit einem mittleren Punktabstand von ca.
15km uberzogen (RINNER,1987).In naher Zukunft ist geplant ein noch
wesentlich engmaschigeres Netz auf der Grundlage eines hochauf-
Idsenden Hohenmodells zu erstellen,in dem einfach fur jeden Punkt
des Staatsgebietes interpoliert werden kann.Die folgenden Kapitel
sollen zeigen,wie schon heute mit moglichst sparsamen Aufwand
an Rechnerleistung und Eingangsdatenmaterial Lotabweichungskom-
ponenten fldchendeckend mit einer Genauigkeit von 0.5" ermittelt

werden konnen.

...Tensor der 2.Ableitungen der Kréaftefunktion (Schweregradienten)

Die sechs unabhédngigen Komponenten des Gradiententensors (Ma-
russi-Tensor, E6tvos-Tensor) sind bislang nur terrestrisch durch

aufwendige Drehwaagenmessungen zu bestimmen (HEIN,1981).
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Versuche, die Gradienten aus gemessenen Schweredifferenzenquo-
tienten zu approximieren, fihren wiederum nur zu relativen Genau-
igkeiten von einigen Eotvés ( 1E = 1072 s72). Ein nach Grafarend
(GRAFAREND; 1973) fur differentialgeometrische Anwendungen,
fur die er eine Prazision von 1072 E fordert, unbefriedigendes
Ergebnis.

In den letzten Jahren wird verstdrkt an der Entwicklung dynami-
scher Gradiometer gearbeitet, die in Satelliten wie in erdgebunde-
nen Fahrzeugen Verwendung finden sollen. Alle Systeme beruhen
auf der Beschleunigungsmessung von Prifmassen, deren Anordnung
allerdings von Gerat zu Gerédt verschieden ist.Bislang konnte je-
doch das Problem der Trennung von Eigenbeschleunigung des Fahr-
zeugs und jener des Erdschwerefelds nicht optimal gelést werden.
Zudem sei auf die extrem ortsgebundene Bedeutung des Gradienten-
tensors hingewiesen. Bei bewegter Topographie andern sich seine
Komponenten derartig rasch, daB er aus heutiger Sicht kaum zur
Beschreibung selbst sehr kleinrdumiger Felder dient. Dies kann
sich jedoch beim zuklinftigen Einsatz mobiler und hochpréaziser

Gradiometer schlagartig dndern.

— Statistische Parameter
Die einerseits endliche Anzahl und andererseits raumlich regellose
Verteilung von gemessenen FeldgroBen zwingt uns Algorithmen zu
suchen,die eine mit moglichst geringen Fehlern behaftete Interpo-
lation (Pradiktion) gestatten. Um dieses Problem mit statistischen
Methoden losen zu konnen, wird das Schwerefeld als stationarer
stochastischer ProzeB auf der Kugel betrachtet. Damit setzt man
einerseits voraus, daB die Anomalien (Abweichungen vom Normal-
feld) Uber die ganze Erde im Mittel verschwinden und andererseits,
daB die statistische Korrelation zwischen zwei FeldgréBen durch
eine entfernungsabhangige GesetzmaBigkeit, namlich der Kovarianz-
funktion,festgelegt ist. Die Kovarianz reprédsentiert den durchschnitt-

lichen Wert des Produktes zweier Anomalien im Abstand ¢.
cov (Aa)q) = M (Aa Aa'}¢ M ... Mittelwertoperator (A.33)
K(da)y_o = C (Aa) =M (Aa®) (A.34)

Die uberragende Bedeutung der Kovarianzfunktion K ist nun darin
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begriindet, daB sie als GesetzmidBigkeit nicht nur fir einen Typ
von FeldgroBen Giiltigkeit besitzt, sondern nach gewissen Modi-
fizierungen auf alle mit der GrundgréBe a durch Funktionale L
verbundenen GréBen b,c,... anwendbar ist. (MORITZ, 1980)

Aus B Loy a(P)
67 L a(P)

und cov(b,a)= M(L, a(P)* a(Q))= L,M(a(P)*a(Q))=
= L,K(P,Q)

cov(c,a)=L,K(P,Q)
folgt

covib,c) = L,L, K(P,Q) = L L, K(d)pQ) (A.35)

DemgemaB sprechen wir in (A.33) von Autokovarianz, in (A.35)
von Kreuzkovarianz. Verschiedenste Funktionen wurden bislang
auf ihre Brauchbarkeit als Kovarianzfunktion untersucht. Dabei
wird vorerst zwischen globalen Modellen (Tscherning—-Rapp) oder
lokalen Modellen (Hirvonen,GauB-Markoff, Reilly , Jordan u. Hel-
ler) unterschieden. Um das am besten geeignete Modell fiir ei-
nen speziellen Anwendungsfall herauszusuchen bedarf es genau-
so viel Fingerspitzengefiihl und Erfahrung wie bei der nachfolgen-
den Parameteranpassung an die zuallererst nur empirisch gegebene
Kovarianzfunktion. Wie wir noch ausflhrlich in Kapitel B sehen,
spielen jedoch 2 Parameter, namlich die schon bekannte Varianz C
und die Halbwertsbreite [ (Korrelationslange; jener Abstand ¢ in
dem C(¢) = C(0)/2 qilt) in allen Modellen eine wesentliche Rolle.
In speziellen Féllen steht schon aus alteren Arbeiten ein Netz von
Kovarianzen zur Verfligung, in dem &uBerst zeitsparend interpo-

liert werden kann.

— Topographie
Die Frage, ob ein Modell der Topographie zu den beschreibenden
Parametern einer Schwerefeldstudie gehort, wird wohl nicht ein-

heitlich zu beantworten sein. Nach Meinung des Autors ist die
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umfassende Hoheninformation (vorzugsweise in Kombination mit
einem detailierten Dichtemodell) z.B. in Form eines digitalen Ras-
ters, ebenso wertvoll wie der Satz der gemessenen FeldgroBen.
Gelandemodelle dienen in erster Linie zur Glattung und Reduktion
der MeBwerte, also zur Elimination hochfrequenter Anteile, die
eine gesicherte Interpolation im Feld der OberflachengroBen ver-
hindern. Die nach Berlcksichtigung der Gelandewirkung neu ge-
schaffenen ruhigen Interpolationsflichen (z.B.Cogeoid) entspre-
chen allerdings nicht immer wahren physikalischen Grenzflachen.
Deshalb ist man bemiiht nach erfolgreicher Pradiktion den Gelan-
deeinfluB in umgekehrter Weise wieder in Rechnung zu stellen.
Ausdehnung und Maschenweite des verwendeten Hohenrasters sind
dem Anwendungsfall und den geforderten Genauigkeitsanspriichen
anzupassen. So ermittelt Gerstbach (GERSTBACH; 1988) auf der
Grundlage der Hoheninformation der Osterreichischen Karte
1:500 000 Lotabweichungskomponenten auf *1"-2" | indem er
die Topographie durch geeignete Regelkorper (z.B. Prismen) er-
setzt.

Verfahren wie die Quaderintegration oder die in Kapitel C vorge-
stellten spektralen Reduktionsmethoden arbeiten mit wesentlich
engmaschigeren Netzen in Aufpunktnidhe (Rasterweite von 25m-
500m). Die durch groBe zu verarbeitende Datenmengen erkauften
Genauigkeiten liegen im Bereich einiger Zehntelbogensekunden fiir
E- und n-Komponenten und bei *1 mgal fiir Ag, wobei die verblei-
benden Restfehler meist auf Unsicherheiten in der Dichteinformation
und auf systematische Hohenfehler zurickzufiihren sind.

In Osterreich liegt Hoheninformation in 11 Rasterweiten fiir das ge-
samte Bundesgebiet vor. Der grobste Raster R11 teilt eine Flache
von 1x1 Grad im Verhidltnis 3:5 (20" x 12'). Ein Element im fein-
sten Raster R1 entspricht einer GroBe von ca. 22m x 24m, womit
auch im extremen Hochgebirge das Auslangen gefunden wird

(RUESS; 1986).
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d ) Interpolationstechniken

Ziel der Interpolationsrechnung ist im allgemeinen die Verdichtung von Funk-
tionswerten bei bestmdglicher Darstellung des vorhandenen Datenmaterials.
Trennen wir begriffsmaBig Approximation von Interpolation,so sei unter Ap-
proximation die Ndherung z fir die gegebene Funktion f mit Berlicksichti-

gung einer Minimumsnorm, z.B.
L
| ST fx0 = 260 12 dx | = min (A.36)

(least-square Approximation)

verstanden, unter Interpolation die mdoglichst realistische Darstellung des
Funktionsverlaufs zwischen zwei oder mehreren Stiitzpunkten. So vielseitig
die Probleme der Einschaltung von Funktionswerten sind, so reichhaltig wurden
auch Verfahren ersonnen, um sie zu l6sen. Ausgehend von der linearen Inter-
polation iiber Chebyshev-Polynome, Approximation durch Potenzreihen oder mit-
tels finiter Elemente, lber n-dimensionale Splines und Préadiktion (Interpo-
lation nach kleinsten Quadraten) bis zur Kollokation reicht ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit der weite Bogen der in der Geoddsie eingesetzten Verfahren.
Ein allgemein bester Algorithmus kann nicht angegeben werden. Vielmehr ist
der aktuellen Problemstellung angepaBt eine Auswahl zu treffen.

Haufig 1aBt sich der Funktionsverlauf sehr realistisch durch kubische Splines
beschreiben. Sie stellen sich als stlickweise Aneinanderreihung 2-mal ste-
tig differenzierbarer kubischer Polynome dar, wobei die ersten beiden Ab-
leitungen an den Nahtpunkten benachbarter Polynome ident gesetzt wird. Kubi-
sche Splines sind fiir ihren glatten Verlauf und stabiles Verhalten bekannt
(kein extremes Ausschwingen wie es bei der Polynominterpolation auftritt).
Sie sind zudem keineswegs nur an eindimensionale Interpolationsaufgaben ge-
bunden. Bildet man das Produkt zweier in den ebenen Hauptachsenrichtungen
definierten Polynome S(x) und S{y), so erhdlt man einen bikubischen Spline

S(x,y) der eine flachenhafte Interpolation gestattet. (Kap. D.f)

Im folgenden wollen wir uns etwas nidher mit dem im letzten Jahrzehnt in
der Geoddsie, vor allem im Bereich der Schwerefeldbestimmung, am meisten
eingesetzten Ausgleichs- und Interpolationsverfahren, namlich der Kollokation
beschaftigen. Man geht von der Funktion f(x, y, z,T, ... ) = f(P) aus . die
durch eine Linearkombination z(P) der Basisfunktionen z, (P) zu approximie-
ren sei, wobei die zugehorigen Koeffizienten a, eine Minimumsbedingung er-

fullen sollen.
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n
z(P) = > a, 2, (P) (A.37)
k=1

Im Falle der Interpolation wird diese Bedingung durch den Zwang ersetzt

die vorgegebenen Funktionswerte f; zu reproduzieren.

n
EP) = 3 by 2P =4 T (A.38)
k=1 n = Anzahl der Stitzstellen

In der Matrixnotatation z, (P;) = Z; bekommt (A.38) die Gestalt

Za=f (A.39)

und der gesuchte Koeffizientenvektor a ergibt sich unter der Vorraussetzung

Rang Z = n zu

a =g A (A.40)

Im Fall der Kollokation stellt sich uns ein &dhnliches Problem. Diesmal sind

Funktionale L; von f(P) wiederzugeben.
=L f i=1,2,...n (A.41)

Somit folgt aus (A.38)
al
> o Ly g = ) (A.42)
k=1

und in Matrixnotation L; z, = Z; erhalten wir wieder die Losung (A.40).

Za=| _—— a = Fmki (A.43)

Man sieht, die Interpolation ist nur ein Spezialfall der Kollokation.

Bislang wurde noch keine nahere Spezifikation der Basisfunktionen z ge-

troffen. Wahlt man sie in der Form

2, (P) = K(PP,) (A.44)
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wobei K eine symmetrische positiv definite Funktion (Kernfunktion) der Punk-
te P und Q, oder besser gesagt, des Abstands sz 5 der beiden Punkte dar-
stellt : K=K(spg )= K(FP.Q)

Somit ist auch die nxn Matrix K= K;  positiv-definit und in (A.43) ist Z

durch K zu ersetzen.

Ka-= —> a=K7| (A.45)

(A.44) eingesetzt in die Ausgangsbeziehung (A.37) liefert

n
z2(Q) = X a, K(Q,P,) (A.46)
k=1

und mit (A.45)

™3
™3

z(Q) =

I=

Ki~' 1 K(Q,P,) (A.47)

-y

k=1

Hierin steht Q fur den neu zu interpolierenden Punkt, P _ flr die Altpunkte.

Schreiben wir (A.47) nochmals ausfiihrlich an

KPP wivnnas PG N L
z(Q)=[K(Q,P),....K(Q.P)] : (A.48)

KPPy e K(P,_.P) I,

und halten fest:

(A.48) beschreibt genau dann die Interpolation nach kleinsten Quadraten
(Pradiktion), wenn K die Kovarianz der Beobachtungen gleichen Typs f ist.
Ist K im erweiterten Fall die Kovarianz der Funktionale L=L(f) so stellt
(A.48) das Minimalmodell der Kollokation nach kleinsten Quadraten dar. Zu
beachten ist ,daB diese Herleitung ohne Minimumsnorm oder Uberlegungen
zum statistischen Verhalten der einzelnen GroBen gelang. Diese sind jedoch
in der Wahl von K als Kovarianzfunktion inkludiert. Im allgemeinen Kolloka-

tionsmodell

|l = Ax +Rs +n (A.49)

treten zu den soeben behandelten Funktionalen Rs (Funktionale des Storpo-

tentials; oft als Signale s bezeichnet) noch die Trendparameter x (Form-
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matrix A) und der Vektor der MeBfehler n. Ax definiert den systematischen
(nicht stochastischen) Teil der Beobachtungen |, wahrend n eine stochasti-
sche GroBe darstellt, jedoch nicht im Sinn der Signale s. Mehrfache Beob-
achtungen der gleichen GroBe liefern zwar jeweils den selben s-Wert,je-
doch im Rahmen der MeBgenauigkeit laufend verschiedene MeBfehler n. Fiir

den Erwartungswert E(s) gilt also

E(s) = 8 (A.50)

wéhrend fur n per Definition

E(n) 0 (A.51)

gilt. Der Erwartungswert E fiir das globale Mittel M(s) bzw. M(n) ist jedoch
in beiden Féallen Null. (M=Mittelwertoperator;homogen, isotrop, global)

EM(s) =0 EM(n) =0 (A.52)
Das heiBt, daB im lokalen Bereich die Signale vor Eingang in das Kollokations-

modell jedenfalls zu zentrieren sind!

Unter Beriicksichtigung der Minimumsbedingung

nt Km:1 n + s’ Kss-1 s = min (A.53)
Krm ... Kovarianzmatrix der MeBfehler
Kee - Kovarianzmatrix der Signale

erhalt man die wohlbekannte Kollokationsldsung fiir die Trendparameter x

x = (ATK-TA)"1 ATK™| (A.54)

und die Signale s
s =K, RTK (1= Ax) (A.55)
mit K als Summe der Kovarianzmatrizen.

K= Kun * RK__RT (A.56)

Die Interpolation eines Funktionals t an beliebiger Stelle Q im Gebiet erfolgt

durch



- 19 -

to = ket RT K™ (I- Ax) (A.57)

Byr o Kovarianzvektor zwischen Q und den Altpunkten

Zur Genauigkeitsabschdtzung der Parameter x und s benotigt man zudem die

Fehlermatrizen E __ und E__

= (AT E—’1 AT)-?

m
!

—XxXX

(A.58)
~K. RTKET[1-A(ATK A ATK1IRK

—Ss ESS —te— —_ ts

AbschlieBend sei noch eine Abwagung der Vor- und Nachteile der Kolloka-
tionsmethode gestattet. Bei allen Problemen mit verschiedenartigen Eingangs-
datentypen, in denen Genauigkeitsabschédtzungen der Ergebnisse genauso gefor-
dert werden wie die Moglichkeit, gleichzeitig fiir Neu- und Altpunkte verschie -
denste Funktionale der GrundgréBe zu interpolieren, wird sie mit Vorteil anzu-
wenden sein. Sind hingegen ein- bzw. zweidimensionale Funktionen iliber einem
gleichméBigen Raster gegeben und ist in diesem zu interpolieren, so ge-
schieht dies wesentlich vorteilhafter mit bikubischen Splinefunktionen. Der
Hauptnachteil der Kollokationsldsung liegt wohl darin, daB abhangig von der
Anzahl| der Beobachtungen groBe lineare Gleichungssysteme aufzulsen sind.
Zudem ist vorerst die Kernfunktion mit hoher Sorgfalt empirisch zu bestimmen
und eine moglichst einfache analytische Approximation fiir sie zu finden. Mit

dieser Problematik beschaftigt sich das folgende Kapitel.

Zum ausfihrlichen Studium der Kollokation nach den kleinsten Quadraten sei

auf (MORITZ,1980) verwiesen.
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B. Lokale Kc:\)ar‘iahzmodel le

a ) Uberblick

Der Erstellung moglichst realitatsnaher Korrelationsmatrizen zwischen Funk-
tionalen des Storpotentiales kommt im Falle der Pradiktion nach kleinsten
Quadraten entscheidende Bedeutung zu. Der vorerst aus vereinzelten MeB-
werten bestimmten empirischen Kovarianzfunktion (KF) ist ein analytisches
Modell moglichst gut anzupassen. Ein globales homogenes und isotropes Ko-
varianzmodell des Storpotentials T hat die Form (MORITZ;1976)

© RB I+ 1
K(P.Q) = ¥ ¢, (———) P, (1) (B.1)
=0 g
mit o, ... Gradvarianzen des Storpotentials
Rg ... Radius der "Bjerhammar-Kugel”
r ... die geozentrischen Radien der Punkte P,Q
t ...=cos ¢ (¢ = sphérischer Abstand ﬁ)

Im allgemeinen liegen jedoch fiir die empirische Funktion nicht die T-Werte,
sondern Schwereanomalien in den Aufpunkten vor. In sphéarischer Né&herung
ist der Zusammenhang zwischen T und Ag durch die bekannte Beziehung

dT 2

e il (B.2)

gegeben. Vereinfachen wir

2
... . (_EB__ )2
refo R
R ... mittlerer Erdradius

und setzen in (B.1) ein, so folgt fir K(T,T)

[eo]
KiTp Tl = E 6 8" PIY (B.3)
I=0
fir C(Ag,Ag)
[oe]
Clég.8g) = & ¢ ™2 PR (B.4)
1=0

Der Zusammenhang der Anomalie-Grad-Varianzen ¢, mit den zugehorigen

o, 1aBt sich aus
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6, = ————— 3 (B.5)

Vor der Auswertung der Summe (B.4) in geschlossener Form ist nun ein ge-
eignetes, numerisch mdglichst einfaches Modell fiir die Varianzen ¢, zu fin-
den. Wé&hlt man nach (TSCHERNING,RAPP; 1974)

&, = A (_I'F—.Z'_)_(l—*'_BT (B.8)

so erhélt (B.4) die allgemeine Gestalt

(=]
Cp) =A 3 ¢ s P (V) (B.7)
1=0 '

Eine Untersuchung weltweit verteilter g-Messungen durch Tscherning und
Rapp erbrachte fiur die globale Varianz der Schwereanomalien einen Wert
von

Co = 1795 mgal?

und Korrelationslangen zwischen 40 km und 80km. Die Anpassung des Mo-
dells an beobachtete Gradvarianzen (n <= 20) fixiert zugleich die Modellpa-

rameter B und A.

B = 24 A = 425.28 mgal®

Moritz (MORITZ;1980) zeigt auf, daB (B.6) fiir groBe | (kurzwellig, lokaler

Bereich) dem Grenzwert 1/| zustrebt

1
1= 7 1
c. = N L =y (B.8)

|
s =8 4198 |

Dies impliziert fur C ein einer logarithmischen Funktion &hnliches Verhalten.

Er schlagt fur C eine Linearkombination von (B.6) mit dem Modell (B.9) vor.

= — - = 1 (B.9)
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Diese Kombination flihrt zwar zu wesentlich realitdtsbezogeneren Werten
fur die Varianz der Horizontalgradienten G, ist jedoch numerisch etwas
aufwendiger,da 6 freie Parameter zu bestimmen sind . Wir werden uns im fol-
genden deshalb mit dem Tscherning-Rapp-Modell (B.6), (B.7) weiter beschafti-

gen.
b ) Das Tscherning—Rapp Modell

Geoddtische Projekte beziehen sich im allgemeinen auf raumlich relativ eng
begrenzte Bereiche. Staumaueriiberwachungs- und Tunnelbaunetze bewegen
sich in ihrer Ausdehnung in Gebieten von einigen km bis zu wenigen 10km
Seitenldange. Detaillierte lokale Geoidstudien als Feldinformation zusé&tzlich
zu terrestrischen oder GPS-Messungen betreffen groBtenteils ebenfalls Be-
reiche von hochstens einigen 100 km?2 Ausdehnung.Fir diese Zwecke ist
nur der hochfrequente Anteil der Kovarianzfunktion zu betrachten. Dies ge-
schieht durch Nichtberiicksichtigung von auBerhalb des Arbeitsgebiets gele-
gener Feldinformation und Mittelwertreduktion der MeBwerte zur Abspaltung

langwelliger Anteile.

Trennt man (B.3) in zwei Teilsummen
@ ‘ n

K(T,TI = X o{T.T) s P(t) = F &, (T.T) ' Pi{1) (B.10)
=0 =0

so verbleibt als lokale Kovarianzfunktion der Ordnung n des Stérpotentials

[ee]
K (TT) =% o/(T,T) s P (1) (B.11)

I=n+1

Nach dem Gesetz iber die Fortpflanzung der Kovarianzen folgt die analoge

Beziehung fir die Schwereanomalien

(s o]
C,(Ag,Ag) = X c,(Ag,Ag) s'*2 P (1) (B.12)

I=n+1

Ahnliche Reihenentwicklungen finden sich natiirlich fiir die lokalen Kovarian-
zen aller StorfeldgroBen, z.B. fiur die LA-Komponenten § und n. Ausgehend

von der sphéarischen Approximation

(B.13)
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erhalten wir

CIE,E) =de de' K/ (y'y r'r)=d2 . K/(y'yr'r)

C(n.,n) = dix' K/(v'yr' rcoseocose’) (B.14)

C(E,. 1) = dil' K/(¥'yr'rcose' )

mit K = K(T,T) und

d
d g2 - __d

Yo T 4o I 7o @x  dedx

Arbeitet man ausschlieBlich mit isotropen Kovarianzfunktionen, so darf K

nur eine Funktion des gegenseitigen Punktabstands ¢ sein. (K=K ({))

Pol

Abb.3

cos § = sin¢@ sing' + cos ¢ cosy' cos(A'-2A)
Setzt man wieder unter Verwendung obiger Notation

t = cos ¢ d.K = K d“ K = K"
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so gilt

de K =d t K

7}
(B.15)
da K = dyt K'
und
2 _ - 2 1
- e .t K" + d sl K
d% K = dyt dy et K" + d° K' B.16
s = By Uy Rt d o2
2 _ @ 2 '
d‘P;\.K =t Ggok K™+ et K
Die ersten partiellen Ableitungen von t nach Lénge und Breite
d‘Pt = cos ¢ sinqpI - sing cosqa' cos(A' - ) = sing cos«
(B.17)
dy,t = cose COS(p. sin(A'-2) = cosg siny sina

in (B.14) eingesetzt zeigen, daB einerseits

f(d,a)

CEE.EY . CLE v} , Clym)

als Funktionen des Abstands und des Azimuts o nicht isotrop sind und an-
dererseits Korrelationen zwischen §5 und Ng . allein aus der gegenseitigen
Punktlage stammend, bestehen.

(Abgesehen von den Sonderfallen ¢ = ¢ bzw. A = %)

Aus diesen Griinden gehen wir besser auf transversale t und longitudonale |
LA-Komponenten Uber. (siehe Abb. 3)

lp = -€p CcOsa = 7, sina

(B.18)

tp = -Ep sina + mp cosa

lhre empirisch zu bestimmenden Kreuz- und Autokovarianzfunktionen stehen

mit jener des Storpotentials in folgender Beziehung
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cov (Ip,lg) -d2¢ K7 (yp Yo TPra)
d, K

cov (tp,tQ) = - _s_ifra_ Vs (YPYQ e rQ) (B.19)

1

cov (IP,tQ) cov(tP,IQ) =0

Setzen wir nach (B.15) t=cos ¢ als unabhédngige Variable in (B.19) ein,

(K' ,K" ... Ableitungen nach t) so erhilt man endgiiltig

cov(lP,IQ) = (K' cos¢ - K"sinelb)/ (TpTQr‘p’"Q)

cov (s s

P la K' 7/ (TpTQl’"pf‘Q) (B.20)

cov (Ip,tQ) = cov(tp,IQ) =

Die GroBe der Varianzen, also cov(lg,l;) bzw. cov(tp,ty), ist im ersten
Moment nicht klar erkennbar, da ein longitudonales bzw. transversales Azi-
mut fur den Abstand r=0 nicht definiert ist. Zu diesem Zweck bilden wir
den integralen Mittelwert der Produkte der I~ Komponenten.

1 2w

= 2 2 2
Mlg.lp) og = e (E%cos“a+ < sin
0

=—21—n- (E2m + 02 +0) = (B.21)

2 +Ensinaxcosa) da =

Die Integration fiur die t-Komponente liefert natirlich ein identes Ergebnis.

Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin den empirisch gewonnenen Funk-
tionen (B.20) ein lokales Tscherning —-Rapp-Modell anzupassen und mit den
so gewonnenen Modellparametern auf die zugehorige Potentialkovarianz K
zu schlieBen.

Nach (B.5) und (B.6) bilden wir vorerst die Gradvarianzen o (T,T)

A RZ

o {T.T) = Ty t-ay(i#8i

(B.22)

Diese in Gleichung (B.11) eingesetzt und gemdB (B.20) differenziert,
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ergibt
= L}
covllp.lg) = (t 2 o (T.T) g™ P N -
I=n+1
2 @ " 1 (]
- sin“¢ 2 ¢, (T,T) g !*1 P, (8})7 {y v r ) (B.23)
I=n+1
i L i '
cov(tp.ty) = Z o (T.T) s P () 7 (x'y r'r)
I=n+1
flir die lokalen Kovarianzfunktionen n-ter Ordnung der | ,t Komponenten.
Durch Vorgabe der aus dem Datenmaterial berechneten 3 Parameter
- ( C ... Varianz, £ ... Korrelationlange, Gy ... Varianz der Horizontalgradien-

ten) fir | bzw. t sind nach einer von Schwarz und Lachapelle (SCHWARZ,
LACHAPELLE;1980) vorgeschlagenen lteration die GroBen A, s, n eruierbar.
Das Verfahren wahlt Ndherungen fur A bzw. n und paBt sodann das Ver-
hédltnis von C/ Gy, und § durch Variation von s den Vorgaben an. Durch Mul-
tiplikation mit dem Faktor C/A erhilt die Funktion die empirische Varianz C
(C und G, sind von A linear abhéngig; § ist unabhéngig von A) und eine
nachfolgende Variation der Grad-Varianzen liefert den vorgegebenen Wert
fir Gg.

Damit sind neben (B.11) auch alle abgeleiteten lokalen Kovarianzfunktionen

der Storfeldfunktionale vollstandig bestimmt.

c) Die Funktion von Reilly

Fur lokale Studien, denen als Datenmaterial Schwereanomalien oder Lotab-
weichungen Uber der Grundebene zur Verfiigung stehen (ebene Approxima-
tion), sei die isotrope Kovarianzfunktion eine Funktion der ebenen Punkt-
distanz r.

Hirvonen 's Funktion
C(TZ ,TZ) e (B.24)

wird dieser Forderung genauso gerecht, wie z.B. die von Heiskanen und

Moritz propagierte Variation

_ -(r/d)2 /2
C(T,.T,) =Cy e (8.25)
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mit Cgq ... Varianz
d ... empirisch bestimmter Abstandsparameter

Als schwerwiegende Nachteile missen jedoch folgende Eigenschaften angese-
hen werden. Weder (B.24) noch (B.25) erlauben negative Kovarianzwerte
der Schwereanomalien flir groBe r und zudem filhren beide zu keiner ein-

fachen Form fur C(T,T).

Wegen der dagegen sehr eleganten Art der Kovarianzfortpflanzung wurde
das von Reilly (REILLY;1979) publizierte Modell flir die anschlieBenden Be-

trachtungen gewihlt.

) 1 21 -(r/d)2 /72 _
CUT,.T,) = Co -5 trrd® ] e = (8.26)

1]

1 4 ® o3 _-62422
G 5 f@_oe e Jo(Or) de

mit J_ ... Besselfunktion n-ter Ordnung

Die in (B.26) nach der Hohe abgeleitete Grund-KF des Storpotentials T muB

demnach die Gestalt

. 2
C(T.T) = Coz a2 (/772 - (8.27)
_ 1 4" -02d2 /2
=Cozd*[ oe Jo (Or) do
©=0
fur z;=2z5= 0, (z; ... Punkthohe) besitzen.

Das Modell ist zudem fir Punkte auBerhalb der Grundebene (211: o, z,% 0)

erweiterbar und besitzt die allgemeine Form

@ - _e2 42
d* [ @e ®(1m22) 707972 (or) do (B.28)
©=0

C(T,T) =C

n|—

o

Nun scheint es,daB wir die vergleichsweise einfachen Beziehungen (B.24),
(B.25) gegen komplizierter auswertbare Ausdriicke eingetauscht haben. Dies
|aBt sich jedoch sofort widerlegen.Sieht man (B.28) formal als Funktion R von
q (Potenz von @) und der Ordnung der Besselfunktion n, so bekommt (B.28)
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die Gestalt
=2 i 2 52
R(q.n) = Consd* [ @9 e ®1*22) ¢-0%d%/2 (grjde  (B.29)
2 n
©=0
also
C(T,T) = R(1,0) (B.30)

Die weiters einfache Form der Ableitung der Besselfunktion nach der verti-

kalen bzw. den beiden horizontalen Achsenrichtungen

LRIGW . o cgigend
dz

g l) 008 e Limtuet i) 5™ trelle+Blgrian DS i) (B30
dx sin 2 cos cos

aiigeml) 898 e b L mte st -0 f-Biae il pe ™ neited
dy sin 2 sin sin

(x,y,z) ... kartesisches Koordinatensystem (x-Achse nach Norden,

y- Achse nach Osten)
a ... 90- A (A... geodatisches Azimut)

versetzt uns in die Lage alle notwendigen Auto- und Kreuzkovarianzen von
(B.28) zu bestimmen. Mit den spharischen Ndherungen (B.2) und (B.13) fin-

den wir zusitzlich zu (B.30)

C(N,N) = - - R (1,0)
Y2

C(Ag.,Ag) = R(3,0)-2(2/r)R(2,0)+(2/r)2 R(1,0)

CLE,E) = —:—2— (%R(B,O) +1ER(3,2) eig Bal (8.32)
C(n,n) = e (1—R(3.O) -1—R(3,2) cos 2a)
v2 2 2
ElEg) = =i [=n RED2) sit Ba)
o) 2
Y
C(T...T..) = R(5,0)

zz' zz
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Eine entsprechende Ubersicht der Ausdriicke fiir die Kreuzkovarianzen ist

im Anhang A gegeben.

Der Ubergang auf longitudonale bzw. transversale LA-komponenten unter Be-

ricksichtigung der Beziehungen (B.18) fiihrt zu

C(I,1) = C(E,E)cos®A + 2C(E,q)sinA cosA + C(n,q)sinA
(B.33)
C(t,t) = C(E,E)sin®A - 2C(E,n) sinA cosA + C(n,m) cosZA

DaB die somit neu gefundenen Auto- und Kreuzkovarianzen wirklich azimut-
unabhangig sind, laBt sich durch Einsetzen von (B.32) in (B.33) sofort be-
weisen.

Zur Vereinfachung setzen wir

R30 = R (3,0) R32 = R(3,2)

Dann gilt
2 -] 1 2
y= C(LI) = (E R30 + > R32 cos2a) cos“A

R32 sin2« sin A cos A

+

(% R30 - %R32 cos Do) sine A

1 R30 (sin2

=
o + cos“a)
2

+ % R32 cos 2« (sin®a - cosZ a)

- R32 sin2a cosa sina =

-cos2a 1+cos2_cx_)
2 2

1R30 + 1R32 cos 24 (-

2 2

1

R32 sin2a cos« sina =

1R30 - 1 R32 cos®2« - L R32 sin2 2a =

2 2 2

1

% (R30 - R32) = unabhéngig von « (B.34)

Der Beweis fur C(t,t) ist analog zu fuhren.
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Unter der Voraussetzung, dafl nun wie im vorigen Abschnitt als Ausgangsda-
ten wieder die empirisch gewonnenen KF der | und t LA-Komponenten zur

Verfligung stehen, sind die Funktionsparameter d und C wie folgt zu gewin-

nen. Es gilt
C.tl )= C(E,E)A=Oo = f (R(3,0) - R(B."?)) (B.35)
f besitzt an der Stelle x° = -;— eine Nullstelle. Gleichzeitig 148t sich x als

Funktion der ersten Nullstelle r|- und des Abstandsparameters d darstellen.

X = O (42 d)
TR

2d2

= d (B.36)

ol e

Somit ist d aus den Daten direkt bestimmt. Die Varianz C, steht wiederum
in linearem Zusammenhang mit den Varianzen der restlichen T-Funktionale.
Diese sind nun nach Wahl des jeweiligen Proportionalitdatsfaktors ebenfalls

bekannt.

Neben den beiden vorgestellten Funktionen stehen naturgemaB noch eine
Vielzahl meist einfacher analytischer Modelle zur Beschreibung der KF in
Verwendung. Sie wurden in erster Linie aus dem statistischen Verhalten
der Schwereanomalien abgeleitet (Poisson-Modell, Reziprokes-Distanz—Mo-
dell, etc.) oder zeichnen sich durch relativ einfache Wahl! ihrer bestimmen-
den Parameter aus (z.B. 2-Parameter-Modell von Jordan und Heller;
JORDAN, HELLER; 1978). Die Auswahl hangt im Endeffekt von der Qualitat
ihrer Anpassung an das vorhandene Datenmaterial, von der Art und Quan-
titdt der Eingabedaten, von der Erstreckung des Interessensgebiets und

nicht zuletzt von den zur Verfiigung stehenden EDV-Ressourcen ab.
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C. Die Fourier— Transformation

a) Uberblick

Die Fourier-Transformation (FT) stellt ein in vielen technischen Wissensge-
bieten wie z.B. Mathematik, Physik, Elektrotechnik etc. weit verbreitetes
Verfahren zur Zerlegung eines Signals in eine Summe von Sinusfunktionen
unterschiedlicher Frequenzen dar. Die meisten Anwendungen sehen im Signal
eine Funktion der unabhdngigen Zeitvariablen t. Diese kann jedoch selbstver-
standlich durch andere (physikalische) Variable, wie z.B. die Ortsfunktion x
ersetzt werden. Der Einsatz moderner Rechenanlagen, sowie die Erstellung
eines der Duallogik der Computer moglichst gut angepaBten Algorithmus zu
Beginn der 60-er Jahre wogen bei weitem den Nachteil des erheblichen Re-
chenaufwandes gegen den Vorteil der leichteren Interpretierbarkeit der Funk-
tionen im Frequenzbereich auf. Die vorliegende Arbeit kann natirlich nur auf
jene Eigenschaften der FT eingehen, die im engen Zusammenhang mit ihrer
geodéatischen Anwendung zur Berechnung der topographischen Korrektur ste-
hen. Zur Hebung der Ubersichtlichkeit sind die Ableitungen teilweise auf den
eindimensionalen Fall beschrénkt. Eine Erweiterung auf den 2D - Bereich ist
praktisch in jedem Fall ohne erheblichen Aufwand moglich. Fur weitergehen-
de Betrachtungen sei auf die einschlagige Literatur, wie (COOLEY, TUKEY;
1965), (BRACEWELL;1965) oder (BRIGHAM ;1974) verwiesen.

b) Das Fourierintegral
Das eindimensionale Fourierintegral wird durch die Beziehung

@
H(w) = [ h(x) e"J®x dx (C.1)

— @

definiert, wobei gilt

@ ... Kreisfrequenz (Einheit: Perioden/ Distanz)
x ... Distanzvariable
j ... imagindre Einheit

Die Gleichung (C.1) transformiert die Raumfunktion h(x) in die Funktion H(w)

im Frequenzbereich. Symbolisch H(w) = F (h(x))
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Die inverse FT rekonstruiert die Funktion h(x) aus ihrer Fouriertransfor-

mierten

[eo]

hix) = [ H(ew) el®tdo (c.2)
=00
oder erneut symbolisch

hix) = F~1 (H(w))

Analog gelten flir die 2-dimensionale FT die folgenden Beziehungen

@ ©

H(u,v) = ff h(x,y) ej2m (ux+vy) 4y dy (C.3)
-0 ~00
© @

hix,y) = [ [ Hluw) ei@® tux*vy) gy gy (C.4)
-0 -

wobei die Frequenzen u,v nun die Kreisfrequenz w ersetzen.
w=2nu bzw. w = 2nV

Es ist zu beachten, daB die Fourier-Transformierte eine im allgemeinen kom-
plexe Funktion ist. |hre Aufsplitterung in Real- und Imaginédrteil und die da-

raus erzielbaren Rechenvorteile werden im Kapitel C.d.3 behandelt.

c) Die diskrete Fouriertransformation

Die Formeln (C.1) und (C.2) gehen von einer analytischen Repréasentation der
Funktionen h(x,y) bzw. H(u,v) aus. In der Praxis stehen jedoch in der Uber-
wiegenden Zahl aller Anwendungen nur MeBwerte der Signale, also Punkt-
raster zur Verfligung. Regellose Punkthaufen miissen vorerst durch geeigne-
te Interpolationsverfahren (Mittel, Splines,etc.) auf die Ecken des verwende-

ten Rasters abgebildet werden.

Bezeichnen M und N die Punktanzahl entlang der beiden Koordinatenachsen

und Ax, Ay die zugehodrigen Rasterweiten so ist eine volle Periode mit

X =M Ax und Y = N Ay
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festgelegt. Die Wellenldangen x und y kdnnen nun durch

x = k Ax k= 0,1,2, ..., M-1
| Ay 1= 0,1,2, ..., N-1

<
1)

ausgedrickt werden.

A
y
H-1
Ay
Y s >
AX .
]
8
B ) 2 3 4 T | !
£
Abb. 4

Stellt man im Frequenzbereich u,v

u=mAu m=0,1.2, ..., M=1

v=nAv n<=90,12, .., N-1
in ahnlicher Weise dar und setzt
s B - 8.1
Ax = v Au = vt
sowie (C.5)

¥ vV _ 1
Ay = N Av = NTY
(U,v ... die zu X,Y zugehorigen Frequenzperioden)

so ergibt sich unter Berilcksichtigung von (C.3)

M-1N-1
H(mAu,nAv) = AxAy > > h(kAx,14y) e J2T(mAukax+navisy) (C.6)
k=0 1=0
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Aus (C.5) folgt

_ XY _ 1

Ax Ay = M N Aqu—M
und

"% .,

Aulv = M N AvAy = N

und somit die diskretisierte Beziehung (C.3) fir die Transformation in den
Spektralbereich

M=1N=-1
H(m,n) = _:\(ITTF 3 2 bk, Iy eT@m Lo tnlsN) (C.7)
k=0 I1=0

Die Herleitung der inversen Beziehung

hik,1) = -)-(-1—— Z Z H(m,n)ej2'rr (mk/M+ni/N) (c.8)

erfolgt auf identem Wege.

Gleichzeitig stellt sich die Frage , wie engmaschig sollte der verwendete Ras-
ter sein oder anders ausgedriickt, wie hoch ist die Abtastrate zu wahlen, um
eine vorgegebene Grenzfrequenz f_ (Nyquist- Frequenz) aus dem Datenma-

terial zu rekonstruieren. Diese gesuchte Nyquist- Abtastrate ergibt sich zu

1
Ry = B (C.9a)
oder im 2D-Fall
B & # e & & 2 = &80
i 2A0Ax 2 2
(C.9b)
tv, = x ""'1"" = t _V_ = + _N_AL

1/u, bzw. 1/v_ sind also die kleinsten Wellenldangen, die aus dem gegebe-

nen Werteraster (M,N,Ax,Ay) zu gewinnen sind.

Die Abbildungen 5.a-5.d zeigen die Transformation einer Funktion h(x) die
mit der aus (C.9a) ermittelten Periode X abgetastet wurde.

(3 ... Deltafunktion; siehe Kap.C.d.4)

In den Abbildungen 6.a-6.d hingegen wurde die Abtastperiode fiir h(x) zu
groB gewéhlt. Dies fuhrt im Spektralbereich zu einem iberlappten Faltungs-

produkt H(f)*§(f). (Bandiberlappung; aliasing)



Abb. 5.a)

b)

c)

d)

W

- 35 -
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d) Eigenschaften der FT

1) Periodizitat

Eine der fundamentalen Eigenschaften der FT liegt in ihrer sowohl im Raum-
als auch im Frequenzbereich giiltigen Periodizitat
Es gilt

Him+M,n+N) = H(m,n)
und (C.10)

h(k+M,I+N) = h(k,I)

Diese kann im Fall nicht periodischen Datenmaterials zu recht beachtenswer-
ten Effekten an den Réndern des Arbeitsgebietes fiihren und ist Gegenstand

der Betrachtungen in Kapitel C.d.5.

2) Zeitverschiebung oder Phaseninderung

Wiinscht man die Ortsfunktion h(x,y) um die konstanten Betrdge a bzw. b
zu verschieben, so geschieht dies durch Multiplikation einer Konstanten mit

der urspriinglichen Fouriertransformierten.

h(x-a,y-b) = H(u,v) e~ 2w (au+bv) (C.11)

Damit erfolgt eine Verschiebung der Phase, jedoch keine Betragsanderung

der Fouriertransformierten.

(C.11) dient der Verlegung des Ursprungs des Punktrasters in eine Raster-
ecke. Diese Nullpunktslage (oft SW-Ecke) wird von den meisten FT-Biblio-

theksroutinen gefordert.

3) Gerade und ungerade Funktionen

Bezeichnet hg (k,I) eine gerade Funktion, so ist ihre Fouriertransformierte
Hg (m,n) ebenfalls eine gerade Funktion.

Beweis :



= 38 B
Es gilt fur die Fouriertransformierte
w©
o —-j2m fx
Hf) = [ hy (x) e dx
el

Mit den Euler-Formeln

ej’P

cos ¢ + jsing
e i®=cos¢@ - j sin o

a8t sich (C.12) aufspalten in

[o.0] @
H(F) = [ hy(x)cos (2mfx) dx =j [ hy (x) sin(2m fx) dx
—® -0
Da der Integrand des Imaginérteils eine ungerade Funktion ist ———>
(s o]
j f F,odx =0 verbleibt
=Q0

@
J hg (x) cos (2mfx) dx = Ry (x)

—-Cco

(C.12)

(C.13)

Umgekehrt gilt fur eine ungerade Funktion h  (k,I), daB ihre Fouriertrans-

formierte H , (m,n) ebenfalls eine ungerade Funktion ist. In der Tabelle 1

sei eine kleine Zusammenstellung der Transformationsergebnisse spezieller

Ortsfunktionen gegeben.

Raumbereich h(x) Frequenzbereich H (f)

Reell Realteil gerade

Imaginérteil ungerade

Imaginar Realteil ungerade

Imaginérteil gerade

Realteil gerade Reell

Imagindrteil ungerade

Realteil ungerade Imaginar

Imaginarteil gerade

Reell und gerade Reell und gerade

Reell und ungerade Imagindr und ungerade
Imagindr und gerade Imaginar und gerade
Imaginar und ungerade Reell und ungerade

Tab.1
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Kapitel D.e zeigt, daB man diese Beziehungen nutzbringend einsetzen kann um
gleichzeitig 2 reelle Funktionen zu transformieren. Zu diesem Zweck addieren
wir die beiden reellen Funktionen h(x) und g(x) zur komplexen Funktion m(x)

in der Form m(x) = h(x) + j g(x)
Nach Tabelle 1 gilt (R ... Realteil, I ... Imaginarteil)

hix) —> H(f) = Rg(f) + Iu(f)
und in dhnlicher Weise

jolx) —¥ jG(F) = R {f) +] Ig (f)

Somit folgt
m(x) = h(x) + jg(x) M(f) = H(f) +jG(f)
mit
H(f) = Rg(f) + jlu(f) G(f) = Ig(f) —jRu(f) (C.14)

Zerlegt man M(f) in gerade und ungerade Anteile

M(f) = ( R;f) 3 R(g_f) ) N (R(Qf) B R(z-f) )
gerade ungerade
; 111 | (-f) ¢ 1(f) | (-f)
+ i ( O ) + i ( > ~ T2 )

so sind H(f) und G(f) mit (C.14) leicht zu trennen

4 = (Rg) +_I3_(2_-_f_)) . j(|(2f) ) I(;f))
(f)  1(-f) R(f) R(-f) (1)
| - . ~

Gif) = (5= +—5— ) =i{F ~—5)

Im Fall der diskreten Transformation mit der Periode N: M(n)= R(n)+ jl(n)

H(n) = (R(gn) " R(l;—n))+j(I(;) ~ I(Nz—n))
Eitn) = (I(an) 5 I(Nz—n)) _j(R(2n) ~ R(g—n))
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4) Die Delta -Funktion

Mit Hilfe der Delta-Funktion lassen sich Fourier-Transformierte sinqularer

Funktionen definieren. Sie wird durch den folgenden Ausdruck bestimmt.

3(x -x ) = 0 fur x = x

(s o]

J 80x-x,) dx =1 (C.16)
-0

Man konnte sich diese Funktion als einen Impuls mit sehr groBier Impulshohe,

einer sehr kurzen Impulsdauer und der Fléache 1 vorstellen. Es gilt
(o o]
[ 8(x=x ) hix)dx = hix,) (C.17)
-0
Betrachtet man die Funktion

hix) =K 8(x) K ... konstant

so |laBt sich die Fourier-Transformierte mit (C.1) und (C.17) ableiten.

(o8]
H(f) = [ K 8(x) e 12™fx gx =K e° =K (C.18)
A h(x)= K3(x) A H(f)=K
& ¥ K
FT
> >
x f
Abb. 7 .a) b)

h(x) = K 8(x) H(f)=K (C.19)
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Umgekehrt existiert natiirlich das diametrale Transformationspaar (Abb.8a,b)

hix) =K H(f) = K 8§(f) (C.20)
A h(x)=K & H(f)=K3&(f)
K T«
FT
> >
x f
Abb. 8.a) b)

welches uns sofort die Ableitung eines praktischen Beispiels gestattet.
Beispiel: h(x) = K g(x) = Funktion von x

gesucht:  P(x) = [ h(x) g (x) dx

Losung mittels FT: H(f) = K &(f)
[e 0]
G(f) = [ g(x) e J2m fx gy
—Q0
P(f) = H(f)*G(f) = K G(0) &(f) (C.21)

(* ... Faltung; siehe Kapitel C.e)

Der DC-Wert (= Wert der transformierten Funktion an der Stelle f=0)
G(0) der Funktion G berechnet sich aus

M-1
X
GO) =2 D> glk) =X g,
k=0
Die Rucktransformation ergibt nach (C.20)

P(x) = K G(0) (C.22)
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Das Ergebnis der Integration einer mit einer Konstanten multiplizierten Funk-
tion gewinnt man aus dem Produkt des DC-Werts der Funktion mit dieser
Konstanten. Diese Aussage gilt natiirlich ebenfalls im 2D-Raum und wird uns

desweiteren helfen (Kap. D.b) Rechenzeit einzusparen.

5) Unstetigkeitsstellen

Die FT ist von ihrer Definition her gesehen optimal auf periodische Funktio-
nen anwendbar. Sind die Daten jedoch nicht periodisch oder deckt sich das
Abtastintervall nicht mit der Wellenlange der Eingangswerte, sind Unstetig-

keitsstellen im Randbereich die Folge.

| I

,, N N

N L AN
l

[
< Tx > | I
Abb.9%a a=Tx

Fall 1: Abtastintervall=
h(x)' |

I
| | |
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Y -bs2 | \ b2 3b/2 5b/2
374 Wellenlange *
| o

Unstetigkeitsstellen |

Wellenlange

I I
b =3/4 Tx

Abb. 9b

Dies fiuhrt zum Auftreten von Frequenzen,die in keiner Weise in den Origi-
naldaten vorhanden waren (Leck-Effekt;leakage). Die Losung liegt entweder
in der Anpassung des Abtastintervalls an die Datenfrequenzen oder in der
Verwendung von Begrenzungsfunktionen (Fensterfunktionen mit kleinen spek-
tralen Seitenschwingeramplituden) um die Daten an den Randern gegen O

streben zu lassen.
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e) Faltung und Korrelation

1) Faltung

lhre groBte Bedeutung gewinnt die FT in der Auswertung von Faltungs- und

Korrelationsintegralen. Betrachten wir das Faltungsintegral

kontinuierlich (1-D):

Qo

p(x) = [ g(y) hix-y) dy = g(x) *h(x) (C.23)
-0
diskret (2—D):
-1 N=-
p (k1) = ZZ g(i.j) hk=i,1-j)Ax Ay= g(k.I)*h(k,I)
=0 j:

so findet eine Filterung der ersten Funktion g durch die zweite h statt, wo-
bei die Operanden ohne EinfluB auf das Ergebnis vertauschbar sind. Das Fal-
tungstheorem besagt nun, daB eine Faltung im Raum einer Multiplikation im

Frequenzbereich entspricht. Es gilt somit

p(x)
Fi{T)

g(x) *h(x)
G(f): H(f)

(C.24)

2) Korrelation

In dhnicher Weise konnen wir die Korrelation ebenfalls als Filterung sehen.

kontinuierlich (1-D):

e 0]
r(x) = [ gly) hix+y) dy (C.25)

-0
diskret (2-D):

M=1N=1
Flk,) = > > giLj) hik+,I+]) Ax Ay=g(k,D © h(k,I)
i=0 j=0
Diesmal tritt jedoch im Frequenzbereich anstelle G(f) die konjugiert-komple-

xe Funktion G* (f) auf.

g{x) o h(x)
G* (f) - H(f)

Elx)

R (f)

(C.26)
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Beziehung (C.26) 1aBt Raum fiir folgende interessante Uberlegung. Ist g(x)

eine gerade Funktion, so folgt G(f) = reell und es gilt somit
G(f) = G*(f)

In diesem Fall sind die Fourier-Transformierten des Faltungs- und des Kor-
relationsintegrals identisch.

Stellen g(x) und h(x) verschiedene Funktionen dar, spricht man von Kreuz-
korrelation. Sind g(x) und h(x) identisch bildet (C.25) die Autokorrelations-
funktion. Wie im Fall der Faltung ist natirlich auch hier leicht einzusehen,
daB der Ubergang von einer Integration im Raumbereich zu einer Multiplikation

im Frequenzbereich eine wesentliche Rechenvereinfachung mit sich bringt.

3) Kovarianz

Zur Bildung der Kovarianzfunktion Chg unserer beiden Grundfunktionen g und

h ist Gleichung (C.27) auszuwerten.

Chg = E{LnGi)) - u, T [otksil+)-u 1} =
1 1M—1N—1
= lim = [h(i,j)-uh][g(k+i,l+j)—ug] € .27
M=>c0 i=0 J:O
N=—>co
Man sieht
Chg (koD = Ry (k,1) = 1y, g (C.28)

Somit ist die Kovarianz die Korrelationsfunktion der zentralen Datenfunktio-
nen. Erneut ist zwischen Autokovarianz (g = h) und Kreuzkovarianz (g % h)

Zu unterscheiden.

Es gilt
2 2
Cii 10.0) = gy
Chg (0,0) = S hg (C.29)
Copy f00.00) = O
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4) Leistungsdichte (Power Spectral Density=PSD)

Die spektrale Leistungsdichte S[m_:J entspricht der Fouriertransformierten der
Korrelationsfunktion Rhg. lhre Bedeutung liegt z.B. in der Anzeige dominanter

Frequenzen im Datenmaterial.

<

Sphg (Uv) = jf Rpg (X:¥) gl 2w tuxsvy) 4y dy (C.30)
-0 -

[ee]

Durch diesen Zusammenhang mit Rhg kann unter anderem aus der Gestalt
der Korrelationsfunktion folgendes geschlossen werden. Ist Rhg eine reelle
gerade Funktion, so ist Shg ebenfalls gerade und reell und durch eine ein-

fache Cosinustransformation zu bilden.
O
Spglu.v) = 2 6[6[ Rpg cos [ 2m (ux +vy) ] dx dy (C.31)

In aller Kiirze seien noch einige niitzliche Eigenschaften der PSD angegeben

S (~m,=-n) S*hg(m,n) = Sgh(m,n)

hg

SR (-m,-n)= Shh {m.n)
(C.32)

Shg (0.0)

1"
_|
X
._|
<
=
¥
=
©

S 0,8 =T, T, 1.°

f) Die schnelle Fourier - Transformation (FFT)

Die FFT ist ein seit zwei Jahrzehnten bekannter Algorithmus, der es ermog-
licht durch ein erheblich verkiirztes Verfahren der FT aus einer Folge von
Momentanwerten einer Schwingung das Frequenzspektrum abzuleiten. An
der Uberwiegenden Zahl der im Gebrauch stehenden Computeranlagen sind
FFT-Routinen zumeist im Rahmen von Programmbibliotheken installiert. Die
Mehrzahl der implementierten Unterprogramme beruhen auf dem COOLEY-
TUKEY oder dem SANDE-TUKEY-Algorithmus. Dem Benutzer bleibt im Grun-
de nur der Aufruf einer "black-box",die ihm die Fouriertransformierte bzw.
die inverse Transformation korrekt und schnell liefert, sofern die Eingabe-

spezifikationen beachtet wurden.
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Trotzdem seien kurz die Hintergriinde der FFT in einer Weise erldutert, die
ausfuhrlicher .z.B. in (BRIGHAM;1974) nachzulesen sind. Vereinfachen wir die

Beziehung
N-1
H{n) = > hik) e-J2mnk/N n=0,1,2,...,N-1 (C.33)
k=0
mit

W = e-ia2n/N
so gewinnt man die Darstellung

N=1
Hin) = > h(k) Wkn (C.34)
k=0

(C.34) ausgeschrieben mit (W°=1,N=4)

H(0) 111 1 h(0)
H(1) | - 1wl w2 w3 h(1)
H(2) 1 w2 w4 weé h(2) (359
H(3) 1 w3 wé we h(3)
Aufgrund der Periode 27 gilt
whkn = Wkn mod N
und somit
1 1 1 1
(n) [ T W W \ h(n) (C.36)
H = -
AL k 1 w2 wo w2} —
1

w3 w2 w

Gelingt es uns nun zusatzlich die Matrix in (C.36) passend zu faktorisieren,

so konnen wir unter Beriicksichtigung von WO ==W2, Wl=-w3 feststellen,
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daB der Rechenaufwand von (C.37) bei N=2T auf Ny/2 komplexe Multipli-
kationen und Ny komplexe Additionen gegeniiber N2 komplexen Multiplika-
tionen und N(N-1) komplexen Additionen bei der direkten FT gesunken ist.
Die zusatzlich ndtige Umordnung der Zeilen in (C.37) fallt nicht weiter ins
Gewicht. Um nicht der Einschr‘"eiﬁkung der Basis 2 zu unterliegen wurden Al-
gorithmen fur beliebige Basen, vornehmlich fiir 4,8,16 entworfen. Damit
sinkt zwar die Zahl der komplexen Rechenoperationen, allerdings steigt der
Speicherbedarf und kompliziert sich der Algorithmus. Die Basen 4 und 8
scheinen am effizientesten. Zusatzlich gibt es Routinen fiir die beliebige Ba-
siswahl,jedoch sollte N moglichst stark faktorisierbar sein. Eine weitere hau-
fig genutzte Moglichkeit besteht im Auffillen des Datenmaterials, um eine

hochgradig teilbare Anzahl von Abtastwerten zu erhalten (siehe Kapitel C.g).

Die weitgehende Faktorisierung der Transformationmatrizen, die Ausniitzung
von Symmetrieeigenschaften sowie die geschickte Wahl der Datenfelddimen-
sion N sind die Eckpfeiler der FFT. Alle hier gezeigten Ableitungen sind ohne
Einschrankungen auch im 2D-Bereich giltig und schaffen die Moglichkeit mit

Rasterpunktzahlen > 100000 in vertretbarer Rechenzeit zu operieren.

g) Randeffekte

Aufgrund der Periodizitit der Fourierentwicklung miissen Uberlegungen an-
gestellt werden, inwieweit die gewonnenen Ergebnisse die vorliegenden Ein-
gangswerte reprasentieren.Da in der Praxis einerseits ein begrenztes Daten-
gitter der Dimension MxN mit meist keineswegs periodischer Information zur

Verfiligung steht, andererseits die Beziehung (C.10)
h (k+M,1+N) = h(k,I)

Gliltigkeit hat, wird bei der FT dieses Gitter unendlich oft an das urspring-
liche Datenmaterial kopiert. Somit liegt den transformierten Randwerten
ein Datenmaterial zugrunde, das zum Teil nicht die Realitdt widerspiegelt.
Eine Moglichkeit dieses Problem in den Griff zu bekommen besteht in der
Anwendung von sogenannten "Fensterfunktionen”. Dies sind gerade reelle Ge-
wichtsfunktionen,welche die Grundwerte an den Ré&ndern langsam gegen O
streben lassen. Im Spekralbereich sind sie durch geringe Seitenschwingun-
gen und hohe Konzentration in der Grundschwingung repréasentiert (SIDERIS;
1984).
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Eine weitere, recht einfache und wirkungsvolle Methode besteht darin, die

Kernfunktion f ab einer Distanz dg gleich O zu setzen (Abb.11). Verwendet man

gesicherter

|
Arbeitsbereich §

Abb. 11

nur Funktionswerte deren Distanz von den Rdndern mindestens d, betragt,
wird die Anwendung einer Fensterfunktion uberfliissig. Der Nachteil liegt in
der Erstellung oder dem kostspieligen Bezug von groBflachigem Datenmate-
rial, um in einem relativ eng begrenzten Gebiet aussagekraftige Werte zu
erhalten. Als Beispiel diene folgende Uberlegung. Bei einem angenommenen
d,=10% der Seitenldnge eines quadratischen Datenfeldes liegt die aussage-
kréftige Flache bei F,=64% der Gesamtflache. Im allgemeinen hangt d, vom
gewiinschten Einzugsgebiet um die Aufpunkte ab und liegt zumeist weit uber
den angegebenen 10%. Bei z.B. d, =25% liegt allerdings die Nutzflache nur
mehr bei F, = 25% der Gesamtfldache. (Abb. 12)

Um dieser Problematik zu entgehen sollte man das gegebene Datengitter mit
sogenannten dummy-Daten umfeldern. Man umgibt also die Grunddaten mit
einem dr breiten Band von Werten, welche die Natur moglichst gut reprédsen-
tieren und keine neuen Frequenzen in die Spektraldarstellung einbringen
(siehe Abb. 9.a ). In unserem Fall eines Hohenrasters zeigt die Uberlegung,
daB ein Randbereich in dem alle Hohenwerte gleich Null oder konstant ge-
setzt werden, aufgrund der schroffen Kante zu den realen Daten, die denk-

bar schlechteste Losung darstellt ( siehe Abb. 13.a).
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Wesentlich bessere Resultate erhédlt man mit einem Randbereich, dessen
konstante Hohe gleich dem Mittelwert der Hohen des Grundrasters ent-
spricht. Trotzdem treten natirlich auch in diesem Fall noch unangenehme
Spriinge an der Rastergrenze auf, die den brauchbaren Arbeitsbereich we-
sentlich verkleinern. Die besten Erfahrungen konnten mit einem glatt ver-
laufenden Rand, dessen GroBen beginnend von den Randwerten des vorgege-
benen Rasters sich allmahlich einer Konstanten ndhern, gewonnen werden.
Zu diesem Zweck wurde die Subroutine "EDGE" (Anhang B) erstellt,wel-
che eine Umrandung der frei wé&hlbaren Breite dr liefert. Der Algorithmus
kopiert immer die Hohe des nachstgelegenen Grundrasterpunktes als Hohe
in den Dummy-Bereich. Die Wahl der Randbreite sollte jedenfalls auch von
der nun zu transformierenden Gesamtpunktzahl M __ xN_

eu

Mooy = M+2dr/RW N__ ., = N+ 2dr/RW RW...Rasterweite

abhangig gemacht werden. Nicht nur die Problematik des Speicherbedarfs
und der Verarbeitung groBer Datenfelder muB beriicksichtigt werden, son-
dern vorrangig die Tatsache, daB die FFT wesentlich schneller bei gut teil-
baren M__,, N,o, ablauft.

Testrechnungen haben gezeigt, daB bei Wahl der maximal sinnvollen Rand-
breite dr .., ® d_ die Grenze des Arbeitsbereichs bis auf d,/2 an die
Grenze des Grundrasters heranriickt, ohne einen spirbaren Genauigkeitsver-
lust (~1mgal; 0.5" bei RW=250m) hinnehmen zu miissen. Diese Werte hin-
gen jedoch stark von der Rasterweite und der Topographie ab. Unter den
Annahmen der beiden bereits gebrachten Beispiele iliber den prozentuellen
Anteil der Flache mit aussagekraftigen Funktionswerten, vergréBern sich die-
se bei dg=10% auf F,= 81% und fir d,= 25% auf immerhin F,= 56.25%.Die-
se Zahlen untermauern direkt das verbesserte Kosten/ Nutzenverhaltnis

zwischen Erstellung bzw. Kauf und Gebrauch eines Hohenrasters.

h) Rasterschachtelung

Die Berechnung des Potentials sowie seiner Funktionale fiir den Aufpunkt P
erfolgt im diskreten Fall durch doppelte Summation von Funktionen der Ho-
hendifferenzen zwischen dem laufenden Punkt Q und dem Aufpunkt Uber der
xy-Ebene E. Je groBer allerdings der Abstand r=PQ , desto geringer die

Bedeutung der Einzelsumme fiir das Gesamtergebnis. Somit ist es keines-
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wegs notwendig bei groBer Aufpunktdistanz jede kleine (kurzwellige) topo-
graphische UnregelmaBigkeit in voller Schédrfe zu beriicksichtigen. Dieser
Umstand hilft sowohl Rechenzeit als auch Speicherplatz zu sparen. Bei der
Prismenmethode stehen zumeist 2 Rastertypen in Verwendung. Ein feinma-
schiger, das Interessensgebiet abdeckender Raster F (einige Kilometer) und
ein ihn umgebender grobmaschiger Bereich G (®xbis 20-30 km) der sich um

die Aufpunkte bis zur Integrationsgrenze erstreckt.

Abb. 14

Im groben Raster kann mit Vorteil mit einfacheren Beziehungen wie 2z.B.
der "Massenlinien-" oder "Massenpunktformel” gearbeitet werden. Die nu-
merischen Probleme liegen hauptséchlich in der Korrespondenz beider Ras-
ter. So sollte der engmaschige Bereich F genau in die Maschengrenzen von
G passen und zudem dem gleichen Grunddatenmaterial entstammen um an
der gemeinsamen Grenze keine Unstetigkeitsstellen des Geldndes zu simu-
lieren. Dies wird nur optimal erfillt, wenn G durch Mittelbildung der dichte-
ren F-Werte entsteht. Anderenfalls sind Grenzwerte mittels eines passen-
den Ausgleichsalgorithmus zu bestimmen .

Zur Steigerung der Genauigkeit empfiehlt es sich zudem, anstatt der im Feld
gemessenen Hohe von P eine aus dem Reduktionsraster interpolierte Auf-
punktshohe zu verwenden, um allfallige Differenzen zur Rasterflache zu ver-

meiden (z.B. besondere Empfindlichkeit der g-Reduktion).

Im Spektralbereich stehen uns zwei Wege offen. Entweder teilen wir ahnlich
der Quadermethode das Gebiet in zwei unterschiedlich feine Raster oder wir
trennen im Frequenzbereich die langwellige von der kurzwelligen Hoheninfor-

mation.
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Im ersten Fall bildet man schematisch
tex f Ah = (f,+f,)*xAh = f *x Ah + f = Ah (C.38)
wobei f, das Integral vom Aufpunkt bis zum inneren Reduktionsradius d, und

f, das Integral von d, bis ® bedeuten. In der Praxis wird ® natiirlich durch

den duBeren Reduktionsradius d, ersetzt. (Abb.15)

S

‘. L7
r d1 r
Abb. 15
Im zweiten Fall trennen wir die Hoheninformation, also formal
tc%f*Ah=f*(Ah1+Ah2) =f*Ah1+f*Ah2 (C .39)

wobei nun Ah, die ruhige, glatte, langwellige Hoheninformation darstellt und
Ah, die kurzwelligen Resthohen. Diese zwar grundsatzlich elegantere Losung
arbeitet jedoch nur optimal, wenn Ah, die "low-pass” gefilterte Hoheninfor-
mation von Ah wiedergibt und Ah, nur mehr Frequenzen uber der Nyquist-
Frequenz des groben Rasters beinhaltet. Dies ist im allgemeinen jedoch nicht
der Fall, vor allem wenn die Raster F und G verschiedenen Datenquellen ent-
stammen. Desweiteren treten zusatzlich Fehler durch die nunmehr notige In-

terpolation der Funktionswerte des G-Rasters auf das feine Gitter auf.
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D. Topographische Korrektur

a) Uberblick

Der Elimination des Einflusses der Topographie (sichtbare Massen,Dichte-
spriinge) auf MeBgroBen wie g,9, A (¢ ... astron. Breite,\ ... astron. Lan-
ge) ist groBtes Augenmerk zu schenken. Das Ziel sind einerseits nicht vdllig
voraussetzungsfrei gewonnene Randwerte entlang einer Niveauflache und
andererseits moglichst "glatte” Datenfelder in denen in einfacher Weise zu
interpolieren ist. So bedienen sich die klassischen "remove-restore-Verfahren"

eines 3-Schritt Algorithmus.

1) Entfernung der Topographie
Wirkung auf Oberflachenpunkt P

2) Freiluftreduktion

3) Wiederherstellung der Topographie
Wirkung auf Pgq

um Schwere und Lotabweichung im Geoidpunkt P, festzulegen. In &hnlicher
Weise wird zur Bestimmung von Hohenanomalien z.B. unter Zuhilfenahme
des Instrumentariums der Kollokation die topographische (oder topogra-
phisch-isostatische) Reduktion zwecks Glattung des Datenmaterials

vorweggenommen. (MORITZ,1983)

Unter Gelandekorrektur (tc= terrain correction) versteht man allgemein den

nicht linearen Anteil der topographischen Reduktion.

Abb. 16
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So 1aBt sich die Korrektur gemessener g-Werte in einen Bouguer-Term
(Platte) und den tc-Term aufspalten,

dgTQp = =-2nGp hp + teg AR

wobei hg fiir die Hohe des Oberflachenpunkts steht. teg ist in jedem Fall
positiv an den MeBwert anzubringen. Ahnliche Beziehungen sind natirlich

ebenfalls flr die Lotabweichungskomponenten £,7n gliltig.

dE “tcg

(D.2)
dn = -'ccTt
In diesem Fall sind topographische Reduktion und Geldndekorrektur bis auf
das Vorzeichen ident, da der EinfluB der ebenen Bouguerplatte auf die Lot-

abweichung = O ist.

Zur Festlegung der tc-Werte bieten sich nun 3 Verfahren an. Die &alteste
Methode ist jene der Kompartimente, wobei flir jeden Aufpunkt getrennt die
mittleren Geldndehohen von Kreisringsektoren zu bestimmen sind. Mit dem ver-
starkten Einsatz von Computern und der Vorlage von Gelandeinformation in
Form von Hohenrastern wurde auf die von Elmiger (ELMIGER,1969) erlau-
terte Quadermethode ubergegangen. Das Geldnde wird hier durch ein digi-
tales Modell angenadhert, bei dem die Gesteinsmassen in quaderformige
Saulen mit quadratischem oder rechteckigem GrundriB zerlegt werden.Sind
Lage,Hdhe und Dichte eines derartigen Quaders bekannt,ermittelt sich sei-
ne Wirkung auf den Aufpunkt P durch Integration der 1? - Funktion uber den

Quader.
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Setzen wir Q als Integrationspunkt und p als die konstante Dichte voraus,

so 1aBt sich fur T, g,& und n zeigen

x2 y2 z2
prff—dzdydx=pr
x1 y1 z1 v
dg= Go [ ggg(l—) dv =~Gp£ —ris— dv (D.3)
:_f_ _d l _ Gp {§}
b i { ; r = i & \'[ r3

Der leichten Einsetzbarkeit desselben Hohenrasters zur Reduktion mehre-
rer Aufpunkte steht ein nicht unerheblicher Aufwand an Rechenkapazitat
zur Auswertung von (D.3) gegeniber. Die sinkende EinfluBnahme des Qua-
ders Q mit steigender Entfernung zum Aufpunkt P erlaubt allerdings die
Verwendung der wesentlich rascher auswertbaren Massenlinien-, bzw. Mas-
senpunktformel (ab d=3km) ohne spurbaren Genauigkeitsverlust. Somit [&Bt
sich zwar Rechenzeit in den Randbereichen einsparen, fiur eine groBe Zahl
von Aufpunkten jedoch ist dies noch immer keine befriedigende L&sung.Damit

gewann das im folgenden Abschnitt besprochene Verfahren an Bedeutung.

b) Die Terrainkorrektur mittels FFT

Schreiben wir die Beziehung fir dg aus (D.3) nochmals an, wobei diesmal
das Volumsintegral in eine Hohenkomponente und eine Integration uber die

x,y-Ebene E getrennt sei.

(D.4)

tcg (P) =
E hp

r = (xg-xp)2 + (yo-yp)2 + (z-hp)2

Sieht man vorerst die Hohendifferenzen um den Aufpunkt als vernachlassig-

bar klein an

1 2 ¥ mit ro = 1/ (xQ— xp)2 + (yQ _yp)_E_



_58_

und integriert Uber z, so vereinfacht sich (D.4) zu

1 (hg -hp)®
teg (P) =~ > Go f O dE (D.5)
E o
Moritz (MORITZ,1968) nennt diesen Term " lineare Approximation” der

Terrainkorrektur tc, obwohl der an sich quadratische Hohenterm auftritt.
Setzen wir den Begriff "linear” jedoch in bezug auf das Produkt Ag-h und
sehen Gph in der Ordnung Ag, so wird die Bezeichnung fir Gph? als

"lineares Glied"” klar erkennbar.

Spaltet man (D.5) in die 3 Teilintegrale,

2 he® 21 ho
teg(P)= 5 Go UTS dE + hp? [ — dE - 2hp [ —F-dE | (D.6)
E o E '© E o

so liegt tc in einer Form vor, die durch wesentlich schnellere Techniken als
die Quadermethode sie darstellt, auswertbar ist. Wird 1/r_ 3 = f gesetzt
und bedeutet die Verknipfung * eine Faltung im Sinne von Kapitel (C.4), so
1&Bt sich (D.6) in folgender filir die praktische Anwendung der FFT geeigne-

ter Form anschreiben.

tcg(P) = 3 Go [h2#f +hp2f, - 2hy (hxf)] (D.7)

h steht hier fir die Hohe des laufenden Punktes Q und f_ fur die DC-Kom-
ponente = Wert der transformierten Kernfunktion f im Ursprung (siehe Bei-

spiel Kapitel C.d.4).

Auf den ersten Blick erscheinen zur Auswertung von (D.7) 5 Transformatio-
nen notwendig. Vorerst jene der Kernfunktion f und der beiden Hthenfunktio-
nen h bzw. h? in den Spektralraum, sodann die Riuckfuhrung der Faltungs-
produkte h®xf und hxf, Durch geschickte Zuordnung der reellen Funktionen
h und h® zu einer komplexen GroBe h+ih? und durch Ausniitzung der Trans-
formationseigenschaften gerader und ungerader bzw. reeller und komplexer
Funktionen (siehe Kapitel C.d.3) bei der Rickfiihrung kann mit 3 Fourierum-

bildungen das Auslangen gefunden werden.
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c) Die Lotabweichungskorrektur

Die Beziehungen (D.3) fur die Lotabweichungskomponenten E , 7 erhalten

in linearer Nidherung die Gestalt

Go e (xqg-xp)
tegP= -2 [ [ =2—F gz a

i
E h o
¥ (D.8)
hQ
__ Gp (yq-yp
te,(P)= -—=£ [ [ =2 % dz dE
E hp =
Y ... Betrag des Schwerevektors

Es sei darauf hingewiesen, daB die Integranden nun frei von der Punkthohe
hp sind. Damit entspricht die lineare Approximation fir die Lotabweichungs-
komponenten einem Kondensationsmodell, in dem die Massen in einer unend-

lich dinnen Schicht uUber der xy-Ebene aufgetragen sind.

Die Integration uber z ergibt

G (hg ~hp)
teg(P)= - —= [ Ax —R—P- gE
Y = o
(D.9)
(hg - hp)
te, (P)= - 22 [ay 2Q7TR g
" Y E r03
Setzt man
fag®) =
() -5

so erhilt man den zu (D.7) analogen Ausdruck fiir die Lotabweichungskompo-
nenten (§,n sind blind gegeniiber dem EinfluB der Bouguerplatte —> h;=0).

tc

g
=- —G;p— [fxh] (D.10)

tc,‘,l

Diese Entwicklung umfaBt nur 4 Transformationen; eines Filters f pro Kom-
ponente, des Hohenrasters h sowie die Riickwandlung des Faltungsproduktes.
Diesem numerischen Vorteil steht jedoch die Meinung ungeniigender Prazi-
sion der Ergebnisse in Gebieten mit bewegter Topographie gegeniiber (z.B.
FORSBERG, 1984). Zudem wird haufig auf die meist beschrankte Zahi von
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Lotabweichungspunkten hingewiesen, die ebenso rationell mit der Quaderme-
thode zu bearbeiten sei. Folgend werden nun 2 Moéglichkeiten zur Verbes-
serung des Approximationsalgorithmus gezeigt und der Frage nachgegangen,
ob die Ergebnisse der Beziehung (D.10) den Genauigkeitsanforderungen der
uberwiegenden Zahl der Anwendungen entspricht. Ebenso soll anhand von Bei-
spielen geklart werden, ab welcher Mindestanzahl von Aufpunkten die FFT

wirtschaftlich einzusetzen ist.

d) Verwendung eines Hthenkorrekturfaktors

Gehen wir auf die Entwicklung (D.4) zuriick, so gilt in aller Strenge

( [ ,FQ (z - hp)
tc_(P)= Gp | dx dy —.. @z (D.11)
e he [ (xp=xq)2+(yp-yo)2+(zp- ;:Q)'?]a/2

Durch Approximieren des Filters f (f = 1/r3w 1/r03) erhielten wir (D.7).
Setzt man jedoch nach P.Comer (COMER,1986) ,

f= (Ax2+Ay2+a2) 272 (D.12)

wobei a? einen integralen Mittelwert fur (hg- z)2 darstellt, so gewinnen
wir eine Ndherung , die der spezifischen Topographie des Arbeitsgebiets bes-
ser angepaBt ist. Zudem wird das Problem der Singularitdat von f im Fall

ro=0 in der xy-Ebene geltst.
Da gilt

fffdxdy:2w/a=fo und

F=(2nsa) e-2maVul+2 (D.13)

folgt aus (D.7) und (D.13)

teg(P) = L Go [h2f + h2 2n/a - 2hg (hxf)) (D.14)
bzw. (D.10) fur die Lotabweichungskomponenten mit geandertem Filter f.
Um sinnvolle Werte fiur die Konstante a zu erhalten, konnen z.B. Tabellen

zu Rate gezogen werden, die a flir das Argument “mittlere Hangneigung”
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enthalten. Empfehlenswerter erscheint es jedoch den mittleren Hohenunter-
schied durch Testrechnungen den topographischen Verhéltnissen optimal an-

zupassen.

e) Approximation htherer Ordnung

Ausgehend von (D.4) l4aBt sich das Integral (D.9) folgendermaBen erweitern.

r, 7% (z-hg)2 + -1—85— 5,77 CE-Hsl? (D.15)

=3 % i
e T -

n W

mit

rO = ./(XP _XQ)e +(yP_yQ)2

Integrieren wir nach z und setzen die Grenzen hp bzw. hg ein, erhalt das

Ebenenintegral folgende Gestalt.

tcE(P)

o Al N R R .
- oy L3 thgmhp)m3 5 thg-he) ] ©.e)
te,. (P) E JYaYp 4 2
Diesmal treten allerdings 2 Filterfunktionen auf
_fx ] ~fx1 LU
= {y J 3 g g= {y} 2 5 D

- Geo [f*h = 3hp2 (gxh) + 3hp(g*h2) - 9¥h3] (D.18)

Y
tc (P)

Bei erster Durchsicht dieser Beziehung scheint der Rechenaufwand gegen-
uber dem Kondensationsmodell gigantisch gestiegen zu sein. So sind 7 reelle
Funktionen in den Frequenzbereich zu transformieren ( 2 pro Filter + h + h2
+ h3) und 4 Faltungsprodukte pro Koordinatenrichtung = 8 Funktionen retour
zu wandeln. Bedienen wir uns jedoch der schon angesprochenen Mdoglichkeit
2 reelle Funktionen gleichzeitig in einer komplexen Variablen zu verarbeiten
und in Folge mittels der Beziehungen (C.14) wieder zu trennen, so genugen

4 FFT-Aufrufe um alle Funktionen in den Spektralbereich zu transformieren.
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Umgekehrt entsprechen den Faltungsprodukten f*h, g*h, g*h? und g *h3
rein reelle Funktionen.Somit muB sich ihre Spektraldarstellung nach Tab. 1
aus einem geraden Realteil und einem ungeraden Imaginarteil zusammen-

setzen.

Flu) = R_(u) + j1,(u) <> f(x) = R(x)

9 (D.19)
G(u) = Rg(u) +jl,u) <> g(x) = R(x)
Multipliziert man in (D.19) die Funktion G mit der imaginaren Einheit j, so
folgt
Flu) = R_(u) +j I, (u) <= f(x) = R(x)
- ) _ (D.20)
Gu) = =1, (u)+j Rg(u) <——> g(x) = | (x)

Addition der Komponenten (D.20) in einer komplexen Variablen und Umbil-
dung mit FFT liefert im Raum die beiden gesuchten Funktionen f(x), g{x)
bereits getrennt. Somit sind nur insgesamt 4 Ricktransformationen fur
beide Lotabweichungskomponenten notig. Effiziente Programmierung kann
den Mehraufwand an Rechenzeit gegeniiber der konventionellen Methode
(D.10) auf etwa 10% begrenzen. In Kapitel E wird dies durch einige Beispiele

dokumentiert.

Um einen Uberblick iUber die GroBenordnung der in (D.15) bzw. (D.16) auf-
tretenden hoheren Reihenglieder zu bekommen setzen wir nach der Integra-

tion uUber z

9 = ?—S (hQ— hp)
(=]
_ 1 3
g, = == (hQ_ he) (D.21)
o
” 1 h }5
92 =7 (hg-hp
(o]

Stellt man g, und g, in Funktion von g  dar

91 :90 r-1

_ (D.22)
9= = Qe Tz

so sind r,,r, die gesuchten Verhéltniszahlen zum Hauptterm.

2
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1

" - 1 1 2
9773 (hg-hp) [ 2 2 (hq-hp)? ]
1 1 (D.23)
1 g 2
=5 —g (hg=h =<t
ry =3 v B o~ hp) 5 tan<a
mit o ... mittlere Geldandeneigung
In dhnlicher Weise finden wir
= s =1 (hg-hpl* =3 tan® o (D.24)
r

Setzt man fiir o plausible Werte im Bereich a= 0° bis zu hochalpinen mitt-
leren Gelédndeneigungen von o = 30° » 60% ein, so zeigt Tabelle. 2 den re-

lativen Fehler der Lotabweichungskomponenten, der durch Vernachlassigung
der Glieder héherer Ordnung auftritt.

o 9 92
0% 0.0% 0.0%
15% 1.1% 0.0%
30% 4.5% 0.3%
45% 10.1% 1.5%
60% 18.0% 4.9%
Tab. 2

Somit scheint selbst bei Vernachlassigung aller Glieder <0.5" die Mitnahme

des g,- Terms bei bewegter Topographie (Af,An>10") ab a = 30% gerecht-
fertigt.

f) Interpolation mit bikubischen Splines

Im allgemeinen ist die Terrainkorrektur natirlich flir beliebig gelegene Auf-
punkte gesucht. Sind diese nicht mit den Rasterpunkten ident, so ist vor-
teilhaft mit bikubischen Splines S(x,y) zu interpolieren. Dieses Produkt der
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in den ebenen Hauptachsenrichtungen definierten kubischen Splines S(x) und
S(y) eignet sich besonders als Basisfunktion im Rechteck. (SUNKEL;1978)

=2 3
S(x,y) = z X a(kul) (x—xi)k (y—yj)l (D.25)
k=0 =0

In besonders engmaschigen Rastern (z.B. dx=dy=25m) ist die bilineare Inter-

polation allerdings véllig ausreichend.
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E. Lokale Studie Tirol

a) Die MeBkampagne

Im Rahmen des Projektes P5481 des Fonds zur Forderung der wissenschaft-
lichen Forschung, dessen Ziel die Bestimmung des Geoidverlaufs in Westoster-
reich war, hielt sich der Verfasser zur Messung von Lotabweichungen im
Sommer 1985 und Spatherbst 1986 einige Wochen im Bundesland Tirol auf
(WEBER;1987). Das Einsatzgebiet (Abb.18) erstreckte sich vom lInntal nach
Norden bis zur Staatsgrenze, im Westen begrenzt durch den Arlberg,im Os-
ten durch die Verbindung Mittenwald-Seefeld. Auf 19 Stationen, deren mitt-
lerer Punktabstand bei ca. 10km liegt, wurden die Lotabweichungskomponenten
mit einer Genauigkeit des Mittels von 0.2"-0.3" durch Mehrfachmessung mit
dem Zeiss-NI2-Astrolab erfaBt. Zudem gab die MeBwerterfassung gleichzeitig
Gelegenheit eine Institutsentwicklung, welche die Datenaufnahme weitgehend
automatisiert und den Personalaufwand auf eine Person beschrankt,in der
Praxis zu erproben (WEBER,ZAHRADNIK;1986).

Aus hauptsédchlich verkehrstechnischen Griinden wurde Reutte zum Ausgangs-
punkt aller MeBoperationen gewéhlt. Zugleich bekam diese Station aufgrund
ihrer zentralen Lage in allen nachfolgenden Untersuchungen den Status des
Referenzpunktes. Zur topographischen Reduktion der Lotabweichungen wur-
de in dankenswerter Weise fir ein 80 km x 50km groBes Teilgebiet ein di-
gitales Hohenmodell mit einer Rasterweite von 250m (Raster R2) vom In-
stitut fir Photogrammetrie der TU-Wien zur Verfiigung gestellt (Abb.18). Die
Berechnungen erfolgten vorerst mittels Integration der Attraktionswirkung ein-
zelner Quader auf die MeBpunkte. Der linear mit der Zahl der Aufpunkte
steigende Bedarf an Rechenzeit zwang jedoch umgehend Uberlegungen mit dem
Ziel anzustellen den CPU-Bedarf bei gleichen Genauigkeitsanforderungen an

die Ergebnisse erheblich zu reduzieren.
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b) Terrainkorrektur im Hochgebirge
(FFT oder Prismenintegration?)

Verschiedenste Publikationen der letzten Jahre ( z.B. FORSBERG; 1985,
SIDERIS; 1984, etc.) verweisen direkt auf vorteilhafte FFT-Anwendungen zur
Losung der oben genannten Problematik. Die Einsparung von Rechenzeit ist
allerorts unbestritten, Erfahrungen mit sehr engmaschigen Hohenmodellen
in stark bewegter Topographie sind jedoch selten publiziert. Um diesem
Mangel im vorliegenden Projekt zu begegnen wurde zusdtzlich ein im Zuge
von Arbeiten Uber Hangrutschungen im Bereich Reutte ( MALLAUN; 1989)
erstellter 25m x 25m Raster (6.3kmx 8.0km Ausdehnung; R1 - Raster)

fur Testrechnungen ubernommen.

Abb. 19: Reutte (Raster R1)

Damit standen in einem Gebiet mit HBhenunterschieden bis zu 1500m zwei
Datensatze zur Verfigung, die Vergleichsrechnungen zwischen Quader- und

FFT-Methode zulieBen.
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Zur Prismenintegration wurde auf ein von H.HAITZMANN erstelltes Pro-
gramm zurilickgegriffen, wobei vorerst eine benutzerfreundliche Bedienungs-
oberflache zu schaffen war.

Als Grundlage der Fourierentwicklung diente das von R.FORSBERG erarbei-
tete Programm "TCFOUR", welches aus vorgegebenen Hohenmodellen Uuber
der xy-Ebene unter anderem die Attraktionskomponenten in den drei Ach-
senrichtungen ( z-Achse: Terrainkorrektur Ag; xy-Achsen: Terrainkorrektur
At , An) ermittelt.

Eine wesentliche Aufgabe bestand nun darin , die ndtigen Erweiterungen des
vorliegenden Programms vorzunehmen. Ausgehend von der Kondensations-
approximation fiur die Lotabweichungskomponenten (D.8-D.10) wurde die
N&herung dritter Ordnung (D.15-D.18) unter Berucksichtigung weiterhin

vertretbarer Rechenzeiten eingearbeitet.

: { } 104

G ‘}%,ﬁ-fw%?f%i‘; T
( j /;/ ° /0

E%{& E?%%&r; 5 S i P

The
- m/’&/?/;ﬁ 2\.,,\
V(ﬂlgmu///A?‘:

2 2.5 =23 23.5 24 245 2% 255 28 265 27 7.5 28 2.5 28 28.5 30

Abb. 20 : Schichtenabstand 100m; M28

Abb.20 zeigt den aus dem R1-Raster gerechneten Hohenschichtenplan des
Gebiets Reutte. Im stark umrandeten Feld wurden 30 in Profilen angeordne-
te Testpunkte ausgewdhlt (Punktabstand 500m), in denen die Terrainkorrek-
tur zu berechnen war. Die Lage und Lange der Profile ergab sich aus dem
Reduktionsradius von 2 km und wurde von der geringen Ausdehnung des 25m-

Rasters diktiert.
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Die Tabellen Tab.3 bis Tab.5 beinhalten die Ergebnisse der verschiedenen
Berechnungsarten der Terrainkorrektur im R1-Raster (Index P= Prismeninte-

gration, Index F=Fourierentwicklung, K= Kondensationsmethode)

Gebiet Reutte , RW=25m , d,= 2km ,Ag[mgall, AEn["1,M28

Pkt ylkml  xlkml Ag, Agg At AﬁF_K Ang AnF.K
1 24.0 258.0 14.3 15.8 o ~7 49 +2.8 +2.9
2 24.0 2585 13.8 14.9 -0.4 0.0 +6.4 +6.9
3 24.0 259.0 8.5 8.3 2.7 286 +6.3 +6.3
4 24.0 259.5 8.5 6.2 +0.2 +0.3 +5.8 +5.7
5 24.0 260.0 7.4 7.3 =11 -0.9 +6.1 +6.0
6 24.5 258.0 19.0 21.3 -4.8 5. +7.1 +8.0
7 24.5 258.5 14.0 16.1 ~Q.7 -0.2 +9.4 +10.0
8 24.5 259.0 12.5 13.6 -3.1 -3.3 +8.5 +8.7
9 24.5 259.8 10.3 16,7 1.8 =1.5 +9.2 +9.2
10 24.5 260.0 8.2 8.4 -0.8 -0.7 +8.3 #8.2
11 25.0 258.0 12.4 14.5 =2.D 1.6 +8.2 +9.0
12 25.0 258.5 9.9 10.9 2.0 ~1.8 +8.1 +8.4

13 25.0 259.0 10.8 1.5 = Iy | -0.9 +9.2 +9.3

14 25.0 259.5 9.4 9.6 =1.5 -1.6 +8.8 8.7

15 25.0 260.0 9.7 10.0 -0.7 -0.6 +8.0 +7.9

16 25.5 258.0 4.5 4.5 ~1.3 ~1.1 +3.8 +3.8

17 25.5 eb8.5 5.0 4.9 1.5 =13 +5.1 5.0

18 25.5 25680 6.3 5. + .3 “1.3 +6.2 +6.0

19 £5.5 259.5 6.7 6.5 -1.4 o X +7.0 +6.8

20 25.5 260.0 7.0 6.6 ~1.5 ~1.5 7.3 +6.9

21 26.0 258.0 2.5 2.3 +0.4 +0.6 +0.6 +0.5

22 26.0 258.5 2.4 2.2 =02 =01 +2.0 +1.8

23 26.0 259.0 2.5 2l -0.6 -0.6 #5.1 +2.9

24 26.0 259.8 2.8 2.4 -0.8 -0.9 +3.6 #3.3

25 26.0 260.0 3.2 2.7 -1.8 ~1,7 +4 .1 +*3.8

26 26.5 258.0 4.4 4.4 +2.8 +3.0 =15 =1.6

27 26.5 2985 14 1.3 +0.9 +1.0 0.0 =1

28 26.5 259.0 1.4 1.0 +0.1 +0.1 +0.8 +0.7

29 26.5 259.5 1.0 0.8 -0.6 -0.5 +1.5 1.3

30 26.5 260.0 1.2 0.9 1.0 -0.9 +2,3 +2.0

Tab, 3
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Die daraus resultierenden statistischen Parameter der Differenzen Prismen-

integration - Fourierentwicklung folgen zu

Agp_glmgall AEp ([ Anp_(7]
lte .. | 2.3 0.6 0.9
u =029 -0.08 -0.01
G o + 0.81 + 0.21 * 0.32
Tab. 4
U ... Mittelwert
6 ... Standardabweichung

In Tabelle 5 wurde der Reduktionsradius auf 20km erweitert und die Ho-
heninformation im AuBenbereich dem weitmaschigeren R2-Raster entnom-
men. Die Ergebnisse zeigen eine Standardabweichung der Lotabweichungsdif-
ferenzen im Bereich einiger Zehntelbogensekunden.Der fiir die g-Komponen-
te entsprechende Wert von o= % 0.7 mgal scheint zufriedenstellend,wobei
nochmals auf die besondere Empfindlichkeit bei Hohendifferenzen an den

gemeinsamen Rastergrenzen hingewiesen sei.

Agp_pLmgall AE (0] Anp_g["]
K T K T
lte, .| 2.3 0.9 0.6 1.1 1.0
u -0.44 0.41 0.30 -0.25 0.34
o + 0.68 +0.25 +0.21 £0.39 *0.26
Tab. 5

Die Beriicksichtigung der Third-Order Approximation (T) verbessert die Diffe-
renzbetrdage nochmals um ca. 20%. Ein Vorteil, der durchaus im Rahmen

des Mehraufwands an CPU-Zeit von ca. 10% liegt.
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Ahnliche Tests wurden in Folge mit verdnderten Rasterweiten durchgefiihrt.
(RW=250m,500m,1km). Die beiden letztgenannten grobmaschigen Raster
stellen jeweils gefilterte Versionen von R2 dar. Im Gegensatz zu Tab.5
stand diesmal keine Information des R1 -Rasters in Verwendung, allfallige
Unstetigkeiten an der Grenze zu einem feinen Innenraster entfielen somit.
Vergleichsbasis waren die aus dem 250m-Raster mit der Prismenmethode ge-

wonnenen Werte (Index P).

|t€ max] u o
Agp_F 550 [mMmgall 1.5 -0.41 *Q,38
AYo. coon 0.8 +0.17 +0.39
A9p_r1000 4.3 +1.24 +1.39
Afp pzse kl”] 1.1 +0.50 +0.15
AEp_roso.T 0.5 +0.40 +0.08
A8 _Fs00.k 0.6 +0.59 *0.12
Afp_rs00.T 0.6 +0.40 +0.21
M. rimon i 1.5 +0.45 £0,53
A6 _F1000.T 2.0 +0.34 +0.62
Mp_paso "] 0.7 -0.31 +0.21
Mp_ros0.T 0.1 +0.07 +0.05
Ap_Fs500 K 0.4 +0.23 +0.14
Afp_rs00.T 1.0 +0.59 £0.31
Mp_r1000.k 3.0 +1.52 +1.03
Me_c1000.T 3.1 +1.73 +1.03

Tab.6

In einem weiteren Schritt sollten nun die in engen Profilen angeordneten
Aufpunkte durch die MeBstationen des unter Kapitel E.a erldauterten Projek-
tes ersetzt werden. Dies erforderte bei vorgegebener Dimension des Héhenras-
ters eine Begrenzung des Reduktionsradius auf 8 km um einen tragbaren Kom-
promiB zwischen einer repridsentativen Punktanzahl und einem moglichst gro-
Ben EinfluBbereich zu finden. Fir die verbleibenden 16 Stationen konnte der Ge-
landeeinfluB wiederum flir 3 unterschiedliche Rasterweiten ermittelt und mit

der Prismenlosung verglichen werden (Tab.7).
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|tcmax_| u o
AQp_rosolmgall 1.9 0.03 +0.89
Ao Eabh 2.0 0.30 +0.82
T IA— 5.6 1.83 +1.88
LT 1.1 0.03 +0.44
AEp ko250 T 1.0 0.18 +0.37
L S—_ 1.2 0.15 +0.58
L —— 1.4 0.18 +0.59
Ao v innio.K 1.9 0.33 +0.87
A%o_r1000.T 1.9 0.35 +0.93
BMnp_Foso .k [7] G.7 0.15 +0.26
Mp_ros0.T 0.4 0.09 +0.24
Mip_ps00 K 0.6 0.01 +0.30
L PRe— 0.5 0.01 +0.32
Mip_rro00.ik 1.5 0.04 +0.62
- T — 1.0 0.03 £0.57
Tab. 7

Ergebnisse:

Ubereinstimmend zeigen die Tabellen Tab.5 - Tab.7 , daB die Third-Order-
Approximation nur bei den Rasterweiten unter 500m spiirbare Verbesserungen
liefert. Ab RW=500 ist die Kondensationslosung ebenbiirtig. Wéhrend die Ge-
nauigkeit der E-,n-Komponenten mit der Dichte des Rasters steigt, trifft
dies fur die Ag-Werte offensichtlich nur bedingt zu. Ab einer Maschenweite
von 500m beeinfluBt hier eine Verdichtung die Ergebnisse kaum. Ist also die
Terrainkorrektur in gebirgigem Gelande auf *1 mgal bzw. *0.5" gefordert,
so ware eine Maschenweite von 500m optimal. Eine in der Berechnung wei-
ter verkleinerte Rasterweite senkt zwar die Standardabweichung der Lotab-
weichungsdifferenzen auf *0.2" bis *0.4", verbessert aber nicht die Situation

der g-Komponente (siehe Kapitel E.c) und ist deshalb nur bedingt wirtschaftlich.

Die Varianz der mittelwertreduzierten Oberfldchenlotabweichungen sinkt im
zuletzt bearbeiteten Fall von 19"2 nach Anbringung der Terrainkorrektur
(FFT, RW=500m,d=8km) auf ~6"Z,
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c) Analyse der Filterfunktionen

Die nahere Betrachtung der in (D.7) und (D.10) verwendeten Filterfunktio-

nen f

= 3 = = = 3
fg—1/ro fE—x/rO fn—y/ro (E. 1)

fuhrt zu einem besseren Verstindnis der vorangegangenen Aussagen iuber

sinnvoll einsetzbare Rasterweiten.
(Abb.23.a - 23.d fur RW=250m)

(km=?]
4

3 f=1/13

(km2/km?) F(u,0)

.2 -4 .6 .8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 [cycles/kml

Abb. 23.a:Filter f9 Abb.23.b: Spektrum
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(km 2/km?] F(u,0)
8

1.8 1.8 2.0 2.2 [cycles/km]

Abb. 23.c: Filter f, ' Abb.23.d: Spektrum

Die transformierten Funktionen fg (E.1) wirken im Spektralbereich als “low-
pass Filter”. GroBe Wellenldangen dominieren wéahrend die hohen Frequen-
zen von 0.25 bis 0.50 Cycles/km unterdriickt werden. Dies &ndert sich
auch nicht durch eine Verdichtung des Reduktionsrasters und erlaubt des-
halb keine wesentliche Steigerung der Genauigkeit (siehe Tab.6,Tab.7
fur Ag).

fE:’. und fn eliminieren zwar den EinfluB von Wellenldngen im Bereich der
doppelten Grundrasterweite, sind jedoch fur hohe Frequenzen in der Nahe
der Nyquist-Frequenz durchldassig. Eine Verdichtung des Arbeitsrasters ver-

bessert somit die Ergebnisse.
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d) CPU-Zeitvergleich

In welcher GrodBenordnung liegen nun die zu erwartenden Rechenzeiteinspa-
rungen ?

Die Antwort laBt sich wohl in erster Linie von der Zahl der zu transformie-
renden Rasterpunkte N ableiten. Eine grob giiltige N&dherung zeigt, daB die
Prismenmethode CPU-Zeit proportional dem Produkt aus der Anzahl N und
der Zahl der Aufpunkte M bendétigt.

tp = ap N M (E.2)

Der Zeitbedarf der FFT-Methode hingegen gehorcht der Beziehung

tepr = Ot N logN {E. 3]

Die gewahlten Proportionalitdtsfaktoren o sind nicht allein Funktionen des ver-
wendeten Prozessors und des betrachteten Quellprogramms, sondern natir-
lich ebenfalls vom Reduktionsradius, der Speicherorganisation oder der Fak-
torisierbarkeit der Punktzahl pro Koordinatenachse abhangig. Die folgende
Tabelle soll einen Einblick in die bei den diversen Transformationen und
Testrechnungen der vorliegenden Arbeit tatsdchlich gewonnenen Werte ge-
statten. Die Zeiten beziehen sich auf die CPU des CDC 860-180 Compu-

ters des Digitalrechenzentrums der TU-Wien.

Rasterpunkte CPU-Time [s] Prismenintegration
N FFT(E+7) Aufpunkte M
4000 8 3
16 000 30 5
32800 72 6
60000 129 8
65500 139 9
Tab.8

Die dritte Spalte gibt die Anzahl jener Punkte an, deren Terrainkorrektur-
berechnung in der von der FFT vorgegebenen Zeit mittels Prismenintegration

moglich ist (break-even-point). Die Tabelle 8 gilt fiir d=10km.
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crU - CPU-Time

seconds
200
150 third-order
approximation
100
linear
- approximation
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 w=i000 points
Abb. 24

Abbildung 24 dokumentiert die geringe Mehrbelastung an Rechenzeit (~10%)

bei Verwendung der Approximation 3.0rdnung (siehe Kap. D.e).

e) Kovarianzfunktion KF - Modellanpassung

Eine wesentliche Voraussetzung zur Pradiktion beliebiger Storfeldfunktionale
oder zur Beschreibung statistischer Merkmale derselben ist die Ableitung
der Kovarianzfunktion des Restfeldes. Dies wurde filir das vom R2-Raster
abgedeckte Teilgebiet Tirols unter Verwendung der in Kapitel B besproche-

nen Modelle durchgefiihrt.

Als Grundlage der weiteren Uberlegungen diente eine Liste von 29 gut ver-
teilten Lotabweichungsstationen mit einem mittleren Punktabstand von 10km-
15km (siehe Abb. 25). Die im Landessystem vorhandenen Oberflachenlotab-
weichungen wurden mittels (WEBER; 1987)

E = Egeagel * 1.63" + 0.42"(¢-46°) - 0.06" (1-9°)
(E.4)

N = NgpegpL * 1:207 + 0.13" (p-46°) + 0.48" (A -9°)
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Abb.25: Lage der Aufpunkte im Raster

in das geozentrische System transformiert und um ihren Mittelwert redu-
ziert. Eine Zusammenstellung der charakteristischen GroBen der fur die
Lotabweichungskomponenten gewonnenen empirischen KF gqibt Tabelle 9.
Die Schéatzung der Varianz der Horizontalgradienten G, ist in Gebirgsgegen-

den hochst problematisch und wurde deshalb unterlassen.

4 1
Varianz C T Al 17.5"2
Halbwertsbreite C 7.0 km 8.0 km
Nulldurchgang ND 22.5 km 35 km

Tab. 9

Um sich von der Azimutabhingigkeit zu befreien, arbeitet man zweckmaBi-
gerweise mit longitudonalen und transversalen KF (B.18). Tabelle 10 zeigt

die aus zentrierten | und t-Komponenten erhaltenen analogen Parameter.

| t
Varianz C 19.1"2 19.1"2
Halbwertsbreite C 6.3 km 9.0 km
Nulldurchgang ND 14 km 30 km

Tab. 10
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Zuerst sei eine Anpassung an das ebene Reilly-Modell untersucht. Legen wir
nach (B.36) den Abstandsparameter mit d=ND= 14km und die Varianz mit
C W= 19.1"2 fest, so gestattet uns die somit vollstindig bestimmte Reilly-
Funktion die Auswertung der Ausdriicke (B.32). Eine Zusammenstellung der

Ergebnisse fir cov(g,E), cov(n,n), cov(Ag,Ag) und cov((,() zeigt Tabelle 11.

Distanz cov(E,E) cov(n,n) cov(Ag,Ag) cov(C,Q)
[km] [*&] [“2] [mgal?] [m?2]
0.0 19.1 19.1 865 0.087
3.0 17.8 18.7 822 0.085
6.0 14.2 17 .4 712 0.079
9.0 9.0 15.5 553 0.071
12.0 3.4 13.2 373 0.020
15.0 =1.7 10.7 202 0.049
21.0 -7.8 6.1 -38 0.028
270 -8.0 2.9 -116 0.013
33.0 —-5.3 1.2 -94 0.005
39.0 -2.6 0.4 =50 0.002
48.0 =0.5 0.1 -1 0.000
Tab. 11

Zu Vergleichszwecken wurde nun versucht dem Datenmaterial eine lokale
Tscherning—Rapp-Funktion anzupassen (siehe Kapitel B.b). Als Vorgabe
dienten wieder die geozentrischen mittelwertreduzierten £,n-Werte bzw. die
aus ihnen gewonnenen |,t-Parameter (Tab.10).Da die Modellierung in erster
Linie Varianz und Halbwertsbreite repréasentieren sollte, kann der Grad der

KF aus dem Nulldurchgang ND der cov(Ag,Ag) des Reilly-Modells nach
ND = 90° /n (E.5)

vorerst nur geschatzt werden. Aus ND ®~ 19.7 km folgt n~ 500. Der von

Schwarz und Lachapelle vorgeschlagene Iterationsalgorithmus liefert

n= 532 A=530 Rg= 0.999771
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und ermoglicht anschlieBend die Auswertung von (B.11),(B.12) und (B.14).

Distanz cov(E,E) cov(n.n) cov (Ag,Ag) cov(C,0)
(kml 21 [*2] [mgal®] [m2]
0.0 19.1 19.1 860 0.031
3.0 1.2 15.6 602 0.029
6.0 4.8 1.7 370 0.024
9.0 1.0 8.6 217 0.020
12.0 -1.3 6.4 114 0.014
15.0 -2.8 4.7 42 0.009
21.0 -4.0 2.3 -38 0.000
27.0 -3.9 0.9 -67 -0.005
33.0 -3.0 0.1 -65 -0.007
39.0 -1.8 -0.3 -46 -0.006
48.0 0.1 -0.4 -11 -0.003

Tab. 12

25

KOVARIANZ (E,§) ["?]

20
—= empirisch

15 P —= Reilly

Tscherning-Rapp
10

(km]

-10

Abb. 26.a
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KOVARIANZ (q,7) [*?]

25
——= empirisch
20 —
et —- Reilly
— -
15 ~- Tscherning-Rapp
10

-10
Abb. 26.b

KOVARIANZ (Ag,Ag) [mgal®]

800

A _~- Tscherning-Rapp

400
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Abb. 26.c

[km]

35 [km]
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KOVARIANZ (C,0) [m?2]

.20
.15
—~= Reilly
-
10 e ing-R
. > /«-— Tscherning-Rapp

15 20 (kml

Abb. 26.d

In weiterer Folge sollten die nach den Uberlegungen des Abschnitts E.b aus
einem 500m x500m Hoéhenmodell berechneten Terrainkorrekturen Berlicksich-

tigung finden. Man bildet zuerst die reduzierten LA-GroBen £_ , n_ nach

gr- = ggo:—:-n--n B tCE * EL!r( - ET|'“er*|d
(E.B)

M- = Tgem —tcn " Trend

€gem ' Ngem --- MeBgroBen mit (E.4) transformiert

teg.te, ... Terrainkorrektur (FFT,500m x 500m,d=8km)

€Lk . normale Lotkrimmung

Etrend . Trendreduktion wegen Breitenabhéngigkeit
(Alpenanstieg der Niveauflachen in N-S-Richtung)

N1 rend . Trendreduktion = Mittelwertreduktion

Die aus den E_ . n_ nach (B.18) gewonnenen longitudonalen und transversalen

Komponenten l..t. zeigen im Vergleich zu Tab.10 die charakteristischen

GroBen
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Varianz C
Halbwertsbreite C
Nulldurchgang ND

1.8"2
4.0 km
8 km

Tab. 13

1.8"2
7.8 km
20 km

Ein sich dieser empirischen Funktion moglichst gut anschmiegendes Tscher-

ning-Rapp-Modell

n= 1130

A=2418.5

Rg=0.998000

liefert die zu Tab. 12 korrespondierenden Werte.

Distanz
[km]l

0.0
3.0
6.0
8.0
12.0
15.0
210
27.0
33.0
39.0
48.0

Die Parameter des zugehorigen Reilly-Modells

Varianz C = 1.8 und dem Nulldurchgang ND=8.2 km der empirischen

v

cov(E,E)
[“21

1.8
1.4
0.6
=03
1.0
1.2
-0.6
0.3
0.5
0.2
=03

cov(n.n)

[¥=]

1.8
1
1.4
1.0
0.5
0.2
=01
o
0.0
0.0
0.0

Tab. 14

cov(Ag,Ag) cov(T,0)
[mgal?] [m?]
81 0.0017
71 0.0015
44 0.0010
14 0.0004
-9 -0.0001
-21 -0.0004
-16 -0.0005
3 0.0000
1 0.0003
10 0.0002
-6 -0.0002

leiten sich wieder aus der

KF der longitudonalen Lotabweichungen ab. Sie folgen zu

d=8.2 km

c

0

81.4 mgal?
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Distanz cov(E,E) cov(n,7n) cov(Ag,Ag) cov(T.Q)
[km]l [*=] == ] [mgal2] [m2]
0.0 1.8 1.8 81 0.0028
3.0 15 Lk 71 0.0027
6.0 0.6 1.4 45 0.0022
9.0 =02 1.0 18 0.0016
12.0 =gf 0.6 =& 0.0010
15.0 -0.8 Q.3 -10 0.0005
21.0 -0.4 0.1 -4 0.0001
27.0 =01 0.0 =g 0.00C0
33.0 0.0 0.0 0 0.0000
39.0 0.0 0.0 0 0.0000
48.0 0.0 0.0 0 0.0000
Tab. 15
In den unten ersichtlichen Graphiken 27.a - 27.d wurden sowohl die bei-

den besprochenen KF-Modelle, als auch die aus den Messungen empirisch

festgelegten KF der § und n Werte dargestellt.

KOVARIANZ (E,E) ["?]

—~—— empirisch
-
"~ /- Reilly

/

/ ,—— Tscherning-Rapp
/
¢

35 [km]

Abb. 27.a
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KOVARIANZ (q,7) ["Z]

~—=- empirisch
~== Reill
- - elrlly

-- Tscherning-Rapp

35 [km]

Abb. 27.b
KOVARIANZ (Ag,Ag) [mgal®]
100

80 = Reilly

~—- Tscherning-Rapp

40

20

35 (kml

Abb. 27.c
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KOVARIANZ (C,0) [m?2]

~=- Tscherning-Rapp

t
.003 E o Reilly

.001
0. 1420411l NN - - ‘_alﬁx_%
E 5 10 20 5 30 35 [km)
-.001
Abb. 27 .d

Beide Modelle zeigen im relevanten Bereich bis zum ersten Nulldurchgang
erwartungsgemiB gute Ubereinstimmung mit den empirisch gewonnenen KF
fir £ und 7n. Dieses Ergebnis war vorherzusehen, da in beiden Fillen die
Modellparameter der MeBwertfunktion angepaBt wurden. Die Differenz in
den Varianzen zwischen Modell und MeBwertfunktion ist auf die Verwendung
longitudonaler und transversaler Komponenten zuriuckzufiihren und folgt damit

aus der Mittelung der Varianzen der £- und n-Werte (B.21).
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Flir eine unabhangige Kontrolle der soeben gezeigten Modellanpassungen
wurde dankenswerterweise von der Abteilung K2 (Grundlagenmessung) des
Bundesamtes f.Eich-und Vermessungswesen ein Datensatz von 66 gemes-
senen Schwerewerten zur Verfligung gestellt. Die aus den vorerst gebildeten

Freiluftanomalien
AQr =g ~ Yp=p * 0.3086h

bestimmte KF ist natirlich nicht direkt mit den Funktionen der Abbildung
27.c vergleichbar. Vielmehr ist zuerst die Terrainkorrektur an die MeBwer-
te anzubringen und die bekannte Hohenkorrelation der Freiluftanomalien

durch Abspaltung eines Trendterms zu beriicksichtigen.

Ag. =g+ tcg + 0.3086h - ¥,,_5 ~ 97rend VE.T)
tc:g ... Terrainkorrektur (FFT, 500m x 500m, d=8km)
B rrarg=~ = 8+ bh

Siinkel (SUNKEL,1981) weist schon anhand von Untersuchungen in 4 oOsterrei-
chischen Teilgebieten daraufhin, daB in hinreichend kleinen Gebieten bei opti-
maler Erfassung der Gelédndekorrektur die Steigung b der Trendgeraden die

Wirkung der Bouguerplatte reprasentieren muB.

b=2nGp = 0.1119 mgal/m fur p:2.67gcm_3 (E.8)
Der aus dem Datensatz tatsidchlich errechnete Trend

9Treng = ~123.2 + 0.1116h

mit dem Faktor b=0.1116 mgal/m belegt (E.8) eindrucksvoll (siehe Abb. 28 ).
Dieses Ergebnis ist sowohl eine Bestatigung der Giite der FFT-Reduktion und
des in Verwendung stehenden Hohenrasters, als auch eine Plausibilitatsprii-
fung der angenommenen konstanten Dichte p=2.67 g/cm3. Das statistische
Verhalten der in (E.7) gewonnenen Anomalien Ag_= mittelwertreduzierte Bou-
guer—Anomalien unterscheidet sich natlirlich fiur den bearbeiteten Ausschnitt

Nordtirols wesentlich in Varianz und Halbwertsbreite von dem der Freiluft-

anomalien.
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Abb.28: HOhenkorrelation der Freiluftanomalien
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AgF Agr
Varianz C 2449 mgal? 84.3 mgal?
Halbwertsbreite { 2.5 km 9.6 km
Nulldurchgang ND 10.5 km 16.5 km
Tab. 16

i00

KOVARIANZ (Ag,Ag) [mgal®]

a0

60 ~- empirisch

/
// = Reilly
7

40 S

-- Tscherning-Rapp

/7
20 & /

35 [Kml

-20

Abb. 29

Die aus den Bundesamtswerten gebildete KF schmiegt sich in ausgezeich-
neter Weise den bereits in Abbildung 27.c gezeigten Reilly- und Tscherning-
Rapp-Funktionen an. Einer um nur 2km differierenden Halbwertsbreite steht
eine faktisch idente Varianz von Modell und Messung gegentber.Das Reilly-
Modell scheint in diesem Fall den Gesamtverlauf der empirischen Funktion der

Schwereanomalien besser zu beschreiben.

Damit kann die Bestimmung einer realistischen KF fiir Schwereanomalien aus

gemessenen Lotabweichungskomponenten als gelungen angesehen werden.



..91_

AbschlieBend wurden aus den nach (E.6) reduzierten MeBdaten §_,n_ relati-
ve Cogeoidhdhenunterschiede zum Zentralpunkt Reutte in einem 0.05°x 0.05°
Raster pradiziert (Abb.30; inclusive Trend ). Als Grundlage zur Bildung der
bendtigten Auto- und Kreuzkovarianzen diente die in Tabelle 15 skizzierte
Reilly-Funktion (Abb.27 ). Zur Geoid- bzw. Quasigeoiddarstellung miufBte in
einem zusatzlichen "Restore”-ProzeB der abgespaltene TerraineinfluB wie-
der Beriicksichtigung finden. Die dabei zu erwartende maximale Differenz

von Hohenanomalie und Geoidundulation liegt nach (E.9) bei ca. 30cm.
C- N Mm% -AQgouguer(gall " hkm] (€.9)

Ag & -120 mgal; h_ _ ~2500m

COGEOID

47.55 1

47.50 A

|

47.45

,/B

47.40

LU S A O S |

/

47.35 1

i} |

47.30

{

47.25 1

|

5

47.20

1']&

47.15 4 A

10.4 10.45 10.5 10.55 10.6 10.85 10.7 10.75 10.8 10.85

Abb. 30: Darstellung Cogeoid (relativ;Reutte =0.00m);
Schichtabstand 20cm; Referenzsystem GRS 80



COGEOID

Abb.31: zum Schichtenplan korrespondierende 3D-Darstellung
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f) Statistische Betrachtungen des &sterreichischen LA-Feldes

In einem zusitzlichen Schritt sollte der Versuch unternommen werden, eine
fir das gesamte Bundesgebiet passende KF festzulegen, wie dies von Sin-
kel (RINNER et al.,1987) bereits gezeigt wurde. Im Gegensatz zu der ange-
sprochenen Arbeit wurde die mittels Prismenintegration bestimmte topogra-
phisch isostatische Korrektur durch eine einfache Terrainkorrektur (FFT)
ersetzt. Die Datenbasis stellten 681 gut verteilte und in das geozentrische
System transformierte Lotabweichungen ( E,7n),sowie ein 1.5 x 2.5" Hohen-
raster dar. Statistische Untersuchungen des Gesamtmaterials (§,7n), der to-

pographisch reduzierten Werte (g, _ ) und der zuséatzlich um den EinfluB

v Nye
des Erdmodells GEM10C korrigierten GréBen (&, cem: e cenm) Sind in un-

tenstehender Tabelle zusammengestellt.

min max Mittel Varianz

") ] "] ["2)
£ -14 .1 24 .8 3.9 39.9
F,tc -6.1 16.0 2:5 Q.7
Etc_GEM -5.6 16.3 2.7 9.7
b| -14 .4 19.8 4.7 33.2
N -=6.0 13.4 3.5 13.4
Nic.GEM -5.5 12.2 2.1 6.5

Tab.17

Uber den bereits bekannten Weg der longitudonalen und transversalen LA-
Komponenten wurde ein Tscherning -Rapp - Modell mit den Parametern
(n=200,A=251.8) hergeleitet und die resultierenden Autokovarianzfunktionen
fir £ ,n., Ag .C in den Graphiken Abb.32.a- Abb.32.c dargestellt.

Der Vergleich mit den von Siinkel publizierten Werten zeigt etwas hohere
Varianzen im eben skizzierten Weg, jedoch vollig idente Korrelationslangen.
So differieren z.B. im Fall der Hohenanomalien die Varianzen um 0.03m?
(0.067m?2 Siinkel; 0.097 m? vorliegende Arbeit) wihrend die Halbwertsbreiten
(33km Siinkel;31km v.A.) fast ibereinstimmen. Die angesprochenen hoheren

Co-Werte folgen natiirlich aus der vereinfachten Reduktionsmethode (keine
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Bericksichtigung eines l|sostasie-Modells), dem weitmaschigeren Hohenmodell
und aus der Verwendung der Dichtekonstanten p= 2.67 g/cm?3 an Stelle eines
detaillierten Dichtemodells des Bundesgebietes. Aus diesen Griinden kodnnen die

gewonnenen Resultate als hochst zufriedenstellend angesehen werden.

KOVARIANZ LA [ “2]

10

_cov (q.1)
~

fOV(E-E)

so [kml

-2

Abb. 32.a

= KOVARIANZ (Ag,Aq) [mgal®]
400
300

200

100

[km]l

Abb. 32.b
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F. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit skizziert die Vor- und Nachteile des FFT-Algorithmus
als Ersatz der herkommlichen Prismenintegration und beschaftigt sich spe-
ziell mit dem EinfluB der sichtbaren MassenunregelméaBigkeiten auf Lotab-
weichungsmessungen. Der h&ufig publizierten Meinung, daB die FFT fir die
horizontalen Ableitungen des Storpotentials auf Grund der geringen MeB-
punktdichte und des erweiterten Reduktionsterms unwirtschaftlich sei, muB
widersprochen werden. Die Approximation 3.0rdnung benotigt gegenuber
dem Kondensationsmodell nur 10% zusatzliche CPU-Zeit und zeigt vor allem
im Hochgebirge bei geringen Maschenweiten des Hohenmodells sehr gute Er-
gebnisse (s~ *0.5"). Eine beliebige Verdichtung des Hohenrasters hat sich

jedoch nicht in jedem Fall (g-Werte) als sinnvoll erwiesen.

Die anschlieBende lokale Studie Tirol zeigt die Mdglichkeit auf, realistische
Aussagen Uber das statistische Verhalten aller StorfeldgroBen aus reinen
Lotabweichungsmessungen abzuleiten. An den aus gelandekorrigierten Wer-
ten gewonnenen ruhigeren Verlauf der empirischen KF wurden zwei bekann-
te KF-Modelle fur lokale (Reilly) und regionale (Tscherning-Rapp) Untersu-
chungen angepaBt. Die Berechnungen zum "gesamtdsterreichischen Geoid"
(RINNER et al.,1987), dessen Verlauf ohne Einbeziehung von Schwerewerten
festgelegt wurde, stlutzten sich einzig auf die ausgezeichnete Flachendek-
kung des Osterreichischen Lotabweichungsnetzes. Diese Vorgangsweise
scheint unter Einbeziehung der erlangten Erfahrungen dieser Arbeit und un-
ter Bericksichtigung der eher linienformigen Verteilung, sowie der schlechten

Verfligbarkeit der g-Werte in unserem Bundesgebiet, vdllig gerechtfertigt.

Kurzfristiges Ziel zuklinftiger Entwicklungen kann nur sein, den potentiellen
Interessenten ein engmaschiges Netz von FeldgroBen anzubieten, in welchem
unter Wahrung der Genauigkeitsvorgaben linear interpoliert werden kann.
Mittelfristig ist es jedoch keineswegs als ausreichend anzusehen, dem Kreis der
Ingenieurkonsulenten eine Serie von Lotabweichungen lUber dem Raster der Be-
zugsellipsoidkoordinaten zu ubergeben. Vielmehr sind dem heutigen Standard
sehr leistungsfdhiger Personal-Computer und anwenderfreundlicher Software
entsprechend Programmpakete mit Datenbankzugriffsmoglichkeiten anzubie-
ten, die den Verschnitt heterogenen Datenmaterials (Situation, Gelandemo-
dell, Lotabweichungen, Undulationen iber dem Refererenzellipsoid) erlauben.

Zusatzlich sind die Transformationen zwischen den in Gebrauch stehenden
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Koordinatensystemen (und Bezugsellipsoiden) sowie Interpolationsalgorithmen
zur Neubestimmung von Stationswerten bei Anderung des Grunddatenmate-

rials und geeignete graphische Ausgaberoutinen zur Verfiigung zu stellen.

Fur im Forschungsbereich tétige Interessenten der Geowissenschaften sind
die Storfelddaten im Verschnitt mit dem Geldande- und Dichtemodell des
Staatsgebietes in einer Datenbank zusammenzufassen (mdglichst im Gitter
kartesischer Koordinaten), wobei allerdings Standards, die eine spatere

Einbindung in ein umfassendes Geoinformationssystem erlauben, schon jetzt

Zu beachten wéaren.
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Anhang A

Kreuzkovarianzen (Reilly-Modell)

Funktionen der Geoidundulation N

1

CIN.N) = —— R(1,0)
T2
C(N,Ag) = ~:{—— (R(2,0) - (2/r) R(1,0))
CINE) = == [R(Z.A) sine)
72
C(N,n) S e (R(2,1) cosa)
Y2
CIN,T,,) = - -—-1-_ R(3,0)

Funktionen der Schwereanomalie Ag

C(Ag,Ag) = R(3,0) - 2(2/r)R(2,0) + (2/r)2 R(1,0)

C(Ag,E) = —%— (R(3,1) sinat - (2/r) R(2,1) sina)

C(Ag,n) = e (R(3,1) cosa- (2/r) R(2,1)cos a)
Y

C(Ag,T,,)= -R(4,0) + (2/r) R(3,0)

Funktionen der Lotabweichungskomponente &

N 3 | 1
CLE.E) = 2 (2 R(3,0}+2R(3.2)cos2a)
1 1 .
C(E,n) ——~Y—2—-(—§ R(3,2) sin2a)
C(g.T,,) = R(4,1) sina
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Funktionen der Lotabweichungskomponente 7

R N 1
C(n,m) = o (EF\’(3,O) 2R(3,2)c032a)

I

C(n,T,;) = R(4,1) cosa

Funktion des Gradienten T,,

C(T,,.T,,)= R(5,0)
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Anhang B
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcCcCcececee
C s
o. EDGE C
c c
c Subroutine edge surrounds the height grid with c
c a vector dimensioned by ‘'drand’'. 6]
e inn,ine remain unchanged el
c ic=1 ... vector=const C
C ic=2 ... vector=smoothed values c
C c
slo]udalalofodolodelol st sl ol ey nd oo ol o] st ol ol el ol aledaiof oinfolelalstalcl ol 6l el s eled el aduf el ef of ol ah ailod o ol oo v

subroutine edge(inn,ine,dfi,dla,iha,ihadim,drand, ic)
dimension iha(ihadim)

n=inn*ine

inna=int(drand/dfi+0.001)
inea=int(drand/d1a+0.001)

if (ic.eq.2) goto 2
o Raenderung h=const.=1000

1 k=1
do 10 i=inna,inn—-inna-1
do 10 j=1,ine-2*inea
iv=i*ine+inea+j
do 9 m=k,iv-1
iha(m)=1000

9 continue
k=iv+1

10 continue
do 11 m=k,n
iha(m)=1000

11 continue

return

2 ih=inn
jh=ine
lrun=1
61 do 70 i=1,inn
do 70 j=1,ine
if (i.le.inna) iha((i-1)*ine+j)=iha(inna*ine+j)
if (i.gt.(inn-inna)) iha((i-1)*ine+j)=iha((inn—-inna-1)*ine+j)
if (j.le.inea) iha((i-1)*ine+j)=iha((i-1)*ine+inea+l)
if (j.gt.(ine—-inea)) iha((i-1)*inet+j)=iha((i-1)*ine+ine-inea)
70 continue
if (lrun.gt.1) goto 80
jh=inea
lrun=lrun+1
goto 61

80 return
end
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