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KURZFASSUNG 

Das vorrangige Ziel dieser Arbeit lag in der Erstellung einer möglichst de­
taillierten Störfeldstudie im Raume Nordtirols. Die im Zuge dieser Aufgaben­
stellung auftretenden Problembereiche wie die präzise Erfassung der Ter­
rainkorrektur im Hochgebirge und das stochastische Verhalten des Schwe­
refeldes bei Vorgabe eines einzigen Typs von Funktionalen desselben wurden 
zu zentralen Themen der vor liegenden Untersuchung. 

Es werden vorerst die in den letzten Jahren stark favorisierten spektra len 
Methoden (FFT) zur raschen Ermittlung des Geländeeinflusse s auf gemesse­
ne Restfeldgrößen diskutiert. Umfassende Te strechnungen in topographisch 
stark bewegten Regionen mit engmaschigen Höhenmodellen (25m bis 1km) 
ze igen die Gleichwertigkeit der Ergebnisse mit jenen der herkömmlichen 
Prismenintegration bei extremer Rechenzeiteinsparung . Als Basis einer wirt­
schaftliehen Berechnung der Terrainkorrekturgrößen für Ingenieurprojekte 
(Tunnelnetze. Überwachungsnetze. etc; mit e5 Richtung < 1") sollte im gebirg i­
gen Gelände ein Höhenraster mit einer Maschenweite von 250m bis 500 m 
dienen. Die Berücksichtigung der erweiterten Kondensationslösung (Approxi­
mation 3.0rdnung) wird bei geforderten Genauigkeiten von besser als 0.5" 
(ohne detaillierte s Dichtemodel I) für Lotabweichungskomponenten empfohlen. 

Ein weiterer Schwerpunkt liegt in der näheren Behandlung zweier wohlbe­
kannter Kovarianzmodelle (Reilly, Tscherning-Rapp) als stochastische Grund­
lage der häufig in Verwendung stehenden Interpolationstech niken wie Prä­
diktion und Kollokation. Die Anpassung dieser Modelle zur Beschreibung des 
terrainkorrigierten Störfeldes gelingt sowohl im lokalen Bereich eines 
4500 km 2 großen Gebiets der Tiroler Alpen. wie auch regional für das ge ­
samte Bundesgebiet. Abschließend wird ausgehend von den einzig auf Lotab­
weichungsdaten basierenden obengenannten lokalen Kovarianzfunktionen (KF) 
jene der Schwereanomalien hergeleitet und mit der empirischen Funktion ei­
ner g- Meßwertreihe verglichen . Die praktisch identen Ergebnisse bestätigen 
diesen schon bei der Berechnung des Österreichischen Geoids eingeschlage­
nen Lösungsweg und ermutigen zum Einsatz in kleinräumigen Projekten bei 
Vorlage des weitgehend· flächendeckenden Österreichischen Lotabweichungs­
netzes . 

Abstract: 

The main object of the present investigation was to study the local gravity 

field in the northern part of Tyrol . The occurring major problems like a 
precise computation of the terrain correction in extremly rugged topo­
graphy and the stochastic behaviour of functionals of the disturbing poten ­
tial were discussed in detail . 



Two chapters deal with the weil known spectral methods (FFT) ,as outlined by 
R.Forsberg et al . , to ca lcu late the terrain effects on measured deflection s 
of the vertical and on gravity values . Various test computations in mountainous 
regions using dense height grids (25m to 1km spacing) show the identity of 
the results obtained either from the very time consuming conventiona l prism 
integration or from FFT . An economic calculation of the correction terms 
used in contro l networks e.g. deformation ana lysis ( adir < ± 1") should be based 
on digital height models with a grid width from 250m to 500 m . ln order 
to obtain an accuracy higher than 0.5" for deflection components in hilly 
areas (without deta il ed density information) the use of the extended con­
densation solution (third order approximat ion) is recommended. 

Further, a c loser view is taken on two covariance functions (Reilly, Tscher­
n ing-Rapp) to descr ibe the stochastic behaviour of the disturbing poten­
tia l in the prediction or collocat ion model . The parameters of these two 
covariance models ,mentioned above, are selected by means of an i teration 
process to fit the empir ical ly determined functions. The covariance function 
for ßg-values in the northern part of Tyrol was derived sole ly based on ver­
tical def lect ions and compared with an empirical mode l of gravimetric measure­
ments. The good agreement of the results show that on basis of the wei l 
distributed Austr ian vertica l deflection net this way of covariance determ i­
nation is wei l su ited both for fixing the whole Austrian geoid and for descri ­
bing the local behaviour of the gravity field . 
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A. Grundlagen 

a ) Oberblick 

Die Bestimmung der Figur, sowie des Schwerefeldes der Erde s ind die zen­

tralen Anliegen im weiten Spektrum geodätis cher Fragestellungen . Dabei be­

wegen sich die auf rein geometrischen Wege lö s baren Vermessungsau f gaben 

entweder in zwar hochpräzisen aber sehr kl e inräumigen Net zen od e r benöti ­

gen auf Grund geringer Genauigkeitsanforderungen keine zusätzlichen phy­

sikalischen Parameter ihres Bezugssystems. Die überwiegende Z ahl geodä ­

tischer Beobachtungen ist jedoch untrennbar an das Schwerefeld gebunden. 

Somit ist die Kenntnis desselben nicht rein von wissenschaftlichen Interesse , 

sondern eine unabdingbare Notwendigkeit zur Abbildung von Meßgröße n (Ho­

ri zontalrichtungen, Zenitdistanzen , orthometrische Korrektur des Nivelle ­

ments etc.) in analytisch einfach handhabbare Systeme. Die zusätz lich in imme r 

stärkerem Maße Eingang findenden Satellitenverfahren ( GPS) wären groß ­

räumig ohne Modell des Schwerefeldes und der damit v erbunde n e n M ög lich ­

keit Satellitenbahnen mit geeigneter Präzision festzulegen von geringerer 

Bedeutung . Desweiteren sind Transformationen zwischen den unterschiedlichen 

Bezugssystemen geodätischer Messungen ohne Kenntnis bestimmender Größen 

des Erdschwerefeldes größtenteils undenkbar . Es sei hier als Beispiel nur an 

die Umwandlung der direkt aus Satellitenbeobachtungen gewonnenen ellipsoi ­

dischen Höhen in orthometrische Höhen bzw . in Normalhöhen gedacht. La s t not 

least wäre noch der Aspekt des Schwerefeldes als Teil de-r Schnittste lle z u 

anderen Geowissenschaften (Geophysik. Geologie, . . ) und der damit verbundene 

permanente Informationsaustausch z u erwähnen. der für alle beteiligten For ­

schungszweige nur von Vorteil sein kann. 

b ) Geoid oder T elluroid 

Die Festlegung des Geoidverlaufs. also nach Gauß jener Potentialfläche des 

Erd körpers, welche der mittleren Meeresoberfläche entspricht, verhilft un s lei ­

der weder zu einer analytisch darstellbaren Referenzfigur noch ist s ie im 

Erdinneren voraussetzungsfrei möglich . Somit läßt sich da s innere Schwe ­

refeld nur indirekt durch Reduktion der Schwere bei Kenni.nis de s Ge s tein s­

dichtemodells ableiten . Daß trotzdem in letz ter Zeit wieder vermehrt An ­

strengungen unternommen werden , diese spe z ielle Potentialfl äche lok a l auf 
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(~ 10- 6 ; cm/10km) und regional auf (~5·10- 7 : 5cm/100km) festzulegen liegt 

z .B im Zusammenhang zwischen den durch trigonometrisches Nivellement ge ­

wonnenen Höhendifferenzen und den geometrischen Höhenunterschieden ,we l ­

che durch Undu Ia tionsdifferenzen miteinander verknüpft sind. Ebenso dienen 

die Geoidhöhen über dem Bezugsellipsoid zur exakten Reduktion von Meßgrö­

ßen auf das Ellipsoid oder sind zur Beschreibung geodynamischer Vorgänge 

von Interesse . 

Molodensky versuchte die Schwierigkeiten bei der Annahme eines Dichte­

gesetzes im Erdinneren entlang der Lotlinie zu umgehen und definierte das 

Quasigeoid a ls Bezugsfläche seiner Normalhöhen bzw. das Telluroid, dessen 

Abstand vom Oberflächenpunkt als Höhenanomalie bezeichnet wird (Abb. 1). 

Im Gegensatz zum Geoid sind das Quasigeoid, welches durch Auftragen der 

Höhenanomalie über dem Ellipsoid gewonnen wird, und das Tellureid natür­

li ch keine Niveauflächen und haben auch sonst keine physikalische Bedeutung . 

Heute ergänzen sich die Theorien von Gauß. Helmert, Bruns oder Molodens­

ky und sind aus augenb li ck li cher Sicht gleich aktuell. (Abb.1l 

Die Beschreibung des Schwerefeldes in nur wenigen km 2 großen Gebieten 
' bis hin zu Bereichen von maximaler Ausdehnung in der Größenordnung des 

Österreichischen Staatsgebiets zählt zu den zentralen Anliegen dieser Ar ­

beit . Dabei werden wir uns im wesentlichen mit einem Restfeld des Gravita­

tionspotentials , dem Störpotential T und seinen ersten Ableitungen im Auf­

punkt P sowie den Abständen der Höhenreferenzflächen vom Bezugsellipsoid 

( N .. . Geoidundulation, C .. . Höhenanomalie ) beschäftigen . 

ln der klassischen Bestimmung wird das Geoid (Niveaufläche W = W0 ) durch 

seine Abweichung zum Bezugsellipsoid (Niveaufläche U = U0 ) festgelegt, die 

wir mit N bezeichnen . Setzt man , wie üblich, W 0 und U0 ident, so entspricht 

nach Bruns 

( A . 1) 

wobei y die .ellipsoidische Normalschwere und 

T = W - U ( A.2) 

das Störpotentia l be ze ichnen. 
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Erdoberfläche 

Tellureid 

W = Wp 

wahre Niveaufläche 

U = Wp 

Niveaufläche des 

Normalfeldes 

LotlinieEllipsoidnormale 

p , W=WPo 0 

Geoid 

Eo 

0 

U=W0 

EllipsoidQo 

Abb. 1 

Als Schwereanomalie im klassischen Sinn ist Llg im Meeresniveau durch 
0 

(A .3) 

definiert , wobei natürlich das Problem auftritt, den Oberflächenschwerewert 

rechnerisch mittels Massenverlagerungen in die Höhe Null zu reduzieren. Bil­

den wir den Winkel zwischen der Ellipsoidnormalen und der natürlicher~ Lot ­

linie im Oberflächenpunkt, so folgen aus (A.4) die Oberflächenlotabweicnung s­

komponenten . 

~=tp-8 ~ = ( A - L) cos 8 (A.4) 

B,L ellipsoidische Koordinaten von P 

tp,A . . . astronomische Koordinaten von P 
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Analog gilt für die Werte am Geoid (Index 0 ) 

~o = <ro - B ~o = ( A0 - L) cos B (A.5) 

wobei über die wahre Lotkrümmung d<p, dA als Differenz 

d<p = <ro - <p (A.6) 

auf Grund von Massenunregelmäßigkeiten ohne umfassende D ichteinforma­

tion keine e x akte Aussage getroffen werden kann. Sei E0 die Lotabweichung 

im Azimut cc: 

E0 = ~ 0 cos cc: + ~ 0 sin cc: (A .7) 

so liefert die bekannte Beziehung 

dN = - E0 ds (A.8) 

Undulationdifferenzen. Arbeiten wir mit den Oberflächenwerten E, 

dN = -E ds - OK (A.9) 

so ist die orthometrische Korrektur OK entlang des betrachteten Profils zu 

berücksichtigen. Die differentie ll e Beziehung für OK ausführlich angeschrie­

ben und in (A .9) eingesetzt ergibt 

H .9__=-_.9__ d H d N = -E d s + -=- clg (A.10) 
g g 

Hier li egt einer der Ansatzpunkte für die Arbeiten Molodenskys. Die Größe 

g entspricht dem integralen Mittelwert der Schwere in der Lotlinie und ist 

demnach nicht hypothesenfrei zu bestimmen . Molodensky führt die Höhen­

anomalie C als Abstand des Oberflächenpunktes zum Telluroid ein . 

(A .11l 

Die Analogie zur Geoidundu lati on zeigt sich jedoch noch stärker, wenn w ir 

C vom Ellipsoid aus auftragen und die neu gewonnene Fläche als Quas ig eoid 

bezeichnen . Das Gegenstück zur orthometrischen Höhe H bei Helmert lie­

fert nun die Normalhöhe NH und es gilt für die ellipsoidische Höhe h des Ober­
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flächenpunkts P 

h = N + H = C + NH (A.12) 

Die Schwereanomalie ßg bildet Molodensky nach 

ßg = 9 ( p) - y ( Q ) (A .13) 

wobei y vorerst vom Ellipsoid in die Höhe des Punktes Q zu transferieren 

ist . Desweiteren führen wir analog zu (A.6) anstelle der wahren Lotkrum­

mung die normale Lotkrümmung d cp dA. ein . 

dcp = B - cp dA. = L - A. (A.14) 

Die normale Lotlinie ist eine regelmäßig gekrümmte Kurve, die in jedem 

ihrer Punkte den normalen Schwerevektor y als Tangente besitzt. Som it 

sind dcp, dA. problemlos aus der analytischen Fortsetzung der Schwerefor ­

mel des Bezugsellipsoids für die Höhe h zu errechnen 

dcp = 0.17 hkrn sin 2cp (A .15) 

und wegen der Rotationssymmetrie des Ellipsoids gilt dA.= 0 . Mit (A.4) und 

(A.14) läßt sich der Zusammenhang zwischen den dynamischen ~ , 7] und 

den geometrischen Lotabweichungskomponenten ~, 71 herstellen (MORI TZ ,1983). 

~ = cp - cp = ~ + dcp 

(A.16) 

71 = ( A. - A.) cos cp = ( A.- U cos cp = 71 

und 

E = ~ cos o: + 71 s in o: 

Eine der Beziehung (A .9) entsprechende Gleichung für die Höhenanomalie 

gewinnt man aus (Abb. 2) 

dC dCdC = ---- ds + ---- dh (A .17) 
ds dh 

mit 
dC---- = -E und -~~- = (A.18)
ds dh 



ds 

Oberfläche 

W=Wp 

u = w 
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p 

Abb.2 

Som it wird (A .17) zu 

s.-rd ( = - E d S - - --- d h (A.19) 
'Y 

und wir haben eine zu Gleichung (A.10) korrespondierende Beziehung gefun­

den,die nur gemessene bzw. voraussetzungsfrei berechenbare Größen ent­

hält . 

c) Parameter des Störfeldes 

Die Möglichkeiten der Beschreibung loka ler bzw. regionaler Gegebenhe i ten 

des Schwerefe ld es sind weit gestreut und damit unter Abschätzung des 

Aufwandes der jeweiligen Problemste llung anzupassen. ln der überwiegen­

den Anzah l von Fällen wird wohl versucht ein dichtes Netz von Funktionalen 

des Störpotentials anzulegen und darin bei Bedarf zu interpolieren . Als Pa­

rameter kommen daher in Frage : 

- W, T das Potential bzw . Störpotentia l 

Geopotentie ll e Koten sind bislang in Österreich nur für Punkte 

der Hauptnivellementstrecken erhält li ch. Mit dem Ubergang 

auf das System orthometrischer Höhen wird sich dieser Zu­

stand verbessern, wenngleich eine befriedigende Flächendek­

kung dieser Kombination aus Nivellement und Messung der 

Schwerebesch leunigung kurzfristig nicht zu erwarten ist. 
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- ll. g .. . die Freiluftanomalie 

Durch sphärische Näherung der Differentialgleichung der physi­

kalischen Geodäsie (HEISKANEN,MORITZ;1967) 

dT dy
ß g = + --- --- T (A.20)

dn y dn 

(Fehler in der Größenordnung der Abplattung ~ 1/ 300) erhalten 

wir 

dT 2 
ßg = - --- T (A .2 1)

dr R 

Zwischen den Freiluftanomalien und der zugehörigen Punkthöhe be­

steht ein ausgeprägter linearer Zusammenhang, dessen Ursache 

vor allem in der Nichtberücksichtigung topographischer Verhältnis­

se liegt . Auch bei diesen Schwereanomalien kann im Österreichi­

schen Bundesgebiet keineswegs von einer flächenhaften Verteilung 

gesprochen werden. Somit kommt eine einfache lineare Interpolation 

im Feld der vorhandenen Werte gerade bei den extremen topogra­

phischen Verhältnissen unseres Landes nicht in Betracht . 

- N,r;: ... Geoidundulation , Höhenanomalie 

Das Netz oder ein Schichtenplan der Geoidundulationen bzw. der 

Höhenanomalien des Arbeitsgebietes stellt normalerweise e in End ­

produkt in der Schwerefeldbestimmung dar. Sie legen sowohl die 

Höhenreferenzfläche als auch den Betrag des Störpotentials für 

jeden Oberflächenpunkt fest. Das Theorem von Bruns 

N = (A .22 ) 

liefert Geoidhöhen im Meeresniveau (ohne Berücksichtigung des 

indirekten Effekts Kogeeidhöhen -> siehe Topographie) bzw. Hö­

henanomalien an der Erdoberfläche . C errechnet sich aus der Reihe 

Tpc = mit T p = T Po + T 1 + . .. (A.23) 

Es stehen mehrere Möglichkeiten zur Beschaffung der N, C- Werte 

offen . Einerseits das astrogeodätische Nivellement. wobei für N 
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über die Lotabweichungen in Meereshöhe zu integrieren ist (A.?l 

und man C aus dem Integral der Oberflächenlotabweichung (A.19) 

erhält . Die Werte sind Relativhöhen,da Lotabweichungen blind in 

Bezug auf eine additive Konstante sind. Eine Berechnung mittel s 

Kollokation liefert abhängig von den Eingabedaten entweder Rela­

tivwerte oder unter Berücksichtigung von a priori Höheninformation 

bezogen auf ein mittleres Erdellipsoid auch Absolutwerte für N und 

C . Der im Modell geforderte funktionale Z u sammenhang zum Stör­

potential ist durch das Brun 'sehe Theorem (A .22 ) gegeben. 

Absolute Geoidundulationen, bezogen auf ein mittleres Erdellipsoid 

gewinnt man aus dem Stake' sehen Integral, 

N = --~-- I I ilg S (ljJ) dljJ da (A.24 ) 
4rry al)J 

mit der Stake' sehen Funktion S( ljJ) 

S(ljJ) = ------ - 6 sin (ljJ/2) + 1 - 5 cos ljJ ­
sin( l)J/2) 

(A .25) 

- 3 cos ljJ ln ( sin (ljJ /2 ) + sin 2 ( l)J/2)) 

Es sind allerdings eine Reihe von einschränkenden Annahmen zu 

treffen . 

1) Als Grenzfläche für das Geoid dient eine Kugel (geometrisch). 

2) Zur Bestimmung einer einzigen Undulation sind über die gesam ­

te Erdoberfläche vertei lte Schwereanomalien (reduziert auf die 

Kugel) notwendig . Ihr Einfluß sinkt jedoch mit steigender Entfer­

nung zum Aufpunkt . 

3) Massen über dem Geoid müssen vorab durch Reduktion entfernt 

werden . 

4) Das Potential des Referenzellipsoids U
0 

entspricht dem 

Potential des Geoids W 0 

5) Die Masse des Referenzellipsoids = Erdmasse 

6) Das Zentrum des Referenzellipsoids = Erdgravitationszentrum 
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Obwohl Formel (A.24) eine sphärische Näherung darstellt, ist bei 

der Berechnung der Schwereanomalie die theoretische Schwere in 

al~er Strenge für das Referenzellipsoid zu bilden. 

Es existieren eine Reihe von Arbeiten, deren Ziel es ist durch Ver­

änderung der Stake" sehen Funktion einerseits die Unstetigkeitsstel ­

le bei 4J =O zu unterdrücken und andererseits den bestimmenden 

Einflußbereich der .::lg- Werte (Kugelkappe um den Aufpunkt P; Ra­

dius 4J ) möglichst klein zu halten. Hier sei unter anderem auf die0 

Methoden von Meissl (MEISSL,1971) und Sjöberg (SJÖBERG,1986) 

verwiesen. 

Folgen wir den Überlegungen Molodenskys, können die Stokes- Un­

dulationen als eine 1.Approximation (C 0 ) der Höhenanomalie ver­

standen werden, wobei die .::lg allerdings für den Oberflächenpunkt 

gelten und hypothesenfrei zu bilden sind. 

c = Co + C1 + ....... = 

R 
= ff .::lg S(tJ!) dtJ! dcx + (A.26) 

4rry 
cxtJ! 

S(tJ!) dtJ! dcx + 
R ff G 14rry 

cxtJ! 

ist hierin eine Funktion der Geländeneigung (h - hp)/1 = tan cxG 1 

der folgenden Gestalt 

(.::lg + -~r_ C
0 

) dtJ! dcx (A.27) 
2rr ff 2R

cxtJ! 

G li eder höherer Ordnung können im a ll gemeinen unberücksichtigt 

bleiben. 

Seit 1987 besitzt Österreich eine das gesamte Bundesgebiet abdek­

kende Geoidkarte (RINNER;1987). Die angebotene Lösung besitzt 

~ Dezimetergenauigkeit und stützt sich im wesentlichen auf e inen 

Satz von über 700 Lotabweichungsmessungen . Da einzelne Projekte 

( z .B unter Einbeziehung von GPS- Messungen) höhere Anforderun­

gen an die Relativgenaugkeit ( ± 1 cm) von Geoidhöhen stellen, sind 
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weiterhin Bestrebungen im Gange durch Einbeziehung zusätzlichen 

Datenmaterials (Schwereanomalien) und eines hochauflösend en 

Geländemodells der geforderten Präzision nahe zukommen . 

- ~ ,lJ ••• die Lotabweichungskomponenten 

Sie charakterisieren als erste Ableitungen des Störpotentials 

dT dT 
(A.28)~ = lJ = yR d<p yR cos <p dA. 

die Neigung der Niveauflächen gegen das Referenzellipsoid . gehen 

unmittelbar in die Reduktion von Meßgrößen ein und sind zudem viel ­

fä ltig bestimmbar.Besonderes Augenmerk ist jedoch der jeweils ver­

wendeten Bezugsf läche zu schenken. 

1) Gravimetrische Lotabweichungen gewinnt man durch Differentiation 

der Stake· sehen Funktion (A.25) nach 4J. 

-~~- = - ~~ltt/_2_l_ + 8 sin 4J - 6 cos (tlJ/2) ­
dtlJ 2 sin 2 (tlJ/2) 

(A.29) 

- 3 ..!_-s in (~{~L._ + 3 sin 4J in [sin (tlJ/2) + sin 2 ( tll/2)] 
sin 4J 

(A .29) eingesetzt in ( A .24) liefert die Funktion von Veining­

Meinesz 

{~9} = __2.___ 
2Sf tlg (tlJ,cx) {~~: :} -~~-sintlJdtlJdcx (A.30) 

llg 4rry cx=O c.j.o=O dtlJ 

Für Cll gelten ebenfalls die im vorigen Abschnitt gemachten Ein­

schränkungen 1)-6) . (A.30) stellt trotz der zu Beginn stehenden 

sphärischen Näherung die absolute Lotabweichung gegen ein mit 

der Erde massengleiches Referenzellipsoid dar .Geometrisch setzt 

(A .30) eine kugelförmige Erde ohne Topographie vorau s . 

2) Nach Molodensky sind die ~.lJ an der Erdoberfläche unter Berück­

sichtigung der Topographie in Anlehnung an (A .2 6) durch folgende 

Reihe zu bilden. 

CO 

~p = ~0 + ~1 + .... · = L ~n 
n = O 
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<X> 

= L 7Jn 
n=O 

~o ,7] erhält man aus (A.30) und ~ • nach1 7] 10 

{ 
~ 1 } = - __.!___ I I _d~_g_ (h-h ) -~~- { C?S ~ } dtJ.l dcx (A.31) 

p dtJ.l Sln ......7J 1 4rry oc 4J dr 

wobei für -~in 1.Näherung gi lt: 
dr 

_d~_g_ = - b.g (Ql__:_~g_~---- dtJ.l dcx (A .32 )
dr 2rr - Q j3II I Poclj.l 

3) Arbeitet man im Gegensatz dazu mit as trogeodät i sehen Lotabwei­

chungen . beziehen sich diese meist auf ein willkürlich gewähltes 

Referenzellipsoid, das der jewei l igen Landesvermessung zu Grunde 

liegt, in Österreich a lso auf das Besse lellipsoid. Ist die Lage die­

ses Bezugskörpers relativ zum Massenzentrum der Erde bekannt, 

können die relativen in absolute Lotabweichungen transformiert wer­

den, deren Referenzkörper nun das mitt lere Erdellipsoid ist . Ihr 

Verg leich mit den gravimetrischen Lotabweichungen läßt interessan­

te Schlüsse über die Lagerung des Erdellipsoids zu und deckt sys­

tematische Fehler auf. Das Österreich ische Bundesgebiet wurde in 

den vergangenen Jahren mit einem oben angesprochenen Netz von 

etwa 700 Lotabweichungen mit einem mittleren Punktabstand von ca . 

15km überzogen (R INNER ,1987) . 1n naher Zukunft ist gep lant ein noch 

wesentlich engmaschigeres Netz auf der Grund lage eines hochauf ­

lösenden Höhenmodells zu erstellen, in dem einfach für jeden Punkt 

des Staatsgebietes interpo liert werden kann. Die folgenden Kapitel 

so ll en zeigen, wie schon heute mit möglichst sparsamen Aufwand 

an Rechner leistung und Eingangsdatenmaterial Lotabweichungskom ­

ponenten flächendeckend mit einer Genauigkeit von O.s·· erm ittelt 

werden können . 

- T cpA.h . . . Tensor der 2.Ab leitungen der Kräftefunktion (Schweregradienten) 

Die sechs unabhängigen Komponenten des Gradiententensors (Ma ­

russi- Tensor, Eötvös-Tensor) sind bis lang nur terrestrisch durc h 

aufwendige Drehwaagenmessungen zu bestimmen (HE IN , 19 8 1) . 
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Versuche. die Gradienten aus gemessenen Schweredifferenzenquo ­

tienten zu approximieren. führen wiederum nur zu relativen Genau­

igkeiten von einigen Eötvös ( 1E = 10-9 s - 2 ). Ein nach Grafarend 

(GRAFAREND; 1973) für differentialgeometrische Anwendungen, 

für die er eine Präzision von 10-2 E fordert. unbefriedigendes 

Ergebnis. 

in den letzten Jahren wird verstärkt an der Entwicklung dynami­

scher Gradiometer gearbeitet, die in Satelliten wie in erdgebunde­

nen Fahrzeugen Verwendung finden sollen. Alle Systeme beruhen 

auf der Besch leunigungsmessung von Prüfmassen, deren Anordnung 

a ll erdings von Gerät zu Gerät verschieden ist.Bislang konnte je­

doch das Problem der Trennung von Eigenbeschleunigung des Fahr­

zeugs und jener des Erdschwerefelds nicht optimal ge löst werden . 

Zudem sei auf die extrem ortsgebundene Bedeutung des Gradienten­

tensors hingewiesen. Bei bewegter Topographie ändern sich seine 

Komponenten derartig rasch, daß er aus heutiger Sicht kaum zur 

Beschreibung selbst sehr k lein räumiger Felder dient . Dies kann 

sich jedoch beim zukünftigen Einsatz mobiler und hochpräziser 

Gradiometer schlagartig ändern. 

Statistische Parameter 

Die einerseits endliche Anzahl und andererseits räumlich regellose 

Verteilung von gemessenen Feldgrößen zwingt uns Algorithmen zu 

suchen. die eine mit möglichst geringen Fehlern behaftete Interpo­

lation (Prädiktion) gestatten. Um dieses Problem mit statistischen 

Methoden lösen zu können, wird das Schwerefeld als stationärer 

stochastischer Prozeß auf der Kugel betrachtet. Damit setzt man 

einerseits voraus. daß die Anomalien (Abweichungen vom Normal­

fe ld) über die ganze Erde im Mittel verschwinden und andererseits. 

daß die statistische Korrelation zwischen zwei Feldgrößen durch 

eine entfernungsabhängige Gesetzmäßigkeit, nämlich der Kovar ianz­

funktion.festgelegt ist. Die Kovarianz repräsentiert den durchschnitt­

lichen Wert des Produktes zweier Anomalien im Abstand 4; . 

cov (Lla) = M (Lla Lla') M ... Mittelwertoperator (A .33)
4 4 

K(Lla)lj.o=O = C (Lla) (A.34) 

Die überragende Bedeutung der Kovarianzfunktion K ist nun darin 
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begründet . daß sie als Gesetzmäßigkeit nicht nur für einen Typ 

von Feldgrößen Gü l tigkeit besitzt, sondern nach gewissen Modi­

fizierungen auf alle mit der Grundgröße a durch Funktionale L 

verbundenen Größen b,c .... anwendbar ist . (MORITZ. 1980) 

Aus b= L1 a(P) 

c= L a(P)2 

und cov(b,a)= M(L1 a(P)• a(Q))= L 1 M(a(P) • a(Q))= 

= L1 K(P,Q) 

cov(c,a)= L2 K(P,Q) 

fo lgt 

(A.35) 

Demgemäß sprechen wir in (A.33) von Autokovarianz. in (A.35) 

von Kreuzkovarianz. Verschiedenste Funktionen wurden bis lang 

auf ihre Brauchbarkeit als Kovarianzfunktion untersucht . Dabei 

wird vorerst zwischen globalen Modellen (Tscherning-Rapp) oder 

lokalen Mode ll en (Hirvonen, Gauß - Markoff, Reilly , Jordan u . He l­

ler) unterschieden. Um das am besten geeignete Modell fl:Jr ei­

nen speziellen Anwendungsfall herauszusuchen bedarf es genau ­

so viel Fingerspitzengefühl und Erfahrung wie bei der nachfolgen ­

den Parameteranpassung an die zuallererst nur empirisch gegebene 

Kovarianzfunktion . Wie wir noch ausführlich in Kapitel B sehen. 

spielen jedoch 2 Parameter, nämlich die schon bekannte Varianz C 

und die Halbwertsbreite C ( Korre lationslänge; jener Abstand ljJ in 

dem C(lj!) = C(0 ) /2 gilt) in allen Modellen eine wesent l iche Rolle . 

ln speziellen Fällen steht schon aus älteren Arbeiten ein Netz von 

Kovarianzen zur Verfügung. in dem äußerst zeitsparend interpo­

liert werden kann . 

-To pographie 

Die Frage . ob ein Mode ll der Topographie zu den beschreibenden 

Parametern einer Schwerefeldstudie gehört. wird wohl nicht ein­

heitlich zu beantworten sein . Nach Meinung des Autors ist die 
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umfassende Höheninformation (vorzugsweise in Kombination mit 

einem detailierten Dichtemode II) z .B . in Form eines digitalen Ras­

ters, ebenso wertvoll wie der Satz der gemessenen Feldgrößen . 

Geländemodelle dieneil in erster Linie zur Glättung und Reduktion 

der Meßwerte, also zur Elimination hochfrequenter Anteile, die 

eine gesicherte Interpolation im Feld der Oberflächengrößen ver­

hindern . Die nach Berücksichtigung der Geländewirkung neu ge ­

schaffenen ruhigen Interpolationsflächen (z .B. C ogeoid) entspre­

chen allerdings nicht immer wahren physikalischen Grenzflächen. 

Deshalb ist man bemüht nach erfolgreicher Prädiktion den Gelän­

deeinfluß in umgekehrter Weise wieder in Rechnung zu steilen . 

Ausdehnung und Maschenweite des verwendeten Höhenrasters sind 

dem Anwendungsfall und den geforderten Genauigkeitsansprüchen 

anzupassen. So ermittelt Gerstbach (GERSTBACH ; 1988) auf der 

Grundlage der Höheninformation der Österreichischen Karte 

1:500 000 Lotabweichungskomponenten auf 2' 1"-2" indem er 

die Topographie durch geeignete Regelkörper ( z .B . Pri smen l e r ­

setzt. 

Verfahren wie die Quaderintegration oder die in Kapitel C vorge­

stellten spektralen Reduktionsmethoden arbeiten mit wesentlich 

engmaschigeren Netzen in Aufpunktnähe ( Rasterweite von 25m­

500m) . Die durch große zu verarbeitende Datenmengen erkauften 

Genauigkeiten liegen im Bereich einiger Zehntelbogensekunden für 

~- und TJ-Komponenten und bei .i'1 mgal für t.g. wobei die verblei­

benden Restfehler meist auf Unsicherheiten in der Dichteinformation 

und auf systematische Höhenfehler zurückzuführen sind. 

ln Österreich liegt Höheninformation in 11 Rasterweiten für das ge­

samte Bundesgebiet vor. Der gröbste Raster R11 teilt eine Fläche 

von 1 x 1 Grad im Verhältnis 3:5 ( 20' x 12'). Ein Element im fein­

sten Raster R1 entspricht einer Größe von ca. 22m x 24m, womit 

auch im extremen Hochgebirge das Auslangen ge funden wird 

(RUESS; 1986) . 
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d ) Interpolationstechniken 

Ziel der Interpolationsrechnung ist im allgemeinen die Verdichtung von Funk­

tionswerten bei bestmöglicher Darstellung des vorhandenen Datenmaterial s. 

Trennen wir begriffsmäßig Approximation von lnterpolation,so se i unter Ap­

proximation die Näherung z für die gegebene Funktion f mit Berücksichti ­

gung einer Minimumsnorm, z.B. 

b 
2II J[ f ( x ) - z ( x ) ] d x II = m in (A.36) 

a 

(Ieast-square Approximation) 

verstanden, unter Interpolation die möglichst realistische Darstellung des 

Funktionsverlaufs zwischen zwei oder mehreren Stützpunkten. So vielseitig 

die Probleme der Einschaltung von Funktionswerten sind, so reichhaltig wurden 

auch Verfahren ersonnen, um sie zu lösen. Ausgehend von der linearen Inter ­

polation über Chebyshev-Polynome, Approximation durch Potenzreihen oder mit ­

tels finiter Elemente. über n-dimensionale Splines und Prädiktion ( Interpo­

lation nach kleinsten Quadraten) bis zur Kollokation reicht ohne Anspruch auf 

Vollständigkeit der weite Bogen der in der Geodäsie eingesetzten Verfahren. 

Ein allgemein bester Algorithmus kann nicht angegeben werden. Vielmehr ist 

der aktuellen Problemstellung angepaßt eine Auswahl zu treffen . 

Häufig läßt sich der Funktionsverlauf sehr realistisch durch kubische Splines 

beschreiben. Sie stellen sich als . stückweise Aneinanderreihung 2-mal ste­

tig differenzierbarer kubischer Polynome dar, wobei die ersten beiden Ab­

leitungen an den Nahtpunkten benachbarter Polynome ident gesetzt wird . Kubi­

sche Splines sind für ihren glatten Verlauf und stabi les Verhalten bekannt 

(kein extremes Ausschwingen wie es bei der Polynominterpolation auftritt) . 

Sie sind zudem keineswegs nur an eindimensionale Interpolationsaufgaben ge­

bunden . Bildet man das Produkt zweier in den ebenen Hauptachsenrichtungen 

definierten Polynome S(x) und S(y), so erhält man einen bikubischen Spline 

S(x,y) der eine flächenhafte Interpolation gestattet . (Kap . D.fl 

Im folgenden wollen wir uns etwas näher mit dem im letzten Jahrzehnt in 

der Geodäsie, vor allem im Bereich der Schwerefeldbestimmung, am meisten 

eingesetzten Ausgleichs- und lnterpolationsverfahren, nämlich der Kol lokation 

beschäftigen. Man geht von der Funktion f(x. y. z .T . ... ) = f(P) aus . die 

durch eine Linearkombination z(P ) der Basisfunktionen zK(P) zu appro ximie­

ren sei, wobei die zugehörigen Koeffizienten aK eine Minimumsbedingung er­

füllen so llen . 
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n 

z(P) = ~ aK zK(P) (A .37) 

k=1 

Im Falle der Interpolation wird diese Bedingung durch den Zwang ersetzt 

die vorgegebenen Funktionswerte fi zu reproduzieren. 

n 

z (Pi) = ~ aK ZK (Pi) = fi = 1,2, . . . ,n (A.38) 
k =1 n = Anzahl der Stützstellen 

in der Matrixnotatation zk (Pi) = Zik bekommt (A .38 ) die Gestalt 

z ~ = i (A.39) 

und der gesuchte Koeffizientenvektor E. ergibt sich unter der Vorraussetzung 

Rang Z = n zu 

~ = z- 1 f (A .40) 

Im Fall der Kollokation stellt sich uns ein ähnliches Problem . Diesmal sind 

Funktionale Li von f(P) wiederzugeben. 

1.I = L·I f i= 1,2, ... ,n (A.41) 

Somit folgt aus (A .38) 

n 

(A.42)~ ak Li zk = Ii 
k=1 

und in Mat.rixnotation Li zk = Zik erhalten wir wieder die Lösung (A .40) . 

Z ~ = I ---> ~ = z-1 ! (A.43) 

Man sieht, die Interpolation ist nur ein Spezialfall der Kollokation . 

Bislang wurde noch keine nähere Spezifikation der Basisfunktionen z ge­

troffen. Wählt man sie in der Form 

(A .44) 
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wobei K eine symmetrische positiv definite Funktion (Kernfunkt ion) der Punk­

te P und Q, oder besser gesagt, des Abstands s PQ der beid e n Punkte dar ­

ste llt : K = K(s PQ) = K(P,Q) 

Somit ist auch die n x n Matri x K = Kik positiv-definit und in (A.43) ist Z 

durch K zu ersetzen . 

K ~ = I --> ~ = K-1 I (A .45) 

(A .44 ) eingesetzt in die Ausgangsbe ziehung (A .37) liefer t 

n 
z(Q) = L ak K(Q,Pk) (A.46) 

k=1 

und mit (A .45) 

n n 

z(Q) = L L Kik- 1 Ii K(Q , Pk) (A.47) 
i=1 k=1 

Hierin steht Q für den neu zu interpolierenden Punkt, Pk für die Altpunkte . 

Schreiben wir (A .47) nochmals ausführlich an 

z(Q)= [K(Q,P 1 ), . . . ,K(Q,Pn)] (A .48) 

und halten fest: 

(A.48) beschreibt genau dann die Interpolation nach klein s ten Quadraten 

(Prädiktion), wenn K die Kovarianz der Beobachtungen gleichen Typ s f ist . 

Ist K im erweiterten Fall die Kovarianz der Funktionale L=L(f) so stellt 

(A.48) das Minimalmodell der Kollokation nach kleinsten Quadraten dar . Zu 

beachten ist ,daß diese Herleitung ohne Minimumsnorm oder Überlegungen 

z um statistischen Verhalten der einzelnen Größen gelang . Diese sind jedoch 

in der Wahl von K als Kovarianzfunktion inkludiert . Im allgemein e n Kolloka­

tionsmodell 

I = A x + ß.~ + .Q (A.49l 

treten z u den soeben behandelten Funktionalen B.~ (Funkti ona le des Störpo ­

tentials; oft als Signale ~ be ze ichnet) noch die Trendparameter ~ (Form­
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matri x A) und der Vektor der Meßfehler .Q. A~ definiert den systematisc hen 

(tlicht stochastischen) Teil der Beobachtungen 1. während .Q eine stochasti­

sche Größe darstellt, jedoch nicht im Sinn der Signale 2_. Mehrfache Beob­

achtungen der g leichen Größe lie fern zwar jeweils den selben s-Wert,je ­

doch im Rahmen der Meßgenauigkeit laufend verschiedene Meßfehler n . Für 

den Erwartungswert E(s) gilt also 

E(s) = s (A .50) 

während für n per Definition 

E(n) = 0 (A . 51) 

gi lt . Der Erwartungswert E für das globale Mittel M(s) bzw. M(n) ist jedoch 

in beiden Fällen Null . (M=Mittelwertoperator;homogen, isotrop, global) 

EM(s) = 0 EM(n) = 0 (A .52) 

Das heißt, daß im lokalen Bereich die Signale vor Eingang in das Kollokations­

modell jedenfalls zu zentrieren sind! 

Unter Berücksichtigung der Minimumsbedingung 

n T K - 1 n + s T K - 1 s = min (A .53)nn ss 

Knn Kovarianzmatrix der Meßfehler 

K Kovarianzmatrix der Signale
55 

erhält man die wohlbekannte Kollokationslösung für die Trendparameter ~ 

(A.54) 

und die Signale 2. 

s = K RT K- 1 (I - A x) (A.55)
- -ss- - -­

mit K als Summe der Kovarianzmatrizen . 

K = K + R K RT (A.56)-nn - -ss 

Die Interpolation eines Funktionals t an beliebiger Stelle Q im Gebiet erfolgt 

durch 
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(A .57) 

kst ... Kovarianzvektor zwischen Q und den Altpunkten 

Zur Genauigkeitsabschätz ung der Parameter ~ und .§. benötigt man zud em die 

Fehlermatrizen E und E-x x -ss 

E = (AT K-1 AT) - 1 
- xx 

(A .5 8 ) 

Abschließend sei noch eine Abwägung der Vor - und Nachteile der Kollok a­

tionsmethode gestattet . Bei allen Problemen mit verschiedenartigen Eingangs­

datentypen, in denen Genauigkeitsabschätzungen der Ergebnisse genau so gefor ­

dert werden wie die Möglichkeit, gleichzeitig für Neu - und Altpunkte ver sc hi e ­

denste Funktionale der Grundgröße z u interpolieren, wird sie mit Vor t e i l an zu ­

wenden sein . Sind hingegen ein - bzw . zweidimensionale Funkti on e n übe r einem 

gleichmäßigen Raster gegeben und ist in diesem zu interpolieren. s o ge­

schieht dies wesentlich vorteilhafter mit bikubischen Splinefunktionen . De r 

Hauptnachteil der Kollokationslösung liegt wohl darin, daß abhängig von d e r 

Anzahl der Beobachtungen große lineare Gleichungssysteme auf zulö sen sin d . 

Zudem ist vorerst die Kernfunktion mit hoher Sorgfalt empirisch zu be s timm en 

und eine möglichst einfache analytische Approx imation für si e zu find e n . Mi t 

dieser Problematik beschäftigt sich das folgende Kapitel . 

Z um ausführlichen Studium der Kollokation nach den kl e insten Qu adra t en sei 

auf (MORITZ ,1980) verwiesen . 
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B. Lokale Kova.ria.nz:rnodelle 

a ) Uberblick 

Der Erstellung möglichst realitätsnaher Korrelationsmatrizen zwischen Funk­

tionalen des Störpotent iale s kommt im Falle der Prädiktion nach kleinsten 

Quadraten entscheidende Bedeutung zu. Der vorerst aus vereinzelten Meß­

werten bestimmten empirischen Kovarianzfunk t ion (KF ) ist ein ana lyti sches 

Mode ll möglichst gut anzupassen . Ein globales homogenes und isotropes Ko­

varianzmode ll des Störpotent ia ls T hat die Form (MORITZ;1976) 

2 

K ( p,Q ) = ~ 6 I ( -~-- ) I+ 1 p I ( t) ( B .1 l 
1=0 rp rQ 

mit . .. Gradvarianzen des Störpotentials6 1 

Radius der "Bjerhammar-Kugel"R8 

r die geozentrischen Radien der Punkte P ,Q 

t = cos 4J (tlJ = sphärischer Abstand PQ ) 

Im allgemeinen liegen jedoch für die empirische Funktion nicht die T -Werte, 

sondern Schwereanoma lien in den Aufpunkten vor. ln sphärischer Näherung 

ist der Zusammenhang zwischen T und ßg durch die bekannte Beziehung 

dT 2 
ßg = ---T (8.2)

dr R 

gegeben. Vereinfachen wir 

R . . . mittlerer Erdradius 

und setzen in (8 .1) ein, so fo lg t für K(T,T) 

ro 
K(TP,TQ) = L 0 s l + 1 p (t) (B.3)

I I 
1=0 

für C(llg,llg) 

ro 
C(llg,llg) = L: c + P (t) (B.4)

1 s 1 2 
1

1=0 

Der Zusammenhang der Anomalie-Grad-Varianzen mit den zugehörigenc 1 

o 1 läßt sich aus 
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R
T = I 1- 1 

herleiten. (HE ISKANEN, MORITZ;1967) 

R2 
(jl = M n 1 

2 l = ----- M (.1g 12)
(1-1)2 

R2 
(jl = ----- Cl (8.5) 

(1-1) 2 

Vor der Auswertung der Summe (8.4) in geschlossener Form ist nun ein ge­

eignetes, numerisch möglichst einfaches Modell für die Varianzen c 
1 

zu fin­

den. Wählt man nach (TSCHERNING,RAPP; 1974) 

I - 1 
(8.6)c I = A (l~i)(~Bl 

so erhält (8.4) die allgemeine Gestalt 

C(ljJ) c s 1+2 (8.7)=AL 
CO 

I . 
1=0 

Eine Untersuchung weltweit verteilter g-Messungen durch Tscherning und 

Rapp erbrachte für die globale Varianz der Schwereanomalien einen Wert 

von 

und Korrelationslängen zwischen 40 km und 80 km. Die Anpassung des Mo­

dells an beobachtete Gradvarianzen (n <= 20) fixiert zug leich die Modellpa ­

rameter 8 und A. 

8 = 24 A = 425.28 mgal 2 

Moritz (MORITZ; 1980) zeigt auf, daß (8 .6) für große I (kurzweilig, lokaler 

Bereich) dem Grenzwert 1/1 zustrebt 

1 
1 - T 

------------ = i' (8 .8) 
(1-g) (1+!2.) 

I I 

Dies impliziert für C ein einer logarithmi schen Funktion ähnliches Verhalten. 

Er schlägt für C eine Linearkombination von (8 .6) mit dem Modell (8 .9) vor. 

I - 1 
--) i' =1 (8 .9) 

I + A 
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Diese Kombination führt zwar zu wesentlich realitätsbezogeneren W erten 

für die Varianz der Horizontalgradienten G 0 , ist jedoch numerisch etwas 

aufwendiger, da 6 freie Parameter zu bestimmen sind . Wir werden uns im fol­

genden deshalb mit dem Tscherning-Rapp-Mode ll (B.6), (B .7l weiter beschäfti ­

gen. 

b ) Das Tscherning-Rapp Modell 

Geodätische Projekte beziehen sich im allgemeinen auf räumlich relativ eng 

begrenzte Bereiche. Staumauerüberwachungs- und Tunnelbaunetze bewegen 

sich in ihrer Ausdehnung in Gebieten von einigen km bis zu wenigen 10km 

Seitenlänge. Detaillierte lokale Geoidstudien als Feldinformation zusätzlich 

zu terrestrischen oder GPS-Messungen betreffen größtenteils ebenfalls Be­

reiche von höchstens einigen 100 km 2 Ausdehnung.Für diese Zwecke ist 

nur der hochfrequente Anteil der Kovarianzfunktion zu betrachten . Dies ge­

schieht durch Nichtberücksichtigung von außerhalb des Arbeitsgebiet s ge le­

gener Feldinformation und Mittelwertreduktion der Meßwerte zur Abspaltung 

langwelliger Anteile . 

Trennt man (B .3 ) in zwei Teilsummen 

oo n 
K(T,Tl = Z: c5 (T,T) s 1+ 1 P (t)- L c5 (T,T) s 1+ 1 P (t) (B .10)

1 1 1 1 
1=0 1=0 

so verbleibt als lokale Kovarianzfunktion der Ordnung n des Störpotentials 

00 
1 1Kn(T,Tl = l: c5 (T,T) s + P (t) ( B .11 l 

1 1 
l=n+1 

Nach dem Gesetz über die Fortpflanzung der Kovarianzen folgt die analoge 

Beziehung für die Schwereanomalien 

00 

Cn(ßg,ßg) = L (B .12) 
l=n+1 

Ähnliche Reihenentwicklungen finden sich natürlich für die loka len Kovarian­

zen aller Störfeldgrößen, z .B. für die LA-Komponenten ~ und ll. Ausgehend 

von der sphärischen Approximation 

= dT 
~ yr d({) 

(B .13 ) 

= dT 
T] - -------- ---­

CO S ({) y r dA. 
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erhalten wir 

2 
= d<p d<p' K/ (y' y r' r)= d • K / (y' y r' r)

'I"P 

(B .14)C(lJ,lJ) = 

C(ClJl = 

mit K = K(T,T) und 

d 2 d d d2= ---- d = --- = -----­d<P >..d<p dA. <PA d<p dA. 

Arbeitet man ausschließlich mit isotropen Kovarianzfunktionen, so darf K 

nur eine Funktion des gegenseitigen Punktabstands 4J sein. ( K = K ( 4J) l 

Pol 

Q 

Abb.3 

cos 4J = sin <p sin <p + cos <p cos <f> 
1 

cos ( A.' - A.) 

Setzt man wieder unter Verwendung obiger Notation 

t = cos 4J d K = K' 
t 
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so gilt 

dcp K = d<p t K I 

(B.15) 
1 

dA. K = dA t K 

und 

Kld 
2 

• K = d<pt d •t K" + d
2 

•t<p<p <p <p<p 

2 2 Kld AA ·K = dAt dA •t K" + (B .16)d AA' t 

2 2 
d <pA.K = d <p t dA•t K" + d <pA•t Kl 

Die ersten partiellen Ableitungen von t nach Länge und Breite 

I 

d'Pt = coscp sincp sincp coscp cos(A. -A.) = sin 4J coscx 

( B .17) 
I 

dAt = coscp coscp sin(A. -A.) = coscp sin4J s incx 

in (B .14) eingesetzt zeigen. daß einerseits 

= f (IIJ.cx) 

a ls Funktionen des Abstands und des Azimuts cx nicht isotrop sind und an­

dererseits Korrelationen zwischen ~P und llo . a lle in aus der gegenseitigen 

Punktlage stammend. bestehen. 
I 

(Abgesehen von den Sonderfä ll en cp = cp bzw. A. = A. ) 

Aus diesen Gründen gehen wir besser auf transversa le t und longitudonale 

LA-Komponenten über. (siehe Abb. 3) 

lp = -~P coscx - llp sincx 

(8 .18) 

tp = -~P sin cx + lJp coscx 

Ihre empirisch zu bestimmenden Kreuz- und Autokovari anzfunktionen stehen 

mit jener des Störpotentia ls in folgender Beziehung 

I 
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cov ( lp. lo l = -d 2 
ljJ K I (yPyQ rPrQ) 

d K 
cov -~---( tp. tQ) = I (yPyQrPrQ) (8 .19) 

sin 4J 

cov ( lp. tQ) = cov(tp.l 0 ) = 0 

Setzen wir nach (8.15) t = cos 4J als unabhängige Variable in (8 .19) ein , 

(K I ,K" Ab Ieitungen nach t ) so erhä It man endgü ltig 

(8.20 ) 

Die Größe der Varian zen, also cov(lp,lp) bzw. cov(tp,t ), ist im ersten0 
Moment nicht klar erkennbar, da ein longitudonales bzw. transversales Azi ­

mut für den Abstand r=O nicht definiert ist . Zu diesem Zweck bilden wir 

den integralen Mittelwert der Produkte der lp - Komponenten. 

2rr 
2 2 2 = -~-J (~ c o s cx + lJ s in 2 cx + ~ lJ s in cx c o s cx ) d cx = 

2rr 
0 

= ( ~ 2 rr + lJ 2 rr + 0) = (8 .2 1)
2rr 

= J~~!L=- = &2/2
2 

Die Integration für die t-Komponente liefert natürlich ein identes Ergebni s . 

Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin den empirisch gewonnenen Funk ­

tionen (8 .20) ein lokales Tscherning - Rapp- Modell anzupassen und m i t den 

so gewonnenen Modellparametern auf die zugehörige Potentialkovarianz K 

z u schließen. 

Nach (8 .5) und (8 .6 ) bilden wir vorerst die Gradvarianzen a (T ,T)
1 

(8 .22 ) 

Diese in Gleichung (8.11) eingesetzt und gemäß (8 .2 0) differen z iert, 
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ergibt 

CO 

c ov ( Ip ' IQ ) = ( t L ,.. (T T) s 1+ 1 p I ( t) ­
VI ' I 

l=n +1 

CO 
1 P. 2 .1. " o (T,T) s 1+ "(t)) / (y' y r' r) (8 .23)- Sln 't' L. 1 1

l=n+1 

CO 
1L cs (T,T) s 1+ P '(t) / (y'y r'r)

1 1
l=n+1 

für die loka len Kovarianzfunktionen n -ter Ordnung der I , t Komponenten . 

Durch Vorgabe der aus dem Datenmaterial berechneten 3 Parameter 

( C . . . Varianz, ~ Korrelationlänge, ... Varianz der Horizontalgradien­G0 

ten) für I bzw. t sind nach einer von Schwarz und Lachapelle (SCHWARZ, 

LACHAPELLE ;1980) vorgeschlagenen Iteration die Größen A, s, n eruierbar . 

Das Verfahren wählt Näherungen für A bzw. n und paßt sodann das Ver­

hältnis von C/G und ~durch Variation von s den Vorgaben an . Durch Mul­0 

tiplikation mit dem Faktor C/A erhält die Funktion die empirische Varian z C 

( C und G0 sind von A linear abhängig; ~ ist unabhängig von A) und eine 

nachfolgende Variation der Grad-Varianzen liefert den vorgegebenen Wert 

für G0 . 

Damit sind neben (8.11) auch alle abgeleiteten lokalen Kovarianzfunktionen 

der Störfeldfunktionale vollständig bestimmt . 

c ) Die Funktion von Reilly 

Für lokale Studien, denen als Datenmaterial Schwereanomalien oder Lotab­

weichungen über der Grundebene zur Verfügung stehen (ebene Approxima­

tion), sei die isotrope Kovarianzfunktion eine Funktion der ebenen Punkt­

distanz r . 

Hirvonen 's Funktion 

Co 
C (T z , Tz ) =------- (8 .24 ) 

1+(r/d)2 

wird dieser Forderung genauso gerecht, wie z.8. die von Heiskanen und 

Moritz propagierte Variation 

= C0 
- (r/d ) 2 /2

e (8 .25 ) 
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mit VarianzC 0 

d empirisch bestimmter Abstandsparameter 

Als schwerwiegende Nachteile müssen jedoch folgende Eigenschaften ange se­

hen werden. Weder (8.24) noch (8 .25) erlauben negative Kovarianzwerte 

der Schwereanomalien für große r und zudem führen beide zu keiner ein­

fachen Form für C(T,T). 

Wegen der dagegen sehr eleganten Art der Kovarianzfortpflanzung wurde 

das von Reilly (REILLY; 1979) publizierte Modell für die anschließenden Be­

trachtungen gewählt. 

= (8.26) 

mit J n ... Sesselfunktion n-ter Ordnung 

Die in (8.26) nach der Höhe abgeleitete Grund-KF des Störpotentials T muß 

demnach die Gestalt 

= C .!_ d2 - (r/d)
2 

/2 = C(T,T) (8.27)02 e 

1 <X> 2 2 
= c -d 4 J ee-e d / 2 J (6r) de 

0 2 0 
8=0 

für =z 2 = 0 . ( z i ... Punkthöhe) besitzen.z 1 

Das Modell ist zudem für Punkte außerhalb der Grundebene ( z 1 :t: 0 . z 2 :t: 0) 

erweiterbar und besitzt die allgemeine Form 

C(T,T) (8 .28) 

Nun scheint es. daß wir die vergleichsweise einfachen Beziehungen (8. 2 4). 

(8.25) gegen komplizierter auswertbare Ausdrücke eingetauscht haben . Dies 

läßt sich jedoch sofort widerlegen. Sieht man (8.28) formal als Funktion R von 

q (Potenz von e) und der Ordnung der Sesselfunktion n. so bekommt lB .28 l 
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die Gestalt 

R(q,n) (8.29) 

also 

C(T ,T) = R(1,0) (8 .30) 

Die weiters einfache Form der Ableitung der Sesselfunktion nach der verti­

kalen bzw. den beiden horizontalen Achsenrichtungen 

~_(_~i_~~l)_ = -R(q+1,n )
dz 

~i_~(_~~U- c ~ s n o: =~ -1 ( R ( q + 1 • n -1) s in ( n -1 ) o: + R ( q + 1 . n + 1) s in ( n + 1) o: ) ( B . 31) 
2dx sm cos cos 

ii_~(_g..!...'2}l_ cos n o: = ~ 2_ (-R (q+1,n-1) cos (n-1) o: + R (q+1,n+1) c~s (n+1) o:) 
dy sin 2 s in stn 

( x. y. z ) . .. kartesisches Koordinatensystem (x- Achse nach Norden. 

y- Achse nach Osten) 

o: ... 90- A (A . .. geodätisches Azimut) 

versetzt uns in die Lage alle notwendigen Auto- und Kreuzkovarianzen von 

(8 .28 ) zu bestimmen. Mit den sphärischen Näherungen (8 .2) und (8 .13) fin­

den wir zusätz li ch zu (8.30) 

C ( N N ) = _2__ R ( 1 0 ) • 2 • 
"Y 

C(ßg,ßg) = R(3,0)-2(2/r)R(2,0)+(2/r) 2 R(1,0) 

_2__ (2_ R(3 0) +2_ R(3 2) cos 2o:) (8 .32)
2 2 . 2 . 

'Y 

C(7J,7J) =-;;- (~ R(3,0) -~ R (3,2) cos 2o: ) 

1 
C(~.7J) = ( -~R(3,2 ) sin2o:) 

y2 

C(TZZ'TZ Z) = R(5,0) 
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Eine entsprechende Übersicht der Ausdrücke für die Kreuzkovarianzen ist 

im Anhang A gegeben. 

Der Übergang auf longitudonale bzw. transversale LA-komponenten unter Be­

rücksichtigung der Beziehungen (B.18) führt zu 

(B .33 ) 

Daß die somit neu gefundenen Auto- und Kreuzkovarianzen wirk lieh azimut ­

unabhängig sind, läßt sich durch Einsetzen von (B.32) in (B .33) sofort be­

weisen . 

Zur Vereinfachung setzen wir 

R30 = R (3,0) R32 = R (3,2) 

Dann gilt 

y2 c (1,1) = (~ R30 +-
1 

R32 cos 2cx) cos 2 A 
2 

- R32 sin 2cx sin A cos A 

1 1 
+ (2 R30 -- R32 cos 2cx) sin 2 A

2 

= _!_ R30 (sin 2 cx + cos 2 cx)
2 

R32 sin 2cx cos cx sin cx = 

1 1 1-cos2cx 1+cos2cx 
= 2 R30 + 2 R32 cos 2cx ( ---2--- - ---2--- ) 

R32 sin 2cx cos cx sin cx = 

2 2= ~ R30 ~ R32 cos 2cx ~ R32 sin 2cx = 

= ~ (R30 - R32) = unabhängig von cx ( B .34) 

Der Beweis für C ( t, t) ist analog zu führen. 
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Unter der Voraussetzung. daß nun wie im vorigen Abschnitt als Ausgangsda­

ten wieder die empirisch gewonnenen KF der I und t LA-Komponenten zur 

Verfügung stehen. sind die Funktionsparameter d und C wie folgt zu gewin­

nen. Es gilt 

C (1,1)= C(~.~) A=Oo = f ( R(3,0)- R(3,2)) (8 .3 5) 

f besitzt an der Stelle x 2 = ~ eine Nullstelle. Gleichzeitig läßt sich x als 

Funktion der ersten Nullstelle r 1 und des Abstandsparameters d darstellen . 

x = r I (·/2 d 
1 

1 
---> (8.36)

2 

Somit ist d aus den Daten direkt bestimmt. Die Varianz steht wiederumC 11 

in linearem Zusammenhang mit den Varianzen der restlichen T-Funktionale. 

Diese sind nun nach Wahl des jeweiligen Proportionalitätsfaktors ebenfalls 

bekannt. 

Neben den beiden vorgestellten Funktionen stehen naturgemäß noch eine 

Vielzahl meist einfacher analytischer Modelle zur Beschreibung der KF in 

Verwendung. Sie wurden in erster Linie aus dem statistischen Verhalten 

der Schwereanomalien abgeleitet (Poisson-Modell, Reziprokes -Distanz-Mo­

dell, etc .) oder zeichnen sich durch relativ einfache Wahl ihrer bestimmen­

den Parameter aus (z .B. 2-Parameter-Modell von Jordan und Heller; 

JORDAN. HELLER; 1978). Die Auswahl hängt im Endeffekt von der Qualität 

ihrer Anpassung an das vorhandene Datenmaterial, von der Art und Quan­

tität der Eingabedaten, von der Erstreckung des Interessensgebiets und 

nicht zuletzt von den zur Verfügung stehenden EDV-Ressourcen ab . 
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C:::. Die Fourier- Tra.nsforrna.tion 

a) Uberbllck 

Die Fourier-Transformation (FT) stellt ein in vielen technischen Wissensge­

bieten wie z.B. Mathematik, Physik, Elektrotechnik etc . weit verbreitetes 

Verfahren zur Zerlegung eines Signals in eine Summe von Sinus funk tio nen 

unterschiedlicher Frequenzen dar. Die meisten Anwendungen sehen im Signal 

eine Funktion der unabhängigen Zeitvariablen t . Diese kann jedoch selbstver­

ständlich durch andere (physikalische) Variable, wie z.B. die Ortsfunktion x 

ersetzt werden . Der Einsatz moderner Rechenanlagen, sowie die Ers telJung 

eines der Duallogik der Computer möglichst gut angepaßten Algorithmus zu 

Beginn der 60-er Jahre wogen bei weitem den Nachteil des erheblichen Re­

chenaufwandes gegen den Vorteil der leichteren lnterpretierbarkeit der Funk­

tionen im Frequenzbereich auf. Die vorliegende Arbeit kann natürlich nur auf 

jene Eigenschaften der FT eingehen, die im engen Zusammenhang mit ihrer 

geodätischen Anwendung zur Berechnung der topographischen Korrektur ste­

hen . Zur Hebung der Übersichtlichkeit sind die Ableitungen teilweise auf den 

eindimensionalen Fall beschränkt. Eine Erweiterung auf den 2D- Bereich ist 

praktisch in jedem Fall ohne erheblichen Aufwand möglich . Für weitergehen­

de Betrachtungen sei auf die einschlägige Literatur. wie (COOLEY. TUKEY; 

1965) . ( BRACEWELL;1965) oder (BRIGHAM; 1974) verwiesen . 

b) Das Fourierintegral 

Das e indimensionale Fourierintegral wird durch die Beziehung 

CO 

H(w) = J h( x ) e-jwx dx tC.1) 

-CO 

definiert, wobei gilt 

w Kreisfrequenz (Einheit: Perioden I Distanz) 

x Distanzvariable 

imaginäre Einheit 

Die Gleichung (C .1) transformiert die Raumfunktion h ( x ) in die Funk tior H (w) 

im Frequenzbereich . Symbolisch H (w) = F (h (x)) 
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Die inverse FT rekonstruiert die Funktion h(x) aus ihrer Fouriertransfor­

mierten 

00 

h(x) = J H(w) ejwt dw (C.2l 
-00 

oder erneut symbo li sch 

h(x) = F- 1 (H(w)) 

Analog gelten für die 2-dimensionale FT die folgenden Beziehungen 

00 00 

H(u,v) = J J h ( x,y) e-j 2 rr (ux+vyl dx dy (C .3l 
-00 -00 

00 00 

h(x,y) = J J H(u,v) ej 2 rr (ux+vyl du dv (C .4) 

-oo-oo 

wobei die Frequenzen u, v nun die Kreisfrequenz w ersetzen. 

w = 2rr u bzw. w = 2rr v 

Es ist zu beachten. daß die Fourier-Transformierte eine im allgemeinen kom­

plexe Funktion ist. Ihre Aufsplitterung in Real- und Imaginärteil und die da­

raus erzie lbaren Rechenvorteile werden im Kapitel C .d .3 behandelt. 

c) Die diskrete Fouriertransformation 

Die Formeln (C .1) und (C .2) gehen von einer analytischen Repräsentation der 

Funktionen h ( x ,y ) bzw. H (u, v) aus. ln der Praxis stehen jedoch in der über­

wiegenden Zah l aller Anwendungen nur Meßwerte der Signale, also Punkt­

raster zur Verfügung. Regellose Punkthaufen müssen vorerst durch geeigne­

te Interpolationsverfahren (Mittel, Splines,etc.) auf die Ecken des verwende­

ten Rasters abgebildet werden. 

Bezeichnen M und N die Punktanzahl ent lan g der beiden Koordinatenachsen 

und D.x, t::.y die zugehörigen Rasterweiten so ist eine vol le Per iode mit 

X = M t::.x und y = N D.y 
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festgelegt. Die Wellenlängen x und y können nun durch 

x = k b. x k= 0,1,2, M-1 

y = b. y I= 0,1,2, N -1 

ausgedrückt werden . 

y 

H-1 

A y I 
V 2 > 

X
II. X 

1 

0 
B 1 2 3 4 M-1I I I 

X 

Abb. 4 

Stel lt man im Frequenzbereich u,v 

u = m b.u m = 0. 1, 2 • . ... M-1 

V = n b.v n = 0. 1, 2, ... . N - 1 

in ähnlicher Weise dar und setzt 

X u
b. x = b.u = = 

M M X 
sowie {( .5 ) 

y V 1 
b.y = - b.v = = ­

yN N 

( U. V .. . die zu X. Y zugehörigen Frequenzperioden) 

so erg ibt sich unter Berücksichtigung von (C.3) 

M-1 N-1 

H(mb.u,nb.v) = D.xb.y h(kb. x, lb.y) e-j2rr(mlwkßx+nßvlßyl (C . 6lL L 
k=O 1=0 
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Aus (C .5) folgt 

y
!1 x !1y = - ---- /1u /1 x = X 

M N M 
und 

u V 1 
/1u/1v = ----- /1v/1y = ­M N N 

und somit die diskretisierte Beziehung (C .3) für die Transformation in den 

Spektralbereich 

M-1 N-1 

H ( m, n ) = -~~- L L h ( k , 1 ) e - j 2 -rr ( rn k / M + n I / N) (C.7) 

k=O 1=0 

Die Herleitung der inversen Beziehung 

M-1 N-1 

= x\- L L h ( k , 1 ) H ( m, n) e j 2 -rr ( rn k / M + n I/ N) (C .8) 

rn=O n=O 

erfolgt auf identem Wege . 

Gleichzeitig stellt sich die Frage , wie engmaschig sollte der verwendete Ras­

ter sein oder anders ausgedrückt, wie hoch ist die Abtastrate zu wählen, um 

eine vorgegebene Grenzfrequenz f n ( Nyquist- Frequenz) aus dem Datenma­

terial zu rekonstruieren . Diese gesuchte Nyquist- Abtastrate ergibt sich zu 

= 2 f n (C .9a)
X 

oder im 2D-Fall 

u + M /1u+ + + --- --·-­un = = = 2/1 x 2 2 
(C.9b) 

1 V N 11 V+ ± --- ± + --- ­V = = -- = n 2/1y 2 2 

1/ un bzw. 1/vn sind also die kleinsten Wellenlängen, die aus dem gege be­

nen Werteraster (M,N,/1 x ,/1y) zu gewinnen sind . 

Die Abbildungen 5 .a - 5 .d zeigen die Transformation einer Funktion h( x ) ,die 

mit der aus (C .9a) ermittelten Periode X abgetastet wurde. 

(8 ... Deltafunktion; siehe Kap.C .d .4) 

In den Abbildungen 6 .a - 6 .d hingegen wurde die Abtastperiode für h( x ) z u 

groß gewählt . Dies führt im Spektralbereich z u einem überlappte n Faltungs ­

produkt H(f) • ö(f) . (Bandüberlappung ; aliasing) 
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h(x) 

Abb. S.a) 

b) 
~ (x) 

X 

h(x) ~(x)c) 

-+--+-!-+--+-~--~~2~x--!~~>. 
- 4X - 2X - X X 4X 

FT 

d) H(f)• ~(f) 

_,--~~--+---~---r--~~_,--~~--+-> 

f-3f n 

X 

X 
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h(x)Abb. 6.a) 

b) S(x) 

A A A 

X 
X 

c) h(x) S(x) 

_____,______r-----+-----+-----~----> 
-X X X 

FT 

d) H (f) • S(f) 

1 
X 

_,~~~~~~~~~~~--~-----~ 

f 
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d) Eigenschaften der FT 

1) Periodizität 

Eine der fundamentalen Eigenschaften der FT liegt in ihrer sowohl im Raum­

als auch im Frequenzbereich gültigen Periodizität 

Es gilt 

H(m+M,n+N) = H(m,n) 

und (C .10) 

h(k+M,I+N) = h(k,l) 

Diese kann im Fall nicht periodischen Datenmaterials zu recht beachtenswer­

ten Effekten an den Rändern des Arbeitsgebietes führen und ist Gegenstand 

der Betrachtungen in Kapitel C .d .5. 

2) Zeitverschiebung oder Phasenänderung 

Wünscht man die Ortsfunktion h ( x ,y) um die konstanten Beträge a bzw . b 

zu verschieben, so geschieht dies durch Multiplikation einer Konstanten mit 

der ursprünglichen Fouriertransformierten. 

h(x -a ,y-b) = H(u,v) e-j27t(au+bv) (C .11) 

Damit erfo lgt eine Verschiebung der Phase, jedoch keine Betragsänderung 

der Fouriertransformierten. 

(C .11) dient der Verlegung des Ursprungs des Punktrasters in eine Raster­

ecke. Diese Nullpunktslage (oft SW-Ecke) wird von den meisten FT-Biblio­

thek sroutinen gefordert. 

3) Gerade und ungerade Funktionen 

Bezeichnet h ( k ,I) eine gerade Funktion, so ist ihre Fouriertransformierte 
9 

H (m,n) ebenfalls eine gerade Funktion. 

Beweis : 
9 
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Es gilt für die Fouriertransformierte 

H ( f) = I
(X) 

h ( x ) e -j 2 n: fx dx ( c .12)
9 

-oo 

Mit den Euler-Formeln 

ei<P =cos<P + jsin<P 

läßt sich (C .12) aufspalten in 

(X) (X) 

H (f) = I h ( x) cos (2rrfx) dx- j I h ( x) sin ( 2rr f x ) d x 
9 9 

-(X) -(X) 

Da der Integrand des Imaginärteils eine ungerade Funktion ist ---> 
(X) 

j I Fu dx = 0 verbleibt 
-(X) 

I
(X) 

h ( x ) cos (2rrf x ) dx = R (x) (C .13)
9 9 

-(X) 

Umgekehrt gilt für eine ungerade Funktion hu ( k ,I ). daß ihre Fouriertrans­

formierte Hu (m,n) ebenfalls eine ungerade Funktion ist . ln der Tabelle 1 

sei eine kleine Zusammenste llung der Transformationsergebnisse spezie ll er 

Orts funk tionen gegeben . 

Raumbereich h ( x) Frequenzbereich H (f) 

Reell Realteil gerade 

Imag inärtei I ungerade 

Imaginär Realteil ungerade 

Imaginärteil gerade 

Realteil gerade Reell 

Imaginärteil ungerade 
r-·--------------------·--------------

Imaginär 

Imaginärteil gerade 

Realteil ungerade 

------------------------------·--------------------------
Reell und gerade Reell und gerade

------------------------------·--------------------------------
Reell und ungerade Imaginär und ungerade 

Imaginär und gerade Imaginär und gerade 

Imaginär und ungerade Reell und ungerade 

Tab.1 
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Kapitel D .e zeigt, daß man diese Beziehungen nutzbringend einsetzen kann um 

gleichzeitig 2 reelle Funktionen zu transformieren. Zu diesem Zweck addieren 

wir die beiden reellen Funktionen h ( x ) und g ( x ) zur komplexen Funktion m( x ) 

in der Form m(x) = h(x) + j g(x) 

Nach Tabelle 1 gilt (R .. . Realteil . I . .. Imaginärteil) 

h(x) -"'-> H(f) = R (f) + J.l (f)
9 u 

und in ähnlicher Weise 

jg(x) --> jG(f) = Ru(f) +j 1 (f)
9 

Somit folgt 

m(x) = h(x) + jg(x) M(f) = H(f) + jG(f) 

mit 

H(f) = R (f) + J.l (f) G(f) =I (f) - J· R (f) (C .14)
9 u 9 u 

Zer legt man M (f) in gerade und ungerade Anteile 

+ 

gerade ungerade 

+ 

so sind H ( f) und G ( f) mit (C .14) leicht zu trennen 

H ( f) = (B~~ + B~.:U ) + j ( _!_~Q - _!_i~l ) 
(C.15) 

G(f) = (_!_~) +__!lJl) -j (B~fl _ R~=-~) 

Im Fall der diskreten Transformation mit der Periode N : M(n) = R(n) + j I (n) 

H (n) = ( R~~ + !3. (~=-nl) + j ( J.S;l _ !._LN -nl )
2

G ( n) = ( !_~ ) + _!_i~_0l_) - j ( !3_~~ - ßj_~:_nl ) 
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4) Die Delta-Funktion 

Mit Hilfe der Delta-Funktion lassen sich Fourier - Transformierte singulärer­

Funk tionen definieren. Sie wird durch den folgenden Ausdruck bestimmt . 

~ ( X - X ) = 0 
0

00

J ~ (x - x ) dx = 1 (C .16)
0 

-oo 

Man könnte sich diese Funktion als einen Impuls mit sehr großer Impulshöhe . 

einer sehr kurzen Impulsdauer und der Fläche 1 vorstellen. Es gilt 

00

J S(x- x ) h( x ) dx = h( x ) (C .1 7)
0 0 

-00 

Betrachtet man die Funktion 

h( x) = K S(x) K ... konstant 

so läßt sich die Fourier-Transformierte mit (C .1) und (C.17) ableiten . 

00 

H(f) = JK S(x) e-j 2 rrfx d x =Ke 0 =K \C .18J 
-00 

i h(x) = K ~ (x) H (f) = K 

KK 
FT 

--------------+-------------> ------------~------------> 
fX 

Abb. 7 .a) b) 

h(x) = K S(x) H(f) =K (C.19) 
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Umgekehrt existiert natürlich das diametrale Transformationspaar (Abb . 8a,b) 

h(x) =K H(f) = K ~(f) (C.20) 

H(f)=K~(f)h (x)= K 

K K 
FT 

-------------r------------> -------------r------------> 
X f 

Abb . 8.a) b) 

welches uns sofort die Ableitung eines praktischen Beispiels gestattet. 

Beispiel: h(x) = K g (x) = Funktion von x 

gesucht: P(x) =I h(x) g (x) dx 

Lösung mittels FT: H(f) = K~(f) 
CX> 

G(f) =I g(x) e-j2rrfx dx 

-CX> 

P(f) = H(f)•G(f) = K G (0) ~(f) (C .2 1) 

(• ... Faltung; siehe Kapitel C .e ) 

Der DC-Wert ( = Wert der transformierten Fun k tion an der Stelle f=O) 

G(O) der Funktion G berechnet sich aus 

M-1 

G ( 0) =~ L g ( k) = X llk 

k=O 

Die Rücktransformation ergibt nach (C.20) 

P( x ) = K G(O) (C.22) 
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Das Ergebnis der Integration einer mit einer Konstanten multiplizierten Funk ­

tion gewinnt man aus dem Produkt des DC - Werts der Funktion mit dieser 

Konstanten . Diese Aussage gilt natürlich ebenfalls im 20 - Raum und wird uns 

d es weiteren helfen (Kap . O.b) Rechenzeit einzusparen. 

5) Unstetigkeltsstellen 

Oie FT ist von if')r.er Definition her gesehen optimal auf periodische Funktio­

nen anwendbar . Sind die Daten jedoch nicht periodisch oder deckt sich da s 

Abtastintervall nicht mit der Wellenlänge der Eingangswerte , sind Unstetig ­

keitsstellen im Randbereich die Folge . 

A 

<- Tx-·-> 
Abb. 9a a - Tx 

Fall 1: Abta s tintervall = 

Wt-11 .::- n lä ngt-

Fall 2: Abtastintervall = 

3/ 4 W e ll enlänge X 

Unstetigkeitsstellen I 
I 

b = 3/4 Tx 

Abb . 9b 

Dies führt z um Auftreten von Frequenzen. die in keiner Weise in den Origi ­

naldaten vorhanden waren (Leck - Effekt;leakage). Oie Lösung liegt entweder 

in der Anpassung des Abtastintervalls an die Datenfrequenzen oder in der 

Verwendung von Begren z ungsfunktionen ( Fensterfunktionen mit kleinen spek­

tralen Seitenschwingeramplituden) um die Daten an den Rändern gegen 0 

streben zu lassen. 
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e) Faltung und Korrelation 

1) Faltung 

Ihre größte Bedeutung gewinnt die FT in der Auswertung von Faltungs- und 

Korrelationsintegralen . Betrachten wir das Faltungsintegral 

kontinuierlich (1-D): 

00 

p(x) = J g(y) h(x-y) dy = g(x)•h(x) (C.23l 
-00 

diskret (2-D): 

M-1N-1 

p(k,l) = 2:2: g(i,j) h(k-i,l-j)L\xl\y= g(k,l)•h(k,l) 

i=O j=O 

so findet eine Filterung der ersten Funktion g durch die zweite h statt, wo­

bei die Operanden ohne Einfluß auf das Ergebnis vertauschbar sind . Das Fal­

tungstheorem besagt nun, daß eine Faltung im Raum einer Multiplikation im 

Frequenzbereich entspricht. Es gilt somit 

p(x) = g(x)•h(x) 
(C.24)

P(f) = G(f)· H(f) 

2) Korrelation 

in ähnicher Weise können wir die Korrelation ebenfalls als Filterung sehen. 

kontinuierlich ( 1-D): 

00 

r(x) = J g(y) h(x+y) dy (C.25) 
-00 

diskret ( 2-D): 

M-1 N-1 

r(k,l) = 2: 2: g(i,j) h(k+i,l+j) L\xl\y=g(k,l) o h(k,l) 
i=O j=O 

Diesmal tritt jedoch im Frequenzbereich anstelle G ( f) die konjugiert-komple­

xe Funktion G* (f) auf. 

r (x) = g(x) o h(x) 
(C .26)

R (f) = G* (f) · H(f) 



h(dx) Integration k(dx) 

schattierte Fläche 

----------~--------> 
dx dx 
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f(x) g(x) 

cos(x) 

----------~------~-> 
X X 

g (-x > A Spiegelung 

cos(-x) / 

~--------~---------> 
X 

f(x) g(dx-x) Verschiebung 

und 

Multiplikation 

f(x) g(dx+x) 

·--> dx <-­ X 

Faltung Korrelation 

Abb. 10 



- 45 -

Beziehung (C .26) läßt Raum für folgende interessante Überlegung . Ist g (x) 

eine gerade Funktion, so folgt G(f) = reell und es gilt somit 

G(f) = G*(f) 

ln diesem Fall s ind die Fourier-Transformierten des Faltungs- und des Kar ­

relationsintegrals identisch . 

Stel len g( x ) und h(x) verschiedene Funktionen dar, spricht m a n von Kreuz­

korrelation. Sind g(x) und h(x) identisch bildet (C.25) die Autokorrelations­

funktion. Wie im Fall der Faltung ist natürlich auch hier leicht einzusehen, 

daß der Übergang von einer In tegration im Raumbereich zu einer Multiplikation 

im Frequenzbereich eine wesentliche Rechenvereinfachung mit sich bringt. 

3) Kovarianz 

Zur Bildung der Kovarianzfunkt ion C hg unserer beiden Grundfunktionen g und 

h ist Gleichung (C .27) auszuwerten . 

M-1N-1 

= lim ~ ~ I I [ h(i,j) - 11hJ [9( k+i,l+j)- !l J (C .2 7l 
9 

M->= i=O j=O 

N -> = 

Man sieht 

ch (k,ll = Rh (k,ll - llh 11 (C .28)
9 9 9 

Som it ist die Kovarianz die Korrelationsfunktion der ze ntralen Datenfunkti o ­

nen. Erneut ist zw ischen Autokovarianz ( 9 = h) und Kreuzkovarianz ( 9 :;t:. h l 

zu unterscheiden . 

Es gilt 

chh ( o,ol = a 2
h 

(C. 2 9) 

c hh (co,co) = 0 
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4) Leistungsdichte ( Power Spectral Density =PSD) 

Die spektrale Leistungsdichte Sh entspricht der Fouriertransformierten der 
9 

Korrelationsfunktion Rhg' Ihre Bedeutung liegt z.B. in der Anzeige dominanter 

Frequenzen im Datenmaterial. 

CO CO 

S ( ) R ( ) e - j 2rr ( ux+vy) dx dy ((.30)hg u,v = f f hg x,y 
-CO-CO 

Durch diesen Zusammenhang mit Rhg kann unter anderem aus der Gestalt 

der Korrelationsfunktion folgendes geschlossen werden. Ist Rhg eine reelle 

gerade Funktion, so ist Shg ebenfalls gerade und reell und durch eine ein­

fache Cosinustransformation zu bilden. 

CO CO 

Sh (u,v) = 2 f f Rh cos [ 2rr (ux + vy)] dx dy (C.31)
9 9 

0 0 

in aller Kürze seien noch einige nützliche Eigenschaften der PSD angegeben 

shg (-m,-n) = s*hg (m,n) = sgh (m,n) 

shh (-m,-n) = shh (m,n) 

(C .32) 

sh 
9 

(O.O) = TX Ty llh llg 

shh (O,O) = T X T y llh 2 

f) Die schnelle Fourier- Transformation (FFT) 

Die FFT ist ein seit zwei Jahrzehnten bekannter Algorithmus, der es ermög­

licht durch ein erheblich verkürztes Verfahren der FT aus einer Folge von 

Momentanwerten einer Sc-hwingung das Frequenzspektrum abzuleiten. An 

der überwiegenden Zahl der im Gebrauch stehenden Computeranlagen sind 

FFT-Routinen zumeist im Rahmen von Programmbibliotheken installiert. Die 

Mehrzahl der implementierten Unterprogramme beruhen auf dem CO OLEY­

TUKEY oder dem SANDE-TUKEY-Aigorithmus. Dem Benutzer bleibt im Grun­

de nur der Aufruf einer "black - box" ,die ihm die Fouriertransformierte bzw. 

die inverse Transformation korrekt und schnell liefert, sofern die Eingabe ­

spezifikationen beachtet wurden. 
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Trotzdem seien kurz die Hintergründe der FFT in einer Weise erläutert, die 

ausführlicher .z .B. in (BRIGHAM; 1974) nachzulesen sind. Vereinfachen wir die 

Beziehung 

N-1 

H(n) = L h(k) e - j2n:nk/N n=0,1,2, ... ,N-1 (C.33l 

k=O 

mit 

W = e-j2n:/N 

so gewinnt man die Darstellung 

N-1 

H ( n) = L h ( k) W kn (C .34) 

k=O 

(C .34) ausgeschrieben mit ( W 0 = 1, N = 4) 

h(Ol)H (0) )
H ( 1) h ( 1 ) 

(C .35l 
( H(2) ) h (2)( ( 

H (3) h ( 3) 

Aufgrund der Periode 2rr gilt 

Wkn = wkn rnod N 

und somit 

( w1 w2 w3 ' H (n) = h (n) (C. 36lw2 wo w2 )\ w3 w2 w1 

Gelingt es uns nun zusätzlich die Matri x in (C .36) passend zu faktorisieren, 

wo wo0 0 1 0 0 0 

2 w2 0 0 0 1 0
H = wo ' h ( (C.37l ' ) 

( 
0 0 w1} ' ( 

0 w2 \ 2 ) 
( 
\ 3 

0 

\ 0 0 w3 \ 0 0 ~2) 3 ' 
so können wir unter Berücksichtigung von w0 =- w2. W 1=- w 3 f es t s t e il e n . 
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daß der Rechenaufwand von (C .37) bei N= 2 Y auf Ny /2 komplexe Multipli­

N 2kationen und Ny komplexe Additionen gegenüber komplexen Multiplika ­

tionen und N (N-1) komplexen Additionen bei der direkten FT gesunken ist. 

Die zusätzlich nötige Umordnung der Zeilen in (C .37) fällt nicht weiter in s 

Gewicht. Um nicht der Einschr.änkung der Basis 2 zu unterliegen wurden Al ­

gorithmen für beliebige Basen, vornehmlich für 4, 8,16 entworfen . Damit 

sinkt zwar die Zahl der komplexen Rechenoperationen, allerdings steigt der 

Speicherbedarf und kompliziert sich der Algorithmus. Die Basen 4 und 8 

scheinen am effizientesten. Zusätz li ch gibt es Routinen für die beliebige Ba­

siswah l,jedoch sollte N möglichst stark faktorisierbar sein. Eine weitere häu ­

fig genutzte Möglichkeit besteht im Auffüllen des Datenmateri a ls , um eine 

hochgradig teilbare Anzahl von Abtastwerten zu erha lten (siehe Kapite l C .g) . 

Die weitgehende Faktorisierung der Transformationmatrizen, die Ausnützung 

von Symmetrieeigenschaften sowie die geschickte Wahl der Datenfelddimen ­

sion N sind die Eckpfeiler der FFT . Alle hier gezeigten Ableitungen sind ohne 

Einschränkungen auch im 2D-Bereich gü ltig und schaffen die Möglichkeit mit 

Rasterpunktzahlen > 100000 in vertretbarer Rechenzeit zu operieren . 

g) Randeffekte 

Aufgrund der Periodizität der Fourierentwicklung müssen Überlegungen an ­

gestellt werden, inwieweit die gewonnenen Ergebnisse die vorliegenden Ein­

gangswerte repräsentieren .Da in der Praxis einerseits ein begren z tes Daten­

gitter der Dimension Mx N mit meist keineswegs periodischer Information zur 

Verfügung steht, andererseits die Beziehung (C .10) 

h (k+M,I+N) = h(k,l) 

Gültigkeit hat, wird bei der FT dieses Gitter unendlich oft an das ursprüng­

liche Datenmaterial kopiert. Somit liegt den transformierten Randwerten 

ein Datenmaterial zugrunde, das zum Teil nicht die Realität widerspiegelt . 

Eine Möglichkeit dieses Problem in den Griff zu bekommen besteht in der 

Anwendung von sogenannten "'Fensterfunktionen" . Dies sind gerade reelle Ge ­

wichtsfunktionen,welche die Grundwerte an den Rändern langsam gegen 0 

streben lassen . Im Spekralbereich sind s ie durch geringe Seitenschwingun­

gen und hohe Konzentration in der Grundschwingung repräsentiert (SI DER I S ; 

1984) 0 
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Eine weitere, recht einfache und wirkungsvolle Methode besteht darin, di e 

Kernfunktion f ab einer Distanz d 0 gleich 0 zu setzen (Abb.11). Verwendet man 

....................... ----------------------1 
I 
I 

Igesicherter 
I 

I 
I 
I 
I 

Arbeitsbereich I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

----------------------1
I 

jdo 

Abb . 11 

nur Funktionswerte deren Distanz von den Rändern mindestens d 0 beträgt, 

wird die Anwendung einer Fensterfunktion überflüssig. Der Nachteil li egt in 

der Erstellung oder dem kostspieligen Bezug von großflächigem Datenmate ­

rial, um in einem relativ eng begrenzten Gebiet aussagekräftige Werte zu 

erhalten . Als Beispiel diene folgende Überlegung . Bei einem angenommenen 

d 0 = 10% der Seitenlänge eines quadratischen Datenfeldes liegt die aussage­

kräftige Fläche bei F1=64% der Gesamtfläche. Im allgemeinen hängt d vom0 

gewünschten Einzugsgebiet um die Aufpunkte ab und liegt zumeist weit über 

den angegebenen 10%. Bei z.B . d 0 =25% liegt allerdings die Nutzfl äc he nu r 

mehr bei F2 = 25% der Gesamtfläche . (Abb . 12) 

Um dieser Problematik zu entgehen sollte man das gegebene Datengitter m i t 

sogenannten dummy-Daten umfeldern . Man umgibt also die Grunddaten mit 

einem dr breiten Band von Werten, welche die Natur möglichst gut repräsen ­

tieren und keine neuen Frequenzen in die Spektraldarstellung einbringen 

(siehe Abb . 9 .a ). in unserem Fall eines Höhenrasters zeigt die Überlegung, 

daß ein Randbereich in dem alle Höhenwerte gleich Null oder konstant ge­

setzt werden, aufgrund der schroffen Kante zu den realen Daten, die denk ­

bar schlechteste Lösung darstellt (siehe Abb. 13 .a) . 
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Abb . 12 

26 1 . 5 

261 . 0 

260 . 5 

260.0 

259.5 

259 . 0 

258. 5 

258 . 0 

257.5 

257 . 0 

256 . 5 

256 . 0 

cf.(J ~5.' 5. ~ 0 5 . ~·-----;_6 .l ~ 0 5. i 0 ' 1 
~? "' 

· s: o----s <>· 
a__s.~o; . o-.._o;.~ ·o-.._/ 

22 22 . 5 2J 23 . 5 24 24.5 25 25 . 5 26 26 . 5 27 27.5 28 

Abb . 13.a) dr=64x25m = 1.6km; HRand = const = 1000m 

Schichtabstand 5mgal; FRaster = 25% FRand= 75% 
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262 . 0 

261.5 

261 . 0 

260 . 5 

260 . 0 

259.5 

259 . 0 

258 . 5 

258.0",, 
257.0 

256 . 5 

256.0 

22 

Abb . 13 :b) dr = 64x2 5m = 1.6km H Rand = verlaufend (EOGE) 

Schichtabstand 5 mgal FRaster = 25% F Rand= ?5% 

262 . 0 

261.5 

261.0 

260.5 

260.0 

259.5 

259.0 

258 . 5 

258 . 0 

257.5 

257 . 0 

256 . 5 

256 . 0 

Abb. 13 .c) 

FRa s ter = 100% FRand = O% 

n 
~ I 

22 .5 23 23 . 5 24 24 . 5 25 25 . 5 26 26 . 5 27 27 . 5 28 

2 2 22 . 5 2 3 2 3. 5 24 24 . 5 25 25 . 5 26 26 . 5 21 27 . 5 2e 

dr = 0 ; Schichtabstand 5 mgal 
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Wesentlich bessere Resultate erhält man mit einem Randbereich, dessen 

konstante Höhe gleich dem Mittelwert der Höhen des Grundrasters ent­

spricht. Trotzdem treten natürlich auch in diesem Fall noch unangenehme 

Sprünge an der Rastergrenze auf, die den brauchbaren Arbeitsbereich we­

sentlich verkleinern . Oie besten Erfahrungen konnten mit einem glatt ver ­

laufenden Rand, dessen Größen beginnend von den Randwerten des vorgeg e ­

benen Rasters sich allmählich einer Konstanten nähern, gewonnen werden. 

Zu diesem Zweck wurde die Subroutine "EDGE" (Anhang 8) erste ll t,we l ­

che eine Umrandung der frei wählbaren Breite dr liefert. Der Algorithmus 

kopiert immer die Höhe des nächstgelegenen Grundrasterpunktes als Höhe 

in den Dummy-Bereich . Oie Wahl der Randbreite so ll te jedenfalls auch von 

der nun zu transformierenden Gesamtpunktzahl M x Nneu neu 

Mneu =M+2dr/RW Nneu = N + 2dr/RW RW . .. Rasterweite 

abhängig gemacht werden . Nicht nur die Problematik des Speicherbedarf s 

und der Verarbeitung großer Datenfelder muß berücksichtigt werden. son ­

dern vorrangig die Tatsache, daß die FFT wesentlich schneller bei gut teil­

baren Mneu, Nneu abläuft. 

Testrechnungen haben gezeigt, daß bei Wahl der maximal sinnvol len Rand­

breite dr rnax ~ d die Grenze des Arbeitsbereichs bis auf d 0 /2 an die 
0 

Grenze des Grundrasters heranrückt, ohne einen spürbaren Genauigkeitsver­

lust ( ~ 1mgal; 0.5" bei RW=250 m) hinnehmen zu müssen. Diese Werte hän­

gen jedoch stark von der Rasterweite und der Topographie ab. Unter den 

Annahmen der beiden bereits gebrachten Beispiele über den prozentuellen 

Anteil der Fläche mit aussagekräftigen Funktionswerten, vergrößern sich die­

se bei d 0 =10% auf F1 = 81% und für d 0 = 25% auf immerhin F 2 = 56.25%.Die­

se Zah len untermauern direkt das verbesserte Kosten/ Nutzenverhältnis 

zwischen Erstellung bzw. Kauf und Gebrauch eines Höhenrasters . 

h) RasterschachteJung 

Oie Berechnung des Potentials sowie seiner Funktionale für den Aufpunkt P 

erfo lgt im diskreten Fall durch doppelte Summation von Funktionen der Hö­

hendifferenzen zwischen dem laufenden Punkt Q und dem Aufpunkt über der 

xy-Ebene E . Je größer allerdings der Abstand r=PQ . desto geringer die 

Bedeutung der E in ze lsumme für das Gesamtergebnis. Somit ist es keines ­
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wegs notwendig bei großer Aufpunktdistanz jede kleine (kurzweilige) topo­

graphische Unregelmäßigkeit in voller Schärfe zu berücksichtigen. Dieser 

Umstand hilft sowohl Rechenzeit als auch Speicherplatz zu sparen. Bei der 

Prismenmethode stehen zumeist 2 Rastertypen in Verwendung. Ein feinma­

schiger, das Interessensgebiet abdeckender Raster F (einige Ki lometer) und 

ein ihn umgebender grobmaschiger Bereich G (~bis 20-30 km) der sic h um 

die Aufpunkte bis zur Integrationsgrenze erstreckt. 

G G 

Abb . 14 

Im groben Raster kann mit Vorteil mit einfacheren Beziehungen wie z .B . 

der "Massenlinien-" oder "Massenpunktformel ·· gearbeitet werden. Die nu ­

merischen Probleme liegen hauptsächlich in der Korrespondenz beider Ras ­

ter. So sollte der engmaschige Bereich F genau in die Maschengrenzen von 

G passen und zudem dem gleichen Grunddatenmaterial entstammen um an 

der gemeinsamen Grenze keine Unstetigkeitsste llen des Geländes zu simu ­

lieren . Dies wird nur optimal erfüllt, wenn G durch Mittelbildung der dichte­

ren F-Werte entsteht. Anderenfalls sind Grenzwerte mittels eines passen­

den Ausgleichsalgorithmus zu bestimmen . 

Zur Steigerung der Genauigkeit empfiehlt es sich zudem, anstatt der im Feld 

gemessenen Höhe von P eine aus dem Reduktionsraster interpolierte Auf­

punktshöhe zu verwenden, um allfällige Differenzen zur Rasterfläche zu ver­

meiden ( z .B . besondere Empfindlichkeit der g-Reduktion) . 

Im Spektralbereich stehen uns zwei W ege offen . Entweder teilen wir ähnlich 

der Quadermethode das Gebiet in z wei unterschiedlich feine Raster oder wir 

trennen im Frequenzbereich die langwellige von der kurzwelligen Höheninfor­

mation . 
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Im ersten Fall bildet man schematisch 

tc~ ftlh = (f +f )•6.h = f •6.h + f •6.h (C.38)
1 2 1 2 

wobei das Integral vom Aufpunkt bis zum inneren Reduktionsradius undf 1 d 1 

das Integral von d 1 bis oo bedeuten. ln der Praxis wird oo naturlieh durchf 2 

den äußeren Reduktionsradius d 2 ersetzt . (Abb.15) 

Af A f A 
2 

+ 

r 

Abb . 15 

Im zweiten Fall trennen wir die Höheninformation, also formal 

I C .39 ) 

wobei nun 6.h 1 die ruhige, glatte, langwellige Höheninformation darstellt und 

6.h 2 die kurzwelligen Resthöhen . Diese zwar grundsätzlich elegantere Lösung 

arbeitet jedoch nur optimal, wenn 6.h 1 die "low-pass" gefilterte Höheninfor­

mation von tlh wiedergibt und L1h 2 nur mehr Frequenzen uber der Nyquist ­

Frequenz des groben Rasters beinhaltet. Dies ist im allgemeinen jedoch nicht 

der Fall, vor allem wenn die Raster F und G verschiedenen Datenquellen ent ­

stammen . Desweiteren treten zusätzlich Fehler durch die nunmehr nötige In ­

terpolation der Funktionswerte des G-Rasters auf das feine Gitter auf. 
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D. Topographische Korrektur 

a) Oberblick 

Der Elimination des Einflusses der Topographie (sichtbare Ma ssen,Dichte­

sprünge) auf Meßgrößen wie g,tp, A. (tp . .. astron. Breite,A. .. . a s tron. Län­

ge) ist größtes Augenmerk zu schenken. Das Ziel sind einerseits ni c ht völlig 

voraussetzungsfrei gewonnene Randwerte entlang einer Niveaufl äche und 

andererseits möglichst "glatte" Datenfelder in denen in einfacher Weise zu 

interpolieren ist. So bedienen sich die klassischen ··remove-restore-Verfahren " 

eines 3-Schritt Algorithmus. 

1) Entfernung der Topographie 

Wirkung auf Oberflächenpunkt P 

2) Freiluftreduktion 

3) Wiederherstellung der Topographie 

Wirkung auf P0 

um Schwere und Lotabweichung im Geoidpunkt P0 festzulegen. in ähnlicher 

Weise wird zur Bestimmung von Höhenanomalien z .B . unter Zuhilfenahme 

des Instrumentariums der Kollokation die topographische (oder topogra­

phisch - isostatische) Reduktion zwecks Glättung de s Datenmateri a ls 

vorweggenommen. (MO RITZ ,1983) 

Unter Geländekorrektur (tc = terrain correction) versteht man allgemein den 

nicht linearen Anteil der topographischen Reduktion . 

Abb . 16 
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So läßt sich die Korrektur gemessener g-Werte in einen Bouguer- Term 

(Platte) und den tc-Term aufspalten, 

(D.1l 

wobei hp für die Höhe des Oberflächenpunkts steht . tc ist in jedem Fall 
9 

positiv an den Meßwert anzubringen . Ähnliche Beziehungen sind na türlieh 

ebenfa ll s für die Lotabweichungskomponenten ~, TJ gültig. 

d~ = -tc 
I; 

m .2J 
dT] = -tc 

TJ 

ln diesem Fall sind topographische Reduktion und Geländekorrektur bis auf 

das Vor zeichen ident, da der Einfluß der ebenen Bouguerplatte auf die Lot­

abweichung = 0 ist . 

Zur Festlegung der tc-Werte bieten sich nun 3 Verfahren an . Die älteste 

Methode ist jene der Kompartimente, wobei für jeden Aufpunkt getrennt die 

mittleren Geländehöhen von Kreisringsektoren zu bestimmen sind. Mit dem ver ­

stärkten Einsatz von Computern und der Vorlage von Geländeinformation in 

Form von Höhenrastern wurde auf die von Elmiger (ELMIGER,1969) erläu­

terte Quadermethode übergegangen. Das Gelände wird hier durch ein digi­

tales Modell angenähert, bei dem die Gesteinsmassen in quaderförmige 

Säulen mit quadratischem oder rechteckigem Grundriß zerlegt werden. Sind 

Lage, Höhe und Dichte eines derartigen Quaders bekannt, ermittelt sich sei­
1 

ne Wirkung auf den Aufpunkt P durch Integration der - Funktion über den 
r 

Quader . 

z A 
y 

r p X 
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Setzen wir Q als Integrationspunkt und p als die konstante Dichte voraus, 

so läßt sich für T, g, ~ und 1J zeigen 

x2 y2 z2 

T=Gpf f f dz dy dx = dV 
r r 

x1 y1 z1 

dg= G p f -~- (1 ) d V =-G P f dV (D.3) 
v rdz 0 V 

d~_Gpf d 1 --- --- {-) dV =- _iJ_p_J JJi- dV 
dl} y d{x} r y v rV y 

Der leichten Einsetzbarkeit desselben Höhenrasters zur Reduktion mehre­

rer Aufpunkte steht ein nicht unerheblicher Aufwand an Rechenkapazität 

zur Auswertung von (D .3) gegenüber . Die sinkende Einflußnahme des Qua­

ders Q mit steigender Entfernung zum Aufpunkt P erlaubt a llerding s die 

Verwendung der wesentlich rascher auswertbaren Massenlinien-. bzw . Mas­

senpunktformel (ab d=3 km) ohne spürbaren Genauigkeitsverlust. Somit läßt 

sich zwar Rechenzeit in den Randbereichen einsparen, für eine große Zahl 

von Aufpunkten jedoch ist dies noch immer keine befriedigende Lösung. Damit 

gewann das im folgenden Abschnitt besprochene Verfahren an Bedeutung. 

b} Die Terrainkorrektur mittels FFT 

Schreiben wir die Beziehung für dg aus (D .3) nochmals an, wobei diesmal 

das Valumsintegral in eine Höhenkomponente und eine Integration über die 

x ,y- Ebene E getrennt sei. 

ho 
z - hp

tc (P) = Gp ff ----- dz dE (D .4) 

E hp 

mit 

Sieht man vorerst die Höhendifferenzen um den Aufpunkt als vernachlass ig­

bar k Iein an 

mit 
r 3

0 

9 
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und integriert über z. so vereinfacht sich (0 .4) zu 

(0.5) 

Moritz (MORITZ,1968) nennt diesen Term Iineare Approximation.. der 

Terrainkorrektur tc, obwohl der an sich quadratische Höhenterm auftritt . 

Setzen wir den Begriff "linear" jedoch in bezug auf das Produkt ~g · h und 

sehen G 9 h in der Ordnung ~g. so wird die Bezeichnung für G 9 h 2 als 

" lineares Glied .. klar erkennbar. 

Spa l tet man (0.5) in die 3 Teilintegrale, 

2 
1 [ f ho 2 J 1 f ho Jtc (P) = - G9 --- dE + h --- dE - 2h ---dE (0.6)

9 2 3 P r 3 P r3 
E ro E o E o 

so liegt tc in e in er Form vor, die durch wesentlich schnellere Techniken als 

die Quadermethode sie darstellt, auswertbar ist. Wird 1Ir 3 = f gesetzt
0 

und bedeutet die Verknüpfung *eine Faltung im Sinne von Kapitel (C .4), so 

läßt s ich (D .6) in folgender für die praktische Anwendung der FFT geeigne­

ter Form anschreiben. 

{0,7) 

h steht hier für die Höhe des laufenden Punktes Q und f für die DC-Kom ·· 
0 

ponente = Wert der transformierten Kernfunktion f im Ursprung (siehe Bei ­

spie l Kapitel C .d .4). 

Auf den ersten Blick erscheinen zur Auswertung von (D .ll 5 Transformat io­

nen notwendig. Vorerst jene der Kernfunktion f und der beiden Höhenfunktio­

h 2nen h bzw. in den Spektra lraum. sodann die Rückführung der Faltungs­

produkte h 2 *f und h*f. Durch geschickte Zuordnung der ree ll en Funktionen 

h 2h und zu einer komp lexen Größe h + ih 2 und durch Ausnützung der Trans­

formationseigenschaften gerader und ungerader bzw . reeller und komplexer 

Funktionen (siehe Kapite l C.d.3) bei der Rückführung kann mit 3 Fourierum­

bildungen das Aus langen gefunden werden. 
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c) Die Lotabweichungskorrektur 

Die Beziehungen (D.3) für die Lotabweichungskomponenten ~ , TJ erhalten 

in linearer Näherung die Gestalt 

- -~e_ f f 
h 

Q (~9=-~~ tc~;(P)= dz dE 
y r 3 

E hp o 
(D.8) 

(yQ-yp) 
tc (P) = ----- dz dE 

71 r 3 
0 

y ... Bet~ag des Schwerevektors 

Es sei darauf hingewiesen, daß die Integranden nun frei von der Punkthöhe 

hp sind . Damit entspricht die lineare Appro x imation für die Lotabweichungs­

komponenten einem Kondensationsmodell, in dem die Massen in einer unend­

lich dünnen Schicht über der xy-Ebene aufgetragen sind. 

Die Integration über z ergibt 

Gp (h -hp) __Q____ dEJ t:.x 
y r 3 

E 0 

(D .9) 

i_~o- hp_2
tc (P)= - -~- f t:.y dE

71 y 3 
E ro 

Setzt man 

f = { X } 
y r 3 

0 

so erhält man den zu (D .?) analogen Ausdruck für die Lotabweichungskompo ­

nenten (~,TJ sind blind gegenüber dem Einfluß der Bouguerplatte --> hp=O). 

(D .10) 

Diese Entwicklung umfaßt nur 4 Transformationen; eines Filters f pro Kom­

ponente, des Höhenrasters h sowie die Rückwandlung des Faltungsprodukte s. 

Diesem numerischen Vorteil steht jedoc h die Meinung ungenüge nder Präzi­

sion der Ergebnisse in Gebieten mit bewegter Topographie gegenüber ( z .B . 

FüRSBERG, 1984). Zudem wird häufig auf die m e ist bes chränkte Zahi von 
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Lotabweichungspunkten hingewiesen, die ebenso rationel l mit der Quaderme­

thode zu bearbeiten sei. Fo lgend werden nun 2 Möglichkeiten zur Verbes­

serung des Approximationsalgorithmus gezeigt und der Frage nachgegangen, 

ob die Ergebnisse der Beziehung (0 .10) den Genauigkeitsanforderungen der 

überwiegenden Zah l der Anwendungen entspricht. Ebenso soll anhand von Bei­

spielen gek lär t werden, ab welcher Mindestanzahl von Aufpunkten die FFT 

wirtschaft li eh einzusetzen ist. 

d ) Verwendung eines Höhenkorrekturfaktors 

Gehen wir auf die Entwicklung (D.4) zurück, so gilt in aller Strenge 

hQ (z-hp) 
tc (P)= Gp I dx dy I [(;-=-~-)2;(~-.;-)2;(-;-=-;-)2-f3-;2 d z (D 11) 

9 
E hp p Q p Q p Q 

Durch Approximieren des Filters f (f = 11r 3 ~ 1lr 3 ) erhie lten wir tD.ll. 
0 

Setzt man jedoch nach P .Comer (COMER ,1986) 

2 -3/22 2f = (llx +lly +a ) ( D .12) 

wobei a 2 einen integralen Mittelwert für (hp- z ) 2 darstellt, so gewinnen 

wir eine Näherung , die der spezifischen Topographie des Arbeit sgeb iet s bes­

ser angepaßt ist . Zudem wird das Problem der Singular ität von f im Fall 

r =0 in der xy-Ebene gelöst.
0 

Da g ilt 

I I f dx dy 2rr I f= a = und 
0 

(D .13) 

folgt aus (D_7) und (0 .13) 

tc ( P ) = ~ G p [ h 2 • f + h P 2 2 rr I a - 2 h P ( h * f) ] (0.14)
9 

bzw. (D .10) für die Lotabweichungskomponenten mit geändertem Filter f. 

Um sinnvolle Werte für die Konstante a zu erhalten, können z.B . Tabellen 

zu Rate gezogen werden, die a für das Argument "'mitt lere Hangneigung"' 
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enthalten. Empfehlenswerter erscheint es jedoch den mittleren Höhenunter­

schied durch Testrechnungen den topographischen Verhältnissen optimal an­

zupassen . 

e) Approximation höherer Ordnung 

Ausgehend von (D.4) läßt sic h das Integral (D .9) fo lgendermaßen erweitern. 

r ~ 3 ~ r - 3 3 r - 5 ( z - h ) 2 + l !_~ r o - 7 ( z - h P ) 4 m .15l 
0 2 0 p 8 

mit 

r 
0 

= 

Integ r ieren wir nach z und setzen die Grenzen hp bzw . e in, erh ä lt da sh0 
Ebenenintegra l folgende Gestalt. 

= - -~e... [ m .16l 
y r 3 

tc (P) 0 

11 

Diesmal treten allerdings 2 Filterfunktionen auf 

und m.1n 

deren Verknüpfung mit den Geländehöhen zu 4 Faltungsprodukten führt. 

= - -~e_ [ f * h - 3 h p 2 ( g * h ) + 3 h p ( g * h 2 ) - g * h 3 J !D.18) 
y 

Bei erster Durchsicht dieser Beziehung scheint der Rechenaufwand gegen­

über dem Kondensationsmode ll gigantisch gestiegen zu sein . So sind 7 reelle 

Funktionen in den Frequenzbereich zu transformieren ( 2 pro Filter + h + h 2 

+ h 3 J und 4 Fa l t ungsprodukte pro Koordinatenrichtung = 8 Funktionen retour 

z u wandeln . Bedienen wir uns jedoch der schon angesprochenen Möglichkeit 

2 reelle Funktionen gleichzeitig in einer komp lexen Variablen zu verarbeiten 

und in Folge mitte l s der Be z iehungen (C .14) wieder zu trennen , so genügen 

4 FFT-Aufrufe um alle Funktionen in den Spek tralberei c h zu transformieren. 
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Umgekehrt entsprechen den Faltungsprodukten f•h, g•h. g•h 2 und g • h 3 

rein reelle Funktionen. Somit muß sich ihre Spektraldarstellung nach Tab . 1 

aus einem geraden Realteil und einem ungeraden Imaginärteil zusammen­

setzen. 

F ( u ) = R9 ( u ) + j Iu ( u ) <-- > f (X) = R ( X ) 
(0 .19) 

G ( u ) = R9 ( u ) + j I u ( u ) <--> g ( X ) = R ( X ) 

Multipliziert man in (0.19) die Funktion G mit der imaginären Einheit j, so 

folgt 

F(u) = R9 (u) + I ( u) <--> f(x) = R(x)
u m.20l

G(u) = -1 (u)+ R (u) <--> g(x) = I {x)
u 9 

Addition der Komponenten (0 .20) in einer komplexen Variablen und Umbii­

dung mit FFT liefert im Raum die beiden gesuchten Funktionen f( x ), g(x) 

bereits getrennt. Somit sind nur insgesamt 4 Rucktransformationen t Lir 

beide Lotabweichungskomponenten nötig . Effiziente Programmierung kann 

den Mehraufwand an Rechenzeit gegenuber der konventionellen Methode 

(0.10) auf etwa 10% begrenzen. ln Kapitel E wird dies durch einige Beispiele 

dokumentiert. 

Um einen Überblick uber die Größenordnung der in (D .15) bzw. (D .16) auf­

tretenden höheren Reihenglieder zu bekommen setzen wir nach der Integra­

tion uber z 

go = ( h - hp) 
r 3 Q 

0 

= (h - h )3 (0.21)g1 p
r 5 Q 

0 

= 
7 

(h 
0 

- hp) 5g2 
ro 

Stellt man g 1 und in Funktion von g darg 2 0 

g1=gor1 
m.22l 

92 = 9o r 2 

so sind r 1 , r 2 die gesuchten Verhältniszahlen zum Hauptterm . 
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(0 .23) 

r - 1 ( h - h ) 2 = .l tan 2 ct1 - 2 r 2 Q p 2 
0 

mit ct . .. mittlere Geländeneigung 

In ähnlicher Weise finden wir 

3 
= (0. 2 4) 

r 4 8 
0 

Setzt man für ct plausible Werte im Bereich ct= 0° bis zu hochalpine n mitt ­

leren Geländeneigungen von ct = 30° ~ 60% ein, so zeigt Tabelle . 2 de n re ­

lativen Fehler der Lotabweichungskomponenten, der durch Vernachl äss ig ung 

der Glieder höherer Ordnung auftritt. 

ct% g1 g2 

0% 0.0% 0.0% 

15% 1.1% 0.0% 

30% 4.5% 0.3% 

45% 10.1% 1.5% 

60% 18 .0% 4.9% 

Tab . 2 

Somit scheint selbst bei Vernachlässigung aller Glieder < 0 .5 " die Mitnahme 

des g 1 - Terms bei bewegter Topographie (b. ~, Lll'J > 10") ab ct = 30 % gerec ht­

fertigt . 

f) Interpolation mit bikubischen Splines 

Im allgemeinen ist die Terrainkorrektur natürlich für beliebig gelegene Auf ­

punkte gesucht . Sind diese nicht mit den Rasterpunkten ident, so is t vor­

teilhaft mit bikubischen Splines S( x ,y) zu interpolieren . Diese s Produk t der 
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in den ebenen Hauptachsenrichtungen definierten kubischen Splines S{x) und 

S (y) eignet sich besonders als Basisfunktion im Rechteck. (SÜNKEL; 1978) 

3 3 
~ ~ a(ij) k 1S (x,y) = ~ l.. (x-x,. ) (y-y) (D.25) 

k=O 1=0 kl j 

ln besonders engmaschigen Rastern (z.B. dx=dy=25m) ist die bilineare Inter­

polation allerdings völlig ausreichend. 
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E. Lokale Studie Tirol 

a) Die Meßkampagne 

Im Rahmen des Projektes P5481 des Fonds zur Förderung der wissenschaft­

lichen Forschung, dessen Ziel die Bestimmung des Geoidverlaufs in Wes toster­

reich war, hielt sich der Verfasser zur Messung von Lotabweichungen im 

Sommer 1985 und Spätherbst 1986 einige Wochen im Bundesland Tirol auf 

(WEBER;1987) . Das Einsatzgebiet (Abb.18) erstreckte sich vom lnntal nach 

Norden bis zur Staatsgrenze, im Westen begrenzt durch den Arlberg, im Os­

ten durch die Verbindung Mittenwald-Seefeld. Auf 19 Stat ionen, deren mitt­

lerer Punktabstand bei ca. 10km liegt, wurden die Lotabweichung skomponen ten 

mit einer Genauigkeit des Mittels von 0.2"-0 .3" durch Mehrfachmessung mit 

dem Zeiss-NI2-Astrolab erfaßt. Zudem gab die Meßwerterfassung gleichzeitig 

Gelegenheit eine lnstitutsentwicklung , welche die Datenaufnahme weitgehend 

automatisiert und den Personalaufwand auf eine Person beschränkt. in der 

Praxis zu erproben (WEBER,ZAHRADNI K;1986) . 

Aus hauptsächlich verkehrstechnischen Gründen wurde Reutte zum Ausgangs­

punkt aller Meßoperationen gewählt. Zug leich bekam diese Station aufgrund 

ihrer zentra len Lage in allen nachfolgenden Untersuchungen den Status des 

Referenzpunktes. Zur topographischen Reduktion der Lotabweichungen wur ­

de in dankenswerter Weise für ein 80 km x 50 km großes Teilgebiet ein di­

gitales Höhenmodell mit einer Rasterweite von 250m (Raster R2) vom In ­

stitut für Photogrammetrie der TU-Wien zur Verfügung gestellt (Abb .18). D ie 

Berechnungen erfolgten vorerst mittels Integration der Attraktion sw irkung e in ­

zelner Quader auf die Meßpunkte. Der linear mit der Zahl der Aufpunkte 

steigende Bedarf an Rechenzeit zwang jedoch umgehend Überlegungen mit dem 

Ziel anzustellen den CPU-Bedarf bei gleichen Genauigkeitsanforderungen an 

die Ergebnisse erheblich zu reduzieren . 
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Abb.l8: nördl. Tirol (Raster R2); Bezugsstreifen M28 
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b) Terrainkorrektur im Hochgebirge 

( FFT oder Prismenintegration ?) 

Verschiedenste Publikationen der letzten Jahre ( z.B. FORSBERG; 1985 . 

SI DER IS; 1984, etc .) verweisen direkt auf vorteilhafte FFT -Anwendung e n z u r 

Lösung der oben genannten Problematik . Die Einsparung von Rechen zeit is t 

allerorts unbestritten, Erfahrungen mit sehr engmaschigen Höhenmodellen 

in stark bewegter Topographie sind jedoch selten publiziert. Um diesem 

Mangel im vorliegenden Projekt zu begegnen wurde zusätzlich ein im Zuge 

von Arbeiten über Hangrutschungen im Bereich Reutte ( MALLAUN ; 1989) 

erstel lter 25m x 25m Raster (6.3kmx 8.0km Ausdehnung; R1 - Raster) 

für Testrechnungen übernommen . 

Abb. 19: Reutte (Raster R1) 

Damit standen in einem Gebiet mit Höhenunterschieden bis z u 1500 m z w e i 

Datensätze z ur Verfügung, die Vergleichsrechnungen z wischen Qu ader - und 

FFT -Methode zuließen . 
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Zur Prismenintegration wurde auf ein von H . HAITZMANN erstelltes Pro­

gramm zurückgegriffen, wobei vorerst eine benutzerfreundliche Bedienungs­

oberf läche zu schaffen war. 

A ls Grundlage der Fourierentwicklung diente das von R .FORSBERG erarbei ­

tete Programm "TCFOUR " , we lches aus vorgegebenen Höhenmodellen über 

der xy-Ebene unter anderem die A ttraktionskomponenten in den drei Ach­

senrichtungen ( z- Achse: Terrainkorrektur ~g; xy-Achsen : Terrainkorrektur 

~~ , .17]) ermitte lt . 

Eine wesentliche Aufgabe bestand nun darin , die nötigen Erweiterungen des 

vorliegenden Programms vorzunehmen. Ausgehend von der Kondensat ions­

approx ima tion für die Lotabweichungskomponenten (D .8 - D .10) wurde die 

Näherung dritter Ordnung (D.15-D.18) unter Berücksichtigung weiterhin 

vertretbarer Rechenzeiten eingearbeitet. 

REUTTE 

0 <Jo 

2'2 22.5 23 23.5 2-4 2".5 25 25.5 28 26 . 5 27 27.5 2ll 25.5 29 29.5 30 

Abb. 20 : Schichtenabstand 100m; M 28 

Abb . 20 zeigt den aus dem R1-Raster gerechneten Höhenschichtenplan des 

Gebiets Reutte . Im stark umrandeten Feld wurden 30 in Profilen angeordne­

te Testpunkte ausgewählt (Punktabstand 500m) , in denen die Terrainkorrek ­

tur zu berechnen war . Die Lage und Länge der Profile ergab sich au s dem 

Reduktionsradius von 2 km und wurde von der geringen Ausdehnung des 25m­

Rasters diktiert . 
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Die Tabellen Tab.3 bis Tab . 5 beinhalten die Ergebnisse der verschiedenen 

Berechnungsarten der Terrainkorrektur im R1-Raster (Inde x P= Prismeninte­

gra tion, Inde x F= Fourierentwicklung, K= Kondensationsmethode ) 

Gebiet Reutte . RW=25m . d 1 = 2km ,Ag[mgall, A~lJ ["l,M28 

Pkt y[km] x [km] t.gp t.gF t.~p t,~F.K 11TJp i1T}F K 

1 24.0 258.0 14.3 15.5 -7.3 - 7.9 +2 .8 +2 .9 

2 24.0 258.5 13.6 14 .9 - 0 .4 0 .0 +6 .4 +6. 9 

3 24 .0 259 .0 8 .5 8.3 - 2.7 . - 2 .6 +6. 3 +6.3 

4 24.0 259 .5 6 .5 6 .2 +0.2 +0 .3 +5. 8 + 5 .7 

5 24 .0 260.0 7.4 7.3 - 1.1 -0.9 +6 .1 +6. 0 

6 24.5 258.0 19 .0 21.3 -4 .8 -5.1 +7.1 +8.0 

7 24 .5 258 .5 14.0 16.1 -0 .7 -0 .2 +9 .4 +10 .0 

8 24 .5 259 .0 12 .5 13 .6 -3.1 - 3. 3 +8 .5 +8.7 

9 24 .5 259 .5 10 .3 10.7 -1 .5 -1 .5 +9 .2 +9 .2 

10 24 .5 260 .0 8.2 8.4 - 0 .8 - 0 .7 +8 .3 +8.2 

11 25 .0 258 .0 12.4 14.5 -2 .0 -1.6 +8. 2 +9 .0 

12 25 .0 258.5 9 .9 10 .9 -2.0 - 1.8 +8 .1 +8 .4 

13 25.0 259.0 10.8 11.5 -1 .1 - 0.9 +9 .2 +9 .3 

14 25 .0 259.5 9.4 9 .6 -1.5 -1.6 +8 .8 +8.7 

15 25.0 260 .0 9.7 10 .0 -0.7 -0.6 +8.0 +7 .9 

16 25 .5 258 .0 4.5 4.5 -1 .3 -1 .1 +3 .8 +3 .8 

17 25 .5 258 .5 5 .0 4.9 -1.5 -1 .3 + 5 .1 +5 .0 

18 25 .5 259 .0 5.3 5 .1 -1.3 -1.3 +6 .2 +6.0 

19 25 .5 259.5 6 .7 6 .5 - 1.4 - 1.5 +7 .0 +6. 8 

20 25 .5 260 .0 7 .0 6 .6 - 1.5 - 1.5 +7 .3 +6.9 

21 26 .0 258 .0 2.5 2.3 +0.4 +0.6 +0 .6 +0 .5 

22 26.0 258.5 2.4 2.2 -0 .2 - 0 .1 +2 .0 +1 .8 

23 26 .0 259.0 2.5 2 .1 - 0 .6 -0 .6 +3.1 +2 .9 

24 26.0 259.5 2 .8 2.4 - 0 .9 - 0.9 +3 .6 +3. 3 

25 26 .0 260.0 3 .2 2.7 - 1.8 -1.7 +4 .1 +3. 8 

26 26 .5 258 .0 4.4 4.4 +2 .8 +3 .0 - 1.5 -1 .6 

27 26 .5 258.5 1.4 1.3 +0 .9 +1.0 0 .0 -0 .1 

28 26.5 259.0 1.4 1.0 +0 .1 +0.1 +0 .8 +0.7 

29 26.5 259.5 1.0 0 .8 -0 .6 - 0 .5 +1.5 + 1.3 

30 26 .5 260.0 1.2 0 .9 - 1.0 - 0.9 +2 .3 +2 .0 

Tab . 3 
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Die daraus resultierenden statistischen Parameter der Differenzen Prismen­

integration ~ Fourierentwicklung folgen zu 

L\g P-F [mgal] Ll~ P-F ["] Ll1Jp_F["] 

2 .3 0 .6 0.9ltcrnaxl 

-0 .2 9 -0.08 -0.01tl 

c5 ± 0.81 ± 0.21 ± 0 .32 

Tab . 4 

t1 Mittelwert 

c5 Standardabweichung 

ln Tabelle 5 wurde der Reduktionsradius auf 20 km erweitert und die Hö ­

heninformation im Außenbereich dem weitmaschigeren R2-Raster entnom­

men . Die Ergebnisse zeigen eine Standardabweichung der Lotabweic hung sdif­

ferenzen im Bereich einiger Zehntelbogensekunden. Der für die g-Komponen­

te entsprechende Wert von c5 = ± 0.7 mgal scheint zufriedenstellend,wobei 

nochmals auf die besondere Empfindlichkeit bei Höhendifferenzen an den 

gemeinsamen Rastergrenzen hingewiesen sei . 

L\g P-F [mgal] 

2.3 

- 0.44 

± 0.68 

Llr: ("]<:.p-F 

K T 

0.9 0.6 

0.41 0.30 

± 0.25 ± 0.21 

Tab. 5 

1 . 1 1.0 

-0 .25 0 .34 

± 0.39 ± 0.26 

Die Berücksichtigung der Third-Order Approximation (T) verbe ssert die Diffe­

renzbeträge nochmals um ca. 20%. Ein Vorteil, der durchau s im Rahmen 

des Mehraufwand s an CPU-Zeit von ca. 10 % liegt . 
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Ähnliche Tests wurden in Folge mit veränderten Rasterweiten durchgeführt. 

(RW=250m ,500m. 1km). Die beiden letztgenannten grobmaschigen Raster 

stellen jeweils gefilterte Versionen von R2 dar . Im Gegensatz zu Tab .5 

stand diesmal keine Information des R1 -Rasters in Verwendung. allfällige 

Unstetigkeiten an der Grenze zu einem feinen Innenraster entfielen somit . 

Vergleichsbasis waren die aus dem 250m-Raster mit der Prismenmethode ge­

wonnenen Werte (Index P). 

jtcmax I 

t.gP-F 250 [mgal] 1.5 -0.41 ±0 .38 

0.8 +0.17 ±0.39t.gP-FSOO 

4 .3 +1.24 ± 1.39L\gP-F1000 

Ll~P-F250 K ["] 1 . 1 +0.50 ± 0.15 

0.5 +0.40 ±0 .08Ll~P-F 2 50, T 

0.6 +0.59 ± 0 .12 Ll~P-FSOO K 

0 .6 +0.40 ± 0.21Ll~P-FSOO,T 
1.5 +0.45 ±0 .53Ll~P-F1000,K 
2.0 +0.34 ±0 .62Ll~P-F1000,T 

Lll]P-F250,K [") 0.7 -0.31 ± 0.21 

0.1 +0.07 ±0 .05Lll]P-F250 T 

0.4 +0 .23 ± 0.14Lll]P-FSOO,K 

1.0 +0.59 ± 0 .31Lll]P-FSOO T 

3.0 +1 .52 ± 1.03Lll]P-F1000,K 

3 .1 +1.73 ± 1.03Lll]P-F1000 T 

Tab. 6 

ln einem weiteren Schritt sollten nun die in engen Profilen angeordneten 

Aufpunkte durch die Meßstationen des unter Kapitel E.a erläuterten Projek ­

tes ersetzt werden . Dies erforderte bei vorgegebener Dimension des Höhenra s ­

ters eine Begrenzung des Reduktionsradius auf 8 km um einen tragbare n Kom ­

promiß zwischen einer repräsentativen Punktanzahl und einem möglichst gro­

ßen Einflußbereich zu finden. Für die verbleibenden 16 Stationen konnte der Ge­

ländeeinfluß wiederum für 3 unterschiedliche Rasterweiten ermittelt und mit 

der Prismenlösung verglichen werden (Tab.?). 
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ltcmaxl 

ßg P-F 250 [mgal] 1.9 0.03 ±0.89 

2.0 0.30 ± 0.82ßgP-FSOO 

5.6 1.83 ± 1.88ßgP-F1000 

ß~P-F250,K ["] 10 1 0.03 ± 0.44 

1.0 0.18 ±0.37ß~P-F250 T 

1.2 0.15 ±0.58ß~P-FSOO K 

1.4 0.18 ±0 .5gß~P-FSOO,T 
1. 9 0.33 ± 0.87ß~P-F 1000 ,K 

1. 9 0.35 ± o.g3ß~P-F1000,T 

ß'T]P-F250 ,K ["] 0.7 0.15 ±0.26 

0.4 0.09 ±0.24ß'T] P-F250,T 

0.6 0.01 ±0.30ß'T]P-FSOO,K 

0 .5 0.01 ±0 .32ß'T]P-FSOO,T 

1.5 0.04 ±0.62ß'T]P-F1000 K 

1.0 0.03 ±0.57ß'T]P-F1000,T 

Tab. 7 

Ergebnisse: 

Übereinstimmend zeigen die Tabellen Tab . 5 - Tab. 7 , daß die Third-Order­

Approximation nur bei den Rasterweiten unter 500m spürbare Verbesserungen 

liefert . Ab RW=500 ist die Kondensationslösung ebenbürtig. Während die Ge­

nauigkeit der ~-. 11- Komponenten mit der Dichte des Rasters steigt, trifft 

dies für die ßg-Werte offensichtlich nur bedingt zu . Ab einer Maschenweite 

von 500m beeinflußt hier eine Verdichtung die Ergebnisse kaum. Ist also die 

Terrainkorrektur in gebirgigem Gelände auf ± 1 mgal bzw. ± 0 .5" gefordert, 

so wäre eine Maschenweite von 500m optimal. Eine in der Berechnung wei­

ter verkleinerte Rasterweite senkt zwar die Standardabweichung der Lotab­

weichungsdifferenzen auf ±0 .2" bis ±0.4", verbessert aber nicht die Situation 

der g-Komponente (siehe Kapitel E.c) und ist deshalb nur bedingt wirtschaftlich. 

Die Varianz der mittelwertreduzierten Oberflächenlotabweichungen sinkt im 

zuletzt bearbeiteten Fall von 19" 2 nach Anbringung der Terrainkorrektur 

(FFT, RW=500m,d=8km) auf ~6" 2 . 
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c) Analyse der Filterfunktionen 

Die nähere Betrachtung der in (0 .7) und (0 .10) verwendeten Filte rfun k ti o ­

nen f 

f = 1/ r 3 f = x/ r 3 (E _1)
9 0 !; 0 

führt zu einem bes seren Verständnis der vorangegangenen Aussagen über 

s innvoll ein s etzbare Rasterweiten . 

(Abb . 23 .a - 23 .d für RW=250m) 

r~an-3 l 

3 

2 

1 

0 

0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 Cklll 

f(u,OJ 
15 

10 

5 

0 
.2 .4 .6 .8 1.2 1.4 1.6 2.2 Ccycles/kml 

Abb . 2 3.a:Filter f 
9 

Abb . 23 .b : Spektrum 
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Abb. 23.c: Filter f I; Abb.23.d: Spektrum 

Die transformierten Funktionen f (E.1) wirken im Spektralbereich als ··low­
9 

pass Filter··. Große Wellenlängen dominieren während die hohen Frequen­

zen von 0.25 bis 0.50 Cycles/km unterdrückt werden . Dies ändert sich 

auch nicht durch eine Verdichtung des Reduktionsrasters und erlaubt des­

halb keine wesentliche Steigerung der Genauigkeit (siehe Tab.6, Tab.? 

für tlg ). 

f E;: und f YJ eliminieren zwar den Einf luß von Wellenlängen im Bereich der 

doppelten Grundrasterweite, sind jedoch für hohe Frequenzen in der Nähe 

der Nyquist-Frequenz durchlässig. Eine Verdichtung des Arbeitsra sters ver­

bessert somit die Ergebnisse. 

8 

6 

4 

2 

0 
(cycles/kml 

-2 
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d) CPU-Zeltverglelch 

ln welcher Größenordnung liegen nun die zu erwartenden Rechenzeiteinspa­

rungen? 

Die Antwort läßt sich wohl in erster Linie von der Zah l der zu transformie­

renden Rasterpunkte N ableiten . Eine grob gültige Näherung zeigt, daß di e 

Prismenmethode CPU-Zeit proportional dem Produkt aus der Anzahl N und 

der Zah l der Aufpunkte M benötigt . 

(E. 2 l 

Der Zeitbedarf der FFT-Methode hingegen gehorcht der Beziehung 

tFFT = a:FFT N log N (E.3l 

Die gewählten Proportionalitätsfaktoren a sind nicht a ll ein Funkti onen de s ve r ­

wendeten Prozessors und des betrachteten Que l-lprogramm s, son dern na tür ­

lieh ebenfalls vom Reduktionsradius, der Speicherorganisa t ion oder der Fak­

torisierbarkeit der Punktzahl pro Koordinatenachse abhängig. Die folgende 

Tabelle so ll einen Einblick in die bei den diversen Transformationen und 

Testrechnungen der vorliegenden Arbeit tatsächlich gewonnenen Werte ge­

statten. Die Zeiten beziehen sich auf die CPU des CDC 860-180 Compu­

ters des Digitalrechenzentrums der TU-Wien . 

Rasterpunkte CPU-Time [s] Prismenintegration 

N FFT(~+lJ) Aufpunkte M 

4000 8 3 

16 000 30 5 

32800 72 6 

60000 129 8 

65500 139 9 

Tab.8 

Die dritte Spalte gibt die Anzahl jener Punkte an, deren Terra ink orrek tur ­

berechnung in der von der FFT vorgegebenen Ze it mittels Pri s menintegration 

möglich ist (break -even-point). Die Tabelle 8 gilt für d=10km . 
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Abb. 24 

Abbildung 24 dokumentiert die geringe Mehrbelastung an Rechenzeit ( ::-::: 10% ) 

bei Verwendung der Approximation 3.0rdnung (siehe Kap. D.el. 

e) Kovarianzfunktion KF - Modellanpassung 

Eine wesentliche Voraussetzung zur Prädiktion beliebiger Störfeldfunktionale 

oder zur Beschreibung statistischer Merkmale derselben ist die Ableitung 

der Kovarianzfunktion des Restfeldes. Dies wurde für das vom R2-Ras ter 

abgedeckte Teilgebiet Tirols unter Verwendung der in Kapitel B besproche­

nen Modelle durchgeführt. 

Als Grundlage der weiteren Überlegungen diente eine Liste von 29 gut ver­

teilten Lotabwe ic hungsstationen mit einem mittleren Punktabstand von 10km­

15km (siehe Abb . 25). Die im Landessystem vorhandenen Oberflächenlotab­

weichungen wurden mittels (WEBER ; 1987) 

~ = ~BESSEL + 1.63" + 0 .42 "(<p-46°) - 0.06"(),_-9°} 

(E.4) 

lJ = T]BESSEL + 1.20" + 0 .13" (<p -46° ) + 0.48" (),_ -9°) 
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Abb.25: Lage der Aufpunkte im Raster 

in das geozentrische System transformiert und um ihren Mittelwer t redu­

ziert. Eine Zusammenstellung der charakteristischen Größen der fur die 

Lotabweichungskomponenten gewonnenen empirischen KF gibt Tabelle 9 . 

Die Schätzung der Varian z der Horizontalgradienten ist in Gebirgsgegen ­G0 

den höchst problematisch und wurde deshalb unterlassen. 

7J 

Varianz C 20.7 .. 2 17 .5" 2 

Halbwertsbreite C 7 .0 km 8.0 km 

Nulldurchgang ND 22 .5 km 35 km 

Tab. 9 

Um sich von der Azimutabhängigkeit zu befreien, arbeitet man zweckmäßi­

gerweise mit longitudonalen und transversalen KF (8 .18). Tabelle 10 zeigt 

die aus zentrierten I und t-Komponenten erhaltenen analogen Parameter. 

t 

Varian z C 19 .1" 2 19 .1'' 2 

Halbwertsbreite C 6.3 km 9 .0 km 

Nulldurchgang ND 14 km 30 km 

Tab . 10 
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Zuerst sei eine Anpassung an das ebene Reilly-Modell untersucht . Legen wir 

nach (8 .36) den Abstandsparameter mit d =ND= 14km und die Varianz mit 

C = 19.1"" 2 fest , so gestattet uns die somit vollständig bestimmte Reilly­11 

Funktion die Auswertung der Ausdrücke (8.32). Eine Zusammenstellung der 

Ergebnisse für cov(~.~), cov(1],1J), cov(flg,flg) und cov(C,C) zeigt Tabelle 11 . 

Distanz cov(~.~) COV(1J,1J) cov(Ag,Ag) cov(C.C> 

[kml ["2] [ "2] [mga1 2 l [m2] 

0 .0 19 .1 19 .1 865 0 .087 

3 .0 17 .8 18.7 822 0 .085 

6 .0 14.2 17.4 712 0.079 

9.0 9 .0 15 .5 553 0.07 1 

12.0 3.4 13.2 373 0 .060 

15 .0 - 1.7 10.7 202 0 0L9 

21 .0 -7.8 6.1 -38 0 .028 

27.0 -8.0 2.9 -1 16 0 .013 

33.0 -5.3 1.2 -94 0 .005 

39 .0 -2.6 0.4 -50 0 .002 

48 .0 -0.5 0.1 -11 0 .000 

Tab . 11 

Zu Vergleichszwecken wurde nun versucht dem Datenmaterial eine loka le 

Tscherning-Rapp-Funktion anzupassen (siehe Kapitel B .b). Al s Vorgabe 

dienten wieder die geozentrischen mittelwertreduzierten ~, 11 - Werte bzw. die 

aus ihnen gewonnenen I, t -Parameter (Tab . 10). Da die Modeliierung in e r s ter 

Linie Varianz und Halbwertsbreite repräsentieren sollte, kann der Gr ::,d der 

KF aus dem Nulldurchgang ND der cov (flg ,flg) des Reilly-Modells nach 

ND = 90° In (E.5) 

vorerst nur geschätzt werden. Aus ND ~ 19.7 km folgt n ~ 500 . Der von 

Schwarz und Lachapelle vorgeschlagene Iterationsalgorithmus liefert 

n = 532 A= 530 R8 = 0.9997 7 1 
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und ermöglicht anschließend die Auswertung von (8.11) ,(8.12) und (8.14) . 

Distanz cov(~.~) COV(lJ,lJ) cov (Ag,Ag) covu.:.c> 

[km] ["2] ["2] [mgal 2 l [m2] 

0.0 19 .1 19.1 860 0.031 

3.0 11.2 15.6 602 0 .029 

6 .0 4.8 11.7 370 0.024 

9.0 1.0 8.6 217 0 .020 

12.0 -1.3 6.4 114 0.014 

15.0 -2.8 4.7 42 0 .009 

21.0 -4.0 2.3 -38 0.000 

27.0 -3.9 0 .9 -67 -0.005 

33.0 -3.0 0.1 -65 -0 .007 

39.0 -1.8 -0.3 -46 -0.006 

48 .0 -0.1 -0.4 -11 -0.003 

Tab . 12 

25 

20 -- empirisch 

15 Reilly,..... -­- ,..... ,..... 
Tscherning-Rapp 

10 -­
5 

0 
[km] 

-5 

-10 

Abb . 26.a 
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Abb. 26.d 

ln weiterer Folge sol lten die nach den Überlegungen des Abschnitts E .b aus 

einem 500m x 500m Höhenmodell berechneten Terrainkorrekturen Berücksich­

tigung finden . Man bildet zuerst die reduzierten LA - Größen ~r , 1J r nach 

~r = ~gem - tc I; + ~LK - ~Trend 
( E .6) 

T} = T) - tc - 1)
r gem Tl Trend 

~gem. 1Jgem . .. Meßgrößen mit (E.4) transformiert 

tc~;,tcTJ Terrainkorrektur (FFT ,500m x 500m,d= 8km) 

normale Lotkrümmung~LK 

Trendreduktion wegen Breitenabhängigkeit~Trend 
( Alpenanstieg der Niveauflächen in N-S-Richtung) 

Trendreduktion = Mittelwertreduktionr]Trend 

Die aus den ~r . 1Jr nach (8 .18) gewonnenen longi tudonalen und transversalen 

Komponenten Ir. tr ze igen im Vergleich zu Tab . 10 die charakteristischen 

Größen 
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t 

Varianz C 1.8" 2 1.8" 2 

Halbwertsbreite C 4.0 km 7.8 km 

Nu lldurchgang ND 8km 20 km 

Tab . 13 

Ein sich dieser empirischen Funktion möglichst gut anschmiegendes Tscher­

ning-Rapp- Modell 

n = 1130 A=2418.5 R8 = 0. 998 000 

liefert die zu Tab. 12 korrespondierenden Werte . 

Distanz cov( ~.~) COV(1J,1J) cov (Ag,Ag) cov(C.C> 

[km] [ .. 2] ["2] [mgal 2 l [m2J 

0 .0 1.8 1.8 81 0.0017 

3.0 1.4 1.7 71 0.0015 

6.0 0 .6 1.4 44 0.0010 

9 .0 - 0 .3 1.0 14 0.0004 

12.0 -1.0 0 .5 -9 -0.0001 

15 .0 - 1.2 0.2 -21 -0.0004 

21.0 - 0.6 - 0 .1 - 16 -0.0005 

27.0 0 .3 - 0.1 3 0.0000 

33.0 0.5 0 .0 11 0.0003 

39.0 0.2 0.0 10 0.0002 

48.0 -0.3 0 .0 -6 -0 .0002 

Tab. 14 

Die Parameter des zugehörigen Rei ll y - Model ls leiten sich wieder aus der 

Varianz C 
11 

= 1.8" 2 und dem Nulldurchgang ND=8.2 km der empirischen 

KF der longitudonalen Lotabweichungen ab. Sie folgen zu 

d = 8.2 km 
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Distanz cov(~.~) COV(1J,1J) 

[km] ["2] ( u2] 

0.0 1.8 1.8 

3.0 1.5 1.7 

6 .0 0.6 1.4 

9.0 -0.2 1.0 

12.0 - 0.7 0.6 

15.0 -0 .8 0 .3 

21.0 -0.4 0 .1 

27.0 -0.1 0 .0 

33 .0 0 .0 0 .0 

39 .0 0 .0 0 .0 

48.0 0.0 0 .0 

Tab. 15 

in den unten ersichtlichen Graphiken 27 .a ­

den besprochenen KF-Modelle, als auch die 

festgelegten KF der ~ und Tl Werte dargestellt . 

2.5 

2.0 
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[mgal 2 l 
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27 .d wurden sowohl die bei­

aus den Messungen empirisch 
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Abb. 27 .d 

Beide Modelle zeigen im relevanten Bereich bis zum ersten Nulldurchgang 

erwartungsgemäß gute Übereinstimmung mit den empirisch gewonnenen KF 

für ~ und 7]. Dieses Ergebnis war vorherzusehen, da in beiden Fällen die 

Modellparameter der Meßwertfunktion angepaßt wurden. Die Differenz in 

den Varianzen zwischen Modell und Meßwertfunktion ist auf die Verwendung 

longitudonaler und transversaler Komponenten zurückzuführen und folgt damit 

aus der Mittelung der Varianzen der ~- und 7]-Werte (8.21). 
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Für eine unabhängige Kontrolle der soeben gezeigten Modellanpassungen 

wurde dankenswerterweise von der Abteilung K2 (Grundlagenmessung) de s 

Bundesamtes f. Eich- und Vermessungswesen ein Datensatz von 66 gemes­

senen Schwerewerten zur Verfügung gestellt. Die aus den vorerst gebildeten 

Freiluftanomalien 

ßgF = g - yh=O + 0 .3086 h 

bestimmte KF ist natürlich nicht direkt mit den Funktionen der Abbi ldung 

27 .c verg leichbar. Vielmehr ist zu~rst die Terrainkorrektur an die Meßwer­

te anzubringen und die bekannte Höhenkorrelation der Freiluftanomalien 

durch Abspaltung eines Trendterms zu berücksichtigen. 

L1gr = g + tc 
9 

+ 0 .3086h- Yh=O- gTrend (E .7) 

tc Terrainkorrektur (FFT, 500m x 500m, d=8km)
9 

gTrend . . . =a+bh 

Sünkel ( SÜNKEL, 1981) weist schon anhand von Untersuchungen in 4 Österrei­

chischen Teilgebieten daraufhin, daß in hinreichend kleinen Gebieten bei opti­

maler Erfassung der Geländekorrektur die Steigung b der Trendgeraden die 

Wirkung der Bouguerplatte repräsentieren muß . 

b = 2rrGp = 0.1119 mgal/m für p=2.67gcm- 3 (E.8) 

Der aus dem Datensatz tatsächlich errechnete Trend 

gTrend = -123.2 + 0.1116h 

mit dem Faktor b = 0.1116 mgal/m belegt (E .8 ) eindrucksvoll (siehe Abb. 28 ) . 

Dieses Ergebnis ist sowohl eine Bestätigung der Güte der FFT-Reduktion und 

des in Verwendung stehenden Höhenrasters, als auch eine Plausibilitätsprü­

fung der angenommenen konstanten Dichte p=2 .67 g/cm 3 . Das statistische 

Verhalten der in (E .7) gewonnenen Anomalien Agr= mittelwertreduzierte Bou­

guer-Anomalien unterscheidet sich natürlich für den bearbeiteten Ausschnitt 

Nordtirols wesentlich in Varianz und Halbwertsbreite von dem der Freiluft­

anoma lien. 
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llgr 

Varianz C 2449 mgal 2 84.3 mgal 2 

Halbwertsbreite C 2.5 km 9.6 km 

Nulldurchgang ND 10 .5 km 16.5 km 

Tab. 16 

100 

KOVARIANZ (Ag.Ag) [mgai 2 J 
eo 
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20 / 

0 
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Abb.29 

Die aus den Bundesamtswerten gebildete KF schmiegt sich in ausgezeich­

neter Weise den bereits in Abbildung 27.c gezeigten Reilly - und Tscherning­

Rapp-Funktionen an. Einer um nur 2 km differierenden Halbwertsbreite steht 

eine faktisch idente Varianz von Modell und Messung gegenüber . Das Reilly­

Modell scheint in diesem Fall den Gesamtverlauf der empirischen Funktion der 

Schwereanomalien besser zu beschreiben. 

Damit kann die Bestimmung einer realistischen KF für Schwereanomalien aus 

gemessenen Lotabweichungskomponenten als gelungen angesehen werden. 
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Abschließend wurden aus den · nach (E .6) reduzierten Meßdaten ~r. 7Jr relati­

ve Cogeoidhöhenunterschiede zum Zentralpunkt Reutte in einem 0.05°x 0 .05° 

Raster prädiziert (Abb.30; inclusive Trend ) . Als Grundlage zur Bildung der 

benötigten Auto- und Kreuzkovarianzen diente die in Tabelle 15 skizzierte 

Reilly-Funktion (Abb. 27 ) . Zur Geoid- bzw . Quasigeoiddarstellung mußte in 

einem zusätz lichen "Restore"-Prozeß der abgespaltene Terraineinfluß wie­

der Berücksichtigung finden. Die dabei zu erwartende maximale Differenz 

von Höhenanomalie und Geoidundulation I iegt nach (E .9) bei ca. 30cm . 

C - N [m] ~ - ~g Bouguer Egal] · h [km] (E.9l 

~g ~ - 120 mgal; h ~ 2500m 
rnax 

COGEOID 

[_--------0. 

47.50 
L------o. 

47.15 

47.55 
-0.2~----~ 

10.4 10.45 10.5 10.55 10.6 10.65 10.7 10.75 10.8 10.85 

Abb . 30: Darstellung Cogeoid (relativ ; Reutte =0 .OOm); 

Schichtabstand 20 cm; Referenzsystem GRS 80 
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10.55 

47.25 10.50 
47.20 

10.40 
10.45 

47.15 

Abb.31: zum Schichtenplan korrespondierende 3D-Darstellung 
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f) Statistische Betrachtungen des Österreichischen LA-Feldes 

in einem zusätzlichen Schritt so llte der Versuch unternommen werden. eine 

für das gesamte Bundesgebiet passende KF festzulegen, wie dies von Sün­

kel (RINNER et al.,1987) bereits gezeigt wurde . Im Gegensatz zu der ange­

sprochenen Arbeit wurde die mittels Prismenintegration bestimmte topogra­

phisch isostatische Korrektur durch eine einfache Terrainkorrektur ( FFT) 

ersetzt. Oie Datenbasis stellten 681 gut verteilte und in das geozentrische 

System transformierte Lotabweichungen ( CTJ) ,sowie ein 1.5' x 2.5' Höhen­

raster dar . Statistische Untersuchungen des Gesamtmaterials (~ ,TJ ). der to­

pographisch reduzierten Werte ( ~tc , l]tc) und der zusätz li ch um den Einfluß 

des Erdmodells GEM10C korrigierten Größen ( ~tc.GEM ,TJ tc .GEM) sind in un­

tenstehender Tabelle zusammengeste llt . 

min 

(") 

--------­ -----­

~ - 14.1 

~tc -6 .1 

~tc.GEM -5.6 

l] -14.4 

l] tc -6.0 

lltc ,GEM -5.5 

max 

(") 

24 .8 

16 .0 

16.3 

19.8 

13.4 

12 .2 

Tab. 17 

Mittel 

(") 

3.9 

2.5 

2.7 

4.7 

3 .5 

2.1 

Varianz 

["2] 

39.9 

9.7 

9.7 

33.2 

13.4 

6.5 

Über den bereits bekannten Weg der longitudonalen und transversalen LA ­

Komponenten wurde ein Tscherning -Rapp - Modell mit den Parametern 

(n=200, A= 251.8) hergeleitet und die resultierenden Autokovar ianzfunktionen 

für~ ,lJ. 6g .C in den Graphiken Abb . 32 .a-Abb.32 .c dargestellt . 

Der Vergleich mit den von Sünkel publizierten Werten zeigt etwas höhere 

Varianzen im eben skizzierten Weg, jedoch völlig idente Korrelationslängen . 

So differieren z.B. im Fall der Höhenanomalien die Varianzen um 0.03m 2 

2 2( 0.067 m Sünkel; 0 .097 m vorliegende Arbeit) während die Halbwertsbreiten 

( 33 km Sünkel; 31 km v .A. ) fast übereinstimmen. Oie angesprochenen höheren 

C 0 - Werte folgen natürlich aus der vereinfachten Reduktionsmethode (keine 
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Berücksichtigung eines Isostasie-Mode ll s), dem weitmaschigeren Höhenmodell 

und aus der Verwendung der Dichtekonstanten p = 2.67 g I cm 3 an Ste l le eines 

detaillierten Dichtemode ll s des Bundesgebietes . Aus diesen Gründen können die 

gewonnenen Resultate als höchst zufriedenstellend angesehen werden. 

KOVARIANZ LA [ "2 1 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ cov ( l) ,l) ) 
/ 

/ 
I 

cov (~ .o 
/ 

Abb. 32 .a 

(km] 

500 

400 

300 

200 

100 

0 

10 

KOVARIANZ {flg,flg) [mgal 2 1 

20 30 40 50 so [km] 

Abb . 32 .b 
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Abb . 32.c 
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F. Zusammenfassung und Ausblick 

Die vorliegende Arbeit skizziert die Vor- und Nachteile des FFT-Aigorithmu s 

als Ersatz der herkömmlichen Prismenintegration und beschäftigt s ic h spe ­

zie ll mit dem Einfluß der sichtbaren Massenunregelmäßigkeiten auf Lotab ­

weichungsmessungen. Der häufig publizierten Meinung, daß die FFT für die 

horizontalen Ableitungen des Störpotentials auf Grund der geringen Meß­

punktdichte und des erweiterten Reduktionsterms unwirtschaftlich sei. muß 

widersprochen werden . Die Approximation 3 .Ordnung benötigt gegenüber 

dem Kondensationsmode ll nur 10% zusätzliche CPU-Zeit und zeigt vor allem 

im Hochgebirge bei geringen Maschenweiten des Höhenmodells sehr gute Er­

gebnisse (s~ ±0.5''). Eine beliebige Verdichtung des Höhenrasters hat sich 

jedoch nicht in jedem Fall (g-Werte) als sinnvo ll erwiesen. 

Die ansch ließende lok ale Stud ie Tirol zeigt die Möglichkeit auf, realistische 

Aussagen über das statistische Verhalten aller Störfeldgrößen aus reinen 

Lotabweichungsmessungen abzuleiten. An den aus geländekorrigierten Wer­

ten gewonnenen ruhigeren Verlauf der empirischen KF wurden zwe i bekann­

te KF-Modelle für lokale (Reilly) und regionale (Tscherning-Rapp) Untersu­

chungen angepaßt. Die Berechnungen zum "gesamtösterreichischen Geoid" 

(RINN ER et al.,1987), dessen Verlauf ohne Einbeziehung von Schwerewerten 

festgelegt wurde, stützten sich einzig auf die ausgeze ichnete Flächendek_:_ 

kung des Österreichischen Lotabweichungsnetzes. Diese Vorgangsweise 

scheint unter Einbeziehung der erlangten Erfahrungen dieser Arbeit und un ­

ter Berücksichtigung der eher linienförmigen Verteilung, sowie der schlechten 

Verfügbarkeit der g-Werte in unserem Bundesgebiet, völlig gerechtfertigt. 

Kurzfristiges Ziel zukünftiger Entwicklungen kann nur sein, den potentiellen 

Interessenten ein engmaschiges Netz von Feldgrößen anzubieten, in welchem 

unter Wahrung der Genauigkeitsvorgaben linear interpoliert werden kann. 

Mittelfristig ist es jedoch keineswegs als ausreichend anzusehen, dem Kreis der 

Ingenieurkonsu lenten eine Serie von Lotabweichungen über dem Raster der Be­

zugsellipsoidkoordinaten zu übergeben . Vielmehr sind dem heutigen Standard 

sehr leistungsfähiger Personal-Computer und anwenderfreundlicher Software 

entsprechend Programmpakete mit Datenbankzugriffsmöglichkeiten anzubie ­

ten, die den Verschnitt heterogenen Datenmaterials (Situation, Geländemo­

dell, Lotabweichungen, Undulationen über dem Refererenzellipsoid) erlauben. 

Zusätzlich sind die Transformationen zwischen den in Gebrauch stehenden 
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Koordinatensystemen (und Bezugsellipsoiden) sowie Interpolationsalgorithmen 

zur Neubestimmung von Stationswerten bei Änderung des Grunddatenmate­

rials und geeignete graphische Ausgaberoutinen zur Verfügung zu stellen. 

Für im Forschungsbereich tätige Interessenten der Geowissenschaften si nd 

die Störfelddaten im Verschnitt mit dem Gelände- und Dichtemodell des 

Staatsgebietes in einer Datenbank zusammenzufassen (möglichst im Gitter 

kartesischer Koordinaten), wobei allerdings Standards, die eine spätere 

Einbindung in ein umfassendes Geoinformationssystem erlauben, schon jetzt 

zu beachten wären. 
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Anhang A 

Kreuzkovarianzen CReilly-Modell) 

Funktionen der Geoidundulation N 

C(N,NJ = R ( 1, 0)
y2 

C ( N ,llg) = ( R ( 2, 0) - ( 21 r) R ( 1, 0) ) 
y 

C(N.U = ( R ( 2,1 J sin cx)
y2 

C ( N, 71) = (R(2,1) cos cx)
y2 

C(N,T
22 

) = - --- R ( 3,0) 
y 

Funktionen der Schwereanoma lie llg 

C(llg,llg) = R(3,0)- 2(21r) R(2,0) + (21r) 2 R(1,0) 

1 c (llg.U = --- (R ( 3 , 1 ) s in cx - ( 2 Ir) R ( 2 , 1 ) s in cx ) 
y 

1= --- (R ( 3 , 1 ) c o s cx - (2 Ir) R ( 2 , 1 ) c o s cx ) 
y 

C(llg,T 
22 

l= - R(4,0) + (21r) R(3,0) 

Funktionen der Lotabweichungskomponente ~ 

= -~- (_!_ R ( 3 0 ) + _!_ R ( 3 2 ) c o s 2 cx )
y2 2 . 2 . 

= -~- ( - _!_ R ( 3 2) s in 2cx) 
2 2 .y 

C(~.T 22 ) = R(4,1) sincx 
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Funktionen der Lotabweichungskomponente lJ 

1 1 1=--- ( 2 R ( 3. 0 ) - 2 R ( 3 . 2 ) c o s 2 cd 
2y 

= R(4,1) cosa 

Funktion des Gradienten T zz 

C(T zz•T 22 )= R (5,0) 
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Anhang B 

cccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc 
c c 
c E D G E c 
c c 
c Subroutine edge surrounds the height grid with c 
c a vector dimensioned by 'drand'. c 
c inn,ine remain unchanged c 
c ic=1 vector=const c 
c ic=2 ... vector=smoothed values c 
c c 
cccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc 

subroutine edge(inn,ine,dfi,dla,iha,ihadim,drand,ic) 
dimension iha(ihadim) 

n=inn "' ine 
c 

inna=int(drand/dfi+0.001) 
inea=int(drandjdla+0.001) 

if (ic.eq.2) goto 2 
c 
c Raenderung h=const.=1000 
c 

1 k=1 
do 10 i=inna,inn- inna- 1 
do 10 j=1,ine-2"'inea 
iv=i"'ine+inea+j 
do 9 m=k,iv-1 
iha(m)=1000 

9 continue 
k=iv+1 

10 continue 
do 11 m=k,n 
iha(m)=1000 

11 continue 
c 

return 

2 ih=inn 
jh=ine 
lrun=1 

61 do 70 i=1,inn 
do 70 j=l, ine 
if (i.le.inna) iha((i-1)"'ine+j)=iha(inna"'ine+j) 
if (i.gt . (inn-inna)) iha((i-1)"'ine+j)=iha((inn-inna-1)"'ine+j) 
if (j.le.inea) iha((i-1)"'ine+j)=iha((i-1)"'ine+inea+1) 
if (j.gt.(ine-inea)) iha((i-1)"'ine+j)=iha((i-1)"'ine+ine-inea) 

70 continue 
if (lrun.gt.1) goto 80 
jh=inea 
lrun=lrun+1 
goto 61 

80 return 
end 
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