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Kurzfassung

Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie ist die Rekonstruktion von dreidimensionalen
Objekten anhand ihrer Abbilder in Photos oder in digitalen Bildern. Die Bildorientierung ist
die Voraussetzung fiir solch eine Objektrekonstruktion. In dieser Arbeit wird eine Methode
zur Bildorientierung und Objektrekonstruktion mittels allgemeiner kurvenféormiger Merkmale
vorgestellt, die die iublichen, auf punktférmiger Objektinformation basierenden Methoden
erganzen soll. Dieses Konzept eignet sich auch fiir die Bestimmung von Kurven zur Be-
schreibung der Orientierungselemente von Flugzeugscanneraufnahmen. Dies ermoglicht die
Rektifizierung der gescannten Bilder.

Der theoretische Teil dieser Arbeit behandelt die Darstellung von allgemein geformten
Kurven durch mehrdimensionale ausgleichende zusammengesetzte kubische Polynome. Der
Interpolation sowie der Parametrisierung solch einer ausgleichenden Kurve ist ein eigener
Abschnitt gewidmet. Zusitzlich wird eine Methode zur Beschaffung der erforderlichen
Niherungswerte vorgestellt. Das folgende Kapitel befaBt sich mit der Realisierung der
Theorie im Rahmen des Programmsystems ORIENT. Anschliefend wird mit Hilfe von
Testbeispielen die Bildorientierung und die Objektrekonstruktion mittels allgemeiner kurven-
formiger Merkmale demonstriert. Den AbschluB bilden Anwendungsbeispiele aus dem
Bereich der Ingenieur- und Medizinphotogrammetrie.

Abstract

The main task in photogrammetry is the reconstruction of three-dimensional objects from
two-dimensional photographic or scanned images. Images must be orientated as a prerequisit
for such a reconstruction. This work presents a method using free-formed curved features
for object reconstruction and image orientation, complementing common methods based on
distinct points. This method also allows the determination of curves representing the
orientation parameters of images acquired by airborne scanner. This enables rectifying the
scanned images.

The theoretical part of this work deals with the representation of multi-dimensional free-
formed curves by adjusting joined cubic polynomials. The interpolation and the
parametrization of the representational curve are examined in detail. Additionally, a method
to determine the appproximation values required for adjustment is presented. The following
chapter is concerned with the application of the theory into the program system ORIENT.
After that, worked examples illustrate the process of image orientation and object recon-
struction using free-formed curved features. Finally some applications in the fields of
engineering and medical photogrammetry are presented.
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1 Einleitung

1.1 Aufgabenstellung

Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie ist die moglichst genaue geometrische Rekon-
struktion von rdumlichen Objekten anhand ihrer Abbilder in Photos oder in digitalen Bildern.
Das Einsatzgebiet erstreckt sich von Nahbereichsanwendungen, zum Beispiel in der medizi-
nischen Photogrammetrie, bis hin zur Fernerkundung der Erdoberfliche. Die Auswertung
der Bilder kann auch lange Zeit nach ihrer Aufnahme erfolgen, etwa zur Rekonstruktion von
nicht mehr vorhandenen Objekten anhand historischer Photographien. Andererseits ermogli-
chen die in den letzten Jahren entwickelten digitalen Kameras die geometrische Bestimmung
von Objekten bereits unmittelbar nach deren Aufnahme.

Der Zusammenhang zwischen einem Objekt und seinem Abbild wird mathematisch durch die
Abbildungsgleichungen der Zentralprojektion beschrieben. Die Parameter der perspektiven
Abbildung werden durch die Orientierung des Bildes gegeniiber dem Objektkoordinatensy-
stem bestimmt. Die duflere Orientierung wird durch den Aufnahmeort und die Rotation des
Bildes definiert; die Lage des Aufnahmeortes in bezug auf die Bildebene legt die innere
Orientierung des Bildes fest. Nach der Bildorientierung kann die Objektrekonstruktion
durchgefiihrt werden.

Die traditionellen analytischen Methoden der Bildorientierung beruhen auf punktférmiger
Objektinformation, also auf gemessenen (“"beobachteten") Bildpunkten, die als Abbilder
konkreter Objektpunkte identifiziert werden konnen. Diese Abbildung wird fiir jeden
Bildpunkt durch die beiden Gleichungen fiir den Abbildungsstrahl ausgedriickt; jede Glei-
chung tragt zur Bestimmung eines unbekannten Orientierungsparameters bei. Durch zusitzli-
che, redundante Beobachtungen ergibt sich ein iiberbestimmtes Gleichungssystem, dessen
Losung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate statistische Angaben liber die
Genauikeit und die Zuverlassigkeit der Ergebnisse ermdglicht. Die wichtigsten Orientie-
rungsverfahren sind:

- Die Einzelbildorientierung ("photogrammetrischer Riickwirtsschnitt") mit Hilfe
von PaBpunkten, das sind Bildpunkte mit bekannten Objektkoordinaten.

- Die relative Orientierung mehrerer Bilder durch Verkniipfungspunkte. Als Ver-
kniipfungspunkt kann jeder Objektpunkt, auch mit unbekannten Objektkoor-
dinaten, verwendet werden, der in mehreren Bildern abgebildet ist.

- Die absolute Orientierung eines aus mehreren relativ orientierten Bildern gebilde-
ten Modells mit Hilfe von Pafpunkten.

- Die Biindelblockausgleichung, das ist die simultane relative und absolute Orien-
tierung eines Bildverbandes mit Hilfe von PaB- und Verkniipfungspunkten.
Die traditionellen Auswertemethoden zur Objektrekonstruktion konnen prinzipiell unter-
schieden werden in:

- Die analoge "menschliche" Bildinterpretation, zum Beispiel optische punkt- und



linienweise Auswertung eines Stereomodells. Diese analogen Verfahren erfordern
allerdings einen recht hohen Zeit- und Geriteaufwand.

Die analytische Bestimmung von Objektpunkten, zum Beispiel durch den Schnitt
zweier Abbildungsstrahlen ("photogrammetrischer Vorwirtsschnitt"). Viele
Objekte konnen jedoch nur unzureichend durch Punkte beschrieben werden (z.B.
Landschaftsformen).

Die traditionellen analytischen Auswertemethoden zur Bildorientierung und Objektrekon-
struktion beruhen auf Bildpunkten, die zuvor an einem optischen Auswertegerit von einem
Menschen beobachtet wurden.

Aufgrund der zunehmenden Verfiigbarkeit von digitalen Bildern und von immer leistungs-
fahigeren Computern er6ffnen sich durch die Methoden der digitalen Bildverarbeitung neue
Moglichkeiten zur Automatisierung der photogrammetrischen Auswertung. Im Gegensatz zur
Robotik, wo fiir die Robotersteuerung sehr schnelle "Echtzeit"-Auswertungen digitaler
Bilder entwickelt werden, liegt jedoch der Schwerpunkt bei den photogrammetrischen
Auswertemethoden nach wie vor in der Genauigkeit und der Kontrollierbarkeit der Ergeb-
nisse. Aus diesem Grund erfolgt die photogrammetrische Auswertung grundsitzlich weiter-
hin mit den oben beschriebenen analytischen Verfahren; allerdings wird die dafiir erforderli-
che menschliche Bildbeobachtung zunehmend durch Methoden der digitalen Bildverarbeitung
erginzt oder gar vollig ersetzt. Dabei sind im wesentlichen drei Aufgaben zu 16sen: die
Extraktion der prinzipiell relevanten punkt- oder linienférmigen Bilddetails, das Auffinden
von einander rdumlich entsprechenden Bilddetails in den verschiedenen Bildern ("Grob-
Matching"), und schlieflich die exakte Lokalisierung dieser Bilddetails ("Fein-Matching").
Der Informationsgehalt von linienférmigen Bilddetails ist im allgemeinen grofier als jener
von Bildpunkten, daher eignen sich Objektlinien besser fiir das Auffinden von homologen
Bilddetails.

Auferdem konnen, wie bereits erwidhnt, viele Objekte nur unvollstindig durch Punkte
beschrieben werden. Ein aktuelles Forschungsziel der Photogrammetrie ist daher die Weiter-
entwicklung der traditionellen punktbezogenen analytischen Auswertemethoden zu "merkmal-
bezogenen" Methoden (engl.: "Feature Based Photogrammetry"). Unter "Merkmalen"
versteht man ganz allgemein Punkte, Linien und Flidchen des abgebildeten Objektes. Fiir die
Verwendung von einfachen Merkmalen - wie etwa Geraden, Kreise oder Ebenen - im Zuge
einzelner Auswerteverfahren existieren bereits zahlreiche Vorschlige. Strunz 1993 gibt einen
Uberblick iiber diese Methoden und iiber die entsprechenden Veroffentlichungen. Ein
universeller Ansatz zur Beriicksichtigung von Polynomkurven - etwa Geraden, Kreise,
Parabeln - und von Polynomfldchen - zum Beispiel Ebenen, Zylinder oder Hyperboloide -
fiir die analytischen Auswerteverfahren stammt von Kager, Kraus 1976. Hier werden solche
Merkmale als "fiktive Beobachtungen" behandelt und gemeinsam mit photogrammetrischen
und geoditischen Punktbeobachtungen ausgeglichen. Die Realisierung dieses Konzeptes
erfolgte durch das Programmsystem ORIENT (siehe z.B. Kager 1980, od. Kager 1989).

Alle analytischen Bildorientierungsverfahren konnen nun auch mit PaB- oder Verkniipfungs-
linien durchgefiihrt werden; Objektflichen eignen sich fiir die absolute Orientierung eines
Modells und, falls Konturlinien der Fliche abgebildet sind, auch fiir die Einzelbildorientie-
rung. Eine relative Bildorientierung ist jedoch mit Flachen nicht moglich. Die photogramm-
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metrische Objektrekonstruktion kann durch Vorwirtsschnitt von Objektlinien und von
Flachenstiitzpunkten erfolgen. Das Auffinden von Fldchenstiitzpunkten setzt allerdings eine
texturierte Oberflache voraus. Fiir die analytische photogrammetrische Auswertung haben
also Objektlinien an sich einen hoheren Informationsgehalt als Objektflichen; aus diesem
Grund beschiftigt sich die vorliegende Arbeit in der Folge mit der Weiterentwicklung der
linienbezogenen Auswerteverfahren. Viele Objektkonturen lassen sich ndmlich durch die
oben erwidhnten einfachen Linien (Gerade, Kreise, Parabeln, usw.) nur unzureichend
beschreiben, zum Beispiel natiirliche Kurven wie Wegrdnder oder Gesichtskonturen. Kon-
zepte fiir die Einzelbildorientierung mit allgemein geformten ebenen Kurven wurden bereits
in Masry 1981 und in Lugnani 1982 vorgestellt. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun die
Entwicklung und die Realisierung eines universellen Konzeptes zur Beriicksichtigung
allgemein geformter raumlicher Kurven fiir die Bildorientierung und die Objektrekonstruk-
tion. Dieses Konzept wurde erstmals in Forkert 1993 vorgestellt.

Das Konzept soll sich jedoch nicht nur auf Raumkurven beschranken, sondern vielmehr zur
Berticksichtigung beliebig-dimensionaler Kurven geeignet sein. Dies ermoglicht die Orientie-
rung von Flugzeugscanneraufnahmen: jede Bildzeile der aufgenommenen Bildmatrix stellt im
Prinzip eine eigene perspektive Abbildung dar. Aufgrund der stetigen Flugbewegung kann
daher die duBere Orientierung der gesamten Scanneraufnahme durch eine mehrdimensionale
Funktion beschrieben werden. Die Bestimmung der Funktionsparameter kann zum Beispiel
mit Hilfe von terrestrischen PaBmerkmalen erfolgen.
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1.2 Zur Schreibweise mathematischer Formeln

Fiir die Schreibweise der im folgenden verwendeten mathematischen Formeln gelten folgen-
de Vereinbarungen:

- Skalare werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet (z.B. q;), Vektoren mit GroB-
buchstaben (z.B. A=a,,a,,a;) und Matrizen mit fetten Grofibuchstaben (z.B. A).

- Funktionen werden aufrecht geschrieben, z.B. (7).

- Das Skalarprodukt zweier Vektoren, z.B. c=A"+B wird vereinfacht als c=A4+B
geschrieben; A? steht fiir den Term AT+ A4 .

- Fiir die Definitionen von neu eingfithrten Gréfien (z.B. o) gilt die Schreibweise:
a:=f(f) oder f(f)=:x .

- Der Exponent 0 wird zur Kennzeichnung von Niherungswerten verwendet (z.B.
1° als Niherungswert fiir 7).
Fir Formeln, die sich auf einen Raum mit beliebiger Dimension d beziehen, gilt:
- X, Y, z sind Indizes fiir beliebige Koordinatenrichtungen im d-dimensionalen
Raum.
Fiir den dreidimensionalen Objektraum gilt:
- X, Y, Z sind die Einheitsvektoren des Objektkoordinatensystems;

- X, Y, z sind variable Punktkoordinaten.



2 Theorie

2.1 Grundkonzept einer ausgleichenden Kurve aus zusammengesetz-
ten kubischen Polynomen

Das dieser Arbeit zugrunde liegende Konzept kann anhand folgender Aufgabe veranschau-
licht werden: Gegeben seien die Abbilder der unbekannten Raumkurve ¢ in mehreren
Photos, sowie die Orientierung dieser Photos im Objektkoordinatensystem. Gesucht ist die
Rekonstruktion der unbekannten Raumkurve ®. Die Lésung dieser Aufgabe soll nun durch
einen "photogrammetrischen Vorwirtsschnitt”, wie in der Abbildung 2.1-1 dargestellt, er-
folgen:

Abb. 2.1-1: Rekonstruktion der unbekannten Kurve & durch Vorwaértsschnitt der Kurve §

Fiir einen photogrammetrischen Vorwirtsschnitt werden auf den Abbildern ¢’ der Original-
kurve ¢ zweidimensionale Bildpunkte (zum Beispiel P’) registriert, wobei es im allgemeinen
aber nicht moglich ist, in den verschiedenen Bildern homologe (einander raumlich ent-
sprechende) Bildpunkte zu messen. Der dem Bildpunkt P’ entsprechende unbekannte
dreidimensionale Objektpunkt P liegt auf dem Bildstrahl, der vom Projektionszentrum durch
P’ fiihrt. Sdmtliche Bildstrahlen eines Photos bilden ein rdumliches Strahlenbiindel. Gesucht
ist nun die Kurve, in der sich die verschiedenen Strahlenbiindel "schneiden"; das ist jene
Kurve §, die moglichst gut durch die Menge aller Bildstrahlen geht. Durch diese zu berech-
nende Kurve § konnen nun simtliche Objektpunkte sowie die unbekannte Originalkurve &
rekonstruiert werden.

Das Ziel dieser Arbeit ist nun die Erstellung eines Konzeptes zur Bestimmung einer solchen
flexiblen Kurve S, die sich zur Rekonstruktion einer beliebig geformten Originalkurve ¢
eignet. Dieses Konzept soll sowohl fiir dreidimensionale Raumkurven als auch fiir die
Interpolation der sechs Elemente der dufleren Orientierung einer Flugzeugscanneraufnahme
entlang einer sechsdimensionalen Kurve gelten. Die Anzahl der Dimensionen der gesuchten
Kurve § wird daher im folgenden allgemein mit d bezeichnet. Der im obigen dreidimensio-
nalen Beispiel "Objektpunkt" genannte Punkt P wird im allgemeinen d-dimensionalen Fall
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als "Stiitzpunkt" bezeichnet'.

Die Realisierung dieses Konzeptes erfolgte im Rahmen des Ausgleichungs-Programmsystems
ORIENT. Fiir die Berechnung der Kurve § wurde daher ein Ausgleichungsverfahren
gewihlt. Die Voraussetzung fiir eine Ausgleichung ist, daB die Anzahl der Beobachtungen
(das sind die gemessenen Werte) grofier oder gleich ist wie die Anzahl der Unbekannten (das
sind die zu berechnenden Grofien).

Fiir die Ausgleichung einer d-dimensionalen Kurve werden die (zum Beispiel durch zufdllige
MeBfehler verursachten) Abweichungen der Stiitzpunkte P; von den FuBpunkten §; auf der
zu berechnenden Kurve § durch die Verbesserungsvektoren V; beschrieben (j=1(1)q, ¢ ist
die Anzahl der Stiitzpunkte):

Y Sia Pjy

Vid Sia)  \Pjd

Die gesuchte ausgleichende Kurve § hat dann ihre optimale Lage erreicht, wenn die von der
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bekannte Forderung

q

2|V - min

j=1
erfiillt ist (siehe Abb. 2.1-2). Dies kann durch eine vermittelnde Ausgleichung erreicht
werden (z.B. Reissmann 1980).

P,

]

Ve -
/” l = S i —_— - E
S ,\o S; Z _-“I—_j-

Abb. 2.1-2: ausgleichende Kurve §

Die Kurve § kann zum Beispiel durch ein ausgleichendes Polynom dargestellt werden, wobei
die Polynomkoeffizienten die Unbekannten der Ausgleichung sind. Die Flexibilitit (die
Anpassungsfahigkeit an die ¢ Stiitzpunkte) eines ausgleichenden Polynoms hingt vom
Polynomgrad g ab: ein Polynom g-ten Grades kann hochstens g-1 Extremstellen haben. Ein
hoher Polynomgrad (z.B. g=6) kann aber zu unkontrolliertem Ausschwingen in den Rand-
bereichen des Polynoms fiihren (siche z.B. Kraus 1984, S. 245).

Eine entscheidende Verbesserung dieses Approximationsverhaltens kann nun durch Anein-
anderfiigen mehrerer Polynome niedrigen Grades (anstelle eines Polynomes hohen Grades)

'An der Stelle des Stiitzpunktes "stiitzt" sich die gesuchte Kurve an den gemessenen Werten "ab".
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erreicht werden. In der vorliegenden Arbeit wurden daher zusammengesetzte kubische
Polynome zur Darstellung der ausgleichenden Kurve § verwendet.?

2.1.1 Kurvendarstellung mit Hilfe zusammengesetzter kubischer Polynome

Der Verlauf einer aus zusammengesetzten kubischen Polynomen gebildeten Kurve wird
durch "Knotenpunkte" festgelegt. Die n Knotenpunkte

K = "2 @ = 1(1)n)
id

der Kurve S definieren n-1 Segmente, die jeweils durch ein kubisches Polynom dargestellt
werden. In den Knoten stofen die Segmente mindestens mit stetiger erster Ableitung

aneinander:

K,

5

Abb. 2.1-3: Ebene Kurve aus zusammengesetzten kubischen Polynomen mit Knoten KX,

Fiir die Interpolation von Kurvenpunkten zwischen den Knoten soll die Kurve § als d-dimen-
sionale Funktion S(f) des Kurvenparameters ¢ dargestellt werden. Daher werden den Knoten
K, K,, ..,K, durch eine Parametrisierung die ansteigenden Parameterwerte ¢, <t,< ..<t,
zugeordnet (siche Kap. 2.2). An der Stelle ¢ des Interpolationsintervalles [ i ] zwischen den
Knoten K; und K, wird nun ein Punkt der Kurve S(#) mit Hilfe der Interpolationsfunktionen

$1(0), 85(1), ..,8,(0)
5,0
s() = |29
5,0

wie folgt interpoliert (sieche auch Abb. 2.1-4):

’Eine weitere hdufig verwendete Kurvenart mit guter Approximationseigenschaft ist die Basis-Spline-Kurve
("B-Spline"). Bei dieser Methode wird die Kurve als Linearkombination von bekannten Basisfunktionen darge-
stellt: Die Koeffizienten dieser "Basis-Splines" werden mit Hilfe der Stiitzpunkte berechnet und kdnnen als ein
die Kurve begleitendes "Kontrollpolygon" interpretiert werden. Ein auf B-Splines beruhendes Ausgleichungsver-
fahren ist in Inkild 1990 beschrieben.



~ =2 =3
T bt +c, t” +d,t 2.1-1)
mit t=¢t-¢, (x=1(1)3d)

8 5

Kix

81(0)
! !
& 1 i

Abb. 2.1-4: Interpolationsfunktionen (Parameterdarstellungen) der Kurve von Abb. 1.1-3;
Interpolation von S(z)

Die Koeffizienten a;,, b,,, ¢;, und d;,’ jedes der kubischen Polynomstiicke s,(#);; werden in
Abhidngigkeit der Kurvenart mit Hilfe der Knotenkoordinaten %, ,, k,,, .., k,, (x=1(1)d)
bestimmt (siche Kap. 2.3). 7 ist der Parameter des kubischen Polynoms. Fiir die Berechnung
jenes Polynomparameters 7, der einem Stiitzpunkt P entspricht, wird der Kurvenparameter
t dieses Stiitzpunktes bendtigt. Verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung des Kurven-
parameters eines Stiitzpunktes werden in Kapitel 2.2 beschrieben.

2.1.2 Aufstellung der Verbesserungsgleichungen

Die Forderung, daf ein Stiitzpunkt P auf einer (zu berechnenden) aus zusammengesetzten
kubischen Polynomen gebildeten Kurve liegen soll, ist nun als eigene Beobachtung zu formu-
lieren, die gemeinsam mit weiteren Beobachtungen fiir P, etwa mit der Bildpunktbeob-
achtung P’, ausgeglichen werden kann. Zur Veranschaulichung diene wiederum die bereits
einleitend vorgestellte Vorwértsschnittaufgabe (Abb. 2.1-5):

*Diese Polynomkoeffizienten werden im folgenden auch als "Interpolationskoeffizienten" bezeichnet.



Abb. 2.1-5: Riaumlicher Vorwirtsschnitt einer aus zusammengesetzten kubischen Polyno-
men gebildeten Kurve

Als sogenante "fiktive Beobachtung"* S wird nun die Abweichung S-P der Kurve S vom
Stiitzpunkt P eingefiihrt.

5) (o
S := 5 = @
s, o

Die verbesserte Beobachtung S+ V5 ist eine Funktion von unbekannten (zu berechnenden)
GroBen:

0 Y5
§evi=|2+|"5|=50-P
0 ng

Die Beriicksichtigung der Interpolationsformel (2.1-1) fiir den Kurvenpunkt S(¢) im Intervall
[{] fihrt schlieBlich zu der d-dimensionalen Beobachtungsgleichung in Vektorform:

S s ~2 ~3 4
S+ Vs=A4,+B,t+ Cyt"+D,t" - P (2.1-2)

Die Interpolationskoeffizienten Ay, By, Cy, Dy, sind, wie bereits erwihnt, Funktionen der
Knoten. Die Unbekannten der Beobachtungsgleichung (2.1-2) sind daher die Knotenkoor-
dinaten K, K,, .., K, sowie die Polynomparameter / und die Koordinaten P des Stiitz-
punktes. Da die Berechnung dieser Unbekannten in einem linearen Gleichungssystem (das

“Eine fiktive Beobachtung entsteht aus einer Annahme anstelle einer tatsichlichen Messung. Bei unserer
Kurvenbeobachtung lautet diese Annahme: Die Abweichung des Stiitzpunktes P von der Kurve § sei Null, §
hat daher die fiktiven "beobachteten” Werte 5,=0, 5,=0, ..., 5,=0.
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Normalgleichungssystem der Ausgleichung) erfolgen soll, muf nun die nichtlineare Be-
obachtungsgleichung (2.1-2) durch Linearisierung in eine lineare "Verbesserungsgleichung"
umgeformt werden. Dies erfolgt mit Hilfe einer Taylorreihenentwicklung der Terme der
rechten Seite der Beobachtungsgleichung (2.1-2), wobei die nichtlinearen Glieder vernachlis-
sigt werden:

dls (f dls (t dls (¢ =
y- = Sx() Ak11 + ...+ _E'(_H Ak d + M At - Ap - (Pg - S?((to))
, akn,d n, ai: *

ok 2.1-3)

1,1

mit k =kn+Ak,, =i +Af, p =py+Ap,, (x=1(1)d)

Im Kapitel 2.4 wird gezeigt, wie die fiir diese Taylorreihenentwicklung bendtigten
Niherungswerte der Unbekannten K,°, K.°, .., K,°, , P° bestimmt werden kénnen.

Fiir die partiellen Ableitungen von S(/) muf} die Interpolationsformel (2.1-1) beriicksichtigt
werden. Dabei ist zu beachten, daB die "x-"Komponenten der Interpolationskoeffizienten g, ,,

b ., ¢, und d;, ausschlieflich Funktionen der "x-"Koordinaten der Knoten k;, sind (siche

Kap. 2.3). Die partiellen Ableitungen von s (f) nach den Unbekannten lauten daher:

3s0] _ dlay, +b,i+c,i"+d, i'] _(da, Be Fpn WMy) B0

ok ok, ok, ok ok, ok, ok

ix ix ix ix ix ix ix

PO . (5, +26,7+3d,P) = 5,0

$,(2) ist die erste Ableitung (die Tangente) der Kurve an der Stelle des Kurvenparameters ¢.
Die Berticksichtigung der partiellen Ableitungen von s.(f) in den Verbesserungsgleichungen
(2.1-3) fiihrt zu:

v, = 8,00 Ak + .+ S, () Ak + 85(% AF - Ap, - 1,

S,

5.0 (2.1-4)

ix

und lx = pf - sg(to)

mit s, ,r(‘o) =

§.%(1°) ist die erste Ableitung der aus den Niherungswerten der Knoten gebildeten Kurve an
der Stelle des gendherten Kurvenparameters; /, ist das "Residuum" (der Fehler) der Be-
obachtung §..

Zur Veranschaulichung der Verbesserungsgleichungen (2.1-4) wird eingefiihrt:

As % = [, AR) (2.15)
i1

AS(f) ist die Anderung der Kurve an der Stelle des geniherten Kurvenparameters £ auf-
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grund der Anderung der Interpolationskoeffizienten. Hiermit kénnen nun die Verbesserungs-
gleichungen (2.1-4) {libersichtlicher dargestellt werden:

W = As (19 + (AT - Ap, - I (x = 1(1)d) (2.1-6)

Die durch diese Form der Verbesserungsgleichungen beschriebenen rdumlichen Beziehungen
sollen durch die Abbildung 2.1-6 veranschaulicht werden:

As,(t°) (%
, @ = ¢ |,
As (% \g%(to)
(

ll
L=|:],

s
Ap,

AP =| :
Ap p

K, Abb. 2.1-6: Verbesserung der Beobachtung S

Man beachte, daB aufgrund der bei der Herleitung der Verbesserungsgleichungen (2.1-6)
erfolgten Linearisierungen® die Beobachtungsgleichungen (2.1-2) im allgemeinen vorerst
nicht erfiillt sind: die um den Vektor V; verbesserte Beobachtung § liegt, wie in der Ab-
bildung 2.1-6 ersichtlich, nicht genau auf der ausgeglichenen Kurve. Zur Erfiillung der
Beobachtungsgleichungen werden daher in der Regel, wie im folgenden Kapitel beschrieben,
mehrere Iterationen bendtigt.

2.1.3 Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Ein Ausgleichungsverfahren kann nur dann durchgefiihrt werden, wenn die Anzahl der
Beobachtungen o groBer ist als die Anzahl der Unbekannten u 6. Fiir die d-dimensionalen
fiktiven Kurvenbeobachtungen von ¢ Stiitzpunkten ist die Anzahl der Beobachtungen:
0 = q-d . Die Unbekannten sind in diesem Fall die n-d Koordinatenwerte der n Knoten-
punkte, die ¢ Polynomparameter der Stiitzpunkte, sowie die ¢-d Koordinatenwerte der
Stiitzpunkte. Die Anzahl der Unbekannten lautet somit: u = n-d + q+(d+1) . Die gefor-

Mit Hilfe der Abbildung 2.1-6 kdnnen diese in den Gleichungen 2.1-3 durchgefiihrten Linearisierungen
geometrisch interpretiert werden: das Stiick der ausgeglichenen Kurve von der Stelle £ bis zur Stelle ¢ wird
durch die Tangente S°(:°) » A7 an der Stelle /° der approximierten Kurve ersetzt.

*Das i{p folgenden beschriebene Verfahren fiihrt auch bei o=u zur Losung der Verbesserungsgleichungen.
Mangels Uberbestimmung kdnnen aber in diesem Fall weder grobe Meffehler erkannt, noch zufillige
MeBfehler ausgeglichen werden.
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derte Uberbestimmung (r=o0-u mit r>1, im folgenden auch als "Redundanz" bezeichnet)
kann nun folgendermaBen erreicht werden:

1) Die Koordinaten der Stiitzpunkte sind bekannt und sollen wiahrend der Ausglei-
chung konstant bleiben. Folglich entfallen in den Verbesserungsgleichungen
(2.1-4) die Terme fiir AP. Eine Uberbestimmung liegt in diesem Falle vor,
wenn: q+(d-1) > d-n.

2) Es existieren zusétzliche Beobachtungen fiir die ¢ Stiitzpunkte. Beim rdaumlichen
Vorwirtsschnitt (= d=3) zum Beispiel, gibt es eine zusitzliche zweidimensionale
Bildpunktbeobachtung pro Stiitzpunkt. Die Anzahl der Beobachtungen lautet in
diesem Fall: o = q+3 + g-2 ; die Anzahl der Unbekannten ist:
u =n+3 + q-4 . Die erforderliche Uberbestimmung liegt daher dann vor, wenn
q > n+3 ; also bei mehr als drei Stlitzpunkten pro Knoten.

An dieser Stelle sei ausdriicklich betont, daB eine Uberbestimmung zwar notwendig, aber
nicht hinreichend fiir eine erfolgreiche Ausgleichung ist! Auf weitere fiir die Kurvenaus-
gleichung notwendige Voraussetzungen wird im Kapitel 4 eingegangen.

Betrachten wir nun eine aus den o Beobachtungen /,, ..., /, bestehende Ausgleichungsauf-
gabe: Die u Unbekannten dieser Aufgabe seien x;, ..., x,. Jede verbesserte Beobachtung
entspricht einer eigenen Funktion f dieser Unbekannten. Die allgemeinen linearisierten
Verbesserungsgleichungen

afl of;

vy=— Ax, +.+— Ax - [
ox, ox,
of, of,

vV, = — Ax; +..+— Ax - [
ox, ox,

bilden das Verbesserungsgleichungssystem

V=AAX-L @.1-7)

mit der Formmatrix A, dem Residuenvektor L und den Anderungen der Unbekannten AX:
X=X ¢ AX

Zur Bestimmung der Unbekannten wird das Normalgleichungssystem
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NAX =ATWL

(2.1-8)
mt N=ATWA und W=

02
apriori
W, B
J 2
a

Die orj2 sind die (geschitzten) mittleren Fehler der Beobachtungen 7, Mit a,,,,im-z werden alle
Gewichte w; multipliziert; dieser Faktor wird so gewdhlt, daB alle Gewichte durchschnittlich
ungefdhr 1 sind.

Die u Unbekannten des Gleichungssystems ergeben sich aus:

AX =QATWL) mit Q=N (2.1-9)

Hiermit ist auch die Forderung
S 2
Zl: (w; v;) = min
Je

erfiillt’ (siche Reissmann 1980).

Der sich aus der Ausgleichung ergebende mittlere Fehler einer Beobachtungfj lautet:

(2.1-10)

apriori

Mit Hilfe dieses mittleren Gewichtseinheitsfehlers o, und der Kovarianzmatrix @ kdnnen
auch die mittleren Fehler der Unbekannten berechnet werden:

m, =t 0 \fg; , (=11 (2.1-11)

"Da bei einer optimalen Anpassung der ausgeglichenen Kurve an die Stiitzpunkte die Quadratsumme der
Linge der Fehlervektoren L| V;z| (/=1(1)g) ein Minimum sein soll, miissen alle Gewichte w;, der fiktiven
Kurvenbeobachtungen s, (x=1(1)d) gleich groB sein.
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Die Abbildung 2.1-7 veranschaulicht den ersten Ausgleichungsschritt (Gleichungen (2.1-7)-
(2.1-9)) einer Kurvenausgleichung mit den konstanten Stiitzpunkten P; (j=1(1)q). Die
Unbekannten der Kurvenausgleichung sind in diesem Fall die Knotenkoordinaten K
(i=1(1)n) und die Polynomparameter der Stiitzpunkte 7. Durch die Ausgleichung wird nun
eine Olgtimierung der Knoten sowohl quer zur Kurve als auch in Richtung der Kurve
erreicht’.

gendherter Knoten mit interpolierter Kurve
(vor der Ausgleichung)

— % ausgeglichener Knoten mit interpolierter Kurve
(nach dem ersten Ausgleichungsschritt)

? urspriinglicher Stiitzpunkt

Stlitzpunkt mit angebrachter verbesserter Be-
obachtung (nach dem Ausgleichungsschritt)

Abb. 2.1-7:  Ausgleichende ebene Kurve aus zusammengesetzten kubischen Polynomen vor
und nach dem ersten Ausgleichungsschritt

Wie bereits erwdhnt, liegen aufgrund der Vernachldssigung der nichtlinearen Glieder in der
Taylorreihenentwicklung (2.1-3) die verbesserten Beobachtungen nach dem ersten Aus-
gleichungsschritt im allgemeinen nicht auf der ausgeglichenen Kurve. Es miissen also weitere
Ausgleichungsschritte (Iterationen) durchgefiihrt werden, wobei jeweils die errechneten
Unbekannten einer Iteration ir die Naherungen fiir die folgende Iteration ir+1 darstellen:
Xoa =X =X v AX

In jeder Iteration werden die unverbesserten Original-Beobachtungen 7,, " Z, verwendet,
da sich die ausgeglichene Kurve diesen urspriinglichen Beobachtungen anndhern soll.

Das iterative Ausgleichungsverfahren kann beendet werden, wenn sich die Unbekannten

*Fiir die Knotenoptimierung in Kurvenrichtung sorgt in hohem MaBe die Beriicksichtigung der unbekannten
Polynomparameter 7, der Stiitzpunkte: Aufgrund von f=1t-t, wird bei verdnderlichem #; die Anderung der
Kurvenparameter #; der Stiitzpunkte und der Knotenparameter ¢ relativ zueinander erméglicht. Dies ist die
Voraussetzung fiir die "Beweglichkeit” der FuBpunkte S(r)) und der Knoten K, entlang der Kurve.
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durch die letzte Iteration nicht mehr gedndert haben, also wenn AX = 0 . In diesem Fall
liegen, wie in der Abbildung 2.1-8 ersichtlich, die verbesserten Beobachtungen auf der
ausgeglichenen Kurve. GemaB (2.1-7) gilt nun:

o o
V=-L bzw. Y W)=Y i)
j=1 J=1
Fiir die Entscheidung, ob eine der beiden obenstehenden Ende-Bedingung (AX=0 bzw.
V=-L) erfiillt ist, empfiehlt sich die Einfiihrung einer numerischen Schranke & (abhdngig von
der Rechenschirfe des Computers) fiir den Wert "0". Das Kriterium fiir den enditerierten
Zustand lautet im Falle des vorliegenden Ausgleichungsprogrammes:

i(Wj ljz) <(l +c¢) E(wj vjz) (2.1-12)
i1 7=

Abb.2.1-8:  Ausgleichende ebene Kurve aus zusammengesetzten kubischen Polynomen im
enditerierten Zustand

Voraussetzungen fiir die Konvergenz des Verfahrens gegen die Losung AX = 0 sind:

1) Die zu berechnenden Unbekannten miissen durch die Beobachtungen geometrisch
gut definiert sein, um eine gut konditionierte Normalgleichungsmatrix zu erhal-
ten. Im Falle des rdumlichen Vorwartsschnittes einer unbekannten Kurve miissen
aus den Bildpunktbeobachtungen mehrere (mindestens zwei) Strahlenbiindel
gebildet werden konnen, die einander unter moglichst grofem Winkel schneiden.

2) Moglichst gute Naherungswerte der Unbekannten fiir die erste Iteration. Wie man
solche Nidherungswerte fiir photogrammetrische Aufgabenstellungen erhalten
kann, wird in Kapitel 2.4 gezeigt.

Zusitzlich wird eine hinreichend hohe Redundanz o-u fiir die Kontrollierbarkeit der Ergeb-
nisse benotigt.
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2.2 Parametrisierung einer ausgleichenden Kurve aus zusammen-
gesetzten kubischen Polynomen

Fiir die Berechnung der Interpolationskoeffizienten der ausgleichenden Kurve (siche
Kap. 2.3) miissen den Knoten X, .., K, in einem frei wihlbaren Parameterintervall [¢,,,,%,...]
die Knotenparameter ¢,, .., ¢, zugeordnet werden (mit ¢,: =1, und ,: =t,,)". AnschlieBend
kann an der Stelle des Kurvenparameters 4 der dem Stiitzpunkt P; entsprechende Kurven-
punkt S(#) interpoliert werden (j=1(1)q). Fiir diese Parametrisierung der ausgleichenden
Kurve ergeben sich prinzipiell folgende Moglichkeiten:

Ist die Originalkurve bereits eine Funktion ¢(f) eines Parameters, so ist dadurch auch
die Parametrisierung der ausgleichenden Kurve s(f) vorgegeben und konstant (siehe
Kap. 2.2.1).

Handelt es sich bei der Originalkurve um eine Raumkurve ® (mit d=3), so muf} die
ausgleichende Kurve § erst in die Parameterdarstellung S(f) umgeformt werden. Zu
diesem Zweck werden die Koordinaten eines Kurvenpunktes S als Funktionen s;(¢),

.., 8,(f) der Bogenlange ¢ betrachtet. Je nach Aufgabenstellung kann nun diese
Parametrisierung wéhrend der Ausgleichung als konstant (siche Kap. 2.2.2) oder als
unbekannt (siehe Kap. 2.2.3) behandelt werden.

2.2.1 Ausgleichung einer Funktion mit konstanter Parametrisierung

Die Grundaufgabe einer Kurvenausgleichung ist die Rekonstruktion einer empirischen
eindimensionalen Funktion ¢(f) eines Parameters (zum Beispiel ein Temperaturverlauf in Ab-
héngigkeit von der Zeit). Jeder auf ¢(f) gemessene Stiitzpunkt p; (zum Beispiel die gemesse-
ne Temperatur) kann einem bestimmten Parameter £ (zum Beispiel der Zeitpunkt der
Messung) zugeordnet werden. Hiermit ist die Parametrisierung der ausgleichenden Funktion
s(¢) vorgegeben und konstant, in der Verbesserungsgleichung (2.1-6) ist daher A7,=0. Die
Verbesserungsgleichung fiir die ausgleichende Funktion lautet daher:

"E, = As(tj) - Apj - lj (2.2-1)
Im oben erwédhnten Beispiel soll sich die ausgeglichene Kurve an die beobachteten Stiitz-

punkte p; anndhern. Die Stiitzpunkte p; bleiben in diesem Fall daher konstant und in den
Verbesserungsgleichungen (2.2-1) gilt zusétzlich Ap;=0 >,

'Die Wahl von 1, und 1, hat keinen EinfluB auf die Gestalt der interpolierten Kurve: Wiederholt man zum
Beispiel die Interpolation der Kurve mit den geiinderten Parameterwerten #,"=8+M,, .., I, =8+M,, so gilt fiir
die gemil Kapitel 2.3 neuberechneten Interpolationskoeffizienten 4,", B, C;” und D;” in der Interpolationsglei-
chung (2.1-1): A=A, B =B/\, C'=C/N\* und D;=D,/)\’. Das Interpolationsergebnis an der Stelle ?°=\/
andert sich daher nicht.

’Ein Beispiel fiir eine ausgleichende Funktion mit konstanter Parametrisierung und unbekannten Stiitzpunk-
ten ist die im Kapitel 4.5 behandelte Interpolation der duBeren Orientierung einer Flugzeugscanneraufnahme.
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Die Knotenparameter der ausgleichenden Funktion kénnen im Prinzip willkiirlich gewihlt
werden. Einfache Wahlkriterien sind zum Beispiel: die Anordnung der Knoten in regelmagi-
gen Parameterabstinden oder bei jedem i-tem Stiitzpunktparameter. Bei dem in der Ab-
bildung 2.2-1 gezeigten Beispiel ist an jedem fiinften Stiitzpunktparameter ein Knoten
plaziert.

> I

Abb. 2.2-1: Ausgleichende eindimensionale Funktion mit konstanten Stiitzpunkten

Bei der Ausgleichung einer kubischen Splinefunktion (siehe Kap. 2.3.1) oder einer Schmie-
gefunktion (siehe Kap. 2.3.2) mit konstanter Parametrisierung sind keine Linearisierungen
fir die As(z) im Verbesserungsgleichungssystem (2.2-1) erforderlich, der enditerierte
Zustand ist daher bereits nach dem ersten Ausgleichungsschritt erreicht.

Die gewdhlten Knotenparameter sind wegen Af=0 fiir die Ausgleichung konstant, eine
Optimierung der Knotenlagen in Kurvenrichtung durch die Ausgleichung ist deshalb nicht
moglich. Nach der Ausgleichung muff daher unter Umstinden die Lage der Knoten
"héndisch" optimiert werden: in Intervallen mit tiberdurchschnittlich grofen Restfehlern
werden zusitzliche Knoten gewihlt; anschliefend erfolgt eine Wiederholung der Ausglei-
chung.

2.2.2 Ausgleichung einer Raumkurve mit konstanter Parametrisierung

Sind die rdumlichen Stiitzpunkte P; (j=1(1)q) bekannt (und daher konstant), und entspricht
die Reihenfolge dieser Stiitzpunkte hinreichend genau dem Verlauf der Originalkurve &, so
kann anstelle der unbekannten Kurvenlinge auch das Stiitzpunktpolygon parametrisiert
werden. Dabei empfiehlt sich die Verwendung einer Parametrisierung proportional zur
Sehnenldnge des Stiitzpunktpolygons ("chordale" Parametrisierung). Der dem Stiitzpunkt P,
zugeordnete Kurvenparameter £ kann nun wie folgt berechnet werden:

tmax-tm.in j'-l - ® q_l
tj:tmin"'—t._—;lphu-f)hl’ mit & := 3 |Pr - Bl
q

Mit dieser konstanten Parametrisierung kann die ausgleichende d-dimensionale Kurve aus d
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von einander unabhingigen ausgleichenden Funktionen (gemafl Kap. 2.2.1) des gemeinsamen
Kurvenparameters ¢ gebildet werden:

Vi, = As,(t) - b
: ! : (2.2-2)
e, = Asfr) - 1L,

Die Knotenparameter konnen geméf den in Kapitel 2.2.1 beschriebenen Kriterien gewahlt
werden; bei dem in Abbildung 2.2-2 gezeigten Beispiel sind sie in regelmédBigen Parameter-
abstinden angeordnet.

5

~

prgd |

Abb. 2.2-2:  Ausgleichende ebene Kurve mit konstanter Parametrisierung und konstanten
Stiitzpunkten

Unter der in Kapitel 2.2.1 erwédhnten Voraussetzung (die Verwendung der kubischen
Splinekurve oder der Schmiegekurve mit konstanter Parametrisierung und konstanten
Stiitzpunkten) ist der enditerierte Zustand wiederum nach dem ersten Ausgleichungsschritt
erreicht (sieche Abb. 2.2-2). Aus diesem Grund eignet sich diese Ausgleichungsmethode zur
Glittung von groBen kurvenférmigen Punktmengen.

Bei der ausgleichenden Kurve mit konstanter Parametrisierung erfolgt jedoch, wie bei der
ausgleichenden Funktion mit konstanter Parametrisierung, keine automatische Optimierung
der Knotenparameter. Der Vergleich der Abbildung 2.2-2 mit der Abbildung 2.1-8 zeigt,
daf durch diese Ausgleichung nicht die Normalabstinde der Stiitzpunkte von der Kurve
minimiert werden, sondern lediglich die Absténde P,-S(#) (der an der vorgegebenen Parame-
terstelle ; interpolierte Kurvenpunkt S(#) ist im allgemeinen nicht der FuBpunkt des Stiitz-
punktes P).
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2.2.3 Ausgleichung einer Raumkurve mit unbekannter Parametrisierung

In den folgenden Fillen miissen nun die Polynomparameter #; der Stiitzpunkte P; als Unbe-
kannte der Ausgleichung berticksichtigt werden:

Die ausgeglichene Kurve soll die bestmdgliche Approximation an die Stiitzpunkte
darstellen. Solch eine "Kurvenanpassung" erfolgt durch Minimierung der Normal-
abstinde der Stiitzpunkte P; von der ausgleichenden Kurve. Daher miissen die
Polynomparameter 7; der diesen Stiitzpunkten entsprechenden FuBpunkte S(z) als
unbekannte Gréssen in der Ausgleichung beriicksichtigt werden.

Mit Hilfe der ausgleichenden Kurve soll eine "Kurvenpunktbestimmung" der Stiitz-
punktkoordinaten durchgefiihrt werden. So kann zum Beispiel der photogramme-
trische Vorwdrtsschnitt auch als Bestimmung von Stiitzpunkten durch "Schnitt" der
Abbildungsstrahlen mit der Kurve aufgefaBt werden®. Bei solch einer Kurvenpunkt-
bestimmung koénnen die Positionen der Stiitzpunkte entlang der Kurve, also die
unbekannten Stiitzpunktparameter, erst durch die Ausgleichung bestimmt werden.

Die fiir die Beriicksichtigung der unbekannten Stiitzpunktparameter erforderlichen Linearisie-
rungen in den Verbesserungsgleichungen (2.1-6) erfolgen nun mit Hilfe einer Ndherung der
Kurve.

2.2.3.1 Parametrisierung der geniiherten Kurve

Fir die Interpolation der Ndherungkurve wird das aus den Naherungswerten der Knoten
K\’ .., K, gebildete Polygon parametrisiert. Dies kann zum Beispiel auf folgende Arten
erfolgen (siehe Hoschek, Lasser 1989, S. 71 ff):

a) Aquidistant; alle Parameterabstinde sind gleich:

t t .
0 . max min
A T R |
v n-1

b) Chordal; die Parameterabstinde sind proportional den Sehnenldngen zwischen
den Knoten:
i-1 n-1

r?:r. +@Z’KO+1_KJ?" mit t,::=Z|K,9+1‘KfI

i min - J -
t, j=1 =1

~,

¢) Zentripedal; die Parameterabstinde sind proportional den Wurzeln der Sehnenlin-
gen zwischen den Knoten:

Im allgemeinen wird der Abbildungsstrahl, unter anderem wegen zufilliger MeBfehler, die Kurve nicht
schneiden, sondern an ihr vorbeifilhren. Die wahrscheinlichste Lage des Stiitzpunktes auf dem Gemeinlot
zwischen Kurve und Strahl ergibt sich durch die Ausgleichung.
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> \|K - K|

L = B %
£ =ty + 22— YK, - K|, mit g s
i

n-1
*
t, 1

S,

Die Parametrisierungsart, die das Verhiltnis der Parameterabstinde ¢, ,°-t° einer Kurve
bestimmt, beeinfluBt den Verlauf der zwischen den Knoten interpolierten Kurve (siche Abb.
2.2-3):

Knoten

dquidistant

zentripedal

chordal
Abb. 2.2-3: Auswirkung der Parametrisierungsart auf die interpolierte Kurve

Bei der dquidistanten Parametrisierung werden die mit gleich langen Parameterabstinden
t;."-2? interpolierten Kurvenstiicke fiir die riumliche Darstellung bei kurzen Sehnen
|K,.,>-K?| "gestaucht" und bei langen Sehnen "gedehnt". Beim Ubergang von einer langen
Sehne auf eine kiirzere kommt es daher aufgrund der Stetigkeitsbedingungen zu einem " Auf-
wolben" der Kurve bei der kiirzeren Sehne. Dieser unnatiirliche Effekt bei der interpolierten
Kurve tritt bei Verwendung der chordalen Parametrisierung nicht auf, da bei dieser die
Parameterabstinde den Sehnenldngen entsprechen und daher fiir die rdumliche Darstellung

weder "gestaucht" noch "gedehnt" werden.

Welchen EinfluB hat nun die Wahl einer bestimmten Parametrisierungsart auf die Aus-
gleichung?

Eine Anderung der Knoten wirkt sich aufgrund der oben erwahnten Interpolationseigen-
schaften bei der chordalen Parametrisierung nicht so stark auf die Kurvenform aus wie bei
der dquidistanten Parametrisierung. Fiir die Ausgleichung 148t dies allerdings vermuten, daf}
mit der formempfindlicheren dquidistant parametrisierten Kurve schneller die enditerierte
Lage der Knoten erreicht wird. Der EinfluB der Parametrisierungsart auf das Ausgleichungs-
ergebnis ist in der Abbildung 2.2-4 ersichtlich: Es wird in erster Linie die Lage der Knoten
beeinfluBt, kaum jedoch die Form der Kurve.
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(X) aquidistant 6% chordal 3 zentripedal
Abb. 2.2-4: Ausgleichende ebene Kurve mit konstanten Stiitzpunkten und unbekannter

Parametrisierung, Vergleich der Parametrisierungsarten
2.2.3.2 Parametrisierung eines Stiitzpunktes auf der geniiherten Kurve
Zur Vereinfachung der im folgenden aufgestellten Formeln soll vor dem Ausgleichungs-
schritt der Vektor L,=P-S°(t") senkrecht zu S%z’), der Kurventangente an der Stelle z°,
sein. Diese Orthogonalitdtsbedingung lautet:

(%) - ) - 8°) = L, - 8°) = 0 (2.2-3)

Vorerst ist nur ein "Startwert" [1°]° der bendtigten Naherung 7 des unbekannten Stiitzpunkt-
parameters #; bekannt (sieche Abb. 2.2-5):

0

o
1

;= [51° + A

Abb. 2.2-5: geniherter Stiitzpunktparameter £ mit Néherungswert [£°]°
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Die Grofen S°(+%) und $°(;%) konnen nun mit Hilfe von [£°)° und AZ’ niherungsweise
geschitzt werden wobei alle Produkte A7’ Ar =( und vernachla351gbar sind, da A7? eine
differenziell kleine Grofe ist.

Sy = SN + AL =
Y G2 T (G 20T T ) -
= (Af + i}oﬂr + (E;.O)ZC? + (t'ju)"‘Df) + (B? + 2t~jOC? + 3(13.0)1D‘°) At =

= SU([tjo]O) " SO([IJO]O)AE;G

$°Dyy = ST + AED =
= BY + 2(i%+ AF)CP + 3G +25°A7° + (AL ) D) =
= (B +2i,°Cy + 3G,")*D]) + (2C] + 6i,"D]) AL =
= 81 + AL’

mit 7’ = [{1° -
(2.2-4)

Die Approximationen (2.2-4), eingesetzt in die Orthogonalititsbedingung (2.2-3), ergeben:
0 = (S%1) + °@1HAE° - B) - (3°@1) + 8°(10AL]) =
= (8" AL’ - L) - (') + °ay™aALf) =
= (a1 a5’ + A S EOBEY - 1S - L8 0ai
Nach der Linearisierung der obigen Gleichung durch Vernachlissigung des Terms fiir (A#)?
erhdlt man schliefllich:
- L;-8°(1£1%)

Atj (2.2-5)
() - L)-8°ag)

Aufgrund der Vernachldssigungen in den Gleichungen (2.2-4) und (2.2-5) wird die Or-
thogonalititsbedingung (2.2-3) im allgemeinen nicht sofort erfiillt sein, und es miissen
weitere Iterationen mit der Formel (2.2-5), wobei [1°1,,: =[1"1%+AF’ gilt, durchgefuhrt
werden. Die Orthogonalititsbedingung ist dann (hmrelchend) erfullt wenn AIJ (nahezu)
Null ist; dies ist in der Regel nach drei bis vier Iterationen der Fall.

Eine andere Herleitung der Gleichung (2.2-5) erfolgt iiber die Minimierung des Quadrates
des Fehlervektors L; (siche Hoschek, Schneider, Wassum 1989).

In den folgenden Formeln dieses Kapitels wird davon ausgegangen, daff das hier beschriebe-
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ne Verfahren zur Bestimmung der Stiitzpunktparameter # vor jedem Ausgleichungsschritt
angewandt wird (also auch dann, wenn der aktuelle Stutzpunktparameter mit dem im
vorhergehenden Ausglelchungsschntt bestimmten A7, berechnet werden konnte). So wird
gewihrleistet, daB in den folgenden Formeln alle Terme L;- S°(t°) gemdh der Orthogonali-
tatsbedingung (2.2-3) Null sind und daher entfallen.

2.2.3.3 Reduktion der Verbesserungsgleichungen

Nach der Interpolation der gendherten Kurve und der Parametrisierung der gendherten
Stiitzpunkte P (j=1(1)q) auf dieser Niherungskurve kann man nun fiir jede fiktive Kurven-
beobachtung.§ die Verbesserungsgleichungen (2.1-6) aufstellen. Gemeinsam mit den Verbes-
serungsglelchungen von anderen Beobachtungen ergibt sich das Verbesserungs-
gleichungssystem (2.1-7). In diesem System der gesamten Verbesserungsgleichungen ist der
unbekannte Polynomparameter 7;, im Gegensatz zu den unbekannten Knotenkoordinaten K;
(i=1(1)n) und den unbekannten Stiitzpunktkoordinaten P;, nur von einer einzigen d-dimen-
sionalen Beobachtung (eben von § ) betroffen.

Es ist daher leicht moglich, den unbekannten Polynomparameter 7; bereits zum Zeitpunkt der
Aufstellung der Verbesserungsgleichungen fiir die Beobachtung S also noch vor der Auf-
stellung des Normalgleichungssystems, zu berechnen und damit aus dem Gesamtsystem zu
eliminieren. Das Ergebnis der Ausgleichung (also die berechneten Werte fiir die Unbe-
kannten) dndert sich dadurch nicht!

Diese Vorgangsweise ist empfehlenswert, da sie das Normalgleichungssystem um die g
Unbekannten 7, verringert. In der Folge wird sowohl Speicherplatz als auch Rechenzeit des
Computers eingespart.

Man kann dazu dhnlich wie bei der in der Geodasie iiblichen Reduktion der Orientierungs-
unbekannten von Richtungsbeobachtungen nach der Schreiberschen Regel vorgehen:

In der A-Matrix des gesamten Verbesserungsgleichungssystems mit 0 Beobachtungen und u
Unbekannten bilden die d Zeilen der Beobachtung S die Submatrix A; (d Zeilen, u Spalten).
Da alle Gewichte w;,= ... =w,,=:w; der Kurvenbeobachtungen 1> -+ 54 gleich sind
(siehe Kap. 2.1.3), ergibt sich dle Gew1chts Submatrix (d Zeilen, d Spalten) zu W=w;-L
Nun wird die Teilsummen-Normalgleichungsmatrix N,=w- AT A; (u Zeilen, u Spalten) und
die Teilsumme des Normalgleichungssystem N« AX w;e AT-L gebildet. Von diesen u
Normalgleichungen ist die Normalgleichung fiir die Unbekannte A§ bereits endgiiltig (also
gleich wie im Gesamt-Normalgleichungssystem N+AX=A"- W-L):

~0,.0 0 50,00\ 80,0\ A = -0,.0 50
w, (8°¢))-a8@) + w,(8°e)) 8" )AL, - w,(8°E))-AP, = w, (8L,
Unter Beriicksichtigung von $°(°) - L,;=0 ergibt folgende Gleichung fiir AZ;:
- 8% -as@) + §°%¢% - AP

Aé = 7 7 J J (2.2-6)
(%))

Mit dieser Beziehung wird nun A7 in den Verbesserungsgleichungen (2.1-4) durch die
iibrigen Unbekannten Ak, , ..., Ak, ., Ap,, ..., Ap, ersetzt, und man erhdlt die reduzierten
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Verbesserungsgleichungen:
n

ol B P
i=1 y=1 E (S (t ))
z=1

ity o, | + 4,00,

‘P (2.2-7)
| o —— S Sahap,| - s, - 1,
4 E(s «; ))
z=1
® = 1(1)d)

s

Mit Hilfe dieser reduzierten Verbesserungsgleichungen verringert sich zum Beispiel die
GroBe der Normalgleichungsmatrix des in der Abbildung 2.1-7 gezeigten Beispiels (31
konstante ebene Stiitzpunkte, 4 unbekannte Knoten, 31 unbekannte Polynomparameter) von
39x39 auf 8x8. Fiir die Berechnung der Redundanz miissen die unbekannten Polynompara-
meter jedoch nach wie vor berlicksichtigt werden!

Grundsitzlich kann jede Beziehung zwischen den unbekannten Stiitzpunktparametern und den
anderen Unbekannten der Kurvenausgleichung, falls sie nicht schon in den Verbesserungs-
gleichungen (2.1-4) beriicksichtigt ist, zur Reduktion der Verbesserungsgleichungen ver-
wendet werden. Solch eine Beziehung ergibt sich zum Beispiel aus der Forderung, daB der
durch die Ausgleichung minimierte Verbesserungsvektor V;; senkrecht auf die ausgeglichenen
Kurve stehen soll* (siche Abb. 2.2-6).

d Abb. 2.2-6: nach der Ausgleichung minimierter Verbesse-
rungsvektor Vg

“Der Vergleich der Abbildung 2.1-7 mit der Abbildung 2.1-8 zeigt, daB diese Forderung in der Regel erst
im enditerierten Zustand erfiillt ist.
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Formal lautet diese Orthogonalititsforderung:
Vs - 8@t) =0 (2.2-8)

Die Tangente S(I) der ausgeghchenen Kurve ist unbekannt. Es kann jedoch, nach dem
Prinzip der Annéherung (2.2-4), eine Schitzung von S(r) erfolgen. Dabei sind neben der
Anderung des Polynomparameters Af; auch die Anderungen der Interpolationskoeffizienten
AB;, AC; und AD, zu berucksmhngen Zur Linearisierung werden wiederum alle Produkte
zweier (oder mehrerer) differentiell kleiner Grofien, also alle A.. - A.., vernachldssigt.

S@)y,y = (B? ¥ AB:‘) . 2(510 *Afj) (Cio ¥ AC:‘) = 3((5,?)2 +2£.?Aff & AEJ'Q)(D? +AD=‘) =

el

(B) +28)C] +3)’D}) + (AB,+2i)AC,+3(@)AD) + (2C +68D])AF, =

u

$°@) v AS() . $°HAt,
(2.2-9)

n
it i:] B t.? - t? ’ Aéx(tf):=2(é'm(tf) Aki,x)
i=1

& () (db.. .,0c
x(J) = ix +2F 0 ix 3(3 0)2
ok. ak ' ak

X

und §', ,x(t?):=
Setzt man diese Approximation fiir S(rj) und die Verbesserungsgleichung (2.1-6) in die
Orthogonalitdtsforderung (2.2-8) ein, so ergibt sich:
0 80, 0y x = 50, 0 270 . &0, 0\ A7
(as@) + $°¢)at, - AP, - L) - (8°¢) + AS(@) + 8°()AL) =

= 8°) - aS@) + (8°CD) AL, - 8°) - AP, - L,-A8() - (L,-8°@))A7, =

mit A (1) = XRZ(S‘,-,:(“?J Ak,,)

i=1

Durch Umformung dieser Beziehung erhilt man eine neue Approximation fiir A7:

5.0 50,0 0. &0
A7 L-AS() - §°¢;) -AS(y) + 8 (t;.))'APJ. 2.2-10)

' B - L8

Mit Hilfe dieser Approximation kann nun wiederum A7 in den Verbesserungsgleichungen
(2.1-4) substituiert werden:
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n d SO(IO)
RSN DY e 88O AR, | + § AR, | +
| ¥ . 2
> () -1.80)
\ z=
L 2.2-11)
‘ $0°) :
Py SEAp,| - Ap, - L
T X () -n8)

z=1

(x = 1(1d)

Der geringfiigige Unterschied zwischen den reduzierten Verbesserungsgleichungen (2.2-7)
und (2.2-11) &uBert sich auch in einem unterschiedlichen Iterationsverhalten wihrend der
Ausgleichung (siehe Tabelle 2.2-1, als Abbruchkriterium gemaB (2.1-12) wurde £€=0.01
verwendet):

Beispiel It. | Gleichungen (2.1-4) bzw. (2.2-7) Gleichungen (2.2-11)
Twi? Zwv? Iwl/Zwv* | Twl Tw? Ewl/Twy?
Abbildung 2.1-8 1 2401.96 225.76 10.64 2401.96 433.56 5.54
2 591.52 219.13 2.70 384.99 208.92 1.84
3 207.04 194,28 1.07 202.53 194.34 1.04
4 192.88 192.02 1.00 192.91 192.08 1.00
Abbildung 2.2-7 1 127.60 20.12 6.34 127.60 42.42 3.00
(mit den in 2.2.3.4
s i 2 | 7497 | 2543 2.95 30.14 16.94 1.78
zuséitzlichen Be- 3 | 24.82 16.88 1.47 16.60 15.98 1.04
obachtungen)
4 16.35 15.84 1.03 16.11 15.94 1.01
5 16.50 15.85 1.04 16.17 15.99 1.01
6 16.32 15.93 1.02 16.13 16.04 1.00
7 16.16 16.01 1.00

Tab. 2.2-1:  Auswirkung verschiedener Methoden zur Reduktion der Verbesserungsglei-
chungen auf das Iterationsverhalten wihrend der Ausgleichung

Die deutlichsten Unterschiede sind in der Tabelle 2.2-1 zu Beginn einer Ausgleichung
erkennbar, wo die verwendeten Naherungswerte noch recht grob sind. Bei Verwendung der
Verbesserungsgleichungen (2.2-11) stimmt etwa die Summe Iwy? der ersten Iteration besser
mit der Summe IZw/* der zweiten Iteration iiberein als bei Verwendung der Verbesserungs-
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gleichungen (2.2-7)°. Dieses unterschiedliche Verhalten kann folgendermafien erklirt
werden:

Bei der Vor-Berechnung von A7 mit der Gleichung (2.2-6) erfolgte die Linearisierung
bereits vor der Aufstellung der Normalgleichung fiir A7; (also noch vor der Multiplikation
AT-A). Bei der Approximation von A7 mit der Formel (2.2-10) hingegen wird erst nach
der Multiplikation V5 S(r") lmean51ert Die mit Hilfe der Beziehung (2.2-10) reduzierten
Verbesserungsglelchungen (2.2-11) stellen daher eine "feinere" Linearisierung (mit weniger
Vernachldssigungen) der Beobachtungsgleichungen (2.1-2) dar als die reduzierten Verbes-
serungsgleichungen (2.2-7).

Die Verwendung der reduzierten Verbesserungsgleichungen (2.2-11) kann unter Umstinden
etwas "schneller", also nach einer etwas geringeren Anzahl von Iterationen, zum enditerier-
ten Ergebnis fiihren.

2.2.3.4 Zusiitzliche fiktive Beobachtuhgen fiir die Knotenparameter

Die ausgleichende Kurve ist nur im Bereich von ¢, bis ¢,,,, vom kleinsten bis zum groften
Stiitzpunktparameter, definiert. Der erste und der letzte ausgeglichene Knoten, K| und K|,
sollen daher an den Stellen f,=t¢,,, und f,=t¢,,, liegen. Zur Verhinderung von "Kollisionen"
zwischen den iibrigen ausgeglichenen Knoten K; (i=2(1)n-1) kann es erwiinscht sein, daB
diese an bestimmten Parameterstellen 7; liegen, aber nur mit einer gewissen Genauigkeit.

Die fiktive Beobachtung eines Knotens K, an der Stelle ; (iil(l)n) lautet nun: Der Knoten
K; befinde sich in der Normalebene 7; der Kurve an der Stelle 7; (siche Abb. 2.2-7). Auf die
gendherte Kurve bezogen, ergibt sich die Verbesserungsgleichung:

a0,
E( (t)Ak,) - ' -(s%) - K7) (2.2-12)

8]

V1J

e

’Die Summe Iw»? stellt nur eine Schitzung auf der Basis des linearisierten Ausgleichungssystems dar. Die
eigentliche Konvergenzrate des vorliegenden nichtlinearen Beobachtungsgleichungssystems wird durch die
Anderung der Summe Iw/? ausgedriickt.
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o konstanter Stiitzpunkt
ausgeglichene Kurve : N\

— = |= = Ebene 7, an der Position #, !

X ausgeglichener Knoten X,
an der Position /,

Abb. 2.2-7: Fiktive Beobachtungen der Knotenparameter

Bei offener Kurve ist an jedem Ende eine fiktive Knotenparameterbeobachtung vorzusehen;
diese beiden Beobachtungen, 7, und 7,, dienen zur Festlegung der beiden unbekannten
Verschiebungen der Endknoten entlang der Kurve.

Die rdumliche "Stabilisierung" der inneren Knoten K, ..., K, kann bei Bedarf durch die
Beobachtungen 7, ..., 7, erfolgen. Diese Knotenstabilisierung funktioniert am besten bei
chordaler, hingegen iiberhaupt nicht bei dquidistanter Parametrisierung. Bei der letzteren
Parametrisierungsart haben ndmlich die tatsichlichen und die zusitzlich beobachteten
Knotenparameter, f; und 7, per Definition unveranderliche Werte, unabhdngig von den
Knotenpositionen entlang der Kurve (siche 2.2.3.1). Fiir rdumliche Anwendungen sollte
daher mit Bedacht auf eine im Zuge der Kurvenausgleichung eventuell erforderliche Knoten-
stabilisierung stets die chordale Parametrisierung verwendet werden.
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2.3 Interpolation einer ausgleichenden Kurve aus zusam-
mengesetzten kubischen Polynomen

Die n parametrisierten Knoten &, , ..., k, . der Kurve s (¢) definieren n-1 Intervalle. Fiir die
Interpolation von Kurvenpunkten miissen nun in jedem Intervall die Interpolationskoeffizien-
ten der Formel (2.1-1) berechnet werden. Zur Bestimmung der vier Koeffizienten a,,, b,,,
¢, und d,, des Intervalles [i] zwischen den Knoten &, , und k;,, , (x=1(1)d) werden vier Glei-

chungen bendtigt:

Die ersten beiden Gleichungen ergeben sich aus der Bedingung, daB die interpolierte
Kurve durch die Knoten fiihren soll:

$(Wy =, = Ky, (2.3-1)

8,6y = kix * (t£+l;ti)bfx % (ta'ﬂ“tf)zcu B (ti+1_ti)3di.x = K 2.3-2)

Die dritte Gleichung beschreibt den "glatten" Ubergang der Kurve von einem Inter-
vall zum néchsten mittels stetiger erster Ableitung:

§ (t‘+ ) - S (ti*l) i+1

xVi+1/[i] x [i+1] (23_3)
= b, *+ 2@, -t),, + 3¢, - t)’d, 5~ Blggy =0
Die vierte Gleichung hangt von der Interpolationsart ab. In diesem Kapitel werden
die kubische Spline-, die Schmiege- und die Akima-Interpolation' behandelt.

Bei geschlossenen Kurven ist k, , =k, ; fiir die Ausgleichung reduziert sich daher die Anzahl
m der zu berechnenden unbekannten Knoten auf m=n-1. Geschlossene Kurven werden durch
periodische Interpolations-Funktionen und offene Kurven durch nichtperiodische Inter-
polations-Funktionen dargestellt.

Nach der Bestimmung der Interpolationskoeffizienten lassen sich an der Stelle ¢ des Stiitz-
punktes P fiir jede Interpolationsart die Anderungen As,(#) der Kurve und AS$,(7) der Tangen-
te aufgrund der Anderung der Interpolationskoeffizienten, angeben:

Asx(t)[i] = Aki,x + (t_ti)Abi,r * (t_ti)zACi,x & (tuti)sAdiJ (2.3-4)

As (0, = Ab,, + 20-t)Ac,, + 3(t-t)’Ad,,

Fiir die Verbesserungsgleichungen der fiktiven Kurvenbeobachtung ist As (z);; und A$,(5);
in Abhdngigkeit von Ak, (/=1(1)m) darzustellen:

'Die mit kubischen Spline-Interpolationen bezichungsweise mit Schmiege-Interpolationen erzeugte Raum-
kurve wird im folgenden als "kubische Splinekurve" bezichungsweise als "Schmiegekurve" bezeichnet.



30

As, (B = 12: MDAk , As,®) = E ¢, 0 Ak)
=1

I=1

Die Ableitungen s’;,(¢) (siche (2.1-4)) und §',,(¢) (sieche (2.2-9)) werden schlieBlich in die
Verbesserungsgleichungen (2.1-4) beziehungsweise in die reduzierten Verbesserungsglei-
chungen (2.2-7) oder (2.2-11) eingesetzt.

2.3.1 Kubische Spline-Interpolation

2.3.1.1 Bestimmung der Interpolationskoeffizienten der kubischen Splinekurve

Die kubische Spline-Interpolation? simuliert einen biegsamen Stab, der in den Knotenpunk-
ten fixiert ist. Der Stab beschreibt nun eine Kurve, bei der die Biegeenergie minimiert wird
(siehe z.B. Bloser, Uberhuber 1976; bzw. Hoschek, Lasser 1989, S. 83).

Abb. 2.3-1: Biegelinie eines in den Knoten fixierten biegsamen Stabes

Da sich die zur Biegeenergie proportionale Kriimmung

15(2) x $1)|
Se)f

eines solchen Stabes nur stetig dndern kann, wird zusétzlich zu den Bedingungen (2.3-1) bis
(2.3-3) gefordert, daff auch die zweite Ableitung des kubischen Splines beim Ubergang von
einem Intervall zum néchsten stetig ist:

k@) =

's;x(tm)l,-] = §,(‘;+1)[.'+|] (2.3-5)

- 2c,, + 6(t,,~t)d,, - 2¢,,, =0

i+lx

Bei n Knoten liegen somit zur Bestimmung der 4-(n-1) Interpolationskoeffizienten in x

Der Name "Spline" stammt aus der englischen Sprache und bezeichnet einen diinnen Stab, der im
Schiffsbau als Konstruktionselement fiir die Form der AuBenwand des Schiffsrumpfes verwendet wird.
In der Mathematik wird eine Funktion als "Splinefunktion" bezeichnet, wenn sie aus zusammengesetzten
Polynomen vom Grade g gebildet wird und (g-1) mal stetig differenzierbar ist.
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folgende Gleichungen vor:

n-1 Glelchungen vom Typ (2.3-1),

n-1 (2 3= 2)!
n-2 -"- (2.3-3),
n-2 - (2.3-4).

Das ergibt insgesamt 4 - (n-1)-2 Gleichungen. Die fehlenden beiden Gleichungen ergeben sich
aus folgenden Randbedingungen:

Bei offener Kurve sei die Kriimmung in K| und K, gleich Null:

) =0, 8, = 8 =0 (2.3-7)

Dies ist die Randbedingung eines "natiirlichen Splines”, da sich ein biegsamer Stab
auflerhalb des Intervalls [¢,,z,] als Gerade fortsetzt.

Bei geschlossener Kurve sind die Tangenten und die Krimmungen in K, und K,
gleich. GemaB (2.3-3) und (2.3-5) gilt daher:

2 —_
bn-l,x ¥ 2(1‘,, - tn—l)cn—l,x * 3“" _I"_l) dn-l,.l: B bl't -0 (23-7)
2,1, + 64, ~1,.)d, 1, = 26, = 0

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie die Interpolationskoeffizienten eines kubischen
Splines berechnet werden konnen:

Bei einem kubischen Polynom veradndert sich die zweite Ableitung §.(f) linear, und kann
daher im Intervall [i] zwischen den beiden Werten §,(#);; und 8,(%;+1)y+1; linear interpoliert
werden:

. 2(t1+ ) * 2(t t)c +
Sx(t)[i] = : . 1 Bl s  TElt4]
i+l i

mit 2, = §x(tl.)[l.] und 2%1.: 8.(z, +1)[M]

Durch Integration dieser Beziehung kann man den Anstieg $,(f); in Abhdngigkeit der
Interpolationskoeffizienten c;, und c;,, , darstellen:

s =t - t)2 L - tl')zc,'+
Sx(t)[i] = =z = ¢ X 4 pi.x (2.3"8)
|+ i

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten §;, mit Hilfe der Splinefunktion s,(#) wird noch

einmal integriert:

(g =~ Dl + 0 ~80%,0
3(t.,-1t)

(0 = tf, * ey,
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An der Stelle ¢, beziehungsweise f;,, nimmt s,(r); den Wert k;, bezichungsweise k;,, , an:

2
L UR R Y

ki,t - 3 * ti p Lx = ai,x
(1 - 1)cs
o BT +1x
Ky = 3 + 4Bt @,

Aus der Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt sich:

ﬂ:’.x . (g 1) (;i,r - ci+l,x) i km,v - ka‘.x (2.3-9)
R

Mit (2.3-9) eingesetzt in (2.3-8) kann man die Tangente an der Stelle ¢ aus den Intervallen
[i-1] und [i] berechnen:

g 2 1 i -
8,y = g(ti ~6 )0 * E(ti TG :_—tlu
i T h
(2.3-10)
) 2 1 ki+l,r B kt',x
s (ti)i = _(t"+1 - ti)cm * _(tm B t;)c' i ===
e g 3 L T

Durch Gleichsetzung von §.(£);.,; mit §,(f);; gemah (2.3-3) erhdlt man nach Umsortierung
eine Formel, die die Interpolationskoeffizienten ¢, (i=1(1)n-1) in Abhdngigkeit der Knoten
Kix +ey Ky, ausdriickt:

sey Ry x

k

ki+l,x— ix

Kig=Kie (2.3-11)
t, i

i+l Ci

1 2 1
'g(ti_tz‘-l)ci—u * E(rhl_ti—l)ci,x i E(thl_ri)cﬁlrr =

Die Gleichungen (2.3-11) bilden ein Gleichungssystem fiir die Interpolationskoeffizienten c; ,
bei offener Kurve:



%(’3 1) %(‘3 -1) 0 0 €2
1 2 1
5(‘3 “tz) 3‘(1‘4 "‘2) ‘5(&“3} 0 0 03,1:
0 “;;(ti_'i—l) §(ri+l_ti—l) %(tiﬂ_ti) 0 Cix
1 2 1
0 0 3(‘.--2 1,3 E(tn-l 1,3 g(tﬂ—l 1 g Cpozs
1 2
0 .0 -i(t,‘_1 ~ti.) -i(tn 1,5 Gty
N(.‘ C‘
und bei geschlossener Kurve:
2 1 1
E(tml _rn-l) E(rz_tl) L 'g(tn "'n-1) C1x
1 2 1 c
5(‘2 -tl) 3(“3"1) -3—(13 —fﬁ 0 . 0 2x
1 2 1
0 E(ti_ti-l) g(rm ) g(tm -t) 0 . Cix
1 2 1
0 0 —(f -t —(f .-t —(t .-t
3( n-2 n—J) 3( n-1 n—3) 3(n-l n—)) Cﬂ"l.l
1 1 2
E(tn-tn-l) 0 g(tn—l_tn—ﬂ) E(I" _tn—i‘) cn—l.x
N (o)

c

it L, 3=+ (=)

Die Losung dieses Gleichungssystems fiihrt zu:

C,=Q-Y,, mtQ-=N,

kyxky _ kyyhis
) LY
k4.x_k3,x - k3,r—k2x
L Lt
" kf+l,t_ki,t " ki.x_ki-l..t
L~k L=t
kn—l,r_kn—2} _ kn-z,x_kn—lx
[ Y L2 ths
kn,x_kn—l,x = ku—l,x_kn-?.,x
tn _tu—l tn—‘l _tn—z
= Y

k‘z,x"kl,x _ kl,x_ka—l.x
Lt L A}
ka,x_kz; _ kz.x_kl.x
-l Lt
_ ki*l.x-ki,x _ kicki g
a4 L7t
kn—l,x_kn-z,x _ kn-l;—kn—?';:
tn—l _tn—‘l. rn—z_'tn-?’
kl,t_kn—l..x _ kn-l,x_kn-z,x
tn -tn-l tn—l 'tn-z
= Yx
(2.3-12)
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Mit Hilfe der Beziehungen (2.3-10) und (2.3-5) konnen nun die Interpolationskoeffizienten

b, und d,, berechnet werden:
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_ t)c + kl-+1,x— kl,x
i Ciatx : -1
i+l i

o
Il

2 1
ix = E(tnl—ti)ci,x - g(tm
(2.3-13)

= Singx” Cig

d,
" 3 (tm -t)

2.3.1.2 Verbesserungsgleichungen der ausgleichenden kubischen Splinekurve
GemiB (2.3-12) kann ¢;, (i=1(1)n-1) wie folgt berechnet werden:

k. _ ku-kl_l’x) £ {2 ... offen

1 .. geschlossen

n-1 kl -
+1x
€ = D 4,
ix il
=1* La Y L=,

Eine Umsortierung nach der Reihenfolge der Knoten ergibt:

m
_ ; TN TR T (T
¢y =3, (A,k) mitid, = r ~7 1
111 4 1

offen =m=n, q; =4q,=4;=4,=0 (&A1)

geschlossen = m =n-1, Gin = 49 » ’ln.t = ’J'M

Mit (2.3-14) kann nun Ac;, in Abhéngigkeit von Ak, (/=1(1)m) angegeben werden:

A, = g(‘li.lAku) (2.3-15)

Die Gleichungen (2.3-4) fiir As/(f) und A$/(f) im Intervall [i] lassen sich unter
Beriicksichtigung der Beziehung (2.3-13) folgendermafien umformen:

- 2 1 Ak~ Ak, 2 3 Acy,mAg
Asx(t)[;]-Aki,x"'("rs){‘g(‘m"i)ACf.x_E(‘M-'i)AcM.z"'—t:_—lﬂ bl b T '-:5_(&:‘"1?)'t
2 1 Ak, - Ak, Ac,,, - Ac;

AS (O .= -=@,.,~-t)Ac, ~=(t.,~t)Ac,,, ~——2—"%|+2(t-t)Ac, +3(t-1)} ——= X
;()(!] ( 3("1 a) ix 3(14 J) i+lx ty-t, ( l) ix ( i 3(‘“1_11)

Eine Umsortierung nach Ak und Ac fiihrt zu:
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As, (0 = (1-a@®) Ak, + a() Ak, , + B Ac;, + Y(1) Ac;,,,

a() := > ‘t
ivl i
) -1’ 2 ”
B@ := - 3(1‘—_1“)‘ - S(I_ti)(t;q_t() e (t-t;)
i+l %
-1)*
10 1= 5ot - 36D
. (2.3-16)
As (D = - Ak, + &) Ak, + B@ Ac, + ¥() Ac,,,,
&(f) = —2
‘ La™h
. (-1 2
PO 1= - PR - E(tiﬂ_ti) + 2(t"ti)
i+l i
t-t)?
0= L
i+l “i

Mit Hilfe der Gleichung (2.3-15) wird nun in (2.3-16) Ac;, durch Ak,, (I=1(1)m) ersetzt.
Hiermit erhdlt man die endgiiltigen Formeln fiir As (t) und A$,(t) des kubischen Splines:

As (D), = E ((B® A, +Y(® A,  )AK,) +(1-a(®) Ak, + a(@® Ak,
o (2.3-17)

A8 (0 = X (B A+ V(D) Ay DAK,) - 6D Ak, + (D) Ak,

=1

2.3.2 Schmiege-Interpolation

2.3.2.1 Bestimmung Interpolationskoeffizienten der Schmiegekurve

Im Gegensatz zur kubischen Spline-Interpolation werden bei der Schmiege-Interpolation
(engl. "osculatory interpolation”, siehe Akima 1970) nur die Knoten der ndheren Umgebung
des Intervalls [i{] zur Bestimmung der Interpolationskoeffizienten herangezogen: An der
Stelle ¢, soll die interpolierte Schmiegekurve den gleichen Anstieg wie die durch K, K; und
K,,, fiihrende quadratische Parabel haben.
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Schmiegekurve

Parabel

Abb. 2.3-2: Schmiegekurve mit Parabel

Zahlt man den Parameter # der Parabel p(?);, von ¢ aus, so lauten die Gleichungen fiir die
Parabel und deren Tangente:

px( E)[t'] = ki,x " ff;.x - fzgi.x
DDy = fix * 208,

Der Parabelkoeffizient f;, ist der gesuchte Anstieg der Schmiegekurve an der Stelle £:
15,‘(?*0)[,-1 =f. =8,) = b,

In den Knoten £,

1. und k., . lautet die Parabelgleichung:

kiix =0t -1) =k, + (@ -t)b, + (ti—l_ti)zgi,:
ks = P t) = Ky + (G -)by, + (-t)’g,,

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach b, ergibt:

k. -k k.. -k

t. -t ix Ti-lx + (.-t i+lx Tix

b gl Lt ¢t 1k (2.3-18)
b P it
i+l "i-1

Diese Formel wird tiblicherweise in folgender Form angegeben (siche Abb. 2.3-3):

wl.tana,._u + W, tana:‘,x 5

3.() =
W

-1 YW

(2.3-19)

|
k., A" |
1
[

Ly Wiy I; w; Livt

Abb. 2.3-3: Definition von «;, und w;
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Zur Berechnung von b, , und b, werden Randbedingungen benétigt:

Die offene Kurve soll im Randintervall [n-1] der Parabel durch die letzten drei Knoten ent-
sprechen (= d,, ,=0). Fiir die Tangentenformel (2.3-18) in K, wird daher nun auf dieser
Parabel ein fiktiver zusdtzlicher Knoten aufierhalb der Kurve extrapoliert:

s krl-l,x
/ —"-‘T ------------ - k"r’f
kn-z.x ” I xl"‘n.‘
rd H \‘

| | |y

I I I I

| ?n +1 | | i.n +1 | > ;
Ina ln.1 Iy Iy

Abb. 2.3-4: Schitzung eines zusdtzlichen Knotens am Kurvenende
Zihlt man den Parabelparameter 7 von ¢, aus, so ergeben sich folgende Gleichungen:
kn-—l,x = kn,r - (:n_tﬂ—l)f;’l,t + (tnutn—l)zgn,x

kn—Z,x = kn,x - (tn_tn—z)f;:,x * (tn‘_tn—‘z)zgn,x

Der fiktive Knoten £,

n+l.x

wird willkiirlich an der Stelle ?,,,:=t, -, interpoliert:
- i
kn+1,x - kn.x * (tn—l_tn—2)f;:,x L (tn—l_tn-Z) gn,x
Nach Umformung dieser Gleichungen erhélt man schlieflich:

m“n-z,x = falv:,x - (2(tn-tn—]) * (tn-l_tn—l’))gn,x

t"rﬁl‘n".‘."n—l,x = fn,x - (tn_tn—l)gn,x

tanan,t G fn,r * (tn—lmtn-Z)gn,x
- tang,, = 2tane, |, - tana, ,, (2.3-20)
Die entsprechende Randbedingung fiir den Kurvenanfang lautet nun:
tang,, = 2tane, - tana,, (2.3-21)

Bei geschlossener Kurve wird nach dem Kurvenende wieder mit den ersten Knoten fort-
gesetzt:

k

0,x

=k k. =k

n-Lx ¥ nx lx *

B = sy (2.3-22)

Hiermit sind in jedem Intervall [i] die Interpolationskoeffizienten 4,,=k;, und b, , bekannt.
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Die Koeffizienten ¢;, und &, , konnen mit Hilfe der bekannten Grofen b, ,
Gleichungen (2.3-2) und (2.3-3) bestimmt werden:

und k;,, . aus den

c. R bi+l,x+2bi,x + 3 k£+l,.r._kl',x

” R’ (t-t)
(2.3-23)

g (- t;‘)2 (tir~ ti)s

2.3.2.2 Verbesserungsgleichungen der ausgleichenden Schmiegekurve

Durch Einsetzen der Gleichungen (2.3-23) fiir ¢;, und d,, in die Gleichungen (2.3-4) erhilt
man As(f) und A3, (¢) fiir die Schmiegekurve:

Ab,, +2Ab Ak, - Ak Ab,, +Ab, Ak, .- Ak
85,y = B+ 6 1)Ab,, -] - Zoia " 0n g Thioka™ T | g gypf Dina™ i Doita”
Ll o=t (1) )’
Ab, 2Ab, Ak .- Ak, Ab, Ab, Ak, -Ak
Aé:(t)[l] 5 Ab"x+2(t—[i) = iv1s ™ % .3 i+l ix +3(,_ri)2 il E ; x_a i+l x - ix
L4 (et (tgq & ‘;) (‘;q —f‘.)

Eine Umsortierung nach Ak und Ab ergibt:
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As, (O = (L-a®) Ak, + a() Ak,,, + B@ Ab, + y() Ab,,,

430 413
a(f) := 3 n BN 5
-ty 1)
=t =ty
D= (t-t) - 2 - -
B@® := (t-¢) ¢ % =
t-1) t-t)°
yo = - 20, < =
Lia~ (1)
(2.3-24)
As’;x(t)[,.] = - Aku + a(D) Akﬂu + B(I)Abu + y(9) Abm;
- _+3\2
a(t) = 6 . B
.-t -t
" _ 32
By =1 - 4" LW
t:'«\l-ti (t _t;‘)z
= —4A2
Y@ = -2 h o, 5 00
ti+l-ti (t“l—fi)z

Die Anderung Ab;, (i=1(1)n) wegen Ak, (I=i-1(1)i+1) kann aus der Formel (2.3-18)
abgeleitet werden:

Ab,, = A Ak + Ak, + v, AL,

ix i+lx
) t-t
mit ,11. - La~t , v, s i ‘i-l (2.3-25)
(CAPRl 09 [ (it A0Y) =t Gy =)
und u, = - 4, - v,

Bei offener Kurve miissen in den Gleichungen (2.3-25) fiir Ab,, und Ab,, die Randbedin-
gungen (2.3-20) und (2.3-21) beriicksichtigt werden:
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Akml’x = !]fAknyr - wAkn_u + Akn-2,z
T .=F
2 n-1 "n-2 ” 1
v t-t
(2.3-26)
Ako,x = wAku - goAkZ’x + Akay‘

@ =2 N +1

L=t

Bei geschlossener Kurve gilt gemdB der Randbedingung (2.3-22):
Ak,, = Ak . Ak = Ak Ak = Ak,

n-lx ? nx 1% 2 n+lx

Die Ableitungen (2.3-25) eingesetzt in die Gleichungen (2.3-24) ergeben die Endformeln fiir
As () und AS,(7) der Schmiegekurve:

As, Oy = (BOA)Ak,,, + (1-a@®+B@Op, + YD) A,,)Ak, +
+ () + BA) v, + YO pyg) Bk, + (YO VL) Ak,

A8,y = (B A) Ak y, + (- &)+ BOB+ 1O A ) Ak, + 5309
+ (&) + B@ v, + VYO ) Ak + (YO ;1) ARy,

offen = ({i=2(1)n-2)
geschlossen = (i =1(1)n-1)

Bei offener Kurve miissen in den Intervallen [1] und [n-1] die Beziehungen (2. 3-26) beriick-
sichtigt werden:
AS;(’)“] L-a@+B@Op, +v® A, + B4, (U)Akl,x *

(
(€@ + BO v, + YO 1, - BO A, 9) Ay, + (YO v, + BO) A;) Ak
(-
(

+

AE."Jf(r)[l] &) + fi(t),ul Y@ ‘12 ® ﬁ(t) '11‘P)Ak1x *

@) + PO v, 1O p, - PO A, 9) Ak, + (YO v, + (1) 4,) Ak

o
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AS,Dppyy = (PO Ayy + YD V) By + (1 - @) + BO g + YD A, - YO v, W) DK,

-+

(

(@@ + BO v, + YO p, + YO v, ¥) A, .

A$,Dppyy = (BO A, + 1O v,) Ak, + (- &@) + PO B, + VDA, - YO v, ¥) Ak, _,, -
(

+ (@@ + B@) v, + 1O p, + 1O v, ¥)AK,

2.3.3 Akima-Interpolation

2.3.3.1 Bestimmung der Interpolationskoeffizienten der Akima-Funktion

Die in Akima 1970 vorgestellte Methode (siehe auch Bldser, Uberhuber 1976) simuliert jene
ebene Kurve, mit der ein erfahrener Zeichner vorgegebene Knotenpunkte verbinden wiirde.
Ahnlich wie bei der Schmiegekurve werden zur Bestimmung der Interpolationskoeffizienten
eines Intervalls nur benachbarte Knoten herangezogen: Mit Hilfe der Anstiege der beiden
vorhergehenden Sehnen K ,-K,, und K-K,, sowie der beiden nachfolgenden Sehnen K, ,-K;
und K, ,-K,,, wird der Anstieg der Kurventangente in K; gemdB Abbildung 1.3-5 definiert.

|Gi-Kiy| _ |H;- K.y Kiva

[Ei-Gil |Fi-Hj

Abb. 2.3-5: Grundprinzip der Tangentendefinition bei der Akimakurve

Die in der Abbildung 2.3-5 dargestellte Methode hat allerdings einen Nachteil: Ist zum
Beispiel die Sehne K-K,, parallel zur Sehne K, ,-K;,,, so liegen die Hilfspunkte F; und damit
auch H; im Unendlichen und die Tangente in K; fdllt mit der Sehne K-K;, zusammen. Um
diesen Nachteil zu vermeiden, hat Akima die in der Abbildung 2.3-5 gezeigten Verhiltnisse
modifiziert und folgende Formel fiir die Interpolation einer Funktion® s(f) angegeben:

3 Diese Methode wird im folgenden auch "Akima-Funktion" bezeichnet.
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(2.3-28) Abb. 2.3-6: Akima-Interpolation einer Funktion s(7)

Eine besonders interessante Eigenschaft hat diese Akima-Funktion, wenn aufeinanderfolgen-
de Knoten auf einer Geraden liegen: Befinden sich etwa die Knoten k., k., und k; auf einer
Geraden, so ist in der Formel (2.3-28) w,,=0 und $(r;) =tan «,,. Daraus folgt: Drei oder
mehr aufeinanderfolgende und auf einer Geraden liegende Knoten verbindet die Akima-
Interpolation mit einer Geraden.

Schneiden sich allerdings zwei Geraden im Knoten k; (®w,,=w,,,=0), muB anstelle von
(2.3-28) folgende Formel verwendet werden (mit w,,:=w,, ,:=1):

tane; | + tang; (2.3-29)

8(t) = 5

Ein weiterer Vorteil der Akima-Funktion ist die "Unempfindlichkeit" gegeniiber unter-
schiedlich groBen Parameterabstinden der Knoten, da die Formel (2.3-28) nur Anstiege der
Sehnen zwischen den Knoten enthilt,

Die Akima-Funktion s(7) ist invariant gegeniiber verschiedenen Skalierungen der s(f)-Achse
und der t-Achse. Eine d-dimensionale Kurvendarstellung mit d Akima-Funktionen s,(7), ..,
s,(t) und der Formel (2.3-28) fiir die Kurvenanstiege §,(¢), .., $,(f) ist aber nicht invariant
gegeniiber einer Rotation des d-dimensionalen Koordinatensystems (siehe Kapitel 2.3.4)! Fiir
die Interpolation ebener Kurven hat Akima daher aus den in Abbildung 2.3-5 dargestellten
Verhiltnissen eine eigene Tangentenformel hergeleitet (siche Akima 1970, S. 601 ff).

Die Anstiege an den Enden einer periodischen Funktion werden mit Hilfe der Beziehungen
(2.3-22) bestimmt. Bei einer nichtperiodischen Funktion miissen fiir die Gleichung (2.3-28)
die Randbedingungen (2.3-20) und (2.3-21) erweitert werden:

by =l +H L = tang_;, = 2tang, - tane,
Lo, =ty tt -t , =tana, = 2tne -tane

Nach der Bestimmung aller b; (i=1(1)n-1) werden schlieBlich die Koeffizienten ¢, und d; mit
Hilfe der Gleichungen (2.3-23) berechnet.
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2.3.3.2 Verbesserungsgleichungen der ausgleichenden Akima-Funktion

Die Akima-Funktion s(f) unterscheidet sich von der Schmiegekurve lediglich in der Berech-
nung der Interpolationskoeffizienten b,. Die Bestimmung der Ab; der Akima-Funktion erfolgt
durch Ableitung der Formel (2.3-28) (anstelle von (2.3-25), der Ableitung von (2.3-18) fiir
die Schmiegekurve), wobei wegen des Absolutbetrages im Nenner gewisse Vorkehrungen
notwendig sind:

(A wi+1(tanai_l)°+ w,-o+l A(tane, ) + Awi_l(tana‘.)°+ w?,l A(tana,.))

Aty = 0 0
Wi+ Wi
= (wﬂl(tanai_l)o " w?_l(tana'.)o) (Aw,y + Aw,,)
(Wey + Wip)? (2.3-30)
Ak, - Ak,
mit A(tane) = :

Die GroBen w,” und tane,” miissen gemaB den Formeln (2.3-28) mit genherten Knoten-
werten £,° ..., k,° berechnet werden.
Nach der Ausgleichung gilt fiir das Gewicht w, die Forderung:

" K-k k-k',) (Ak,,-Ak, Ak-Ak,_
O<w,=w, +Aw,= = g = =) +{"}
hat L4 Lia™t bl
Zur Bestimmung von Aw, sind daher folgende Fille zu unterscheiden:
) (=)=0und{~} =0 = Aw, = +{~}
2) (~)<Ound{~} <0 = Aw, = —{~}
3y (=) =0;{~} < Qumd (=) & {=} = Aw, = +{~}
4) (=) =0,{~} <O0und(~) < {~} = Aw, = —2(~)—{~}
5) (=) <0,{~}=0und(~) = {~} = Aw, = —{~}
6) {(~) <0, {~} = 0und (~) < {~;} = Aw; = +2(~)+{~}

Da jedoch die fiir diese Fallunterscheidung erforderlichen Ak erst nach der Ausgleichung
bekannt sind, miissen die Aw in der Gleichung (2.3-30) vernachldssigt werden. Dies fiihrt
zu folgender Schitzung von Ab:
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Ab, = A, Ak, + u Ak + v, Ak,

: 0
Wi, Wi-
it A = - : 0: 1 e 0' ! (2.3-31)
W +w, D (-t ) Wi+ W) (4, - 1)
und g = - 4 - v,

Nun kénnen As(f) und As(¢) fiir die Akima-Funktion ebenfalls mit den Gleichungen (2.3-27)
berechnet werden, wobei fiir A, x und » die Gleichungen (2.3-31), fiir «(?), B(7) und y(¢) die
Gleichungen (2.3-24) und, bei nichtperiodischer Funktion, fiir ¢ und ¢ die Gleichungen
(2.3-26) gelten.

2.3.4 Vergleich der Interpolationsmethoden

2.3.4.1 Interpolationseigenschaften

Das unterschiedliche Verhalten der kubischen Spline-, der Schmiege- und der Akima-
Interpolation soll mit den Abbildungen 2.3-7 und 2.3-8 gezeigt werden:

§
N

kubische Spline-
Interpolation

---------- Akima-Interpolation
i Schmiege-Interpolation

@ Xnoten

\I
-~

Abb. 2.3-7:  Ausschwingverhalten der kubischen Spline-, Akima- und Schmiege-Inter-
polation
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/ \//"\- __ kubische Spline-Interpolation

.......... Akima-Interpolation

———=—"Schmiege-Interpolation

-

T
i il D
{ -——
i ——
1 ———

> ;

Abb. 2.3-8: Verhalten der kubischen Spline-, der Akima- und der Schmiege-Interpolation
bei unterschiedlichen Parameterabstinden der Knoten

Die Beurteilung der verschiedenen interpolierten Funktionsdarstellungen hdngt von der Art
der nachzubildenden Originalfunktion ab:

Fiir "mechanische" Funktionen, wie etwa die Biegelinie eines Stabes oder die Bewe-
gungslinie eines Fahrzeuges, liefert die kubische Spline-Interpolation mit ihrem
Ausschwingverhalten das plausibelste Ergebnis.

Bei "natiirlichen" Funktionen, zum Beispiel bei einem Geldndeprofil, bietet die
Akima-Interpolation das giinstigste Verhalten. Sie schwingt bei ungleich langen
Abstinden - zwischen den Knoten nicht {ibermafiig aus und bildet durch Knoten
vorgegebene Geradenstiicke wieder als solche nach.

Die Schmiege-Interpolation liegt mit ihrem Erscheinungsbild zwischen dem kubischen
Spline und der Akima-Interpolation. Beim Ubergang von einem gekriimmten Kurven-
abschnitt in eine Gerade bendtigt sie ein Intervall zum Ausschwingen. Daher werden
von vier auf einer Geraden liegenden Knoten die beiden mittleren wieder durch eine
Gerade verbunden.

Die sehr unterschiedlichen Kurvendarstellungen im linken Randintervall der Abbildung 2.3-8
werden auch durch die unterschiedlichen Randbedingungen bei nichtperiodischen Funktionen
verursacht:

Der kubische Spline geht auBerhalb des Interpolationsbereiches in eine Gerade {iber.

Fir die Akima-Funktion werden auf einer Parabel durch die letzten drei Knoten zwei
zusétzliche Knoten geschitzt.

Die Schmiegekurve interpoliert im Randintervall entlang der Parabel durch die letzten
drei Knoten.

Der Beitrag eines einzelnen Knotens zur Kurvengestalt kann durch die Anderung der Kurve
aufgrund der Anderung dieses Knotens dargestellt werden (siche Abbildungen 2.3-9a bis
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2.3-9¢). Jeder Knoten k; (i=1(1)n) beeinfluBt bei der kubischen Spline-Interpolation alle
Intervalle [1] bis [n-1], und bei der Akima-Interpolation die sechs Nachbarintervalle [i-3] bis
[i+2] und bei der Schmiege-Interpolation die vier Nachbarintervalle [i-2] bis [i+1].

4

=

Abb. 2.3-9a: Anderung eines Knotens bei der kubischen Spline-Interpolation

> !

> !

Abb. 2.3-9c: Anderung eines Knotens bei der Schmiege-Interpolation
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2.3.4.2 Eignung fiir die Darstellung von Raumkurven

Fir die Interpolation entlang einer Kurve in einem dreidimensionalen kartesischen Koor-
dinatensystem werden die drei Koordinaten des Kurvenpunktes S(7) in den Parameterdar-
stellungen s,(7), s,(r) und s,(r) berechnet. Der MaBstab und die Lage des Koordinatensystems
sind dabei oft willkiirlich gewdhlt; sie sollten aber keinen Einfluf auf die Kurvengestalt
haben! Eine wiinschenswerte Voraussetzung fiir die rdumliche Anwendung einer Inter-
polationsmethode ist deshalb die Invarianz gegeniiber einer rdumlichen Ahnlichkeitstrans-
formation, die aus der Verschiebung O, den MaBstabsfaktor A und der Rotation R besteht:

Py 0, Tia N2 Tia Py
tr

Pa| = |92 * A Mg Np Nt |Pa
tr

23 04 T31 T3z 733 Ps
PE = O + A R s P

Da bei den vorliegenden Kurvenarten in den Berechnungsformeln fiir die Interpolations-
koeffizienten (4,=K)) B;, C; und D, nur die Differenzen von Knotenkoordinaten und von
Knotenparametern verwendet werden, hat die Verschiebung O keinen EinfluB auf diese
Koeffizienten und damit auch keinen Einflufl auf die Form der interpolierten Kurve.

GemdB Kapitel 2.2 hat der MaBstab der Parametrisierung keinen Einfluf} auf die Kurven-
gestalt. Es ist daher zuldssig, bei einer Mafstabsdnderung des Koordinatensystems um den
Faktor N nur die Knotenkoordinaten zu dndern, die Parametrisierung der Kurve aber
gleichzulassen. Hiermit lautet die Interpolationsformel fiir den Kurvenpunkt S*(¢) nach der
MaS@stabsidnderung:

S'(@W)y = 4K, + (t-t)AB, + (t-t)*AC, + (t-1)°AD, = AS(),

Es dndert sich also nur der MaBstab der Kurve um den Faktor A, die Kurvenform bleibt aber
unverandert.

Bei einer rotationsinvarianten Interpolationsmethode muff der mit Hilfe der rotierten Knoten
K!:=R- K, berechnete Kurvenpunkt S*(r) mit dem direkt transformierten Punkt S'(): =R+ S(¢)
identisch sein. Entsprechend den Gleichungen (2.3-17) fiir die kubische Splinekurve bezie-
hungsweise (2.3-27) fiir die Schmiegekurve kann fiir diese beiden Kurvenarten eine Inter-
polationsformel folgender Art angegeben werden:

o,y
NG QW R T
SO = |20 = |kia®iOpy * o + R ®0uOpig | = [Kip - K| (2.3-32)
$50) k@ Op+ o k0,0 ks - K
: ' ' 19,0
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Die Skalare ¢,(1); (/=1(1)m) lauten fiir die kubische Splinekurve gemaf (2.3-17):
B®OA, + YDA,y - (=1(1)i-1) und (=i+2(1)m)
oMy =1 - e® + B4, + YO, - =
a®) + BOA, + YDAy, - =i+l

und fiir die Schmiegekurve gemif (2.3-27):

(0 v (=1(D)i-2) und (I=i+3(1)m)
B(HA, . I=i-1
oM =41 2@+ PO + YOI, .. 1=
@ + B@Ov, + YOp,, .. =i+l
~ Y@v,,, .. I=i+2
offen = (i=2(1)n-2)

geschlossen = (i=1(1)n-1)

Bei offener Schmiegekurve sind fiir die ¢,(#);,; und ¢,(),.,, die Gleichungen fiir die Rand-
intervalle in (2.3-27) zu beriicksichtigen.

Die ¢,(f);; sind beim kubischen Spline und bei der Schmiegekurve also ausschliefilich
Funktionen der Parameter. Da sich bei einer Rotation des Koordinatensystems die Sehnen
zwischen den Knoten nicht andern, sind die Parameter und damit auch die ¢,(r);, rotations-
invariant. Bei einer Rotation R gilt daher:

2 3 ¢1(t)[i]\
;1 rukl; g rl"km‘x
3 3

S¥@yy = (RK)- (@), = Z;rz.xku Eer,lkm,x i =
3 3 :
< ra"kl't ; rg,gkm,x d)m(t)[i]

3
E PN G
x=1

3
= erzxsx(t)[‘.] = R-S(); = S"()y,

3
E 73,8,
x=1

Die kubische Splinekurve und die Schmiegekurve sind also rotationsinvariant, da deren
Interpolationsformeln, wie in (2.3-32) gezeigt, Linearkombinationen der Knoten mit rota-
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die Akima-Darstellung einer

Raumkurve mit der Formel (2.3-28) fiir die raumliche Tangente ($,(¢¥) $,(¢) 8;(r))! Der

Vergleich der aus den um R rotierten Knoten K;" berechneten
rotierten Tangente S'(f) ergibt:

Tangente S¥(r) mit der direkt

.k
$, @)
- k k
ST(t) =1%@)| =
Lk
SB(I,’)
3 3 3 3 3 3
Y rtane,, -3 r tane Y r tane,,, + : 3o rutanai_l_x-z ryfane; , ) 2 r, fana,
|x=1 x=1 x=1 x=1 x=1 x=1
3 3 3 3
B Zrutanal._u—z rotana, , | - Erutanahu—zrutanau
= x=1 x=1 x=1 x=1
3 . iy B
T [tana,,, -tane, tane, ,, + [tane; , -tang,, |tana;,
s (¢, 1x _ — s
., ‘:1(.) = |tan¢,._u tana‘._z_f| |tanai41_t_ tanau|
S'@) =85 =
$5(@)

$5e) = 8"

Die Akima-Funktion ist also nicht invariant gegeniliber einer

Rotation des Koordinatensy-

stems und kann daher, im Gegensatz zur kubischen Splinekurve und zur Schmiegekurve,

nicht fiir réumliche Kurvendarstellungen empfohlen werden.

2.3.4.3 Eigenschaften bei der Ausgleichung

In der Tabelle 2.3-1 sind die fiir die Ausgleichung wichtigen Eigenschaften der einzelnen

Interpolationsmethoden zusammengefaBt:
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kubische Spline-Inter- Schmiegeinterpolation Akimainterpolation
polation einer Funktion
Linearisierungen fiir
As(7) und As(r) erfor- nein nein ja
derlich
unbekannte Knoten pro alle vier vier
Stiitzpunkt
Eignung als ausglei- ja ja nein
chende Raumkurve

Tab. 2.3-1: Eigenschaften der Interpolationsmethoden bei der Ausgleichung

Fiir die Ausgleichung einer Funktion eignen sich alle drei Interpolationsmethoden. Bei der
ausgleichenden Akima-Funktion werden allerdings die Anderungen Aw, der Gewichte in der
Gleichung (2.3-31) vernachldssigt. Im Gegensatz zur ausgleichenden kubischen Spline-
Funktion und zur ausgleichenden Schmiege-Funktion werden daher Niherungswerte der
Knoten benétigt; auBerdem wird bei der Akima-Funktion in der Regel das endgiiltige
Ergebnis erst nach mehreren Iterationen erreicht. Bei einer Funktion mit einer grofien
Anzahl von Stiitzpunkten haben die Schmiege- und die Akimainterpolation den Vorteil, da}
in der Verbesserungsgleichung eines Stiitzpunktes nur vier unbekannte Knoten vorkommen.
Die Normalgleichungsmatrix N hat daher folgende Gestalt:

By My My my 0 . 0
My Myy My Mg 0 .. 0
N =
symm. .

In der oberen Dreiecksmatrix ist nur ein diagonales "Band" mit vier Elementen besetzt.
Diese bandformige Struktur der Normalgleichungsmatrix erfordert einen verhdltnismafig
geringen Rechenaufwand fiir die Gleichungslosung (siche z.B. Kraus 1984, S. 43 ff).

Fiir die Ausgleichung von Raumkurven sollten nur die kubische Splinekurve und die Schmie-
gekurve verwendet werden, da diese rotationsinvariant sind. Bei der Ausgleichung von
konstant parametrisierten Kurven (Az=0) mit festen Stiitzpunkten liefern diese Kurvenarten
bereits nach der ersten Iteration das endgiiltige Ergebnis. Die Ausgleichung kann in diesem
Fall unabhiéngig fiir jede Koordinatenrichtung (s,, 5, und ;) durchgefiihrt werden, wobei die
bandférmige Struktur der Normalgleichungsmatrizen N,, N, und N, der Schmiegekurve bei
einer grofen Stiitzpunktmenge von Vorteil ist.
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2.4 Ermittlung von Niherungswerten fiir photogramm-
metrische Aufgabenstellungen

Fiir ausgleichende skalare Funktionen (siehe Kap. 2.2.1) sowie fiir ausgleichende Raumkur-
ven mit konstanter Parametrisierung (siehe Kap. 2.2.2) sind keine Ndherungswerte erforder-
lich, soferne die kubische Spline- oder die Schmiegeinterpolation zur Kurvendarstellung ver-
wendet wird. Lediglich die Parameterwerte der Knoten miissen vor der Ausgleichung
festgelegt werden (siehe Kap. 2.2.1 bzw. Kap. 2.2.2).

Hingegen werden fiir die Ausgleichung von Raumkurven mit unbekannter Parametrisierung
(siehe Kap. 2.2.3) sehr wohl Niherungswerte K,°, ..., K,° fiir die unbekannten Knoten und
P’ ..., P fiir die unbekannten Stiitzpunkte benétigt. Mit Hilfe dieser Niherungswerte
konnen, gemaB den im Kapitel 2.2.3.2 beschriebenen Verfahren, die Niherungen 7,9, ..., fq°
fiir die unbekannten Stiitzpunktparameter ermittelt werden.

Fiir folgende photogrammetrische Aufgabenstellungen werden nun geeignete Approxima-

tionsverfahren zur Ermittlung der benétigten Néherungswerte vorgestellt:

Fir den photogrammetrischen Vorwdrtsschnitt einer Raumkurve werden durch
"Verschnitt" mehrerer orientierter Strahlenbiindel Nédherungen fiir die Stiitzpunkte
bestimmt (sieche Kap. 2.4.1).

Ist eine Sequenz solcher Stiitzpunkte gegeben (entweder als Ergebnis des obigen
Verfahrens oder durch direkte 3D-Stiitzpunktbeobachtungen), so konnen die Néhe-
rungswerte flir die Knoten, dhnlich wie im Kapitel 2.2.2 beschrieben, entlang des
Stiitzpunktpolygons angeordnet werden. :

Bei einem "photogrammetrischen Riickwirtsschnitt" sind mehrere dreidimensionale
Pafkurven in einem Photo abgebildet. Durch die auf diesen Abbildern gemessenen
Bildpunkte wird ein Strahlenbiindel definiert, das im Zuge des Riickwartsschnittes auf
die PaBkurven orientiert ("eingepaft") wird. Zu Beginn des Riickwartsschnittes
werden Néherungswerte flir die Orientierung des Strahlenbiindels und fiir die den
Bildpunkten entsprechenden Stiitzpunkte bendtigt (sieche Kap. 2.4.2).

2.4.1 Approximation einer unbekannten Raumkurve fiir einen photo-
grammetrischen Vorwirtsschnitt

Gegeben seien nph (mit nph=2) orientierte Photos. Die g beobachteten Bildpunkte seien:

Pra’s ses Prgg B0 PHOWY vy P’ wns Pige 80 PHOWL vios Pyi's svie Poghng A
Photonp,, Gesucht sind Naherungen fiir clie den BlIdpunkten entsprechenden dreidimen-
sionalen Stiitzpunkte'. Die Naherung P, eines Stitzpunktes P,,; erhdlt man nun durch

Schnitt seines Bildstrahles (durch den Bildpunkt P, von Photo,,) mit einem "Zwickel"

eines anderen Strahlenbiindels (Photo,,). Diese Zwickelebene w1rd von den zwei benach-
barten Bildstrahlen durch die Bildpunkte P, ,’ und P,,,,,,” aufgespannt (siche Abb. 2.4-1).

'Hier wird davon ausgegangen, daB in den verschiedenen Bildern keine homologen Bildpunkte beobachtet
wurden.
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Abb. 2.4-1: Niherungsweise Bestimmung eines Stilitzpunktes durch Schnitt seines Bild-
strahles mit einem Zwickel eines anderen Strahlenbiindels

Die an dieser Schnittaufgabe beteiligten Strahlenbiindel werden von zwei Photos’ gebildet:
Photo,,, ist der "Bildstrahlenlieferant” mit dem Projektionszentrum O, im Objektkoor-
dinatensystem beziehungsweise 0,,’ im Bildkoordinatensystem. Die Rotation des Bildkoor-
dinatensystems dieses Photos gegeniiber dem Objektkoordinatensystem wird durch die
Rotationsmatrix R, beschrieben’. Der Bildstrahlvektor B im Objektkoordinatensystem
ergibt sich daher zu:

B = Ry, P/ - Oy)

Photo,,, ist der "Zwickellieferant" mit dem Projektionszentrum O, (beziehungsweise O,,;,’)
und der Rotationsmatrix R,,,. Jene beiden Bildstrahlen, die die Zwickelebene aufspannen,
haben die rdumlichen Richtungsvektoren:

U = thh “(Py - thh')

| thh W, = thh')

Die gesuchte Néherung P’ des Stiitzpunktes liegt nun im Schnittpunkt seines Bildstrahles mit
der Zwickelebene. Fiir die Koordinaten p,, p,, p; dieses Schnittpunktes gelten daher die
Geradengleichungen

’Die Formeln in diesem Kapitel beziehen sich auf geometrische Positive mit 1,>0, 7,>0 und 7,>0.

Die Bildkoordinaten O’ des Projektionszentrums legen die Perspektive eines Photos fest und werden in der
Photogrammetrie als "innere Orientierung” des Photos bezeichnet. Durch die Objektkoordinaten O des
Projektionszentrums sowie durch drei riumliche Drehwinkel wird die "duflere Orientierung" eines Strahlenbiin-
dels im Objektkoordinatensystem festgelegt. Aus den drei Drehwinkeln wird die Rotationsmatrix R gebildet.
Die drei Spalten dieser Matrix enthalten die Objektkoordinaten der drei Einheitsvektoren des Bildkoordinaten-
systems (siche Kraus 1984).
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B Opy + 15°B (2.4-1)
und die Ebenengleichungen
P = Oy * by U + 12V (2.4-2)

Das aus den Geradengleichungen (2.4-1) und den Ebenengleichungen (2.4-2) gebildete
System lautet:

ty U + 6V = tyB = ij;. - Oy, (2.4-3)

Die Bestimmung des unbekannten Strahlparameters #, erfolgt nun durch Multiplikation dieses
Gleichungssystems mit dem Normalvektor N, ,:

Nyy(tyU+t,V -1,:B) =Ny, (O,

ioh ~ thh) L

=0 -13:NyyB = Ny (0, - Op) =

=1, = NU’V'(thh N C’J'Pk)
B
Nyy-B

, it NU’,, = UxV

Ist der Nenner auf der rechten Seite der Gleichung fiir #; Null, so ist der Bildstrahl parallel
zur Zwickelebene. Ist gleichzeitig auch der Zdhler Null, so liegt der Bildstrahl in der
Zwickelebene. Im allgemeinen Fall (mit dem Nenner ungleich Null) erhdlt man nun die
Koordinaten P durch Einsetzen des Bildstrahlparameters #, in die Geradengleichung (2.4-1).

Fiir die Entscheidung, ob dieser Schnittpunkt P innerhalb des von den beiden Strahlen
Oypntty+ U und Oy, +1,+ V gebildeten Zwickels liegt, werden nun die beiden Ebenenpara-
meter 7, und ¢, bendtigt. Ahnlich wie #,, erhédlt man ¢, durch Multiplikation des Gleichungs-
systems (2.4-3) mit dem Normalvektor N, ,, sowie ¢, durch Multiplikation mit Ny,

o= Moy Op Ol i N - By
Ny, U -
N,,0,, -0
B,U

Der Schnittpunkt P kann nun in den folgenden vier Bereichen der Zwickelebene liegen (siehe
Abb. 2.4-2):
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~..,‘~~ Bereich 3: "_,-‘7
S p<Ound 1,20 Vo
Bereich 4: Bereich 1:
ty<0und 1,<0 .,.35‘:,‘ ty=0 und 7,>0
0w S po=p
=" Bereich 2: T
o t,=0und ¢,<0 S
- v v s

Abb. 2.4-2: Maogliche Lagen des Schnittpunktes P in verschiedenen Bereichen dec
Zwickelebene

Nur im Bereich 1, innerhalb des Zwickels, stellt der Schnittpunkt P eine giiltige Ndherung
P’ des Stiitzpunktes P, dar. Falls der Schnittpunkt in einem der anderen Bereiche liegt, muB
mit einer anderen Zwickelebene oder mit einem anderen Bildstrahl geschnitten werden (siehe
Programmbeschreibung in Kap. 3.1.2).

Der Bildstrahl schneidet die Zwickelebene unter dem Winkel (im Bogenmaf):

Ny P _ Oppp) (2.4-4)
[Ny 'I(P i ijh)l

T
@ = E — arccos

Bei dem im Rahmen dieser Arbeit programmierten Verfahren (siche Kap. 3.1.2) wird jeder
Bildstrahl (durch den Bildpunkt P, (j=1(1)jq)) des Photo,, (jph=1(l)nph) mit allen
anderen Strahlenbiindeln Photo,,, (hph=1(1)jph-1,jph+1(1)nph) geschnitten. Der Néherungs-
wert P, ° des Stiitzpunktes ergibt sich somit aus dem gewichteten Mittel der nph-1 Schnitt-
punkte seines Bildstrahles. Als Gewichte werden die nach der Formel (2.4-4) berechneten
Schnittwinkel verwendet.

2.4.2 Approximation der unbekannten Stiitzpunkte fiir einen photo-
grammmetrischen Riickwirtsschnitt

Gegeben seien die Knotenpunkte mehrerer PaBkurven® und Bildpunktbeobachtungen auf den
Abbildern dieser PaBkurven in einem Photo. Die innere Orientierung dieses Photos sei
ebenfalls bekannt. Gesucht sind nun zundchst Néiherungen fiir die den Bildpunkten ent-
sprechenden Stiitzpunkte.

“Diese Paflkurven werden vor dem Riickwirtsschnitt mit Hilfe dreidimensionaler Stiitzpunktbeobachtungen
ausgeglichen; die Unbekannten dieser Ausgleichung sind die Stiitzpunktparameter und die Knoten. Die durch
die Ausgleichung bestimmten Knoten bleiben wihrend des anschliefienden Riickwirtsschnittes konstant.
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Eine Methode zur Bestimmung genédherter Stiitzpunkte besteht darin, die Kurvenparameter
der Stiitzpunkte zu schdtzen. Dies ist dann moglich, wenn ungefdhr erkennbar ist, welcher
Bereich einer rdaumlichen PaBkurve im Photo abgebildet ist und durch Bildpunkte beobachtet
wurde.

Ist eine PaBkurve zum Beispiel vollstindig (von ¢,,, bis £,,.) abgebildet und auBerdem dieses
gesamte Abbild mit den Bildpunkten P’, ..., P’ abgedeckt, so konnen die Stiitzpunkt-
parameter ¢,°, ..., rqo ndherungsweise (unter Vernachldssigung der perspektiven Verzerrung)
gleichmidfBig im Intervall [7,,,,%,.] aufgeteilt werden. Nun konnen mit den Interpolations-
formeln (2.1-1) die Néherungen P,°, ..., qu der Stiitzpunkte interpoliert werden.

Falls die Néaherungen fiir die duBere Orientierung des Strahlenbiindels noch recht unzurei-
chend sind, konnen sie nun verbessert werden, indem mit Hilfe der konstant gehaltenen
Niaherungswerte der Stiitzpunktparameter ein photogrammetrischer Riickwértsschnitt durch-
gefiihrt wird (siche Kap 4.1.2).
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3 Implementierung

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Theorie einer ausgleichenden Kurve aus zusam-
mengesetzten kubischen Polynomen wurde im Rahmen des photogrammetrischen Programm-
systems ORIENT realisiert. Hiermit ist nun die gemeinsame Ausgleichung von fiktiven
Kurvenbeobachtungen mit anderen Beobachtungsarten, wie zum Beispiel Bildpunktbeob-
achtungen oder dreidimensionalen PaBpunktbeobachtungen, moglich. Dies ist die Voraus-
setzung fiir die Losung photogrammetrischer Aufgabenstellungen mit Hilfe kurvenformiger
Elemente.

Im Kapitel 3.1 werden zunéchst jene Prozeduren beschrieben, die im Rahmen dieser Arbeit

entstanden sind. Diese Prozeduren wurden in das Programmsystem ORIENT integriert. Die
Datenstruktur und die Benutzeroberfliche von ORIENT werden im Kapitel 3.2 erldutert.

3.1 Erstellung von Prozeduren fiir eine ausgleichende
Kurve aus zusammengesetzten kubischen Polynomen

Die in diesem Kapitel vorgestellten Prozeduren werden mit Hilfe von FluBdiagrammen
veranschaulicht; die dabei verwendeten Symbole sollen mit Hilfe der Abbildung 3.1-1 erklart

werden.
<Bedingung erfiillt ?>— ja
|
nein

1

Programmanweisung Programmanweisung

|
i

Abb. 3.1-1: Symbole fiir ein Ablaufdiagramm

3.1.1 Unterprogramm zur Aufstellung der Verbesserungsgleichungen

Mit Hilfe des Unterprogrammes "Kurvenausgleich" kénnen die Verbesserungsgleichungen
der fiktiven d-dimensionalen Kurvenbeobachtung § fiir einen Stiitzpunkt P aufgestellt
werden. Zur Programmsteuerung dienen Codes fiir:

den Berechnungsmodus; wahlweise:
- Bestimmung der Interpolationskoeffizienten (erster Aufruf fiir die Kurve)
- Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten in den d Verbesserungsglei-
chungen einer fiktiven Kurvenbeobachtung (Aufruf fiir den aktuellen Stiitz-
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punkt)
- Bestimmung der Koeffizienten fiir die Verbesserungsgleichungen der fiktiven
Knotenbeobachtungen (letzter Aufruf fiir die Kurve)

die Parametrisierungsart; wahlweise:
- konstant
- dquidistant
- chordal
- zentripedal

die Interpolationsmethode; wahlweise:
- kubische Spline-interpolation
- Schmiege-interpolation
- Akima-interpolation

Der Datenaustausch mit dem aufrufenden Programm erfolgt liber ein Eingabe- und ein
Ausgabefeld. '

Die Funktionsweise des Unterprogrammes "Kurvenausgleich" wird, vereinfacht, mit dem in
der Abbildung 3.1-2 dargestellten FluBdiagramm veranschaulicht.

Zur Erprobung der in Kapitel 2 vorgestellten Theorie wurde auch zunéchst ein Testpro-
gramm erstellt, das mit Hilfe des Unterprogrammes "Kurvenausgleich" eine dreidimensiona-
le Kurvenausgleichung an feste Stiitzpunkte durchfiihrt (siche vereinfachtes FluBdiagramm
in der Abb. 3.1-3). Die Parametrisierungsart und die Interpolationsmethode kénnen vom
Benutzer gewidhlt werden. Die Abbildungen 2.1-7, 2.1-8, 2.2-1, 2.2-2, 2.2-4 und 2.2-7
wurden mit Hilfe dieses Testprogrammes erzeugt.
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Kurvenausgleich

Cerster Aufruf (1) 7> —
_I <konstante Para'meu-isierung ?>—
|
+
Nimm die gensherten Knoten K*, ..., K, und Nimm die Knoten K, ..., K, und die Knoten-
die beobachteten Knotenparameter [, ..., 7, parameter £, ..., f, vom Einpabefeld
vom Eingabefeld

Berechne die Knotenparameter 2°, ..., .” je
nach Parametrisierungsart (Kap. 2.2.3.1)

L

Y

Berechne die Interpolationskoeffizienten je
nach Interpolationsmethode (Kap. 2.3)

Interpoliere Verdichtungspunkte (2.1-1)
1

< Aufruf (2) fiir Stitzpunkt ? >

+
<konstante Parametrisierung ?F
|
+

Lies den Stiitzpunkt P’ vom Eingabefeld Lies den Stiitzpunkt P und dessen Parameter ¢
vom Eingabefeld

[£]° := der Parameter des zu P’ nichstgelege-
nen Verdichtungspunktes; . Interpoliere den FuBpunkt S(f) und berechne
bestimme ausgehend von [£']° den Stiltzpunkt- den L-Vektor

parameter £ (Kap. 2.2.3.2).

Bestimme die Koeffizienten der Unbekannten
Interpoliere den FuBpunkt S°(¢") und berechne fiir die d Verbesserungsgleichungen (2.2-1)

den L-Vektor

Bestimme die Koeffizienten der Unbekannten
flir die reduzierten Verbesserungsgleichungen
(2.2-7) od. (2.2-11) (Kap.2.2.3.3)

:

Schreibe die Koeffizienten der Unbekannten
und den L-Vektor auf das Ausgabefeld

‘
!
<konstantc Parametrisierung ‘?

letzter Aufruf (3)

.

Bestimme die Koeffizienten der Unbekannten
und die Residuen fiir die n Verbesserungs-
gleichungen (2.2-12) und schreibe sie auf das

Ausgabefeld
'

Abb. 3.1-2: Ablaufdiagramm fiir das Unterprogramm "Kurvenausgleich"
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<konstante Para";neﬁ'isienmg ?>——-
| |

i
Lies die gen#herten Knoten K°, ..., K." und die Lies die Knoten K, ..., K, und die Knoten-
beobachteten Knotenparameter 7, ..., I; parameter 1, ..., ,;
schreibe sie auf das "Kurvenausgleich"- schreibe sie auf das "Kurvenausgleich"-
Eingabefeld Eingabefeld

j |
Aufruf (1) von "Kurvenausgleich" zur Be-
rechnung der Interpolationskoeffizienten, ...

Ji+l J=1
" |
297 )
"L .
<konstantc Parametrisierung ?H
|
*
Lies P,; P:=P,; schreibe den Stiitzpunkt P ins Lies den Stiitzpunkt P, und seinen Parameter ¢, ;
"Kurvenausgleich"-Eingabefeld P:=P,; =t ; schreibe P und t ins "Kurvenaus-
gleicﬁ"-Eingabefeld

Aufruf (2) von "Kurvenausgleich” zur Be-
rechnung der Koeffizienten der Verbesserungs-
gleichungen

Fiige diese Koeffizienten als neue Zeilen zu
A-Matrix und L-Vektor hinzu

I
<konstante Parémetrisierung ?>_
4

Aufruf (3) von "Kurvenausgleich" zur Bestim-
mung der Koeffizienten der Verbesserungs-
gleichungen (2.2-12)

Fiige diese Zeilen zu A-Mat., und L-Vekt. hinzu

i

Bilde das Normalgleichungssystem; 15se es;
berechne die Unbekannten: K,:=K,"+AK,, ...,

K.=K'+AK,
enditeriert ?

v

K'=K, ... K =K,
|

Abb. 3.1-3:  Ablaufdiagramm fiir ein Testprogramm zur raumlichen Kurvenausgleichung
mit festen Stiitzpunkten
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3.1.2 Unterprogramme fiir die Approximation von Raumkurven

Ausgehend von der in Kapitel 2.4.1 vorgestellten Theorie wurde die Prozedur "Gendherter
Vorwirtsschnitt einer Kurve" programmiert, die die rdumlichen Niherungen einer Kurve aus
den in nph orientierten Photos beobachteten Bildpunkte bestimmt. Die ¢=1q+2q+ ...+nq

beobachteten Bildpunkt_e Seient Pyiy, ccoey Pigy I0-PHOIOG, oovy Piii”y »ons Prpge 10 Photo,,,
iv Eglel 7 7393 P,,p,,u,,q’ im Photo,,,.

Die Abbildung 3.1-3 zeigt den prinzipiellen Aufbau dieses Unterprogrammes:

Genlherter Vorwirtsschnitt
einer Raumkurve

"Schnitt Photo,, mit Photo,,,":

Bestimme die Punkte ,P,,; (7=1(1)ig) ; reihe
diese Punkte gegeniber den Punkten PM,,"
(=1(1)hq)

+
Berechne die Niherungen der Stiitzpunkte
PW" (=1(1)jq) als gewichtetes Mittel der
Pronss oo mul sy (Gewichtung gemiB (2.4-4))

Abb. 3.1-4:  Ablaufdiagramm des Unterprogrammes "Gendherter Vorwdrtsschnitt einer
Raumkurve"

Der Schnitt des Bildstrahles von P, ;' mit dem Zwickel durch die Bildpunkte P,,,," und
P+ erfolgt mit Hilfe der Formeln (2.4-1) bis (2.4-3). Ist der Schnitt "giiltig" (siehe
Abb. 2.4-4), so wird der Zwickel mit dem ndchsten Bildstrahl (=/: =j+ 1) geschnitten. Nach
jedem ungiiltigen Schnitt wird versucht, den nichsten Zwickel (=h:=h++1) zu verwenden.

Fiir die Ermittlung der rdumlichen Reihenfolge der Stiitzpunkte wird vom Programm eine
"Reihungsliste” mit den "Identifiern" (das sind eindeutige Bezeichner) der Punkte angelegt.
Zum Zeitpunkt des Unterprogrammaufrufes wird die Reihungsliste von "links" nach "rechts"
(das ist die Richtung der ansteigenden Parameterwerte) wie folgt initialisiert: P, \°, ..., Pl‘,q",
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0
_J;')h.l ’ " }.ph,jq 3 5 nph:l ’ " nph,ng . _ .
Nach jedem giiltigen Schnitt eines Bildstrahles von P, ;’ mit einem Zwickel von P, ,’ und
Pippnss’ wird P, © in der Reihungsliste genau eine Postion links von P, ,,,° neu gereiht.
Auf diese Art enthdlt die Reihungsliste am Ende des Unterprogrammaufrufes die korrekte

raumliche Reihenfolge der aus verschiedenen Photos stammenden gendherten Stiitzpunkte.'

Zu Beginn des Zwickelschnittes von Photo,,, mit Photo,,, wird ein Paar niherungsweise
homologer Punkte, P,

ol J-OU und P,lp,,,,,a", benotigt. Falls dieses Punktpaar nicht vom Benutzer

vorgegeben wurde, nimmt das Unterprogramm automatisch an, daf P, J,,O:zill",-ﬁ,,.,,l0 und

Pyyno’: =Py,°- Ausgehend von Py, " und Py, ,,” wird nun der erste giiltige Schnitt gesucht.

Zur Kontrolle dieser Suchprozedur kann der Benutzer einen maximalen "Suchbereich" smax
vorgeben: innerhalb des Punktbereiches Py, ;)" bis Py i.me beziehungsweise P, ,," bis
Pionporsmac MuB sich ein giiltiger Schnitt ergeben, andernfalls konnte eine mehrdeutige

Losung auftreten (siehe Abb. 3.1-5).

gendherte Stiltzpunkte
von Photo,,,

g geniherte Stiitzpunkte
von Photo,,

Bildstrahl mit falschem
Schnitt

Abb. 3.1-5:  Suche des ersten giiltigen Schnittes eines Bildstrahles des Photo,, mit einem

iph
Zwickel des Photo,,,,

Im Beispiel von Abbildung 3.1-5 darf der Suchbereich smax hochstens fiinf sein:

Nach frihestens sechs Zwickeln (gezahlt z.B. ab P, ) kann ein Bildstrahl (z.B. von
P,.;0) einen giiltigen Schnitt am falschen "Ast" der Kurve haben. smax muB also kleiner
sein als jene Anzahl von Stiitzpunkten des Photo,,, die sich innerhalb der kleinsten "halben
Wellenldnge" der Kurve befinden.

Der Minimalwert fiir smax ist in diesem Beispiel drei:
Ausgehend von einem giiltigen Schnitt (z.B. Bildstrahl durch P, ;,” mit dem Zwickel von
Pynns’ und Py 4,") ergibt sich nach spitestens drei Zwickeln wieder ein giiltiger Schnitt
(z.B. Bildstrahl von P, ;," mit dem Zwickel von P, ,." und P, .,,"). Smax muB also
groBer oder gleich sein der maximalen Anzahl der Stiitzpunkte von Photo,,,, die zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Stiitzpunkten des Photo,,, liegen.

Im AnschluB an das Unterprogramm "gendherter Vorwirtsschnitt einer Kurve" werden mit
einem weiteren Unterprogramm die gendherten Knoten entlang des aus den geniherten

Stiitzpunkten gebildeten Polygons bestimmt.

'Die Voraussetzung fiir dieses Verfahren ist, dal in jedem Photo,, die Bildpunkte P, (j=1(1)jg) in
Richtung ansteigender Kurvenparameter registriert wurden.
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3.2 Implementierung in das Programmsystem ORIENT

ORIENT ist ein universelles Programmsystem fiir strenge Ausgleichungen auf dem Gebiet
der photogrammetrischen Punktbestimmung, wobei viele verschiedene Arten von Beobach-
tungen gleichzeitig verarbeitet werden konnen (siehe Kager 1989). Die in dieser Arbeit
beschriebenen fiktiven Kurvenbeobachtungen wurden in Form einer neuen Beobachtungsart
in ORIENT implementiert.

Die Beobachtungen, Unbekannten und Konstanten einer Ausgleichungsaufgabe bilden die
Datenbasis von ORIENT, die im Kapitel 3.2.1 nédher beschrieben wird. Das Kapitel 3.2.2
befafit sich mit der Benutzeroberfliche von ORIENT.

3.2.1 Datenbasis von ORIENT

In ORIENT wird jede Beobachtung als Funktion von "Parametern"! aufgefaBit. Jede Parame-
terart kann an der Ausgleichung wahlweise als Unbekannte oder als Konstante teilnehmen.
Die Tabelle 3.2-1 listet die wichtigsten in ORIENT implementierten Beobachtungsarten samt
den jeweils relevanten Parameterarten auf. In dieser Tabelle werden die in ORIENT iiblichen
englischen Bezeichnungen verwendet. Die aus den Grofbuchstaben gebildeten Abkiirzungen
entsprechen im wesentlichen den ORIENT-Schliisselwortern fiir die Programmsteuerung
(siehe Kap. 3.2.2).

'"Der Begriff "Parameter” ist hier allgemein zu verstehen; in diesem Sinne ist die Kurvenbeobachtung eine
Funktion der Parameter: Knotenpunkte, Stiitzpunkt und Stiitzpunktparameter.
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Parameter
Beobach- | . o _
tungsart duBerer Refe- Drehung innerer Refe- zusitzliche Objektpunkt
renzpunkt renzpunkt Parameter -
MaBstab
PHOTO PRoJection ROTation INNer DIStortion OBJECT
CenTeR PARameter ORlentation PARameter point
GESTALT ORIGIN ROTation POLynomial OBJECT
PARameter PARameter point
SPLINE KNOT point T-PARameter OBJECT
point
PRolection ROTation INNer ORBit polynomi- | OBJECT
PIXEL- CenTeR PARameter ORIentation al PARameter point
PHOTO
KNOT pro- knot-ROTation INNer OBJECT
jection center PARam. ORIentation point
CONItrol OBJECT
POInt point
(3d-PaBpunkt)
MODEL ORIGIN ROTation SCALE OBJECT
PARameter point
POLAR ORIGIN ROTation SCALE OBIJECT
POlnt PARameter point

Tab. 3.2-1: Die ORIENT-Beobachtungsarten und deren Parameter

Mit der Beobachtungsart GESTALT konnen fiktive Beobachtungen von Punkten auf Poly-
nomfléchen (das sind Flichen, die durch ein Polynom beschrieben werden, wie z.B. Ebenen,
Zylinder, usw.) in der Ausgleichung beriicksichtigt werden. Durch Schnitt zweier Polynom-
flichen konnen auch "einfache" Linien, wie zum Beispiel Geraden, Parabeln oder Kreise,
definiert werden.

Die fiktive Beobachtung, dafl ein Punkt auf einer aus zusammengesetzten kubischen Polyno-
men gebildeten Kurve liegt, wurde den bereits bestehenden Beobachtungsarten als neue
Beobachtungsart SPLINE hinzugefiigt.

Jeder Beobachtungsdatensatz wird in ORIENT als eigener "Beobachtungs-Datenraum"
organisiert. Die einem Beobachtungsraum einer bestimmten Beobachtungsart zugeordneten
Parameter (siche Tab. 3.2-1) befinden sich in "Parameter-Datenrdumen". Alle Objektpunkte
der Ausgleichungsaufgabe befinden sich in einem speziellen Parameterraum, dem "Referenz-
system-Datenraum" (REFerence SYStem). Innerhalb der "Rdume" sind die Daten als
"Punkte" organisiert; jeder Punkt P; besteht aus einem Identifier n;, aus Koordinaten (z.B.
X;, ¥;» ;) und gegebenenfalls aus einer Genauigkeitsangabe pro Koordinate.

3.2.1.1 Datenbasis im Falle einer Ausgleichung mit Raumkurven

Die Abbildung 3.2-1 soll die oben beschriebene Datenstruktur am Beispiel der in den
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Kapiteln 4.1, 4.2 und 4.3 verwendeten SPLINE-, PHOTO- und CONPOI-Beobachtungen

veranschaulichen:
SPLINE |PHOTO |CONPOI |etc.

g’n Y & T

= - > ) Q

8 n, Ry Xp Vi 2, g

'_8 . . "= & = Q"

S g i & W

m ’ § B w X

k=)

. . __©
peai

| REFSYS |

|\

I [ I I

S KNOT |, £

g “oss|‘*

m -

EROT OBS G T By

é IOR OBS E ool
Abb. 3.2-1:

Beobachtungen

Parameter

Die ORIENT-Datenstruktur im Falle einer Ausgleichung mit rdumlichen
SPLINE-Kurven

Ein Beobachtungsraum vom Typ SPLINE enthilt die Identifier #; n, jener Punkte, die auf der
Kurve liegen sollen (die zusdtzliche Angabe von beobachteten Werten ist liberfliissig, da
diese per Definition durchwegs den Wert 0 haben).
Der zugeordnete Parameterraum vom Typ KNOT enthélt die Identifier n; der Knotenpunkte
sowie deren Parameterwerte /. Da die Knoten Punkte des Objektraumes sind, befinden sich
ihre Objektkoordinaten x;, y,, z; im Raum REFSYS. Das bedeutet, daB mit Hilfe der Identi-
fier im KNOT-Raum festgelegt wird, welche Objektpunkte als Knotenpunkte der SPLINE-

Kurve verwendet

werden.
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Der Parameterraum T-PAR enthilt die Kurvenparameter ¢ der SPLINE-Punkte.

Am unteren Ende der Abbildung 3.2-1 befinden sich Rdume mit zusitzlichen Beobachtungen
(optional). Fiir die Beobachtungsart SPLINE kann es einen zusétzlichen Beobachtungsraum
KNOT=0BSERVED geben, der die zusitzlichen Beobachtungen 7, fiir die t-Parameter der
Knoten K; enthilt® (siche Kap 2.2.3.4).

Der Beobachtungsraum vom Typ PHOTO enthilt die Identifier n; und die Bildkoordinaten
£, m; der Bildpunkte P, Anstelle eines eigenen Parameterraumes fiir das Projektionszentrum
(PRJCTR) existiert eine Referenz zu jenem Objektpunkt n,,, der als Projektionszentrum fiir
das Photo verwendet wird. Dem Photo zugeordnete Parameterrdume enthalten die raumli-
chen Drehwinkel (Parameterraum ROTPAR) und die innere Orientierung (Parameterraum
INNORI) des Photos.

Eventuelle direkte Beobachtungen fiir die Drehwinkel beziehungsweise fiir die innere
Orientierung kénnen durch zusétzliche Beobachtungsraume, ROTPAR =0BSERVED bezie-
hungsweise INNORI=0BSERVED beriicksichtigt werden.

Direkte dreidimensionale PaBpunktbeobachtungen befinden sich in einem Beobachtungsraum
vom Typ CONPOI.

Im Raum REFSYS befinden sich alle an der Ausgleichung beteiligten Objektpunkte (ein-
schlieBlich aller beteiligten Knoten und Projektionszentren). Bei dem in der Abbildung 3.2-1
gezeigten Beispiel enthdlt das REFSYS die auf der SPLINE-Kurve und im Photo beobachte-
ten Punkte mit den Identifiern n;, die direkt beobachteten Kurvenstiitzpunkte (Identifier n)),
die Knotenpunkte der Kurve (n) und das Projektionszentrum (7,,) des Photos.

3.2.1.2  Datenbasis im Falle einer parametrischen Rektifizierung von Flugzeugscan-
neraufnahmen

Fiir die Behandlung von Flugzeugscanneraufnahmen (siche Kap. 4.5) existiert die Beobach-
tungsart PIXELPHOTO?®. Wie aus der Abbildung 4.5-1 ersichtlich, stellt bei einem PIXEL-
PHOTO jede Zeile ("Scan") der Bildmatrix eine eigene perspektive Abbildung auf die
Sensorzeile des Scanners dar (siehe z.B. Kraus 1990, S. 428ff). Durch die Fortbewegung
des Scanners mit dem Flugzeug hat jeder Scan eine eigene duflere Orientierung. Aufgrund
der gleichmiBigen Flugbewegung dndert sich diese duBere Orientierung von Scan zu Scan
stetig und kann daher entlang einer sechsdimensionalen Funktion, zum Beispiel aus zu-
sammengesetzten kubischen Polynomen interpoliert werden.

Ein Bildpunkt P;’ eines PIXELPHOTOs hat die Koordinaten £,=t¢,, das ist die Scannummer,

2Durch die Angabe von , und 7, kann bei offener Kurve und unbekannter Parametrisierung die unbekannte
Verschiebung der beiden Endknoten K| und K, entlang der Kurve festgelegt werden (zwei Beobachtungen fiir
zwei Unbekannte): In diesem Fall soll K|, beziehungsweise K, an der Stelle des kleinsten, beziehungsweise des
groBten, Stiitzpunktparameters liegen. AuBerdem ergibt sich das Parameterintervall der Kurve zu: ¢,,: =1, und
s=if,

Imx

3Die Bezeichnung "Pixel" stammt von Plcture (X) ELement und steht fiir ein Element einer Bildmatrix.
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und 7,, die Pixelnummer innerhalb des Scans. Falls der Punkt P’ durch eine Matching-
Prozedur mit Sub-Pixelgenauigkeit lokalisiert wurde (siehe z.B. Kalliany 1991), sind die
Koordinaten ¢, und n, Dezimalzahlen.

Die Abbildung 3.2-2 zeigt, wie die Datenbasis fiir eine parametrische Rektifizierung einer
Flugzeugscanneraufnahme aussehen kann:

PIXEL- | CONPOI | REFSYS |
PHOTO I |
..d n, &, Ty ny Xp Vo 4 s In:: XpVp 2, |
O - - - - - L] L] - ] = =
- - -gg | ..o
= = = e & & ® .% ||:--_--_|
o
______ o, B L
oty o — L —apn |
. |..l | Imen g oive |
° — —]— — s o, e
§ n”m!’(p"K‘
EROTPAR' "
Ay

INNORT | £, 1. c. ]
Abb. 3.2-2: Die Datenstruktur einer Ausgleichung von PIXELPHOTO-Beobachtungen

Der Parameterraum KNOT enthélt die Knoten K; und die Knotenparamter #; jener sechs-
dimensionalen SPLINE-Funktion der Scannummer ¢, die den Verlauf der dufBeren Orientie-
rung entlang der Flugbahn beschreibt. Durch die Koordinaten ¢, der Bildpunkte P, ist die
Parametrisierung der Funktion vorgegeben und daher konstant. Jeder Knotenpunkt K; hat
sechs Werte: die drei Objektkoordinaten x;, y,, z; befinden sich im REFSYS, die drei
Drehwinkel w;, ¢;, k; befinden sich im Parameterraum ROTPAR.

Der Parameterraum INNORI enthilt die Werte £, 7., .., die die innere Orientierung eines
Scans beschreiben.

Mit Hilfe der Stiitzpunkte P,, fiir die sowohl PIXELPHOTO- als auch CONPOI-Beobachtun-
gen vorliegen, konnen die sechsdimensionalen Knoten K; bestimmt werden (sieche Kap. 4.5).

3.2.2 Benutzeroberfliche von ORIENT

Fiir die Bearbeitung der Datenbasis stehen dem ORIENT-Benutzer folgende Programm-
module zur Verfligung:

EDIT fir die Dateneingabe (z.B. Beobachtungen);
UPDATE fiir die Betrachtung oder Anderung bereits verfiigbarer Daten;
CREATE fiir die Definition fiktiver GESTALT- oder SPLINE-Beobachtungen;
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APPROX fiir die Ermittling von Naherungswerten fiir die Ausgleichung;

ADJUST fir die Ausgleichung von Beobachtungen, fiir die Bestimmung der
Unbekannten, fiir das automatische Aufsuchen und Beseitigen grober
Fehler;

PLOT fiir die graphische Ausgabe von Datenrdumen;

etc.

Die Programmsteuerung erfolgt nun interaktiv mit Hilfe einer Kommandosprache, die aus
einer "Sprachregel” und aus einem "Wortschatz" besteht. Nach den Regeln der Kommando-
sprache werden Befehle an ORIENT in Form von "Direktiven" eingegeben; so eine Direkti-
ve kann zum Beispiel folgendermaBen lauten:

"UPDATE PHOTO(901) SHOW(10-99) ."

Jede Direktive beginnt mit dem Namen des auszufithrenden Programmoduls (z.B.
UPDATE); mit Hilfe weiterer "Direktivenparameter” (z.B. PHOTO(901)) kann die ge-
wiinschte Aktion ndher spezifiziert werden. Mit einem "." wird die Direktive beendet und
zur Ausfiihrung freigegeben. Die Eingabe der Direktive wird von dem Kommandointerpreter
DIRAN (DIRective ANalyser) hinsichtlich der Einhaltung der Kommandosprach-Regeln
iiberpriift und danach interpretiert. So bewirkt zum Beispiel die oben angefiihrte Direktive,
daB alle existierenden Bildpunkte des Photog, mit einem Identifier grofer-gleich 10 und
kleiner-gleich 99 am Bildschirm aufgelistet werden.

Zur Erleichterung fiir einen noch "sprachunkundigen" ORIENT-Benutzer wurde das Pro-
gramm PROMPTER® entwickelt. Ist die Eingabe des Benutzers keine mit "." abgeschlosse-
ne Direktive, erkennt der PROMPTER die bereits eingegebenen Direktivenparameter und
bietet daraufhin dem Benutzer nidhere Erlduterungen zu den librigen moglichen Parametern

der Direktive an (siche Gsandtner 1985).

Im folgenden soll nun die Steuerung einer Ausgleichung nidher erldutert werden. Nach der
Eingabe des Modul-Namens ADJUST werden die an der Ausgleichung teilnehmenden
Beobachtungsarten angegeben. Zusitzlich kdnnen zu jeder Beobachtungsart jene Parameter-
arten angefiihrt werden, die in der Ausgleichung als Unbekannte berechnet werden sollen.
Die iibrigen, nicht angefiihrten Parameterarten einer Beobachtungsart nehmen an der
Ausgleichung als konstante Grofien teil.

Als Beispiel sei die Direktive fiir die Ausgleichung der SPLINE-Kurve,, durch Vorwirts-
schnitt von Photogy, und Photoyy, angefiihrt:

"ADJUST PHOTO=OBJECT(901 902) SPLINE=KNOT=T-PAR=0BJECT(1000) ."

In diesem Beispiel sind die Unbekannten der Bildpunktbeobachtungen die Objektkoordinaten
(=OBIJECT) der Stiitzpunkte. Die Projektionszentren (PRICTR), die Drehwinkel (ROTPAR)
und die inneren Orientierungen (INNORI) der Photos seien konstant.

Die Unbekannten der fiktiven Kurvenbeobachtung sind die Knotenpunkte (=KNOT), die
Kurvenparameter der Stiitzpunkte (=T-PAR) und die Objektkoordinaten (=OBJECT) der
Stiitzpunkte. Die Spezifikation der Parameterart KNOT als Unbekannte der Ausgleichung hat
in ORIENT automatisch die Teilnahme der zusétzlichen Beobachtungsart KNOT =OBSER-

“Ein "prompt" ist die Meldung, mit der ORIENT die niichste Eingabe des Benutzers anfordert.
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VED zur Folge (unter der Voraussetzung, da dem SPLINE(1000) ein Raum vom Typ
KNOT=0BSERVED zugeordnet wurde).

Durch "Deaktivieren" mit dem Modul UPDATE konnen einzelne, zum Beispiel fehlerhafte,
Beobachtungen von der Ausgleichung ausgeschlossen werden. Zur Aufdeckung und Beseiti-
gung einer groferen Anzahl von groben Beobachtungsfehlern bietet ORIENT eine robuste
Schitzung (siehe z.B Kraus 1984) an: Dabei werden fiir die nachsten Iteration die Gewichte
der Beobachtungen in Abhdngigkeit ihrer Residuen der vorhergehenden Iteration bestimmt -
je grofer das Residuum, desto geringer das Gewicht. Die Direktive fiir eine robuste
Schatzung kann zum Beispiel folgendermaBen aussehen:

"ADJUST PHOTO=ROBUST WEIGHT(3) MARK ."

Mit WEIGHT(3) wird die Funktion zur Gewichtsabminderung festgelegt; so erhalten etwa
alle Photo-Beobachtungen, deren Residuum gleich dem 3-fachen der apriori geschéitzten
Beobachtungsgenauigkeit ist, fiir die ndchste Iteration nur noch das halbe Gewicht. Aufler-
dem werden alle Photo-Beobachtungen mit einem groferen Residuum fiir eine spitere
Deaktivierung markiert (MARK). Die Voraussetzung fiir eine robuste Schitzung ist al-
lerdings eine ausreichende Uberbestimmung.

Die Bestimmung einer gendherten SPLINE-Kurve kann mit Hilfe des Moduls APPROX
erfolgen. Mit

"APPROX SPLINE(1000) RAYS MERGE(901-903) ."

werden zum Beispiel die Stiitzpunkte der SPLINE-Kurve,y, durch gendherten Vorwirts-
schnitt von Photoy,, Photoy, und Photosy; approximiert. Anschliefend werden die im
KNOT-Raum angegebenen Knotenpunkte entlang des gendherten Stiitzpunktpolygons
bestimmt.

Existiert bereits eine Reihenfolge von Stiitzpunkten (mit Identifiern geordnet nach ansteigen-
den aber noch nicht festgelegten Parameterwerten) im REFSYS-Raum, so kénnen die Knoten
mit

"APPROX SPLINE SEQUENCE ."

approximiert werden.

Fiir die Festlegung der Parametrisierungs- und der Kurvenart ist jeder SPLINE-Kurve ein
eigener Code zugeordnet, der mit dem Modul UPDATE vom Benutzer gedndert werden
kann. AbschlieBend sei noch erwihnt, daB alle in den Kapiteln 4.1 bis 4.4 dargestellten
Abbildungen mit Hilfe des Moduls PLOT erzeugt wurden.
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4 Anwendung

In diesem Kapitel soll anhand von Anwendungsbeispielen gezeigt werden, wie die in der
Einleitung vorgestellten photogrammetrischen Aufgabenstellungen mit Hilfe ausgleichender
Kurven aus zusammengesetzten kubischen Polynomen gelost werden konnen.

In den Kapiteln 4.1 bis 4.3 wird anhand eines Testdatensatzes die Ausgleichung von Strah-
lenbiindeln im Zusammenhang mit Raumkurven demonstriert. Das Kapitel 4.1 befa3t sich
mit der Einzelbildorientierung ("photogrammetrischer Riickwartsschnitt") mittels PaBkurven,
das Kapitel 4.2 mit der Rekonstruktion von Objektkurven durch photogrammetrischen
Vorwartsschnitt. Das Kapitel 4.3 behandelt die Biindelblockausgleichung, bei der Bild-
orientierung und Objektrekonstruktion simultan mittels Verkniipfungskurven erfolgen. Die
Losung dieser Aufgaben erfolgt durch eine Kombination der beiden elementaren Operatio-
nen:

- Anpassung einer Kurve an konstante Stiitzpunkte ("Kurvenanpassung"),

- Bestimmung von Stiitzpunkten mit Hilfe konstanter Kurven ("Kurvenpunktbestim-
mung").

Das Kapitel 4.4 behandelt die Strategie zur absoluten Orientierung eines Modells mittels
PaBkurven; anschlieBend wird in Kapitel 4.5 das Konzept zur Rektifizierung von Flugzeug-
scanneraufnahmen mittels einer sechsdimensionalen Funktion aus zusammengesetzten
kubischen Polynomen vorgestellt. Den AbschluB bilden praktische Anwendungsbeispiele aus
dem Bereich der Ingenieur- und der Medizinphotogrammetrie (siche Kap. 4.6).

Bei dem in den Kapiteln 4.1, 4.2 und 4.3 verwendeten Testdatensatz wurden die Beobach-
tungen mit ORIENT rechnerisch simuliert:

Zwischen vorgegebenen Knotenpunkten (siehe Tab. 4-1) wurden Objektpunkte interpoliert.
Anschlieffend erfolgte die Berechnung der diesen Objektpunkten entsprechenden Bildpunkte
in Photos mit vorgegebener Orientierung (siche Tab. 4-2). Die Abbildungen 4-1a und 4-1b
zeigen die aus den Objektpunkten gebildeten Raumkurven und die aus den Bildpunkten
gebildeten Abbilder der Raumkurven. Samtliche raumliche Darstellungen des Testdatensatzes
sind axonometrische Abbildungen; die Linge der mitabgebildeten Koordinatenachsen ist 20.

KNOT 1000

chordale Parametr.
kubischer Spline

KNOT 2000

chordale Parametr.
kubischer Spline

KNOT 3000

chordale Parametr.
Schmiegekurve

KNOT 4000

chordale Parametr.
Schmiegekurve

XX Y I X M Z; L XY % I X Yi 4 L

60 10 10 0.000 70 10 0 0.000 20 55 0 0.000 20 40 15 0.000
75 30 4 11.364 60 10 10 17.446 30 45 13 18.093 30 20 25 16.158
80 55 0 22.771 55 0 15 32.554 25 30 20 34.380 45 10 20 28.499
55 55 2 33.856 55 10 25 50.000 20 45 25 50.000 60 20 18 40.464
20 45 5 50.000 50 30 15 50.000

Tab. 4-1: vorgegebene Knotenkoordinaten des Testdatensatzes
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PHOTO 903

x Knotenpunkt

SPLINE 4000
SPLINE 3000

SPLINE 2000

PHOTO 904

PHOTO 902

PHOTO 901 SPLINE 1000

Abb. 4-1a:  Darstellung des Testdatensatzes mit den Bezeichunungen der ORIENT-Daten-
raume



pa

PHOTO 903
=
PHOTO 902
PHOTO 904
—R~

SPLINE 3000

SPLINE 4000

Z

3}

PHOTO 901
SPLINE 1000 ‘\
)

SPLINE 2000

Abb. 4-1b: Darstellung des Testdatensatzes

PHOTO 901 PHOTO 902 PHOTO 903 PHOTO 904
Bildformat 36x24 Bildformat 36x24 Bildformat 36x24 Bildformat 36x24
INNORI 901 INNORI 902 INNORI 903 INNORI 904
&5 Tso1 Coo) Sz T2 Co §x03  Mes  Coos Eo0s  Mwos  Con
0 0 35 0 0 35 0 0 35 0 0 35
PRICTR PRICTR PRICTR PRICTR

X901 Yso1 Zoni
130 40 10

Xogz Yooz Zoo2
100 100 50

Xo03 Ys03 Zo03
54 36 115

X904 Yeoa Zoo4
50 115 15

ROTPAR 901
Gegn) $oo1 Kso)
5 98 104

ROTPAR 902
Qo $oon Ko
57 68 102

ROTPAR 903
Wan3 Po03 Kag3
0 0 340

ROTPAR 904
Qoo To0 Koy
99 96 97

Tab. 4-2: Photos des Testdatensatzes mit vorgegebenen Orientierungswerten
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4.1 Bildorientierung mit Hilfe von Pallkurven

Gegeben seien Raumkurven, die in einem Photo abgebildet sind. Gesucht sei die duBere
Orientierung (das Projektionszentrum und die Drehwinkel) dieses Photos gegeniiber dem
Objektkoordinatensystem.

Die fiir eine Bildorientierung erforderlichen Beobachtungen sind:

- dreidimensionale Pafipunkte entlang der Raumkurven im Objektkoordinaten-
system (z.B: ORIENT-Datenraum CONPOI 8888, siche Abb. 4.1-1a),

- Bildpunkte, die im allgemeinen nicht den PafBpunkten entsprechen, entlang der
Abbilder der Raumkurven im Photo (z.B: PHOTO 904, siche Abb.4.1-1b).

CONPOI 8888

Abb. 4.1-1a: die auf den Raumkurven beobachteten PaBpunkte

PHOTO 904

Abb. 4.1-1b: die auf den Abbildern der Raumkurven beobachteten Bildpunkte

Die verfiigbare Pafliinformation bestehe in der vorliegenden Aufgabe ausschlieBlich aus
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Kurven. Fiir die Bildorientierung sind nun im wesentlichen zwei Arbeitsschritte notig:
1) Berechnung der Pafkurven durch eine Kurvenanpassung an die festen PaBpunkte,

2) Orientierung des Photos durch Bestimmung der den Bildpunkten entsprechenden
Kurvenpunkte auf den konstanten PaBkurven.

4.1.1 Anpassung der PaBlkurven an feste Stiitzpunkte

Jede PaBkurve soll nun durch eine Kurvenanpassung, also durch eine Kurvenausgleichung
mit festen Stiitzpunkten, bestimmt werden. Vor solch einer Ausgleichung mufl der Benutzer
die Parametrisierungsart, die Kurvenart sowie die Anzahl der Knoten festlegen.

Samtliche Kurvenausgleichungen in diesem Kapitel erfolgen mit chordaler Parametrisierung,
da bei dieser durch zusitzliche Beobachtungen der Knotenparameter die Kollision von
Knoten verhindert werden kann (siehe Kap. 2.3.4.3).

Fiir die Ausgleichung von Raumkurven sollten aufgrund der in Kapitel 2.3.4 untersuchten
Eigenschaften (Iterationsverhalten, Rotationsinvarianz) nur die kubische Splinekurve oder die
Schmiegekurve verwendet werden. Alle Ausgleichungen in diesem Kapitel werden sowohl
mit kubischen Splines und als auch mit Schmiegekurven durchgefiihrt.

Die Anpassungsfahigkeit der ausgeglichenen Kurve an die festen Stiitzpunkte hdngt in erster
Linie von der Anzahl der Knotenpunkte ab: je mehr Knoten gewéhlt werden, desto flexibler
ist die ausgleichende Kurve.

Theoretisch kann die Anzahl n der Knoten so groB sein, daB die Kurvenausgleichung gerade
noch eindeutig bestimmt ist. Fiir die Ausgleichung von offenen Raumkurven mit ¢ kon-
stanten Stiitzpunkten und zwei zusdtzlichen Beobachtungen (7, und 7,) fiir die Endknoten (=
3q+2 Beobachtungen) sowie n unbekannten Knoten, g unbekannten Stiitzpunktparametern
und zwei unbekannten Verschiebungen der Endknoten (= 3n+¢+2 Unbekannte) gilt daher:

3n +qg+2<3¢g+2 = ns%q

Es konnen theoretisch maximal zwei Knoten pro drei festen Stiitzpunkten gewihlt werden.
Giinstiger fiir die Kontrolle und die Beurteilung des Ausgleichungsergebnisses ist es jedoch,
von vornherein eine gewisse Uberbestimmung anzustreben. So ergibt sich zum Beispiel eine
Redundanz im Ausmal von mindestens 50% der Unbekannten, wenn

1 1
153n+q +2)<3q+2=n<—q- — ,
( q+2) <3q 32 1S

also bei ungefdhr einem Knoten pro drei Stiitzpunkten. Beriicksichtigt man die zusétzlichen
Beobachtungen 7,, ..., f,, fiir die Parameter der inneren Knoten K;, ..., K, ;, so ergibt sich
eine Redundanz von 50% bei:

15¢ - 3

15Bn +qg +2)<3g +n=nc¢<
(Bn +q +2)<3qg+n=n T
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Die vom Benutzer gewéhlte Maximalanzahl von Knoten kann nun fiir jede Kurve naherungs-
weise mit gleichen Parameterabstdnden entlang des mit der ORIENT-Direktive

"ADJUST CONPOI=0BJECT ."

bestimmten Stiitzpunktpolygons angeordnet werden (siche Abb. 4.1-2). Dies geschieht mit
der Direktive

"APPROX SPLINE SEQUENCE .".

F4

Abb. 4.1-2: gendherte Splinekurven (links) bzw. Schmiegekurven (rechts) fiir die Aus-
gleichung [4.1-1]

Bei der nun folgenden Kurvenanpassung ist zu beriicksichtigen, dal im allgemeinen jeder
ausgeglichene Knoten an eine Kurvenstelle mit maximaler Kriimmung zu liegen kommt. Im
Verlauf der schrittweisen Ausgleichung kann die "Attraktion" ausgeprigter Kriimmungs-
maxima allerdings eine Kollision mehrerer Knoten an solchen Stellen zur Folge haben. Diese
Knoten fehlen dann unter Umstinden fiir die Anpassung der benachbarten weniger gekriimm-
ten Kurventeile. Die ndherungsweise Anordnung der Knoten in gleichen Paramterabstinden
sollte daher durch zusétzliche Beobachtungen der Parameter der inneren Knoten stabilisiert
werden. Zu diesem Zweck miissen in dem der SPLINE-Kurve zugeordneten Datenraum
KNOT=O0OSERVED alle Beobachtungen 7, ..., f, aktiv sein. Das folgende Verfahren kann
also als "Kurvenanpassung mit stabilisierten gleichmaflig angeordneten Knoten" bezeichnet
werden.

Die Ausgleichung zur Kurvenanpassung erfolgt mit

[4.1-1]: "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR .",

wobei die aktiven zusdtzlich beobachteten Knotenparameter automatisch beriicksichtigt
werden. Die Genauigkeit dieser fiktiven Beobachtungen wurde so gewdhlt, daB eine Kolli-
sion zweier Knoten verhindert wird. Das Ergebnis dieser Ausgleichung ist in der Abbildung
4.1-3 dargestellt.
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Abb. 4.1-3: mit [4.1-1] ausgeglichene Splinekurven (links) bzw. Schmiegekurven (rechts)

Die numerischen Ausgleichungsergebnisse sind in den Tabellen 4.1-1a und 4.1-1b zusam-
mengefaBt. Die erste Spalte dieser Tabellen enthdlt fiir jeden Beobachtungsraum die Raum-
bezeichnung (SPLine bzw. PHOto), die vor der Ausgleichung angenommenen mittleren
Fehler der Beobachtungen (g,,,) und bei SPLINE-Rdumen die gewihlte Kurvenart.

Die zweite Spalte gibt fiir jede Koordinatenrichtung des Beobachtungssystems die Anzahl der
Beobachtungen an.

In der dritten Spalte sind fiir jede Koordinatenrichtung das durchschnittliche und das maxi-
male Residuum angegeben.

Die vierte Spalte enthdlt ausgewihlte Ergebnisse der Ausgleichung: Im Falle einer Kurven-
anpassung werden pro SPLINE in der ersten Zeile die berechneten Knotenparameter 7, in
der zweiten Zeile die entsprechenden beobachteten Knotenparameter 7; und in der dritten
Zeile die vor der Ausgleichung geschitzten Genauigkeiten o; angegeben; im Falle einer
Bildorientierung werden fiir jedes PHOTO die berechneten Koordinaten des Projektionszen-
trums und die berechneten Drehwinkel angegeben.

Raum o, | Ehlo L

gBeob oy tnn.\' f‘

Subtyp o 05

SPL 1000 25 .023 .047 0.000 6.922 14.292 23.242 28.092 35.849 42.802 50.000
.010 25 .040 .099 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
kub.Spl. 25 .007 .013 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010
SPL 2000 19 .021 .047 0.000 10.311 19.509 32.792 39.738 50.000

.010 19 .047 .108 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000

kub.Spl. 19 .032 .064 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

SPL 3000 19 .063 142 0.000 9.784 20.372 34.949 39.627 50.000

.010 19 .069 .159 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000

kub.Spl. 19 .073 140 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

SPL 4000 25 .041 .102 0.000 6.845 14.926 21.109 27.934 36.346 40.857 50.000
.010 25 .042 .089 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
kub.Spl. 25 .050 .112 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010
Anz.It.=9, Beob.=292, Unbek.=180, Ewll=2.586, Zwvv=2.584, 0,=0.152, (0,,,,,=0.010)

Tab. 4.1-1a: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.1-1] mit kubischen Splines
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Raum o, | ED/o [
OBeob Oy Im fi
Subtyp o, T

SPL 1000 | 25 | .097 .240
.010 25 | .103 .324
Schmieg. | 25 | .016 .041

SPL 2000 19 .040 .076
.010 19 .128 .287
Schmieg. 19 076 .136

SPL 3000 19 .059 .105
.010 19 .058 .128
Schmieg. 19 .081 .193

.000 6.677 15.382 23.182 27.135 35.903 42.815 50.000
.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

.000 11.500 18.031 32.974 39.707 50.000
.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000
.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

.000 10.724 18.844 34.937 39.590 50.000
.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000
.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

SPL 4000 25 .027 .064
.010 25 .020 .045
Schmieg. 25 .071 _.198

.000 7.055 15.010 20.776 28.347 36.335 40.437 50.000
.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

Anz.It.=11, Beob.=292, Unbek.=180, Zwli=4.521, Ewvv=4.517, ¢,=0.201, (o =0.010)

apriori

[=N=Na] [=N=N=] oo o coo

Tab. 4.1-1b: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.1-1] mit Schmiegekurven

Betrachten wir nun in den Tabellen 4.1-1a und 4.1-1b die Residuen 7-7; der fiktiven zusdtzli-
chen Beobachtungen der Knotenparameter':

Eine fiktive Beobachtung mit groBem Residuum steht offenbar im Widerspruch zur starken
Attraktion des lokalen Kriimmungsmaximums. Eine Beobachtung mit kleinem Residuum
trifft hingegen auf nur geringen Widerspruch, dies ist zum Beispiel bei den oft unverzicht-
baren Beobachtungen zur Stabilisierung von Knoten in wenig gekriimmten Kurventeilen der
Fall.

Zur Verbesserung des obigen Ausgleichungsergebnisses wird daher jetzt die Ausgleichung
[4.1-2] mit robuster Schitzung der beobachteten Knotenparameter durchgefiihrt: Je grosser
das Residuum, desto geringer ist das Gewicht der Beobachtung in der Ausgleichung. Die
Direktive fiir diese Ausgleichung lautet:

[4.1-2]: "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR PARAMETER=ROBUST .".

Die Ergebnisse dieser Ausgleichung sind in der Abbildung 4.1-4 sowie in den Tabellen
4.1-2a und 4.1-2b dargestelit.

'Die mittleren Fehler m; der zusitzlichen Knotenbeobachtungen ergeben sich aus der Ausgleichung zu
m;= ¢ 0}. D’nr{(f@ﬁoﬁ.
Die in der Ausgleichung verwendeten Residuen [; der zusitzlichen Beobachtungen der Knotenparameter werden

von Parametereinheiten in Objektkoordinateneinheiten umgerechnet.
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Abb. 4.1-4: Ergebnis der Ausgleichung [4.1-2] (links: Splinekurven, rechts: Schmiegekur-

ven)
I

Raum o, | (EDle ;
OBeob ay lmax i
Subtyp o, Oy
SPL 1000 25 .026 .059 0.000 6.822 14.431 23.243 28.315 35.814 42.815 50.000
.010 25 .034 .081 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
kub.Spl . 25 .007 .014 robuste Schétzung
SPL 2000 19 .005 .009 0.000 10.014 18.077 33.082 39.993 50.000
.010 19 .011 .018 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000
kub.Spl. 19 .008 .020 robuste Schétzung
SPL 3000 19 -067 .134 0.000 10.073 20.803 34.953 39.770 50.000
.010 19 .049 .089 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000
kub.Spl. 19 .059 .114 robuste Schétzung
SPL 4000 25 .036 .098 0.000 7.109 18.663 21.521 27.638 35.788 40.820 50.000
.010 25 .037 .089 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
kub.Spl. 25 .032 .060 robuste Schitzung
Anz.It.=32, Beob.=292, Unbek.=180, Ewll=0.342, Ewyv=0.342, ¢,=0.055, (0,,,.,,=0.010)

Tab. 4.1-2a: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.1-2] mit kubischen Splines



78

Raum o, | (EDlo 1

aﬂeob oy lmax r-l

Subtyp o, 05

SPL 1000 25 .034 .075 0.000 7.382 14.054 21.894 22.243 35.783 42.864 50.000
.010 25 .064 .162 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42,857 50.000
Schmieg. 25 .013 .019 robuste Schatzung

SPL 2000 19 .040 .087 0.000 10.109 15.654 33.443 39.938 50.000

.010 19 .057 .112 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000

Schmieg. 19 .038 .089 robuste Schatzung

SPL 3000 19 .048 .118 0.000 10.275 17.991 35.043 39.727 50.000

.010 19 .042 .075 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000

Schmieg. 19 .062 .154 robuste Schétzung

SPL 4000 25 .029 .079 .000 7.320 17.595 21.381 28.411 35.764 40.442 50.000

0
.010 25 .015 .030 0.000 7.143 14.286 21.429 28.571 35.714 42.857 50.000
Schmieg. 25 .044 .068 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

Anz.It.=20, Beob.=292, Unbek.=180, Zwll=0.493, Lwvv=0.491, 0,=0.066, (0,,,,,=0.010)

Tab. 4.1-2b: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.1-2] mit Schmiegekurven

Durch die robuste Schitzung der Gewichte der fiktiven Knotenparameterbeobachtungen
konnte der mittlere Fehler o, im Vergleich zur Ausgleichung [4.1-1] auf ungeféhr ein Drittel
reduziert werden. Wichtiger fiir die vorliegende Aufgabenstellung ist jedoch, daB durch die
giinstigere Knotenverteilung eine deutlich bessere Kurvenanpassung erreicht wurde (erkenn-
bar an den geringeren Residuen /s in der dritten Spalte der Tabellen).

Der Einflul der verwendeten Kurvenart hat nur geringe Auswirkungen: die Ausgleichungs-
varianten mit kubischen Splinekurven fiihren, zumindest bei dem vorliegenden Testbeispiel,
zu einem etwas giinstigeren Ergebnis als die Varianten mit Schmiegekurven.

Bei der Ausgleichung [4.1-2] mit Schmiegekurven kommt es im Falle der SPLINE-Kurve
1000 beinahe zu einer Kollision zweier Knoten. Bei einer volligen Kollision zweier Knoten
entsteht ein Doppelknoten, bei dem die ausgeglichene Schmiegekurve nicht mehr tangential-
stetig ist. Diese Situation sollte, insbesonders bei einer Kurvenanpassung mit beweglichen
Stiitzpunkten (sieche Kap. 4.2), durch Entfernen von einem der beiden Knoten entscharft
werden.

Da die festen Stiitzpunkte dieses Testbeispieles genau auf den Originalkurven liegen, sind
die nach der Ausgleichung verbleibenden Residuen I zur Ginze eine Folge der unzureichen-
den Anpassung der ausgeglichenen SPLINE-Kurven an die Originalkurven. Fiir eine absolut
fehlerfreie Anpassung miifte die Kurvenausgleichung mit demselben Kurventyp und genau
derselben Knotenverteilung wie die Originalkurve durchgefiihrt werden, was jedoch im
allgemeinen Fall bei unbekannten Originalkurven unmdglich ist. Im praktischen Einsatz
geniigt es allerdings, wenn der Anpassungsfehler grofenordnungsmiBig im Bereich des
zufdlligen Beobachtungsfehlers der Stiitzpunkte liegt.

4.1.2 Bildorientierung mit konstanten PaBkurven
Die im vorhergehenden Kapitel ausgeglichenen PaBkurven bleiben nun konstant. Die den

PaBpunkten entsprechenden Objektpunkte im REFSYS-Raum sind daher nicht mehr notwen-
dig und werden deaktiviert.
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Die Unbekannten einer Bildorientierung sind - bei bekannter innerer Orientierung - die sechs
Elemente der duBleren Orientierung. Fiir jeden Bildstrahl existieren zwei Bildkoordinaten-
beobachtungen und drei fiktive Kurvenbeobachtungen sowie drei unbekannte Objektpunkt-
koordinaten und ein unbekannter Kurvenparameter. Das ergibt eine Redundanz von eins pro
Bildstrahl; fiir eine Bildorientierung wéren daher theoretisch mindestens sechs Bildstrahlen
erforderlich.

Diese Uberbestimmung allein reicht aber fiir eine erfolgreiche Bildorientierung noch nicht
aus, entscheidend ist vielmehr die geometrische Formenvielfalt der PaBkurven (siehe Kap.
4.1.3).

Zu Beginn der Bildorientierung miissen Naherungswerte fiir das Projektionszentrum und die
Drehwinkel des Photos sowie fiir die Koordinaten der den Bildpunkten entsprechenden
Objektpunkte ermittelt werden:

Die in Kapitel 2.4 vorgeschlagene néherungsweise Interpolation der Objektpunkte auf den
PaBkurven in gleichmafligen Parameterabstinden wiirde im vorliegenden Testbeispiel zu
unrealistisch guten Naherungswerten fiihren’. Im folgenden werden daher alle Objektpunkte
ndherungsweise in den Kurvenmitten (an den Parameterstellen t=25) interpoliert. Anschlie-
Bend erfolgt eine ndherungsweise Orientierung des Photos mit gleichzeitiger Verbesserung
der interpolierten Objektpunktkoordinaten.

Die ORIENT-Direktive fiir diese Ausgleichung lautet:

[4.1-3]: "ADJUST SPLINE=OBJECT
PHOTO=PRICTR=ROTPAR=O0BJECT(904) ."

Ausgehend von den durch die Ausgleichung [4.1-2] bestimmten kubischen Splines erhélt man
so die in der Abbildung 4.1-5 und in der Tabelle 4.1-3 dargestellten Ergebnisse.

Objektpunkt, beobachtet
in PHOTO 904

Abb. 4.1-5: Bestimmung von Naherungswerten fiir die Bildorientierung durch die Aus-
gleichung [4.1-3] (nur jeder vierte Bildstrahl ist dargestellt).

*Fiir die rechnerische Simulation der Bildpunkte wurden die entsprechenden Objektpunkte in regelméiBigen
Parameterabstinden auf den Originalkurven interpoliert.



80

Raum o, | Ehlo PRICTR, ROTPAR
dBeob Dy lma.x
Subtyp o,
PHO 904 84 | 3.36 8.95 81.331 71.485 -0.789, 64.007 111.382 103.809
.010 84 1.56 5.61
=
SPL 1000 24 | 2.56 4.60
.010 24 1.82 5.52
kub.spl. 24 | 0.92 1.50
SPL 2000 18 | 1.49 1.84
.010 18 | 0.72 1.03
kub.Spl. 18 | 0.94 1.91
SPL 3000 18 | 1.38 1.79
.010 18 1.80 2.40
kub.Spl. 18 | 1.44 3.20
SPL 4000 24 1.56 3.30
.010 24 1.26 2.50
kub.Spl. 24 | 0.54 0.82
Beob.=420, Unbek.=342, Iwll=1706., Zww=1706., 0,=4.677, (0,,:,,=0.010) ||

Tab. 4.1-3: Niherungswerte, bestimmt durch die Ausgleichung [4.1-3]

Als nichster Schritt wird jetzt durch die Beriicksichtigung der unbekannten Parametrisierung
die Bewegung der Objektpunkte entlang der PaBkurven ermoglicht. Die entsprechende
Ausgleichung lautet:

[4.1-4]: "ADJUST SPLINE=T-PAR=0BJECT
PHOTO=PRICTR=ROTPAR=0BJECT(904) .",

und fiihrt eine Bildorientierung mit gleichzeitiger Kurvenpunktbestimmung durch. Die
Abbildung 4.1-6 und die Tabelle 4.1-4 zeigen die Resultate dieser Ausgleichung.

Abb. 4.1-6: Bildorientierung nach der Ausgleichung [4.1-4]
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Raum o, | Ehle PRICTR, ROTPAR

Ogeod g, s

Subtyp o,

PHO 904 84 .160 .459 40.212 103.020 5.538, 104.773 103.665 99.893
.010 84 736 2.81

SPL 1000 24 .095 .186

.010 24 .037 .074

kub.Spl. 24 .922 1.95

SPL 2000 18 077 .135

.010 18 .013 .022

kub.Spl. 18 .055 .122

SPL 3000 18 .091 .251

.010 18 .014 .025

kub.Spl . 18 .094 .290

SPL 4000 24 .057 .188

.010 24 .034 .096

kub.Spl. 24 .155 .309

Anz.It.=15, Beob. =420, Unbek.=342, Ewll=69.44, Zww=69.43, ¢,=0.943, (0,,,,,=0.010)

Tab. 4.1-4: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.1-4]

Die Residuen sind nach der Ausgleichung [4.1-4] zum Teil noch recht grof; die Ursache

dafiir ist in der Abbildung 4.1-6 ersichtlich:

Bei stark gekriimmten, zum Beispiel S- oder U-férmigen, PaBkurven kann ein Bildstrahl
zusétzlich zum richtigen "Schnitt"® noch weitere falsche "Schnitte" mit der Kurve haben.
Aufgrund der unzureichenden Niherungen fiir die Objektpunktparameter befinden sich nach
der Ausgleichung [4.1-4] einige Objektpunkte in einem falschen "Schnitt".

Vermutlich sind das jene Objektpunkte, deren SPLINE- und PHOTO-Beobachtungen die
groBten Residuen aufweisen. Die néchste Ausgleichung erfolgt daher mit einer robusten
Schitzung siamtlicher Beobachtungen (siehe Abb. 4.1-7):

[4.1-5]:

ADJUST=ROBUST MARK
SPLINE=T-PAR=0BIECT
PHOTO=PRICTR=ROTPAR=0BIJECT(904) .".

3Mit "Schnitt" wird hier eine Stelle mit lokal minimalem Abstand des Bildstrahles von der Kurve bezeich-

net.
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Abb. 4.1-7: Bildorientierung nach Ausgleichung [4.1-5] mit robuster Schitzung

Die Abbildung 4.1-7 zeigt die von den "falschen" (im falschen "Schnitt" liegenden) Objekt-
punkten bereinigte Bildorientierung. Mit Hilfe der verbleibenden Objektpunkte wurde ein
plausibles Ergebnis erzielt.

Nun werden die "falschen" Objektpunkte rehabilitiert: Zu jedem "falschen" Objektpunkt
wird der in der Reihenfolge der Bildpunktmessung® néchste "richtige", durch die robuste
Schitzung nicht deaktivierte, Objektpunkt gesucht. Als Naherung erhdlt jetzt jeder "falsche"
Objektpunkt den Parameter seines nachsten "richtigen" Objektpunktes und wird mit
"ADJUST SPLINE=OBJECT ." auf der Kurve interpoliert. Abschliefend erfolgt die
Ausgleichung (sieche Abb. 4.1-8 und Tab. 4.1-5):

[4.1-6]: "ADJUST SPLINE=T-PAR=OBJECT
PHOTO=PRICTR=ROTPAR =OBJECT(904) .".

Abb. 4.1-8: endgiiltige Bildorientierung mit konstanten PaSkurven nach Ausgleichung [4.1-6]

“Hier wird vorausgesetzt, daB die Bildpunkte in einer Reihenfolge geordnet nach ansteigenden Kurvenpa-
rametern registriert wurden.
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Raum o, | (ED/o PRICTR, ROTPAR
OBeob Oy lm
Subtyp o,

PHO 904 84 .010 .040 50.037 115.028 15.020, 98.981 95.985 97.011
.010 84 .011 .03¢9

SPL 1000 24 .001 .003

.010 24 .001 .002
kub.Spl. 24 .002 .005
SPL 2000 18 .001 .002
.010 18 .000 .000
kub.Spl. 18 .000 .001
SPL 3000 18 .009 .017
.010 18 .002 .004
kub.Spl. 18 .008 .017
SPL 4000 24 .002 .006
.010 24 .001 .002
kub.Spl. 24 .004 .010

Anz.It. =5, Beob.=420, Unbek.=342, Ewl/=0.022, Zwyv=0.022, ¢,=0.017, (o

apriori

=0.010)

Tab. 4.1-5: numerische Ergebnisse der Bildorientierung nach der Ausgleichung [4.1-6]

Der Vergleich der berechneten Orientierungswerte in der Tabelle 4.1-5 mit den Sollwerten
(sieche Tab. 4-2) ergibt bei den Koordinaten des Projektionszentrums eine Abweichung von
0.02 bis 0.04 und bei den Drehwinkeln von 0.01 bis 0.02. Diese Restfehler in den Orientie-
rungswerten kénnen bei dem vorliegenden Testdatensatz zur Ginze als Folge der Anpas-
sungsfehler der PaBkurven (siehe Kap. 4.1.1) erklédrt werden.

Der EinfluB der (zwangsldufig) unzureichenden Kurvenanpassung auf die Orientierungswerte
soll mit der Tabelle 4.1-6 veranschaulicht werden:

Mit jeder der im Kapitel 4.1.1 bestimmten Varianten von PaBkurven erfolgte die Orientie-
rung aller vier Photos. Die Tabelle zeigt fiir jede Variante von PaBkurven neben den
berechneten Orientierungswerten auch den mittleren raumlichen Punktlagefehler der Kurven-
anpassungen Mg e Und den mittleren rdaumlichen Punktlagefehler der Projektionszentren
Mprserr (€rmittelt mit Hilfe der Abweichungen der berechneten Projektionszentren von ihren
Sollwerten).

Die Betrachtung der mittleren Fehler zeigt von der giinstigsten zur ungiinstigsten Variante
der Kurvenanpassung ein nahezu proportionales Ansteigen von Mgy, e Uund Mpgscrg-

Die genaue Kurvenanpassung ist also eine Voraussetzung fiir eine genaue Bildorientierung.
Weitere Voraussetzungen werden im folgenden Kapitel behandelt.
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1l

PHOTO 901 PHOTO 902 PHOTO 903 PHOTO 904
PRICTR PRICTR PRICTR PRICTR
ROTPAR ROTPAR ROTPAR ROTPAR

w

PaBkurven von Ausgleichung [4.1-2] mit kubischen Spline

130.002 39.981 9.995 99.967 100.013 50.050 53.979 35.924 114.970 50.037 115.028 15.020
4.983 98.004 103.990 57.023 67.967 101.980 0.040 -0.012 340.014 98.981 95.985 97.011

Mgppme= F0.062, Myp)cre=F0.034

PaBkurven von Ausgleichung [4.1-2] mit Schmiegekurven

130.025 40.057 9.995 99.990 100.013 50.057 53.963 35.883 115.006 50.008 114.984 14.970
5.029 98.002 103.999 57.009 67.968 102.014 0.072 -0.023 340.026 98.989 96.024 97.012

Meppme= +0.074, mpp;cm=F0.044

PaBkurven von Ausgleichung [4.1-1] mit kubischen Splines

130.000 39.887 10.020 99.963 100.002 50.085 53.892 36.059 114.949 50.022 115.021 15.031
4.911 97.982 103.990 57.019 67.940 101.959 -0.033 -0.064 340.024 98.993 95.976 97.005

Mo =F0.078, Mppycrp= F0.049

PaBkurven von Ausgleichung [4.1-1] mit Schmiegekurven

129.935 39.782 9.980 99.935 100.016 50.126 53.933 35.973 114.980 50.149 115.117 15.057
4.863 98.025 103.996 57.038 67.919 101.968 0.022 -0.042 340.030 98.916 95.956 97.009

Mppme= F0.125, Mppyerp=F0.099

Tab. 4.1-6: Bildorientierungen mit verschiedenen Varianten von Pafkurven

4.1.3 Geometrische Voraussetzungen fiir eine Bildorientierung mit Pal-
Kkurven

Welche Form und Anordnung von PaBkurven ist nun fiir eine Bildorientierung unbedingt
erforderlich?

Zur Beantwortung dieser Frage soll zundchst eine differentiell kleine Veranderung der
Bildorientierung betrachtet werden:

In diesem Fall "zwingt" die PaBkurve einen Objektpunkt auf der Kurve naherungsweise zu
einer Verschiebung entlang der Kurventangente. Somit kann die PaBinformation der gesam-
ten Kurve ndherungsweise durch die Menge der Tangenten in den Objektpunkten ersetzt
werden. Die PaBinformation von mehreren lokal benachbarten Tangenten mit dhnlicher
Richtung laBt sich durch eine einzige signifikante Tangente beschreiben.

Die Herleitung einer strengen Regel zur Ermittlung der signifikanten Tangenten einer
PaBkurve wiirde allerdings den Rahmen dieser Arbeit {iberschreiten, daher wird hier vorerst
folgendes Prinzip angewendet:

Jedes Kriimmungsmaximum einer Kurve liege zwischen zwei signifikanten Tangen-
ten.

Die Abbildung 4.1-9 zeigt nun die nach diesem Prinzip ermittelten signifikanten Tangenten
der PaBikurven des vorliegenden Testbeispieles:
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e ——
Abb. 4.1-9: signifikante Tangenten der Pafkurven

Die eingangs formulierte Frage 148t sich jetzt durch folgende Fragen ersetzen:

1) Wieviele signifikante Tangenten werden fiir eine Bildorientierung mindestens
benotigt?

2) Welche raumliche Anordnung der Pafmerkmale ist giinstig?

Zur ersten Frage:

Die perspektive Abbildung einer Tangente ist im allgemeinen eine Gerade; eine Ausnahme
stellt eine projizierende Tangente dar, die sich als Punkt abbildet. Eine Gerade wird im Bild
durch zwei Parameter beschrieben, und zwar durch den Richtungswinkel und die Lénge
ihres Normalvektors zum Bildkoordinatenursprung. Betrachtet man nun Abbildungsgleichun-
gen, die auf Geraden anstelle von Punkten beruhen, so kdnnten daher nach der Beobachtung
dieser beiden Geradenparameter im Bild zwei Gleichungen fiir die Unbekannten aufgestellt
werden. Daraus ergibt sich, daB fiir die Bestimmung der sechs Elemente der dufBeren
Orientierung mindestens drei im Objektraum bekannte Geraden abgebildet sein miissen.
Die fiir eine Bildorientierung bendtigten PaBkurven miissen also mindestens drei signifikante
Tangenten aufweisen’.

Bei der Anordnung der PaBkurven im Objektraum sind geometrisch unterbestimmte Situatio-
nen zu vermeiden. Solch eine Situation tritt zum Beispiel dann auf, wenn die PaBkurven der
Wirkungsfigur einer Anderung eines Elementes der Bildorientierung entsprechen:

So ist etwa bei einer parallelen oder einer sternformigen® Anordnung der signifikanten
Tangenten die Lage des Projektionszentrums nicht bestimmbar. Die Rotation des Bildes ist

*Fiir die vorliegenden, auf Punkten basierenden, Abbildungsgleichungen kann mit Hilfe der signifikanten
Tangenten auch die zur Erfassung der Formenvielfalt der PaBkurven erforderliche Mindestanzahl von Bildpunk-
ten abgeschitzt werden: Eine Bildgerade wird durch zwei Bildpunkte festgelegt, pro signifikanter Tangente sind
demnach mindestens zwei Punkte zu beobachten. Fiir einen projizierenden Kurvenabschnitt reicht ein Bildpunkt.

falle Tangenten schneiden sich in einem einzigen Schnittpunkt
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zum Beispiel bei einer Anordnung der PaBkurven auf konzentrischen Kreiskegeln mit den
Spitzen im Projektionszentrum unterbestimmt. Die PaBkurven sind giinstigerweise so an-
zuordnen, dafl die Nihe jeder dieser unterbestimmten Situationen vermieden wird.

Auflerdem sollte das auszuwertende Interessensgebiet innerhalb des von den Pamerkmalen
abgedeckten Bereiches liegen (je weiter die Auswertung auBerhalb des Bereiches der
PaBinformation liegt, desto groBer ist - aufgrund der Extrapolation der Orientierungsparame-
ter - die Auswirkung der Orientierungsungenauigkeit). Ist zum Beispiel der ganze Bildinhalt
auszuwerten, so sollten die Abbilder der PaBkurven gut {iber das gesamte Bild verteilt sein.

Den AbschluB der oben angestellten Uberlegungen soll eine Zusammenstellung der Orientie-
rungsergebnisse von PHOTO 904 in Abhangigkeit von verschiedenen Pakurvenanordnungen
bilden. Die PaBlkurven stammen von der Ausgleichung [4.2-2] mit kubischen Splines. In der
Tabelle 4.1-7 wird fiir jede mogliche Anordnung von bis zu zwei Pafkurven der rdumliche
Punktlagefehler der Kurvenanpassung migp, e, der raumliche Punktlagefehler des Projektions-
zentrums Mpg,cr (Wie in Tabelle 4.1-6 berechnet), die Anzahl der signifikanten Tangenten
und schlieBlich der Anteil der von den Abbildern der PaBkurven abgedeckten Fliche’ an der
gesamten Bildfliche angefiihrt. Zum Vergleich werden in der Tabelle noch einmal die
entsprechenden Daten fiir die Bildorientierung mit allen PaBkurven angegeben.

SPLINE  (——— Mpprcrr signifikante abgedeckte Flache
Tangenten im Bild

1000 30.044 $1.133 2 11%
2000 10.015 10.516 3 1%
3000 10.104 $30.193 3 5%
4000 70.062 30.505 4 4%
1000+2000 70.035 70.080 5 19%
1000+3000 70.075 30.073 5 27%
1000+4000 £0.053 £0.208 6 25%
2000+3000 70.073 10,250 6 22%
2000+4000 30.047 10.137 7 9%
3000+4000 $0.082 10.142 7 14%

1000+2000+ 10.062 10.034 12 34%
+3000+4000

Tab. 4.1-7: Orientierungsergebnisse bei verschiedenen Pafkurvenanordnungen

Die Tabelle 4.1-7 zeigt im Falle der Orientierung ausschlieBlich mit der SPLINE-Kurve
3000 sehr deutlich die erheblichen Auswirkungen einer relativ ungenauen Kurvenanpassung
bei gleichzeitig unglinstiger Pafkurvenanordnung (wenig signifikante Tangenten, geringe
abgedeckte Flache im Bild). Durch die Verbesserung der Anordnung bei Verwendung einer
zweiten PaBkurve kann eine weit genauere Bildorientierung erzielt werden (sieche Anord-
nungen 1000+3000, 200043000 oder 3000+4000).

Diese Fliche wurde hier niherungsweise durch jenes Viereck bestimmt, das die Abbilder der PaBkurven
umbhiillt.
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4.2 Rekonstruktion einer Objektkurve durch photogrammetrischen
Vorwirtsschnitt

Gegeben seien die Abbilder von unbekannten Raumkurven in mindestens zwei Photos (z.B.
PHOTO 902 und PHOTO 904, siche Abb. 4.2-1) sowie die Orientierungswerte dieser
Photos (siche Abb. 4.2-2). Mit Hilfe der entlang den Abbildern der Raumkurven registrier-
ten Bildpunkte! sollen nun die Raumkurven im Objektkoordinatensystem rekonstruiert
werden.

PHOTO 902 PHOTO 904

Abb. 4.2-1: Photos mit Bildpunktbeobachtungen fiir die Kurvenrekonstruktion

A3

PHOTO 902

PHOTO 904 |/) S

=== Stiitzpunkte von PHOTO 904, Startwerte
=== Stiitzpunkte von PHOTO 902, Startwerte

X

Abb. 4.2-2: Vorgegebene Orientierung der Photos von Abb. 4.2-1, Startwete der Stiitz-
punkte

'In diesem Testbeispiel wird davon ausgegangen, daB in den beiden Photos keine homologen Bildpunkte
beobachtet werden konnten.
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Die Rekonstruktion der Objektkurven durch photogrammetrischen Vorwirtsschnitt entspricht
einer Kurvenanpassung an fixierte Stiitzstrahlen. Im Sinne der Kurvenausgleichung bedeutet
dies den simultanen Einsatz der beiden elementaren Operationen "Kurvenanpassung" und
"Stiitzpunktbestimmung".

Die Unbekannten dieser Ausgleichung sind daher die 37 Knotenkoordinaten,die beiden
Verschiebungen der Endknoten, die g Stiitzpunktparameter sowie die 3q Stiitzpunktkoor-
dinaten. Dem stehen die beiden beobachteten Parameter der Endknoten, die 3q fiktiven
Kurvenkoordinaten- und die 2¢ Bildkoordinatenbeobachtungen gegeniiber. Beriicksichtigt
man zusitzlich die n-2 beobachteten Parameter der inneren Knoten, so erhdlt man die fiir die
Ausgleichung erforderliche Bestimmung ab folgender Anzahl n der Knoten:

3n -2 +4g<5¢ +n = n<§—2

Man erhilt dieselbe Redundanz r=o0-u, wenn nicht die beweglichen Stiitzpunkte sondern
direkt die fixierten Stiitzstrahlen® betrachtet werden. In diesem Fall liefert jeder Strahl netto
zwei Bildpunktbeobachtung sowie einen unbekannten Kurvenparameter und es kann eine
Nettoredundanz im AusmalB von mindestens 50% der Unbekannten (r=u/2) erreichen,
WENnn:
15 g=8 . ;
S@n+q+2)<2g+n = n< = : (4.2-1)

also wenn die Anzahl der Knoten nicht grofer ist als ungefahr ein Siebentel der Anzahl der
Stiitzstrahlen.

Zur Demonstration werden fiir die nun folgende Rekonstruktion der Objektkurven Schmiege-
kurven verwendet, da diese gemdB Kapitel 4.1.1 bei dem vorliegenden Testdatensatz eine
etwas schlechtere Anpassungsfahigkeit haben als kubische Splines.

4.2.1 Kurvenanpassung an die geniherten Stiitzpunkte

Wie in der Abbildung 4.2-2 ersichtlich, haben die den Bildpunkten entsprechenden Stiitz-
punkte vorerst beliebige Objektkoordinaten. Mit der Direktive

"APPROX SPLINE=RAYS MERGE(502 904) ."

werden, wie in den Kapiteln 2.4 und 3.1.2 beschrieben, genédherte Objektkoordinaten fiir die
Stiitzpunkte bestimmt, die raumliche Reihenfolge dieser gendherten Stiitzpunkte ermittelt und
schlieBlich die Knoten ndherungsweise entlang des Stiitzpunktpolygons angeordnet. Die

*Man kénnte die Verbesserungsgleichungen fiir eine Kurvenanpassung an fixierte Stiitzstrahlen auch direkt,
ohne Beriicksichtigung der Stiitzpunkte, aufstellen: In diesem Fall sind die beiden Koordinaten eines Bildpunk-
tes als Funktion der konstanten Orientierungsparameter sowie der unbekannten Knoten und des unbekannten
Kurvenparameters anzusehen.

Ohne die Berlicksichtigung der Stiitzpunkte kann nun ein Verhéltnis von "Beobachtungen zu Unbekannten" im
AusmaB von 150% erzielt werden - die Differenz "Beobachtungen minus Unbekannte” bleibt natiirlich unver-
dndert.
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gendherten SPLINE-Kurven 1000 und 4000 sind in der Abbildung 4.2-3a, die Kurven 2000
und 3000 in der Abbildung 4.2-3b dargestellt.

PHOTO 902

I L ——

PHOTO 904

//’? X
Abb. 4.2-3a: Die Bestimmung von Naherungswerten fiir die Rekonstruktion der Objektkur-

ven (SPLINE 1000 und SPLINE 4000). Nur jeder vierte Bildstrahl ist darge-
stellt.
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Abb. 4.2-3b: Die Bestimmung von Naherungswerten fiir die Rekonstruktion der Objektkur-
ven (SPLINE 2000 und SPLINE 3000)
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Vor dem eigentlichen Vorwirtsschnitt empfiehlt es sich, durch eine Kurvenanpassung an die
vorldufig fixierten gendherten Stiitzpunkte die Naherungswerte der Knoten zu verbessern.
Dies entspricht der bei der Bearbeitung von Biindelblockausgleichungen gewonnenen Erfah-
rung, daB fiir eine erfolgreiche Ausgleichung mit allen Unbekannten zundchst moglichst gute
Niherungswerte fiir die besonders "heiklen" (am schwierigsten zu berechnenden) Unbekann-
ten ermittelt werden sollten.

Diese Kurvenanpassung kann nun, wie in Kapitel 4.1.1 beschrieben, durchgefiihrt werden,
wobei sich die Maximalanzahl von Knoten zum Beispiel aus der Formel (4.2-1) ergibt. Diese
Vorgangsweise filihrt aber bei geringeren Schnittwinkeln des anschlieBenden Vorwartsschnit-
tes unter Umstinden wegen tiberflexibler Kurven zu keinem stabilen Ergebnis.

Fiir den Vorwirtsschnitt einer SPLINE-Kurve ist es jedenfalls giinstiger, moglichst wenige,
aber "gut" verteilte stabilisierte Knoten zu verwenden. Daher sollte vor dem Vorwirtsschnitt
mit Hilfe der gendherten Stiitzpunkte eine der Kurvenform entsprechende Anzahl und
Verteilung von Knoten ermitteln werden.

In Halmer 1994 wird ein detailliertes Ablaufschema zur Losung dieser Aufgabe angegeben.
Eine vereinfachte Variante davon ist die hier eingesetzte zweistufige Strategie:

1) "Ermittlung der signifikanten Knoten": Kurvenausgleichung mit einer groBt-
moglichen Anzahl (z.B. nach Formel (4.2-1)) von frei beweglichen inneren
Knoten (K, ..., K, ;) ohne beobachtete Knotenparameter.

Dies kann zum Beispiel folgendermaBen geschehen:

Man wihlt eine eher zu grofe Anzahl von freien Innenknoten und fiihrt solange
einen Ausgleichungsschritt nach dem anderen durch, bis einer der folgenden
Fille eintritt:

a) Ein enditerierter Zustand ist erreicht. Nun ist der Punkt 1) des Verfahrens
beendet und es wird mit Punkt 2) fortgesetzt.

b) Zwei Knoten "kollidieren" (ihr Parameterabstand unterschreitet eine gewisse
Schranke). In diesem Fall wird einer der beiden betroffenen Knoten geldscht
und anschlieflend die Ausgleichung wie oben beschrieben fortgesetzt.

c) Der Faktor Iwll/Zwvy vergrofert sich von Iteration zu Iteration ("Diver-
genz"). Hier wird die Anzahl von Knoten um eins verringert und die ver-
bleibenden Knoten ndherungsweise gleichmiBig entlang des Stiitzpunktpoly-
gons aufgeteilt. Anschliefend wird mit der Ausgleichung neu begonnen.

2) "Verdichten mit stabilisierten Knoten": Einfiigen zusitzlicher Knoten in den
Intervallen mit den groBten Residuen; Stabilisierung aller Knoten durch zusitzli-
che Beobachtungen der Knotenparameter.

Hiezu geht man im Detail wie folgt vor:
Es werden weitere Ausgleichungsschritte ausgefiihrt, bis ein enditerierter Zustand
erreicht ist. Nun kann einer der folgenden Fille auftreten:

d) Weder die Maximalanzahl von Knoten gemiB (4.2-1) noch die geforderte An-
passungsgenauigkeit ist erreicht. In diesem Fall werden in den Intervallen mit
signifikant zu grofen Residuen zusdtzliche Knoten eingefiigt. Alle Knoten
werden durch zusdtzliche Beobachtungen der Knotenparameter stabilisiert.
Anschliefend wird die Ausgleichung wie oben beschrieben fortgesetzt.
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e) Das Approximationsergebnis hat sich nach den letzten Einfiigen zusitzlicher
Knoten verschlechtert (Ewll hat sich vergroBert). Daher wird der Zustand vor
dem Einfiigen der Knoten wiederhergestellt und das Verfahren beendet.

f) Die maximale Anzahl von Knoten oder die geforderte Anpassungsgenauigkeit
ist erreicht und das Verfahren wird beendet.

GemiB 1) wird nun die Kurvenausgleichung mit fiinf Knoten pro SPLINE-Kurve begonnen
(siche Abb. 4.2-3). Die Direktive fiir die Kurvenanpassung lautet:

[4.2-1]: "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR ."

Fiir das Einfligen eines neuen Knotens wihrend der Stufe 2), zum Beispiel von K, zwischen
K, und K,.,, muB zundchst ein Parameter fiir diesen Knoten festgelegt werden, zum
Beispiel genau in der Mitte des Parameterintervalls [#,,,7,,.1]:

e tm‘r * taltfl
neu 2

Nidherungswerte fiir die Koordinaten des neuen Knotens (z.B. K,,, an der Stelle ¢,,) erhilt
man durch eine Ausgleichung mit vorlaufig konstanter Parametrisierung (gemif Kap. 2.2.2):

"ADJUST SPLINE=KNOT ."

Anschliefiend erfolgt eine Kurvenanpassung mit stabilisierten Knoten. Die geforderte An-
passungsgenauigkeit wird fiir jede Kurve entsprechend der Streuung der gendherten Stiitz-
punkte gewahlt.

Die Ausgleichung [4.2-1] mit Anwendung der oben beschriebenen Strategie fiihrt bei den
einzelnen Kurven zu folgendem Verlauf der Berechnung:

SPLINE 1000: 1) 9 Iterationen = b) -1 Knoten = 18 Iterationen = a)
2) 1 Iteration = d) +3 Knoten = 10 Iterationen = d) +2 Knoten
= 3 Iterationen = f)

SPLINE 2000: 1) 15 Iterationen = b) -1 Knoten = 8 Iterationen = a)
2) 1 Iteration = d) +3 Knoten = 6 Iterationen = f)

SPLINE 3000: 1) 17 Iterationen = b) -1 Knoten = 9 Iterationen = a)
2) 1 Iteration = d) +3 Knoten = 7 Iterationen = g)

SPLINE 4000: 1) 18 Iterationen = a)
2) 1 Iteration = d) +3 Knoten = 10 Iterationen = f)
Die durch die Ausgleichung [4.2-1] erzielten Knotenverteilungen sind getrennt nach den
Stufen 1) und 2) in den Abbildungen 4.2-4 und 4.2-5 dargestellt. Das numerische End-
ergebnis nach der Stufe 2) ist in der Tabelle 4.2-1 zusammengefaft.
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SPLINE 1000

SPLINE 3000 SPLINE 2000

Y

'R

Abb. 4.2-4: Knotenverteilung nach der Stufe 1) der Ausgleichung [4.2-1]

Abb. 4.2-5: Knotenverteilung nach der Stufe 2) der Ausgleichung [4.2-1]
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Raum o. | &hlo '/

OBeob ay lma.v fn‘

Subtyp o o

SPL 1000 92 .123 .519 0.000 5.909 12.647 17.858 23.487 28.679 35.979 42.914 50.000
.010 92 .097 .389 0.000 5.813 12.821 17.440 23.558 28.892 35.942 42.924 50.000
Schmieg. 92 .265 1.74 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010
SPL 2000 70 .020 .047 0.000 9.477 16.587 25.197 33.316 41.214 50.000

.010 70 .063 .139 0.000 8.670 17.341 25.193 33.045 41.522 50.000

Schmieg. 70 .056 .136 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010

SPL 3000 70 .036 .091 0.000 18.816 35.278 50.000

.010 70 .040 .116 0.000 50.000

Schmieg. 70 .038 .076 0.010 0.010

SPL 4000 86 .221 1.17 0.000 12.181 17.415 28.482 35.564 42.619 45.134 50.000

.010 86 .169 .408 0.000 10.036 20.072 27.596 35.003 42.410 46.205 50.000
Schmieg. 86 1.31 2.67 0.010 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.010
Anz.It.=41, Beob.=980, Unbek.=407, Iwll=28.43, Ewyv=28.37, 0,=0.222, (0,,,.,,=0.010)

Tab. 4.2-1: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.2-1]

Im Vergleich zu den SPLINE-Kurven 2000 und 3000 ist die Anpassung der Kurven 1000
und 4000 recht ungenau; die Ursache dafiir sind einzelne schlecht gendherte Stiitzpunkte
(siche z.B. Abb. 4.2-5). Falls daher die soeben ermittelte Knotenanordnung der Kurven 1000
und 4000 fiir den folgenden Vorwirtsschnitt unzureichend ist und zu einem instabilen
Ergebnis fiihrt, miifite die Kurvenanpassung an die gendherten Stiitzpunkte verbessert
werden:

Dazu empfiehlt es sich, den gendherten Zustand der Stiitzpunkte wiederherzustellen®, an-
schliefend konnen die signifikant schlechten Stiizpunkte durch eine robuste Schitzung
eliminiert werden.

Bei der zu Beginn durchgefiihrten Néherung der Stiitzpunkte mit dem Modul APPROX kann
es vorkommen, daB fiir einzelne Stiitzstrahlen kein giiltiger Schnitt mit einer Zwickelebene
gefunden wird - dies ist umso wahrscheinlicher, je weniger Photos an diesem Verfahren
teilnehmen. Ndherungskoordinaten fiir solch einen Stiitzpunkt kann man nun folgendermafen
erhalten:

Man wahlt naherungsweise einen Stiitzpunktparameter entsprechend dem nichsten erfolgreich
gendherten Bildpunkt und interpoliert anschlieBend den Stiitzpunkt mit:

"ADJUST SPLINE=OBIJECT ."

4.2.2 Rekonstruktion der Objektkurven

Die Kurvenanpassung an die fixierten Stiitzstrahlen erfolgt jetzt mit der Ausgleichung:

‘Mit der ORIENT-Direktive CORMAN kann jederzeit der aktuelle Zustand der Datenbasis auf einer Datei
abgespeichert, beziehungsweise ein alter abgespeicherter Zustand wieder geladen werden.
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[4.2-2]: "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=O0BJECT
PHOTO=O0BJECT(902 904) ."

Es findet also eine Kurvenanpassung mit gleichzeitiger Bestimmung der Stiitzpunkte statt.

Falls nach dem enditerierten Zustand die geforderte Genauigkeit (hier z.B. ein /. <0.03 bei
den SPLINE-Beobachtungen) noch nicht erreicht ist, miissen in den Intervallen mit den
groften Residuen weitere Knoten eingefiigt werden. Im vorliegenden Beispiel war dies bei
den SPLINE-Kurven 1000 (zwei zusatzliche Knoten) und 4000 (ein zusétzlicher Knoten) der
Fall, was fiinf weitere Iterationen erforderte. Die endgiiltigen Ergebnisse der Ausgleichung
[4.2-2] sind in den Abbildungen 4.2-6 und 4.2-7 sowie in der Tabelle 4.2-2 dargestellt.

Raum o, (Ehlo t
OBea o, biss f
Subtyp o, Oy
PHO 902 167 .013 .040
.010 167 .018 .068
PHO 904 164 .007 .023
.010 164 .010 .03%9
SPL 1000 95 .005 .024 0.000 5.823 12.795 15.134 17.511 20.531 23.361 28.886 35.943
.010 42.922 50.000
Schmieg. 95 .007 .029 0.000 5.820 12.796 15.130 17.516 20.499 23.399 28.898 35.944
42.923 50.000
95 .008 .027 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010
0.010 0.010
SPL 2000 71 .003 .006 0.000 9.685 17.317 25.192 33.142 41.506 50.000
.010 71 .002 .004 0.000 8.670 17.341 25.193 33.045 41.522 50.000
Schmieg. 71 .002 .005 0.010 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.010
SPL 3000 71 .004 .008 0.000 19.318 35.411 50.000
.010 71 .002 .004 0.000 18.809 35.279 50.000
Schmieg. 71 .004 .012 0.010 0.100 0.100 0.010
SPL 4000 Q4 .003 .013 0.000 12.254 17.331 28.492 35.602 39.117 42.527 45.166 50.000
.010 94 .002 .007 0.000 12.212 17.373 28.475 35.595 39.091 42.529 45.160 50.000
Schmieg. 94 .006 .020 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010

Anz.It.=14, Beob.=1686, Unbek.=1425, Iwll=0.138, Zwww=0.137, ¢,=0.023, (Oapriori=0.010)

Tab. 4.2-2: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.2-2]
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Abb. 4.2-6: Vorwirtsschnitt der SPLINE-Kurven 2000 und 3000 (Ausgleichung [4.2-2])
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/ X
Abb. 4.2-7: Vorwartschnitt der SPLINE-Kurven 1000 und 4000 mit zusétzlich eingefiigten
Knoten (Ausgleichung [4.2-2]) '

Zum Vergleich soll hier auch die Kurvenrekonstruktion mit Hilfe des Photopaares 903 und
904 und stabilisierten gleichméBig angeordneten Knoten gezeigt werden. Die Photos 903 und
904 weisen einen Winkel zwischen den Aufnahmerichtungen von 962 auf (gegeniiber 495
zwischen den Photos 902 und 904). Bei dieser Anordnung wird nun mit der Ausgleichung
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[4.2-3] eine Kurvenanpassung dhnlich wie in Kapitel 4.1.1 durchgefiihrt:
Entsprechend der Formel (4.2-2) wird eine maximale Anzahl von Knoten gewdhlt und mit

"APPROX SPLINE=RAYS MERGE(903 904) ."

in gleichen Parameterabstinden entlang des gendherten Stiitzpunktpolygons angeordnet.
AnschlieBend erfolgt eine Kurvenanpassung mit stabilisierten Knoten an fixierte Stiitzstrah-
len:

"ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=O0BIJECT
PHOTO=O0BIJECT(903 904) ."

Der enditerierte Zustand wird nach elf Iterationen erreicht.

Im Gegensatz zur Ausgleichung [4.2-2] mit den Photos 902 und 904 kann jetzt dank der
glinstigeren Anordnung (siche Kap. 4.2.3) der beiden Photos 903 und 904 gleichzeitig die
Kurvenanpassung an die Stiitzstrahlen und die Knotenverteilung optimiert werden. Dies
geschieht durch eine robuste Schitzung der Gewichte der zusitzlichen Beobachtungen fiir die
Knotenparameter:

[4.2-3] "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=OBJECT
PHOTO=0BJECT(903 904)
PARAMETER =ROBUST ."

Die Abbildungen 4.2-8a, 4.2-8b und die Tabelle 4.2-3 zeigen die Endergebnisse der Aus-
gleichung [4.2-3].

Raum o, Zhlo L
Opeob o, - 2
Subtyp o, oy
PHO 903 166 .016 .080
.010 166 .015 .087 “
PHO 904 166 .009 .043
.010 166 .008 .035
SPL 1000 95 .006 .030 0.000 4.171 8.328 12.515 16.610 21.782 24.132 29.234 33.325
.010 37.500 41.666 45.833 50.000
Schmieg. 95 .005 .019 0.000 4.167 8.333 12.500 16.667 20.833 25.000 29.167 33.333
37.500 41.667 45.833 50.000
95 .004 .019 robuste
Schitzung
SPL 2000 71 .004 .013 0.000 6.247 12.518 18.730 24.994 31.364 37.458 43.752 50.000
.010 71 .002 .008 0.000 6.250 12.500 18.750 25.000 31.250 37.500 43.750 50.000
Schmieg. 71 .002 .007 robuste Schatzung
SPL 3000 71 .005 .019 0.000 6.251 12.503 18.756 24.986 31.364 34.863 43.741 50.000
.010 71 .005 .026 0.000 6.250 12.500 18.750 25.000 31.250 37.500 43.750 50.000
Schmieg. 71 .003 .007 robuste Schatzung

SPL 4000 95 .003 .015 0.000 4.167 8.333 12.499 16.675 21.818 25.053 29.096 33.320
37.611 41.447 45.828 50.000

.010 95 .003 .012 0.000 4.167 8.333 12.500 16.667 20.833 25.000 29.167 33.333
37.500 41.667 45.833 50.000
Schmieg. 95 .003 .008 robuste
Schétzung
Anz.It.=18, Beob.=1704, Unbek.=1468, Ewll=0.351, Zwvv=0.350, ¢,=0.039, (aa?,,-,,,:0.0lO)

Tab. 4.2-3: numerische Ergebnisse der Ausgleichung [4.2-3]
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PHOTO 904

©  Stiitzpunkte von PHOTO 903

Stiitzpunkte von PHOTO 904

N

Abb. 4.2-8a: SPLINE-Kurven 1000 und 4000 bestimmt durch die Ausgleichung [4.2-3]
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Abb. 4,2-gp. SPLINE-
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Durch die Ausgleichung [4.2-2] mit den Photos 902 und 904 wurde eine mittlere rdumliche
Normalabweichung mgp, ;= £0.008 der SPLINE-Kurven von den Stiitzstrahlen erzielt.
Bei der Ausgleichung [4.2-3] mit den Photos 903 und 904 ergibt sich eine etwa gleich groBe
mittlere rdumliche Normalabweichung von mgp, ;= 10.007. Dieses Ergebnis wurde zwar
mit weniger Iterationen, dafiir aber mit einer groBeren Anzahl von Knoten erreicht.

4.2.3 Geometrische Voraussetzungen fiir die Rekonstruktion einer Objektkurve
durch photogrammetrischen Vorwirtsschnitt

Die numerischen Ergebnisse der Ausgleichungen [4.2-2] und [4.2-3] liegen laut den Tabellen
4.2-2 und 4.2-3 durchaus im Bereich der geforderten Genauigkeit von /,,,<0.03.
Aber wie gut wurden die Originalkurven tatsichlich rekonstruiert?

Mit Hilfe der dreidimensionalen PaBpunktbeobachtungen des Raumes CONPOI 8888 kann
diese Frage beantwortet werden, da diese PaBpunkte exakt auf den Originalkurven liegen.
Zuerst werden mit

"ADJUST CONPOI=OBIECT(8888) ."

die PaBpunkte im Objektraum REFSYS bestimmt. AnschlieBend erfolgt die Ausgleichung
mit :
"ADJUST SPLINE=T-PAR ."

Durch die Parametrisierung der fixierten PaBpunkte auf den gleichfalls fixierten Kurven
ergeben sich die Normalabweichungen der Kurven von diesen Kontrollpunkten.

Diese Kontrollausgleichung ergibt die groBten Abweichungen von der Originalkurve bei
SPLINE 4000 von der Ausgleichung [4.2-2]. Die Abbildung 4.2-9 zeigt diese Kurve samt
Kontrollpunkten und zusitzlich den Schnitt der beiden Strahlenbiindel im Kurvenbereich mit
der groBten Abweichung von den Pafpunkten (in den Abb. 4.2-9 bis 4.2-11 wurden zur
besseren Ubersichtlichkeit die den Bildpunkten entsprechenden Stiitzpunkte weggelassen).
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Abb. 4.2-9: Durch Vorwirtsschnitt schlecht bestimmbarer Kurventeil

Aus der Abbildung 4.2-9 ist erkennbar, daB in dem schlecht bestimmten Bereich der Kurve
4000 der Winkel o (gemadB Formel (2.4-4)) zwischen dem Bildstrahl und der Zwickelebene
sehr klein ist. An dieser Stelle kann ein grofer Lagefehler der ausgeglichenen Kurve nicht
erkannt werden, da er sich nur in einer sehr kleinen Normalabweichung der Kurve von den
Bildstrahlen duflert. Umgekehrt kann an dieser Stelle bereits ein kleiner Fehler in der Bild-
punktbeobachtung einen grofien Lagefehler bewirken.

Diese Situation kann unabhingig vom Schnittwinkel 8 der Aufnahmerichtungen eintreten,
wenn ein ldngerer Kurventeil (anndhernd) in einer Ebene liegt, die auch die Basis der beiden
Photos enthdlt. An der Stelle dieses Kurventeiles gehen die beiden Strahlenbiindel (fast)
ineinander iiber.

Die folgenden Tabelle 4.2-2 enthilt fiir jede SPLINE-Kurve den minimalen und den maxi-
malen Winkel in [gon], ¢,,;, und «,,,, sowie den mittleren rdumlichen Punktlagefehler mgp, ;e
in bezug auf die Kontrollpunkte,
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SPLINE 1000

Cpin = Cmax
Anz.Knoten mgp e

SPLINE 2000
Qi = O
Anz.Knoten migp e

max

SPLINE 3000
Qpin = Uy

Anz.Knoten mgp, e

SPLINE 4000

iy = gy
Anz.Knoten mgp,

Ausgleichung [4.2-2] mit Photos 902 und 904:

13 = 155 27 =~ 39 5 - 41 1 - 42
11 +0.101 ¥ +0.098 4 +0.120 9 +0.544

Ausgleichung [4.2-3] mit Photos 903 und 904:

10 - 96 3-79 3- 9% 1 - 91
13 20.152 9 10.237 9 $0.105 13 $0.065
Tab. 4.2-4: tatsdchliche Lagefehler der SPLINE-Kurven aus den Ausgleichungen [4.2-2]

und [4.2-3]

Bis auf die SPLINE-Kurve 3000 aus der Ausgleichung [4.2-3] treten in den vorliegenden
Beispielen die groBten Abweichungen von den Originalkurven durchwegs bei den jeweiligen
Kurventeilen mit dem kleinsten Winkel a,,;, auf.

Wie kann nun die Rekonstruktion der Originalkurve in Bereichen mit sehr kleinen Winkel
a verbessert werden?

1) Durch eine genauere Kurvenanpassung in diesem Bereich, also durch Einfiigen

zusétzlicher Knoten. So verbessert sich zum Beispiel im Falle der SPLINE-Kurve
4000 aus der Ausgleichung [4.2-2] durch Einfiigen von weiteren drei Knoten in
den Intervallen mit den groften Abweichungen von den Stiitzstrahlen die mittlere
Abweichung von der Originalkurve auf mgp ;=10.187 (siche auch Abb.
4.2-10).
Im Gegensatz zum vorliegenden Testbeispiel sind im allgemeinen jedoch die
Bildpunktbeobachtungen mit zufélligen MefBfehlern behaftet, was eine Streuung
der Stiitzstrahlen zur Folge hat. Der durch diese Streuung verursachte Lagefehler
der ausgleichenden Kurve kann auch mit einer genaueren Kurvenanpassung an
die Stiitzstrahlen nicht beseitigt werden! Daher ist die folgende Vorgangsweise
vorzuziehen:

2) Mehrere Photos werden so angeordnet, daB mindestens eine Basis moglichst

senkrecht zum Kurvenverlauf steht. Bestimmt man etwa die SPLINE-Kurve 4000
aus den Photos 903 und 904, so verringert sich der mittlere raumliche Lagefehler
in bezug auf die Originalkurve auf mgp, ;= +0.059 (siche Abb. 4.2-11 und Tab.
4.2-5),
Ideal wire eine raumliche Anordnung von vier Photos mit den Aufnahmeorten in
den Eckpunkten einer gleichseitigen Pyramide und dem photographierten Objekt
im Mittelpunkt dieser Pyramide. Bei solch einer Anordnung ergédbe sich fiir jede
mogliche Kurvenrichtung zumindest ein Paar von Strahlenbiindeln mit einem
glinstigen Schnittwinkel.



104

Abb. 4.2-10: Verbesserung der Rekonstruktion der Originalkurve durch zusdtzliche Knoten
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Abb. 4.2-11: Verbesserung der Rekonstruktion der Originalkurve durch eine Aufnahmea-
nordnung mit giinstigeren Schnittwinkeln (Ausgleichung [4.2-4])

Neben der Schnittgeometrie hat auch die Anordnung der Knoten einen wesentlichen EinfluB
auf die Rekonstruktionsgenauigkeit. Im Kapitel 4.2-2 wurden zwei Methoden der Knoten-
anordnung angewandt:

1) Die gleichméBige, stabilisierte Anordnung einer im voraus festgelegten Anzahl
von Knoten.
Die Optimierung der Knotenverteilung durch eine robuste Schiatzung der zusitzli-
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chen Knotenparameterbeobachtungen funktioniert allerdings bei ungiinstigen
Schnittwinkeln zwischen den Strahlenbiindeln unter Umstéinden nicht. So diver-
giert zum Beispiel das Ausgleichungsverfahren mit den Photos 902 und 904
(Ohne robuste Schitzung stellt sich zwar ein enditeriertes Ergebnis ein, die gefor-
derte Anpassungsgenauigkeit an die Stiitzstrahlen wird aber nicht erreicht).

2) Die zweistufige Strategie mit Grobanpassung durch wenige freibewegliche
Knoten und anschliefendem Einfiigen von zusitzlichen stabilisierten Knoten in
den Intervallen mit den groBten Anpassungsfehlern.

Diese Methode fiihrte in sdmtlichen untersuchten Vorwirtsschnittbeispielen zu
einem enditerierten Ergebnis.

In der Ausgleichung [4.2-3] wurde die erste Methode mit den Photos 903 und 904 ange-
wandt, in der Ausgleichung [4.2-2] die zweite Methode mit den Photos 902 und 904. Zum
Vergleich soll nun die Ausgleichung [4.2-4] dienen: bei dieser Ausgleichung wurde die
zweite Methode mit den Photos 903 und 904 angewandt; die erzielte Anpassungsgenauigkeit
an die Stiitzstrahlen ist /,,,, <0.03. Die durch diese Ausgleichung bestimmte SPLINE-Kurve
4000 ist in der Abbildung 4.2-11 dargestellt. Zum Vergleich mit der Tabelle 4.2-2 sind in
der Tabelle 4.2-5 die mit dieser Ausgleichung erzielten Rekonstruktionsgenauigkeiten
aufgelistet.

SPLINE 1000 SPLINE 2000 SPLINE 3000 SPLINE 4000
Clpin = Cpay piin = Upar Clpin = Opay Cmin = Omar
Anz.Knoten mg, e Anz.Knoten mygp, e Anz.Knoten mygp, e Anz.Knoten myg,

Ausgleichung [4.2-4] mit Photos 903 und 904:

10 - 96 3 = 79 3 - 9% 1M -9
10 £0.125 7 +0.106 4 +0.097 11 +0.059

Tab. 4.2-5: tatsdchliche Lagefehler der SPLINE-Kurven aus der Ausgleichung [4.2-4]

Der Vergleich der Tabelle 4.2-4-unten mit der Tabelle 4.2-5 zeigt die Vorteile der zweiten
Methode zur Knotenverteilung gegeniiber der ersten Methode bei gleicher Anordnung der
Strahlenbiindel (und gleich genauer Kurvenanpassung an die Stiitzstrahlen):

Mit wenigen, jedoch giinstig angeordneten Knoten wird eine bessere Rekonstruktion der
Originalkurve erzielt.

Die zweistufige Strategie zur Knotenverteilung ist gegeniiber einer gleichmaBigen Knotenver-
teilung vermutlich umso vorteilhafter, je "ungleichmafiger" die Kurve gekriimmt ist.
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4.3 Biindelblockausgleichung mit verkniipfenden Kurven

Gegeben seien mindestens drei Photos von einem kurvenformigen Objekt. Die innere
Orientierung dieser Photos sei bekannt. Gesucht sind die Elemente der duBeren Orientierung
dieser Photos sowie die Rekonstruktion der Objektkurven.

Im vorliegenden Fall seien keine homologen Punkte zur gegenseitigen Orientierung ("Ver-
kniipfung") der Photos vorhanden, - die Verkniipfung der Photos muB daher ausschlieBlich
mit homologen Kurven erfolgen. Fiir die absolute Orientierung des aus den verkniipften
Photos gebildeten Blockes seien vier jeweils in einem einzigen Bild abgebildete PaBpunkte
vorhanden’.

Zur Losung dieser Aufgabe erfolgt eine Biindelblockausgleichung, bei der gleichzeitig eine
Bildorientierung und eine Kurvenanpassung an die Bildstrahlen durchgefiihrt wird.

Bei insgesamt ¢ Kurvenpunkten (beobachtet in nph Photos), nspl SPLINE-Kurven mit
insgesamt n Knoten und npp PaBpunkten ergibt sich die Anzahl der Beobachtungen zu:

2nspl  zusitzlich beobachtete Parameter der Endknoten,
2q Bildkoordinatenbeobachtungen der Kurvenpunkte,
3q fiktive Kurvenbeobachtungen der Kurvenpunkte,
2npp Bildkoordinatenbeobachtungen der Pafipunkte,
3npp Beobachtungen der Pafpunkte.

Die Unbekannten sind:

3n Knotenkoordinaten,

2nspl Verschiebungen der Endknoten,

q Kurvenpunktparameter,

3q Objektkoordinaten der Kurvenpunkte,
3nph Koordinaten der Projektionszentren,
3nph Drehwinkel,

3npp Objektkoordinaten der PaBpunkte.

Fiir die folgende Uberlegung wird die Nettoredundanz ohne Beriicksichtigung der Objekt-
punkte herangezogen:

Jeder Bildstrahl zu einem Pafpunkt liefert netto zwei Bildkoordinatenbeobachtungen; jeder
Bildstrahl zu einem Kurvenpunkt liefert netto zwei Bildkoordinatenbeobachtungen und einen
unbekannten Kurvenparameter.

Somit erhélt man eine Nettoredundanz im AusmaB von mindestens 50% der Unbekannten
bei:

'Die absolute Orientierung eines aus relativ zueinander orientierten Photos gebildeten Modelles wird durch
sieben, hier unbekannte, Parameter beschrieben: die drei Objektkoordinaten des Modellursprunges, die drei
Drehwinkel des Modellkoordinatensystems gegeniiber dem Objektkoordinatensystem und der Modellmafistab.
Jeder PaBpunkt der in einem einzigen Bild beobachtet ist, liefert zwei redundante Gleichungen fiir diese
Modellorientierung; eine Uberbestimmung ist daher ab vier PaBpunkten vorhanden.
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1.5(3n + 2nspl + q + 3nph + 3nph) < 2nspl + 2q + 2npp

Im praktischen Falle wird meistens die Anzahl ¢ der Stiitzpunkte in Abhédngigkeit von den
anderen, bereits vorgegebenen, Variablen dieser Beziehung zu wihlen sein®. Die Umfor-
mung der obenstehenden Beziehung ergibt daher die erforderliche Anzahl von Bildpunkten
die auf den Abbildern der Kurven zu registrieren sind, um eine Nettoredundanz von minde-
stens 50% zu erreichen:

q = 9n + 2nspl + 18nph - 4npp

Wie kann man nun die Anzahl der Knoten fiir eine bestimmte Verkniipfunskurve ermitteln?

Fiir die Kurvenrekonstruktion anhand orientierter Photos (Kap. 4.2) wurden verschiedene
Methoden zur Bestimmung der Anzahl (und Verteilung) der Knoten angewandt. Bei diesen
Methoden wird versucht, die Kurve méglichst gut an die vorgegebenen Bildstrahlen anzupas-
sen.

Im vorliegenden Fall sind jedoch die Strahlenbiindel bestenfalls ndherungsweise orientiert.
Eine optimale Kurvenanpassung an diese Strahlenbiindel wiirde zum Teil auch die Einfliisse
der unzureichenden Orientierungswerte kompensieren. Dies ist allerdings nicht zielfithrend;
durch die Verkniipfungskurven soll vielmehr ein Widerspruch entstehen, der nur durch die
richtige, originalgetreue, Orientierung der Strahlenbiindel beseitigt werden kann.

Die prinzipielle Form und somit die Anzahl der Knoten der Verknilipfungskurven muf} daher
vor dem Biindelblockausgleich festgelegt werden.

Diese Festlegung kann wie folgt geschehen:

Man suche fiir jede Kurve anhand ihrer Abbilder in den Photos die markanten raumlichen
Kriimmungsmaxima. Fiir jedes ausgepragte Kriimmungsmaximum wird ein innerer Knoten
gewihlt. Gemeinsam mit den beiden Randknoten erhélt man so fiir jede Kurve die Anzahl
der Knoten, mit der die originale Kurvenform im wesentlichen nachgebildet werden kann.

Im vorliegenden Beispiel seien die Photos 902, 903 und 904 vorgegeben. Die Abbildung
4.3-1 zeigt fiir jedes Photo die abgebildeten PaBpunkte sowie die Abbilder der vier Raum-
kurven mit den darauf registrierten Bildpunkten. Zusétzlich sind fiir jede Raukurve in genau
einem Abbild die markanten inneren Knoten gekennzeichnet.

“Der Fall einer Biindelblockausgleichung mit Verkniipfungskurven wird am ehesten bei bereits vorhandenen
nph Aufnahmen mit zuwenig Verkniipfungspunkten auftreten; bei einer geplanten Aufnahme (mit einer vom
Auswerter wihlbaren Anzahl nph von Photos) kann meistens fiir eine ausreichende Anzahl von Verkniipfungs-
punkten gesorgt werden.

Anhand dieser vorgegebenen Photos werden die npp PalBpunkte ausgewihlt.
Die Anzahl n der Knoten sollte, wie im folgenden erldutert, vor der Ausgleichung anhand der Abbilder der
Verkniipfungskurven festgelegt werden.
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SPLINE ,
2000 ( SPLINE 1000

SPLINE
3000

PHOTO 902 PHOTO 903

SPLINE 4000

PHOTO 904

Abb. 4.3-1: Photos mit Bildpunktbeobachtungen und markanten inneren Knotenpunkten

In PHOTO 903 ist auf der SPLINE-Kurve 1000 ein zweiter innerer Knoten auf einem
offensichtlich geraden Kurventeil eingetragen. Dieser zusitzliche Knoten soll den Ubergang
der Schmiegekurve’ vom stark gekriimmten Kurventeil in das gerade verlaufende Ende der
Kurve gewahrleisten. Sollte dieser Knoten bei der nun folgenden Berechnung eine andere als
diese beabsichtigte Kurvenform bewirken, so miifite dieser Knoten wieder entfernt werden.
Die Kurve 1000 wire gleichzeitig auf ein Teilstiick zu reduzieren, das durch eine Schmiege-
kurve mit drei Knoten vermutlich gut darstellbar ist.

Wie in der Abbildung 4.3-1 ersichtlich, liegen im vorliegenden Testbeispiel die Abbilder der

PaBpunkte auf den Abbildern der Kurven. Dies sei jedoch nur "Zufall"; fiir diese vier
Orientierungs-PaBpunkte werden daher keine fiktiven Kurvenbeobachtungen eingefiihrt®.

4.3.1 Bestimmung von Niherungswerten

Zunichst werden Naherungswerte fiir die Bildorientierungen bestimmt:
Zu diesem Zweck werden in den Photos ndherungsweise homologe Bildpunkte ausgesucht,

*Hier sollen zur Demonstration ausschlieflich Schmiegekurven verwendet werden, da mit diesen die
vorliegenden Originalkurven etwas schlechter nachgebildet werden konnen als mit kubischen Splines (siehe
Kap. 4.1).

‘im Gegensatz zu den Kontroll-PaBpunkten, die zur abschliefenden Kontrolle dieses Testbeispieles dienen
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zum Beispiel Bildpunkte an den Enden der Kurvenabbilder’ oder bei den abgebildeten
Kurvenstellen mit maximaler Kriimmung.

Zur Abschitzung der erforderlichen Anzahl dieser provisorischen Verkniipfungspunkte wird
die einstufige Biindelblockausgleichung fiktiv in die beiden Stufen "relative Orientierung mit
Verkniipfungspunkten" und "absolute Orientierung mit Orientierungs-PaBpunkten" getrennt:
Fiir jeden Verkniipfungspunkt ergeben sich nun zwei beobachtete Bildkoordinaten pro Photo
bei insgesamt drei unbekannten Objektkoordinaten. Fiir die relative Orientierung von zwei
Photos sind fiinf unbekannte Parameter zu bestimmen®, fiir jedes weitere Photo kommen
noch sechs unbekannte Parameter hinzu’. Bei den vorliegenden drei Photos ergibt das
insgesamt elf unbekannte Parameter, zu deren Bestimmung jeder Verkniipfungspunkt drei
redundante Gleichungen liefert® (vorausgesetzt, jeder Verkniipfungspunkt ist in allen Photos
abgebildet). Es werden daher mindestens vier Verknilipfungspunkte zur gegenseitigen Orien-
tierung der drei Photos bendtigt.

Die Biindelblockausgleichung [4.3-1] zur ndherungsweisen Bildorientierung erfolgt mit sechs
provisorischen Verkiipfungspunkten und mit vier Orientierungs-Pafipunkten:

[4.3-1]: "ADIJUST PHOTO=PRICTR=ROTPAR=O0BJECT(902-9504)
CONPOI=0OBJECT ."

Die mit dieser Ausgleichung ermittelten gendherten Orientierungswerte sind in der Tabelle
4.3-1 aufgelistet:

PHOTO 902 PHOTO 903 PHOTO 904
PRICTR PRICTR PRICTR
ROTPAR ROTPAR ROTPAR

107.125 97.999 42.128 54.524 36.324 116.692 50.226 116.482 14.501
52.540 73.379 104.137 -0.046  0.637 338.879 98.638 95.784 99.385

Tab. 4.3-1: gendherte Bildorientierungswerte aus der Ausgleichung [4.3-1]

Mit diesen gendherten Bildorientierungen konnen Naherungswerte fiir die Kurvenpunkte und
fiir die Knoten bestimmt werden:

"APPROX SPLINE RAYS MERGE(902-904) ."

Beim vorliegenden Testbeispiel wird davon ausgegangen, daB sich die Enden der Raumkurven nur
unscharf in den Photos abbilden und daher die Endpunkte der Kurvenabbilder nicht exakt homolog sind.

®Fiir die Modellbildung konnen die sechs duBeren Orientierungselemente (drei Verschiebungen und drei
Drehwinkel) des ersten Photos beliebig gewihlt werden, von den sechs Orientierungselementen des zweiten
Photos hat die Verschiebung in Basisrichtung keinen Einfluf} auf die Schnittbedingung homologer Strahlen. Die
relative Orientierung zweier Photos wird daher durch fiinf Parameter beschrieben (siehe z.B. Kraus 1990a).

"Durch die ersten beiden Photos ist das Modellkoordinatensystem der relativen Orientierung vorgegeben,
die Orientierung jedes weiteren Photos relativ zu diesem Modellsystem wird durch drei Verschiebungen und
drei Drehwinkel beschrieben.

8sechs Bildkoordinatenbeobachtungen von drei Bildpunkten - drei unbekannte Objektpunktkoordinaten
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Die gendherten Photos und die gendherten Verkniipfungskurven sind in der Abbildung 4.3-2
dargestellt.

PHOTO 903

& Orientierungs-PaBpunkt
a  Kurvenpunkt von PHOTO 902
» Kurvenpunkt von PHOTO 903
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Abb. 4.3-2: Ndherungswerte fiir die Biindelblockausgleichung mit Verkniipfungskurven

Die provisorischen Verknilipfungspunkte werden nun nicht mehr benétigt, da im folgenden
die Verkniipfung der Photos ausschlieflich mit den abgebildeten Kurven erfolgen soll.

4.3.2

Bildorientierung bei gleichzeitiger Rekonstruktion der Verkniip-
fungskurven

Knoten:

Zu Beginn der Biindelblockausgleichung sind die Naherungswerte zu verbessern. In dieser
Anfangsphase empfiehlt sich die folgende Methode zur vorldufigen Stabilisierung der inneren
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In der Abbildung 4.3-1 wurden fiir jede Kurve anhand eines Photos jene Bildpunkte ge-
schatzt, die wahrscheinlich ungefiahr den inneren Knoten der Kurve entsprechen (diese
Punkte sind durch ein X gekennzeichnet). Die inneren Knoten sollen nun vorldufig in der
Nihe jener Kurvenpunkte bleiben, die diesen Bildpunkten entsprechen.

Zu diesem Zweck wird fiir jeden inneren Knoten eine Modellbeobachtung® des betreffenden
Kurvenpunktes eingefiihrt: Der Koordinatenursprung solch eines Modells ist der Knoten
selbst; die fiktiven Modellkoordinaten des Kurvenpunktes entsprechen dem Modellursprung.
Die Drehwinkel (z.B. mit den Werten 0, 0, 0) und der Mafstab ( =1 ) bleiben konstant. Mit
Hilfe der Genauigkeit dieser fiktiven Modellbeobachtung wird wahrend der Ausgleichung die
Entfernung des Knotens von seinem zugehdrigen Kurvenpunkt beeinfluBt; im vorliegenden
Beispiel wurde diese Genauigkeit mit 0.01 angenommen.

Durch die Spezifikation von "MODEL =ORIGIN" wihrend der Ausgleichung wird nun der
Modellursprung, also der Knoten, bei den Objektkoordinaten des Modellpunktes, also beim
ausgewdhlten Kurvenpunkt, beobachtet.

Mit den solcherart stabilisierten Knoten erfolgt jetzt die Verbesserung der Form der Ver-
kniipfungskurven durch einen Vorwirtsschnitt:

"ADJUST  SPLINE=KNOT=T-PAR=0BJECT
MODEL=ORIGIN
PHOTO=0BJECT(902-904) ."

Anschliefend erfolgt der Biindelblockausgleich mit den stabilisierten inneren Knoten:

"ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=O0BIECT
MODEL=O0RIGIN
PHOTO=0ORIGIN=ROTPAR=0BJECT(902-904) ."

Das enditerierte Ergebnis stellte sich im vorliegenden Fall nach sieben Iterationen ein.

Jetzt sind die Naherungen bereits so gut, daf im folgenden auf die Stabilisierung der inneren
Knoten verzichtet werden kann:

[4.3-2]: "ADJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=0BJECT
PHOTO=O0RIGIN=ROTPAR=0BJECT(902-904) ."

Aufgrund der fiir eine Verkniipfungskurve relativ vielen und daher schwierig zu optimieren-
den Knoten der SPLINE-Kurve 4000 sind bei dem vorliegenden Testbeispiel 35 Iterationen
bis zum enditerierten Zustand erforderlich (ohne die Kurve 4000, nur mit den Kurven 1000,
2000 und 3000, werden 11 Iterationen bendtigt). Die Ergebnisse der Ausgleichung [4.3-2]
sind in der Tabelle 4.3-2 und in der Abbildung 4.3-3 dargestellt.

°In Zukunft soll diese Form der Knotenstabilisierung durch folgende Erweiterung der Knotenparameter-
beobachtungen einfacher realisiert werden:
Der Benutzer wihlt einen Kurvenpunkt P, in dessen Néhe sich der innere Knoten K befinden soll. ¢ sei der
aktuelle Kurvenparameter von P, [ sei die Knotenparameterbeobachtung fiir K. Vor jedem Ausgleichungsschritt
erfolgt nun automatisch die Zuweisung 7:=r.
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Abb. 4.3-3: Das Ergebnis der Biindelblockausgleichung [4.3-2]
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Raum o, | Ehlo PRICTR, ROTPAR -y,

Opeob o, Imaz PIJ

Subtyp o, a;

PHO 902 81 .041 187 100.306 99.857 49.479, 56.759 68.316 102.144

.010 81 .020 .058 |
PHO 903 85 .041 196 54.244 35.876 114.965, 0.098 0.118 339.872

.010 85 .023 .073

PHO 904 85 .022 .103 50.621 115.223 15.343, 98.641 95.755 97.015

.010 85 .037 .136

SPL 1000 71 .021 .060 .000 23.377 38.195 50.000

.010 71 .014 .038 .000 50.000
Schmieg. 71 .018 .060 .010 0.010
SPL 2000 52 .008 .021 .000 17.466 31.765 50.000
.010 52 .004 .015 .000 50.000
Schmieg. 52 .003 .012 .010 0.010

SPL 3000 53 .003 .007 .000 19.027 34.482 50.000

[=F=N=] [= =N =] (=R N oo

.010 53 .001 .004 .000 50.000
Schmieg. 53 .003 .008 .010 0.010
SPL 4000 71 .007 .017 .000 20.655 26.531 41.185 50.000
.010 71 .005 .024 .000 50.000
Schmieg. 71 .009 .026 .010 0.010

CON 8888 4 .004 .005
.010 4 .002 .003
4 -002 .003

Anz.It.=35, Beob.=1263, Unbek.=1077, Iwll=0.594, Twyww=0.592, ¢,=0.037, (0,..,=0.010)

aprio.

Tab. 4.3-2: numerische Ergebnisse der Biindelblockausgleichung [4.3-2]

Aus der Tabelle 4.3-2 geht hervor, daB die Anpassung der Kurve 1000 an die Bildstrahlen
signifikant schlecht ist. Da ein Einfiigen zusitzlicher Knoten aus den eingangs erwéihnten
Griinden nicht zielfithrend ist, wird zur Verbesserung des Ergebnisses der schlecht angepafite
Kurventeil weggelassen und die Biindelblockausgleichung fortgesetzt (siche Abb. 4.3-4 und
Tab. 4.3-3):

[4.3-3]: "ADIJUST SPLINE=KNOT=T-PAR=0BJECT
PHOTO=O0RIGIN=ROTPAR=0BJECT(902-904) ."
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4: Das Ergebnis der Biindelblockausgleichung [4.3-3]

Abb. 4.3-
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Raum o, | @EDhlo PRICTR, ROTPAR -,
OBeo oy lmax r-l
Subtyp o, O
PHO 902 80 .017 .061 99.908 99.853 50.116, 56.978 67.885 102.018
.010 80 .019 .067
PHO 903 79 .019 .062 53.758 36.027 114.850, 0.001 0.159 339.944
.010 79 .016 .052
PHO 904 79 .013 .044 50.360 114.978 15.132, 98.772 95.915 97.013
.010 79 .020 .072
SPL 1000 54 004 .014 0.000 14.029 38.330 50.000
.010 54 .007 .020 0.000 50.000
Schmieg. 54 .006 .017 0.010 0.010
SPL 2000 54 .007 .019 0.000 18.271 31.959 50.000
.010 54 .004 .013 0.000 50.000
Schmieg. 54 .003 .012 0.010 0.010
SPL 3000 54 .003 .007 0.000 18.920 34.542 50.000
.010 54 .001 .004 0.000 50.000
Schmieg. 54 .003 .008 0.010 0.010
SPL 4000 72 .005 .017 0.000 20,766 26.461 41.120 50.000
.010 72 .005 .023 0.000 50.000
Schmieg. 72 .009 .025 0.010 0.010
CON 8888 4 .003 .004
.010 4 .002 .002
4 .001 .002
Anz.It.=10, Beob.=1198, Unbek.=1025, Zwl{=0.162, Zwyv=0.162, 0,=0.020, (o,,,,,,=0.010)

Tab. 4.3-3: numerische Ergebnisse der Biindelblockausgleichung [4.3-3]

AbschlieBend sollen die ausgeglichenen Ergebnisse des vorliegenden Beispieles mit den
Sollwerten verglichen werden, wobei in erster Linie die am Objekt erzielten Genauigkeiten
interessant sind. In der Tabelle [4.3-4] ist fiir jede SPLINE-Kurve die mittlere raumliche
Abweichung migp, = von den auf der Originalkurve liegenden Kontroll-PaBpunkten angege-
ben. Die Abbildung 4.3-5 zeigt die SPLINE-Kurven gemeinsam mit den Kontrollpunkten.

SPLINE 1000 SPLINE 2000 SPLINE 3000 SPLINE 4000
MspLive MspLive MspLing MspLive
0,137 +0.178 +0.109 +0.143
Tab. 4.3-4: tatsichliche Lagefehler der SPLINE-Kurven aus der Biindelblockausgleichung

[4.3-3]




117

Abb. 4.3-5: SPLINE-Kurven aus der Biindelblockausgleichung [4.3-3] mit Kontrollpunk-
ten

4.3.3 Geometrische Voraussetzungen fiir eine Biindelblockausgleichung
mit Verkniipfungskurven

Fir eine Biindelblockausgleichung mit Verkniipfungskurven sind mindestens drei Photos
notwendig: _

Durch die Abbildungen einer Kurve in zwei Photos werden zwei Strahlenbiindel definiert,
die sich immer, bei jeder beliebigen Orientierung der Photos, in Form einer Raumkurve
schneiden'®. Erst durch die Hinzunahme eines dritten Strahlenbiindels konnen an der Ver-
kniipfungskurve Widerspriiche entstehen, da sich drei Strahlenbiindel im allgemeinen (bei
unzureichender Orientierung) in drei verschiedenen Schnittkurven schneiden.

Die Schnittwinkel zwischen den Strahlenbiindeln sollten gemdB 4.2.3 moglichst orthogonal
sein.

Zur Abschitzung der erforderlichen Anzahl der Verkniipfungskurven konnen, dhnlich wie
in Kapitel 4.1.3, die signifikanten Tangenten dieser Kurven betrachtet werden:

Jede dieser Tangenten wird im Objektraum durch vier unbekannte Parameter beschrieben''.
Jede Abbildung einer Tangente kann durch zwei beobachtete Parameter definiert werden. Bei
drei Photos ergeben sich daher zwei redundante Gleichungen pro Tangente.

Fiir die relative Orientierung der drei Photos sind 11 unbekannte Parameter zu bestimmen,
dafiir sind folglich mindestens sechs signifikante Tangenten erforderlich.

""Nur bei der richtigen originalgetreuen Orientierung der beiden Photos entspricht diese Schnittkurve der
Originalkurve.

""z.B. durch die beiden Koordinaten des DurchstoBpunktes der Tangente mit einer Koordinatenhauptebene
und die beiden rdumlichen Richtungswinkel der Tangente.
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Als Verkniipfungskurven eignen sich in erster Linie "einfache" Kurvenstiicke die durch
wenige freie (nicht stabilisierte) innere Knoten nachgebildet werden konnen, wie zum
Beispiel:

- U-férmige Kurven mit insgesamt drei Knoten und zwei signifikanten Tangenten,
oder

- S-féormige Kurven mit vier Knoten und drei signifikanten Tangenten (z.B. die
Kurven 2000 und 3000 des vorliegenden Beispieles).

Bei Kurven mit mehr als vier Knoten (z.B. die Kurve 4000) kann der Rechenaufwand (die
erforderliche Anzahl der Iterationen) aufgrund der langwierigen Optimierung solcher Kurven
erheblich ansteigen. Es empfiehlt sich daher, zur Verknilipfung solche "komplizierten"
Kurven in S- und U-férmige Teile zu zerlegen.

Die genaue Rekonstruktion von "komplizierten" Kurven kann nach vollendeter Biindelblock-
ausgleichung durch eine Kurvenanpassung an die fixierten Strahlenbiindel erfolgen.
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4.4 Modellorientierung mit Hilfe von PaBlkurven

Gegeben seien die Modelle von Raumkurven in einem Modellkoordinatensystem (z.B. ein
Stereomodell aus zwei Photos mit Abbildern von Raumkurven). Gesucht ist die Modell-
orientierung gegeniiber dem Objektkoordinatensystem. Diese Orientierung besteht aus den
Objektkoordinaten des Modellursprunges, der Verdrehung des Modelles und dem Modell-
mafstab. Die Beobachtungen bestehen aus dreidimensionalen Modellpunkten, die entlang der
Modellkurven registriert wurden (siche Abb. 4.4-1), sowie aus den dreidimensionalen
Pafipunkten, gemessen entlang der Raumkurven im Objektkoordinatensystem (siche Abb.
4.4-2). Im allgemeinen ist es unmdglich, homologe Modell- und PaBpunkte zu messen.

N

X

Abb. 4.4-1: Modellkurven mit beobachteten Modellpunkten

Abb. 4.4-2: Raumkurven im Objektkoordinatensystem mit beobachteten PaBpunkten

Die Modellorientierung erfolgt nun dhnlich wie die in Kapitel 4.1 behandelte Bildorientie-
rung: zundchst erfolgt die Kurvenanpassung an die PaBpunkte, genauso wie in Kapitel 4.1.1
beschrieben; anschlieBend wird die Modellorientierung mit konstanten Pafkurven durch-
gefiihrt.

Fiir diese Modellorientierung mit konstanten Pafikurven ergeben sich bei ¢ Modellpunkten
folgende Beobachtungen:

3q fiktive Kurvenpunktkoordinaten,
3q Modellpunktkoordinaten,
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und folgende Unbekannten:

3q Objektpunktkoordinaten,

Kurvenparameter,

Objektkoordinaten des Modellursprunges,

Drehwinkel des Modellkoordinatensystems gegeniiber dem Objektkoordinatensy-
stem,

1 ModellmaBstab gegeniiber dem Objektkoordinatensystem.

W wo

Die Forderung fiir eine zumindest eindeutig bestimmte Ausgleichung lautet daher:

4 + 7 <6g = q =2 3.5

Die Ausgleichung ist also bereits ab vier im Modell beobachteten Kurvenpunkten {iberbe-
stimmt.

Fiir die geometrisch sichere Orientierung ist jedoch wiederum die Anzahl der signifikanten
Tangenten entscheidend:

Eine Tangente kann im Modellkoordinatensystem durch vier beobachtete Parameter festge-
legt werden. Zur Bestimmung der sieben unbekannten Orientierungsparameter wiren daher
demnach zwei signifikante Tangenten, etwa eine U-formige Kurve, ausreichend. Liegen
diese beiden signifikanten Tangenten allerdings (nahezu) in einer Ebene, was bei U-foérmigen
Kurven im allgemeinen der Fall ist, so kann der ModellmaBstab (fast) nicht bestimmt
werden. Fiir eine Modellorientierung sind daher mindestens eine PaBkurve mit drei signifi-
kanten Tangenten (z.B. eine S-formige Kurve) oder zwei PaBkurven mit jeweils zwei
signifikanten Tangenten (z.B. zwei U-formige Kurven) erforderlich. Diese PaBkurven sollten
jedenfalls so verteilt sein, daB sie den gesamten auszuwertenden Modellbereich abdecken.

Zur Modellorientierung kann man nun wie folgt vorgehen:

Fiir die Ndherung der Orientierungswerte konnen die den Modellpunkten entsprechenden
Objektpunkte zum Beispiel in gleichen Parameterabstinden auf den Raumkurven interpoliert
werden. Danach erfolgt eine Ausgleichung mit:

"ADJUST SPLINE=OBJECT
MODEL =0RIGIN=ROTPAR=SCALE=O0BIJECT ."

Die Direktive fiir die endgiiltige Modellorientierung lautet schlieBlich:

"ADJUST SPLINE=T-PAR=O0BJECT
MODEL=0RIGIN=ROTPAR=SCALE=O0BJECT ."
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4.5 Rektifizierung von Flugzeugscanneraufnahmen

Mit Hilfe von flugzeug- oder satellitengestiitzten Abtastern (engl. "Scanner") erhélt man ein
digitales Bild der Erdoberfldche. Dieses Bild enthilt die Intensitdt der Strahlung in mehreren
Spektralbereichen (sichtbares Licht, nahes Infrarot, im Falle von Rotationsabtastern auch
Thermalstrahlung). Durch Klassifizierung solcher Scanneraufnahmen kénnen auch komplexe
Aufgabenstellungen, wie zum Beispiel die Einteilung des aufgenommenen Gebietes in
verschiedene Landnutzungsklassen, gelost werden. Eine Voraussetzung dafiir ist die geome-
trische Rektifizierung der Scanneraufnahme; darunter versteht man die Entzerrung der
Bildmatrix in bezug auf das Landeskoordinatensystem (siche Kraus 1990). Das hier vor-
gestellte Konzept ist fiir die, verglichen mit Satellitenaufnahmen kompliziertere, Entzerrung
von Flugzeugscanneraufnahmen gedacht.

Die Ursache fiir die Verzerrung der gescannten Bildmatrix liegt in der Geometrie der
Aufnahme (siehe Abb. 4.5-1):

Aufnahme Bildmatrix rektifizierte Bildmatrix
/ /

/
N

A //’h

Ol

/

Referenzraster der Ent-
zerrung, definiert im
Landeskoordinatensystem

Abb. 4.5-1: Die Entzerrung der Bildmatrix einer Scanneraufnahme

Bei Rotationsabtastern wird mit Hilfe eines rotierenden Prismas die von der Erdoberfliche
ausgesendete Strahlung auf einen Detektor abgebildet. Die wihrend einer Umdrehung des
Prismas gescannten Strahlungsintensititswerte'> bilden eine Zeile (einen Scan) der Bild-

“im Sinne der Bildverarbeitung auch als "Grauwerte" bezeichnet
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matrix. Nach der sogenannten Panoramakorrektur entspricht diese Bildzeile einer Zentral-
projektion (siche Kraus 1990, S. 439).

Der zweite gebrauchliche Scannertyp ist die digitale Zeilenkammer, sie besteht im Prinzip
aus einem Objektiv (und kann daher keine Thermalstrahlung aufnehmen) und aus einer in
der Brennebene angeordneten Zeile von mehreren tausend Detektoren. Ein Scan einer
Zeilenkamera stellt daher eine exakte Zentralprojektion dar (siche Kraus 1988, S. 165).

Bei beiden Scannersystemen steht die Bildzeile anndhernd senkrecht zur Flugbahn. Durch
mehrere aufeinanderfolgende Scans entsteht daher Zeile fiir Zeile eine Bildmatrix, wobei
jede Zeile eine Zentralprojektion darstellt. Aufgrund der Flugbewegung dndert sich aber die
duBere Orientierung stetig von Zeile zu Zeile. Es ist daher naheliegend, die sechs Elemente
der dufleren Orientierung eines Scans entlang einer stetigen Funktion der Scannummer, im
folgenden auch als "Orientierungsfunktion" bezeichnet, zu interpolieren. Die Koeffizienten
der Orientierungsfunktion konnen mit Hilfe von PaBpunkten durch eine Ausgleichung
bestimmt werden.

ErfahrungsgemidB koénnen Satellitenbahnen auch iiber groBe Distanzen hinweg durch ein
einziges sechsdimensionales Polynom niedrigen Grades (meist sogar nur linear oder quadra-
tisch) beschrieben werden. Die Flugbahn eines Flugzeuges ist jedoch fiir die Darstellung
durch ein einziges Polynom oft zu unregelmaBig, hier bietet sich eine sechsdimensionale
Orientierungsfunktion aus zusammengesetzten kubischen Polynomen an. Die Parametrisie-
rung dieser Funktion ist, wie oben bereits erwédhnt, durch die Scannummer vorgegeben und
daher konstant; die Knotenparameter miissen folglich ebenfalls vorgegeben werden.

Die geometrische Rektifizierung der Scanneraufnahme kann nun nach dem Prinzip der
digitalen Orthophotoherstellung erfolgen (siehe Ecker, Gsandtner, Jansa 1991):

Im Grundrif} jenes Koordinatensystems, das der Entzerrung zugrunde liegt, wird ein regel-
maBiges Referenzraster definiert. Mit Hilfe des bekannten Geldndemodells erhdlt man den
Hohenwert jedes Rasterpunktes. Mittels der bekannten Orientierung einer Bildzeile kdnnen
die den Landeskoordinaten eines Rasterpunktes entsprechenden Bildkoordinaten bestimmt
werden. Der Grauwert an dieser Stelle der Bildmatrix wird nun dem Rasterpunkt zugeord-
net. Hiermit ergibt sich ein auf das regelmédBige Raster bezogenes Grauwertbild, das die
rektifizierte Bildmatrix darstellt.

Wieviele Knoten kann nun die sechsdimensionale Orientierungsfunktion bei vorgegebener
Anzahl von Pafipunkten haben?

Jeder im Landeskoordinatensystem sowie in der Bildmatrix gegebene PaBpunkt liefert zwei
Abbildungsgleichungen; bei gpp PaBpunkten ist daher die Anzahl der Beobachtungen
0=2qpp". Die sechsdimensionale Funktion wird ausschlieBlich durch ihre unbekannten
Knoten definiert.; bei n Knoten lautet daher die Anzahl der Unbekannten: u=6n. Eine
zumindest eindeutig bestimmte Ausgleichung ergibt sich daher bei:

6n < 2qgpp = nS-;-qPP

Eine Uberbestimmung von zumindest 50% der Unbekannten erhilt man bei

“Die 3gpp PaBpunktbeobachtungen sowie die entsprechenden 3gpp unbekannten Raumkoordinaten seien
hier vorerst nicht berticksichtigt.
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also ab vier bis fiinf Pafpunkten pro Knoten.

Fiir die simultane Rektifizierung von mehreren nebeneinanderliegenden Scanneraufnahmen
konnen auch Verkniipfungspunkte im seitlichen Uberlappungsbereich verwendet werden. Bei
qvp Verkniipfungspunkten, jeweils in zwei Aufnahmen sichtbar, ergeben sich daher zusitz-
lich 4gvp beobachtete Bildkoordinaten und 3gvp unbekannte Raumkoordinaten. Eine Aus-
gleichung kann daher durchgefiihrt werden ab:

6n + 3qvp < 2gpp + 4qvp = nS%qpp+-é-qw

Die so ermittelte Knotenanzahl kann zum Beispiel in gleichen Parameterabstinden angeord-
net werden.

Die Direktive fiir die Ausgleichung der Orientierungsfunktion lautet nun:

"ADJUST PIXELPHOTO=KNOT=ROTPAR=O0BJECT
CONPOI=OBIJECT ."

Als terrestrische Paffiinformation bieten sich auch kurvenformige Landschaftsmerkmale, etwa
Wegrander oder FluBlaufe, an, die durch SPLINE-Kurven darstellbar sind. Die Kurven-
anpassung (siche Kap. 4.1.1) kann zum Beispiel mittels Stiitzpunkten erfolgen, die zuvor
entlang der Kartierungen der Pafmerkmale in einer topographischen Karte digitalisiert
wurden. AnschlieBend kann mit Hilfe der PaBkurven die Orientierungsfunktion wie folgt
bestimmt werden:

"ADJUST PIXELPHOTO=KNOT=ROTPAR=O0BJECT
SPLINE=T-PAR=0OBJECT ."

Da bei konstanter Parametrisierung im Falle der kubischen Spline- sowie der Schmiegeinter-
polation keine Linearisierungen fiir die Verbesserungsgleichungen der Orientierungsfunktion
erforderlich sind (siehe Kap. 3.1 und 3.2), sollte sich bei Verwendung einer dieser Inter-
polationsarten bereits nach wenigen Iterationen das endgiiltige Ergebnis einstellen. Treten
dann in einzelnen Intervallen der Orientierungsfunktion noch signifakant groBe Residuen auf,
so sollten zusdtzliche Knoten in diesen Intervallen eingefiigt werden.

Hier wurde vorerst angenommen, daB die drei Rotationsparameter einer Bildzeile vollig un-
abhdngig von der Flugbahn sind. Im Falle eines horizontalen Geldndes ist jedoch die
Léangsneigung total von der Verschiebung des Aufnahmeortes in Flugrichtung abhdngig
(siehe Kraus 1990b, S. 453); es verbleiben demnach nur noch fiinf unabhingige Orientie-
rungsparameter. Abhilfe kann in diesem Fall die Fixierung (z.B. auf den Wert 0) des die
Langsneigung beschreibenden Winkels schaffen; diese Fixierung erreicht man durch eine
fiktive direkte Beobachtung des Langsneigungswinkels. Solch eine direkte Beobachtung eines
Drehwinkels kann mit Hilfe eines zusdtzlichen Datensatzes vom Typ ROTPAR=0BSER-
VED berticksichtigt werden.
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Stellt sich im Rahmen von noch durchzufiihrenden Tests mit praktischen Daten heraus, daf
die Bildzeile immer im konstanten Winkel (z.B. senkrecht) zur Flugbahn steht, dann miifite
dies als Bedingung eingefiihrt werden. Die fiir diese Bedingung erforderliche Tangente der
Flugbahn erhdlt man durch die erste Ableitung der dreidimensionalen Funktion fiir den
Aufnahmeort. Mit Hilfe dieser Bedingung liefien sich zwei der drei Rotationsparameter in
Abhiéngigkeit von den Knotenwerten fiir den Aufnahmeort angeben. Somit kénnte die duBere
Orientierung einer Bildzeile entlang einer reduzierten vierdimensionalen Funktion interpoliert
werden.
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4.6 Anwendungsbeispiele

4.6.1 Rekonstruktion eines historischen Sportwagens

Das Ziel dieses Projektes ist die Ermittlung des Siegerfahrzeuges eines Tausendmeilen-
Rennens ("Mille Miglia") der dreiBiger Jahre in Italien. Eine recht unscharfe zeitgendssische
Amateuraufnahme (Photo 99, siche Abb. 4.6-1) zeigt das Siegerauto. Von diesem Fahrzeug
der Marke BMW, Baureihe 328, wurden insgesamt nur drei Exemplare in Handfertigung
hergestellt (siche Photo 5, Abb. 4.6-2). Diese drei Fahrzeuge befinden sich heute in ver-
schiedenen Museen, die Karosserieformen haben sich aufgrund von Restaurierungsarbeiten
teilweise erheblich verandert.

Abb. 4.6-1: Historische Aufnahme des Siegerfahrzeuges des Tausendmeilen-Rennens
(Photo 99)
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Abb. 4.6-2: Die drei Fahrzeuge der Type BMW 328 (Photo 5)

Abb. 4.6-3: Historische Aufnahme eines BMW 328 (Photo 1)
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Zum heutigen Zeitpunkt sind keine Aufzeichnungen mehr vorhanden, welches der drei
Fahrzeuge dieser Baureihe das Rennen gewonnen hat - die in Photo 5 ersichtlichen Kenn-
zeichen und Rennummern wurden bei dem Bewerb nicht verwendet. Das Siegerauto soll
daher nun {iber die Karosserieform ermittelt werden:

In Photo 5 erkennt man die als Folge der Handfertigung unterschiedlichen Frontpartien der
drei Sportwdgen. Durch photogrammetrischen Riickwirtsschnitt kann nun untersucht werden,
ob das in Photo 99 abgebildete Siegerauto signifikant gut zu einer bestimmten Karosserie-
form pafit. Diese Fahrzeugformen miissen zuvor mit Hilfe weiterer zeitgendssischer Auf-
nahmen (siche z.B. Photo 1 in Abb. 4.6-3) durch photogrammetrischen Vorwirtsschnitt
rekonstruiert werden. Da im Photo 99 nicht geniigend punktférmige Information erkennbar
ist, miissen zusdtzlich Fahrzeuglinien fiir diesen Vergleich herangezogen werden.

In Halmer 1994 wurden vorerst die bendtigten Fahrzeuglinien (Rander der Kiihler6ffnungen,
Motorhaubenrand, Mittelleiste der Motorhaube) rekonstruiert. Die Orientierung der Photos
erfolgte durch eine Biindelblockausgleichung mit Verknilipfungspunkten; fiir den Wagen mit
der Rennummer 74 sind diese Punkte in den Photos 1 und 5 gekennzeichnet. Die erzielten
mittleren rdumlichen Punktlagefehler am Fahrzeug liegen zwischen +3mm und +13mm.
Nach der Bildorientierung wurden die gesuchten Objektlinien durch Vorwirtsschnitt be-
stimmt (sieche Abb. 4.6-4).

Abb. 4.6-4: Verkniipfungspunkte und rekonstruierte Karosserielinien von Wagen 74
(entnommen aus Halmer 1994).

Besondere Probleme bei den Vorwirtsschnitten ergaben sich durch die anndhernd gleich
hohen Aufnahmeorte der verwendeten Amateurphotos; dies fiihrte bei einigen horizontalen
Fahrzeuglinien zu schleifenden Schnitten zwischen den Strahlenbiindeln. So liefien sich etwa
die seitlichen Rinder der Motorhaube nicht hinreichend sicher bestimmen. Die fiir den
spateren Riickwartsschnitt des Photo 99 relevanten Kurventeile - also jene Linienabschnitte
des Wagens 74, die auch auf dem in Photo 99 abgebildeten Siegerauto erkennbar sind -



128

konnten hingegen gut bestimmt werden. Die mittlere rdumliche Lageabweichung der
Bildstrahlen von diesen in der Abbildung 4.6-4 dargestellten Kurven betragt +4mm.

In der Fortsetzung dieses Projektes soll zunédchst ein Verfahren entwickelt werden, das die
spiegelsymmetrische Anordnung der ausgeglichenen SPLINE-Kurven gewéhrleistet. Voraus-
setzung dafiir ist die symmetrische Lage der ausgeglichenen Knoten. Es ist daher nahelie-
gend, auch fiir eine symmetrische Stiitzpunktanordnung zu sorgen. In Halmer 1994 wird ein
Konzept vorgestellt, wie diese Symmetrie mittels zusatzlich generierter Spiegelphotos
erreicht werden kann. Diese Vorgangsweise hat den zusitzlichen Vorteil, daB durch die
Verdopplung der Stiitzpunktanzahl die Redundanz der Ausgleichung erhéht wird.

In weiterer Folge sind auch noch die kreisformigen Scheinwerfer mit Hilfe der fiktiven
Beobachtungsart GESTALT zu rekonstruieren. AbschlieBend erfolgt, wie eingangs be-
schrieben, durch Riickwértsschnitt der Vergleich des in Photo 99 abgebildeten Siegerautos
mit den rekonstruierten Karosseriemodellen.

4.6.2 Objektivierung gesichtschirurgischer Eingriffe

Bei einem "gesunden" menschlichen Gesicht miissen gewisse geometrische Proportionen
erfiillt sein: so ist zum Beispiel eine horizontale! Augbasis Voraussetzung fiir unser raumli-
ches Sehvermogen; das Unterkiefer etwa muB zum Oberkiefer passen, um ein klagloses
Kauen zu ermoéglichen; nicht zuletzt ist aus dsthetischen Griinden eine mehr oder weniger
symmetrische Gesichtsform wiinschenswert. Sind einige dieser Proportionen nicht erfiillt,
etwa als Folge eines Geburtsfehlers oder eines Unfalles, mufl der Gesichtschirurg fiir seine
Diagnose das AusmaB dieses Defektes feststellen. Nach dem operativen Eingriff bendtigt der
Chirurg zur Operationskontrolle eine Darstellung der durch diesen Eingriff bewirkten
Veranderung der Gesichtsform. Durch Untersuchung einer Reihe solcher Darstellungen kann
der Arzt schlieBlich wertvolle Erkenntnisse iiber die zu erwartenden geometrischen Aus-
wirkungen zukiinftiger Operationen gewinnen.

Das Ziel des vorliegenden Projektes® ist nun die Visualisierung der durch einen operativen
Eingriff bewirkten Verdnderung der Gesichtsform. Zu diesem Zweck sind zundchst zwei
dreidimensionale Gesichtsmodelle zu generieren - ein "praoperatives" Modell vor der
Operation und ein "postoperatives” Modell nach der Operation. Anschliefend werden diese
beiden Modelle mit Hilfe von PaBmerkmalen in den unveridnderten Gesichtsbereichen

'Die Begriffe "horizontal" beziehungsweise "symmetrisch" beziehen sich auf das folgende, in der Medizin
iibliche, Kopftkoordinatensystem:
Bei einer gemdB dem menschlichen Gleichgewichtsempfinden aufrechten Kopfhaltung ist die Z-Achse dieses
Systems parallel zur Lotrichtung; die Y, Z-Ebene geht durch die Mitte der Augbasis und sollte gleichzeitig die
Symmetrieebene des Gesichtes reprisentieren; der Koordinatenursprung liegt in der Kopfmitte.
Die Angaben "links" und "rechts" sind im medizinischen Zusammenhang stets aus der Sicht des Patienten zu
verstehen.

"Dieses Projekt wird vom Institut fiir Photogrammetrie und Fernerkundung der Technischen Universitit
Wien gemeinsam mit der Klinik fiir Kiefer- und Gesichtschirurgie der Universitit Wien durchgefiihrt und vom
Fonds zur Férderung der wissenschaftlichen Forschung (FWF) finanziell unterstiitzt.
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aufeinander "eingepafit".

4.6.2.1 Vergleich von Gesichtsoberflichenmodellen

Dreidimensionale Modelle der Gesichtsoberfliche konnen durch stereophotogrammetrische
Auswertung gewonnen werden (siche Rasse, Forkert, Waldhédusl 1991):

Im vorliegenden Projekt kommen handelsiibliche Kleinbildkameras mit 135mm-Objektiven
zum Einsatz, die mit konvergenter Aufnahmerichtung (Konvergenzwinkel: 68 in einer
Basis von 20cm (Objektabstand ca. 2m) angeordnet sind® und synchron ausgelost werden
konnen. Ein mitphotographierter Rahmen mit kalibrierten Anordnung von Punkten (siehe
Abb. 4.6-5) ermoglicht zusammen mit der bekannten Basis die duBere Orientierung sowie
die Kontrolle der inneren Orientierung der beiden Aufnahmen. Die Auswertung solch eines
Stereomodelles erfolgt an einem analytischen Auswertegerdt durch punktweise stereoskopi-
sche Erfassung der Gesichtsoberfldche.

Die Transformation des postoperativen Modelles auf das prioperative Modell erfolgte bisher
mit Hilfe von punktférmigen PaBmerkmalen, wobei fiir eine gut kontrollierbare Einpassung
etwa sechs bis zehn, liber das gesamte Gesicht verteilte, PaBpunkte erforderlich wiren.
Solch eine Menge von unverianderlichen, gut meBbaren, Punkten ist jedoch kaum von Natur
aus in einem menschlichen Gesicht vorhanden. Es muBten daher in der Regel zusitzliche
Pafipunkte titowiert werden; aus dsthetischen Griinden konnen diese Tédtowierungen al-
lerdings selten in den fiir eine sichere Einpassung optimalen Gesichtsbereichen erfolgen.

In Zukunft sollen daher zusitzlich PaBkurven fiir die Einpassung des postoperativen Model-
les auf das praoperative Modell verwendet werden; ein entsprechendes Pilotprojekt wurde
in Halmer 1994 bearbeitet. Die Abbildung 4.6-5 zeigt Aufnahmen des Patienten vor der
Operation sowie die verwendete kurvenformige PaBinformation. Mit Hilfe von im préopera-
tiven Modell gemessenen Stiitzpunkten erfolgte zunéchst eine Kurvenanpassung. Die mittlere
raumliche Abweichung der ausgeglichenen Kurven von den Stiitzpunkten betrdgt +1.5mm.
Die ausgeglichenen PaBkurven sind in der Abbildung 4.6-6 dargestelit.

Die im Vergleich zum Objektabstand recht geringe Basis ergibt sich aus der Forderung, daB beide Ohren
des Patienten in beiden Stereobildern sichtbar sein sollen. Der Bereich der Ohren wird durch Gesichtsoperatio-
nen selten verdndert und bietet sich daher sowohl fiir die Anbringung kiinstlicher Pafpunkte als auch fiir die
Verwendung natiirlicher PaBmerkmale an.
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Abb. 4.6-5b: Zusitzliche seitliche praoperative Aufnahme des Patienten mit eingezeichneten
PaBkurven
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Abb. 4.6-6: PaBkurven, ausgeglichen mit Hilfe von Kurvenstiitzpunkten des praoperativen
Gesichtsmodelles (entnommen aus Halmer 1994).

Mangels postoperativer Auswertungen wurden fiir dieses Pilotprojekt aus weiteren, seitli-
chen, prdoperativen Stereoaufnahmen zwei zusdtzliche Gesichtsmodelle generiert und
anschlieBend mit Hilfe der PaBlkurven transformiert. Die dafiir verwendeten Kurvenpunkte
der beiden zusitzlichen Gesichtsmodelle weisen nach der Einpassung eine mittlere rdumliche
Lageabweichung von den PaBkurven im AusmaB von +1.5mm auf. Dieses Ergebnis ist
somit geringfiigig genauer als eine mit zehn Pafpunkten berechnete Vergleichsversion.

Nach der Einpassung eines postoperativen Gesichtsmodelles auf das zugehdrige prdoperative
Modell kann die durch den operativen Eingriff bewirkte Verdnderung der Gesichtsform
visualisiert werden. Zu diesem Zweck wurden in Klimpfinger 1993 und in Rusch 1993
verschiedene interaktive Visualisierungstechniken entwickelt; als Beispiel sei hier eine
gemeinsame Darstellung der prd- und postoperativen Gesichtsoberflache gezeigt (siche Abb.
4.6-7, Tafel I). Dieses dargestellte Beispiel veranschaulicht die Auswirkungen einer Kiefer-
operation; die Einpassung erfolgte in diesem Fall mit Hilfe von Pafpunkten.

4.6.2.2 Vergleich von Schidelvolumsmodellen

Korrekturen der Gesichtsoberfliche erfolgen in der Gesichtschirurgie meist durch operative
Verdanderung des Schidelskelettes. Fiir den Chirurgen ist daher auch eine Darstellung der
operationsbedingten skelettalen Verdnderungen wiinschenswert. Ein dreidimensionales
Modell des Schidelskelettes kann aus einer Computertomographie-Aufnahme des Patienten
gewonnen werden (sieche Dorffner 1994). Diese Methode beruht auf Rontgenstrahlung und
liefert eine Folge paralleler Schnittbilder durch den Kopf des Patienten. Jedes Schnittbild ist
eine zweidimensionale Matrix von Grauwerten entsprechend der Dichteverteilung entlang der
Schnittebene durch den Schadel. Weichteile werden durch Pixel mit niedrigen, Knochen
durch Pixel mit sehr hohen Grauwerten reprasentiert (sieche Abb. 4.6-8).



132

Abb. 4.6-8: Schnittbild durch einen Schédel in der Hohe der Schldfen; erzeugt im Zuge
einer Computertomographie-Aufnahme (niedrige Grauwerte sind dunkel, hohe
Grauwerte hell dargestellt).

Der konstante Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Schnittebenen ist bekannt, ebenso die
GroBe der Pixel. Somit kann durch "Aufeinanderschichten" der einzelnen zweidimensionalen
Schnittbilder ein dreidimensionales "Voxelmodell"* gebildet werden. Durch die Vorgabe
eines Schwellwertes (engl. "threshold") kann man alle Voxel mit groBerem oder gleichem
Grauwert extrahieren. Anschliefend kann eine, alle diese "iliberlebenden" Voxel einhiillende,
glattende Schwellwertflache berechnet und dargestellt werden. Mit Hilfe eines geeigneten
Schwellwertes 148t sich somit, wie in Abbildung 4.6-9 gezeigt, das computertomographisch
erfaBte Schédelskelett darstellen. Dem dargestellten Beispiel liegt eine Aufnahme mit 118
Schnittbildern a4 512+512 Pixel (Original-VoxelgroBe: 0.4+0.4-2.0mm’) zugrunde; zur
schnelleren Bearbeitung im Visualisierungsprogramm erfolgte die Darstellung selbst mit
einem reduzierten Datensatz von 128 Voxel (VoxelgroBe des reduzierten Datensatzes:
(2mm)?).

‘Die Bezeichnung "Voxel" stammt von VOlume (X) ELement und steht fiir ein Volumselement einer
dreidimensionalen Matrix.
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Abb. 4.6-9: Darstellung eines Schidelskelettes (praoperativ) mit einer Auflosung von 128°
Voxel

Da auf dem Schédelskelett von Natur aus nur wenige definierte Punkte vorhanden sind,
muften fiir den pra-postoperativen Vergleich bisher kiinstliche rontgendichte Punkte, meist
kleine Kugeln aus Edelmetall, implantiert werden. Durch Verwendung natiirlicher kurvenfor-
miger PaBmerkmale des Schidelskelettes kann man nun dem Patienten diesen zusitzlichen
operativen Eingriff ersparen. Eine geeignete PaBkurve findet man etwa entlang des Schldfen-
knochens; die Abbildung 4.6-10 zeigt dieses Knochenstiick des Schédels von Abbildung
4.6-8, generiert sowohl aus der priaoperativen (hell) als auch aus der postoperativen (dunkel)
Aufnahme (VoxelgréBe: (1mm)?). Beide Knochenstiicke sind vorerst im Koordinatensystem
der jeweiligen Computertomographie-Aufnahme dargstellt und daher relativ zueinander
verdreht und verschoben.
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Abb. 4.6-10: Ausschnitt im Bereich der linken Schlife des praoperativen Skelettmodelles
von Abb. 4.6-9 (hell), gemeinsam dargestellt mit dem entsprechenden Aus-
schnitt des postoperativen Modells (dunkel). Die VoxelgroBe ist in beiden
Modellen (Imm)°.

Fiir die Transformation des postoperativen Schadelmodelles in das Koordinatensystem des
prdoperativen Modelles miissen zundchst in jedem Modell Kurvenpunkte extrahiert werden;
vorerst erfolgt dies noch interaktiv durch manuelle Messung am Bildschirm: mit Hilfe eines
Fadenkreuzes wird das Abbild des auf der Knochenoberflache liegenden Kurvenstiitzpunktes
eingestellt, anschliefend werden vom Visualisierungsprogramm die dreidimensionalen
Modellkoordinaten des entsprechenden Oberflachenpunktes berechnet und abgespeichert. Die
Abbildung 4.6-11 zeigt nun die mit Hilfe der Stiitzpunkte des pridoperativen Modelles
ausgeglichenen PaBkurven. Die mittlere raumliche Lageabweichung dieser Kurvenanpassung
betrigt +0.2mm °.

*Die Stiitzpunktmessung erfolgte auf Knochenflichen, die aus Datensiitzen mit (1mm)* VoxelgroBe generiert
wurden.
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3000
2000
Z
5000
i
1000
X
4000

1000: linke Schlife, Oberkante
2000: Hinterkopf - linker Blutkanal, Mittellinie
3000: Hinterkopf - rechter Blutkanal, Mittellinie
4000: Knochen im unteren Nasenbereich, Vorderkante
5000: Eintrittsloch des Halswirbels, Innenkante
6000: rechter oberer Backenzahn, Vorderkante

6000

Abb. 4.6-11: Anpassung der PaBkurven an die fixierten Stiitzpunkte des préoperativen
Skelettmodelles

Mit Hilfe der im postoperativen Modell registrierten Kurvenpunkte erfolgt nun die Modell-
einpassung auf die konstanten PaBkurven. Nach der Beseitigung der groben Fehler durch
robuste Schitzung ergibt sich eine mittlere rdumliche Lageabweichung der transformierten
Kurvenpunkte von den PaBkurven von +0.3mm .
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Abb. 4.6-12: Transformation der Stiitzpunkte des postoperativen Skelettmodelles auf die
konstanten PaBkurven aus Abb. 4.6-11

Die Abbildung 4.6-12 zeigt die konstanten PaBkurven und die nach der robusten Schitzung
verbleibenden transformierten Kurvenpunkte des postoperativen Modelles. Dabei fdllt auf,
daB insbesonders im Bereich des Zahnes fast alle Punkte eliminiert wurden. Dies hat
vermutlich folgende Ursache: die praoperative Aufnahme entstand an einem Computertomo-
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graphen dlterer Bauart mit einer Gesamtaufnahmezeit zwischen zehn Minuten und einer
halben Stunde - die komplette postoperative Aufnahme erfolgte hingegen an einem Gerit der
neuesten Generation innerhalb einer halben Minute®, Das aus den Schnittbildern der priope-
rativen Aufnahme generierte Schidelmodell ist daher, aufgrund der wihrend der langen
Aufnahmezeit unvermeidbaren Bewegung des Patienten’, vermutlich deformiert. Bei einem
solcherart deformierten Voxelmodell sind die einzelnen, an sich unverzerrten, Schnittbilder
nicht korrekt {ibereinander aufgeschichtet. Wie aus der Abbildung 4.6-12 ersichtlich, erfolgte
die Einpassung, nach Beseitigung der deformationsbedingten Widerspriiche durch die robuste
Schitzung, hauptsdchlich mit den Kurven 1000, 2000 und 3000. Die im Bereich dieser
Kurven liegenden Schnittbilder beinhalten auch den zu untersuchenden operierten Bereich
(siche unten) - die mittels dieser Kurven durchgefiihrte Einpassung ist daher fiir die vor-
liegende Aufgabenstellung hinreichend sicher.

Mit Hilfe der im Zuge der Einpassung bestimmten Transformationsparameter kann jetzt das
postoperative Voxelmodell in Bezug auf das Koordinatensystem des prdoperativen Modelles
rektifiziert werden (siehe Dorffner 1994). Die Abbildung 4.6-13 (siehe Tafel I) zeigt die
solcherart aufeinander eingepafiten Skelettmodelle im Bereich der Kurve 1000 an der linken
Schlife (Vgl. mit Abb. 4.6-10).

Nun kann die durch die Operation bewirkte Verdnderung des Schidelskeletts veranschaulicht
werden:

Bei dem Patienten handelt es sich um ein Unfallopfer mit schweren Triimmerfrakturen im
Bereich der rechten Gesichtshdlfte; dieser Zustand wurde im Rahmen der pridoperativen
Computertomographieaufnahme erfafit. Durch den operativen Eingriff wurde die rechte
Augenhohle des Patienten entsprechend dem unverletzten Zustand vergrofiert; zusitzlich
erfolgte eine Verschiebung des rechten Jochbeines nach vorne. Nach der Verheilung der
operierten Skelettbereiche wurde schlieflich die postoperative Aufnahme durchgefiihrt. In
der Abbildung 4.6-15 (siehe Tafel II) ist ein Ausschnitt im Bereich der operativ verdanderten
Augenhohle dargestellt, die Begrenzung dieses Ausschnittes innerhalb des gesamten Schédels
ist in der Abbildung 4.6-14 gekennzeichnet. Das Ausmal der operativen Veranderungen
kann durch die transparente Darstellung der postoperativen Knochenfliche verdeutlicht
werden (siehe Abb. 4.6-16, Tafel II). Mit Hilfe solcher Darstellungen kann nun der Chirurg
kontrollieren, ob die von ihm beabsichtigten Korrekturen zum Zeitpunkt der postoperativen
Aufnahme tatsdchlich eingetreten sind.

Bei den alten Computertomographen wird ein Schnittbild nach dem anderen, jeweils mit einer Auf-
nahmezeit von etwa 15 Sekunden, aufgenommen. Die moderneren Gerite nehmen siamtliche Schnittbilder
simultan auf.

"Zur Vermeidung zu grofer Bewegungsunschirfen wird wihrend der Aufnahme der Kopf des liegenden
Patienten durch mehrere fixierte Polster stabilisiert. Geringe Bewegungen des Patienten konnen jedoch damit
nicht verhindert werden.
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Abb. 4.6-14: Frontalansicht des praoperativen Skelettmodelles (32° Voxel mit einer Grofie
von (8mm)*) mit Kennzeichnung des in Abb. 4.6-15 und Abb.4.6-16 darge-
stellten Ausschnittes

Ein Schwerpunkt zukiinftiger Forschungsarbeiten im Rahmen dieses medizinischen Projektes
liegt in der Automatisierung der Post-Préeinpassung. Zu diesem Zweck sollen Methoden zur
automatischen Extraktion der Kanten eines Skelettmodelles entwickelt werden. Andererseits
erscheint aber auch eine Einpassung der Skelettmodelle mit Hilfe von PaBflichen erfolg-
versprechend. Hierzu bietet sich die Erweiterung des in dieser Arbeit vorgestellten Kon-
zeptes fiir allgemein geformte flaichenférmige Merkmale an.
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Abb. 4.6-7: Beispiel fiir eine Visualisierung der prioperativen (gelb)
gemeinsam mit der darauf eingepafiten postoperativen
(rot) Gesichtsoberfliche

Abb. 4.6-13:

Ergebnis der Post-Prieinpassung im Bereich der lin-
ken Schlife (gelb - pridoperative, rot - postoperative
Aufnahme, Grofie der dargestellten Voxel: (1mm)*)

6¢tl
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Abb. 4.6-15:

Ausschnitt des Skelettmodelles im Bereich der ope-
rierten rechten Augenhdhle (gelb - prioperativ, rot -
postoperativ, VoxelgroBe (1mm)®)

Abb. 4.6-16:

gleicher Ausschnitt wie Abb. 4.6-15, diesmal mit

transparenter Darstellung der postoperativen (roten)
Knochenfliche

or1
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Konzept der Biindelblockausgleichung fiir allgemeine kurven-
formige Objektmerkmale erweitert. Hiermit konnen analytische Orientierungs- und Rekon-
struktionsaufgaben mit Hilfe beliebig geformter Objektkurven geldst werden; demonstriert
wurde dies anhand von Testbeispielen fiir die Einzelbildorientierung mittels PaBkurven, fiir
die Biindelblockausgleichung mittels Verkniipfungskurven sowie fiir den photogramme-
trischen Vorwartsschnitt von Objektkurven.

Die Losung dieser Aufgaben erfolgt durch eine gemeinsame Ausgleichung der photogramme-
trischen und geoditischen Punktbeobachtungen mit den in dieser Arbeit hergeleiteten fiktiven
Kurvenbeobachtungen. Die beiden Grundaufgaben solch einer Kurvenausgleichung sind die
Kurvenanpassung und die Kurvenpunktbestimmung. Die Kurvenanpassung stellt dabei die
schwierigere Aufgabe dar, sie soll daher in Zukunft durch die automatisierte Ermittlung
einer optimalen Knotenanzahl und -verteilung fiir den Benutzer vereinfacht werden.

In der vorliegenden Arbeit wurde anhand von Testbeispielen demonstriert, daf die Losung
photogrammetrischer Orientierungs- und Rekonstruktionsaufgaben mit kurvenférmiger
anstelle punktformiger Objektinformation grundsitzlich mdoglich ist. In der Praxis wird
jedoch meist eine gemeinsame Auswertung von punkt- und kurvenférmigen Merkmalen
erfolgen, wobei durch die Objektkurven Bereiche mit fehlender Punktinformation abgedeckt
werden konnen. Dies ist vor allem fiir die Auswertung von natiirlichen Objekten interessant,
so konnen etwa FluBufer oder Wegrinder als zusitzliche PaB- oder Verkniifungsinformation
zur Orientierung von Luftbildern dienen. Dariiber hinaus eignet sich die hier vorgestellte
Methode auch zur Bestimmung der fiir die Rektifizierung einer Flugzeugscanneraufnahme
benétigten Orientierungsfunktion.

In dieser Arbeit wurden Anwendungsbeispiele aus den Bereichen der Ingenieur- und der
Medizinphotogrammetrie vorgestellt, wobei die Messung der Kurvenstiitzpunkte vorerst noch
manuell erfolgte. Die analytische Auswertung der durch einen digitalen Bildverarbeitungs-
prozess automatisch extrahierten Objektkurven stellt einen weiteren wichtigen zukiinftigen
Anwendungsbereich dar. In diesem Sinne kann die vorliegende Arbeit zur Entwicklung
automatischer digitaler Auswertemethoden in der Photogrammetrie beitragen.
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