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Zusammenfassung

Wie kann man voneinander abhidngige Risiken aggregieren und messen? Mit dieser Frage
beschiftigen wir uns in dieser Diplomarbeit. Dazu werden wir multivariate Verteilungen und
die beiden Risikomafse Value-at-Risk und Expected-Shortfall verwenden. Multivariate Vertei-
lungen bestehen aus den einzelnen Randerteilungen und einer Copula, welche die gegenseitei-
gen Abhédngigkeiten der Risiken reprasentiert. Einerseits wollen wir den Fall betrachten, dass
die Randverteilungen der einzelnen Risiken gegeben sind und wir obere und untere Grenzen
fiir den Value-at-Risk und den Expected Shortfall suchen, sodass diese fiir alle Copulae giiltig
sind. Andererseits wollen wir ein konkretes bivariates Beispiel betrachten und zwei verschie-
dene numerische Methoden durchfiihren, um die Verteilung zu berechnen: die numerische
Integration und den Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus.

Abstract

How is it possible to aggregate and measure dependent risks? This thesis deals with this
question. Therefore, we will use joint probability distribution and two risk measures, Value-
at-Risk and Expected Shortfall. Joint probability distributions consist of separate marginal
distributions and a copula, which represents the dependence structure. On the one hand we
want to consider the case, that the separate marginal distributions are given and we look for
upper and lower bounds of the Value-at-Risk and Expected Shortfall. These bounds should be
valid for all copulas. On the other hand, we want to consider a bivariate example and conduct
two different numerical approaches to calculate the distribution: numerical integration and the
Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithm.
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Kapitel 1
Einleitung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist die Messung von voneinander abhéngigen aggregierten Ri-
siken. Zuerst wollen wir fiir gegebene Randverteilungen Formeln fiir die obere und untere
Grenze des Value-at-Risk und des Expected Shortfall finden, sodass diese fiir alle Copulae
giltig sind. Danach betrachten wir ein konkretes bivariates Beispiel, bei dem wir die Vertei-
lungsfunktion auf zwei unterschiedliche Arten berechnen werden: mithilfe der numerischen
Integration und mithilfe des Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus.

Nach dieser Einleitung werden wir im zweiten Kapitel die moéglichen Anwendungsbereiche
von Risikoaggregationen in der Praxis diskutieren. Danach werden wir uns einen Uberblick
tiber die verschiedenen Aggregationsmoglichkeiten und Aggregationsansétze verschaffen.

Im dritten Kapitel werden wir die mathematischen Grundlagen vorbereiten. Aufierdem
werden wir fiir einige univariate Verteilungen die beiden Risikomafie Value-at-Risk und Ex-
pected Shortfall berechnen. Danach werden wir eine bivariate Verteilung genau betrachten,
indem wir sie in ihre Randverteilungen und ihre Copula aufspalten. Am Ende des Kapitels
werden wir noch das Konzept der Mischbarkeit einfiihren.

Kapitel 4 ist der erste Hauptteil: wir werden uns mit dem Fall beschéftigen, dass wir Portfo-
lios gegeben haben, bei denen die Rdnder bekannt sind, aber die gegenseitigen Abhéngigkeiten
unbekannt sind. Dieses Problem nennen wir Abhdngigkeitsunsicherheit. Zuerst werden wir
obere und untere Grenzen fiir den Value-at-Risk erhalten. Dazu betrachten wir verschiedene
Fille: den zweidimensionalen homogenen Fall, den zweidimensionalen heterogenen Fall und
den mehrdimensionalen homogenen Fall. Wir werden fiir alle drei Félle Beispiele untersuchen
und fiir den mehrdimensionalen homogenen Fall werden wir auch néher auf den Beweis der
Formel fiir die obere Grenze eingehen. Fiir den Expected Shortfall ist die obere Grenze, wegen
der komonotonen Additivitat, trivial. Fiir die untere Grenze gibt es im homogenen Fall eine
Formel. Wieder werden wir ein Beispiel betrachten. Danach werden wir zwei Sitze diskutieren,
die einen Zusammenhang zwischen dem Value-at-Risk und dem Expected Shortfall herstel-
len: fiir grofie Portfolios kann man die obere Grenze der Value-at-Risk mit der oberen Grenze
des Expected Shortfall approximieren und die Spanne der Abhingigkeitsunsicherheit ist beim
Value-at-Risk grofser als beim Expected Shortfall. Die Spanne der Abhédngigkeitsunsicherheit
ist die Differenz zwischen der oberen und unteren Grenze. Fiir beide Sitze werden wir wieder



Beispiele betrachten. Danach lernen wir ein numerisches Verfahren kennen, mit dem man auch
im mehrdimensionalen heterogenen Fall die Grenzen berechnen kann: den Rearrangement-
Algorithmus. Wie werden die Ergebnisse der bisherigen Beispiele mit dem Rearrangement-
Algorithmus kontrollieren. Am Ende des Kapitels werden wir testen, ob die untere und obere
Grenze mit der Ko- und Kontramonotoniecopula iibereinstimmen.

Im zweiten Hauptteil, Kapitel 5, werden wir ein konkretes bivariates Beispiel betrachten.
Fiir die Berechnung der Verteilung werden zwei verschiedene numerische Methoden ver-
wendet: der Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus und die numerische Integration. Damit
konnen wir den Value-at-Risk der Verteilung inklusive der theoretischen Schranken zeichnen.
Im Anschluss kontrollieren wir die Ergebnisse, indem wir annehmen, dass die beiden Risiken
unabhéngig sind.

Im Anhang befindet sich eine Auswahl an bentitzter R-Codes.



Kapitel 2

Motivation

2.1 Anwendung in der Praxis

Sowohl in Banken als auch in Versicherungen spielen Vorschriften zur Regulierung eine wich-
tige Rolle. Versicherungen miissen sich an die Richtlinien von Solvency II und Banken an die
von Basel IIT halten. In beiden Richtlinien gibt es den Begriff des regulatorischen Kapitals (engl.
Regulatory Capital). Das ist die Menge an Kapital, das ein Unternehmen laut den Vorschriften
benotigt, damit es sein Geschift fortfithren darf. Dieses regulatorische Kapital dient als Buffer
bei Verlusten.

Hat man die Kapitalmenge von den einzelnen Niederlassungen oder Geschiftsbereichen
berechnet, stellt sich die Frage wie man diese einzelnen Risiken aggregieren kann, damit man
die gesamte Kapitalmenge erhélt. Ein dhnliches Problem hat man, wenn man die Kapitalmen-
gen fiir die verschiedenen Assetklassen berechnet hat und man die Hohe der aggregierten
Kapitalmenge wissen will, damit alle Assets abgedeckt sind.

Um Risiken zu messen, benotigt man RisikomafSe. Die geldufigsten und bekanntesten sind
der Value-at-Risk und der Expected Shortfall.

2.2 Mogliche Losungswege

In [2, 5.299-300] wird zwischen zwei Aggregationsmoglichkeiten unterschieden: Bei der vor-
schriftsbasierten Aggregation wendet man Regeln an, ohne ein multivariates Modell oder ein

Risikomaf3 zu verwenden. Die einfache Summation
EC=EC1+..+ECy

oder die korrelationsangepasste Summation

EC = Z pi]‘ECiEC]‘

i .

d d
=1 ]:1



mit 0 < p;; < 1sind Beispiele fiir die vorschriftsbasierte Aggregation. Bei der prinzipienbasier-
ten Aggregation kommt es zur Anwendung von Risikomafien und multivariaten Modellen.
Im Hauptteil werden wir diese Aggregation betrachten, da sie theoretisch begriindbar ist.

Weiters werden in [2, S.303-304] drei verschiedene Ansitze prasentiert: Beim modularen
Ansatz wird das Risiko in den einzelnen Modulen berechnet und anschliefiend aggregiert. Die
Abhéngigkeitsstrukturen werden hier mit Korrelationen beschrieben. Von diesem Ansatz wird
eher abgeraten, da die Modellierung von multivariaten Abhdngigkeiten mit Copulae besser ist
als die mit Korrelationen. Beim Randverteilung + Copula Ansatz baut man eine multivariate
Verlustverteilung

F(x) = C(F1(x1), ., Fa(xa))

mithilfe der Umkehrung des Satzes von Sklar. Beim voll-integrierten Ansatz baut man ein
multivariates Modell fiir die Anderung der zugrundeliegenden Risikofaktoren X = (X1, .., Xy).

Die Verluste ergeben sich aus den Risikofaktoren mit den Funktionen
. ]Rk
gi: - R
mit ¢;(X) = L;. Danach wird ein Risikomafs auf die Verteilung von
L= gl(X) + ...+ gd(X)

angewendet.

Im weiteren Verlauf werden wir uns mit dem Randverteilung + Copula Ansatz beschiftigen.
Dazu nehmen wir die Riander Fj, ..., F; als bekannt an. Fiir diese Rdnder gibt es nun unzahlige
verschiedene Moglichkeiten, wie die gemeinsame Verteilung von (L, ...,L;) aussehen kann.
Wihlt man eine passende Copula, erhédlt man eine gemeinsame Verteilung C(Fy,..F;). Mit
dieser Methode kann jedes verteilungsinvariante Risikomaf} berechnet werden, also auch der
Value-at-Risk und der Expected Shortfall, wie wir spdter sehen werden.

Durch die Wahl der passenden Copula entsteht eine Modellunsicherheit. Um diese zu
vermeiden, suchen wir obere und untere Grenzen fiir den Value-at-Risk und den Expected
Shortfall, damit wir eine Abschédtzung erhalten, die fiir jede Copula gilt. Solche Probleme

werden , Fréchet-Probleme” genannt.



Kapitel 3
Mathematische Grundlagen

Die Inverse Funktion einer steigenden Funktion T ist definiert als T~(y) := inf{x : T(x) > y},
wobei inf () = co. In [2, S.641-642] findet man folgende Eigenschaften:

Satz 3.1. Sei T eine steigende Funktion. Dann gilt:
1. T ist strikt wachsend. & T~ ist stetig.
Falls sie zusiitzlich —co < T~1(y) < oo erfiillt, dann gilt:
2. Ist T stetig, dann gilt T(T~(a)) = a.

3. Ist T rechtsstetig, dann gilt
T ') <x & T(x) > a.

Im vorigen Kapitel wurden bereits Copulae erwéhnt. In [2, 5.221] findet man folgende
Definition und Eigenschaften: Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf

[0,1]" mit gleichverteilten Rédndern. Sie erfiillt folgende Eigenschaften:
e C(uy,...uy) =0fallsu; =0 fireiniel,...d.
e C,.,1,u;1,..,1)=u; furallei € {1, ...,d} , u; € [0, 1].
e Fiir alle (a3, ...,a4), (b1, ..., b;) € [0,1] mita; < b; gilt:
2 2
Z Z(—l)i“"*idC(ulil, oy ligi) 2 0
=1 ig=1
mituj; =ajund ujp = b; firalle j € {1,...d}.
Ein wichtiger Satz beziiglich Copulae ist der Satz von Sklar, siehe [2, 5.222]:

Satz 3.2. Satz von Sklar: Sei F eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Rindern Fq,...F;. Dann
existiert eine Copula C : [0, 1% - [0,1], sodass fiir alle x1, .., x; € R = [-00, 0]:

F(x1, .., xq) = C(F1(x1), .., Fa(xa)).



Fiir stetige Rinder ist die Copula eindeutig.
Einen weiteren wichtigen Satz findet man in [4, S.3]:

Satz 3.3. Seien eine Copula C und d-univariate Rinder Fy,..,F; bekannt. Dann kann immer eine
Verteilungsfunktion F auf R? gefunden werden, sodass

F(x1,..,x4) = C(F1(x1), ..., Fa(x3)), x1,...,x5 € R.

Fiir jede Copula C(uy, .., uy) gelten folgende Grenzen, auch Fréchet-Grenzen genannt:

d
max [Z ui+1-d, 0) < C(u) £ min(uq, ..., Ug).

i=1

Die Komonotonie-Copula ist die obere Fréchet-Grenze:
M(uq, ..., ug) = min(uq, ..., ug).
Die Kontramonotonie-Copula ist die zweidimensionale untere Fréchet-Grenze:
W(u1,up) = max(uq + up — 1,0).

Die Zufallsvariablen Xj, ..., X; werden komonoton genannt, wenn ihre gemeinsame Ver-
teilungsfunktion im Satz von Sklar mit der Komonotonie-Copula dargestellt werden kann.
Komonotonie entspricht perfekter positiver Abhdngigkeit.

Die Zufallsvariablen X; und X, werden kontramonoton genannt, wenn ihre gemeinsame
Verteilungsfunktion im Satz von Sklar mit der Kontramonotonie-Copula dargestellt werden
kann. Kontramonotonie entspricht perfekter negativer Abhéngigkeit.

Sei M ein linearer Raum von Zufallsvariablen. Ein Risikomaf$ g ist eine reellwertige Funk-
tion, definiert auf M. Sie ordnet Finanzposten einen quantitativen Wert zu, der den Verlust
repréasentiert. Wir werden die beiden Risikomafie Value-at-Risk und Expected Shortfall be-
trachten. Folgende Eigenschaften konnen RisikomafSe besitzen:

Monotonie: Fiir L1,L; € Mmit L < Ly ist o(L1) < o(L2).

Translationsinvarianz: Fiir alle L € Mund alle! € Rist o(L +1) = o(L) + I.
Subadditivitit: Fir alle L1, L, € Mist o(L1 + Ly) < o(L1) + o(Lp).

Positive Homogenitit: Fiir alle L € M und alle A > 0ist g(AL) = Ag(L).

Kohirenz: o ist monoton, translationsinvariant, subadditiv und positiv homogen.
Konvex: Fiir L1, L, € Mund alle A € [0,1] ist o(AL1 + (1 — A)Lp) < Ap(L1) + (1 — A)o(Ly).

Komonotone Additivitdt: Fiir einen Vektor mit komonotonen Risiken (L1, ..., Ly) ist
Q(Ll +..+Ly) = Q(Ll) + ...+ Q(Ld)



Verteilungsinvarianz: Falls L1 und L, dieselbe Verteilung haben ist g(L1) = o(L»).

Fiir ein Konfidenzlevel a € (0,1) , ist der Value at Risk (VaR) eines Portfolios mit Verlust L

zum Konfidenzniveau a gegeben durch
VaR, = VaR,(L) =inf{l e R: P(L >]) <1 —-a} =inf{l e R: Fi(]) > a}.

Der Value-at-Risk ist monoton, translationsinvariant, positiv homogen und verteilungsin-
variant [3, 5.5-6]. Im Allgemeinen ist er aber nicht subadditiv. Mogliche Ursachen dafiir konnen
heavy-tailed oder schiefe Verluste oder besondere Abhéngigkeiten der Verluste sein, siehe dazu
[4,S.2].

Fiir einen Verlust L mit E(|L|) < oo ist der Expected Shortfall (ES) zum Konfidenzniveau
a € (0,1) definiert als

1
ES, = — f VaR,(L)du. (3.1)
1-a ],

Der Expected Shortfall ist kohdrent [2, S.76], komonoton additiv [2, S.306] und verteilungsin-
variant [3, S.6].
Seien L; die einzelnen Risiken. Dann sind alle Moglichkeiten sie mit einer Copula zu aggre-

gieren definiert als

d
Sy =Sy(Fi, .. F)) =L = Z L;:Ly,.., Ly Zufallsvariablen mit L; ~ F;,i = 1, ...d).
i=1

Die untere Grenze eines Risikomafies definieren wir als
0(8:) = inflo(L) : L € Sy(F1, ., Fo)l.

Die untere Grenze wird bestes g genannt. Die obere Grenze definieren wir als

3(S4) = suplo(L) : L € Sy(Fy, ..., Fa)).

Die obere Grenze wird schlechtestes g genannt. Es gilt daher

0(Sa) < 0(54) < 0(Sq)-

3.1 Wichtige univariate Verteilungen und ihre Risikomafie

Pareto-Verteilung Pa(g,0)

Die Pareto-Verteilung hat zwei Parameter. Ublicherweise schreibt man Pa(a,0), da wir aber
den Parameter «a fiir das Konfidenzniveau beniitzen wollen, werden wir Pa(B,0) schreiben.
Der Parameter f8 ist ein Skalenparameter, da er das Grofsenverhiltnis der Zufallsvariable in

Abhéngigkeit von ihrer Haufigkeit beschreibt. Es soll gelten, dass g > 0 ist. Der Parameter 0



ist ein Lageparameter, da er den Mindestwert der Verteilung angibt. Das bedeutet, dass die
Verteilung am Punkt O startet. O soll ebenfalls > 0 sein.
Die Dichte ist gegeben durch f(x) = B6Px#~! mit x > 0. Sie ist strikt fallend und strikt

positiv auf (0, o).

Bemerkung 3.4. Mdochte man die Pareto-Verteilung in R plotten, muss man beachten, dass die Pareto-
Verteilung aus dem Package rmutil nicht mit unserer Definition iibereinstimmt. Das bedeutet, dass
man in R zuerst eine Dichte-, Verteilungs- und Quantilfunktion laut unserer Definition erstellen muss.
Fiir mehr Details siehe [15, 5.51-52]

Dichte mit p=1

RS

1
Do D D
no1

X}
00 02 04 06 0B
|

Abbildung 3.1: Die Dichte einer Pareto-Verteilung mit unterschiedlichem 0

Dichte mit 6=1
o
(o3 ]
=
oo B=15
= - — p=25
(=T — p=35
o |
< | | | | |
1.0 15 20 25 30

Abbildung 3.2: Die Dichte einer Pareto-Verteilung mit unterschiedlichem g



Wir berechnen uns nun die Verteilungsfunktion:
X x x B\* —p —p
F(x) = f fydy = f poPyFldy = poF f y P ldy = poF (y—) | = po* (x— - 6—)
0 0 0 Blo -p B

:595(

+ oy BoF OBy
9_5_x_ﬁ):596 _POXT gyt

BB p p

Somit ist die Verteilungsfunktion F(x) = 1 — 6fx™® mit x > 6. Um nun die Quantilfunktion zu

erhalten, miissen wir die Verteilungsfunktion invertieren:

1- _1
1—6ﬁx_ﬁ=u®1—u=9ﬁx_ﬁ®#zx‘ﬁc)x:@(l—u) é
Damit erhalten wir fiir die Quantilfunktion F~!(u) = 0(1 — u)_l% mitu € (0,1).

Verteilungsfunktion mit p=1

08
I

0.0
I

Abbildung 3.3: Die Verteilungsfunktion einer Pareto-Verteilung mit unterschiedlichem 6

Verteilungsfunktion mit 6=1

Abbildung 3.4: Die Verteilungsfunktion einer Pareto-Verteilung mit unterschiedlichem f



Als nichstes berechnen wir die Momente:

E[X"] = f X" f(x)dx = ‘fe x"BOPx P dx = ﬁ@ﬁvfe x"Fldx = poP (:lc_ :3) l .

Dieses Integral ist nur fiir § > n wohldefiniert. Wir erhalten dann:

=B\ 0PO"F o"
e ( ad ) | = _P _ B
n—-p4J,, n—p p—n
fur p > n. Fiir den Erwartungswert setzen wir n=1 und erhalten:
_ PO
E[X] = Bo1

mit § > 1. Fiir die Varianz benutzen wir den Verschiebungssatz und setzten dann in die 1. und

2. Momente ein:

Var[X] = E[X?] - (E[X])* =

562 _( Bo )2_ ﬁQZ B ‘3282 _ (ﬁ—l)zﬁGZ—(,B—2),8292

p-2 \p-1) p-2 (p-172 (B-2)(B-1y
_(BF-2B+1)BO? - BPO% +2p26% P67 — 220 + O — B30 + 26267
B B-2)(-1) B B-2)(-1)7?
___?
S B-DXE-2)

mit § > 2.
Den Value-at-Risk erhalten wir sofort aus der Quantilfunktion:

1

VaR,[X] = 61— a)7F.

Fiir der Expected Shortfall miissen wir den Value-at-Risk in die Formel (3.1) einsetzen:

ES,[X] = 1} f VaR,(X)du = —f 1-u) ﬁdu = —f (1- fdu.

Als nichstes fithren wir die Substitution t = 1 — u durch:

tu)=1-u
dt _

FT—
du = —dt

10



Insgesamt haben wir nun:

! -3\t -l JURE
0 fa(l_u)—%duzlﬁa[_(l—u) f]l:%(_o_'_(l @) /]:(9(1 a)l s

1- _1 _1 _ _ 1y

Erweitert man Zghler und Nenner um f erhélt man:

o1-a)F  BOI-a) T pO

i-w0-1 G-wp-1n p-10 D"
Wir erhalten also insgesamt fiir § > 1:
ES,[X] = 21— ) (3.2)
[2% - ﬁ _ 1 . .

Normalverteilung N(y,az)

Die Normalverteilung hat zwei Parameter: u € R ist ein Lageparameter und gibt die Lage des

Erwartungswertes an, o> > 0 ist ein Skalenparameter und gibt die Varianz an.

Die Dichte ist gegeben durch f(x) = \/21? exp (— (xz_;é)z )

Dichte mit u=0

X}
00 02 04 06 08
|

Abbildung 3.5: Die Dichte einer Normalverteilung mit unterschiedlichem o

11



Dichte mit c>=1

T
[ ]
|
[ ]
- u=1
E S - — w0
— u=3
g
o
< | T | |
-5 0 5 10

Abbildung 3.6: Die Dichte einer Normalverteilung mit unterschiedlichem

Die Dichte ist symmetrisch um py und unimodal. Um den Modalwert zu berechnen,
benotigen wir die Ableitung der Dichte:
e _9(y — ’ -
1 _% 2(x y)ﬁf(x)_x i

e = )
102 202 f(x) 02

f(x) =

Also erhalten wir fiir den Modalwert:

f’(x)zo@%=0<:>—x;—2”=0@x—y=0@x=y.

Somit ist die Dichtefunktion fiir x < u steigend und fiir x > u fallend.
Als néchstes berechnen wir die Verteilungsfunktion:

A -\, _ 1 L(tomy
F(x)_j:wf(t)dt_j:wmexp(— ¥ )dt— Wj:wexp(—i( 5 ))dt.

Wir kdnnen nun eine Substitution durchfiihren.

Wir erhalten also:

1 f" § _1(t—#)2dt_ 1 f_
V27102 —ooe Plma\s C V2ro? Jow P

2
~ ((azw)—y) ]Gdz

o




wobei @(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist:

@(x)=\/% f o
TC —00

Verteilungsfunktion mit p=0

0.8
I

F
04

00

Abbildung 3.7: Die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung mit unterschiedlichem ¢

Verteilungsfunktion mit o=1

0.8
TEEE
[ |

0o

-3 0 5 10

Abbildung 3.8: Die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung mit unterschiedlichem p

Fiir die Quantilfunktion erhalten wir:
a= @(%) o o Ya) = % Sx=pu+ a® (a).
Also erhalten wir fiir den Value-at-Risk

VaR,[X] = p + o® H(a).

13



Als ndchstes berechnen wir uns den Expected-Shortfall:

1
_ o -1
ES [ X]=pu+ s ‘fa O (u)du.

Wir fiihren eine Substitution durch:
z(u) = O N(u) & D(z) = u
* =00
du = ¢(z)dz
z(a) = (@)
z(1) = o0

Wir erhalten also:

1 00
o 1 B o
u+ 1-a L O (uydu = pu + 1-a Ll(a) zd(z)dz.

Es gilt folgende Umformung;:

=L o L (L)
(p(Z)_(\/Z_ne )—\/2_716 ( 2)— z(z).

Damit konnen wir die Formel des Expected Shortfall weiter umformen:

(o] o (o] , _ o (o]
L 2p(@)dz = - — '@z = - —¢(2) |

() 1=a Jo1( o)

(6(09) = $(@ (@) = 1+ T=(@ 7 (@)

U+

1-«a

o
-

:‘u—l

Insgesamt erhalten wir fiir den Expected Shortfall also

ESa[X]=p+ (D ().

1-«a

Bevor wir den Erwartungswert einer Normalverteilung betrachten, berechnen wir den

Erwartungswert einer Standardnormalverteilung:

1 © 1.2
E[X] = —f xe” 2% dx.
V2TC —00

Wegen der Integrierbarkeit und Punktesymmetrie erhalten wir:
E[X] = 0.

Nun betrachten wir eine normalverteilte Zufallsvariable Y ~ N(u,0?). Es gilt also: X =

e N (0,1). Damit erhalten wir:

)

E[Y] = E[oX + u] = 0E[X] + p = p.

14



Die Stetige Gleichverteilung U(a,b)

Die Dichte der stetigen Gleichverteilung ist fiir a < b gegeben durch

1
1 <b
ba ASXSY
flx) =
0 sonst.
w |
(]
_ - a=-5p=-2
X — a=0b=10
. — a=4b=5
o | | |
o T T T T
-5 0 5 10

Abbildung 3.9: Die Dichte einer stetigen Gleichverteilung mit unterschiedlichem a und b

Um die Verteilungsfunktion zu erhalten miissen wir 3 Félle betrachten: Fiir x < a erhalten
wir:
X
Fo = [y =o.
Als néchstes betrachten wir den Fall 2 < x < b:

X—a

X X 1 1 X 1 x
Fo= [ for= [ av= i =g

Nun betrachten wir den letzten Fall x > b:

X b X _
F() = f oy = f F)y + fh fdy = 2= 40 =1,

Insgesamt erhalten wir damit:

0 x<a,
F(x)=45% a<x<b
1 x> b.

15
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0a0

Abbildung 3.10: Die Verteilungsfunktion einer stetigen Gleichverteilung mit unterschiedlichem
aundb

Als nédchstes berechnen wir dir Quantilfunktion fir u € (0, 1):
x—a
y— =ucub-a=x—-asx=ub-a) +a.
Wir erhalten fiir die Quantilfunktion also
F ') = u(b - a) +a.

Nun berechnen wir die Momente:

00 b b 1\0 n+1 n+1
1 1 1 X"t 1 " —a
ny — n _ n _ n — —
]E[X]_j: xf(x)dx—j;x b—adx_b—aLde b—a(n+l)Jl b—-a n+1

(S¢]

Damit erhalten wir fiir den Erwartungswert:

E[X] = 1 - @+b)t?-a®)  @+b)t?-a*)  (@+b)v*—a®) a+b
" b-a 2  (b-a)a+b2 2a@b+b2-a2-ab)  202-a2) = 2 °

Fiir die Varianz erhalten wir:

B—-a® (a+0b)? _ 4 - a3) = 3(a + b)*(b —a)

Var[X] = B[X?] - (E[X])* =

b-a)3 4 12(b — a)
4(b3 —a®) —3(a® +2ab + b*)(b—a)  4b° — 4a® — 3a%b — 6ab* — 3b° + 343 + 64 + 3ab?
- 12(b —a) - 12(b - a)
P—a®-3a2 +3a2b (b-a)P® (b—a)?
- 12(b — a) T 0-a 12

Den Value-at-Risk erhilt man wieder sofort aus der Quantilfunktion:

VaR,[X] = a(b—a) +a.

16



Nun berechnen wir den Expected Shortfall:

1 1 1, 2\ 1
Esa[X]:Lf VaRu(X)du:Lf a+u(b—a)du:L(u)|+b “ (=]
a-a J, l1-aJ, l-a>", 1-al\2]/,

_ a(l—a)+ b—a (1—&2): b-a)(1-a%) N (b—a)(1-a)1 +a)

1-a " 1-al 2 20-a) " 2(1 - )

. (b—a)2(1+a)'

Wir erhalten fiir den Expected Shortfall also die folgende Formel:

ES,[X] =0+ b-a)1+ a).
2
Die Gammaverteilung I'(y, f)

Bevor wir die Gammaverteilung betrachten, werden wir die Gammafunktion und verwandte

Funktionen definieren:

e Gammafunktion fiira > 0:

F(a)=f "1 tdt
0

Untere unvollstindige Gammafunktion fiira > 0 und x > 0:

)/(a,x)zf 1= letdt
0

Obere unvollstindige Gammafunktion fiir 2 € R und x > 0:

F(a,x):f 1" 1e~tdt
X

Untere regularisierte unvollstaindige Gammafunktion fiir a2 > 0:

1 X
P(a, x) = %‘fo et dt

Obere regularisierte unvollstindige Gammafunktion fiir 2 € R:

Qa,x) = % foo = letdt

Die Gammaverteilung hat die beiden Parameter y > 0 und > 0.
Die Dichte ist gegeben durch
B -
X) = ——x"1eH
fx) 0)

17



fiir x > 0. Fiir die Eigenschaften der Dichte benétigen wir den Modus. Diesen erhalten wir
durch Nullsetzen der Ableitung: f’(x) = 0. Dazu berechnen wir zuerst die Ableitung:

0 = L (= D2 B0 (e ).

I'(y)
Deshalb gilt:
flo _y-1-
o~ x P
Wir berechnen nun den Modus:
=00l ® 0ot _s_po Tl _v-1
f(x)_O@f(x)_O@ " =0 Z = x= g

Das bedeutet, wie man auch in Abbildung 3.11 sehen kann:

e Ist0 <y <1, dann geht f(x) fiir x — 0 gegen +oco . Aufierdem ist f(x) fallend.

e Ist y = 1 erhdlt man die Exponentialverteilung Exp() und f(0) = B. Auch hier ist f(x)
fallend.

e Isty >1,dannist f(0) = 0 und f(x) ist wachsend auf [O, yﬁ%l] und fallend auf [VT_l, oo).

Dichte mit p=1
a
(]
=
o~ =07
E — =1
a | —_— =
(] | >_————_.__
© T T T T T T
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.11: Die Dichte einer Gammaverteilung mit unterschiedlichem y
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Dichte mit y=1

[ ]
2 4
a |
- B=07
é I — |3:1
a | — pB=3
=
< | T | | | |
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.12: Die Dichte einer Gammaverteilung mit unterschiedlichem S

Die Gammaverteilung ist die untere regularisierte unvollstaindige Gammafunktion:
X gy

F(x) = — L Pygy.

= | 1Y y

Wir fiithren nun eine Substitution durch:

z(y) = By
£
cly:%Z
z(0)=p-0=0
z(x) = px

x il S _ px B (z y-1 L dz 1 Bx o
[ e [T ) o F oy 7=

Also erhalten wir fiir die Verteilung der Gammafunktion insgesamt folgende Formel:

F(x) = P(y, px).

19



Verteilungsfunktion mit p=1

08

F
04

0a0

Abbildung 3.13: Die Verteilungsfunktion einer Gammaverteilung mit unterschiedlichem y

Verteilungsfunktion mit y=1

© |
(]
. _ p=0.7
- —
= — p=1
3 — p=3
o |
< | T | | | |
] 1 2 3 4 5

Abbildung 3.14: Die Verteilungsfunktion einer Gammaverteilung mit unterschiedlichem g

Die Quantilfunktion, und somit auch den Value-at-Risk, kann man im Allgemeinen nicht

elementar darstellen. Fiir den Expected Shortfall konnen wir eine Formel finden:

1
ESa[X]:ﬁ f FYw)du.

Als erstes fithren wir eine Substitution durch:

v(u) = F Y (1) © u = F(v)
L = F'(0) = f(0)
du = f(v)dv
v(a) = F (@)

v(1) = F1(1) = o0

20



1 00 00 Y
% FYu)du = % vf(v)do = ! f ﬁ—vy_le_ﬁvdv

v
1-aJ, —a Jpi 1-a Jri I(y)
v > YTy +1) y+l
= ﬁ— O P 9% - ) ‘B—zﬂ’e_ﬁvdz}
(1 =a)(Y) Jr1(a) I-aI() p+t Jpe Iy +1)

y > pr
Bl —a) Jpay I'(y +1)

e Pody.

Wir fithren noch eine Substitution durch:

u(v) = po
w=p
dv = %‘
u(F~(a) = F1(a)
u(co) = oo

Y * ﬁ)/‘*'l v —ﬁvd _ )4 - ﬁy+1 (E)V _“d_u
B —a) fma) o+ ¢ T B0-a) Sy T+ D\B) ¢ B

__V 1
B —a) Jgpag T +1)

S QL @)

u’e "du

Also erhalten wir fiir den Expected Shortfall folgende Formel:

4

ES,[X] = B —a)

Qy +1,BF ().

Als ndchstes berechnen wir die Momente der Gammaverteilung:

(o] 00 )/ V 00
Bl = [ atpeds [ olterans £ [T
0 0 I'(y)

() Jo

ﬁ)/ e—ﬁxxnﬂ/—l 0 00 e—ﬁxxn+7/—2 ‘B)/ 7’l+)/—1 00 B -
— _ _ dx| = px . .n+y Zd

w)[ B | fo R ) "] Ty f fo crvw
_ Br m+y-LHn+y-2) prynydgy — g m+y-1! —fx g

I(y) 2 o TG g fo o
_(n+)/—1)!(e‘5x°|°]_(n+y—1)!(0—1)_(n+y—1)!
-~ BTy B ) BT\ B ) BTO)

Damit kénnen wir uns wieder den Erwartungswert und die Varianz berechnen:

A4
TR (y-1)B

Y
E[X ==
[X] g
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2 2 2 2
Var[X]:]E[XZ]—(]E[X])Z_(7/+1)!_(Z) _ o+ P _Pry-Py

T\ B P g

Wir werden noch zwei Spezialfille der Gammaverteilung betrachten: die Exponentialver-

teilung und die Chi-Quadrat-Verteilung.

Exponentialverteilung Exp(f)

Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall der Gammaverteilung, denn es gilt: I'(1,8) =
Exp(B). Die Summe von n unabhéngigen Exp(f)-verteilten Zufallsvariablen ist I'(n, §)-verteilt.
Die Exponentialverteilung hat einen Parameter 8, der grofier als 0 ist. Er ist ein Skalenpara-
meter und gibt die Zahl der erwarteten Ereignisse pro Einheitsintervall wieder.
Die Dichte ist fiir x > 0 gegeben durch f(x) = fe *. Sie ist strikt fallend und strikt positiv
auf (0, o).

o
o™
n |
p=05
g \? n —_— |3:1
— p=2
wn |
(]
=
< | T | | | |
] 1 2 3 4 5

Abbildung 3.15: Die Dichte einer Exponentialverteilung mit unterschiedlichem f

Als erstes berechnen wir die Verteilungsfunktion:

F(x) = fo " fdy = fo ety = g fo ey,

Wir substituieren nun:

u(y) = -y
_ _du
dy = B

1 1
e Pdy = —— fe”du =——¢"+c
Jervm g a3

Insgesamt erhalten wir also:
X ﬁ X
gfe%my:—«%w:_fw+w:1_fﬁ
0 ﬁ 0
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Wir haben als F(x) = 1 — e F*,

w |
[ ]
I B=05
o —
= — p=1
=3 — p=2
o |
< | T | | | |
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.16: Die Verteilungsfunktion einer Exponentialverteilung mit unterschiedlichem g

Als nichstes berechnen wir uns wieder die Quantilfunktion:

_ln(l —u)
—ﬁ .

u=l-ePoefP=1-ue pr=In(l-u) e x=

Es ist also

firu € (0,1).
Nun berechnen wir mittels partieller Integration die Momente:

E[X"] = f‘x’ X" f(x)dx = foo x"BePrdx = B fm X"eFdx = B l— i T+ f‘x’ Ee‘ﬁ"x”_ldxl
0 0 0 P o Jo P

= ﬁf ey = nf e Py ldx =n [n —1 f e—ﬁxxn—de]
o B 0 B Jo

02D [ gy 2 MO0 [ g,
0 0

ﬁ ﬁn 1

n! f°° px nt |1 5% nt nl, nl

= e Pdx = e P | =—-=0+ =" = —.

ﬁn—l 0 ﬁn—l lg (|) ﬁn ﬁn ﬁn

Damit erhalten wir wieder sofort den Erwartungswert und die Varianz:

1
]E[X] ==,
p

2 (1Y 2 1 1
Var[X]:]E[XZ]—(]E[X])Z:[Z—(E) N
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Den Value-at-Risk erhalten wir wieder sofort aus der Quantilfunktion:

_ln(l -a)

VaR,[X] = 7

Nun berechnen wir den Expected Shortfall:

1 ! 1 (N Wm(-w), 1 !
ESQ[X]—E‘L‘ VaRudu—l_afO: - 5 du__(l—a)ﬁﬁ In(1 — u)du.

Als néchstes fithren wir die Substitution s = 1 — u durch:

s(u)=1-u
ds _

o=-1
du = —ds

fln(l —u)du = — fln(s)ds.

Um diesen Ausdruck integrieren zu kénnen, wenden wir partielle Integration an und substi-

tuieren danach zurtiick:

—fln(s)‘lds=—(s'ln(s)—fs%ds)=—(s-ln(s)—s)+c=—((1—u)1n(1—u)—(1—u))+c

= (uw-1)(In(1-u)—1) +c.

Insgesamt erhalten wir also:

1 1 1 )
_mfa In(1 — u)du = A= op [(u—1)(1n(1 _u)_l)l _
= _(1 _1a)‘8 ((1 - 1)(1n(1 - 1) — 1) — (a — 1)(1n(1 _ CY) _ 1))
_@-HInl-x)-1) In(l-a)-1
- (1-a)B = 3 )

Zur Kontrolle konnen wir die Formel der Gammaverteilung bentitzen:

Q(2, BF!(a)) .

ES,[X] = B0 =)

_In(l-u) .

Wir wissen, dass F~'(a) = ist. Also haben wir:

Q2,5 _ 0@, ~In(1 - a)
B —a) pa-a)
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Wir berechnen als erstes den Ausdruck mit der oberen regularisierten Gammafunktion:

1 (oo 1 (oe) (o) (oe)
gzqmyw»:——jﬁ £l tdt = — te7dt = (—te™) | +f‘ etdt
F(Z) —In(1-a) 1! —In(1-a) —In(1-a) —In(1-a)
= (=In(1 — a))e"1= _ ¢~ | = (-In(1 — @))(1 — @) + ")
—In(1-a)

=(1-a)(-In(1-a)+1).
Wir erhalten also insgesamt:

1-a)(-In1-a)+1) _ _ln(l -—a)-1
Bl -a) - p '

Somit erhalten wir dieselbe Formel fiir den Expected Shortfall wie zuvor.

ES.[X] =

Die Chi-Quadrat-Verteilung x?(y)

Die Chi-Quadrat-Verteilung ist ebenfalls ein Spezialfall der Gammaverteilung: x(y) = F(%, %),
wobei y € N gelten soll. Die Dichte ist deshalb fiir x > 0 gegeben durch:

xile™s
f(0) = —=5—F~

Y AN
2:T(3)
Wir berechnen nun wieder den Modus, also berechnen wir zuerst die Ableitung;:

)4 )4
(% - 1)x7‘ze‘§ +x271e72 (—%)

fl(X) = Y %
2zr(%)
Deshalb gilt:
f@_5-1 1
fx) x 2
Wir berechnen nun den Modus:
, £ (x) -1 1 5-1 1y x
f(x):O@f(x):()(:} . —EIO@ * :E@E—lzi@x:y—z

Das bedeutet, wie man auch in Abbildung 3.17 sehen kann:

e Ist0 <y <2,dann geht f(x) fiir x — 0 gegen +co . Auflerdem ist f(x) fallend.

e Ist y = 2 erhilt man die Exponentialverteilung Exp(%) und f(0) = % Auch hier ist f(x)
fallend.

e Isty >2,dannist f(0) = 0 und f(x) ist wachsend auf [0,y — 2] und fallend auf [y — 2, co].
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Abbildung 3.17: Die Dichte einer Chi-Quadrat-Verteilung mit unterschiedlichem y

Fiir die Verteilungsfunktion werden wir eine Substitution durchfiihren:

2(y) = 3
dz _ 1
dy — 2

dy = 2dz

z(0) =0

z(x) = 3

Y yilems 1 (1 ()i les 13,
F(X) = y;/ = > f ( Z)Z)/ e 2dz = 7 f Z)E_le—ZdZ — P(Z’ E)
o 2:r(3) THJo 2z r(%) Jo 2'2

Man kann die Verteilungsfunktion der Chi-Quadrat-Verteilung also wieder mithilfe der unteren

regularisierten Gammafunktion darstellen.

08
I

F
04

0.0

Abbildung 3.18: Die Verteilungsfunktion einer Chi-Quadrat-Verteilung mit unterschiedlichem
4
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Wieder kann man die Quantilfunktion im Allgemeinen nicht elementar darstellen und
somit gibt es auch keine Darstellung fiir den Value-at-Risk. Fiir den Expected Shortfall erhalt
man analog wie bei der Gammaverteilung folgende Formel:

)/

_ 3 4 1.4\ _
ES,[X] = I _a)Q(z +1,5F (a)) _

4
(1-a)

Q(% 1, %F‘l(a)).

Die Momente der Chi-Quadrat-Verteilung erhalten wir direkt aus den Momenten der Gam-

maverteilung:
2t (n+ % -1)!

r(z)

Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir dadurch:

E[X"] =

4

) V4
Var[X] = E[X?] - (E[X])* = W —yt= 4(§ + 1)§ -y =92 +2y—y* =2y.

3.2 Bivariate Verteilungen

Gumbel’s Bivariate Exponentialverteilung

In [8, S5.350-351] werden verschiedene bivariate Exponentialverteilungen von Gumbel vorge-
stellt. Eine davon werden wir nun genauer betrachten. Die gemeinsame Dichtefunktion ist
gegeben durch:

fxyx,(%1, X2) = €PN (1 4 Gxy)(1 + Oxa) — 0), 1,2 >0,0< 0 < 1.

Bemerkung 3.5. Fiir die Abbildungen 3.19 und 3.20 wurde in R die Funktion persp benutzt.
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6=0 6=0.5 6=1

Abbildung 3.19: Die Dichtefunktion der bivariaten Exponentialverteilung von Gumbel mit

unterschiedlichem 0
Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

Fx, x,(x1,x00) =1—e ™ =™ + e~txatnx) v v 50 0<6<1.

6=0.5 6=1

08 08
086 086

w2 04 1o 04

02 02

0f 0f

% 1 2 3 4 % 1 2 3 4
X X

Abbildung 3.20: Die Verteilungsfunktion der bivariaten Exponentialverteilung von Gumbel

mit unterschiedlichem 6

Man sieht anhand der Verteilungsfunktion sofort, dass X; und X, genau dann voneinander
unabhéngig sind, wenn 0 = 0 ist.
Wir wollen nun die gemeinsame Verteilung in die einzelnen Randverteilungen und in die

Copula aufteilen. Zuerst berechnen wir uns dazu die Randverteilungen:
Fi(x1) = Gm F(xq,x2) = Hm 1—e™ — ™ 4 g~@t0+00x0) — 1 _ o1,
X9 —00 X9 —00

Analog erhilt man F>(x;) = 1 — e™2. Die Ridnder sind also exponentialverteilt mit Parameter 1.

Mithilfe von Satz 3.2 (Satz von Sklar) konnen wir nun die Copula berechnen:

F(x1,x2) = C(F1(x1), F2(x2)) © F(F;(u1), F3 ' (2)) = Clun, u2).
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Aus Kapitel 3.1 wissen wir, dass die Inverse der Exponentialverteilung mit Parameter 1 folgen-
dermaflen aussieht:
F ') = —In(1 — u).

Also erhalten wir:

C(ur, u2) = F(F (u1), F5 ' (u2))
-1- eln(l—ul) _ eln(l—uz) + eln(l—u1)+ln(1—L12)—9]n(l—u1)ln(l—uz)

1—(1—u1)— (1—up) + (1 — ug)(1 — up)e” 0110 In=e2)

ur + 1y — 1+ (1 — ug)(1 — up)e™ 0 m-w)n-uz),

3.3 Konzept der Mischbarkeit

Als néchstes definieren wir ein Konzept von multivariater negativer Abhédngigkeit: Eine Ver-
teilungsfunktion F auf R wird d-vollstindig mischbar (d-CM) (engl. d-completely-mixable)
genannt, falls d Zufallsvariablen Xj, ..., X; ~ F existieren, sodass ein k € R existiert mit

]P(X1 +..+X;= dk) =1.

Wenn der Mittelwert von F endlich ist, dann gilt k = p. F heifst vollstandig-mischbar (engl.
completely mixable), falls F d-vollstindig mischbar ist fiir alle d > 2. Die Verteilungsfunk-
tionen Fy, .., F; auf R werden gemeinsam-mischbar (engl. jointly mixable) genannt, falls d

Zufallsvariablen X; ~ F;,i = 1, ..,d existieren, sodass ein c € R existiert mit
PXi+..+X;=0)=1

Falls alle Verteilungsfunktionen endliche erste Momente haben, dann gilt ¢ = Z’f:l ui. Jeder
Vektor (X1, ..X;) der
]P(X1 +..+X;=0=1

mit ¢ € R erfiillt, wird d-vollstandige Mischung (engl. d-complete mix) genannt.

Bemerkung 3.6. Jede stetige Verteilung mit symmetrischer und unimodaler Dichte ist vollstindig-
mischbar. Den Beweis dafiir findet man in [14, Theorem 2.1, S.4]. Die Normalverteilung, die Student-t-
Verteilung und die Cauchy-Verteilung haben eine symmetrische und unimodale Dichte und sind somit
vollstindig mischbar. Die Pareto-Verteilung ist unimodal, aber nicht symmetrisch. Wir werden spiter
zeigen, dass die Pareto-Verteilung nicht vollstindig-mischbar ist.

Beispiel 3.7. Wirwollen nun ein Beispiel fiir eine drei-vollstindige Mischung betrachten. Dazu nehmen
wir an, dass F; die diskrete Gleichverteilung auf {1, ...,5} ist. Es ist also P[X; = k] = % miti=1,..,3
und k =1,...,5. Wir erhalten also folgende Tabelle:
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w | Xj(w) Xp(w) X3(w) | Plw)
w | 1 5 3 L
wy | 2 3 4 z
ws | 3 1 5 z
wy | 4 4 1 1
ws | 5 2 2 z

Die Zeilensumme ist jeweils
d-p=3-3=9=c.

Fiir mehr Details tiber das Konzept der Mischbarkeit siehe [2, S.307-308] oder [4, S.4-5].
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Kapitel 4

Randverteilung + Copula Ansatz

4.1 Obere und Untere Grenzen

Wir werden nun nach oberen und unteren Grenze fiir den Value-at-Risk und den Expected
Shortfall suchen. Man unterscheidet dabei zwischen den Dimensionen d = 2 und d > 2 und ob
man ein homogenes oder heterogenes Portfolio hat. Die Dimension gibt an, wie viele Zufallsva-
riablen aggregiert werden sollen. Bei einem homogenen Portfolio haben alle Zufallsvariablen
dieselbe Verteilung mit denselben Parametern, wiahrend bei einem heterogenen Portfolio ver-
schiedene Verteilungen moglich sind.

4.1.1 Value-at-Risk
Zweidimensionaler homogener Fall
Aus [4, Proposition 2, S.5] wissen wir:

Satz 4.1. Sei F = F1 = F,. Ist F eine stetige Verteilung auf [0, 00), wobei die Dichtefunktion fiir ein
Xr > 0 auf (xp, oo) fallend ist, dann gilt

VaR (52) = F\(a)

VaR,(S,) = 2F~! (“—“)

2
fiir alle a € [F(xp), 1).

Beispiel 4.2. Wir wollen diesen Satz nun an einem Beispiel anwenden. Dazu bendtigen wir eine
Verteilung, die alle Voraussetzungen erfiillt. Die Chi-Quadrat-Verteilung ist eine stetige Verteilung auf
[0, 00). Wiihit man 3 Freiheitsgrade, so ist die Dichtefunktion ab dem Funktionsargument 1 fallend.
Somit erfiillt sie alle Voraussetzungen und es gilt xp = 1. Laut R ist F(xr) = 0.198748. Der Satz
kann daher dafiir fiir alle o« € [0.198748, 1) angewendet werden. Wir interessieren uns fiir den Bereich
a = [0.9,0.99]. Mittels R kann man nun die Grenzen berechnen und plotten.
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25 - — Untere Grenze VaR
Obere Grenze VaR

20

VaR

15

10 - //

Abbildung 4.1: Obere und untere Grenzen des Value-at-Risk bei zwei Chi-Quadrat-Ver-
teilungen mit drei Freiheitsgraden mittels Satz 4.1

Zweidimensionaler heterogener Fall
Auch fiir den heterogenen Fall kann man im Zweidimensionalen eine Formel finden.

Satz 4.3. Sei d=2. Dann gilt fiir alle o« € (0, 1):

ViR ,(S;) = sup {Fy(x) + Fy (a = x))

x€[0,a]
TR _ -1 11 _
VaR,(S2) = xe[%)r,llf—a]{Fl (@ +x)+F, (1 -x)}
Beweis. Siehe [10] und [13]. O

Bemerkung 4.4. Diesen Satz findet man in [2, Proposition 8.31, S.306] mit einem Fehler: fiir die
untere Grenze des Value-at-Risk wurde filschlicherweise inf statt sup geschrieben.

Lisst man Beispiel 4.2 in R mittels Satz 4.3 plotten, sieht man sofort, dass fiir die untere Grenze
sup richtig ist. Siehe dazu Beispiel 4.5. Auch in Quelle [10, S.1] steht die Formel mit einem Supremum.

In diesem Satz wurde schon das Prinzip der Mischbarkeit angewandt: Grofie Ergebnisse
des einen Risikos wurden mit kleinen des anderen kombiniert.

Beispiel 4.5. Wir wollen diesen Satz nun ebenfalls auf eine Chi-Quadrat-Verteilung mit 3 Freiheits-
graden anwenden um die Ergebnisse vergleichen zu konnen.

Mittels R konnen wir die Grenzen berechnen und plotten. Fiir die Berechnung des Infimums und
Supremums wurde die Funktion optimize verwendet: mochte man das Infimum berechnen setzt man
den Parameter maximum auf FALSE. Fiir das Supremum setzt man ihn auf TRUE.
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25 - — Untere Grenze VaR
Obere Grenze VaR
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Abbildung 4.2: Obere und untere Grenzen des Value-at-Risk bei zwei Chi-Quadrat-Ver-
teilungen mit drei Freiheitsgraden mittels Satz 4.3

Wie erwartet erhiilt man fiir Satz 4.1 und Satz 4.3 dieselben Ergebnisse.

Beispiel 4.6. In diesem Beispiel wenden wir den Satz 4.3 auf eine Exponential(1.5)-Verteilung und
eine Normalverteilung(0,1) an. Im Appendix findet man den dazugehdrigen kommentierten R-Code.

— Untere Grenze VaR
Obere Grenze VaR

VaR

Abbildung 4.3: Obere und untere Grenzen des Value-at-Risk bei einer Exponential(1.5)-
Verteilung und einer Normalverteilung(0,1) mittels Satz 4.3

Mehrdimensionaler homogener Fall

Der Trager eines Zufallsvektors X ist die kleinste, abgeschlossene Menge A, sodass
P(X ¢ A)=0.
In [2, Proposition 8.32, S.306] wird folgender Satz formuliert:
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Satz 4.7. Seien F = Fy = ... = F;. Die Verteilungsfunktion besitze eine Dichte. Falls die Dichte fallend
auf dem Triger ist, dann gilt fiir « € (0,1) und X ~ F

VaR (S4) = max{(d — 1)F(0) + F (), dE(X|X < F(a))} 4.1)

Falls ein b € R existiert, sodass die Dichte auf [b, o0) fallend ist, dann ist fiir o € [F(b),1) und
X ~F:
VaR4(Sq) = dE[XIX € [F™'(a + (d = Dey(@)), F (1 = cy(@)]], mit (4.2)

o 1-a] (7 l-a—cd, ~ S }
(@) .—mm{ce[o, _ ] fa oy 0> @ D @ @10+ - o).

Bemerkung 4.8. Sei F, die bedingte Verteilung von F auf [F~(a), c0) mit a € (0,1). Wir wollen
dafiir nun nach einer Formel suchen. Intuitiv und mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
gilt:
P(F (@) < X <x)

P(X > F-1(a))

Mit Satz 3.1 Punkt 2 konnen wir den unteren Teil vereinfachen:

Fo() = P(X < xIX > F X)) =

PX>FYa)=1-PX<FYa)=1-FF ' (a)-)=1-a.
Fiir den oberen Teil benitigen wir Satz 3.1 Punkt 2 und Punkt 3:

_p-1 )
PF () < X <x) = P(X < x — FY(a)) = {F (x—FYa) falls F}(a) < x,
0 sonst

F(x)—a falls FY(a) <x,

0 sonst.

Zusammen ergibt das also:
- F(x) —
F,(x) = max (%, O) .
Fiir den Beweis von 4.2, benotigen wir noch ein paar Definitionen und Lemmata aus [12]:

o my(s) :=inf{P(S <s): X; ~ F;,i=1,..,4d}.

e Ein Zufallsvektor X = (Xj,..., X;) mit Randverteilungen Fy,...,F; wird optimale Ver-
kniipfung fiir m.(s) genannt, falls P(X; + ... + X; <'s) = m(s).

o U(t) := E(X|X > F1(t)) fiir t € (0, 1).

o Hy(x):=(d-1)F Y (a+(d-1)x)+F(1-x),wobeia€[0,1] und x € [0, 1%“].

34



Hy(co(e)) fallscp(a) >0,
* ¢(a) = mit
di(a) falls co(a) =0

f Ha(tdt>(1 a- d)H(c)}

Weiters bendtigen wir eine spezielle Copula. Hat man eine fallende Dichte, dann ist
Uy, ..., Uy) ~ QF (c)fur0<c< d, wenn folgendes erfiillt ist:

c2(a) := min {c E

1. liegt ein U; fiir i = 1,..,d im Intervall [1 — ¢, 1], dann sollen alle anderen U; mit j # i

kontramonoton zu U; sein. Somit muss U; = (d — 1)(1 — U;) gelten.

2. liegtein U; fiiri = 1, ..,d im Intervall ((d — 1)c, 1 - ¢), sollen auch alle anderen U; mit j # i
in diesem Intervall liegen und die Summe F ~1(Uy) + ... + F71(U,) soll eine Konstante sein.

Lemma 4.9. Seien F = F| = ... = F;. Falls F eine fallende Dichte auf ihrem Triger hat, dann gilt
m4(s) = $71(s).

Beweis. my(s) < (,‘b‘1(s) :Esseia = qb‘l(s). Firi =1,.,d seien Yy,..,Y; ~ F, mit der Copula
Q{;‘* verkniipft. Fur V ~ U[0,1] ist X; = F‘l(V)]I{Vsa} + Yiljy>4), wobei V unabhidngig von
Y1,..., Y ist. Man kann erkennen, dass X; ~ F; gilt. Da F eine monotone Dichte hat, gilt
P(Y1 + ..+ Yy > ¢(a)) = 1 1. Daher gilt

m4(s) = infIP(S < s) = inf IP(S < ¢P(a))
<P(S <Pp(a)) =1-P(S = ¢())
=1=P(Y] + ... + Yy = ¢p(a)P(V > a) - P(FL(V) > p(a))P(V < a)
<1=-P(Y1+.. + Yy 2 G@)P(V>a) =P(V <a) =a=d '(s).

Somit ist die erste Richtung gezeigt.

m4(s) > ¢~1(s) : Die zweite Richtung wollen wir mithilfe eines Widerspruchbeweises zei-
gen. Dafiir nehmen wir an, dass f = m.(s) < ¢~!(s) = @ und X = (X, .., X;) eine optimale
Verkniipfung fiir m(s) ist 2 sodass {S > s} = {X; > FY()) fir i = 1,...,d. Also existie-
ren Ugy,...,Ugq ~ U[B, 1], sodass ]P(F‘l(uﬁ,l) + ..+ F‘l(uﬁ,d) > s) = 1. Da F eine mono-
ton fallende Dichte hat, gilt ¢p(a) = dE[F1(V,)] mit V, ~ Ula + (d = 1c(a),1 - c(a)] und
IE(F‘l(Uﬁ,,')lA) <E(F (V) firi=1,..,d, wobei

U

A={ (Ugi€lp, 1-c(@)]}3
1

i=

1Fiir den Beweis siehe [12, Lemma 3.3 (v), S.404].
2S0 eine Verkniipfung existiert laut [12, Lemma 2.2., 5.397]
3Fiir den Beweis siehe [12, Lemma 3.3 (iii) und (iv), Seite 404].
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Daraus folgt, dass

d
s<E [Z F (U )A | = dE(F (U, )A) < dE(F (V) = ¢la) = s.

i=1

Das ist ein Widerspruch und somit gilt m..(s) = cp‘l(s)
O

Lemma 4.10. Seien F = Fy = ... = F,. Falls die Dichtefunktion von F fallend auf [b, o0) ist, dann gilt
fiir s > G(F(b)): m(s) = ¢p~L(s).

Beweis. Da die Dichtefunktion auf [b, o) fallend ist, hat auch die bedingte Verteilung F F(v) €ine
fallende Dichte. H,(x), c2(@) und ¢(a) hingen nur von der bedingten Verteilung F, ab und
sind somit wohldefiniert fiir F(b) < & < 1. Da s > ¢(F(b)) gilt ¢p~!(s) > F(b) und die bedingte
Verteilung F ¢-1(s) hat eine fallende Dichte. Nun kann man Lemma 4.9 anwenden und erhalt die
Aussage. m|

Lemma 4.11. Seien F = Fy = ... = F;. Falls die Dichtefunktion der Randverteilung F fallend auf [b, o)
ist, dann gilt fiir o« > F(b), der schlechteste Value-at-Risk von S = Xy, ..., X ist

VaRo(Sq) = m7\(@) = ¢(a).

Beweis. Die Ermittlung der Value-at-Risk Grenzen ist dquivalent zu der Ermittlung der Inverse
von m,(s). Ist m.(s) stetig und strikt steigend, dann gilt

VaR(Sq) = m7'(a).

Aus Lemma 4.10 folgt somit die Behauptung. O

Bemerkung 4.12 (Zusammenfassung von [12]). Somit wurde eine alternative Darstellung der For-
mel fiir die obere Grenze des Value-at-Risk fiir mehrdimensionale homogene Risiken bewiesen. Insgesamt
erhalten wir:

@d-DFYa+@d-Deaa)) + F11 = ca(a))  falls ca(a) > 0,

VaR(Sy) =
Ral5a) dE[X]|X > F ()] falls co(a) = 0

mit

o) = min{c € [O, 1—Ta] :fT(d —~DF Ya+ (d—-1)t) + F (1 - t)dt

1-a—cd

> — (@-DFa+@-1)0)+F'(1-0)) }

Beweis (von Satz 4.7). Fiir den Beweis von (4.1) sei auf [1] verwiesen. Den Beweis fiir (4.2) wollen

wir genauer betrachten. Wenn wir zeigen, dass (4.2) dquivalent zu der Formel aus Bemerkung
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4.12 ist, die wir bereits bewiesen haben, so ist auch (4.2) bewiesen.
Als erstes mochten wir zeigen, dass ci(a) = cp(a) gilt. Man sieht sofort, dass die rechten
Seiten der Ungleichungen gleich sind. Was noch zu zeigen ist, ist die Gleichheit der linken

Seiten, also:
1-c

f T(d —DF Y a+@d -1t +F 1 -t)dt = f F7Y(t)dt.

+(d-1)c

Wir nehmen uns die Linearitdt des Integrals bei der Umwandlung der linken Seite zunutze.

f T(al —~DF Ya+ (d—-1)) +F (1 -tdt = f T(al —1D)F Y a+ (d - D)dt + f N F71(1 - t)dt.

Als néchstes fithren wir zwei Substitutionen durch. Fiir das erste Integral benutzen wir die
Substitution u = @ + (d — 1)t und fur das zweitev =1 - ¢.

ult) =a+d -1t v(t)=1-t
du _ du _
@=g-1 a=-1
dt = AL dt = —dv
ulc)=a+d-1) vc)=1-c¢
u(lea) —a+ (d _ 1)1770( — ad+d—;—ad+a — d—}i+a U(l—Ta) =1- 1?70( — d—é+a

Damit erhalten wir:

d-1+a d-1+a d-1+a 1—c

f T At f C P () (—do) = f P lwdu + f F(v)do
a+(d-1)c d-1 1-c a+(d-1)c e

1-c
= f F~Y(#)dt.
a+(d-1)c

Somit haben wir gezeigt, dass c1(a) = cp(a) ist. Wir werden deshalb ab jetzt immer c(a) anstelle

von cq(a) oder cy(a) schreiben. Als nédchstes wollen wir zeigen, dass im Falle c¢(a) = 0 die
Formel (4.2) mit dem Ergebnis von Bemerkung 4.12 iibereinstimmt. Dazu miissen wir in (4.2)
nur ¢(@) = 0 setzen und erhalten: dE(X|X € [F!(a), F~1(1)]), was aber genau dasselbe wie in
Bemerkung 4.12 ist.

Zu zeigen ist noch, dass (4.2) und Bemerkung 4.12 auch im Falle c(a) > 0 tibereinstimmen.
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Dazu betrachten wir zuerst den Ausdruck aus (4.2) und formen ihn um:

AE[XTp1 (04 (d-1)c(a)) <X<F1 (1=c(@))}]
P[F-Ya+ (d-1)c(a)) < X < F 11 - c(a))]

FL(1-c(a))
d fF*l(a+(d—1)C(a)) xf(x)dx

T F(FU(1 - (@) — FF (o + (d — De(@)))

F 1 (1-c(a))
4 Jeor (o (d-1)e(ay X (X

T (T—c@) — (@ + (@ - De(@))
B d jl;lil(f(rl+_(ct;l(—ai))c(a)) xf(x)dx
a 1-dc(a) —a

dE[X|X € [F Ya + @d - Dc(@)), F (1 - c())]] =

Als nichstes substituieren wir im Dividend:
F'(u) =x © u=F(x)
H=F@=f
du = f(x)dx
FFYa+ (d-1c(a) =a+(d-1)c(a)
F(F1(1 = c(a)) =1 - c(a)

Damit erhalten wir:

i 08 f Y e
1—dec(e) —a 1 —de(a) = a Jar@-1)e) '
Insgesamt haben wir also:
dE[XIX € [FY(a + (d = )e(@)), F' (1 = c(@)]] = — 4 fl—c(a) Fudu.  (43)
1 —de(a) — a Jpr@-1)e)

Wir bezeichnen den Ausdruck % fa :ii(ﬂ)c(a) F~Y(u)du nun als LHS(c) und den Ausdruck
(d—1)F Y (a+(d-1)c(a)) + F71(1 = c(a)) als RHS(c). Sind diese beiden Ausdriicke an der Stelle
c(a) gleich, so ist unser Beweis vollstindig. Weil f(x) fallend und strikt positiv auf dem Trager
ist, wissen wir, dass F(x) strikt wachsend auf dem Trdger sein muss. Wegen Satz 3.1 Punkt
1 muss daher F~! stetig sein, womit auch LHS(c) und RHS(c) als Zusammensetzung stetiger
Funktionen stetig sein miissen. Aufierdem wissen wir wegen der Definition von c(«), dass fiir

alle c < c(a) folgende Ungleichung gilt:
LHS(c) < RHS(c).

Zusétzlich gilt:
LHS(c(a)) = RHS(c(a)).

Wihlen wir nun eine Folge ¢, mit ¢, — c(a), ¢, < c(a@) und limc, = c(a). Wegen der Stetigkeit
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von LHS(c) und RHS(c) gilt nun:
LHS(c,) < RHS(c,) = LHS(c(a)) = lilgn LHS(c,) < lilgn RHS(c,) = RHS(c(@)).

Also haben wir folgende Gleichung gezeigt:

1-c(a)
% fa+(d_1)c(a) F Y u)du = LHS(c()) = RHS(c(a)) = (d — 1)F Y (a + (d — Dec(a)) + F1(1 - c(a)).

Gemeinsam mit (4.3) wurde also gezeigt, dass (4.2) mit Bemerkung 4.12 {ibereinstimmt und
damit ist (4.2) bewiesen. O

Bemerkung 4.13. Formt man den Ausdruck fiir den Fall c(a) = 0 um, erhilt man:

1 1
- EXL xor 1] Jpr1y *f @)dx Jresy ¥f @A
1 = = —_—
AE[XIX 2 F (@) = d g ] - XS e = 1 R
_ 4 f L £(x)dx
1-a Jp '

Analog kann man fiir die untere Grenze des Value-at-Risk eine Umformung fiir den zweiten Teil der
Maximumsfunktion berechnen:

(@) L

_ E[XT x<p1(ay] . xfodx g pF@

1 = = —_— —

dE[X|X < FY(a)] = d POCe Pl = d i " I f(0)dx.

(Se]

Bemerkung 4.14. In [12, S.401] finden wir die Aussage, dass c(«) genau dann 0 ist, wenn F vollstindig
mischbar ist. Wir wollen damit nun zeigen, dass eine Pareto-Verteilung nicht vollstindig mischbar sein
kann. Setze dafiir die Quantilfunktion der Pareto-Verteilung in c1(a) ein:

1-c
min{ce [0’ 1;01] : fa+(d1)c 16—tdt2 1_0;— > @0 Ol—(af(d—l)c) ’ { —?1—@]}'

Man sieht sofort, dass im Falle c = 0 eine Division durch O entsteht. Somit kann c(«) bei einer
Pareto-Verteilung nie 0 sein und somit ist diese Verteilung nie vollstindig mischbar.

Beispiel 4.15. Betrachte drei Pareto-Verteilungen mit p = 2 und 0 = 1. Zuerst kontrollieren wir, ob
die Voraussetzungen des Satzes 4.7 erfiillt sind. Folgendes muss erfiillt sein:

1. Die Dichte ist fallend auf dem Triiger.

2. Es existiert ein b € R, sodass die Dichte auf [b, o) fallend ist.

Zuerst wollen wir die zweite Voraussetzung iiberpriifen. Dazu setzten wir die Parameter in die Dich-
tefunktion ein und erhalten: p(x) = x—23 Diese Funktion ist fallend auf [1, co). Daher setzt man b = 1.
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Somit ist die zweite Voraussetzung erfiillt. Um nun die erste Voraussetzung zu iiberpriifen, miissen wir
den Triiger betrachten. Die Pareto-Verteilung ist nur fiir x > 0 = 1 definiert. Somit ist die Dichte, wie
bei der Uberpriifung von Voraussetzung 2 gezeigt wurde, fallend auf dem Triiger. Damit wurden die
Voraussetzungen iiberpriift und wir konnen Satz 4.7 anwenden.

Wir wollen nun ¢y berechnen. Dazu suchen wir das kleinste ¢ aus dem Intervall [0, 132 ] das folgende

Ungleichung erfiillt:

1—c
f Fl(t)dt > %(M‘l(a +20)+ F'(1 = ¢)).

+2c

Die Inverse einer Pareto-Verteilung mit = 2 und 6 = 1 ist F7\(t) = \/% Durch Einsetzen der

Inversen erhalten wir:

1=c 1 1—a-3c 2 1
dt >

a+2c V1 —t 3 \/1—(a+2c)+\/1—(1—c) '

Wendet man nun auf der linken Seite die Substitution u = 1 — t an, erhilt man:

u(t)=1-t
du _

7 =-1
dt = —du

1 1
dt:—f—du:—Z\/ﬂ+const:—2V1—t+const.
f\/l—t Vu

Setzt man nun die Grenzen ein, erhilt man: -2 \/1 -(1-¢)+ 2\/1 — (& + 2¢). Also erhalten wir
insgesamt folgende Ungleichung:

1-a-3c 2 1
2(Vi-a—-2c— o) > +—).
3 V1—-a-—-2c \/E
Nun kinnen wir mithilfe von dem Programm R c1 in Abhiingigkeit von a berechnen, indem wir eine
while-Schleife anwenden. Als niichstes setzten wir das berechnete c in die Formel aus Bemerkung 4.12
ein und erhalten damit sofort die obere Grenze des Value-at-Risk.
Als niichstes betrachten wir die Berechnung der unteren Value-at-Risk Grenze. Aus Kapitel 3.1

kennen wir die Dichte und Inverse einer Pareto(2,1)-Verteilung: f(x) = 2x73 und F7'(t) = ‘/% .
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Damit erhalten wir mit der Formel (4.1) und Bemerkung 4.13:

VaR (Sy) = max{(d — 1)F(0) + F (), dE(X|X < F"!(a))}

F1 ()
max {(d - DEY0) + F Y(a), g f X f(x)dx}
0

1 1
1 1 3[@ 3 1 6[@ D)
max<{2— + ,— x2x"dxy = max{2 + ,— X" “dx
{ Vi Vi-a @ } { Vi-a @1

1

1 17 Vi 1 1
=max<{2+ ,9[——] | =max<2+ ,9 - +1
1—-a al X1 4 l1—-a @ :
-
1
:max{2+ ,9[1— 1—cx]}.
l-a @

Wiihlen wir nun zum Beispiel a« = 0.95, erhalten wir:
max{6.47,4.90} = 6.47.

Um in R das Maximum von diesen beiden Werten zu berechnen, wird die Funktion pmax verwendet.
Plottet man die beiden Grenzen erhiilt man Abbildung 4.4.

50 Obere Grenze VaR
— Untere Grenze VaR

40

30

VaR

20

10 ///

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98

Abbildung 4.4: Obere und untere Grenzen des Value-at-Risk bei drei Pareto-Verteilungen mit
p=2und 0 =1

Mehrdimensionaler heterogener Fall

Fiir den mehrdimensionalen heterogenen Fall gibt es keine Formel. Um trotzdem die Grenzen
des Value-at-Risk berechnen zu kénnen, kann man den Rearrangement-Algorithmus verwen-

den, auf den wir im Kapitel 4.3 nidher eingehen werden.
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4.1.2 Expected Shortfall

Da der Expected Shortfall komonoton additiv ist, erhdlt man sofort seine obere Grenze:

d
ESu(L) = ) ESa(L).
i=1

Fiir den homogenen Fall gibt es fiir die untere Grenze in [2, Proposition 8.34, S.307] folgende
Formel:
Satz 4.16. Sei F = F1 = ... = F;, die ersten Momente seinen endlich und die Dichte sei fallend auf dem
Triger. Dann gilt fiir « € [1 —dc, 1), A = 1%‘ und X ~ F:
1 /\
B, (5= 5 [ (@=DF(@=10+F -y

wobei ¢ die kleinste Zahl in [0, %] sei, sodass

1-c
f FYd)dt > 1- dc((d —1D)F Y -1)) + F (1 -¢)).
(d-1)c d

Beweis. Siehe [1]. O

Beispiel 4.17. Wir wollen nun Satz 4.16 auf eine Pareto-Verteilung anwenden. Das konnen wir machen,
wenn wir f > 1 wihlen, da der Erwartungswert der Pareto-Verteilung dann endlich ist und die Dichte
auf dem Triger fallend ist. Wir wihlen wieder die Parameter p = 2 und 0 = 1 und betrachten drei
Risiken, somit ist d = 3.

Im ersten Schritt miissen wir ¢ berechnen. c ist der kleinste Wert aus [0, %], sodass

1= 9 1—3c( 2 1)
dt > + —.
2 V1-t 3 V1 -2c \/E

Durch analoge Rechnungen wie in Beispiel 4.15 kommt man auf folgende Ungleichung:

1-3c 2 1
2(V1-2c— Vo) > 3 (\/1__26+$).

Durch weiteres Umformen erhalten wir:

42



1-3c 2 1
T 02 5

2 —6¢ 1-3c
2V1=2c—2+c> +
3vi—2c 3+c

6(1 —2c) Ve —6c V1 —2c>2+c—6cVe+ V1 —2c-3cV1-2c
6Vc—12cVe—6cV1—2c> 2+ —6cve+ V1 —2c—3cV1-2c
4c—6cve—3cV1-2c> V1-2c
Ve(d = 60) > (3c+1) V1 - 2¢
c(4—6c)> > (1 -20)(3c+1)> = (1 —2c)(9c + 6¢c + 1)
16¢ — 48¢® + 36¢ > 9¢% — 18¢% + 6c — 12¢% + 1 — 2c = —18¢% — 3¢% + 4c + 1
54¢3 —45¢% +12c 1> 0
(3c —1)*(6c — 1) = 0.

Als niichstes berechnen wir die Nullstellen:

3c-1=0 6c—1=0
3c=1 6c=1
1 1
3 6

Da £ kleiner ist als %, istc = ¢ .
Somit konnen wir den Satz 4.16 fiir a € [%, 1) anwenden. Wir lassen uns nun von R die untere
Grenze mit der Formel 4.16 fiir a € [0.9,0.99] berechnen.
Die obere Grenze erhalten wir mit der komonotonen Additivitit des Expected Shortfall und mit der

Formel (3.2):

3
_ 6 )
ESo= Y ESy=3-ESy= 3%(1 _a)F.
i=1

Plottet man nun die beiden Grenzen erhilt man Abbildung 4.5.
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Abbildung 4.5: Obere und untere Grenzen des Expected Shortfall bei drei Pareto-Verteilungen
mitf=2und 0 =1

4.2 Zusammenhang Value-at-Risk und Expected Shortfall

Ist in Satz 4.7 ¢; = 0, dann gilt VaR,(S4) = ES4(S,). Das kann vorteilhaft sein, weil die obere
Grenze des Expected Shortfall leichter zu berechnen ist als die obere Grenze des Value-at-Risk.

Laut [2, Proposition 8.36, S. 309] besteht folgende asymptotische Aquivalenz zwischen der
oberen Grenze des Expected Shortfall und der oberen Grenze des Value-at-Risk:

Satz 4.18. Seien L; ~ F;,i > 1, fiir ein k > 1 sei

E(L; — E(L)[") gleichmif$ig beschriinkt (4.4)
und fiir a € (0, 1) gelte
d
o1
lim inf ; ESa(Li) > 0.
Dann gilt

1i E_Sa(sd)
m ———-
d—o0 VaRa(Sd)

Beweis. Siehe [5]. O

=1+0@di™Y).

Das bedeutet fiir grofie d gilt: VaRu(L) ~ ES,(L).

Beispiel 4.19. Wir wollen nun Satz 4.18 auf eine Pareto-Verteilung anwenden. Dazu miissen wir
zuerst iiberpriifen, welche Bedingungen die Parameter der Pareto-Verteilung erfiillen miissen, sodass
sie die Bedingungen des Satzes 4.18 erfiillen. Wir wihlen k = 2. Somit kann der Fehlerterm dann mit
O(d‘%) abgeschiitzt werden.
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Die erste Bedingung die wir iiberpriifen miissen ist:

E(L; — E(L)P) < 00 & fo oo(xz — 2xIE(L;) + E2(L;))BOPx P Ldx < oo

0 2xpo 292
o f (x2 _ 2P P )ﬁ@ﬁx‘ﬁ_ldx <o
0

+ 2
p-1 (B-1)
o) 2x—‘8526‘8+1 ﬁ36ﬁ+2x—ﬁ—1
o Ofx1F — + dx < oo
fo P B-1 E-17

Damit das erfiillt ist, muss p > 1 sein.
Fiir die zweite Bedingung muss fiir o € (0, 1) folgendes gelten:

d
1
harlr_l)glf ¥ ; ES,(L;) > 0.

Damit das erfiillt ist muss gelten:

Das bedeutet p > 1 ist erforderlich.
Wir konnen Satz 4.18 also fiir eine Pa(2,1)-Verteilung anwenden. Wir withlen a = 0.95 und
betrachten d = 2, ..., 10 homogene Risiken. Je grofier d wird, desto kleiner wird die Fehlerabschitzung.
Mit R kann man nun die obere Grenze des Expected Shortfalls mit der Formel aus Kapitel 3.1 und
der komonotonen Additivitit und die obere Grenze des Value-at-Risk analog zu Beispiel 4.15 berechnen.
Plottet man den Quotienten mit der Fehlerabschitzung erhilt man Abbildung 4.6.

M—UE
0 ES/VaR
0.5
o | 0 1d
- o
o
[
o | ° @ < ] o =]
o “ - ° ’
[T} [
o | o ©
o
I I I I
2 4 6 8

Abbildung 4.6: Asymptotische Aquivalenz zwischen der oberen Grenze des Expected Shortfall
und der oberen Grenze des Value-at-Risk fiir Pareto-Verteilungen mit § = 2 und 6 = 1 bei

einem Konfidenzniveau von a = 0.95
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Man sieht, dass je grofler d wird, desto mehr nihert sich der Quotient dem Wert 1. Auflerdem
befindet sich der Quotient immer innerhalb des Intervalls [1 — d‘%, 1+ d‘%].

Aus [2, Proposition 8.37, 5.309] stammt auch folgender Satz, der die Spanne der Abhéngig-
keitsunsicherheit des Value-at-Risk mit der des Expected Shortfall vergleicht.

Satz 4.20. Sei 0 < a1 < ap < 1. Falls die Dichtefunktionen F;,i > 1, (4.4),

d
1
lim inf ; —ES1_a,(-Xi) > 0 und

. 4 E(X)
limsu

7 .. < 1
d—co Y. q ESa (X))

erfiillen, dann gilt

. VaRy,(Sq) - VaR, (Sa)
liminf — >1
d=e ESq (Sa) —ES, (Sa)

Beweis. Siehe [5]. O

Das bedeutet, dass im Allgemeinen die Spanne der Abhdngigkeitsunsicherheit beim Value-
at-Risk grofer ist als beim Expected Shortfall.

Beispiel 4.21. Wir mochten Satz 4.20 auf eine Pareto-Verteilung anwenden. Dazu miissen wir wieder
zuerst die Voraussetzungen iiberpriifen. Dass (4.4) fiir p > 1 erfiillt ist, wissen wir bereits aus Beispiel
4.19. Als niichstes betrachten wir die zweite Voraussetzung. Aus [2, S.307] wissen wir:

104
—ESl_a(—X):é f VaR,(X)du.
0

Deshalb betrachten wir nun:

1 1 1
—f VaR,(X)du = —f 6(1 —u) Pdu.
a Jo a Jo

Wendet man nun die selbe Substitution an, wie bei der Berechnung des Expected Shortfall der Pareto

¢« o A-a)F 1
IZE— 1_l +1_l .
0 5 5

Verteilung erhilt man:

a _ 1—%
Lo -t = 9[_%
a Jo o

1
1-3

Wir wissen, dass 6 > 0 und o > 0. Damit der gesamte Ausdruck grofSer 0 ist, muss folgendes gelten:

1 (-
S 04

1 1
1-5 5

1-1
©1>1-a) .

Dal- % € (0,1) ist die Ungleichung erfiillt und die zweite Voraussetzung fiir § > 1 iiberpriift. Nun
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muss noch die dritte Voraussetzung iiberpriift werden. Dazu betrachten wir:

B
X _ L1 _g-gi<r
ESa(X3) pol-) P (1—a) B

B—1

Somit ist auch die dritte Bedingung erfiillt und wir konnen Satz 4.20 auf eine Pareto-Verteilung mit
B > 1 anwenden.

Wir betrachten wieder Pareto-Verteilungen mit den Parametern f = 2 und 0 = 1. Wieder withlen
wir a1 = ap = 0.95. Mithilfe von Satz 4.7, Satz 4.16 und der komonotonen Additivitit des Expected
Shortfall kann man alle Werte berechnen. Plottet man den Quotienten in R erhilt man Abbildung 4.7.

(VaR-VaR )i ES-ES)

10 11 12 13 14 15 18 17
L=}

Abbildung 4.7: Analyse der Abhédngigkeitsunsicherheit anhand Pareto-Verteilungen mit = 2

und 6 = 1 bei einem Konfidenzniveau von a = 0.95

Wie behauptet gilt

VaR.,(Sz) — VaR_ (S,)
lim inf ——— —a 7 g
d=e ESa,(Sa) — ES, (Sa)

4.3 Rearrangement-Algorithmus

Der Rearrangement-Algorithmus (RA) ist ein schnelles und effizientes numerisches Verfahren
um die oberen und unteren Grenzen des Value-at-Risk und des Expected Shortfall zu berech-
nen. Er basiert auf der Idee der Mischbarkeit. Der Vorteil des Rearrangement-Algorithmus
gegeniiber den expliziten Formeln aus dem Kapitel 4.1 ist, dass man die Grenzen fiir ein hete-
rogenes Portfolio auch fiir eine Dimension grofler als 2 berechnen kann. Der Rearrangement-
Algorithmus aus [4] kann sogar fiir Portfolios mit einer Dimension d > 1000 eingesetzt werden.

Bevor wir die einzelnen Schritte des Rearrangement-Algorithmus betrachten, benétigen

wir einige Definitionen. Zwei Vektoren a, b € RN werden entgegengesetzt angeordnet genannt,

47



falls (a; — ar)(b; — br) < O fiir alle 1 < j, k < N gilt. Fiir eine (Nxd)-Matrix X seien die Operatoren
s(X) und #(X) die minimale, bzw. maximale Reihensumme von X:

$(X) := min X; i t(X) := max E Xj i.
(X) 1<i<N b (X) 1<i<N &
1<j<d 1<j<d

In [4, S.10] werden die einzelnen Schritte des Rearrangement-Algorithmus beschrieben:

Rearrangement-Algorithmus fiir die Berechnung von VaR,(S;):
1. Wéhle ein N € N als Diskretisierungsparameter.

2. Definiere Matrizen X® = (gf‘j) und X' = (fffj) als

=5 {os 022)

und

— 1-a)i
X?fj :F]Tl (0(+ ( NOL)Z)/

—a)(N-1
fur1<i<Nund1l<j<d Ist FJTl(l) = oo, dann setzte E%,]- = FJTl ((x + %) Es
erfolgt also eine Diskretisierung des rechten Endes.

3. Vertausche zufillig die Elemente in jeder Spalte von X* und X",

4. Ordne fiir 1 < j < d die j-te Spalte der Matrix X* neu an, sodass sie entgegengesetzt
angeordnet zu der Summe der anderen Spalten ist. Dadurch erhalten wir eine Matrix X~,

bei der die Varianz zwischen den Reihensummen minimiert wurde.
5. Wende Schritt 4. auf die Matrix X an, sodass man eine Matrix X erhilt.
6. Definiere s, = s(X") und sy = s(i*). Es gilt s, < sy und

_ N Nooo ——
SN ;mgN _:mVaRa(Sd).

Das Intervall (s, sy) wird fiir VaR,(S;) Rearrangement-Bereich genannt. Die Lange (sy —sy;)
des Intervalls hdngt von der Dimension 4 des untersuchten Risikoportfolios und von dem
Diskretisierungsparameter N ab. Falls N grofs genug ist, gilt s\, < VaR,(5).
Rearrangement-Algorithmus fiir die Berechnung von VaR (S;):

1. Wéhle ein N € N als Diskretisierungsparameter.

2. Definiere Matrizen Z% = (gf‘j) und Z" = (foj) als

a -1 0((1—1)
Zi =5 (T)
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und ]
—a Qi
=5 (%)
fir1 <i<Nund1 < j<d.Es erfolgt also eine Diskretisierung des linken Endes.

Vertausche zufillig die Elemente in jeder Spalte von Z* und Z".

Ordne fiir 1 < j < d die j-te Spalte der Matrix Z* neu an, sodass sie entgegengesetzt
angeordnet zu der Summe der anderen Spalten ist. Dadurch erhalten wir eine Matrix Z°,

bei der die Varianz zwischen den Reihensummen minimiert wurde.
Wende Schritt 4. auf die Matrix Z an, sodass man eine Matrix 7 erhilt.
Definiere t; = t(Z") und N = t(z*). Es gilt t); < ty und

- N-ooo
~

5N EN Nzoo VaR (Sd)

Analog wie oben, bezeichnet man das Intervall (t, EN) als Rearrangement-Bereich fiir
VaR (S;). Falls N grofs genug ist, gilt tn > VaR (S,).

Rearrangement-Algorithmus fiir die Berechnung von ES (S,):

1.

2.

Wihle ein N € IN als Diskretisierungsparameter.

Definiere Matrizen V* = (2?]-) und V" = (5zj) als

a —1 Z_l
% =5 (%)
und ,
—a 1l
%= (x)

_a)(N-1
firl1 <i<Nund1l<j<d Ist FJTl(l) = 0o, dann setzte Eﬁ,,j = FJTl (a + %) Es

erfolgt also eine Diskretisierung des gesamten Tréagers.
Vertausche zufillig die Elemente in jeder Spalte von V* und Vv

Ordne fiir 1 < j < d die j-te Spalte der Matrix V® neu an, sodass sie entgegengesetzt
angeordnet zu der Summe der anderen Spalten ist. Dadurch erhalten wir eine Matrix V~,

bei der die Varianz zwischen den Reihensummen minimiert wurde.
Wende Schritt 4. auf die Matrix V" an, sodass man eine Matrix V' erhalt.
Definiere t;, = (V") und N = t(V*). Esgiltt, < ty und

- N-oo
~

N—>oo
IN ty = ES (Sa)
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Anwendung des Rearrangement-Algorithmus in R

Beispiel 4.22. Wir wollen nun den Rearrangement-Algorithmus verwenden um die obere und untere
Grenze des Value-at-Risk zu berechnen. Dazu werden wir eine Exponential(1.5)-Verteilung und eine
Normalverteilung (0,1) betrachten, damit wir die Ergebnisse mit Beispiel 4.6 vergleichen konnen.

Der Rearrangement-Algorithmus ist in R im Paket qrmtools implementiert. Die Funktion, die
wir verwenden werden, heifst RA und man muss ihr drei Parameter iibergeben: das Konfidenzniveau,
eine Liste mit den Quantilfunktionen der Rinder und einen Diskretisierungsparameter. Je grofer der
Diskretisierungsparameter gewiihlt wird, desto genauer ist das Ergebnis. Als optimalen Parameter kann
man angeben, ob man die obere oder untere Value-at-Risk Grenze oder die untere Expected Shortfall
Grenze berechnen mochte. Gibt man diesen Parameter nicht ein, erhilt man die obere Value-at-Risk
Grenze. Fiir weitere Details siehe [6, S.37-45].

Wir wihlen fiir unser Beispiel das Konfidenzniveau 0.95 und den Diskretisierungsparameter 10. In
der Praxis ist es iiblich einen Diskretisierungsparameter zwischen 1.000 und 100.000 zu wiihlen. Damit
es aber iibersichtlich bleibt nehmen wir einen niedrigeren.

Fiir die obere Value-at-Risk Grenze werden wir die genaue Berechnung betrachten und bei der
unteren Value-at-Risk Grenze nur die Ergebnisse.

Als erstes werden wir die beiden Matrizen X* und X" berechnen:

XK, Fi1(0.95+ E20)  Fy1(0.95 + 20 19972 1.6449

T Fll(O 95 4+ (= 095)(2 1) = (0‘95_’_ (- 095)(2 1)) 20674 1.6954

z‘;‘ll Kg,z F11(0 95 4+ (= 095)(3 1) o (0‘95+ (1- 095)(3 1)) 51459 17507
f , 1 (1- 095)(4 1) 1 (1- 095)(4 1)

x—g'l ﬁ'z i (0'95 a- 095)(5 1)) f (0'95 1- 095)(5 1)) 22350 1819

—1 -1

o, F71(0.95 + - 095 N 1) F;1(0.95 + - 095 - 1) 2.3377 1.8808

a8, = F1(095+! )< G020 Fy1(0.95+ )< Q02E=D) - = 24593 1.9600

X, a8, Fi1 (095 + &= 095)(7 Q0TD) - Fy1(0.95 + & °95)<7 A0 1)) 26080 2.0538
/ ’ 1 (1-0.95)8-1) 095)(8 1) 1 (1-0.95)8-1) 095)(8 1)

X a8, F71(0.95 + ) F'(0.95+ ) 2.7998  2.1701

x5, %, Fi1(0.95+ &= 095)(9 400-0) - Fy1(0.95 + & 095)(9 Q0996-D) 30701 23264
’ ’ 1 (1-0.95)(10-1) 095)(10 1) 3 (1-0.95)(10-1) 095)(10 1)

Xo1 Xop F71(0.95 + U200 Fy1(0.95 + E=22000)) 35322 2.5758
— — — 1-0.95)1 — 1-0.95)1
¥, T, Fi1(0.95+ S50 Fy1 (095 + U520 2.0674 1.6954
Y1 X F (095 + 1992)  F1(0.95 + (1=9292) 21459 1.7507
X3, X3 Fi1(0.95+ 5998)  F;1(0.95 + 1=9993) 22349 1.8119
¥ T Fi1(0.95+ &991)  Fj1(0.95 + U=9554) 2.3377 1.8808
X, X, F1(0.95+ S59%0) Byt (095 + L2R) 24593 19570
Yo, Yo = F(095+5552) Fp(095+ U50) = 26080 2.0538
Y1 X5 F (095 + &997) F1(0.95 + 129297) 2.7998 2.1701
Tg1 X Fi1(0.95+ &998)  F1(0.95 + U=959%) 3.0701 2.3264
X5, Xgp Fi1(0.95+ 9=898) 1 (0.95 + (9208 35322 25758
T Too F1(095 + &5222)  p1(0.95 + 1=02002) 3.9943 2.8070
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Da bei der Exponential- und Normalverteilung F~'(1) = oo ist, musste die Formel fiir ilfo,j adaptiert
werden.

Als niichstes werden die Elemente in jeder Spalte der Matrizen zufillig geordnet. Jede Spalte wird
nun neu geordnet, sodass sie entgegengesetzt angeordnet zu der Summe der anderen Spalten ist. Wir

erhalten nun die Matrizen X* und X und berechnen die Zeilensummen:

X, X, 2.7998 1.7507 | 45505 | X1, X, 3.9943 1.6954 | 5.6897
X, X, 3.0701 1.6954 | 47655 || %, X5, 2.0674 2.8070 | 4.8744
K;l 53,2 3.5322 1.6449 | 5.1771 E’;A zg,z 2.2349 2.3264 | 45613
Xy, X, 2.0674 23263 | 43937 || Xy, Xy, 2.7998 1.8808 | 4.6806
Eg,l 53,2 2.3377 1.9600 | 4.2977 zgll a‘c;,z 3.0701 1.8119 | 4.8820
X, X, = 19972 25758 | 45730 | Xg; X, = 26080 1.9600 | 4.5680
z;/l 5;12 2.6080 1.8119 | 4.4199 E;,l %;,2 2.1459 2.5758 | 4.7217
X1 X5, 2.1459 21701 | 43160 | X3, Xs, 2.3377 2.1701 | 4.5078
Xo1 X9 22349 2.0538 | 42887 || X5, Xgp 3.5322 1.7507 | 5.2829
X1 Yoo 24593 1.8808 | 43401 | Xjp1 Xio» 2.4593 2.0538 | 4.5131

Die minimale Reihensumme der Matrix X" ist s,; = 4.2887 und die minimale Reihensumme der Matrix
X ist 5y = 4.5078. Da wir N sehr niedrig gewithlt haben, ist der Rearrangement-Bereich in dem der
wahre Wert fiir die obere Value-at-Risk Grenze liegt noch sehr grofS. Wihlen wir N = 10.000 erhalten
wir einen deutlich kleineren Rearrangement-Bereich:

‘ sy bzw. ty, Sy bzw. ty  Vergleich mit Beispiel 4.6
VaRyos | 4.390591  4.390806 4.390699

VaR,qs | 1.643933  1.644917 1.644304

Wir sehen, dass die wahren Werte, die wir aus Satz 4.3 erhalten haben, in dem Rearrangement-Bereich

liegen.

Beispiel 4.23. Nun wollen wir den Rearrangement-Algorithmus anwenden, um die Ergebnisse von
Beispiel 4.17 zu iiberpriifen. Wir betrachten also zwei Pareto-Verteilungen mit den Parametern p = 2
und 0 = 1 und wihlen wieder N = 100.000 und a = 0.95. Wir erhalten fiir die untere Grenze des
Expected Shortfalls folgende Ergebnisse.

‘ ty tn Vergleich mit Beispiel 4.17

ESys | 17.23412 1842948 17.50888

Der wahre Wert aus Beispiel 4.17 liegt also in dem Rearrangement-Bereich.

Bemerkung 4.24. Alle Ergebnisse aus Kapitel 4.1 und 4.2 wurden mit dem Rearrangement-Algorith-
mus iiberpriift. Im Appendix befindet sich der R-Code fiir die Beispiele 4.22 und 4.23.
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4.4 Komonotonie- und Kontramonotoniecopula

Die Komonotonie- und Kontramonotoniecopula sind die Fréchet-Grenzen einer Copula. Daher
stellt sich die Frage, ob man die oberen und unteren Grenzen des Value-at-Risk erhilt, wenn
diese Copulae bentitzt werden. Diese Hypothese wollen wir in diesem Kapitel tiberpriifen.
Als Beispiel betrachten wir zwei exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter = 1.
Da wir dadurch den homogenen zweidimensionalen Fall haben, kénnen wir die Formeln aus

Satz 4.1 verwenden.

4.4.1 Komonotonie

Wir haben zwei komonotone Zufallsvariablen, wenn X = X; = X, gilt. Wir erhalten damit
X1+ Xp = 2X; = 2X, = 2X und insgesamt:

P[X; + X» < x] = P[2X < x] = P[X < ’Z—C] - P(’zf)

= F(;—C) =a o x=2FYa).

Aber die obere Grenze des Value-at-Risk ist 2F ! (“T“) Die beiden Ausdriicke sind nur

gleich, wenn folgendes erfiillt ist:

a_1+a
2
20=1+«
a:

4.4.2 Kontramonotonie

Um kontramonotone Zufallsvariablen zu erhalten wéhlen wir X; = F Il ()und X = F; la-u,
also haben wir X; = —In(1 - U) und X; = —In(1 — (1 — U)) = — In(U). Wir kdnnen zwischen der

ersten und zweiten Zufallsvariable folgenden Zusammenhang mithilfe von U entdecken:
eXi=1-UelU=1-¢%

= Xp = —In(U) = —In(1 - 7X1)

Damit erhalten wir X; + X = X; — In(1 — e7*1). Insgesamt ergibt das:
P[X; + X < x] = P[X; — In(1 — %) < «].

Die untere Grenze des Value-at-Risk ist aber F~!(a). Somit sehen wir, dass diese beiden

Ausdriicke nicht tibereinstimmen.
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Kapitel 5
Bivariate Verteilungsfunktionen

Das Ziel dieses Kapitels ist die Berechnung von IP[X; + X, < 5], weil man damit den Value-
at-Risk einer bivariaten Verteilung berechnen kann. Zuerst betrachten wir eine numerische
Berechnungsmethode der Verteilungsfunktion mithilfe des AEP-Algorithmus, danach eine
numerische Berechnungsmethode mittels Integration der Dichte.

5.1 Hyperwiirfel und Simplex

Da wir nur bivariate Verteilungen betrachten, werden wir auch nur zweidimensionale Sim-
plizia und Hyperwiirfel betrachten. Ein zweidimensionales Simplex ist ein Dreieck und ein
zweidimensionaler Hyperwiirfel ist ein Quadrat.

b b
Ein zweidimensionaler Hyperwriirfel Q(( bl ],h] c R? mit ( bl ) € R2und h € R ist
2 2

definiert als
Q[[ by J h] (b1, b1 + h] X (by, b2 + 1] falls i > 0,
by ) (b1 + 1, b1 X (b + 1, b] fallsh < 0.

b
Ein zweidimensionaler Simplex S [[ bl ), h] C IR? ist definiert durch:
2

X
[ ! ]eIRZ:xk—bk>O,ke{1,2}/\(x1—b1)+(x2—b2)sh fallsh > 0,
X2

X
[ ! ]EIRzixk—kaO,kE{1,2}/\(X1—b1)+(X2—172)>h falls h < 0.
X2

Betrachten wir eine zweidimensionale bivariate Verteilung H, dann induziert sie ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf Vg auf R? durch

H[ & ] = Vi [(=00,x1] X (=00, x7]].
X2
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0
Es gilt P[X; + X < 5] = Vg [S (( 0 ],s)] =: Vg [S(0,s)]. Daher suchen wir nun nach einer

Formel bzw. nach einer Approximation fiir Vg[S(0, s)]

5.2 Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus

Mithilfe des Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus kann man die Verteilungsfunktion von

zwei abhédngigen, nicht-negativen Zufallsvariablen berechnen, wenn eine absolut stetige biva-

riate Verteilungsfunktion gegeben ist. Den Algorithmus kann man auch fiir eine multivariate

Verteilungsfunktion und mehreren Zufallsvariablen anwenden. Wir werden aber nur den bi-

variaten Fall mit zwei Zufallsvariablen betrachten, fiir den allgemeinen Fall siehe [9].

b
2

2 R R R o P ) B
b2 bz b bz+l’l b2+h

Da es fiir das H-Mafs eines Simplexes keine explizite Formel gibt, wollen wir dieses Mafs durch

Fiir das Vy-Maf eines Hyperwiirfels Q( ], h) mit i > 0 gilt:

Ve |@Q

eine endliche Summe von H-MafSen von Hyperwiirfeln approximieren.

Ein Simplex kann man auf folgende Weise in einen Hyperwiirfel Q% und drei Simplizia
S;, S%, S; aufteilen, wobei die Aufteilung von einem Teilungsparameter & € [%, 1) abhédngt,
siehe dazu Abbildung 5.1:

S(0,5) = (QUSIUSH\ S5 (5.2)

Das H-Maf eines Simplexes kann man also folgendermafsen umschreiben:

Vi(S(0,5)) = V(@) + Vu(S)) + Vu(S3) = Vi(S3).

i
1
s |
O S(0,s)
Q'
(1-L)s -
3
S
0 - 2
| | | |
0 (1-¢)s £s s

Abbildung 5.1: Zerlegung des Simplexes S(0, s)
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Bemerkung 5.1. Fiir die Abbildung 5.1 wurden in R die Funktionen polygon fiir das Simplex und
rect fiir den Hyperwiirfel verwendet.

Fiir den ersten Iterationsschritt approximiert man den Simplex S(0,5) durch den Hy-

perwiirfel Q% und setzt dann in Formel (5.1) ein:

Vi(S(0,9)) ~ V(@) = Vi [Q ([ 8 J,gsﬂ =

0 és 0 és
=H -H -H +H .
0 0 &s cs
Im zweiten Iterationsschritt werden die drei Simplizia, die in (5.2) entstehen, approximiert:

Vi(S)) = Vi(Q)

o[ ool o)
zH[ & )_H[ (2-&)és )_H( & )+H( (2-&)és )
0 0 (1-&)&s (1-&)&s
Vi(S3) ~ Vi(Q)

o )
&s &s
~gl ol @298 | _ 4, &s Lyl @29 )
&s &s (2-28)¢s (2-28)¢s
Vi(S3) ~ V(&)
0 0
ool 2 oo
&s &s
cpl O |yl @-8% | _4 0 Lyl @8
&s &s (2-&)és (2-E)és
Im dritten Iterationsschritt werden auf dhnliche Weise die neun Simplizia, die im zweiten
Iterationsschritt entstanden sind, durch Hyperwiirfel approximiert. Nach jedem Iterations-

schritt verdreifachen sich also die Simplizia. Die ersten drei Iterationsschritte sieht man in
Abbildung 5.2.

55



O S(0,s) O S(0,5)
@ a', Q'j+a%+Q%
= a5

Abbildung 5.2: Die ersten drei Iterationsschritte des AEP-Algorithmus

Beispiel 5.2. Nun wollen wir den Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus benutzen um den Value-
at-Risk zu berechnen. Dazu betrachten wir Gumbel’s Bivariate Exponentialverteilung aus Kapitel 3.2
in einem Konfidenzniveau von a = [0.9,0.99] fiir 6 = 0.1, 6 = 0.5 und 6 = 0.95.

Wir wollen auch iiberpriifen, ob der Value-at-Risk innerhalb der theoretischen Grenzen aus Kapitel
4.1 liegt. Da wir zwei homogene Risiken betrachten und die Dichtefunktion einer Exponentialverteilung
fallend ist, konnen wir Satz 4.1 verwenden:

ViR (52) = F (@)

VaR,(S,) = 2F~ (1;“).

Die Inverse einer Exponentialverteilung haben wir in Kapitel 3.1 berechnet: F~'(u) = —ln(lp%u). Zusam-
men ergibt das fiir p = 1:
VaR (S2) = —In(1 — )

—-— 1+« 2-1-«a 1-«
VaRa(Sz)——Zln(l— > )——ZIn(T)——Zln( > )

Mittels R konnen wir den Arbenz-Embrechts-Puccetti-Algorithmus aus [9, S.53-56] durchfiihren

und gemeinsam mit den theoretischen Grenzen plotten. Wir wiihlen einen Teilungsparameter von & = 3

. Man erhilt Abbildung 5.3 und sieht, dass der Value-at-Risk fiir Gumbel’s Bivariate Exponentialver-

teilung innerhalb der theoretischen Grenzen liegt.
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Theoretische Grenzen des VaR
6=0.1

8=05

6=0.95

10

exponentialverteilte Risiken mit f = 1

5.3 Numerische Integration

Formel fiir das H-Maf$ eines Simplexes ist:

s S—X|
VulS(©0,9)] = f f h(x1, x2)dx1dxs.
0o Jo

_ d(x1,x2)
f fR xf(xlfxz)dxldXz— f fR yf(xl(yuyz),xz(yl,yz)) ETORTS

Daher fithren wir folgende Substitution durch:

Abbildung 5.3: Value-at-Risk fiir Gumbels Bivariate Exponentialverteilung fiir unterschied-

liche 0 mittels AEP-Algorithmus und die theoretischen Grenzen des Value-at-Risk fiir zwei

Eine Alternative zum AEP-Algorithmus ist die numerische Integration der Dichte. Dazu wer-
den wir eine adaptive Methode verwenden. Bei adaptiven Methoden muss man aufpassen,
dass durch das Abschneiden von (x; < s — x;) keine Unstetigkeit auf der Diagonale entsteht.
Um das zu verhindern, miissen wir das Simplex in ein Quadrat substituieren. Die allgemeine

In [7,S.2] findet man eine hilfreiche Formel, um so eine Substitution durchfiihren zu konnen:

dy]dyZ.

x1(y1,¥2) = y1
x2(y1,y2) = ( - %) Y2

Y1 =Xx1 =5

(1—%)y2:x2§s—x1 @(1—’%)y2§s—x1@y2§ =% =s
Fiir die Berechnung der Jakobi-Matrix erhalten wir:
dx1  Ox
oz | el |10 |y m
X X 2 1 '
Ay1, y2) ool TS 175 s




Insgesamt ergibt das also:

S S—X1 S S
f f h(x1, x2)dx1dxy = f f h(yl, (1 - E)yz) (1 - E)dyldyz.
0 Jo 0 Jo S s

Beispiel 5.3. Wir wollen nun mithilfe des R-Package cubature die Dichte numerisch integrieren und
damit den Value-at-Risk im Bereich von a = 0.9 bis a = 0.99 mit R zeichnen. Aus dem Package cubature
werden wir die Funktion hcubature verwenden. Diese Funktion fiihrt eine adaptive multidimensionale
Integration iiber Hyperwiirfel aus. Fiir mehr Details siehe [11, S.2].

Dazu betrachten wir wieder Gumbels Bivariate Exponentialverteilung fiir 6 = 0.1, 0 = 0.5 und
0 = 0.95. Auch die theoretischen Grenzen zeichnen wir wieder ein. Wir erhalten Abbildung 5.4.

— Theoretische Grenzen des VaR
10 — 8=01
— e=05

8=0.95

Abbildung 5.4: Value-at-Risk fiir Gumbel’s Bivariate Exponentialverteilung fiir unterschiedli-
che O mittels Integration der Dichte und die theoretischen Grenzen des Value-at-Risk fiir zwei
exponentialverteilte Risiken mit g = 1

5.4 Kontrolle der Ergebnisse

Beispiel 5.4. Wir wollen nun iiberpriifen, ob die R-Codes die wir in Kapitel 5.2 und 5.3 verwendet haben
auch die korrekten Ergebnisse liefern. Aus Kapitel 3.1 wissen wir, dass die Summe von n unabhingiger
Exp(B)-verteilten Zufallsvariablen I'(n, B)-verteilt ist. In Kapitel 3.2 haben wir herausgefunden, dass die
Randverteilungen der Gumbel’s Bivariaten Exponentialverteilung exponentialverteilt mit dem Parame-
ter B = 1 sind. Da wir unabhingige Zufallsvariablen benotigen setzten wir 6 = 0. Fiir s = 5 erhalten
wir:
Methode Ergebnis

AEP-Algorithmus 0.9595723

Integration mittels Dichte | 0.9595723

Gamma(2,1)-Verteilung | 0.9595723
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Anhang A

R-Codes

Beispiel 4.6

###Exponential-Normalverteilung Beispiel
rm(list=1s())

#Parameter der Exponentialverteilung
1 <-1.5

#Parameter der Normalverteilung
u <-0
s <-1

#Konfidenzniveau
alpha <-seq(0.9,0.99,by=0.0001)

#Funktion definieren, die Quantilfunktion zuriickgibt

Q1 <- function(alpha) gexp(alpha,l)
Q2 <- function(alpha) gnorm(alpha,u,s)

#Anwendung der Formel fiir die untere Grenze

uG <- Vectorize (function(alpha) optimize(function(x) Q1(x)+Q2(alpha-x),

c(0,alpha) ,maximum=TRUE) $objective)

uGl <- uG(alpha)

#Anwendung der Formel fiir die obere Grenze

oG <- Vectorize (function(alpha) optimize(function(x) Ql(alpha+x)+Q2(1-x),
c(0,1-alpha) ,maximum=FALSE) $objective)

oGl <- oG(alpha)



#Nun konnen wir die Grenzen plotten. Die Abbildung befindet sich im Beispiel.
plot(x=alpha,y=uGl, type="1",x1im=c(0.9,0.99),ylim=c(1.4,6),

xlab = expression(alpha),ylab = "VaR",lwd=2,col="red",las=1)
par (new=TRUE)
plot(x=alpha,y=0G1, type="1",x1im=c(0.9,0.99),ylim=c(1.4,6),

xlab = expression(alpha),ylab = "VaR",lwd=2,col="green",las=1)
legend("top",legend = c("Untere Grenze VaR","Obere Grenze VaR"),

col = c("red","green"),lwd=2)

#Als ndchstes wollen wir stichprobenartig iiberpriifen, ob wir dieselben
#Ergebnisse mit dem Rearrangement-Algorithmus erhalten.
#Fir die Funktion "RA" bendtigen wir das Packet "qrmtools".

library(qrmtools)

#Fir den Rearrangement-Algorithmus bendtigen wir eine Liste mit
#den Randverteilungen.

gF <- c(list(function(p) qexp(p,1)),list(function(p) gnorm(p,u,s)))

#Wir wollen die Ergebnisse fiir drei verschiedene Konfidenzniveaus iiberprifen
alphal <-0.9
alpha2 <-0.95
alpha3 <-0.99

#WWir wahlen einen Diskretisierungsparameter von 1000
dp <- 1000

#Berechnung der Rearrangement-Bereiche
0G2.1 <-RA(alphal, gF , dp, method = c("worst.VaR") )$bounds
uG2.1 <-RA(alphal, gF , dp, method = c("best.VaR") ) $bounds

0G2.2 <-RA(alpha2, gF , dp, method
uG2.2 <-RA(alpha2, gF , dp, method

c("worst.VaR") ) $bounds
c("best.VaR") ) $bounds

0G2.3 <-RA(alpha3, gF , dp, method
uG2.3 <-RA(alpha3, gF , dp, method

c("worst.VaR") ) $bounds
c("best.VaR") ) $bounds

#Uberpriifung ob sich der Wert aus der Formel innerhalb des
#Rearrangement-Bereiches befindet

0G2.1[1] < oG1[1] & 0oG1[1] < 0G2.1[2] #TRUE
0G2.2[1] < oG1[501]& oG1[501] < 0G2.2[2] #TRUE
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0G2.3[1] < oG1[901] & 0oG1[901] < 0G2.3[2] #TRUE

uG2.1[1] < uG1[1] & uGl[1l] < uG2.1[2] #TRUE
uG2.2[1] < uG1[501] & uGl[501] < uG2.2[2] #TRUE
uG2.3[1] < uG1[901] & uGl[901] < uG2.3[2] #TRUE

Beispiel 4.22

#Exponential-Normalverteilung Beispiel
rm(list=1s())

#Fir die Funktion "RA" benodtigen wir das Paket "qrmtools".

library(qrmtools)

#Konfidenzniveau
alpha <- 0.95

#Liste der Randverteilungen
gF <- c(list(function(p) qexp(p,1.5)),list(function(p) gnorm(p,0®,1)))

#liefert unter anderem die Werte aus den Tabellen und den
#Rearrangement-Bereich

RA(Calpha, gF , 10, method = c("worst.VaR") )

testl <- RA(alpha, qF , 10000, method = c("worst.VaR") )
test2 <- RA(alpha, gF , 10000, method = c("best.VaR") )

#Ausgabe des Rearrangement-Bereiches

test1$bounds
test2$bounds

Beispiel 4.23

###Pareto Beispiel
rm(list=1s())

#Fiur die Funktion "RA" bendtigen wir das Paket "grmtools".

library(qrmtools)

#Konfidenzniveau
alpha <- 0.95
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#Quantilfunktion der Pareto-Verteilung definieren
gpare <-function(t,beta,theta){

p <- theta*(1-t)"(-1/beta)

return(p)}

#Liste der Randverteilungen

gF <- rep(list(function(p) qgpare(p,2,1)),3)

#Anwendung des Rearrangement-Algorithmus und Ausgabe des
#Rearrangement-Bereiches

test3 <-RA(alpha, gF, 100000,method = c("best.ES™) )
test3$bounds

Beispiel 5.4

###Kontrolle der Ergebnisse
rm(list=1s(all=TRUE))

X <=5

d <-2 #Anzahl der Risiken

theta <-0 #Parameter fir Gumbels Bivariate Exponentialverteilung
beta <-1 #Parameter der Randverteilungen

absErr=1e-5  #Genauigkeit

#AEP-Algorithmus
N=2"d-1
iter=25 #Anzah]l der Iterationen

xi=2/3 #Teilungsparameter

b=1list()
b[[1]] =matrix(rep(0,d),ncol=1)
h=1list()
h[[1]]=x
s=1list()
s[[1]]=1
VH=1ist ()
LB=1ist(Q)
UB=1ist()
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AE=1ist(Q)

y=t(as.matrix(expand.grid(rep(list(0:1),d))))
colnames(y)=NULL

#Gumbels Bivariate Exponentialverteilung
H=function( x ) 1- exp(-x[1])-exp(-x[2])+exp(-x[1]-x[2]-theta*x[1]*x[2])

m=seq(0,0,length.out = N)
for (j in 2: (N+1)){
if(sum(y[,j1D<(1/xi)) {
m[j-11=(-1)"(1+sum(y[,31))}
else if(sum(y[,j1)>(1/xi)) {
m[j-11=(-1)" (d+1-sum(y[,j1))}
else {m[j-1]=03}}

#H-MaR eines Hyperwiirfels
Q =function(b,h){
bl=b[1]
b2=b[2]
H(c(bl+h,b2+h)) - H(c(bl+h,b2)) - H(c(bl,b2+h)) + H(c(bl,b2))}

P=0
for(n in l:iter){
VH[ [n]]=rep (0, times=N"(n-1))
LB[[n]]=rep(0®,times=N"(n-1))
UB[[n]]=rep(0®,times=N"(n-1))
AE[[n]]=rep(0,times=N"(n-1))
for(k in 1:N"(n-1)) {
for(j in 1:(N+1)) {
VH[ [n]][k]=VH[[n]][k]
+(-1) " (d-sum(y[,j1)*H(b[[n]][,k]+xi*h[[n]][k]1*y[,31)}}
G=0
Pstern=0
for(k in 1:N"(n-1)){
G=G+s[[n]] [k]*VH[[n]][k]
Pstern= P +(d-1)"d/(2"d*factorial (d))*G}
for(k in 1:N"(n-1)) {
P=P+s[[n]][k]1*VH[[n]][k]}

Error=0



for(k in 1:N"(n-1)) {
LB[[n]]1[k] = Q(b[[n]]IL[,k],xi*h[[n]1][k])
-Q(b[[n]][,kI+xi*h[[n]1][kI*y[,4],(1-2*xi)*h[[n]][k])

UB[[n]][k] = Q(b[[n]][,k],xi*h[[n]][k])
+Q(b[[n]]1[,k]+xi*h[[n]][k]*y[,2], (1-xi)*h[[n]][k])
+Q(b[[n]][,k]+xi*h[[n]][k]*y[,3], (1-xi)*h[[n]][k])

AE[[n]][k] = UB[[n]][k]-LB[[n]][k]

Error=Error + AE[[n]][k]}
if(Error<=absErr)break
if(n==iter)break
b[[n+1]]=matrix(ncol=N"n,nrow=d)
h[[n+1]]=rep(NA, times=N"n)
s[[n+1]]=rep(NA, times=N"n)
for(k in 1:N"(n-1)){
for(j in 1:N) {
b[[n+1]1]1[,N*k-N+j]1=b[[n]][,k]+xi*h[[n]][k]*y[,j+1]
h[[n+1]][N*k-N+j]=(1-sum(y[,j+11)*xi)*h[[n]][k]
s[n+1]] [N*k-N+j]=s[[n]][k]*m[jI}}}

#Integration mittels Dichte
library(cubature) #benotigen wir fir die Funktion ’'hcubature’

#Dichte von Gumbels Bivariater Exponentialverteilung

h=function(t) {
f= exp(-t[1]-t[2]-theta*t[1]*t[2]) *((l+theta*t[1])*(1+theta*t[2])-theta)
return(ifelse(t[1]>0 && t[2]>0,f,0))}

#Substitution
hh =function(t) h(c(t[1], (1-t[1]/x)*t[21))*(1-t[1]/x)

Int = hcubatureChh,rep(0,d),rep(x,d),tol=absErr)
Int$integral

#Gamma (2, 1)-Verteilung
pgamma(x,d,beta)

VI
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