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Kapitel 1

Einleitung

Tarifierung! ist:

”Kalkulation der Nettorisikoprdmie (Risikopréamie, Pramienkalkulation) eines Versiche-
rungsvertrags nicht auf individueller Basis, sondern zum Zweck der Verringerung des
Einflusses von Zufallsschwankungen in den Beobachtungsdaten auf der Basis der Einbet-
tung von Risiken in ein Tarifkollektiv.”

Wie jedes Unternehmen sind auch Versicherungen taglich damit beschéaftigt den grofitmogli-
chen Gewinn zu erwirtschaften und ihre Strategien dahingehend zu optimieren. Dabei gibt
es eine Menge an verschiedenen Faktoren und Wege, dieses Ziel zu realisieren. Einen we-
sentlichen Prozess stellt dabei die Preisgestaltung der Versicherungsprodukte, die letztlich
an den Kunden verkauft werden wollen, dar.

Das Ziel ist es, die hochstmogliche Pramie bei angemessener Versicherungsleistung zu
erwirtschaften, die fiir den Kunden aber noch lukrativ erscheint. Natiirlich hat nicht nur
der Preis Einfluss auf das Kaufverhalten eines Versicherungsnehmers, jedoch ist der Preis
in der Entscheidung oftmals nicht unwesentlich.

Gerade in Versicherungssparten, die einen sogenannten gesattigten Markt betreffen, wie
es in Osterreich beispielsweise bei der Kraftfahrzeug-Haftpflicht oder Haushaltsversiche-
rung der Fall ist, gewinnt die Preisoptimierung sowie die genaue Selektion der Risiken
(dem Versicherungsnehmer) immer mehr an Bedeutung. Doch genau diese Selektion wird
auch aufgrund der immer strenger werdenden Datenschutzbestimmungen fiir Versicherer
immer schwieriger.

Diese Arbeit setzt sich mit der Erstellung einer Scoring Tarifstruktur auseinander, die
es moglich macht, jeden Kunden anhand von statistisch erfassten Parametern in eine
Risikoklasse einzuordnen und somit eine angemessene Pramie anzubieten. Die Analyse
der Daten und die Erstellung dieser Risikoklassen erfolgt mit Hilfe von Verallgemeinerten
Linearen Modellen.

vgl. [10] Definition



Verallgemeinerte Lineare Modelle stellen eine Erweiterung des klassischen Linearen Mo-
delles dar, was nichts anderes als eine lineare Regression darstellt. Es handelt sich dabei
um ein Analyseverfahren bei dem versucht wird, die beobachteten abhéngigen Variablen
durch unabhangige Variablen zu schatzen. In der Versicherung bedeutet das, dass ver-
sucht wird, das Schadenverhalten bzw. die Schadenfreiheit mit Hilfe aller zur Verfiigung
stehenden Variablen zu erklaren um daraus die Pramie fiir zukiinftige Vertrage besser
validieren zu koénnen. Dabei ist es auch wichtig, herauszufinden welche erhobenen Pa-
rameter wesentlichen Einfluss auf das Schadenverhalten haben und welche nicht. Man
spricht dabei von der Trennung der systematischen Komponenten vom Zufall.



Kapitel 2

Verallgemeinerte Lineare Modelle

Bei Linearen Modellen, die einer klassischen linearen Regression entsprechen, wird an-
genommen, dass die Responsevariablen (Zielvariablen) Y; fiir ¢ = 1,..., N stochastisch
unabhéangig und normalverteilte Groflen mit Erwartungswert p; und konstanter Varianz
o? besitzten.

Eine lineare Regression ist ein statistisches Analysverfahren, dessen Ziel es ist, eine be-
obachtete Variable (Zielvariable) durch eine oder mehrere unabhéngige Variablen zu be-
schreiben.

Allgemein formuliert, hat ein klassisches Lineares Modell die Form:
Yi = Py + Tfs + - 2 B + 6 = 2] B+ €, 1=12-- N
Die kompakte Notation lautet:
y=XB+e

Dabei handelt es sich bei y um die Zielvariablen, X ist die Designmatrix der unabhangigen
Variablen, 5 der Regressionskoeffizient mit dem die Daten geschétzt werden und e ist der
Fehlerterm. Die Zielvariablen y; sind unanbhangig normalverteilt mit Varianz o2. Fasst
man die Fehlerterme ¢; zusammen, so ist der Erwartunsgwert des Fehlerterms gleich 0.

Ein Lineares Modell entspricht somit der Form
E(Y;) :Ni:xzrﬁ Yz"\’N(,ui,Uz) EiNN(O,JQ)

das mit den unabhangigen Zufallsvariablen Y7, ..., Yy die Basis vieler Datenanalysen dar-
stellt. Jedoch ist die Annahme einer Normalverteilung nicht immer angemessen. Dazu
betrachte man zum Beispiel Modelle fiir absolute Haufigkeit oder relative Anteile.

Weiterentwicklungen in der Statistik erlauben uns aber nun die Linearen Modelle anzu-
passen und in folgenden Punkten zu verallgemeinern:

Zum einen muss die Responsevariable nicht nur einer Normalverteilung entsprechen und
zum anderen muss der Zusammenhang zwischen Responsevariable Y; und der erklaren-
den Variable x; (auch unabhéngige Variable oder Regressor genannt) nicht linear sein.
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Auflerdem darf die Varianz vom Erwartungswert abhéngen.

Der Fortschritt in der Verteilungsannahme fiir Verallgemeinerte Lineare Modelle (genera-
lized linear model - GLM) wird im folgenden Unterkapitel genauer beschrieben. Anstatt
der Normalverteilung kann fiir ein GLM auf eine Verteilung aus der Exponentialfamilie
zuriickgegriffen werden.

Ein weiterer Fortschritt liegt in der Erweiterung der numerischen Methoden um den
Parameter § des vorhin beschriebenen Linearen Modelles zu schatzen. Dabei existiert
eine nichtlineare Funktion beziiglich dem Erwartungswert und der linearen Komponente
der Form

g(pi) = xz‘TB'

Die Funktion g wird auch Linkfunktion genannt.



2.1 Exponentialfamilie von Verteilungen

In Verallgemeinerten Linearen Modellen betrachtet man eine Zufallsvariable Y, deren
Dichte aus der Exponentialfamilie stammt.

Definition 2.1.1
Die Verteilung einer Zufallsvariable Y gehort zur Exponentialfamilie, wenn sich die Dichte-
bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion in folgender Form darstellen lasst

y0 — b(0)
a(¢)

Die Funktionen a(.), b(.) und ¢(.) sind messbare Funktionen mit a(¢) > 0. Bei den iibrigen
Variablen handelt es sich um den kanonischen Parameter # und den Dispersionsparame-
ter ¢. Kann ¢ als feste Grofle betrachtet werden, handelt es sich bei f(y,0,¢) um eine
einparametrige Exponentialfamilie.

f<y7 07 ¢) = €Xp ( + C(y, (b)) \V/y c R.

Nun werden einige wichtige Verteilungen der Exponentialfamilie erlautert.
Normalverteilung
Fiir die Verteilung Y ~ N(u, 0?) ist die Dichtefunktion durch
1 (y — w)?
2 - —— —_——
f(y,M,O')—WGXP( 202

=ty 1 2
= exp = —202—§log(27m) ,yeR

gegeben. Setzt man in die Definition 2.1.1 die Parameter § = p und ¢ = o2, so fiihrt dies
zur Exponentialfamilie mit folgenden Funktionen:

al6) = 6
6;2
(9. ) = =5 - 3 log(2r0)

Die Normalverteilung wird fiir Modelle mit stetigen oder kontinuierlichen Daten verwen-
det, die eine symmetrische Verteilung haben. Sie wird aus mehreren Griinden bevorzugt
verwendet. Viele Naturphdnomene, wie zum Beispiel Korpergrofle oder der Blutdruck
von Menschen, sind weitgehend durch eine Normalverteilung beschrieben. Auflerdem ist
der Durchschnitt oder ein zufalliger Ausschnitt von Daten, die nicht normalverteilt sind,
annaherungsweise normalverteilt. Dieses Ergebnis liefert der Zentrale Grenzwertsatz.



Poissonverteilung
Fiir die Verteilung Y ~ P(u) ist die Dichtefunktion durch

L
fly,p) = e "= exp(ylogpu —p —logy!,) y=12,3,..

gegeben. Mit den Parametern 6 = log ;4 und konstantem ¢ = 1 erhélt man die Exponen-
tialfamilie mit folgenden Funktionen:

a(®)
b(6) = exp(6)

c(y, p) = —logy!

Die Poissonverteilung wird fiir Modelle herangezogen, die sich mit der Anzahl von Ge-
gebenheiten beschéftigen. In der Praxis handelt es sich dabei oft um die Anzahl von
Ereignissen in einem bestimmten Zeitintervall, wenn die Eintrittswahrscheinlichkeit sehr
gering ist und die Ereignisse unabhéngig voneinander sind. Wie wir spater sehen werden,
wird fiir die Modellierung von Schadenanzahlmodellen eines Versicherungsportfolios die
Annahme einer Poissonverteilung verwendet.

Wenn eine Zufallsvariable poissonverteilt ist, so sind der Erwartungswert und die Varianz
gleich. Bei der Modellierung von offensichtlich poissonverteilten Daten, kommt es oft vor,
dass die Verteilung eine hohere Varianz hat. Man spricht dann von einer ”overdispersi-
on”, einer Abweichung von der Poissonverteilung und muss die Modelle gegebenenfalls

anpassen.
Gammaverteilung

Fiir die Verteilung Y ~ I'(a, A) ist die Dichtefunktion durch

a

fly,a,\) = exp(=Ay)y*" FA(G) :

gegeben. Damit gilt, dass der Erwartungswert die Form E(y) = { und die Varianz die
Form V (y) = 3% hat. Durch die Reparametrisierung von p =

a,\,y >0

% mit v = a erhélt man fiir
den Erwartungswert E(y) = u und fir die Varianz V(y) = “72 Die Dichtefunktion kann
man wie folgt darstellen:

1
['(v)

fly,p,v) = exp(—;y)(ﬁ)”y”’

= exp ((—gy) +rvlogry —vlogu+ (v —1)logy — log'(v)

1 1
y(—=) + log(=
:exp<( “)1 (“)+1/log1/—{—(V—l)logy—logf‘(y)>, v,y >0

v



Mit 0 = —% und ¢ = ll/ erhéalt man die Exponentialfamilie mit folgenden Funktionen:

a(¢) = ¢
b(0) = —log(—0)

c(y, ) = }blog% + (glb - 1) logy —logl’ (%)

Fiir Versicherungsunternehmen eignet sich die Annahme einer Gammaverteilung fiir Mo-
delle die sich mit der Schadenshche von Einzelschaden auseinandersetzen.
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2.2 Parametrisierung

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit der Parametrisierung der Klasse der Verallge-

meinerten Linearen Modelle. Im Wesentlichen kann man drei Komponenten unterschei-

den':

1. stochastische Komponente: y; ~ Exponentialfamilie (6;) mit E(y;) = p; = u(6;)
2. systematische Komponente: n; = z, 3

3. Linkfunktion: g(u;) = n;

Dabei bezeichnet y = (y1,--- ,y,)' den Zufallsvektor bestehend aus n unabhingigen
Komponenten y; mit F(y;) = u; und Var(y;) = a;¢V (u;) (siehe 2.3 Parameterschétzung).
Des weiteren bezeichnet der Vektor z; = (x;1;- - , ;)" die Kovariablen bzw. den Vektor

der bekannten erklarenden Variablen.
Im folgenden Abschnitt wird niaher auf die oben angefiihrten Komponenten eingegangen?.
Stochastische Komponente

Die Beobachtungen des Zufallsvektors y;, ¢ = 1,...,n haben eine Dichtefunktion aus der
Exponentialfamilie von Verteilungen mit Erwartungswert p;. Allgemein formuliert, kann
die Dichtefunktion als

in <y17 eia ¢) = €exp (yl@%(b?(@) + C<yi7 ¢7 wz))

wi

mit den bekannten Gewichten w; und > w; = 1 geschrieben werden. Damit héngt die
i=1
Verteilung der Zufallsvariablen von einem n-dimensionalen Parameter 6 = (0;,--- ,6,)

bei gegebenen Dispersionsparamter ¢ ab.

Da bei Betrachtung von n Beobachtungen sowie n Parametern die Erstellung einer aus-
sagekréftigen Statistik nicht moglich ist, ist es das Ziel, dass man eine Abhangigkeit der
Verteilung rein von k exogenen Grofien (i, --- , By erreicht. Um dieses Ziel zu erreichen,
bendtigt man die oben erwahnten weiteren Komponenten.

Systematische Komponente

Zu jeder Beobachtung y; des Zufallsvektors y existieren verschiedene unabhangige Merk-

male x;;, j = 1,..., k. Die Linearkombination dieser Kovariablen wird zu einem linea-
ren Pradiktor n = (ny,--- ,7,) zusammengefasst. Jede Kovariable hat einen speziellen
Einfluss auf die abhangige Variable, gemessen durch 5;, 7 = 1,..., k. Fiir den linearen

Pradiktor gilt:

Lygl. [5] Seite 19
Zyvgl. [4] Seite 7-8
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k
n = Zﬁjxij bzw. n:=Xp mit X =(Xy, -, X, eR™F
j=1

Die Matrix X wird auch als Design Matrix bezeichnet.
Linkfunktion

Die Linkfunktion g(.) : R — R verbindet die stochastische Komponente mit der systema-
tischen Komponente durch eine Transformation des Erwartungswertes. Diese Funktion
wird auflerdem als monoton und differenzierbar vorausgesetzt. Es gilt:

k
g(ﬂi)zmzzfcijﬂj:xzﬂa t=1,---,n
j=1

Das bedeutet, dass der Mittelwert u; der i-ten Beobachtung von den unbekannten Pa-
rametern 3y, - - - , 8, abhangt. Eine Linkfunktion ist kanonisch, fallsn;, =6, Vi=1,--- n.

Grundlegende Unterschiede zwischen dem Verallgemeinerten Linearen Modell und dem
Linearen Modell sind unter anderem:

1. keine allgemeine Additivitat beziiglich der nicht beobachtbaren Fehlerterme ¢; wie
beim einfachen Modell

2. die Varianz kann vom Erwartungswert abhangen

3. eine Funktion des Erwartungswertes wird linear modelliert

12



2.3 Parameterschatzung

Im folgenden Abschnitt werden wir uns mit der Schatzung des Modellparameters ausein-
andersetzen. Dies erfolgt mit der gangigen Maximum Likelihood-Methode.

Da fiir die Bestimmung des Erwartungswertes und der Varianz der Verteilungen aus der
Exponentialfamilie die Betrachtung der Log-Likelihoodfunktionen wesentlich ist, folgen
zunachst einige wichtige Satze.

Satz 2.3.1
Fiir die Ableitung der Log-Likelihood Funktion i(y, ) = log f(y, ) gilt unter den Regu-
laritatsbedingungen:

LB (2%2) =0

00
2. E (%)2 _E (_825%%,9)> —0

Mit

oly.0) 1 0f(y.0) -

00 f(y.0) 00 und /Rf(yﬁ)dy— 1

folgt 1., da

oy, 0)\ . (0fy,0) 1 \ _ [0f(w0), 9 -

E( 04 )E( o6 f&@>4 ae‘@%ﬁj%@@Q

Punkt 2. gilt aufgrund der Kettenregel

?l(y,0)\ _ Pfly,0) 1 of(y,0)df(y,0) 1
EC’@W >‘EC'8W O L f@@J
_ f(y,0) dl(y,0) dl(y,0)
- /R gz W /R 00 06

:E(azg/ée)y'

f(y,0)dy

Mit dem Satz 2.3.1 ergeben sich folgende Resultate fiir den Erwartungswert bzw. fiir die
Varianz von Exponentialfamilien.

Fiir den Erwartungswert gilt:

13



Fiir die Varianz gilt:

062 00
_ b)) | war(y)
T IR )

Somit ist die Varianz ein Produkt von zwei Funktionen. Die Funktion b(.), welche Kumu-
lantenfunktion genannt wird, ist eine von 6 und damit vom Erwartungswert abhangige
Funktion, wobei es sich bei der Funktion a(¢) um eine vom Erwartungswert unabhéngige
Funktion handelt. Auerdem wird vorausgesetzt, dass die Funktion b(.) zweimal differen-
zierbar und somit invertierbar ist. Durch folgende Umformung

V() =pn=0=0"(n

erhalt man die Varianzfunktion

V() = b"(0 (1) = b"(0)-

Diese beschreibt den Einfluss des Erwartungswertes p auf die Varianz von .

Satz 2.3.2 Wedderburn (1974)
Fiir eine Beobachtung y mit E(y) = g und wvar(y) = ¢V (u) hat die Log-
Likelihoodfunktion {(y, 1) = log f(y, 1) die Eigenschaft

oy, p) _ y—n
Op oV (n)’

dann und nur dann, wenn die Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion von y in der Form

exp (ye_Tf)(e) + c(y, ¢))

geschrieben werden kann, wobei # eine Funktion von g und ¢ unabhéngig von p ist.

14



Satz 2.3.3
Liegt eine n-elementige Zufallsstichprobe y;, ..., y, aus der Exponentialfamilie vor, so ist
der Maximum Likelihood-Schatzer fiir i die Nullstelle der Scorefunktion

" Ol(y;, 0 ol(y;, 0 s — (0
Z (gﬂ)zz (yi z;y

i=1 i=1

Mit 0'(0) = p und wegen

o ov(0)
a0 00

= 0"(0) = V(n)

vereinfacht sich die Score-Funktion zu

0y, 0) N~ Vil = Ui
20w " LoV X vary)

=1

2.3.1 Maximum Likelihood-Schatzung

Das Ziel wird es nun sein, einen geeigneten Schatzer fiir den Parametervektor 5 zu kon-
struieren.

Es werden die Zufallsvariablen y, ..., y, mit folgender Dichte betrachtet:

friyi, 05, ¢) = exp (T() + (v, d),wi))
Bei wy, ..., w, handelt es sich um bekannte Volumsmafe. Fiir die Likelihoodfunktion gilt
somit

n

L(y,0,0) = [ [ fv.(vi, 0, 9).

i=1

In weiterer Folge wird man durch das Maximieren der Maximum Likelihoodfunktion ver-
suchen, einen geeigneten Maximum Likelihood-Schétzer zu finden. Dabei sucht man den
Parameter 3, fiir den die Wahrscheinlichkeit der beobachteten Stichprobe maximal ist.

Wie schon zu Beginn des Kapitels erwéhnt, ist die Betrachtung der Log-Likelihoodfunktion

im Zusammenhang mit Exponentialfamilien wesentlich. Vor allem ist die Maximierung
der Log-Likelihoodfunktion oft leichter, als bei der Likelihoodfunktion.

15



Die Log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch:

1(y,0,0) = L(y,0,¢) = n [ [ fv. (v, 6:, 0)

=1

Falls v, . .., y, unabhéngige Responses sind und die y; aus der selben Exponentialfamilie
stammen mit Parameter (6;, ¢;) (dabei beschreibt der Vektor § = (0y,...,6,)" die unbe-
kannten Parameter, welche geschiitzt werden sollen) und ¢ = (¢4, ..., ¢,)" aus bekannten

Komponenten besteht, dann gilt fiir die Dichte:

.00 =3 (B2 o).

=1

Mit dem Satz 2.3.3 und der allgemeinen Annahme p = pu(3) folgt die Score-Gleichung

Mz a/% .
:0, =1,...,k.
aﬂj Z J

k
Mit p; = b/'(6;) und der Linkfunktion g(u;) = n; = > x4;8; bzw. u; = g~ (n;) gilt
j=1

3m:0m on; _ Opi . x

op; o 0B;  Og(ms) g'(wi)

Zusammen ergibt das folgende Score-Funktion:

a 12 ng .
—0, 1.k
8@ Z (112) J

Falls diese Score Gleichung eine eindeutige Losung ,5’ = (31, e ,Bk) besitzt, ist dies der
Maximum Likelihood-Schétzer.

Spezialfall: Kanonische Linkfunktion
Den speziellen Link g(p) = 6 nennt man die kanonische Linkfunktion. Dabei wird der

Parameter 6 direkt durch den linearen Pradiktor  modelliert. In diesem Fall ist g(.) die
Inverse von '(.) und wegen u = b'(9) folgt




Die Score Gleichung vereinfacht sich dadurch zu

a Yi — :uz .
=0, =1,... k.
aﬂj Z & J

Beide Gleichungssysteme kénnen nur iterativ gelost werden.

2.3.2 Losungsverfahren

Mit der Newton-Raphson Methode ist es moglich, die vorher gewonnenen Score Funktio-
nen zu losen.

Die Newton-Raphson Methode liefert folgende Iterationsvorschrift fiir den k+1-ten Schritt?:

b ok 021y, 0(8))\ " 0lly.0(B)) B
gt =5 +<— 995" ) T k=0,1.

wobei beide Ableitungen der rechten Seite obiger Iterationsvorschrift an der Stelle 3*
betrachtet werden. In Matrixnotation folgt fiir den Score-Vektor

ey

ol(y,0(5))
B

mit D = diag(d;) und W = diag(w;), wobei

= X"DW(y — p),

di = g'(1:),
L () (g ()

Wy

Als negative Hessematrix der Log-Likelihood Funktion resultiert somit

0%y, 0 ODW 0 oDW
_ 3%55@):_)( (aT (y— ) — Dwa“T>X—XT(W— (y—u))X,

wegen %% = D!, Des weiteren ist

ddws; OV (i) g (i) + iV (1) g" (1) 3ot
o (0:V (13)g' (i)
V() g (i) + V()" (1)
GV (i) g" (13 '

Fasst man die Elemente

3vgl. [5] Seite 21
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w 8d,wz( )
W; = Wi — i i
i an, Yi — 1

zusammen zur Diagonalmatrix W*, fiir die E(W*) = W gilt, so resultiert als Newton-
Raphson Vorschrift

Bk+1:6k+(XTW*X)_1XTDW(y_H), tZO,l,

Mit sogenannten Pseudobeobachtungen (adjusted dependent variates)

2= XB+WIDW(y — )

kann die Newton-Raphson Vorschrift in eine Iterative (Re)Weighted Least Squares No-
tation (IWLS- oder IRLS-Prozedur) umgeschrieben werden

B = (XTW « X) I X T % 2,

wobei hier die rechte Seite in 4* betrachtet wird.

1

Fiir die kanonische Linkfunktionen ¢'(u) = ——,¢" (1) = — V()

verschwinden die Ablei-

V(w) V()
tungen in (*), da
Vi) _ V(i)
Od;w; _ V(i) Vi) 0
. ®i o
On; V(1)

und es gilt W* = W. Die Pseudobeobachtungen vereinfachen sich dadurch zu

2=XB+D(y—p) =XB+V ' (y—pn),

mit V' = diag(V (u;)), weshalb als Iterationsvorschrift

5k+1 — (XTWX)—lXTWZ

folgt.

Um auch fiir nicht-kanonische Linkfunktionen ein einfaches Schema zu haben, ist es
tiblich, anstelle der beobachteten negativen Hessematrix deren Erwartungswert (Infor-
mationsmatrix) zu verwenden. Da E(X'W * X) = XTWX gilt, folgt bei der Fisher
Scoring Technik wiederum als Iterationsvorschrift

5k+1 — (XTWX)ilXTWZ
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mit den Pseudobeobachtungen

z=XB+ Dy —p).

Dafiir ist E(z) = X3 und var(z) = Dvar(y)D = W, Dies bedeutet, dass die Gewichte
W gerade die reziproken Varianzen der Pseudobeobachtungen beschreiben.

Im Allgemeinen existieren keine analytischen Losungen fiir einen Maximum Likelihood-
Schatzer in Verallgemeinerten Linearen Modellen. Aufgrund dessen kénnen nur asym-
ptotische Eigenschaften hergeleitet werden. Nach Fahrmeir und Kaufmann (1985), siche
Referenz [1], kénnen die asymptotischen Eigeschaften nur dann sichergestellt werden,
wenn die Regularitatsbedingungen gelten. Unter gewissen Voraussetzungen erhalt man
einen asymptotisch normalverteilten Maximum Likelihood-Schétzer.
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2.4 Anpassungsgiite des Modells

Jedes Modell muss am Ende plausibilisiert werden. Dabei ist es wesentlich, ob die ver-
wendeten Daten hinreichend gut beschrieben wurden. Ziel der Modellierung muss es sein,
durch die Analyse der gesamten Daten bzw. Merkmale diejenigen auszuschliefen, die kei-
nen Einfluss auf die Zielvariable haben.

Im Grunde genommen wird die ideale Modellanpassung zwischen dem Nullmodell und
dem saturierten (volles) Modell gesucht. Das Nullmodell behinhaltet nur den Mittelwert
aller Beobachtungen, wohingegen das saturierte Modell alle Parameter beinhaltet. Das
saturierte Modell liefert eine perfekte Modellanpassung, jedoch ist es nicht aussagekraftig,
da es alle Daten nur wiederholt und nicht auswertet. Als Giitekriterium der Modellan-
passung dienen unter anderem die verallgemeinerte Pearson Statistik sowie die Devianz.
Des Weiteren dienen die Informationskriterien AIC (Akaike Informationskriterium) und
BIC (Bayessches Informationskriterium) als Hilfe fiir die Variablenselektion.

2.4.1 Pearson-Statistik
Fiir die Pearson Statistik gilt

1 (g — fi)®
x2=ly (i — fi)
n ~— awar(f;)
wobei es sich bei fi; um einen geschatzten Wert fiir p; handelt, der mit Hilfe von BZ
ermittelt wurde, und var(p;) ist die zugehéorige geschétzte Varianzfunktion. Die einzelnen

Summanden der Pearson Statistik

Yi — [

r, = =
a;var(fi;)

nennt man Pearson Residuen.Im Fall von normalverteilten Daten liegt eine exakte x2_,
-Verteilung vor, denn dann besteht die Pearson Statistik aus einer Summe von quadrier-
ten standardisierten normalverteilten Zufallsvariablen. In anderen Féllen ist die Pearson
Statistik asymptotisch x?_, -verteilt. Im Allgemeinen kann man festhalten, dass Modelle
mit einem grofleren Wert der Pearson Statistik eine schlechtere Modellanpassung haben
als Vergleichsmodelle mit einem kleinerem Wert.

2.4.2 Devianz

Wie zu Beginn des Kapitels schon erwéhnt wurde, ist die Richtlinie einer guten Anpassung
eines Modells oftmals mit dem saturierten Modell verbunden. In vielen Fallen haben die
saturierten Modelle eine perfekte Modellanpassung und haben die Eigenschaft

—2log Likelihood(saturiertesModell) = 0
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Die Devianz ist definiert als die Differenz zwischen dem saturiertem Modell und dem
gefitteten Modell.
Fiir die skalierte Devianz gilt:

D(y,p) (logf(y,ﬂ)
o 2o log f(y,y)

Nun gilt fiir den Maximum Likelihood-Schéatzer i, dass dieser die Devianz minimiert.

) — 2log f(y.y) — 2log f(y. 1) = 2(log J(y,y) — log f(y. ).

2.4.3 Akaike Informationskriterium (AIC)

Das Akaike Informationskriterium ist definiert als

AIC = —21(0) + 2k = —2I(y, B, ) + 2k.

Dabei ist | die Log-Likelihood Funktion, 6 der geschatzte Maximum Likelihood Parame-
ter und k die Anzahl der zu schatzenden Parameter im Modell, der als Strafterm fir die
Komplexitat interpretiert werden kann. Der Strafterm verhindert ein Overfitting, da die
Erhohung der Anzahl der Parameter im Modell die Anpassungsgiite fast immer erhoht.
Im Allgemeinen versucht man Modelle mit einem moglichst kleinen AIC Wert zu finden.

Nachteil: Der Strafterm 2k ist von der Stichprobengréfie n unabhéangig. Dadurch kommt
es zum Effekt, dass das AIC bei grofien Stichproben eher Modelle mit vielen Parametern
begiinstigt.

2.4.4 Bayessches Informationskriterium

Das Bayessche Informationskriterium ist definiert als

BIC = —21(0) + klogn = —2I(y, (3, ¢) + klogn.

Hier wachst der Strafterm logarithmisch zur Grofle der Stichprobe. Das BIC bestraft
Modelle mit mehreren Parametern ab einer Stichprobengrofie von acht Beobachtungen
hoher als das AIC.
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Kapitel 3

Versicherung

Die Aufgabe einer Versicherung stellt das Angebot von Versicherungsvertragen bzw. Ver-
sicherungsprodukten dar, die im Falle eines Schadensereignisses den Versicherungsnehmer
vor finanziellen Schwierigkeiten schiitzen.

Bei Abschluss eines Versicherungsvertrages gehen beide Parteien gewisse Pflichten ein.
Zum einen hat der Versicherungsnehmer die Pflicht alle zum Vertragsabschluss relevanten
Informationen wahrheitsgetreu anzugeben, sowie nach Abschluss die vereinbarte Versi-
cherungspramien zu bezahlen. Das Versicherungsunternehmen hat daraufhin die Pflicht
die im Rahmen des Versicherungsvertrages festgesetzte Leistungen im Schadensfall zu
erbringen.

Damit das Versicherungsunternehmen in der Lage ist den Schadensleistungen nachzu-
kommen, muss es ausreichend Pramien einnehmen. Dazu gehort der Aufbau eines Port-
folios, das durch geeignete Auswahl an Risiken - in dem Fall besteht das Risiko aus dem
Versicherungsnehmer - mehr Pramien einnimmt, als an Schadenszahlungen wieder abgibt.

Die Schwierigkeit liegt dabei in der Ungewissheit zum Zeitpunkt der Pramienfestset-
zung, ob bzw. wann ein moglicher Schaden eintritt und wie hoch dieser sein wird. Je nach
Versicherungssparte und deren Deckungssummen kann die Schwankungsbreite enorm aus-
fallen. Je groBer ein Portfolio ist, desto effizienter gleichen sich grofie und kleine Risiken
aus, man spricht hierbei vom Ausgleich im Kollektiv.

Ziel der Tarifierung ist es nun, die ideale Pramie zu finden, die fiir den Kunden noch at-
traktiv erscheint und gleichzeitig den Ertrag des Versicherungsunternehmens maximiert.

Um die Pramien zu optimieren, versucht man als Versicherer anhand von Tarifmerk-
malen die ideale Pramie fiir jeden Kunden zu kalkulieren. Die Tarifmerkmale lassen sich
in drei Gruppen unterscheiden:

1. personenbezogene Merkmale: Alter, Familienstand etc.
2. Merkmale des zu versichernden Objektes: Alter, Leistung der Fahrzeuge, etc.

3. geografische Merkmale: Zulassungsbezirk eines Fahrzeuges, Ort des Gebaudes etc.

22



Um all diese Merkmale in die Pramienkalkulation mit einzubeziehen, fithrt man eine Ta-
rifkalkulation auf Datenbasis des Bestandes der Versicherungssparte bzw. des Versiche-
rungsproduktes durch. Zusatzlich konnen natiirlich auch externe Daten miteinbezogen
werden.

Fiir die Tarifierung sind folgende Kennzahlen wesentlich:

Schadenbedarf

Der Schadenbedarf gibt fiir ein Kollektiv den durchschnittlichen Aufwand je Risiko (fiir
ein Jahr) an:

o > Aufwand
Schadenbedarf = >~ Jahreseinheiten

Fir die Berechnung des Schadenbedarfes gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten. Die
oben genannte traditionelle Methode und die Zerlegung in Schadenhaufigkeit und Scha-
dendurchschnitt:

Schadenbedarf = Schadenhaufigkeit * Schadendurchschnitt

- -, > Anzahl der Schiden
Schadenhauﬁgkelt " > Jahreseinheiten

> Aufwand

Schadendurchschnitt = S~ Amzahl dor Schiden

Beide Methoden haben ihre Vor- und Nachteile, auf die spater eingegangen wird. Scha-
denbedarf bezieht sich im Allgemeinen auf eine Exposureeinheit, welche im obigen Fall
durch die Jahreseinheiten dargestellt wird.

Schadenhaufigkeit

Die Schadenhéufigkeit (oft auch als Schadenfrequenz bezeichnet) gibt die Zahl der Schaden
bezogen auf das Exposuremafl an. Das kann die Zahl aller Schaden pro Exposureeinhei-
ten oder auch die Zahl der Grofischaden bezogen auf die Zahl der Schaden sein. Eine
allgemeinere Formel ist:

>~ Anzahl der Schiaden
> zeitlich abgegrenztes Risikomaf

Schadenhaufigkeit =

Schadendurchschnitt

Die Schadendurchschnitte geben den Mittelwert der Schadenhéhen an. Dies kann fir al-
le Schaden, die kupierten Basisschaden, aber auch fiir die kupierten Uberschaden erfolgen.
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Schadensatz

In Versicherungssparten mit der Exposureeinheit Versicherungssumme (VSU) wie z.B.
Wohngebédude oder Unfall ist der Schadensatz eine wichtige Kennzahl. Er gibt fiir ein
Kollektiv den durchschnittlichen Schadenbedarf je versicherter Summe und je Jahresein-
heiten an.

> Aufwand
>V SUxJahreseinheiten

Schadensatz =

Schadenquote

Eine fiir die Praxis oft notwendige Zielgrofie stellt auch die Schadenquote dar, die aber auf-
grund von Rabattkontingenten, der Vermischung von Tarifgenerationen oder des Prami-
enzyklus eine nicht immer objektive Kennzahl darstellt.

>~ Schadenau fwand
zeitlich abgegrenzter Bestandsbeitra,
geg g

Schadenquote =

3.1 Datengrundlage

Bevor man sich mit den Tarifmodellen beschaftigen kann, ist es wichtig, sich iiber die
Datenbasis und deren Qualitdt Gedanken zu machen. Auf die Analyse der Datenqualitét
wird hier nicht weiter eingegangen, da der Fokus dieser Arbeit auf der Modellierung liegt.
Folgende Modellannahmen sind jedoch fiir die spatere Modellierung wesentlich.

Die Vertragsunabhangigkeit ist fiir die Tarifierung wesentlich. In der Praxis ist das je-
doch nicht immer gegeben. Als Beispiel dafiir betrachte man ein Hagelschaden Kumul
Ereignis, bei dem mehrere Vertrage eines Portfolios demselben Schaden zugrunde liegen.
Solche Ereignisse sollte man aus der Datenbasis flir die Tarifgestaltung ausschlieen bzw.
mit geeigneten Modellen fiir Naturkatastrophen bewerten.

Auflerdem sollten alle Risiken bzw. deren Schadenfrequenz und Schadenhohe zeitun-
abhangig sowie homogen sein.

3.2 Multiplikatives Modell

Fiir Multiplikative Modelle gilt!:

In der Praxis weisen viele Vertrage keinen einzigen Schaden auf, was dazu fiihrt, dass
man nach Methoden sucht, die eine erwartete reine Pramie ausgeben, welche glatter iiber
den Einzelvertragen variiert, relativ stabil iiber die Zeit ist und nicht anfallig auf zufalli-
ge Fluktuationen reagiert. Dies erfiillt das Multiplikative Modell, welches sowohl fiir die
reine Pramie als auch fiir die Schadenfrequenz und Schadenhohe angewandt werden kann.

Sind N Tariffaktoren mit einer Anzahl von n; Auspriagungen fiir Tarifmerkmal i gege-
ben (der Einfachheit halber beginnen wir mit 2 Tariffaktoren, also N = 2), dann haben

Lygl. [4] Seite 25
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wir in der Tarifzelle (i, j), die einem Einzelvertrag entspricht, als Exposure w;; und als
Response X;;, sodass flir den Zielwert Y;; = f” gilt. Mit dem Exposure w;; = 1 gilt fir
ij

den Erwartungswert E(Y;;) = p;; . Somit lautet das Multiplikative Modell fiir den Fall
mit zwei Tarifmerkmalen

Mij = YoV1i725-

Dabei handelt es sich bei vy; fir i = 1,...,n; um Parameter die den verschiedenen Aus-
pragungen des ersten Tarifmerkmals entsprechen und bei 7; fir j = 1,...,no um die fiir
das zweite Merkmal. Der sogenannte Basiswert ist 7. Man wéhlt nun eine Referenzzelle,
vorzugsweise mit grofem Exposure. Setzt man in dem Beispiel mit zwei Merkmalen (1,
1) als Referenzzelle, so gilt 711 = 791 = 1. Nun kann ~, als Basiswert fiir die Polizze
in der Referenzzelle interpretiert werden. Die iibrigen Parameter messen den relativen
Unterschied in Bezug auf die Referenzzelle und werden Relativitaten genannt. Die Multi-
plikativitatsannahme bedeutet, das zwischen den Tariffaktoren keine Interaktion existiert.
Eine Erweiterung der Formel fiir den Fall von N Tariffaktoren sieht wie folgt aus:

Hity s N = Y0714, * " ° VNin -

Man passt also den Basiswert an und die iibrigen Parameter kontrollieren wieviel als
Pramie berechnet wird. Im folgenden Kapitel wird mit einem gegebenen Datenbestand
und der Hilfe eines Multiplikativen Modelles eine Tarifstruktur erstellt.
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Kapitel 4

Tarifierung

Im Kapitel der Tarifierung beschaftigen wir uns mit der Erstellung einer Tarifstruktur.
Dabei werden wir mit Hilfe der Verallgemeinerten Linearen Modelle ein Schadenfrequenz-
sowie ein Schadendurchschnittsmodell modellieren, um auf die gewiinschte Zielgrofe, den
Schadenbedarf, zu kommen.

Die Modellierung der Daten wird mit Hilfe des von Willis Towers Watson entwickelten
Pricing Tools Emblem durchgefiihrt. Dabei gliedert sich der Prozess in drei Hauptaufga-
ben:

1. Daten einlesen und strukturieren: Emblem File Converter
2. Modellierung der Modelle: Emblem Modeller

3. bei indirekter Modellierung des Schadenbedarfes werden ein Schadenfrequenz und
ein Schadenhchenmodell verkniipft: Modell Combiner.

Als Resultat erhalt man eine kalkulierte Basisnettopramie sowie Auf- und Abschlagsfak-
toren fiir die im Modell miteinbezogenen Merkmale, den Tariffaktoren.

4.1 Daten

Die folgende verwendete Datenbasis wurde von der HDI Versicherung AG zur Verfiigung
gestellt und enthélt einen Datenauszug der KFZ-Haftpflicht Sparte. Bevor wir uns mit
der Modellierung beschéftigen, betrachten wir die Datenbasis genauer.

4.1.1 Datenstruktur

Zu Beginn wird die Datenbasis mit dem oben erwéhnten Emblem File Converter ein-
gelesen. Anschliefend hat man noch die Moglichkeit, Anderungen an der Datenstruktur
vorzunehmen und wéahlt alle Merkmale, die man in der Modellierung betrachten maochte.
In folgender Tabelle werden alle in der Modellierung verwendeten Merkmale aufgelistet.
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HEmblem File Cunverter—!new} - [P

El File Tools Help
DeedEY

| Properties | Source Data | Banding |Ana|yses | Label Edit0r|

Order Factor Description Statuz Field Type  Figld Size Field Level: Factor Levels  Base Lewvel Wariates
0 Jahr ak ftinteger I} 13 13 9 Ma
1 Alter M 0k ftinteger 0 121 121 M aximum obs. count Mo
2 Alter KFZ 0k ftinteger 0 2Mm 20 M aximum obs. count Mo
3 Fiegion k. ftinteger i} 3 3 M aximum obs. count Mo
4 Selbsthehalt ok ftFloat 1} 186 186 I awimurn obs. count Ma
5 Leiztung ak ftFloat i} 1.000 18 M axirmumn obs. count Ma
B Fahrzeugart ak ftString 10 21 21 M aximum obs. count Mo
7 Bh-Stufe ok ftinteger 0 25 25 M aximum obs. count Mo
8 Zahlungzart k. ftinteger i} 4 4 M aximum obs. count Mo

Abbildung 4.1: Datenbasis KFZ-Haftpflicht

Die Spaltenbezeichnungen haben folgende Bedeutungen:
Order: Laufnummer des Merkmals

Factor Description: Name des Merkmals

Status: erfolgreich importierte Daten

Field Type: Datentyp

Field Size: wie viele Zeichen des Strings iibernommen werden

Field Levels: Anzahl der Verschiedenen Auspragungen des Merkmals

Factor Levels: Anzahl der Unterteilungen/Gruppierungen der Ausprégungen (kann so-
mit maximal der Anzahl des Field Levels entsprechen)

Base Level: gibt an welches Factor Level als Referenzwert gewahlt wurde

Merkmale die in das Tool iibernommen werden

Jahr: Geschaftsjahr

Alter VN: Alter des Versicherungsnehmers zum Jahresende

Alter KFZ: Alter des Fahrzeuges zum Jahresende

Region: Die Zulassungsbezirke wurden grob in drei Regionen unterteilt. Region 0 bezieht

sich auf urbane Regionen wie Wien. Region 1 beinhaltet suburbane Regionen. Region 2
beschrankt sich auf den landlichen Bereich.

27



Selbstbehalt: Hohe des vertraglichen Selbstbehaltes
Leistung: kW des Fahrzeuges

BM-Stufe: Bonus Malus Stufe des Versicherungsnehmers

Zahlungsart: 1/2/4/12 fiir jahrliche, halbjahrliche, vierteljdhrliche oder monatliche Zah-
lungsweise.

Wie man sehen kann, ist die Zahl der Factor Levels bei vielen Merkmalen sehr hoch. In
der Praxis werden die Field Levels in Gruppen zusammengefasst (soweit moglich) und
in weiterer Folge als solche modelliert. Zum Beispiel teilt man das Alter in Altersgrup-
pen. Je nach Grofle der Datenbasis sind Altersgruppen in 2, 5 oder 10er Schritten sinnvoll.

Nach Anpassung der Factor Levels einiger Merkmale, ergibt sich beispielsweise folgen-
de Einteilung:

EN File Tools Help
DEEHD

| properties | source Data | Banding [ analyses | Label Editor |

Lewvel | | Jahr | | Blter VN |
Mo Wariates Mo Wariates
1 72| 2004 8.59% | Mah
2 8.03% | 2005 B31% | »=26,<30
3 8.43% | 2006 B98% | »=30,<35
4 8.407% | 2007 11.74%  »=35,<40
& 8.37% | 2003 14.06%  »=40,<45
B 8.31% | 2003 14.20% »=45 <50
7 B0 | 2010 1156%  »=50, <58
g FIE ) 20m B.28% | »=55,<ED
g 7ATZ 2012 £.058% | »=&0, <EG
10 FAE% | 2m3 4BE% | »=EE, <70
il 6.87% | 2014 3% | »=70.<75
12 665% | 2015 337% | »=70
13 6.7%% | 2016

Abbildung 4.2: Daten nach Anpassung der Factor Level
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In der Ubersicht des Label Editors erhiilt man gleich zu Beginn einen guten Uberblick
iiber die Datenverteilung. Eines ist ndmlich klar, je mehr Informationen pro Merkmal
bzw. Merkmal Level vorhanden sind, desto effizienter wird die Modellierung. Beispielswei-
se wird noch vor der Modellierung das Merkmal der Fahrzeugart angepasst, da aufgrund
der geringen Verteilung von Informationen der Fahrzeugarten, ausgenommen der PKWs;
diese statistisch irrelevant waren.

Im letzten Schritt werden die bendtigten Dateien fiir die Modellierung der Modelle erstellt.

Anmerkung: Um Effekte von Grofischiaden zu minimieren wurde der Einzelschadenauf-
wand bei einer Hohe von 100.000 EUR kupiert.
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4.1.2 Emblem

Die erstellten Dateien kénnen nun mit dem Emblem Modeller geladen werden. Der Em-
blem Modeller stellt das zentrale Tool der Modellierung dar. Es basiert auf Verallgemei-
nerten Linearen Modellen und bietet somit eine ideale Grundlage der Tarifgestaltung.

secirvnoss (N

~ Link Function

" Identity

* Log

 Redprocal

" Exponential
Alpha : Iu— Variance Power Function:
Lambda : |2— 1,5

 Logit Binomial

" Probit

" Complementary Log-Log

Scale Parameter Basis -
‘ * Deviance " Pearson

’ Range of Data Values: [50,178 to 2.913, 185]

Abbildung 4.3: Verteilungsannahme und Linkfunktion

Wie man in Abbildung 4.3 sehen kann, hat man die Moglichkeit, je nach Modell, die
Linkfunktion und Verteilungsannahme selbst zu bestimmen.
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Allgemeine Ubersicht des Cockpits von Emblem:

Als kurze Einfiihrung in das Tool Emblem wird nun der Hauptbildschirm der Software
dargestellt und die einzelnen Elemente kurz erlautert.

TPD Severity - C:\...\TPD Severity.Fac - Emblem - [Summary]

‘Ed  Fle Specfy Rt Yiew Modeling Tools  Window  Help - F X
2 EH S omM[En R f-EL & BRELDEELYSHD
s v | BB E oy |Z| Vv K& oy & €9 LogDetai E@T.obsﬂﬁ.é ::F!A B % @@ ?
rFY

Tems in Model :[ Currert Model Analysis Period Mo, Observations Wigight
+| Random 10 |
= . 14 056 14,381
[+] Palicy T erure | Mogklbabe) | frone) AL !
Payment Method N Error Structure Gamma 2006 (2} 14 476 14818
Payment Frequency | Link Function Log 2007 (3) 13,216 15572
L N ki 14,663 15,046
Murnber of Past Conwictions ‘ Maodel Description Mean 2008 (4) 4, s
: = Offset Description
STREE a.Sl e Obazervations 58,411
Murnber of Drivers

Mirirumn Licence Held ears

Predicted Values - Analysis Period

Marital Status Main Driver | rss%
Make 2,706.0 4 L soos
Gender of Y oungest Driver ks [4=%
 Gendst of Youngest anes o[t
ender of Y ounges! P
— Additional Driver o) [ At
Gender of Main Driver
Ciriving Restriction S P
Borus Malus Years 2750 @ r) T o | sete
Bonus Malus Protection | 27045 | s
Annual Mileage Il 2me Lisw
ElHE 27044 < L iom
Age of Youngest Driver
Age of Youngest Additional St 5%
= Diriver in i . i .
Age of Main Driver j 2005 2008 2007 2008
3 Specified Model Summary
Finished iteration: 1 58,411 observations 0 zero wweighted | 1 parameter 0 fixed/zsimple sliazes 0 complex aliazes .

Abbildung 4.4: Emblem Hauptbildschirm (Testdaten)

Der Bereich mit der Nummer 1 wird Factor Tree genannt und beinhaltet alle im Vorfeld
ausgewahlten Faktoren. Nummer 2 zeigt den sogenannten Summery Graph und gibt die
graphische Darstellung des gesamten Modells oder eines ausgewahlten Faktors wieder.
Auf der X-Achse werden die Merkmale aufgelistet, wohingegen auf der linken Y-Achse
die Durchschnittsschadenh6he und auf der rechten Seite der prozentuelle Anteil der Be-
obachtungen pro Merkmal dargestellt werden (fiir Balkendiagramm). Feld 3 zeigt eine
kurze Zusammenfassung des gesamten Modells. Man erkennt, dass ein Gamma Modell
mit einer Log Linkfunktion ausgewéhlt wurde und das Gesamtmodell insgesamt 58.411
Beobachtungen beinhaltet. Aulerdem erkennt man im Bereich der Nummer 4 die Details
des ausgewahlten Merkmales. Hier zum Beispiel die gewéhlte Analysis Period, die im
Schadenjahr 2005 eine Anzahl von 14.056 Beobachtungen mit einem Gewicht von 14.381
besitzt.
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4.2 Schadenfrequenz Modell

Der Schadenbedarf soll durch die Kombination eines Schadenfrequenz- und eines Scha-
dendurchschnittsmodells modelliert werden. Zunéachst beginnt man mit der Analyse des
Schadenfrequenz Modells. Dafiir wahlt man als Verteilungsannahme, wie schon zu Beginn
der Arbeit erwahnt, die Poissonverteilung und die logarithmische Linkfunktion.

Betrachtet man zunachst die Ausgangsdaten im Modell.

H

#

¥

nnnnn u v ™
204 05 2006 20 2008 209 200 201 02 13 204 215 26

] s st ]

Abbildung 4.5: Cockpit Schadenfrequenz Modell

In Abbildung 4.5 wird das Emblem Cockpit dargestellt. Im Factor Tree, siche Abbildung
4.6, sind die oben besprochenen Merkmale aufgelistet.

Terms in kodel
[+]C= Jahr
[+]-C= &lter N
[+]-L= Alter KFZ
--[} Reqgion
[+]-I= Sebstbehalt
[+]-C> Leistung
[+]-[> Fahrzeugart
[+]-C= BM-Stule
[+] L= Zahlungzart

Abbildung 4.6: Factor Tree

Wie man dem Summary Graph, der zurzeit den Schadenfrequenzverlauf der Geschéafts-
jahre anzeigt, entnehmen kann, entwickelt sich das Problem der Schadenh&aufigkeit in eine
positive Richtung. Die pinke Linie zeigt hier den beobachteten Durchschnittswert. Es sei
noch angemerkt, dass man der griinen Linie (fitted average) entnehmen kann, dass sich
zurzeit noch keine Merkmale im Modell befinden.
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Jahr No. Observations Weight

2004 (1) 200.819 233.146

2005 (2) 302618 247238
2006 (3) 317.394 258.577
2007 (4) 316.456 258170
2008 (5) 315.482 255.367
2009 (8) 312962 252.042
2010 (7) 301.570 2458.903
2011 (8) 283.560 238.502
2012 (8) 281.535 233.663
2013 (10) 268578 223.838
2014 (1) 258.943 217.223
2015 (12) 250327 210.269
2016 (13) 255925 208.830

Abbildung 4.7: Merkmalsiibersicht - Jahr

Der Abbildung 4.7 kann man die Anzahl der Beobachtungen und deren Gewicht entneh-
men. Diese Ansicht kann fiir jedes Merkmal aufgerufen werden.

Es gibt eine Vielzahl von Moglichkeiten um mit der Modellierung zu beginnen. Fiir diese
Arbeit wurde im ersten Schritt ein Full Model erstellt, welches speziell fiir die Betrachtung
der Devianzveranderung als Referenzmodell betrachtet wird. Dafiir muss jedes Merkmal
in das Modell aufgenommen werden. Die Devianz zeigt uns somit den idealen Wert.

Current Model Reference Model Difference
Model Label (none)*
Sampling None
Truncated Description Jahr + Alter VN + ..
Zero Weighted 0
Fixed or Simple Alias 0
Complex Alias 0
Fitted Parameters &1
Deviance 1.179.879,0
Chi Squared Percentage
AlCc 1.192.538,0
Fitting Resukt Converged OK

Abbildung 4.8: Full Model
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Die Aufgabe besteht nun darin, dass Modell um die Merkmale zu verringern, die keinen
signifikanten Einfluss auf jenes haben. Merkmale, die am Ende als wesentlich klassifiziert
werden, bilden dann die Grundlage der Tarifstruktur. Es wird nun naher auf die Ent-
scheidungskriterien fiir die Aufnahme eines Merkmals in das Modell eingegangen.

4.2.1 Analyse der Devianz

Das Full Model wurde bereits erstellt und als Referenz Modell fiir die weiteren Anpas-
sungen hinterlegt. Zunachst wird durch Reduktion der Parameter deren Einfluss auf die
Devianz analysiert, um einen ersten Eindruck iiber die relevanten Merkmale zu erhalten.
Der Ausgangswert der Devianz, siche Tabelle 4.8, liegt bei 1.179.879.

Als Beispiel eines relevanten Merkmales betrachten wir das Merkmal der Leistung:

Current Model Reference Model
Model Label (none)* (none)*
Sampling None None
Truncated Description Alter KFZ + Region Jahr + Alter VN + .
Zero Weighted 0 0
Fixed or Simple Alias 0 0
Complex Alias 0 0
Fitted Parameters 69 &1
Deviance 1.203.344,0 1.179.879,0
Chi Sguared Percentage
AlCc 1.183.081,0 1.192.569,0
Fitting Result Converged OK Converged OK
q] I

Abbildung 4.9: Leistung aus Modell ausgeschlossen

Die Devianz weist einen deutlich hoheren Wert im Vergleich zum Full Model auf, was
darauf schlieflen lasst, dass das Merkmal einen groflen Einfluss auf die Schadenfrequenz
hat. Im Gegensatz dazu betragt die Devianz nach Herausnahme des Merkmals der Zah-
lungsart 1.180.164, somit ist es nicht signifikant und kann nach diesem Kriterium aus
dem Modell ausgeschlossen werden.
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4.2.2 Zeitliche Konsistenz

Neben den statistischen Kennzahlen, gibt es jedoch auch noch andere wesentliche Fak-
toren die flir die Entscheidungsfindung eine wesentliche Rolle spielen. Oft erscheinen
Merkmale statistisch relevant, jedoch zeigt sich nach Analyse der zeitlichen Konsistenz,
dass der Verlauf sehr zufallsorientiert ist.

Betrachtet man hierfiir das Merkmal der Regionen und bildet eine sogenannte Inter-
action mit dem Merkmal Jahr. Somit bekommt man eine grafische Darstellung, wie sich
die Schadenfrequenz der einzelnen Regionen in den jeweiligen Geschéftsjahren verhalten
hat.

Predicted Values - Region
0,085 4 r 100%

0,080 - e

 80%
0,075 o

0% I 70%
0,070 v
I 60%
0,065
I 50%

0,060 —

I 40%
-21%
0,055 - v

- 30%

-20%
0,050 |
I 20%

0,045 L 10%

0,040 ; ; ; 0%
0 1 2

Abbildung 4.10: Darstellung der Regionen

Der Summery Graph zeigt einen deutlichen Trend. Die Schadenfrequenz von Region 0 ist
deutlich hoher als im Vergleich zu Region 1. Auch zwischen Region 1 und Region 2 zeigt
sich noch eine Verbesserung, die aber geringer ausfallt.
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Der oben angesprochen Verlauf pro Geschaftsjahr ergibt folgendes Bild:

0,095

0,000

0,085

0,080

0,075

0,070

0,065

0,060

0,055
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0,045

0,040

Predicted Values - Region

r 100%

~ 90%

[~ 80%

- 70%

- 60%

~ 50%

 40%

- 30%

- 20%

0,035

Der im Modell beobachtete und geschétzte Trend zeigt eine starke zeitliche Konsistenz.
Nahezu alle Geschéftsjahre zeigen den beobachteten Verlauf. Aufgrund dessen sollte das

Abbildung 4.11: Interaction Region - Jahr

Merkmal im Modell beriicksichtigt werden.
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4.2.3 Glattung von Strukturbriichen

Um die Parameteranpassung des Modelles zu verbessern, konnen kleine Strukturbriiche
im Verlauf durch das Legen einer Anpassungskurve geglattet werden. Die Anpassung der
Merkmale kann auch zusatzlich verbessert werden, indem man Merkmalsauspragungen,
die als Ausreifler identifiziert werden oder aufgrund der sehr geringen Bestandsgrofie zu
irrelevanten Ergebnissen fithren, zu einer Gruppe zusammenfasst.

Rescaled Predicted Values - Alter KFZ
1,08 - 26%

F 24%
F22%
1,04 4 F 20%
F18%
F 16%
F14%
— F12%
F 10%
F 8%

0,54 e

1l IR e

0,90 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14 1519 20-24 2529

Abbildung 4.12: Alter des KFZ

Die Abbildung 4.12 zeigt im Bereich der Merkmalsauspragung des Alter KFZ 6 einen
ungewohnlichen Peak nach unten. Um diesen Effekt etwas abzuschwéchen versucht man
eine Approximation durch das Legen einer Kurve durchzufiihren.

Rescaled Predicted Values - Alter KFZ

—8—  Observed
Average

[16% —&—  Fitted
1,00 4 Average

e LRI e

T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1519 20-24 2529

Abbildung 4.13: Alter KFZ
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4.2.4 Statistik

In Emblem gibt es auch die Moglichkeit auf verschiedenste statistische Kennzahlen zuriick-
zugreifen, die bei der Interpretation und der Entscheidungsfindung, ob gewisse Parameter
signifikant sind oder nicht, helfen.

Zu den oben genannten statistischen Kennzahlen gehéren unter anderem die Varianz/-
Kovarianzmatrix, Ch-Square, Phi-Koeffizient, Cramers V und Standardfehler.
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Abbildung 4.14: Varianz/Kovarianz Matrix
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Abbildung 4.15: Cramers V
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Factor (#Levels) Jahr {13)' Alter VN {12}' Alter KFZ {19)' Region (3}|Selb51i:ehalt (4)' Leistung ml:ahrzeugart {21}' BM-Stufe {25)' Zahlungsart (4)|
Jahr (13) 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Alter VM (12) 0,063 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Alter KFZ (19) 0,045 0,031 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Region (3) 0,012 0,031 0,011 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Selbstbehalt (4) 0,208 0,068 0,320 0,028 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Leistung (7) 0,047 0,048 0,173 0,032 0,185 0,000 0,000 0,000 0,000
Fahrzeugart (21) 0,037 0,066 0,104 0,035 0,223 0,486 0,000 0,000 0,000
BM-Stufe (25) 0,148 0,080 0,052 0,053 0,193 0,167 0,136 0,000 0,000
Zahlungsart (4) 0,061 0,088 0,094 0,037 0,107 0,173 0,244 0,212 0,000



Das fertige Schadenfrequenzmodell enthalt nun folgende Paramter:
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Name

Alter KFZ (0)

Alter KFZ (1)

Alter KFZ (2)

Alter KFZ (3)

Alter KFZ (4)

Alter KFZ (5)

Alter KFZ (6)

Alter KFZ (T)

Alter KFZ (8)

Alter KFZ (8)

Alter KFZ (10)

Alter KFZ (11)

Alter KFZ (12)

Alter KFZ (13)

Alter KFZ (14)

Alter KFZ (15-18)
Alter KFZ (20-24)
Alter KFZ (25-29)
Alter KFZ (30+)
Region (0}

Region (1}

Region (2}

Leistung (=0}
Leistung (= 0, <= 20)
Leistung (= 20, <= 40)
Leistung (= 40, <= 50)
Leistung (= 60, <= 80}
Leistung (= 80, <= 100}
Leistung (= 100}

A\ CF (Group 1)

AV CF (== 30, < 35)
AV CF (»= 35, < 40)
A CF (== 40, < 45)
A CF (== 45, < 50)
AN CF (>=50, < 55)
AV CF (»= 55, <60)
AV CF (»= 680, < B5)
AV CF (»=75)

Value

26417
0,0316
0,0609
0,0538
0,0529
0,0487
0,0373

0,0101
-0,0021
-0,0102
-0,0223
-0,0441
10,0574
00432
-0,0688
-0,1489
-0,5504
1,0068
13796

10,2352
-0,2038
26313
-1,3487
-0,4518
00982

0,119
01653
01422
-0,0744
-0,0494
0,0026

-0,0141
-0,0194
-0,0053

04219

Standard
Error

0,01303

0,01871
0,01454
001416
0,01393
001377
0,01363

0,01376
0,01384
001392
0,01407
0,01431
0,01459
0,01491
0,01563
001242
0,02010
0,03811
0,03804

0,00642
0,00601

005828
0,02304
0,01115
0,00665

0,00705
0,00818

0,00847
001101
0,01024
0,00863

0,01025
001137
0,01259
0,01360

Normal

Praol

bability
(%)
0,0

e,

100,0
100,0
100,0
100,0

59,7

76,9
441
229
55
0,1
0,0
02
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0

0.0
0.0
0.0
0.0

100,0
100,0
100,0
0,0
0,0
50,3

337
100,0

Alias
Indicator
(%)

Weight

3.083.767

-

73.040
144108
160.7186
171.276
180.033
185.908
187.323
188.723
184 857
181.457
175.540
167.678
157.458
143.374
125874
368.262
123.455

55.726
109.880

240780

T43.245
988,782

101.833
210.336
320484
T78.389
853.647
s1.008
308.071

660.755
265.066
355.691
431.978
442331
364.4M1
263.696
183.762
105.688

Abbildung 4.16: Parameteriibersicht
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4.3 Durchschnittsschaden Modell

Widmen wir uns nun dem zweiten relevanten Modell, dem Durchschnittsschaden Mo-
dell. Dieses Modell enthélt alle Informationen der Gesamtschadenhohe des jeweiligen
Schadenfalles. Als Verteilungsannahme wahlen wir die Gammaverteilung. Verglichen mit
dem Schadenfrequenz Modelles fallt auf, dass wir nur einen Bruchteil an Beobachtungen
im Vergleich zum Frequenz Modell haben. Genau dies macht ein Versicherungsgeschaft
tiberhaupt moglich. Wiirde jeder Versicherungsnehmer einen Schaden verursachen, wiirde
das Geschéaft nicht mehr tragfahig sein und man miisste als Versicherungsunternehmen
Pramien einfordern, die niemand bereit ware zu bezahlen.

Die folgende Grafiken zeigen die Anzahl der Beobachtungen der beiden Modelle:

Jahr Mo. Observations Weight
2004 (1) 233.146
2005 (2) 302618 247.238
2006 (3) 317.394 256.577
2007 (4) 316.456 258.170
2008 (5) 315.482 255.367
2009 () 312.952 252.042
2010 (7) 301.570 245.903
2011 (8) 293.560 239.502
2012 (8) 281,538 233.663
2013 (10) 269.578 223.838
2014 (11) 258,943 217.223
2015 (12) 250.327 210.269
2016 (13) 255.925 208.830

Abbildung 4.17: Anzahl der Beobachtungen des Schadenfrequenz Modells

Jahr Mo. Observations Weight
2004 (1) 17.553
2005 (2 16.920 18.236
2006 (3} 17474 18.405
2007 (4) 17.215 18.398
2008 (5) 16.004 17.228
2008 (5} 16.116 17.243
2010 (7} 15.925 17.084
2011 (8) 14,851 15.855
2M2 () 14197 15.195
2013 (10) 13526 14.415
2014 (1) 12.256 13.030
2015 (12) 11.943 12.681
2016 (13) 1.842 12571

Abbildung 4.18: Anzahl der Beobachtungen des Durchschnittsschaden Modells

Betrachten wir zunéachst den Verlauf des Durchschnittsschadens der letzten Jahre:
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Abbildung 4.19: Verlauf des Durchschnittsschadens pro Jahr

Denkt man an das Schadenfrequenz Modell zuriick, das einen stark abfallenden Verlauf,
also eine Verbesserung der Schadenhaufigkeit zeigt, erkennt man hier das Hauptproblem
des Versicherungsgeschaftes. Die Versicherer haben mit den immer hoher werdenen Kos-
ten zu kampfen. Das spiegelt sich natiirlich nicht nur in der KFZ-Haftplicht wieder.
Gerade in der KFZ-Industrie wird viel fiir die Sicherheit getan. Verschiedenste Assistenz-
systeme tragen dazu bei, dass die Unfallhaufigkeit stark reduziert werden kann. Jedoch
sind es auch genau diese Innovationen, die neben den steigenden Preisen fiir Material und
Arbeitsstunden, einen enormen Einfluss auf die steigenden Kosten im Schadensfall haben.

Zusatzlich sei angemerkt, dass die Daten ab einer Einzelschadenhoche von 100.000 EUR
kupiert worden sind. Dabei handelt es sich um die Grofischadenkupierung. Gro3schaden
sind sehr zufallsbehaftet und werden dadurch als Ausreifler behandelt. Die Grof3schaden-
problematik sollte somit isoliert betrachtet werden, worauf in dieser Arbeit aber nicht
naher eingegangen wird.

Die Analyse des Durchschnittsschaden Modells verlauft im Grunde identisch zu der Ana-

lyse fiir das Schadenfrequenz Modell. Nachfolgend wird ein Ergebnisunterschied der bei-
den Modelle dargestellt, um einen Eindruck des Schadenverhaltens zu bekommen.
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4.3.1 Alter KFZ

Ein eindeutiges Beispiel fiir den Unterschied im Verlauf der beiden Modelle bietet das
Merkmal Alter KFZ. In den beiden folgenden Grafiken werden wir sehen, wie unterschied-
lich sich der Verlauf in der Schadenfrequenz und im Durchschnittsschaden zeigt.

Rescaled Predicted Values - Alter KFZ
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Abbildung 4.20: Frequenz Alter KFZ
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Abbildung 4.21: Durchschnittsschaden Alter KFZ

Es zeigt sich eine mit dem Alter abnehmende Schadenfrequenz, jedoch steigt mit dieser
Entwicklung der Durchschnittsschaden.

Wie man zum Abschluss des nichsten Kapitels (anhand der Pramienkalkulationstabelle)

erkennen wird, erhalten Fahrzeuge mit dem Alter zwischen 7 und 14 Jahren aufgrund des
hochsten Schadenbedarfs den hochsten Pramienzuschlag.
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4.4 Schadenbedarf

Wurden die Modelle fiir die Schadenfrequenz und die Durchschnittsschadenhohe erfolg-
reich modelliert, ist es moglich, mit dem von Willis Towers Watson entwickelten Modell
Combiner beide Modelle zusammenzufiihren. Durch das Zusammenfiihren beider Model-
le erhalt man ein Modell um die gesuchte Zielgréfle, den Schadenbedarf, zu modellieren.
In der Praxis wird fiir diese Art von Modell entweder die Gammaverteilung oder die
Tweedie-Verteilung als Verteilungsannahme getroffen.

Nach Erstellung des kombinierten Schadenbedarf Modelles werden dieselben Analysen,
wie in den Kapiteln davor erlautert, durchgefiihrt. Hat man dieses Tarifmodell erfolgreich
modelliert wird durch Export der geschatzten Parameter folgendes Datenblatt erstellt:

Base 119,7032
Alter VN Alter KFZ Region Leistung BM-Stufe
Alter VN Alter KFZ Region Leistung BM-Stufe
NaN 1,0833 o 1,0514 o 1,0000 -0 0,1703 o 1,0000
>=25, <30 1,1880 1 1,0504 1 0,7906 >0,<=20 0,1718 1 1,4967
>=30,<35 0,8966 Fl 1,0460 Fl 0,7381 >20,<=40 0,5791 Fl 1,5201
>=35, <40 0,8691 3 0,9838 > 40, <= 60 0,9039 3 1,6950
>=40,<45 0,9574 s 1,0700 60, <= 80 1,0000 s 1,6979
>-45, <50 1,0000 5 1,0178 >80, <= 100 1,1304 5 2,0325
>=50,<55 1,0186 6 1,0000 >100 1,2789 6 2,0795
>=55, <60 0,9534 7 1,0648 7 2,5606
>=60,<65 0,8955 s 1,0502 8 2,6943
>=65,<70 1,0611 5 1,0646 3 3,8275
>=70,<75 1,1728 10 1,0480 10 3,5199
>=75 1,6674 11 1,0622 11 3,5164
12 1,0491 12 3,5138
13 1,1346 13 3,5361
14 1,1017 14 3,5191
15-19 1,0133 15 3,5134
20-24 0,6733 16 3,5274
25-29 0,4272 17 3,4932
30+ 0,2947

Abbildung 4.22: Tariffaktoren

Mit Base wird die Basispramie dargestellt, die fiir unser Tarifmodell 119,70 EUR betragt.
Des weiteren erhalt man fiir jedes wesentliche Tarifmerkmal die jeweiligen Zu- bzw. Ab-
schlagsfaktoren der Basispramie.

Als Beispiel fiir eine Nettopramienkalkulation wollen wir nun folgenden Versicherungs-
kunden betrachten. Eine 27-jahrige Person, die ein Fahrzeug mit dem Alter von 10 Jahren
und einer Leistung von 75 kW sowie einem Zulassungsbezirk in Region 1 und einer Bonus
Malus Stufe von 3 hat, wiirde folgende Pramie zahlen:

119,70 % 1,1880 % 1,048 * 0, 7906 * 1 * 1,695 = 199, 71EUR
Interessant sind noch die Nettopramien der beiden Extrema des besten beziehungsweise

vermeintlich schlechtesten Kunden. Die Bandbreite liegt hier zwischen 13 EUR (Leistung
0 und 0-20 wird als Datenfehler angesehen) und knappen 950 EUR.
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Kapitel 5

Mindestpramie

Um sicherzugehen, dass das jeweilige Versicherungsprodukt auch rentabel ist, ist es not-
wendig, die Durchschnittspramie des Bestandes im Auge zu behalten. Ein guter Ver-
gleichswert bietet hier die Mindestpramie. Die Mindestpriamie setzt sich zusammen aus
dem durchschnittlichen Schadenbedarf, allen Kosten (Verwaltungskosten, Schadenbear-
beitungskosten, Provisionen), Riickversicherungsabgaben, Riickversicherungsprovisionen,
Spatschadenzuschlag, sowie einem Risikoaufschlag.

Ich mochte zum Abschluss noch auf die Kalkulation des Risikoaufschlages eingehen. Die-
sen kann man unter anderem mit der Gausschen-Fehlerfortpflanzung berechnen. Dieser
Wert gibt einen Risikoaufschlag fiir einen moglichen Fehler in der Schadenbedarfsanalyse
zuriick.

5.1 Gaussche Fehlerfortpflanzung

In der Statistik ist die Ausbreitung der Unsicherheit (oder Ausbreitung des Irrtums) die
Wirkung von Unsicherheiten der Variablen (oder Fehler) auf die Unsicherheit einer darauf
basierenden Funktion. In der Versicherung liegt die Fehlerquelle vor allem in der Reser-
vehohenermittlung, da sich das Ausmafl des Schadens oft erst nach einiger Zeit zeigt und
daher nur grob geschatzt werden kann.

Vereinfachung

Die Vernachlassigung von Korrelationen oder die Annahme von unabhéangigen Variablen
ergibt folgende Varianzformel um die Fehlerausbreitung zu berechnen,:

of\? Of\? Of\?
=) o () ()

Wobei s die Standardabweichung der Funktion f, s, die Standardabweichung von x etc.
darstellen.

Es folgt ein Beispiel fiir die Berechnung der Fehlerfortpflanzung:
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Stichtag Summe von Aufwand Summe von abgegr.Pramie Anzahl von JE Summe von Schadenanzahl Schadenbedarf
20071231 1721874,56 3530082,06 13871,84 906,63 124,13
20081231 1503 608,41 3343109,46 13 865,42 824,94 108,44
20091231 1672914,52 3155122,35 13 853,96 854,10 120,75
20101231 1 890 880,46 3023354,74 13 548,40 871,68 139,56
20111231 1585 249,63 2911667,51 13 486,97 799,95 117,54
20121231 1534 701,86 2 846 517,00 13 166,06 762,69 116,57
20131231 1572 515,33 2 743 663,64 12 929,31 758,76 121,62
20141231 1464 886,88 2692 619,78 12 678,17 712,48 115,54

Erwartungswert 1618 328,96 3030767,07 13 425,02 811,40 120,52

Abbildung 5.1: Daten Ubersicht
STD. Abweichung (Var. Koeff. STD. Abweichung |Var. Koeff. |STD. Abweichung |Var. Koeff.
Schadenbedarf |Schadenbedarf |Aufwand Aufwand |JE JE
4
8,45676507 7% 129844,8572 8,02% 428,2544833 3%

Abbildung 5.2: Standardabweichungen und Varationskoeffizienten

Formel |Aufwand/PoIizzen x/y
Fehler: Ableitung nach x "1y
Ableitumg mach y "xfyn2"
Berechnung X 1464 886,88
y 12 678
Delta X 117 533,60
DeltaY 404
Fehlerentwicklung 9,98 "+/-" an Schadenbedarfin EUR

8,63%

Abbildung 5.3: Ergebnis

Zusatzlich zum durchschnittlichen Schadenbedarf, allen genannten Kosten und Zuschlagen,
sollte somit fiir den gegebenen Bestand ein Risikoaufschlag von 10,41 EUR eingeplant

bzw. verdient werden.
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5.2 Schlussfolgerung

Verallgemeinerte Lineare Modelle liefern fiir die Tarifierung wichtige Ergebnisse und
kénnen den Erfolg eines Versicherungsunternehmens steigern. Es ist eine gangige Me-
thode um den Schadenbarf des Bestanden zu analysieren. Wichtig ist es auch mogliche
Tarifgenerationen isoliert voneinander zu betrachten. Dabei ist es erst moglich den Erflog
oder den Einfluss der umgesetzten tariflichen Anderungen effizient beurteilen zu kénnen.

In der Praxis werden die vorhin kalkulierten Tarifmultiplikatoren jedoch nicht 1:1 an
den Versicherungsnehmer weitergegeben. Die minimale Pramie von 13EUR, die man in
der Berechnung fiir den vermeintlich besten Kunden anbieten wiirde, ist wirtschaftlich
gesehen deutlich zu niedrig. Der endgiiltige Preis hangt oft nicht nur von den kalkulierten
Faktoren sondern auch von vertrieblichen Strategien sowie von Experteneinschitzungen
der Unternehmen ab. Wichtig ist, dass alle Berechnungen laufen tiberpriift und evaluiert
werden um auf mogliche Anderungen im Bestand reagieren zu konnen.
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