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1 Einleitung

In dieser Arbeit behandeln wir die Spot- und Forwardpreise von Elektrizitdt. Um den
Spotpreis zu bestimmen, kann man entweder reduzierte oder strukturelle Modelle ver-
wenden. Wir werden uns ausschlieflich mit strukturellen Modellen beschiftigen, wobei
wir hier vorallem auf das Modell von Aid, Campi, Huu, und Touzi [1| eingehen, aber
auch das Modell von Barlow [2] betrachten. Weiters wollen wir die Forwardpreiskurven
als Funktional eines endlich dimensionalen Markov-Prozesses darstellen. Wir wollen
Konsistenzbedingungen fiir das Faktormodell finden und danach affine und polyno-
miale Kurvenfamilien betrachten, wobei wir zunéchst affine und polynomiale Prozesse

beschreiben.

Wir beginnen indem wir in den ersten zwei Kapiteln einen kurzen Einblick in Energie
und Elektrizitats-Markte geben. In Kapitel 4 wenden wir uns den strukturellen Model-
len zu, wobei wir hier das Modell von Barlow [2]| als Motivation verwenden und uns
anschliefend mit dem Modell von Aid, Campi, Huu, und Touzi [1] beschéftigen. Hier
wenden wir uns vorallem der Berechnung des Forwardpreises zu. In Kapitel 5 wollen
wir Konsistenzbedingungen fiir ein Faktormodell finden und anschlieffend affine und

polynomiale Kurvenfamilien betrachten.



2 Energie Markte

Bei Energiemérkten handelt es sich um Rohstoffmérkte, die sich mit dem Handel von
Energie beschiftigen. Dabei kann es sich um Elektrizitiits- und Treibstoff- (Gas, Ol,
Kohle) Mérkte und C'O,-Zertifikate, aber auch um Wetter und Temperatur Derivate
handeln.

Treibstoffe konnen zur direkten Konsumation, aber auch zur Produktion von Elektrizi-
tat benutzt werden. Die wichtigsten Energietriger sind Erdél, Kohle und Erdgas. Diese
miissen erst bearbeitet und verfeinert werden, um Produkte zu erzeugen, die konsu-
miert werden kénnen, wie z.B.: Benzin, Diesel oder Heizdl.

Es besteht eine grofe Qualitatsvielfalt. Bei Rohdl als auch bei Kohle wird diese Qualitat
durch den Schwefelgehalt bestimmt.

Rohstoffmirkte werden in Mérkte unterschieden, bei denen eine Lagerung des jeweili-
gen Rohstoffes moglich ist und jene, bei denen es nicht moglich ist. Wenn eine Lagerung
des Rohstoffes nicht mdglich ist, dann muss der jeweilige Rohstoff sobald wie moglich
nach der Produktion konsumiert werden. Somit sollten Produktion und Konsumation

moglichst gleichzeitig stattfinden.

Der wichtigste Energiemarkt, bei dem der Rohstoff nicht gelagert werden kann, ist der
Elektrizitdtsmarkt. Dieser wird im nichsten Kapitel ausfiihrlich beschrieben. Auch bei

Wetter Derivaten ist die Lagerung des Underlyings nicht moglich.

Die Gemeinsamkeit aller Energiemérkte besteht darin, dass sie unvollstindig und illi-
quid sind. Die Energie Markte sind unvollstindig, da nicht alle Risiken perfekt gehedged
werden konnen. Die Illiquiditdt kommt daher, dass sogar relativ kleine Transaktionen

das Potenzial haben, die Preise zu verdndern.
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Dieses Kapitel beschreibt den wichtigsten Energie Markt, bei dem eine Lagerung des
Rohstoffes nicht méglich ist, den Elektrizitdtsmarkt. Elektrizitat wird auch ,flow com-

modity” genannt, da Elektrizitit iiber eine bestimmte Periode geliefert wird.

In den 1990er Jahren begann die Liberalisierung der Energiemérkte in einigen Léndern.
Diese Deregulierung fiihrte dazu, dass Elektrizitdtsmérkte kein Monopol mehr darstell-
ten. Man wollte die Konsumenten schiitzen und den Markt wettbewerbsfahig machen.
So kénnen die Konsumenten aus allen Anbietern den fiir sie giinstigsten auswéhlen.
Wiéhrend die Bereiche Produktion, Handel und Konsumierung dem Wettbewerb un-
terliegen, werden die Bereiche Transport und Verteilung als staatliches Monopol regu-

liert.

Das Verhalten der Elektrizitdtspreise wird als sehr komplex und volatil betrachtet. Die
wichtigsten Griinde, fiir die Volatilitdt der Elektrizitéitspreise, sind saisonale Einfliisse
und die Nicht-Lagerfahigkeit der Elektrizitat. Sie kann nicht physikalisch auf direktem
Weg gelagert werden, daher miissen Produktion und Konsumation (bzw. Angebot und
Nachfrage) weitgehend {ibereinstimmen, d.h. ein ,Cost-of-Carry“-Modell ist nicht mog-
lich. Unter ,Cost-of-Carry” versteht man die Kosten der Lagerung eines Rohstoffes, die

Versicherung, Lagerkosten und Zinsen enthalten.

Da Elektrizitat nicht gelagert werden kann, wird die Auswirkung verstirkt, die von
einem Ungleichgewicht der Nachfrage und des Angebots kommt. Elektrizitdtspreise
kénnen anders als bei anderen Rohstoffen und Finanzprodukten negativ sein. Das ist
eine Folge von geringer Nachfrage und gleichzeitigem Uberangebot.

Der Strompreis hiangt stark von der Nachfrage ab. Man kann zwischen ,on-peak® und

,off-peak” Preisen unterscheiden.

Die Nachfrage von Elektrizitdt ist abhidngig vom Wetter, wobei die Temperatur einer
der einflussreichsten Faktoren ist.

Aber nicht nur die Temperatur beeinflusst die Nachfrage von Elektrizitdt, auch Feuch-
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tigkeit und Niederschlag zeigen eine signifikante Korrelation mit der Elektrizitdtsnach-
frage. Windgeschwindigkeiten, Schneefall und Regen, sowie Wasserstand, Wolkenbede-
ckung und Sonnenscheindauer haben wiederum Einfluss auf das Elektrizitdtsangebot,

das durch Wasserkraft, Solar- und Windenergie erzeugt wird.

Die Nachfrage von Elektrizitat wird auch stark durch die Wirtschaft beeinflusst. Die
Elektrizititsnachfrage wird iiblicherweise als mean-reverting!-Prozess modelliert. Dies
ist auch bei den zwei Modellen, die wir im néachsten Kapitel betrachten, der Fall. Die
Nachfrage ist zudem unelastisch, da sie vom Wetter und nicht von den Treibstoffpreisen

abhingt.

Elektrizitdt kann durch verschiedene Rohstoffe produziert werden.

Der wichtigste Produktionsprozess ist die Umwandlung fossiler Brennstoffe (Kohle,
Gas, O1). Allerdings wird auch eine groke Menge an Strom aus Kernenergie, Wasserkraft
oder anderen erneuerbaren Energien (Wind und Solar) erzeugt.

Elektrizitdtspreise haben daher eine hohe Korrelation und Abhéngigkeit von anderen
Rohstoffen, sowie dem Wetter. Somit konnen Elektrizitatspreise nicht getrennt von den
Brennstoffpreisen, die in der Produktion von Elektrizitit verwendet werden, betrachet
werden.

Bei Strom handelt es sich allerdings um ein homogenes Gut, d.h. anders als bei fossilen

Energietragern gibt es keine Qualitdtsunterschiede.

Zusitzlich zu wirtschaftlichen, saisonalen bzw. Wetterabhéngigkeiten und der Nicht-
Lagerfihigkeit sind Elektrizititspreise auch von Ubertragungsbeschrinkungen betrof-
fen. Hierbei kann es sich um Transportverluste oder Kapazititslimiten in Ubertragungs-
leitungen handeln. Das fiihrt zu unméglichen und unékonomischen Ubertragungen von

Elektrizitdt in bestimmten Regionen.

Wie im ersten Kapitel bereits erwidhnt ist der Elektrizitdtsmarkt unvollstindig und
illiquid. Um Elektrizitdtsderivate zu bepreisen, benétigen wir ein dquivalentes Martin-

galmaf. Dieses werden wir im nichsten Kapitel definieren.

Rohstoffe werden meistens durch Forward- und Futurevertrige gehandelt.

!Nach Abweichungen kehrt der Preis wieder auf ein bestimmtes Niveau zuriick
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3.1 Spot- und Forwardpreise

Zuerst werden wir die Spot- und Forwardpreise, sowie ihre Beziehung zueinander defi-

nieren, da wir diese spiter noch verwenden werden.

Definition 3.1.1. Der Spotpreis S; eines Rohstoffs, ist der Verkauf- oder Kaufpreis fiir
sofortige Lieferung zur Zeit t. Der Spotmarkt wird auch als Day-ahead-Markt bezeich-

net.

Definition 3.1.2. Der Forwardpreis F(t,T) eines Rohstoffs, ist der Preis zur Zeit ¢,
mit, fixer Lieferung zur Zeit T', mit t < T

Beim Forwardvertrag handelt es sich um einen OTC-Vertrag (Over-The-Counter-Vertrag).
Dabei handelt es sich um einen auferborslichen Vertrag zwischen zwei Parteien, wobei
Lieferort, Menge und Qualitit eines genau bestimmten Vertragsgegenstandes und ein
Lieferdatum zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses vereinbart werden. Forwardver-

trage sind somit nicht standardisiert.

Definition 3.1.3. Der Futurepreis F(t,T;,Ty) mit Lieferperiode [T7, T3], ist der Preis
zur Zeit t mit Lieferung innerhalb der Periode [T}, 7. Rohstoffe mit Lieferung inner-
halb dieser Periode sind z.B. Erdgas und Elektrizitat.

Im Gegensatz zum Forwardvertrag ist der Futurevertrag kein OTC-Vertrag, sondern

wird an der Borse gehandelt. Der Futurevertrag ist standardisiert.
Es gibt zwei Arten von Modellen um den Spotpreis zu berechnen:
e reduzierte Modelle und
e strukturelle Modelle

Der Grofteil der bisherige Literatur beschéftigt sich vorwiegend mit reduzierten Mo-
dellen. Diese ignorieren entweder die Treibstoffpreise oder nehmen sie als exogene
korellierte Prozesse an, d.h. sie kénnen die Abhéngigkeit zwischen Elektrizitat und
Treibstoffen nicht erfassen. Spitzen bekommt man normalerweise nur durch das Einbe-
ziehen von Sprungprozessen. Sie konzentrieren sich nur auf die Preise und ignorieren

die Beziehung zwischen Angebot/Nachfrage und Preisen.

Wir werden nicht weiter auf reduzierte Modelle eingehen und verweisen fiir interessierte
Leser an dieser Stelle auf [9], [21], [24], [25], [26] und [29].
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Bei strukturellen Modellen wird, anders als bei den reduzierten Modellen, der Spot-
preis aufgrund des Gleichgewichts zwischen Angebot bzw. Produktion und Nachfrage
modelliert. Preisspitzen fallen iiblicherweise mit einer hohen Nachfrage oder einer ge-
ringen Kapazitit zusammen.

Im néchsten Kapitel werden zwei strukturelle Modelle vorgestellt, wobei wir auf [1]

und [2] verweisen.

3.1.1 Spot-Forward-Beziehung

Basierend auf der Literatur von Benth, und Meyer-Brandis [4], Eydeland, und Wolyniec
[15] und Geman [20] beschreiben wir nun die Spot-Forward-Beziehung,.

Die Spot-Forward-Beziehung in Finanzmérkten unter der No-Arbitrage-Annahme schaut

wie folgt aus
Ft,T)=5e"TY t<T

mit F(T,T) = Sy, wobei r die Zinsrate ist, die als konstant angenommen wird. Sei
(Q, F, (Ft)i<r, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und Q ein zum Maf P 4qui-
valentes risikoneutrales Mak. Der Elektrizitatsmarkt ist unvollstindig. Weiters kann
der Forwardpreis aufgrund der Interpretation als sofortiges Derivat und aufgrund der
Finanzmarkttheorie auf unvollstindigen Mérkten (siche Bjork [5]), als bedingter Er-

wartungswert unter einem risikoneutralen Maf Q
Ft,T)=E%Sr|F

dargestellt werden, wobei J; alle zur Zeit t verfiighbaren Informationen darstellt. Wegen
dieser Beziehung folgt, dass F'(¢,7T) ein Martingal ist. Der obige Ausdruck zeigt, dass
der jetztige Forwardpreis ein ,non-biased Schétzer fiir den zukiinftigen Spotpreis ist.
Fiir lagerfihige Rohstoffe wird die Spot-Forward-Beziehung durch ~, convenience yield

genannt, erweitert. Man erhélt daher
F(t,T) = S;elr=n{T=0), (3.1)

Fiir v gilt v = 71 — ¢, wobei mit ¢ die Lagerkosten und mit ~; wird der Nutzen vom

physikalische Rohstoff beschrieben werden. Somit erhalten wir fiir Rohstoffe, fiir die
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eine Lagerung moglich ist, folgende Beziehung
F(t, T) =S, e(r=r1+¢) (T—1)

wobei

r(T —t) die Finanzierungskosten,

¢(T —t) die Lagerkosten und

7 (T —t) den reinen Nutzen vom Besitz des Rohstoffs darstellt.

Es gilt also
F(t, T) - St €(T_'Y) (T—t) — St 6(7'—714-0) (T—t)‘

(r — =) ist negativ, wenn r — ¢ < 7 gilt. Wenn (r — 7) negativ ist, dann ist die
Forwardkurve eine fallende Funktion bzgl. der Falligkeit. Man spricht hier von ,Back-
wardation“. Andererseits ist (r — ) positiv, wenn r — ¢ > 7 gilt. Wenn (r — ) positiv
ist, erhalten wir eine steigende Funktion bzgl. der Filligkeit. Hierbei handelt es sich

um die Situation des ,,Contangos".

Betrachtet man nun Elektrizitdtsmérkte, kann die obige Beziehung zwischen Spot-
und Forwardpreis nicht mehr erfiillt werden, da Elektrizitat nicht lagerfahig ist und
es somit keine Moglichkeit des ,carryings® im ,Cost-of-Carry*“-Modell gibt. Elektrizitét

muss sofort konsumiert werden, somit macht die obige Eigenschaft keinen Sinn mehr.

Man kann allerdings argumentieren, dass selbst wenn Elektrizitéit nicht gelagert werden
kann, die Treibstoffe fiir die Produktion von Elektrizitat gelagert werden kénnen. Die-
se Beobachtung fiihrt zu Bedingungen der Termstruktur der Elektrizitdtspreise. Neh-
men wir eine fiktive Wirtschaft an, in der Elektrizitdt von einer einzigen Technologie,
Kohleeinheiten mit derselben Effizienz, erzeugt wird und der Elektrizitits-Spotmarkt

wettbewerbsfihig ist. Der Elektrizitatspreis sollte folgendes erfiillen
F.(t,T)=q. F.(t,T), t<T

wobei ¢. die Heatrate ist und e fiir Elektrizitdt und c fiir Kohle steht. Wenn es ein
t < T gibt, sodass F.(t,T) > q. F.(t,T) gilt, dann kann man zur Zeit ¢:

e Einen Elektrizitéts-Forward zu F, (¢, T') verkaufen und ¢. Kohle-Forwards zu F.(t,T)

kaufen
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und zur Zeit 1"
e ¢. Kohle zu S.(T) verkaufen und Elektrizitat zu S.(T') = q. S.(T) kaufen.

Diese Strategie liefert einen positiven Nutzen. Das wichtige in dieser fiktiven Wirtschaft
ist nicht, dass Elektrizitdt durch Kohle produziert wird, sondern dass die Beziehung
zwischen Kohle- und Elektrizitats-Spotpreisen bekannt ist. Diese kann man wiederum

auf die Forwardpreise ausweiten.

In realen Wirtschaften kénnen dhnliche No-Arbitrage-Beziehungen zwischen Elektrizitéts-
und Treibstoffpreisen nicht so einfach identifiziert werden. Der Grund dafiir ist, dass
die Produktion von Elektrizitdt durch viele Technologien mit vielen verschiedenen Effi-
zienzleveln stattfindet. Die Elektrizitdts-Spotpreise werden als stiindlicher Day-ahead-
Markt betrachtet. Zu diesem Zeithorizont stellt jeder Produzent eine Ordnung seiner
Produktionsmittel, auf der Basis ihrer Produktionskosten, auf. Diese Ordnung kann
sich wihrend der Zeit verdndern, abhéangig von Treibstoffpreisen und dem Zustand des
Stromsystems (Nachfrage, Ausfall, etc.). Auch wenn der Forwardvertrag unterschrieben

ist, ist die Ordnung zur Falligkeit nicht bekannt.
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In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit zwei strukturellen Modellen. Zum einen
mit dem Modell von Barlow [2] und zum zweiten mit dem Modell von Aid, Campi,
Huu, und Touzi [1]. Wir werden Barlow’s Modell als Motivation verwenden, da es
das erste Spotpreis-Modell war, das mittels Angebot und Nachfrage modelliert wurde.
Wir werden auf die Unterschiede der zwei Modelle hinweisen und aufserdem noch den

Elektrizitéits-Forwardpreis bzgl. des zweiten Modells genauer betrachten.

4.1 Barlow’s Modell

Das Modell von Barlow war der erste richtige Vorschlag um Spotpreis-Modelle mit-
tels Angebot und Nachfrage zu modellieren. Er fiihrt einen nicht-linearen Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess (NLOU-Prozess) ein. Dieses Modell hat keine Spriinge, allerdings

produziert es Preisserien, die Spitzen haben.
Sei

uy das Angebot zur Zeit t und
d; die Nachfrage zur Zeit t.

Barlow nimmt an, dass das Angebot steigend und die Nachfrage fallend ist. Der Spot-
preis zur Zeit t ist Sy, sodass
Ut(St) = dt(St)

gilt. Weiters nimmt Barlow an, dass das Angebot nicht zufillig und unabhéingig von ¢
ist, sodass u;(z) = g(x) gilt. Die Nachfrage ist unelastisch, daher gilt d;(z) = D, fiir

einen stochastischen Prozess Dy, mit t € [0, T
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Somit gilt
g(St) = u(S) = di(Sy) = Dy.

Also kann der Spotpreis als S; = ¢! (D;) dargestellt werden.
In realen Markten ist das totale Angebot begrenzt, somit betrachten wir g von der

Form
g(x) = ag —box®, a<0

wobei ag und by Konstanten sind. Dann gilt

o — 1/a
f(y):gl(y):< Obo y) .y < ap.

Wenn die Nachfrage das maximale Angebot aq iibersteigt, dann ist S; mit einem ma-

ximalen Preis nach oben begrenzt. Somit erhalten wir das Modell

D 1/a
g _ (aob;ot) , Dy < ag — by,
b 1/a

€ Dt > ap — Eobo.
D; wird durch einen OU(),aq, 01)-Prozess! modelliert, mit a; € R und \,0; > 0,
und somit ist D; = a; — 01 Y;, wobei Y ein OU(\, 0, 1)-Prozess ist. Auf F, = {D, <
ag — 601)0} = {Y; > ((Il — ap + bg 60)/01} gllt

. Y, 1/
S, = Qg — ai 4 01 Iy _ (1 + OéXt)l/a
bo bo

wobei

ao—al—bo 01

Xt: Y;t

abo O./b[)

auch ein OU-Prozess ist.

'Ein stochastischer Prozess (X;),t > 0 heift Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (OU-Prozess) mit a, u € R
und Konstanten A\,o > 0, wobei a der Anfangswert, p das Gleichgewichtsniveau, A die ,mean-
reversion rate und o die Diffusion bezeichnet, wenn er die folgende SDG 16st:

dX; = Mp— X,)dt +odW,, Xo=a

10
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Sei f, eine nichtlineare Funktion der Form

1+az)V* a0,
fal) = LA a7

xT

e, a = 0.
Die Inverse von f,, auch Box-Cox-Transformation genannt [6], ist

@l 040, z>0,

galx) =49
logx, a=0, x>0.

Solange der Preis S; unter dem Maximum A, = e(l)/ “ bleibt, ist auch g,(S;) ein OU-
Prozess. Obwohl wir zuerst @ < 0 verwendet haben, sind die Funktionen f, und g, fiir
jedes a € R definiert.

Fir das Preismodell erhélt man dann

fa(Xt); 1+06Xt > €

1/a
€o

St:
, 1+ aX; <e

mit

dXt = —)\(Xt — CL) dt + Uth

Hierbei handelt es sich um einen NLOU(A, a, 0, a, €g)-Prozess. Es ist tiblich einen OU-
Prozess zu verwenden, um das ,mean-reverting“-Verhalten der Nachfrage zu bestim-

men.

Dieses Modell hat jedoch einen Nachteil. Ein ,closed-form“-Ausdruck fiir den Erwar-
tungswert (F'(t,T) = IEq[St | F]) fiir ein allgemeines « ist nicht moglich. Da aufgrund

der Definition von S; eine nichtlineare Funktion angenommen wurde.

4.2 Modell 2

Die Autoren dieses Modells sind R. Aid, L. Campi, A. N. Huu, und N. Touzi. [1]

Dieses Modell ist dem Modell von Barlow [2] sehr &hnlich, da der Elektrizitéts-Spotpreis
als Gleichgewicht zwischen Nachfrage und Produktion definiert ist. Jedoch ist in diesem
Modell die Angebotskurve durch verschiedene verfiighare Kapazitéten beschrieben und

nicht durch eine einzelne parametrisierte Kurve. Dieses Modell teilt aukerdem einige

11
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Ideen mit dem Modell von Fleten, und Lemming [18].

Der strukturelle Aspekt des Modells kommt daher, dass die Elektrizitats-Spotpreise
von der Dynamik der Elektrizitdtsnachfrage zur Falligkeit 7' und von der zufillig
verfiigharen Kapazitit jedes Produktionsmittels abhiangig sind. Wir sehen also, dass
Elektrizitatspreise durch die Nachfrage und unterschiedliche Treibstoffpreise bestimmt

werden.

Spitzen treten auf, wenn der Produzent von einer Technologie zur nichsten, mit ver-
fiigharen geringeren Kosten wechseln muss. Die Dynamiken des Nachfrageprozesses

erkliaren diesen Wechselprozess.

Ab sofort gilt:

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (W, W) sei eine (n + 1)-dimensionale
Standard Brown’sche Bewegung mit W = (W' ... W"), n > 1. Wir unterscheiden
zwischen der Filtration F° = (F?), erzeugt durch W°, und der Filtration 7 = (F"),

erzeugt durch die n-dimensionale Brown’sche Bewegung W = (W1, ... W").

Fiiri = 1,...,n bezeichnet P," den Preis der Menge des Rohstoffs i zum Zeitpunkt ¢, die
notwendig ist um 1 KWh Elektrizitiat zu produzieren und soll folgender stochastischen
Differentialgleichung (SDG) folgen

n
dP} = P} (MidH Zafﬂ'dwg> , >0
j=1
wobei ;¢ und o geeignet integrierbare, F"W-adaptierte Prozesse sind.

Eine weitere Annahme ist, dass ein risikoloses Asset mit folgendem Preisprozess

t.
EO _ efo TU,du7 t>0

existiert, wobei die Zinsrate (r;);>o ein F"-adaptierter, nicht negativer Prozess ist, so
dass fot r.du endlich ist, fir jedes ¢ > 0. Daraus ergibt sich, dass (r;) unabhéngig von

der Brownschen Bewegung W0 ist.

Die Elektrizitdtsnachfrage wird durch einen stetigen Prozess D = (D;);>0, adaptiert
bzgl. der Filtration F° = (F}?), modelliert. Der Prozess D ist strikt positiv, da er die

gesamte Elektrizitdtsnachfrage einer gegebenen geographischen Region modelliert.

12
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4.2.1 Spotpreis

Der Spotpreis zur Zeit t wird mit S; bezeichnet. Der Elektrizitdtsproduzent kann zu
jeder Zeit t entscheiden, welcher Rohstoff fiir die Produktion von Elektrizitét, in diesem
Moment am besten ist, d.h. der Elektrizitits-Spotpreis ist proportional zum Spotpreis
des gewiihlten Rohstoffs. Wegen der Definition von P gilt S, = P, fiir 1 < i < n, wenn
der Rohstoff ¢ zur Zeit ¢ gewédhlt wurde.

Es werden nur die Rohstoffe betrachtet, die zur Erzeugung von Elektrizitit verwendet
werden konnen. Der Produzent mdéchte den giinstigsten Rohstoff fiir die Produktion
von Elektrizitidt benutzen, somit fithren wir einen stochastischen Prozess (Al) ein. (A?)
wird auf (€2, F,P) definiert und als unabhiingig von (W° W) angenommen. F2 = (FA)
beschreibt seine Filtration. Fiir jedes i = 1,...,n bezeichnet A! > 0 die gegebene
Kapazitit der i-ten Technologie fiir die Elektrizitdtsproduktion zur Zeit t. Wir nehmen
weiters an, dass jedes Al Werte in [m;, M;] annimmt, wobei 0 < m; < M; die minimale
und maximale Kapazitéit der i-ten Technologie ist. Beide Werte sind dem Produzenten
bekannt.

Der Produzent ordnet die Rohstoffe vom billigsten zum teuersten, fiir jedes gegebene
(t,w). Die geordneten Rohstoffe werden wie folgt beschrieben

POw) < ... < P™(w).

Diese Ordnung enthélt eine Permutation iiber ein Indexset {1,...,n}, beschrieben
durch m; = {m;(1),...,m(n)}, wobei m; ein F"-adaptierter stochastischer Prozess ist.

Sei eine Rohstoff Ordnung 7; zur Zeit ¢t gegeben, so gilt (mit 2?:1 = O)

k—1 k
[km(t) — ZAtm(i)’ZAtm(i)> L 1<k<n.
i=1 i=1
Daher gilt
Si=> P Upermuy, t>0. (4.1)
i=1

Wenn D, im Intervall ™ (t) liegt, wird die letzte Elektrizitdtseinheit mittels (k)
produziert. Wenn es nicht verfiigbar ist, wird es mit dem néchsten, teureren 7; in der

Zeit-t Ordnung produziert.
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4 Strukturelle Modelle

Der Unterschied zu Barlow’s Modell liegt darin, dass der Spotpreis dadurch charak-
terisiert ist, dass die Nachfrage D; im Intervall I,™(¢) liegt, wobei bei Barlow [2]| der
Spotpreis S; = ¢g~1(D;) ist. Anders als beim Modell von Barlow, bei dem die Ange-
botskurve eine fixe parametrische Funktion ist, werden hier Treibstoffpreise und die
Kapazititen beriicksichtigt.

In beiden Modellen ist die Nachfrage unelastisch, da sie nicht von Treibstoffpreisen

beeinflusst wird.

Im Modell 2 treten Spitzen auf, wenn der Produzent von einer Technologie zur nichsten
billigeren wechselt. Und die Dynamiken des Nachfrageprozesses erkliren diesen Wech-
selprozess. Die Spitzen resultieren also von einem hohen Level des Nachfrageprozesses.

Das fiihrt dazu, dass der Produzent eine teuerere Technologie benutzen muss.

Der Rohstoffmarkt und der Elektrizitatsmarkt sind unvollstindig. Um Elektrizitatsde-
rivate zu bepreisen, benotigen wir ein dquivalentes Martingalmak. Es gibt viele ver-

schiedene Moglichkeiten dieses Mak zu definieren, eine Moglichkeit ist folgende:

Bezeichne Q = Q™" das minimale MartingalmaR, eingefiihrt durch Féllmer, und
Schweizer [19], d.h.

dQ - 1 )
= e (—/0 Guqu—§/0 162 du

wobei T* > 0 ein gegebener endlicher Horizont und 6, = o; *(u — r1,) der Risiko-
Marktpreis fiir die Rohstoffmérkte (S*, ..., S") ist. Das gerade definierte Martingalmaf

definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf Fr«, welches dquivalent zum Malfs P ist.

4.2.2 Forwardpreis

Ein Futurevertrag mit Félligkeit 73 > 0 und Lieferperiode [T7, T3] ist ein Vertrag mit
Auszahlung
1>
(T, —T1)! SrdT
T
mit Félligkeit 77, dessen Preis F'(t,T),T) zur Zeit t zur Zeit T; bezahlt wird, fiir
T, < Ty < T*. Wichtig ist, dass die Auszahlung, aufgrund der Definition des Spot-

preises, durch Terme der Treibstoffpreise ausgedriickt werden. Im Modell 2 kann der
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4 Strukturelle Modelle

Forwardvertrag der Elektrizitat als ein Forwardvertrag der Treibstoffe betrachtet wer-
den und deshalb kann auch die klassische No-Arbitrage Theorie verwendet werden, um

Elektrizitdtsderivate zu bepreisen.

Mit der Annahme (4.1) und der klassischen Future-Bepreisung folgt sofort

Ft, Ty, Ty) = dr.

1 Ty ]]’Ei:Q |:e_ ftT TuduST:|
R

Sei T' € [T}, T3]. Wir definieren nun das Forward-Mak Q7 durch die Dichte

dQT B e—ftTrudu

— fFEW
Q= Buy MIT

wobei
B(t,T) := [E2 [e‘ftT“d“}

der Preis der Nullkuponanleihe zur Zeit ¢, mit Falligkeit 7" ist.
Es gilt

1 "
F(t,Th,Ty) = T, —T1/T ]EQT[STU::&] dr

n Ty

1 .
= T2 — Tl Z ]EQT |:PT(Z) ]l{DTEIiﬂ'T(T)}‘ ft] dT

i=1 YTt

Sei 7 € II,, eine nicht zufillige Permutation, wobei II,, die Menge aller Permutationen
iiber das Indexset {1,...,n} ist. Unter der Annahme P} € L'(Q,) fiir ¢ > 0 und

1 <17 < n kénnen wir folgenden Wahrscheinlichkeitswechsel auf F%V definieren:

dQy Sy

= _ 1<i<n, T<T"
dQr IEUr[Si]
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4 Strukturelle Modelle

Proposition 4.2.1. Unter diesen Annahmen und wenn PiL € L'(Qg) fiir alle T €
[T, T3] und 1 < ¢ < n gilt, erhélt man

F(t, Ty, Ty) =

> ES‘/‘F“ZtIﬂ Q" ey = 7| FY]1QrlDr € I7(T)| 74 dT

T—T
2 L5z rem,

(4.2)

fiir ¢t € [0,T}], wobei F'(¢t,T) den Forwardpreis des i-ten Rohstoffs zur Zeit ¢ mit
Filligkeit T beschreibt und F,%* die natiirliche Filtration, erzeugt durch W° und A,
ist. Die letzte Formel zeigt, dass der Forwardpreis gleich dem gewichteten Mittel der

Forwardpreise der Treibstoffe ist.

Beweis. Laut Definition gilt

T>
F(t,T,,T,) = F(t, T)dr

(01T = e [P
wobei F(t,T) = IE“"[Sy|F;] als Forwardpreis zur Zeit ¢ mit Filligkeit 7" und un-
mittelbarer Lieferung bei Filligkeit interpretiert werden kann. Mit der Definition des

Elektrizitdts-Forwardpreises F(¢,7) bekommen wir

n

F(t,T) = Z E%T [PT(i) ]I{DTGIZ'WT(T)}’ ‘Ft]

=1

= Z Z EY | P [ ]l{DTel (1)} Lmp=r}

1=1 well,

7|

Mit Verwendung der Unabhingigkeit zwischen W, W und A erhalten wir

Z Z IEQT[ ]l{ﬂ'T TF}

=1 well,

Y @ilbr € 17(@) 7).

Unter der Verwendung der Wahrscheinlichkeit d@;(i) /dQr gilt

]EQT|:P ()]I{WT -

F } FrO (4, 7)Y Q) [y = 7| FV]

anschliefsendes Integrieren zwischen 77 und 75 und dividieren durch 75 — T liefert die

gewiinschte Formel. O]

Mit dem Modell von Aid, Campi, Huu, und Touzi [1] als Motivation kénnen wir den
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4 Strukturelle Modelle

Elektrizitdts-Forwardpreis F'(t,T) wie folgt dargestellen:
F(t,T) =) a'(t,T) F'(t,T),
i=1

wobei F'(t,T), fiir ¢ = {1,...,n}, die Forwardpreise der Rohstoffe sind, die fiir die
Produktion von Elektrizitdt verwendet werden und (a’(t, T))ejo,r) fiir jedes T > 0 und

i ={1,...,n} ein stochastischer Prozess ist. Aus dem vorigen Beweis wissen wir, dass
F(t.7) =3 3 O T) Q" [rr = 7 7] Qe[ Dr € I7(T)| F)
1=1 well,
gilt. Setzen wir nun j := 7(i) erhalten wir

P(t,T) =3 3 FI(LT) Qplnr = 7 Y Qe Dy € I, (T)| 704)

7=1 mell,

Somit gilt fiir a’(¢,T):

n

@(1T) =3 > Qhlnr = 7| FY Qe[ Dr € I (T)| 74

j=1 mell,

4.3 Forwardpreis-Modellierung

Wir verwenden nun die vorige Darstellung des Forwarpreises F'(¢,T)

Ft,T)= Zn:a"(t, T)F'(t,T),

i=1

als definierende Eigenschaft eines Modells fiir die Elektrizitats-Forwardpreise. Ziel ist
es Bedingungen an a'(t,7) und F'(t,T) Bedingungen zu finden, sodass F(t,T) ein
lokales Martingal ist.

Wir arbeiten auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (F;)i<r, Q) auf dem
eine n-dimensionale Brown’sche Bewegung W und eine n-dimensionale Brown’sche
Bewegung B definiert ist, mit d(B!, W/) = p¥ dt. Q bezeichnet hier bereits ein risiko-

neutrales Mak.

Wir nehmen an, dass fiir jedes 7" > 0, folgende Dynamik fiir die Forwardpreise der
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4 Strukturelle Modelle

Rohstoffe gilt:
dF'(t,T) = F'(t,T)Y o"(t, T)dW}, t<T, ie{l,...,n}
j=1

wobei (0(t,T))sco,m ein R™"-wertiger stochastischer Prozess ist. Daraus folgt, dass
F'(t,T) ein lokales Martingal ist. Auferdem wird eine Dynamik fiir die Prozesse (a’(t,T'))sefo,1]
festgelegt:

da'(t,T) = a'(t,T) <ai(t,T)dt+Zﬁij(t,T)ng>, t<T, ie€{l,...,n}

J=1

wobei a(t,T)cpr) R und (B(¢,T))sco,r) R"*™-wertige stochastische Prozesse sind.
Wir wollen nun Bedingungen an «(t,7T') finden, sodass F(¢,T) ein lokales Martingal

ist. Dies wollen wir mit Hilfe der [to-Formel tun.
Wir wenden nun die It6-Formel auf
g(t,a,G) = F(t,T)

an, wobei G := I gilt. Es folgt

dg(t,a,G) = dg(t, a,G) dt—l—Z@azgta @) da’ +Za@ (t,a,G) dG“era Gr.

-0 =1 =1
(4.3)
Setzt man jetzt die vorher definierten Dynamiken in (4.3) ein, erhdlt man
9(t,a,G) ZGz t,T)a(t, T)o'(t, T)dt + Y G(t, T)a'(t,T) Y (¢, T)dB]
i=1 j=1
+ atTG”tT UUtTde—l- da GZ
> D> Z\ )

=1 J=1 M

wobei

« = d(a'(t,T) i B9(t,T) B!, G'(t,T) zn: ok (t, T) W}

j=1 k=1

= i a'(t,T) B9 (t,T) G(t, T) o™*(t,T) d(B], W}).
- N——
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4 Strukturelle Modelle

Somit gilt
g(t,a,G) ZG%T 1) ai(t,T) dt

+ZZZG%T i(t,T) BU(t, T) 0¥ (£, T) p*dt

i=1 j=1 k=1
+Y dBl Y L dW
=1 =1

Da die letzten zwei Terme It6-Integrale sind, miissen die ersten zwei Terme gleich Null
sein, damit F(¢,7") ein lokales Martingal ist.
Somit folgt:

> Gt T)d'(t,T) o ZGZ tT)d' (t,T)Y > B9t T) o™ (t,T) prdt.
i=1 j=1 k=1
Somit haben wir folgenden Satz gezeigt:
Satz 4.3.1. Fiir ein Modell der Form
F(t,T)=> d'(t,T) F'(t,T),
i=1
und
dF'(t,T) = F'(t, 7)Y o"(t,T)dW{, t<T, ie{l,...,n}

J=1

da'(t,T) = a'(t,T) (o/(t,T) dt + Zm:ﬂ”(t,T) czég) . t<T, ie{l,...,n}

j=1
gilt, (F'(t,T))i<r ist ein lokales Martingal, wenn

=YY ST oM T o (14)

j= k=1

gilt.
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5 Konsistente Faktormodelle

In diesem Kapitel verweisen wir auf die Literatur von Filipovi¢ [16] und Hell, Meyer-
Brandis, und Rheinlénder |22].
Bisher haben wir Modelle der Form

n

F(t,T) =Y d'(t,T) F'(t,T)
i=1
betrachtet. Nun wollen wir die Forwardpreiskurven als Funktional eines endlich di-
mensionalen Markov-Prozesses darstellen. Sei (§2, F, (F;)t > 0,P) ein filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum und Q ein zum Maf P dquivalentes risikoneutrales Maf. Wir wollen
die obige Struktur bewahren und den Strompreis weiterhin als Linearkombination der

Forwardpreise der Rohstoffe schreiben. Somit setzen wir
F(t,T) =Y W(T —t,Y;,X,) g'(T —t,X,)
i=1

sodass a’(t,T) = h'(T —t,Y;, X;) und Fi(t,T) = ¢"(T —t, X;), wobei g* € C1?(R, xR")
und h' € CH?(R, x R™ x R"). Die Prozesse Y und X sind n-dimensionale Diffusions-

prozesse der Form

dX, = b*(Xy) dt + ¢ (X,) AW, Xo = o

(5.1)
dY, = 0" (Y, Xp) dt + ¢ (Ye, Xo) dBy, Yo =1yo

wobei W eine n-dimensionale Standard Q-Brown’sche Bewegung und B auch eine n-
dimensionale Standard Q-Brown’sche Bewegung ist, die miteinander korreliert sind,
sodass (B!, W) = p gilt, wobei wir fiir p” nur p’ schreiben. b¥ : R* — R" b¥ :
R" x R® — R™ und ¢¥ : R" — R™" (¥ : R" x R® — R™™" sind stetige Funktionen,

sodass eine Losung der SDGen existiert.

Wir wollen nun Konsistenzbedingungen finden, so dass (¢*(T —t, X;)); ein lokales Mar-
tingal ist und die Driftbedingung (4.4) auf h'(T — t,Y;, X;) iibertragen wird. Dazu

20



5 Konsistente Faktormodelle

setzen wir s ;=T — t.

Definition 5.0.2. Ein Faktormodell heiltt zuldssig, wenn folgende Annahmen erfiillt

werden

(A1) ¢ € CY*(Ry x R™) und ' € CY*(R, x R" x R™),
(A2) b* : R™ = R" und b* : R" x R" — R" sind stetig und
X R™ - R und ¢¥ : R™ x R™ — R™" sind messbar, sodass die
Diffusionsmatrizen
o (x) = ¥ (2) (* ()"
a"(y,2) = ¢ (y,2) " (y,2)"
stetig in x,y € R" sind,
(A3)Die SDGen in (5.1) haben eine eindeutige R™-wertige Losung X, bzw. Y},
fiir jedes xg, yo € R".

Definition 5.0.3. Ein zuléssiges Modell F'(¢,T) heikt konsistent, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

e Fiir jedes T > 0 und jeden Anfangswert zo € R™, ist der Prozess ¢'(T —t, X;) ein
lokales Martingal (A4).

e Fiir jedes T > 0 und jeden Anfangswert xg,yo € R", ist der Prozess F(¢t,T) =
Sor hH(T —t,Y,, Xy) ¢'(T — t, X;) ein lokales Martingal.

Bemerkung 5.0.4. Fiir den Prozess h'(T — t,Y;, X;) soll eine geeignete Bedingung ge-
funden werden, sodass die Driftbedingung (4.4) auf h*(T — t,Y;, X;) iibertragen wird.

Fiir ein zuldssiges Modell ist die folgende Konsistenzbedingung dquivalent zu (A4).

Theorem 5.0.5. (Konsistenzbedingung) In einem zuldssigen Modell ist Bedin-
gung (A4) genau dann erfiillt, wenn fiir ¢'(T — t, X;) folgende Bedingung erfiillt ist:

n

0,G(s,7) = ¢'(0,z) +ZbX ) 0y, G(s,2) + ; Z () 0,05, G (s, ) (5.2)

J=1 7,k=1

fiir alle (s,x) € Ry x R", wobei G(s,z) = [ g'(u,z)du und a™(z) = (¥ (x) (¥ (x)7,

wie vorher definiert.
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5 Konsistente Faktormodelle

Beweis. Mit (A1) konnen wir die [t6-Formel auf g° anwenden und erhalten

dg'(T —t,X,) = =0.9"(T — t, X,) dt + Y 04, g'(T — t, X;) dX]

Jj=1

1 & , :
+ o> 00,00 g (T — £, X,) d(X], XF).
2 St

jk=1

k%

Es gilt

*k = d<CjX(Xt)Wtja le(Xt)Wtk)
= G (X)) G (Xe) AW, W)
(Xy) dt.

Somit erhalten wir

j=1
1 « ,
+5 > ay(Xy) 0, 00,9 (T — t,Xt)> dt
G,k=1
+ ) X)) 0, g (T =, X,) dWF (5.3)
4, k=1

wobei aX(z) = (X (2)¢*(2)T. Da der letzte Term ein Ito-Integral ist, ist ¢*(T — t, X;)
ein lokales Martingal, wenn der Drift verschwindet. Das ist genau dann der Fall, mit

s:=1T —t, wenn

n

1 .
be ) 0u,9'(5,2) + = 5 Z %y (Xt) 00, 00,9' (5, 2)

jk=1

fiir alle (s,z) € Ry x R™. Wenn beide Seiten bzgl. s integriert werden, erhilt man das

gewiinschte Ergebnis. O

Das vorige Theorem liefert also eine Konsistenzbedingung fiir ¢*(T — ¢, X;). Jetzt be-
notigen wir noch eine Driftbedingung fiir A (T — t,Y}), sodass F(¢,T) ein konsisten-
tes Faktormodell ist. Wir werden dies fiir den eindimensionalen Fall durchfiihren, der

mehrdimensionale Fall geht analog. Dazu machen wir folgende Annahme.

Annahme 5.0.6. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass ¢ nur von X* und A’ nur
von Y, X® abhiingt und, dass ¢¥ (Y}, X}) und ¢¥(X}) diagonal sind. Nach wie vor gilt
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5 Konsistente Faktormodelle

d<BZ7 th> = pi dt.

Analog zum Theorem 5.0.4. erhalten wir mit der obigen Annahme eine Konsistenzbe-
dingung fiir ¢'(T — ¢, X}). Es gilt
dg' (T —t, X}) = —0,g' (T — t, X}) dt + 0,9/ (T — t, X}) dX]
1 i iy
2 am:g ( - tht) d<Xt7 Xt>
=[— 0" (T —t, X]) + b} (X}) 0.4'(T — t, X)
1
2

+ = (GX(X]))? Ouag (T — t, X[ dt + (X (X)) Opg' (T — t, X[) dW].

Der letzter Term ist ein lokales Martingal. Somit ist ¢‘(X}) genau dann ein lokales

Martingal, wenn der Drift verschwindet, d.h. wenn

gilt. Wir haben somit die Konsistenzbedingung fiir ¢*(T — ¢, X}) erhalten und mochten
uns nun der Driftbedingung fiir 2*(T —t,Y;', X}) widmen. Da A’ jetzt nur mehr von Y*
und X* abhiingt, gilt

dh'(T —t, Y}, X}) = —0,h"(T — t, Y}, X}) dt + 0,h"(T — t, Y}, X)) dY

(T — 1, Y7, X]) dX 4+ 5 0, (T — £, Y7, X)) O, V)

2 e (T = 1Y, X]) (X, X)) + 0,0,0°(T — 1,7, X) d(Yy, X))

mit
= (G (Y], X)) dt,
o= G (Y X)) G (XG) pdt.

Fiir d(X}, X}) erhilt man ein analoges Ergebnis. Damit ergibt sich
th(T -, Y;ti’ XZ) = [ - ach(T -1, Y;ii’ th) + bz/<ytzv XZ) ath(T -, Y;ti’ XZ)

+ b7 (X)) 0 (T = £, Y/, X7) 4 5 (G (Y7, XD)? 0 b (T — .Y/, X))

G OX)) 00l (T 1Y, X))

+ GV XD G X ! 0,001 (T — £, Y7, X)) dt
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5 Konsistente Faktormodelle
+ G (Y XD 9,0 (T =t Y, X)) dB;
+ (X)) M (T — 1, Yy, X)) dW.
Da h'(T —t,Y;, X;) = a'(¢, T) gilt und wir wissen, dass die Dynamik von (a'(t, T))iejo.1]

wie folgt ausschaut

da'(t,T) = a'(t,T) <ai(t,T)dt+Zﬁij(t,T)dB{>, t<T, ie€{l,...,n}

j=1

erhalten wir fiir of(t, T')

o/ (t,T) = [—n' (T — .Y}, X)) + b} (Y, X)) 0,h"(T — .Y}, X])

t

+ b;X(XZ) ath(T —t, Y?’ th) + 5 (CzY(Y;tZ? XZ))z 8yth(T —t, Y;Z? XZ) (5'5)
1 ) . . )

+§ZY()/1‘,Z7XZ) CzX(XtZ) pzayal’hz(T_t7}/tZ>XZ)}/hZ(T_t7Y?7XtZ)

Mit der folgenden Definition

By = (W}, ..., W B} ..., B)T (5.6)

erhalten wir , , o
CzX (XZ) amhl(T — t? Y?? th)

“t,T) = : 1
6 ( ) ) h,%T—t,Y;Z,XtZ) ( )
5.7
/Bz(H—n) (t T) _ C@Y(Y;z’ th) 8yhz(T_ t’ Y?? th)
’ R (T —t, Y}, X})
Weiters wissen wir, dass ¢'(T — t, X;) = F'(t,T) mit der Dynamik
dF'(t,T) = F'(t,T) Y o™ (t,T) dW/
j=1
gilt. Daher erhalten wir
y X (XN 06" (T —t, X!
O'H(t,T) — Cz ( t) g ( t) (58)

Da wir aus Satz 4.3.1. wissen, dass die Bedingung

(6 T) = =357 89 T) o (1, T) o

j=1 k=1
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impliziert, dass h'(T —t,Y;, X;) ein lokales Martingal ist, bekommen wir nun folgende

Driftbedingung
ol (t,T) = =Bt T)o"(t,T) — B, T) o™ (t,T) p', i€{l,....,n} (5.9)
Also bekommen wir mit (5.5), (5.7) und (5.8)
[ = Ol (T — .Y/, X)) + 0] (Y], Xp) 0,0 (T — 1, Y}, Xy) + 07 (X}) O.h'(T — £, Y/, X})
5 (O XDV By (T = Y X0+ 5 (G (XD 00 (T = 1, Y, X))

+ CZY(YZvth) C’L)((th> :Oi ayaﬂch%T _t7Y;fi7X§)} /hi<T_t71/tivXZ)

GNXD AT — YK GNXD) 0ug (T — 1, X))

: S : . 5.10
(T —£,Y7, X7) ¢ (T — 1, X)) (510)

i1

_ GO XD ONT -tV X)) G XD g (T — 1, X7)

Korollar 5.0.7. Unter Annahme 5.0.5. ist ein zulidssiges Modell F(¢,T) genau dann
konsistent, wenn ¢*(T — ¢, X}) die Konsistenzbedingung (5.4), d.h.

erfiillt und fiir A*(T — ¢, Y}, X}) die Driftbedingung (5.9), d.h.
o (t,T) = =B(t,T) o"(t,T) — BT (¢, T) 0" (t,T) '

gilt, mit (5.5), (5.7) und (5.8).

Wir spezifizieren nun X* als geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift, d.h.
dX} = b; X} dt + ¢ X} dW}]

wobei es sich bei b; und ¢; um Konstanten handelt. X} kann man als Spotpreis fiir
Rohstoff 7 interpretiert werden. Da es sich bei den Rohstoffen um lagerfahige Rohstoffe
handelt, ist es moglich den Forwardpreis ¢'(T —t, X}) = F'(¢,T) mit der Spot-Forward-
Beziehung (3.1) darzustellen, durch eine geeignete Wahl von convenience yield und

Lagerkosten.
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5 Konsistente Faktormodelle
Fiir die Spot-Forward-Beziehung fiir lagerfahige Rohstoffe gilt
F(t,T) = S, =0T

wobei S; der Spotpreis zur Zeit t, r eine konstante Zinsrate und  die convenience yield
ist. Da X, eine geometrische Brown’sche Bewegung mit d X} = b; X} dt + (; X} dW} ist,

erhalten wir fiir den Forwardpreis
g(T —t, X)) = Fi(t,T) = X} b(T0, (5.11)

Somit gilt b; =r — 7.
Mit der Darstellung

g'(T =1, X]) = F'(t,T) = B[ X7 | F]
ist g’ ein lokales Martingal und die Konsistenzbedingung somit erfiillt.
Weiters bekommen wir fiir

a'(t,T) = =B%(t,T) 0" (t, T) — B (¢, T) " (1, T) p'.

[_ athl(T - t7Y;i7XZ) + bzf(}/tZ’XZ) ath(T - t?KivXZ) + b XZ (()xhz(T - t73/ti7XZ)
L (Vi X)), (T — £,Y7, XT) + - (2 X120, 1 (T — £, Y}, X
+2(Ci<t7 t)) vy ( t7 to t)+2(Ci t T ( t? to t)

+ CzY(Y;SZa XZ) CZ XZ ayaﬂth(T - t’ }/ti7 XZ)} / hZ(T - t’ Yti7 th)

. Rt ‘ . 5.12
hi(T —t,Y{, X}) g (T —t, X}) (5.12)

GV XD OM(T - YE X)) GXO.g'(T — 1, X))

)

Wir spezifizieren nun h*(T — t,Y;, X;) als zweidimensionales Polynom von z’ und 3/,
d.h. es gilt

BT =Y, X)) = > (T — 1) (V)M (X)) mit by + ks < m.
k1,ka=0
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5 Konsistente Faktormodelle
Wir erhalten fiir dh'(T —t, Y}, X})

dh' (T — .Y}, X)) = Z — Oy k2 (T — t) ka (V)71 (X)) dt

0<ky,k2<m
ki+ka<m

= § Vg2 (T — ¢) k(Y1 (X])*2 dY]
0<k1,k2<m
k1+ka<m

+ E Ve gz (T — t) (V)M ko (X)) d X}
0<ky,ko<m
k1+ka<m

1 . . . .
T30 D0 (T — )k G = D) (X A Y

+ = Z Vw2 (T — 1) (V) kg (ky — 1)(X))F272 d(X], X])

0<k1,k2<m
ki+ka<m

+ Z Yer k(T — 1) Ky (Y?)klfl k2(Xti)k271 (Y, X;).

0<ky,k2<m
k1+ka<m

Fiir Y;’ verwenden wir nun folgende Dynamik
dYy = (K + k] Y} + &X X])dt + (0; + 0} Y + 6;* X])dB,.

Somit erhalten wir fiir o, f% und g0+

o' (t,T) = Z — 0y 2 (T — t) k(Y1 (X)) R
0<k1,ka<m
ki+ka<m

= > (T = Ok (K + R Y + RX)

0<ky,k2<m
k1+ka<m

> (T = ) (V) k(X)) b X

1 . . ) .
o D k(T =0k (k= DY) (X)" (0 + 6] Y] + 67 X))
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5 Konsistente Faktormodelle

1 . . .
F502 (T =0 07) kel — (X)X

0<k1,k2<m
k1+k2<m

Y (T = O k() k(X)) (0, 4 0F YE 408 XP) ¢ X

0<k1,k2<m
k1+ka<m

/hZ(T - t’Y;i,XZ),

Zokgklkkzgm Yere (T — 1) (V)M ko (X7)R2 71 G X
7 +T) = 1+k2<m : ‘ '
B ( , ) hZ(T_t’Y;Z’XZ) ’

o Dnztsen taaalT = O k()0 (X (054 6 ¥+ 61 X))
Bz +n (t, T) — 1TR2S™M

hl(T - tvy;fZ?Xt?J)

Wir schauen uns nun die Konsistenzbedingung fiir h'(T —t, Y}, X}) fiir die Félle m = 1

und m = 2.

Korollar 5.0.8. Sei m = 1. Das Modell

F(t,T) =Y W(T—t,Y; X})g'(T —t,X})
=1

mit X! und Y}’ gegeben durch

dXE = by X dt + G XE AW
Y} = (K + k] Y} + &X X])dt +(0; + 0 Y, + 60X X])dBL..
und ¢* und h' gegeben durch
(T = 1,X]) = X} T

W(T =Y, X)) = D (T =) (V) (X)) mit by +ky <m

k1,k2=0

ist konsistent, wenn vz, , folgende Gleichungen erfiillt
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5 Konsistente Faktormodelle

T _exp [t(@}f Gpt+ /13/)}
o= = T )

(0;¢ip' + Ki) t- Cop,

Y.0(T —t) = exp [t(@}f Gp'+ mf)] - Chp,
You(T —t) = exp [(¢F +b;) t] - Con

exp [(0Y G p' + 1Y) 1] (6% G pf + 1X) - Cug
(0Y Gip' + KY) = (G + i) '

Beweis. Es gilt
W(T =Y, X)) = > YT — 1) (V) (X)) mit by + by < m.
k1,k2=0

Fiir m = 1 erhalten wir

hZ(T —t, }/ti? XZJ) = Z ’Ykl,kQ(T - t) (Y?)kl (XZ)kQ
0<k1,ka<m
k1+k2<1

= %0,0(T = t) +71,0(T — ) Y} + 701 (T — ) X,

Wir wenden nun die Tt6-Formel auf (T — ¢, Y}, X}) an und erhalten

(5.13)

dh'/(T — 4,V X)) = (= 000(T — t) — Oya0(T — t) Yy — Opyon (T — 1) X)) dt

+ Y1,0(T — t) dY] + v (T — t) dX].
Mit
dX} = b; X} dt + ¢ X} dW}
Y} = (K;+ k) Y] + kX X])dt + (0; + 6] Y] + 6, X})) dB;
erhalten wir schlieflich

dn*(T —t, Y, X}) = [ = Ov00(T — 1) = Omo(T — 1) Yy — Ivo(T — 1) X

+ Y107 — ) (K; + k] Y + 65 X]) 4+ 700 (T — t)b; X{]dt

+910(T = t)(0; + 0Y Yy + 6 X])dB; + ~0.1(T — t) (¢ X;) dW.
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5 Konsistente Faktormodelle

Fiir die Driftbedingung (5.9)
a'(t,T) = =p%(t,T) 0" (t, T) — B, T) o™ (t,T) p'.

gilt also

_ =000(T — 1) = 01T = ) Vi — Opy0a (T — t) X}

Oéi
0(T — ) (K + &) Y+ 65 X]) + 70,0 (T — t) by X]
hl<T - t? Y?? th)

Y

Bii _ ”Yo,l(T —1)¢ Xti
hl(T_tJY?7XZ)’
0T —1)(0; + 0Y Y + 60X X])

Bz(z—l—n) _

Da wir aus (5.11) wissen, dass ¢'(T —t, X}) = X} *(T~ gilt, erhalten wir fiir o

gI(T - taXzO

i

= Gi-
Wenn wir jetzt einen Koeffizientenvergleich machen, erhalten wir
Avoo(T —t) = mo(T —1)(8: ¢ p' + Ki),

816'71,0(T - t) = ’Yl,o(T - t) (93/ Gi Pi + "f?/)>

Ovor (T —t) = o1 (T — )(¢F 4 b:) +v1.0(T — ) (6 G p + ).

Nun kann man diese linearen Differentialgleichungen erster Ordnung l6sen und erhélt
O

das gewiinschte Ergebnis.

Korollar 5.0.9. Sei m = 2. Das Modell

F(t,T) =Y hW(T—t,Y, X)) g'(T —t, X})
=1

mit X} und Y}’ gegeben durch

dX} = b; X} dt + ¢ X] AW}
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5 Konsistente Faktormodelle
dYy = (K + 5] Y + & X[)dt + (6; + 0} Y} + 0, X[)dB;.
und ¢° und h' gegeben durch
(T 1, X) = X} T

h(T —t,Y;, X} Z Ve ko (T — 1) (VI (XV*2 it by + ky <

k1,ko=

ist konsistent, wenn vy, », folgende Gleichungen erfiillt

Y2.0(T —t) = exp [26(6] G p' + 6,2 + 5] )] - Cap,
no(T =) =exp [(67 Gip' + 5] )t] - Cig

n 2exp [2¢(0) G p' + 017 +w))](0:0) +©iGip' + K;) - Cayg
0 Gip' + 207 + k)

(T —t) =exp [(207 Gp'+ ¢+ r7 +b;) 1] - Cra

2exp [26(0) G p' + 07 + 8] (0F G p' +0Y 0 + K]) - Cop
i 207+ RY) — G2 — R} -
exXp [(93/ CZ pZ + /izf) ﬂ . 01,0
(6 Gip' + k1)
2(07 Gp' +2077 +57)(0F G p' + 077 + KY)

Yoo(T —t) = (6: ¢ p' + K;)

exp [Qt(ﬁf CZ pl + 92/2 + Iizf)} 912 . CQ’(]
2007 Gip' + 607 + KY) ’

’}/0’1(T — t) = exXp [(@2 + bz) t] . CO,l

exp [(QZY Gpt+ /{Z/) t] -Chy
(6Y G o+ k) — (C +by)
207 Gip' + 07 + KY) — (0] Gp + 0 0 + k)Y)]

+ (0 Gp' + )

1
2O G2 RY) — ()]

exp[t (2 93/ CZ ,Oi + CZQ + Ii;-X + bz)] . 01’1
207 Gip'+ K

+ (204G p' + K;)
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5 Konsistente Faktormodelle

L 2epl(207 G o'+ 0+ m) (67 G o'+ 07 OF + 1) - O
(2072 +2KY — G — KX — b))

1
@ Gr s a1 ) (G 0]

2exp [26(0Y G p' + 62 + kY)]©, 05 - Cag
200V Gt + 07 +KY) = (G +bi)

’)/072(T - t) = exXp [(2[7% + 3C3) t] : 0072

exp[(?@}f Gpi 4G+ RS +bi) t]-Cia
207 Gipt+ kX —bi+4¢

2exp[2t (0F G p' + 017 + w1)](0F G p' + 07 0F + w7F) - Cay
(202 +2K) — 2 — KX —b;)[2(6F Gp' 4+ 072 + KY) — (2b; + 3¢7) ]

exXp [2t (Qly CZ pi + 03/2 + I‘dzf)} 9;}(2 . 02’0

Der Beweis geht analog zum Fall m = 1.

Wir geben jetzt einen kurzen Einblick in affine und polynomiale Prozesse.

5.1 Affine Prozesse

Basierend auf Duffie, Filipovié¢, und Schachermayer [14] und Filipovi¢, und Mayerhofer
[17] definieren wir affine Prozesse, als Klasse von zeit-homogenen Markov-Prozessen
in stetiger Zeit mit Wertebereich R x R" , deren logarithmierte charakteristische

Funktion auf affine Weise vom Anfangszustand des Prozesses abhingt.

Sein > 1 und D C R", ein nichtleere Teilmenge von R™. Weiters sei b* : D — R" eine

stetige Funktion und ¢X : D — R™™ messbar, sodass die Diffusionsmatrix
a* (z) = (*(x)¢ ()"

stetig in © € D ist. Weiters bezeichne W eine n-dimensionale Brownsche Bewegung.
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5 Konsistente Faktormodelle
Wir nehmen an, dass fiir jedes x € D eine Losung X = X* der SDG
dX; = b5(Xy) dt + ¢X(Xy) dWrp, Xo==

existiert.

Definition 5.1.1. X heift affin, wenn die charakteristische Funktion von X7 bedingt
durch F; exponential affin in X ist, fiir alle ¢ < T'. Es existieren C- und C"- wertige
Funktionen ¢(t,u) und ¢ (¢, u), so dass X = X*

J1D) [e“TXT

ft] — ATt (Tt X (5.14)

erfiillt, fiir alle v € iR™,t < T und z € D.

Theorem 5.1.2. Wir nehmen an, dass X affin ist. Dann ist die Diffusionsmatrix o (z)
und der Drift b*(z) affin in z. Das gilt, wenn
a*(z) =a+ inai
i=1
(5.15)

b (x) =b+> 8 =b+ B
=1

fiir n X n-Matrizen a und «;, und n-Vektoren b und f;, wobei

B:(ﬁla"'aﬁn)

die n x n-Matrix mit i-tem Spaltenvektor 3;,1 < ¢ < n bezeichnet. Weiters l6sen ¢ und
Y = (¢r1,...,9,)T das System der Riccati-Gleichungen

0(t, ) = 5 0t ) a (e, 0) + 07 U0, w),
¢(0,U) =0,
(5.16)
Opi(t,u) = %W,u)T a; Yt u) + B Y(t,u), 1<i<mn,

(0, u) = u.

Insbesondere wird ¢ bestimmt durch ) mittels simpler Integration

ot = [ (50t 0o + 070t ) ds
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5 Konsistente Faktormodelle

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Diffusionsmatrix a* (z) und der Drift vX(z) affin
von der Form (5.15) sind und, dass eine Losung (¢, 1)) der Riccati-Gleichungen (5.16)
existiert, sodass ¢(t,u) + 1 (t,u)Tx einen negativen Realteil fiir alle ¢ > 0,4 € iR™ und
x € D hat. Dann ist X affin mit bedingter charakteristischer Funktion (5.14).

Beweis. Wir verweisen auf das Theorem 10.1 in Filipovi¢ [16]. Wir nehmen an, dass

X affin ist. Fiir 7" > 0 und v € iR" ist der komplex-wertige 1t6-Prozess definiert durch

Mt — €¢(T_t7u)+w(T_t7u)T Xt .

Wir konnen die [to-Formel separat auf den Real- und Imaginérteil von M anwenden

und erhalten
dM; = I dt + (T — t,u)" p(X;)dW;, t <T
mit
I, = —0pd(T — t,u) — Or(T — t,u)" X, + (T —t,u)" b¥ (X))
30T — ) @S (X)(T — 1)

Da M ein Martingal ist, erhalten wir [, = 0 fiir alle t < T. Fiir t — 0, wegen der

Stetigkeit der Parameter, erhalten wir
1
8T¢<T7 U) + 8T¢(T7 U)Tx = w<Ta u)T bX (SL’) + 5 ¢(T7 u>TaX<x) w(Tu U’)

fir alle x € D, T > 0,u € iR™. Da ¢(0,u) = u ist folgt, dass a** und b* affin von der
Form (5.15) sind. Setzt man das nun in die obige Gleichung ein und trennt die Terme
1. Ordnung in x, erhélt man (5.16).

Umgekehrt, nehmen wir an, dass ¢ und v* von der Form (5.15) sind. Sei (¢, ) eine
Losung der Riccati-Gleichungen (5.16), so dass ¢(t,u) + ¥(t,u)” z einen negativen
Realteil, fiir alle t > 0, v € iR™ und x € D hat. Dann ist M, mit der obigen Definition,
ein gleichméfbig beschrinktes lokales Martingal und daher ein Martingal, mit My =
ev” X1 Somit gilt IE[Mry|F] = M,, fiir alle t < T, das wiederum ist gleich (5.14),

somit ist das Theorem bewiesen. O

Weiters ist jeder affine Prozess ein Feller Prozess, fiir interessierte Leser verweisen wir
auf die Literatur von Keller-Ressel [23] und Duffie [14].
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5 Konsistente Faktormodelle

5.2 Polynomiale Prozesse

Basierend auf Cuchiero, Keller-Ressel, und Teichmann [11] definieren wir polynomiale
Prozesse, als spezielle Klasse von zeit-homogenen Markov-Prozessen mit Zustandsraum
S CR™

Wir betrachten eine zeit-homogene Markov-Semigruppe (P;):>o gegeben durch

P, f(x) := /Sf(C)pt(x,dC), T € Sa (5.17)

wobei f : Sa — R eine Borel messbare Funktion ist, fiir die das Integral wohldefiniert
ist. Es gilt

By fx) = B [f(Xe)] = BLf(Xy)] Xo = z].

Die Ubergangsfunktion wird mit (p; )0 definiert und erfiillt zusitzlich zu den iiblichen

Bedingungen auch folgende:
1. fiir alle z € Sa, po(z,-) = 0, wobei §, das Dirac-Mak beschreibt,
2. firallet > 0und x € S, p(x, {A}) =1 —p(z,5) und p(A, {A}) = 1.

Sei P,,, ein endlich dimensionaler Vektorraum von Polynomen bis Grad m > 0 auf S,

d.h. Polynome auf R™ werden eingeschrinkt auf S, definiert durch

Pp =<K S>>z Z akxk,éHO‘akER
k|=0

wobei wir die Multi-Index Notation k = (ky,...,k,) € Ny, |k| = k; + ... + k, und

gk = 2 ... gF verwenden. Die Dimension von P, wird beschrieben durch N < oo
und hingt von S ab. Wenn S ein einzelner Punkt ist, ist die Dimension immer 1 und,
wenn S der ganze Raum R” ist, ist sie maximal.

Weiters definieren wir fiir jeden Multi-Index k Funktionen fx durch

7%, wenn z € S,

fie =

0, wennz=A.

Auferdem schreiben wir f;, wenn k = e; und f;;, wenn k = e; + e;, wobei ¢;, ¢ €

{1,...,n}, den i-ten kanonischen Basisvektor bezeichnet. Dann entspricht der Raum
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5 Konsistente Faktormodelle

P, der lineare Hiille der Funktionen { fi, |k| < m}.
Definition 5.2.1. Ein Sx-wertiger zeit-homogener Markov-Prozess heilst m-polynomial,
wenn wir fiir alle k € {0,...,m}, fir alle f € Py, x € Sund t >0

haben, d.h. fiir jedes Polynom f ist x — P, f(z) wieder ein Polynom. Zus#tzlich nehmen
wir an, dass t — P, f(x) stetig bei t = 0 ist, fiir alle f € P,.

Wenn X m-polynomial fiir alle m > 0 ist, dann nennt man X polynomzal.

Ein Spezialfall eines Markov-Prozesses ist der Diffusionsprozess.

Definition 5.2.2. Sei n > 1 und D C R", ein nichtleere Teilmenge von R". Weiters
sei bX : D — R" eine stetige Funktion und (¥ : D — R™" messbar, sodass die

Diffusionsmatrix

a*(z) = (*()¢* ()"
stetig in © € D ist. Weiters bezeichne W eine n-dimensionale Brownsche Bewegung.
Wir nehmen an, dass fiir jedes x € D eine Losung X = X* der SDG

dX, = b5 (X)) dt + (X)) dWrp, Xo=x

existiert. X nennt man einen Diffusionsprozess.

Aus der Definition fiir polynomiale Prozesse folgt, dass ein Diffusionsprozess polynomial
heifit, wenn der Driftterm X (x) affin ist und die Diffusionsmatrix hchstens quadra-
tisch ist.

Wir betrachten jetzt Elektrizitdts-Forwardpreise von der Gestalt
Ft,T)=q(T —t, %)
wobei Z,; ein n-dimensionaler Diffusionsprozess ist, gegeben durch
dZy = b(Zy) dt + ((Zy) AWy, Zo = 2

und ¢ : Ry X R® — R eine deterministische Funktion ist. W; ist eine n-dimensionale
Brown’sche Bewegung auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F;)i>0, P)
und Q ist ein zum Maf P dquivalentes risikoneutrales Mafs. b : R* — R™ und ¢ : R” —

R™ "™ sind stetige Funktionen, sodass eine Losung der SDG existiert.
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Wir wollen nun Konsistenzbedingungen finden, so dass (¢(T" —t, Z;)); ein lokales Mar-

tingal. Dazu setzen wir s := T —t.

Definition 5.2.3. Ein Faktormodell heiftt zuldssig, wenn folgende Annahmen erfiillt

werden

(A1) g € C** (R, x R™),

(A2)b: R" — R" ist stetig und ¢ : R" — R™™™ ist messbar, sodass dieDiffusionsmatrix

stetig in z € R" ist,

(A3)Die SDG hat eine eindeutige R"-wertige Losung Z; fiir jedes zp € R".

Definition 5.2.4. Ein zulissiges Modell F'(¢,T) heilst konsistent, wenn fiir jedes T' > 0
und jeden Anfangswert zo € R", der Prozess q(T' —t, Z;) ein lokales Martingal ist (A4).

Fiir ein zuldssiges Modell ist die folgende Konsistenzbedingung dquivalent zu (A4).

Theorem 5.2.5. (Konsistenzbedingung) In einem zuldssigen Modell ist Bedin-
gung (A4) genau dann erfiillt, wenn fiir ¢(T — ¢, Z;) folgende Bedingung erfiillt ist:

n

9,G (s, q(0, 2 +Zb 2)0.,G(s, 2) + ; > ajn(2)0.,0:,G(s, ) (5.18)

7. k=1

fiir alle (s,z) € Ry x R™, wobei G(s,2) = [, q(u, z)du und a(z) = ((2){(z)", wie

vorher definiert.

Der Beweis geht analog wie zum Theorem 5.0.5.

Wir kommen nun zu folgender Definition.

Definition 5.2.6. Das Diffusions-Charaktersistik-Paar {b,a} = {b(z),a(z)}, und die
Parametrisierung der Forwardpreiskurve ¢ = ¢(s, z) ist konsistent, wenn das dazuge-

horige Faktormodell konsistent ist.

Annahme 5.2.7. Fiir das restliche Kapitel nehmen wir an, dass das Faktormodell

zuléssig ist.

Fiir die Existenz und die Eindeutigkeit von konsistenten Faktormodellen betrachten

wir folgendes Theorem.
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Theorem 5.2.8. Unter der obigen Annahme, werden die Funktionen aus (5.18)
1
0.,G(-,z) und 3 0.,0.,G(-,2) (5.19)

fiir 1 < j < k < n als linear unabhingig angenommen, fiir alle z, in einer dichten

Teilmenge D C R™. Dann existiert genau ein konsistentes Paar {b,a}.

Wenn wir also die parametrisierte Kurvenfamilie {q(-, 2) |z € R™}, die die Bedingung
(5.19) erfiillt, fiir die tdgliche Schitzung der Forwardpreiskurve benutzen, dann wird
jedes konsistente Diffusionsmodell fiir z total von ¢ bestimmt. Wird diese Bedingung
(5.19) nicht erfiillt, hat man eine grofere Flexibilitdt um ein konsistentes Faktorprozess

zu wahlen.

Wir werden jetzt konsistente Faktormodelle betrachten vom affinen und polynomialen
Typ, d.h. in unserem Modell F(¢,T) = q(T —t, Z;) ist ¢ affin oder polynomial.

5.3 Affine Kurvenfamilien

Wir verweisen wieder auf Filipovié¢ [16] und Hell, Meyer-Brandis, und Rheinlénder [22].
Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, der zeit-homogenen affinen Term-Struktur. ¢

ist affin in 2 von der Form:

a(5.2) = G0(s) + 1)1 + - + Gu(5) 20 (5.20)

Die Ableitungen 2.0rdnung verschwinden hier und die Konsistenzbedingung (5.18)

wird reduziert auf

go(s) = 9o(0) + Z 2(95(8) = 9;(0) = D b;(2)Gy(s) (5.21)

Gi(s) = [ dy(adu

Da alle 2.Ableitungen bzgl. z von G (-, z) gleich Null sind, sind sie nicht linear unabhén-
gig. Es existiert keine eindeutige Losung fiir das Paar {b,a}. Wenn die n Funktionen

G, (s) linear unabhéngig sind, kénnen wir die lineare Gleichung (5.21) invertieren und
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fiir b 16sen. Da die linke Seite von (5.21) affin in 2 ist und wenn wir annehmen, dass

die G(s) unabhéngig sind erhalten wir, dass auch b affin ist, von der From
bj (Z) =Cj + Z 5jk2k (522)
k=1

wobei ¢; und §;;, Konstanten sind. Wenn man das in (5.20) einfiigt und konstante Terme

und Terme mit 2, zusammenfasst, erhalten wir folgende Differentialgleichungen:

(0.Go(s) = Go(0) +J§ ¢; Gy (s)

(5.23)

0sGr(s) = gk(0) + > 0,xG4(s), k=1,...,n.
i=1

\

Wir haben dann folgendes bewiesen:

Theorem 5.3.1. Wir nehmen an, dass die Funktionen G;,1 < j < n, linear unab-
héngig sind. Wenn das Paar {b, a} konsistent ist mit der affinen Term-Struktur (5.20),
dann ist b notwendigerweise affin von der Form (5.22). Und die Funktionen G, 16sen
das System der Riccati-Gleichungen (5.23) mit der Anfangsbedingung G;(0) = 0.
Umgekehrt nehmen wir an, dass das Faktormodell zuldssig ist und, dass b affin von der
Form (5.22) ist und seien g;(0),1 < j < n, gegebene Konstanten. Wenn die Funktionen
G; das Gleichungssystem (5.23) mit der Anfangsbedingung G,(0) = 0 lésen, dann ist
die z-affine Funktion ¢ in (5.20) konsistent mit {b, a}.

Fiir die Diffusionsmatrix a(z) gibt es keine zusétzliche Konsistenzbedingung.

5.4 Polynomiale Kurvenfamilien

Wir erweitern die affine Term-Struktur und betrachten eine polynomiale Term-Struktur

der Form
q(s,z) = Z G;(s)2 (5.24)
li|=0

wobei wir die Multi-Index Notation j = (j1, ..., jn),|j| = ji+...+jound 23 = 27" - .. 2in

verwenden. Hier bezeichnet m den Grad der Polynomfunktion, das heiftt es existiert
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5 Konsistente Faktormodelle

ein Index j mit |j| = m und g; # 0. Fiir m = 1 handelt es sich um den Fall der affinen
Kurvenfamilien, welchen wir im vorigen Abschnitt behandelt haben.

Hier gibt es Einschriankungen fiir 6 und a.

Zur Vereinfachung konzentrieren wir uns auf den Spezialfall n = 1, wobei wir einfach
Jj=1jl =71 €{0,...,m} identifizieren und die Gleichung (5.24) als

schreiben. Wir definieren )
Gys) = [ dplu)du
0

Der allgemeine Fall geht analog.

Theorem 5.4.1. Wir nehmen an, dass G;,1 < j < m linear unabhingige Funk-
tionen sind. Dann impliziert die Konsistenz, dass der Drift b(z) und die Diffusions-

Charakteristiken a(z) von der folgenden Form sind

- 22p(z)

b(2) =bi(2) +p(2); a(z) = aa(z) =~

(5.25)

wobei by(2) ein Polynom mit maximal 1. Ordnung und a;(z) und p(z) Polynome mit

maximal 2. Ordnung sind.

40



Literaturverzeichnis

[1] R. Aid, L. Campi, A. Huu, und N. Touzi, A Structural risk-neutral Model of
Electricity Prices, International Journal of Theoretical and Applied Finance,
12(7):925-947, 20009.

[2] M. T. Barlow, A Diffusion Model for Electricity Prices, Mathemaival Finance 12
(2002), No. 4, 287-298.

[3] F. E. Benth, J. Kallsen, und T. Meyer-Brandis, A non-Gaussian Ornstein-
Uhlenbeck Process for Electricity Spot Price Modeling and Derivatives Pricing,
Appl. Math. Finance, 14(2):153-169, 2007.

[4] F. E. Benth, und T. Meyer-Brandis, The Information Premium in Electricity
Markets, 2008.

[5] T. Bjork, Arbitrage Theory in Continuous Time

[6] G. E. P. Box, und D. R. Cox, An Analysis of Transformations, Journal of the
Royal Statistical Society, Series B (Methodological), Vol. 26, No. 2, 211-252, 1964.

[7] R. Carmona, und M. Coulon, A Survey of Commodity Markets and Structural
Models for FElectricity Prices, Preprint, 2012.

[8] A. Cartea, und P. V. Conde, Spot price Modeling and the Valuation of Electricity
Forward Contracts: the Role of Demand and Capacity, 2008.

[9] A. Cartea, und M. G. Figuerona, Pricing in Electricity Markets: A Mean Re-
verting Jump Diffusion Model with Seasonality, Applied Mathematical Finance,
12(4), 313-335.

[10] A. Cartea, M. G. Figuerona, und H. Geman, Modelling Electricity Prices with
Forward Looking Capacity Constrains, 2008.

41



Literaturverzeichnis

[11] C. Cuchiero, M. Keller-Ressel, und J. Teichmann, Polynomial Processes and their
Applications to Mathematical Finance, Finance Stoch., 2012.

[12] M. Czakainski, F. Lamprecht, und M. Rosen, Energiehandel und Energiemdrkte
- Fine Einfihrung, Fnergieverlag GmbH, Essen, 2010.

[13] D. Duffie, Dynamic Asset Pricing Theory, 2001.

[14] D. Duffie, D. Filipovié¢, und W. Schachermayer, Affine Processes and Applications
in Finance, 2001.

[15] A. Eydeland, und K. Wolyniec, Energy and Power: Risk Management - New
Developments in Modeling, Pricing and Hedging, Wiley Finance, 2003.

[16] D. Filipovi¢, Term-structure Models, A graduate Course, Springer Finance,

Springer-Verlag, Berlin 2009.

[17] D. Filipovi¢, und E. Mayerhofer, Affine Diffusion Processes: Theory and Appli-
cations, 2009.

[18] S. E. Fleten, und J. Lemming, Constructing Forward Price Curves in Electricity
Markets, Energy Economics 25 (2003), 409-424.

[19] H. Follmer, und M. Schweizer, Hedging of Contingent Claims under Incomplete
Information, Applied Stochastic Analysis (London, 1989), Stochastics Monogr.,
5, Gordon and Breach, New York (1991), 389-414.

[20] H. Geman, Commodities and Commodity Derivatives, Modeling and Pricing for
Agriculturals, Metals and Energy, John Wiley and Sons Ltd., 2005.

[21] H. Geman, und A. Roncoroni, Understanding the Fine Structure of Electricity
Prices, The Journal of Business, 79(3), 7-14, 2006.

[22] P. Hell, T. Meyer-Brandis, and T. Rheinlander, Consistent factor Models for
Temperature Markets, International Journal of Theoretical and Applied Finance
(ILJTAF), 15(4):1250027-1-1,2012.

[23] M. Keller-Ressel, Affine Processes - Theory and Applications in Finance, Disser-
tation, 2008.

42



Literaturverzeichnis

|24] S. Koekebakker, und F. Ollmar, Forward Curve Dynamics in Nordic Electricity
Markets, Managerial Finance, 31(6), 73-94, 2005.

[25] J. Lucia, und E. Schwartz, Electricity Prices and Power Derivatives: Evidence
from the Nordic Power Ezxchange, Review of Derivatives Research, 5(1):5-50,
2002.

|26] D. Pilipovi¢, Energy Risk: Valuing and Managing Energy Derivatives, McGraw
Hill, 1997.

|27] E. Schwartz, The Stochastic Behavior of Commodity Prices: Implications for Va-
luation and Hedging, The Journal of Finance, 52:923-973, 1997.

|28] G. Trenks, Modelling Energy Markets and Energy Derivatives, Diplomarbeit,
2007.

[29] P. Villaplana, Pricing Power Derivates: A Two-factor Jump-diffusion Approach,
2003.

43



