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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit den Methoden zur Schiatzung von Asset Korrelatio-
nen und hieraus abgeleiteter Zusammenhénge zwischen Industriegruppen. Im wesentli-
chen werden drei Methoden zur Schiatzung der Korrelation vorgestellt. Einerseits handelt
es sich um eine empirische Approximation, die anhand von Aktienkursen durchgefiihrt
wird, andererseits werden zwei weiterfithrende Methoden ausgearbeitet, die auf der Para-
meterschitzung des Merton Modells basieren. In beiden der Merton Fiélle handelt es
sich um eine Maximum Likelihood Schétzung. Im ersten Schritt wird der sogenann-
te Survivorship Bias mitberiicksichtigt und darauffolgend werden die Assets in direkte
Abhéngigkeit von den Industrieeffekten gesetzt. Letztendlich wird die erarbeitete Theo-
rie in einer numerischen Analyse umgesetzt und die Vorgehensweise in der Praxis genau
erklart. Dariiberhinaus werden die fiir das Thema der Asset Korrelationen relevanten
Bestimmungen seitens der internationalen Bankenaufsicht nach Basel II kurz erlautert.
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Abstract

The present thesis focuses on the approximation methods for asset correlations follo-
wed by the derivation of dependancies across industry groups. Basically three different
estimation methods for asset correlations are introduced. On the one hand an empirical
approximation taking into account adjusted stock returns is presented, on the other hand
there are two further methods based on parameter estimation of the Merton model. In
both cases of the Merton model we are dealing with a Maximum Likelihood estimation
considering the so-called survivorship bias in the first step, followed by the modeling of
asset values directly dependent on their industry classification. Finally the provided theo-
ry is put into a numerical analysis explaining in detail the accurate implementation in
practice. Additionally it gives an overview of the international supervisory requirements
within Basel II in respect of the credit risk relevant correlation rules.
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1 Einfithrung

Wihrend der Wirtschaftskrise im Jahr 2008 wurde am Beispiel von Lehmann Brothers
deutlich ersichtlich, dass auch grofie internationale Konzerne beziehungsweise Banken
vor einer Insolvenz nicht geschiitzt sind und, dass deren Zahlungsunfiahigkeit auch andere
Unternehmen ruinieren kann. Welchen Einfluss ein Unternehmen auf die gesamte Markt-
wirtschaft haben kann, ist insbesondere in Zeiten komplizierter Unternehmensstrukturen
oft schwierig abzuschétzen.

Die Asset Korrelationen spielen also nicht nur bei der Diversifizierung eines Portfolios ei-
ne bedeutende Rolle. Ebenso im Bereich des Kredit- bzw. Kontrahentenausfallsrisikos ist
es von besonderer Bedeutung, Abhéngigkeiten zwischen Unternehmen zu quantifizieren
und daraus Riickschliisse auf mogliche Zahlungsschwierigkeiten zu ziehen. Insbesondere
fiir staatlich geschiitzte Industriebereiche (zum Beispiel Banken, Versicherungen, etc.) ist
die Anzahl der historischen Ausfallsereignisse nicht grofi genug, um daraus ein Muster
ableiten zu konnen. Deswegen werden des Ofteren fiir die Schatzung der Ausfallskorrela-
tionen in der Praxis Zusammenhinge der Vermogenswerte herangezogen. Ahnlich wie im
Portfoliomanagement werden auch bei der Quantifizierung des Kreditrisikos homogene
Gruppen gebildet, die dem gleichen Risikofaktor, sei es geographisch oder industriespe-
zifisch, unterliegen.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden drei verschiedene Methoden zur Schétzung der
Asset Korrelationen erarbeitet, wobei die Fragenstellungen zum Teil der Arbeit von Klaus
Diillmann, u.a. [4] folgen. Zuerst fithren wir in das Thema des Kreditrisikos ein und be-
schreiben das hierfiir hdufig verwendete Merton Modell. Die genauen Definitionen eines
Ausfalls beziehungsweise die Herleitung der Ausfallswahrscheinlichkeiten werden in Ka-
pitel 2 ndher beschrieben. Dariiberhinaus werden auch die mathematischen Hintergriinde
des im Rahmen eines internen Ansatzes in Basel II vorgeschriebenen ASRF Modells
erldutert. Dass der Zusammenhang zwischen Asset Korrelationen und den Mindestkapi-
talanforderungen insbesondere bei immer strengeren Regelungen nicht zu unterschétzen
ist, wird ebenso kompakt dargestellt.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der eigentlichen Schitzung der Asset Korrelationen und
deren numerischer Implementierung. Im ersten Schritt werden die Asset Korrelationen
direkt aus den empirischen Zusammenhéngen zwischen Aktienkursen geschétzt. Diese Me-
thode wird zwar oft als erster Indikator verwendet, ist aber aufgrund der Vernachléssigung
des Kreditrisikoteils nicht zur dessen Einschétzung geeignet. Die zweite Methode basiert
auf einer direkten Maximum Likelihood Schétzung des Merton Modells. Nachdem wir
in der Praxis nur an nicht ausgefallenen Unternehmen interessiert sind, flieit der so-
genannte ,Survivorship Bias®“ ebenso mit in die Schéitzung ein. Abschliefend wird die
dritte Methode vorgestellt, welche die Entwicklung der Assets in einen direkten Zusam-
menhang mit der Industriezugehorigkeit setzt und den Prozess der Asset Returns als ein
Random-Effekts Modell darstellt.
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Welche Industrieklassifizierungen am Markt vorhanden sind und in welcher Weise sie sich
unterscheiden, wird im letzten Kapitel dieser Arbeit beschrieben. Vielen Unternehmen,
die im Bereich des Investmentbankings, Consultings oder als Ratingagentur tétig sind,
haben seine eigene Industriekategorien. Dadurch ist die Anzahl der unterschiedlichen
Klassifizierungsstandards enorm grof§ und die Unterschiede nicht immer klar ersichtlich.
Im wesentlichen gibt es zwei grundlegende Merkmale anhand von denen Unternehmen in
Industrien eingeteilt werden:

e betriebsorientierte Klassifizierungen: z.B. SIC, NAICS
e finanzmarktorientierte Klassifizierungen: z.B. GICS, ICB, TRBC.

Welche der Klassifizierung am besten geeignet ist, ldsst sich im Allgemeinen nicht beant-
worten, denn es hingt stark davon ab, woriiber die darausfolgenden Aussagen getroffen
werden sollen.

Zum Schluss wird fiir die im S&P 500 und STOXX 600 Europe enthaltenen Unternehmen
eine empirische Analyse iiber mehrere Zeitrdaume durchgefiihrt. Die daraus resultierenden
Ergebnisse zeigen, dass die Korrelationen zwischen amerikanischen Unternehmen deut-
lich hoher sind als die der européischen. Dariiberhinaus kann aus der Analyse entnommen
werden, dass die hochsten Assetkorrelationen wéihrend der Wirtschaftskrise beobachtet
werden konnten. Nachdem die Auswirkungen der Wirtschaftskrise im Jahr 2012 stabili-
siert wurden, sind die Korrelationen in den meisten Industrien nicht unter das Niveau
von vor der Krise gesunken.

Anmerkung: Zur besseren Leserlichkeit werden die meisten Begriffe aus der Finanzma-
thematik in englischer Sprache verwendet.
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2 Asset Values und das Kreditrisiko

Eines der bekanntesten Asset Value Modelle in der Bewertung des Kreditausfallsrisikos
wurde im Jahr 1974 von Robert C. Merton [18] vorgestellt. Das Merton Modell stellt
einen direkten Zusammenhang zwischen dem Aktienkurs und dem Kreditobligo eines
Unternehmens dar und wird als Basis von vielen anderen Kreditrisikomodellen verwen-
det. Wird das Merton Modell auf eine Grofizahl von identischen Firmen (homogenes
Portfolio) ausgeweitet und das Gesetz der Groflen Zahlen angewendet, so entspricht es
dem sogenannten Asymptotic Single Risk Factor (ASRF) Modell [11]. Das ASRF Modell
wird aufgrund dessen Portfolioinvarianz in Basel II fiir die Eigenkapitalhinterlegung des
Ausfallsrisikos vorgeschlagen und stellt ebenso in den meisten Féllen die Grundlage fiir
interne Modelle dar [21].

2.1 Merton Model

Wie bereits erwihnt, stellt das Merton Modell einen wichtigen Ansatz zur Schétzung
des Kreditausfalls und somit auch zur Bepreisung von Krediten und Anleihen dar. Die
Voraussetzungen stimmen mit denen von Black-Scholes iiberein und setzen sich wie folgt
zusammen:

e fest vorgegebener risikoloser Zinssatz r

keine Dividendenzahlungen

Arbitragefreiheit

keine Transaktionskosten bzw. Steuern

hinreichend liquider Markt

Assets werden in stetiger Zeit gehandelt

Die Grundannahme des Merton Modells ist, dass die Vermogenswerte (Assets) eines je-
den Unternehmens unter dem physischen Wahrscheinlichkeitsmafl P einer geometrischen
Brownschen Bewegung folgen. Diese hat die folgende Form

dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW* (t) (1)

wobei S(t) den Wert der Assets zum Zeitpunkt ¢, u den Drift und o die Volatilitét des
stochastischen Prozesses darstellt und W¥(¢) eine standard Brownsche Bewegung (unter
dem physischen Wahrscheinlichkeitsmafi P) ist. Nachdem wir in spéterer Folge einen Maf-
wechsel durchfiihren méchten, dient die Schreibweise W¥(¢) lediglich der Verdeutlichung
der Maflabhéngigkeit.

Die Losung der stochastischen Differentialgleichung (1) kann zum Zeitpunkt 7" mit Hilfe
des stochastischen Exponentials eindeutig bestimmt werden und ist gegeben durch

S(t) = S(0) exp ((u - 302) T+ UWP(t)) . 2)
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Dariiber hinaus sind die Assets lognormal verteilt und es gilt:

InS(t) ~ N <ln S(0) + (u — %#) T, UQT) : (3)

Die Verbindlichkeiten eines Unternehmens werden im Merton Modell durch eine Zero-
Coupon-Anleihe B(t) mit dem Nominalwert (Strike) K dargestellt. Befindet sich der
Wert der Assets zum Zeitpunkt der Félligkeit T unter dem Riickzahlungswert der An-
leihe/des Kredites, das heifit das Unternehmen ist nicht mehr zahlungsféhig, so sprechen
wir von einem Ausfall.

In einem friktionslosen Markt setzt sich also der Wert der Assets S(t) aus der Summe
der Zeitwerte des Eigenkapitals E(t) und der Anleihen B(t) zusammen. Hiermit erhalten
wir zum Zeitpunkt T zwei mogliche Szenarien:

e S(t) > K: Der Kreditgeber erhilt den Betrag K und die Anteilseigner bekommen
die Differenz E(t) = S(t) — K

e S(t) < K: Das Unternehmen kann seinen Verpflichtungen nicht nachkommen und
es kommt zu einem Ausfall. Der Kreditgeber iibernimmt das Unternehmen und die
Anteilseigner steigen mit 0 aus, d.h. B(t) = V(t) und E(t) = 0.

Daraus ergibt sich:

E(t) = (S(t) - K)*
und der Wert des Eigenkapitals eines Unternehmens ist gleich einer européischen Call
Option auf die Assets der Firma mit der Falligkeit 7. Die zugénglichsten und in der
Praxis am héaufigsten verwendeten Assets sind Aktien und daher wurde diese fiir die
folgenden Analysen herangezogen.

2.1.1 Das risikoneutrale Black-Scholes-Merton Modell

Damit wir, wie in der Praxis iiblich, mit diskontierten Aktienkursen arbeiten kénnen und
gleichzeitig die Martingaleigenschaft unseres Wertprozesses nicht verlieren, ist die Trans-
formation des physischen Wahrscheinlichkeitsmafies notwendig.

Betrachten wir nun das risikolose Bankkonto gegeben durch die stochastische Differenti-
algleichung
dR(t) =1 - R(t)dt

mit der Losung R(t) = e und den diskontierten Wertprozess e "*S(¢). Mit Hilfe der
Ito — Quotientenregel erhalten wir die folgende SDGL:

S\ S() [dS() dR(r) dIS().R()]  dR(),R(t)
I (R<t>> = R() [ *

SU) R0 SORQ) 0k
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Da die Assets von der Entwicklung des Bankkontos unabhéngig sind und die quadrati-
schen Inkremente des Bankkontos verschwinden, erhalten wir

; (S(t)) dS(t)  S(H)dR(t)

R(t))  R(t)  R(t)?

und durch das Einsetzen der SDGL des urspriinglichen Wertprozesses S(t) ergibt sich fur
den diskontierten Prozess

d ( Z((?)) _ Rtt) (0 — P)S(E)dt + oS AW (2)] .

Sei nun (2, F(t),Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sodass Q das risikoneutrale Wahr-
scheinlichkeitsmafl des Marktmodells ist und F; die natiirliche Filtration. Das Theorem
von Girsanow liefert uns die notwendige Existenz eines solchen dquivalenten Martingalma-
Bes Q der Gestalt
dWE(t) = \dt + dWQ(t). Daraus ergibt sich fiir die obige Gleichung:

S(t) 1 1

dl ==~ ) = —=—(u— NS()dt + ——aS(t)dW(t).

(25 = gl —r+ NSt + oSO

Damit der diskontierte Wertprozess ein Q — Martingal ist, muss gelten
w—r+oX=0.

Setzen wir nun dW¥(t) = =£dt + dW2(t) in die urspriingliche Gleichung zuriick, so
erhalten wir fiir den Wertprozess unter dem risikoneutralen Martingalmafl Q

dS(t) = rS(t)dt + o S(t)dWe(t). (4)

Hiermit ist der diskontierte Wertprozess ein Q-Martingal (unabhéngig von p) und hat
die folgende Gestalt
d(e"S(t)) = e "o S(t)dW (). (5)

Nachdem wir das risikoneutrale dquivalente Martingalma$ fiir den Prozess S(t) konstru-
iert haben, kann der Wert des Eigenkapitals als Q-Erwartungswert von dem diskontierten
Payoff einer européischen Call-Option C(T,S(t)) = (S(t) — K)* dargestellt werden
E(t) =E® [e"T0(S(1) — K)*| F(1)]
=E® [efr(Tit)S@)]I{s(tbK}|./T"(t)] — Kem@T=1) EEQ [H{S(t)>K} ’F(t)l

US> K)

Durch das Einsetzen von (2) und der Annahme, dass die Assets lognormalverteilt sind, er-
halten wir den diskontierten Preis der Call-Option und somit die Losung der urspriinglichen
Problemstellung

E(t) = C(t,5(t)) = S(t)®(dy) — Ke " T=Dd(dy) (6)
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wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist und es gilt

dy = U\/% [log(S(t)/K) + (r + 0%/2)(T — 1)]
dy =~ [log(S(t)/K) + (r — 0*/2)(T —1)].

CoT —t
Analogerweise gilt fiir die Verbindlichkeiten B(t) = min(S(¢), K) = K — (K — S(¢))*
B(t) =E? [e "TO(K — (S(t) — K)*)| F(2)]
=E? [e TS0 sy« iy F ()] + Ke T EEQ [H{S(t)>K}|F(t)]/

Q(S(t)>K)

und somit erhalten wir

B(t) = Ke T (1 — ®(—dy)) + S(t)®(—d,). (7)

2.1.2 Probability of Default und Distance to Default

Waéhrend die Verbindlichkeiten eines Unternehmens im Merton Modell als Nullkuponan-
leihe modelliert werden, gleicht der Wert des Eigenkapitals einer Call-Option auf dessen
Assets. Fillt der Nominalbetrag der Anleihe unter den Wert der Assets so sprechen wir
von einem Ausfall, das heifit das Unternehmen ist nicht mehr zahlungsfihig. Diese Defini-
tion eines Ausfalls stellt lediglich eine Vereinfachung im Rahmen des Merton Modells dar.
In der Berechnung des Eigenkapitals werden von Basel 11 deutlich strenger Ausfallsdefini-
tionen herangezogen. Abgesehen von einem klassischen Insolvenzfall wird beispielsweise
auch ein sogenannter ,,90-days-past-due®, das heiffit der Kunde weist auf seinem Konto
90 Tage durchgehend ein negatives Saldo auf, als Ausfall betrachtet [1].

Die ,,Probability of Default* (PD) eines Unternehmens zum Zeitpunkt 7" wird definiert
als die Wahrscheinlichkeit, dass die Call-Option ,,out-of-the-money* ausgeiibt wird, das
heifft der Wert der Assets liegt zum Zeitpunkt 7" unter dem Wert des Strikes K [17]:

3) <IH(K/S(0))—(#—%U2)T). s)

PD =P[S(t) < K] =P[In(S(t)) <In(K)] = @ T

Betrachten wir die Ausfallswahrscheinlichkeit unter dem risikoneutralen Maf}, so ergibt
sich zum Zeitpunkt ¢ = 0:

QI50) < K] - Qin(s(0) <)) & o (ML L0 O g,

Hieraus ergeben sich fiir die PD folgende Aussagen:

e je hoher der Ausiibungspreis K desto hoher ist die PD
e jc hoher der Anfangswert der Asset S(0) desto kleiner ist die PD
o fiir S(0) > K steigt die PD mit steigender Volatilitiat der Assets

10
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Abgesehen von der Ausfallswahrscheinlichkeit, stoflen wir in der Praxis auch auf den so-
genannten , Distance to Default® (DD) [15]. Dieser gibt an, wie viele Standardabweichun-
gen der gegebenen Assets im Falle einer positiven Auszahlung der Call Option abgedeckt
waren:

In(S(0)/K) + (4 — 40T
T

D.h. je kleiner der DD desto grofler ist die Wahrscheinlichkeit eines Defaults.

DD(t) = = PD=®&(-DD).

Market Distribution
Value of asset value
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Abbildung 1: Merton Modell mit Anfangswert S(0) = V, und
Ausiibungszeitpunkt 7' = H [3]

Dieser Indikator wird insbesondere im sogenannten KMV Modell von Moody’s verwendet
und dient in erster Linie zur Schitzung der Ausfallswahrscheinlichkeit [3]. Der Begriff der
Ausfallswahrscheinlichkeiten PD hat sich jedoch in allen am Markt géngigen Modellen
etabliert und wird auch als Basis fiir etliche Ratingagenturen zur Risikoeinschétzung
herangezogen.

2.2 Internal Ratings Based Approach

Im Juni 2004 wurde von der Bankenaufsicht ,,Basel Committee on Banking Supervision“
eine weltweit einheitliche regulatorische Richtlinie Basel II vorgestellt, die fiir mehr Sta-
bilitdt in der Finanzwirtschaft sorgen sollte. Eine Anpassung auf unterschiedliche lokale
Bankensysteme erfolgt von der entsprechenden nationalen Aufsicht. Basel II basiert auf
einem 3 Sdulen System, wobei in erster Linie auf die minimalen Kapitalanforderung ein
Augenmerk gesetzt wird. Wahrend in der Sdule II Prinzipien festgelegt sind, die zur
Uberpriifung der Eigenmittelvorschriften dienen, beschéftigt sich die Séule III mit einem
transparenten Finanzmeldewesen. Basierend auf dem 3 Sdulen System wurde nach der
Finanzkrise ein strengeres Regelwerk Basel II1 zusammengefasst, das ab 2014 durch neue
Eigenkapitalrichtlinien Schritt fiir Schritt Basel II ablost. [22]
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Fiir die Berechnung des notwendigen Eigenkapitals gibt es im Rahmen von Basel II zwei
verschiedene Methoden. Der ,Standardansatz® stellt die Grundlage fiir alle Finanzin-
stitute dar, bringt aber durch verschiedene Vereinfachungen einen deutlichen Konserva-
tivitdtsgrad mit sich. Insbesondere fiir grofle Finanzinstitute ist es oft von Vorteil auf
interne Modelle umzusteigen und somit deren Eigenkapitalerfordernis zu senken. In ers-
ter Linie diirfen Modelle fiir die individuelle Schéitzung der Ausfallswahrscheinlichkeiten
angesetzt werden, im fortgeschrittenen Ansatz werden auch andere Risikofaktoren wie
s,Exposure at Default® FAD und ,,Loss Given Default® LG D intern geschétzt.

Um sicherstellen zu kénnen, dass alle unerwarteten Verluste innerhalb eines bestimm-
ten Konfidenzintervalls abgedeckt werden konnen, rechnet die ,,Risk Weight Formula“
alle Risikomafle wie PD, LGD und EAD in sogenannte Risikogewichte um. Diese die-
nen zur Bestimmung des notwendigen Eigenkapitals und basieren auf dem sogenannten
»Asymptotic Single Risk Factor Modell“, das in weiterer Folge kurz vorgestellt wird.

2.2.1 Asymptotic Single Risk Factor Modell

Das ASRF Modell wurde im Jahr 2002 von Michael B. Gordy [11] entwickelt und basiert
auf dem Gesetz der Grofien Zahlen. Michael B. Gordy zeigte, dass bei einer grofien Anzahl
an Exposures, deren Hohe gleich verteilt ist, sich das idiosynkratische Risiko aufhebt und
somit komplett verschwinden kann. Nachdem alle risikobehafteten Kredite dem gleichen
systematischen Risiko ausgesetzt sind, wird die Eigenkapitalberechnung unter der Annah-
me einer Portfolioinvarianz wesentlich erleichtert. In der Praxis gibt es jedoch nur wenige
Finanzinstitute, deren Portfolio grof§ genug wére, um diesen Diversifikationsanforderun-
gen zu geniigen. Aus diesem Grund werden die Institutionen zusétzlich aufgefordert, das
nicht diversifizierte idiosynkratische Risiko und dessen Konzentrationen in der Séule II
auszuweisen.

Weiters wurde von Gordy [11] gezeigt, dass lediglich zwei Annahmen notwendig sind, um
fiir die VaR-Kapitalberechnungen eine Portfolioinvarianz garantieren zu koénnen.

1. Portfolios sind unendlich granular, d.h. es gibt kein Ezposure, welches mehr als
einen beliebig kleinen Anteil am Exposure des Gesamtportfolios hdtte.

2. Abhdngigkeiten zwischen den Ezxposures sind durch einen einzigen systematischen
Risikofaktor gegeben.

Betrachten wir nun ein Portfolio mit N risikobehafteten Krediten sowie einen systema-
tischen Risikofaktor X, der beispielsweise eine Industrie oder andere makrockonomische
Variable darstellt. Im ASRF Modell wird also von Gordy angenommen, dass Korrela-
tionen zwischen den kreditrelevanten Ereignissen lediglich durch die Sensitivitit dieser
Risikofaktoren gegeben sind. Das Konzept der Ausfallswahrscheinlichkeiten kann somit
erweitert werden und es unterscheidet zwischen einer bedingten und einer unbedingten
PD. Die unbedingte Ausfallswahrscheinlichkeit bezeichnen wir mit PD,, und die auf eine
Realisierung von x von X bedingte Wahrscheinlichkeit wird mit PD,,(z) bezeichnet.

12
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Die unbedingte Ausfallswahrscheinlichkeit eines Schuldners n kann als der Mittelwert der
bedingten PD, () iiber alle moglichen Ausprigungen des systematischen Risikofaktors
x berechnet werden

PD,(z)=PD, (1 + iwnk<xk - 1)) ;

wobei w; die Gewichtung der Einzelfaktoren mit Summe in [0, 1] darstellt. Betrachten wir
also den stochastischen Prozess der logarithmierten Asset Returns', gegeben durch

n = Wy X + €,,

wobei €, das firmenspezifische idiosynkratische Risiko eines Schuldners n und X den sys-
tematischen Risikofaktor darstellt. Das idiosynkratische Risiko kann beispielsweise aus
dem Fehler der linearen Regression bestimmt werden. Aus (3) wissen wir, dass die Assets
lognormal verteilt sind und dementsprechend miissen die logarithmierten Asset Returns
normal verteilt sein, d.h. 7, ~ N(p,I'). Somit sind die beiden Komponenten der Regres-
sionsgleichung X und €, auch normalverteilt. Dariiberhinaus wird angenommen, dass X
und €, unabhéngig sind und die Asset Returns nur durch den systematischen Risikofaktor
X korrelieren. Betrachten wir also die Varianz von r, so ergibt sich

V[rn] = wl V[X]w, + V]e,)].

Der Einfachheit halber werden die Gewichte w, so kalibriert, dass die logarithmierten
Returns standardnormalverteilt sind. Als Resultat erhalten wir das idiosynkratische Risi-
ko gegeben durch Vle,] = 1 — w!' V[X]w,. Wird der systematische Risikofaktor X ebenso
standardisiert, so ergibt sich

T~ N(0,1), X ~ N(0,1), en ~ N(0,1 —w?). (9)

In diesem Fall wird von einem Ausfall gesprochen, wenn die Returns des Schuldners n
unter eine bestimmte Schranke ~,, > 0 fallen [10]. Unter der Annahme standardnormalver-
teilter logarithmierter Returns, ergibt sich fiir die unbedingte Ausfallswahrscheinlichkeit

PD, =P, <] =®(,) = 7y.=9(PD,). (10)
Fiir die bedingte Ausfallswahrscheinlichkeit erhalten wir

PD,(z) =Plw,X + €, <y|X =2] =Ple, < (90 — w, X)| X = 2] (11)

1Vgl. CreditMetrics in [10]

13


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Zur besseren Veranschaulichung zeigt uns die folgende Grafik den Zusammenhang zwi-
schen der bedingten Ausfallswahrscheinlichkeit PD,,(z) und dem systematischen Risiko-
faktor X fiir drei verschiedene Parameterkombinationen. Wie ersichtlich, nimmt die be-
dingte Ausfallswahrscheinlichkeit insbesondere fiir die schlechteren Ausprigungen von x
relativ hohe Werte an. Dariiberhinaus kénnen wir beobachten, dass die Erhéhung der Kor-
relation von 20% auf 40% besonders im systematisch schlechteren Bereich einen grofien
Einfluss auf die Ausfallswahrscheinlichkeit hat. Verdoppeln wir jedoch die unbedingte
Ausfallswahrscheinlichkeit von 0.5% auf 1% so bewegt sich die gesamte Kurve nach oben
und die Unterschiede sind zum Teil auch fiir positive x bemerkbar.

' —— PD_n=0.5%, w_n=20%
4 — PD_n=0.5%, w_n=40%
' — PD_n=1%, w_n=20%

PD_nx

000 005 010 015 020 025 030

Abbildung 2: Zusammenhang zwischen PD,,(z) und x von X fiir gegebene PD,, und w,

Betrachten wir nun ein Exposure F,, das bekannt und nicht stochastisch ist, und sei
LGD,, der prozentuale Anteil vom Exposure, das im Falle eines Ausfalls D,, zum Verlust
wird, so konnen die Voraussetzungen des ASRF Modells auch im mathematischen Sinne
folgendermaflen zusammengefasst werden.

Voraussetzung 1. LGD, D, ist beschrinkt, genauer gesagt liegt es im Intervall [0, 1],
und bedingt auf X fiir alle n unabhdngig.

Unter dieser Annahme, ist die Verlustquote des Portfolios gegeben durch
YN LGD,E,D,
LN = n= N .
Zn:l E”

Dementsprechend kann das Risikomaf3 ,, Value-at-Risk “ als dass ¢-te Quantil der Verlust-
quotenverteilung definiert werden

VaRy[Ly] = ay(Ly) =inf{y : P[Ly < y] = q}.

Um sicherstellen zu konnen, dass das idiosynkratische Risiko mit steigender Assetan-
zahl verschwindet, bendtigen wir zusétzliche Annahmen. Dariiberhinaus wird hiermit
gewahrleistet, dass ein einziges Exposure keinen groflen Anteil am gesamten Portfolio
darstellt.
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Voraussetzung 2. E, ist eine Folge von positiven Konstanten, sodass
1. ZnNzlEn/‘oofiirN—)oo
2. Es existiert ein € > 0, sodass B,/ Y.~_| E, = O(n~(/>9),

Aus dem Gesetz der grofien Zahlen und den ersten zwei Voraussetzungen folgt, dass die
bedingte Verteilung von Ly fiir N — oo gegen den bedingten Erwartungswert konver-
giert.

Theorem 2.2.1. Sind die Voraussetzungen 1 und 2 erfillt, so gilt fir die Verlustquote
des Portfolios bedingt auf alle mdglichen Durchfiihrungen von X :

Ly —E[Ly|X] — 0, fast sicher fir N — oo.

In diesem Fall sprechen wir von einem unendlich granuldren oder auch asymptotischen
Portfolio. Wollen wir Aussagen iiber die unbedingte Verlustverteilung treffen, so wird uns
durch das Theorem gewiihrleistet, dass die Verteilung von E [Ly|X] hierfiir gute Ergeb-
nisse liefert. Beispielsweise kann auch die Varianz der Verlustquote durch die Varianz der
erwarteten bedingten Verluste approximiert werden.

Fiir die Approximation vom VaR erhalten wir ausschliellich eine schwéchere Variante der
Konvergenz.

Theorem 2.2.2. Sei Fy die Verteilungsfunktion von Ly und seien die Voraussetzungen
1 und 2 erfiillt, so gilt fiir alle e > 0:°

Fy(og(E[Ly|X] +€) = [g,1]
Fy(aq(E[Ly|X] =€) = [0, q].

Das heifit, fir N — oo existiert der Grenzwert und das ¢-te Quantil von E[Ly|X]
zuziiglich einem beliebig kleinen ¢ deckt mindestens ¢ oder mehr von der Verlustquo-
tenverteilung ab. Die Verteilung von E[Lx|X]| kann in der Praxis viel einfacher bestimmt
werden und somit hat das Theorem im ASRF Modell eine zentrale Bedeutung.

Nachdem bis jetzt keine Einschrankung auf die Mehrdimensionalitéit des systematischen
Risikofaktors gegeben wurden, erhalten wir mit Hilfe der folgenden Voraussetzungen eine
deutliche Vereinfachung fiir die Berechnung der Quantile von E[Ly|X].

Voraussetzung 3. Der systematische Risikofaktor X ist eindimensional.

Voraussetzung 4. Es ezistiert ein offenes Intervall I, mit oy (X) € I und eine reelle
Zahl ny < 00, sodass fir alle N > ng gilt:

1. E[Ln|X = x| ist in I nicht fallend
2. infuer E[Ln|X = 2] > sup, < E[Ln|X = 7]
3. sup,e; E[Ly|X = 2] < infysqpr E[Ly|X = z].

2Fiir genaue Beweisfiihrung siehe Appendix A in [11]
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Diese Voraussetzung garantiert uns also, dass die Umgebung vom ¢-ten Quantil von
E[Ly|X] mit der Umgebung vom g-ten Quantil des systematischen Risikofaktors X zu-
sammenhingt. Ansonsten wiirden die Quantile am Ende der Verlustverteilung und somit
auch das Verhalten der erwarteten Verluste je nach dem systematischen Risikofaktor sehr
komplex variieren.

Theorem 2.2.3. Seien die Voraussetzungen 3 und 4 erfiillt, so gilt:
ag(E[Ln]X]) = E[Ly|ag(X)].

Das obige Theorem liefert uns nun die notwendige Portfolioinvarianz, sodass die Kapi-
talanforderungen als exposure-gewichteter Mittelwert der bedingten erwarteten Verluste
von individuellen Assets berechnet werden kénnen.

2.2.2 Risk Weighted Assets und Korrelationen

Das ASRF Modell liefert uns die notwendigen mathematischen Grundlagen fiir die Be-
rechnung der Eigenkapitalvorschriften fiir die unerwarteten Verluste aus dem Kreditrisiko.
Die von Basel II hierfiir verwendete Risk Weight Formula basiert auf den gleichen An-
nahmen eines granularen Portfolios, das lediglich vom systematischen Risiko der Kredite
abhéngt. In der Implementierung von ASRF werden die von der Bank geschétzten durch-
schnittlichen PDs als Parameter fiir die Bestimmung der erwarteten Verluste verwendet.
Diese flielen ebenso in die Berechnung von den bedingten PD,,(X) und bestimmen an-
schlieBend auch das erforderliche Eigenkapital [21].

Der erwartete Verlust eines Kredites n berechnet sich als das Produkt der durchschnitt-
lichen PD,, und dem Prozentsatz des Exposures, das im Falle eines Ausfalls zum Verlust
wird.

EL, = PD, - LGD,, - EAD, (13)

Die EL,’s sollen von der Bank laufend bedeckt werden konnen und sind meistens in
der Provisionierung der Kredite miteinberechnet. Dementsprechend sind die Eigenka-
pitalvorschriften nur fiir die Bedeckung der unerwarteten Verluste vorgesehen. Fiir die
Berechnung von unerwarteten Verlusten kommt die auf das systematische Risiko be-
dingte PD,,(X) zum Einsatz. Aus dem Theorem 2.2.3 wissen wir, dass der VaR von
bedingten erwarteten Verlusten als der Erwartungswert bedingt auf den VaR vom syste-
matischen Risikoparameter X berechnet werden kann. Dies fiihrt uns insgesamt mit der
Gleichung (13) auf die Definition vom unerwarteten Verlust:

UL, = E[Ly,|0g(X)] = PD, (0g(X)) - LGD,, - EAD,. (14)

Durch das Einsetzen der im ASRF hergeleiteten Formel fiir bedingte Ausfallswahrschein-
lichkeiten (11) erhalten wir

-1 -
UL, = ® (@ (PDn) O‘Q(X)p"> . LGD, - EAD,,

Vier

3Fiir genaue Beweisfiihrung siehe Appendix A in [11]
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wobei p,, die Abhéngigkeit der Assets vom systematischen Risikofaktor darstellen.

Im Rahmen des Basel II Rahmenwerks werden Asset Korrelationen und somit auch die
Abhéngigkeit von der gewéhlten Risikoklasse der Firmenassets in Zusammenhang mit
der durchschnittlichen Ausfallswahrscheinlichkeit gestellt, d.h.

1 —exp(—50- PD,,)
1 — exp(—50)

pn =012 (15)

024 <1_ 1—exp(—50-PDn)).

1 — exp(—50)

Wie in der unten stehenden Graphik ersichtlich, sind die Korrelationen innerhalb des

Intervalls [12%, 24%)] je nach Hohe der PD exponentiell verteilt. Fiir andere Kreditarten,

wie z.B. das Retailgeschiift werden Abhingigkeiten zwischen 3% und 16% angenommen®.

Rho_n
012 014 016 018 020 022 024

T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

PD_n

Abbildung 3: Exponentielle Verteilung von p,, bzgl. PD,, nach Basel 11

Korrelationen, die in Basel II fiir Firmenassets, Banken- oder auch staatliche Kredi-
te eingesetzt werden, wurden auf Basis von einem groflien Datensatz der G10 Gruppe
geschétzt. Die Analysen haben gezeigt, dass die Abhéngigkeiten nicht nur mit der durch-
schnittlichen Ausfallswahrscheinlichkeit sondern auch mit der Gréfle des Unternehmens
zusammenhéngen. Je hoher die durchschnittliche PD,,, desto mehr hingt die Lage des
Unternehmens vom individuellen idiosynkratischen Risiko ab und die Korrelationen zu
anderen Assets verringert sich. Betrachten wir auf der anderen Seite ein grofes Unterneh-
men, dann ist es intuitiv, dass dieses mehr von der gesamten 6konomischen Situation am
Markt abhéngig ist, als ein Kleines. Die Ausfille kleinerer Unternehmen sind meistens
durch einen individuellen Faktor gegeben.

Aus diesem Grund gibt Basel II die Moglichkeit, die Korrelationen gemessen an der Grofie
des Unternehmens geringfiigig anzupassen. Fiir alle Unternehmen, deren Jahresumsatz
zwischen 5 und 50 Millionen Euro liegt, wird eine angepasste Form der Korrelationsglei-
chung verwendet

— P — 0.04- (1 — (S — 5)/45) (16)

pnadjusted

wobei, S den Jahresumsatz darstellt.

“siehe [21] Kapitel 5.3 Specification of the retail risk weight curves
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Die theoretischen Grundlagen des ASRF Modells fithren uns nun auf die eigentliche Aus-
sage der Risk Weighted Assets Formel. Das erforderliche Eigenkapital wird im Rahmen
von Basel IT als das 99.9% - VaR der unerwarteten Verluste berechnet. Damit es zu keiner
doppelten Hinterlegung kommt, wird der bereits in der Bepreisung von Krediten verrech-
nete erwartete Verlust abgezogen. Wie im Modell (9) beschrieben, wird der systematische
Risikofaktor X ebenso als normal verteilt angenommen, das heifit ag ggo(X) = ®71(0.999).

Um auch die unterschiedliche Risikohaftigkeit von Finanzprodukten mit kurzen bzw.
langen Laufzeiten zu beriicksichtigen, wird das erforderliche Eigenkapital mit Hilfe von
dem sogenannten ,, Maturity Adjustment® angepasst.

-1 a1
K, = LGD, - ((I) (q) (PD ”\)/1(};;0'999)’)”) _ PDn> MA,
- pn
14 (M —25)-b(PD,)
 1-15-b(PD,)
b(PD,) = 0.11852 — 0.05478 - In(PD,)

MA,

Wie auch in der nachstehenden Graphik ersichtlich, wurde die Regressionsfunktion von
M A,, beziiglich PD,, so gewéhlt, dass der Anpassungsfaktor linear und in M monoton
steigend ist.

Abbildung 4: Lineare Anpassung der RWAs fiir eine Laufzeit von M Jahren

Letztendlich gelangen wir durch das Multiplizieren von dem beim Ausfall zu bedeckenden
Exposure auf K,, zu der Definition von Risk Weighted Assets

RWA, =125 EAD, - K,,

wobei 12.5 als reziprok der Mindestkapitalanforderung von 8% eingesetzt wird. Dement-
sprechend wird das tatsdchliche Eigenkapitalerfordernis als die Summe iiber alle Risk
Weighted Assets berechnet

N
MCR = 0.08 - Z RWA,,.

n=1

18


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

3 Schitzung von Asset Korrelationen

Fiir alle auf Merton basierenden Kreditausfallsmodelle spielen die Asset Korrelationen
eine wesentliche Rolle. Nachdem die Anzahl der historisch realisierten Ausfélle in der Pra-
xis sehr gering ist, benotigen wir fiir die Schitzung zusétzliche Annahmen, die nicht nur
okonomisch vertretbar sind sondern auch finanzmathematisch Sinn machen. Einerseits
konnen wir direkt aus den Abhéngigkeiten zwischen Aktienkursen oder deren Returns
auf die Zusammenhénge moglicher Ausfille schlieflen, andererseits werden in der Praxis
auch Simulationsverfahren verwendet, die einen solchen Ausfall nachbilden kénnen.

3.1 Empirischer Ansatz basierend auf Stock Returns

Einer der ersten empirischen Indikatoren fiir die Hohe der Korrelationen kann durch die
direkte Berechnung des linearen Zusammenhangs zwischen den historischen Werten von
Aktienkursen bzw. deren Returns erzielt werden. Betrachten wir beispielsweise die loga-
rithmierten Returns der Aktienkurse von der Firma Daimler und Airbus ab 01.01.2003
bis 31.12.2017, so ergibt sich das folgende Bild.

| |
[ I
s ' I th, l H | | G
| | 184 0l | | I
% b | .«I byl I L _-'I_ _ \".I. 1 ' ! :t'lll.,'-'ll:.l-,'_ i .,"'|-;1:I' _|II'.I'-.' A i I ! il
O LR bl e R
o g 7 i ' b ! I !
o T t
| | I
1 |
@ | ! — Airbus
< ---- Daimler
| | | | T
01.01.2003 31.12.2007 31.12.2012 31.12.2015 31.12.2017

Datum

Abbildung 5: Log Returns fiir Daimler und Airbus

Anhand von den Aktienreturns kann die lineare Korrelation zwischen Daimler und Air-
bus berechnet werden. Wie in der nachstehenden Graphik ersichtlich, zeigen die Firmen
eine signifikant hohe positive Korrelation von rd. 54,65%. Der Rangkorrelationskoeffizient
Kendalls Tau liegt im Gegensatz hierzu bei rd. 38,75%.
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02 R=055,p<22-16

0.01

Airbus

-0.2 1

02 0.1 0.0 0.1 0.2
Daimler

Abbildung 6: Scatter Plot fiir Daimler und Airbus mit linearer Korrelation

3.2 Merton ML-Approximation mit Survivorship Bias

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der Korrelationen zwischen Assets wurde im
Jahr 2003 von Jin-Chuan Duan entwickelt [6]. Diese Methode basiert auf einer Maximum
Likelihood Schétzung des Merton Modells, die anhand von historischen Aktienkursen die
Korrelationen der logarithmierten Equity Returns als Schétzer fiir die nicht beobacht-
baren Asset Korrelationen verwendet. Die ML Methode bring einige Vorteile mit sich.
Vor allem durch die Konsistenz und asymptotische Normalverteilung der Schétzer wird
die Qualitdt der Approximation gewéhrleistet. In der Praxis werden lediglich Daten von
nicht insolventen Firmen in Betracht gezogen, weswegen der dadurch verursachte Bias
in der Schétzung mitberiicksichtigt werden muss. Dariiberhinaus kénnen Refinanzierun-
gen zur Rettung der Glaubiger verwendet werden und einen moglichen Ausfall verhindern.

Erweitern wir also das Merton Modell wie in Kapitel 2.1 definiert, um eine weitere Kom-
ponente ¢ = 1,...m, die alle Variablen einem bestimmten Unternehmens ¢ zuordnet und
sei m die Anzahl der Unternehmen in dem zu untersuchenden Portfolio. Das erweiterte
Modell kann folgendermafien zusammengefasst werden:

Si(t) = Ei(t) + Bi(t) Equity Pricing Gleichung (17)
dS;(t) = piSi(t) + 0:5:(t)dW;(t) Wertprozess der Assets (18)
Ei(t) = S;(t)®(d,) — Kie " T0d(dy) Wert der Equitys (19)
B;(t) = K;e " 0®(dy) + S;(t)®(—dy) Wert der Anleihen (20)
In(K;/5:(0)) = (u: — 500)T;
PD; = ( n(K:/5:(0)) T(u 2%1) ) Ausfallswahrscheinlichkeit (21)
Oil;
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Die fiir die Unternehmen ¢ = 1, ..., m gemeinsame Ausfallswahrscheinlichkeit kann durch
eine multivariate Normalverteilung Ny , : R™ — [0, 1] ausgedruckt werden:

PSi1(Th) < K1, ..., Sn(Th) < Kip|F(t)] = No (b1, - -+, Bm), (22)
wobei gilt
_ In(K/S(0)) = (i — 509 (Ti = #)
Bi = oTT : (23)

In der erweiterten Version des Merton Modells ergeben sich die Korrelationen zwischen
den Assets aus der Kovarianz der definierenden Brownschen Bewegungen:

Cov” [W;(t), W;(t)] = pijt fiir alle t > 0. (24)

3.2.1 Likelihood Funktion

Die grundsétzliche Idee fiir die Konstruktion der Likelihood Funktion des Merton Mo-
dells wird ebenso von Jin-Chuan Duan in [5] néher beschrieben. Dabei beinhaltet die
Datengrundlage eine beobachtete Zeitreihe mit Equity Preisen, welche anhand der Equi-
ty Pricing Gleichung fiir die Transformation der Assets verwendet wird. Die resultierende
Likelihood Funktion wird somit mit der Jacobimatrix der Transformation zur Likelihood
Funktion der implizierten Asset Values multipliziert.

Die Transformation ergibt sich aus der Equity Pricing Gleichung (17), sodass
Ei(t) = Si(t) — B;(t). Da die Wertefunktion der Assets in F;(t) und o; invertierbar
ist, kann die Transformation durch die folgende Funktion beschrieben werden:

Ei(t) = g:i(Si(t); t, T, 07). (25)

Seien also {e;(0),e;(1),...,e;(N)} die beobachteten Equity Preise fiir die Firma
i ={1,...,m}, wobeisich die Beobachtungszeitpunkte t = {1, ..., N} aus k Perioden mit
h Stichtagen ergeben. Dariiberhinaus sei 6 ein Vektor mit den aus der m-dimensionalen
Brownschen Bewegung zu schitzenden Parametern, sodass

0= [:ulu'"7/1’m70-17"'70m7p127-"Jp1m7p237"'7;02m7"']' (26)

Wie bereits oben erwéhnt, sind wir in der Praxis oft nur an Daten von existierenden
bzw. nicht ausgefallenen Firmen interessiert. Die historische Uberlebenswahrscheinlichkeit
muss also in der Approximation mitberiicksichtigt werden. Dariiberhinaus kénnte es in
der Historie Zeitpunkte geben, bei denen das Unternehmen vor der Insolvenz gerettet
worden ist und dabei eine Refinanzierung stattgefunden hat. Sind wahrend der Beobach-
tungsperiode die zur Finanzierung verwendeten Anleihen féllig, so sollte der sogenannte
ySurvivorship Bias“ in den geschétzten Korrelationen beriicksichtigt werden.

Im Allgemeinen wird von einer Refinanzierung gesprochen, wenn eine Nullkuponanleihe
fallig wird, dies aber zum Ausfall fithren wiirde und diese zum gleichen Zeitpunkt durch
eine neue ersetzt wird. Seien also ny < ny < --- < n. < N die Zeitpunkte einer méglichen
Refinanzierung der im Portfolio enthaltenen Unternehmen.
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Theorem 3.2.1. Angenommen, eine Refinanzierung ist moglich und es gab wdhrend
des Beobachtungszeitraumes keinen Ausfall. Dann ergibt sich die Log-Likelihood Funktion
entsprechend der beobachteten Equitypreise wie folgt:

L(eg,eq,€9,...,en,0)

=

m

— T ) - S in(det S) - 5 3w B w (k) - Y Y i) @0

k=1 k=1 i=1

N m c
= In®(di(s; (k) k, 01, Ki, T3) + Y InTee (e, — In P(D;6)

k=1 =1 =1

wobei s*(k) ein m-dimensionaler Vektor mit s¥(k) und si(k) = g (ei(k); k, 04, Ki, T)
die von den Equity implizierten Asset Werte sind und K; und T; den Nominalbetrag und
die Fdlligkeit der Anleihe des Unternehmens v zum Zeitpunkt t darstellen. Weiters sei
di(.,.,.) wie in der Gleichung (6) definiert und w*(k) ist ein m-dimensionaler Vektor,
sodass

(k) = (ms;(k) —lnsi(k—1) - (ui - %03)>W1

und
2
ag; o 00mP1m

Y= (UinPz‘j)i,jzl,...m = :
010mP1im " 07271

gilt. Dariberhinaus sei v, = (-, (si(nl) > Ki(nl)ITi(m):m) C R™ die Teilmenge aller As-
sets sodass, zum Zeitpunkt n; keine Refinanzierung stattgefunden hat. Weiter sei P(D, 6)
die gemeinsame Uberlebenswahrscheinlichkeit zu den Refinanzierungszeitunkten, gegeben

durch
P(D;0) = [[ Nop(Bi(D)"- ... Bu(1)").
=1

Bevor wir mit dem Beweis des obigen Theorems beginnen, bleibt anzumerken, dass die
ersten vier Terme der Gleichung (27) aus der gewohnlichen logarithmierten Likelihood
Funktion fiir beobachtbare Assetwerte ohne Survivorship Bias resultieren. Da die Assets
in der Praxis aber nicht beobachtet werden konnen, miissen diese implizit aus den Equity-
preisen berechnet werden. Diese Transformation wird durch den fiinften Term der obigen
Log-Likelihood Funktion beschrieben.

Der durch die Auswahl der Unternehmen verursachte Bias, wird durch mehrere Korrek-
turtherme mitberiicksichtigt. Einerseits wird die historische Uberlebenswahrscheinlichkeit
zum Zeitpunkt der Refinanzierung P(D;#) in Betracht gezogen, andererseits werden Be-
obachtungen, bei denen wéihrend der Ausfallsperiode die Anleihen des Unternehmens
fallig werden, auf minus unendlich gesetzt und somit aus der Schétzung ausgeschlossen.
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Beweis. Im ersten Schritt definieren wir die Beobachtung einer Refinanzierung. Diese
findet statt, wenn der Wert der Assets zum Ausiibungszeitpunkt der Anleihe unter dem
Strike liegt. Seien die Zeitpunkte der Refinanzierung zumindest eines Unternehmens im
Portfolio wie folgt

n<ng <---<n.,<N.

Das ,No-default Event“ wird fiir alle Unternehmen im Portfolio zum Zeitpunkt n; als D,
und das ,,No-Default Event fiir die gesamte Beobachtungsperiode“als D definiert, wobei
gilt
Dy = [ [{Si(m) > Ki(t)lg,)=n }, 1 = {1,2,...,c} (28)
i=1
Das heif3t, ist zum Refinanzierungszeitpunkt der Wert der Assets eines Unternehmens

S;(n;) unter dem Strike K; so sprechen wir von einem Ausfall. Die bedingte Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion fiir die Assets berechnet sich wie folgt

fsp(s;0)

Da die geometrische Brownsche Bewegung ein Markov Prozess ist, kann die gemeinsame
Uberlebenswahrscheinlichkeit P(D;6) mit Hilfe einer multivariaten Normalverteilungs-
funktion ausgedriickt werden

P(D;0) = [T P (Si(m) > Fi()lgytyms - - - Sal1) > Fon(£)y, 62| F (1-1))

=1

= H NO,p(BLl; s 7/87%,[) (29)
=1
wobei gilt
In(K(m) — In(si(m) — (i — 507) (m — 1)
ﬁi,l = - HTz‘(nL)=nl - OOI[Ti(nl)#m :
o/ (g —ni—1)

Analog zu (28) wird die Menge der ,,No-Default Events® fiir die implizit berechneten
Werte der Assets s;(n;) als V, definiert. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die
Assets der nicht ausgefallenen Unternehmen ergibt sich wie folgt

fs,D(S; 9) =

=TI TI fseosecn SISk —1);0)lmyen, ( I fswoseen(SE)ISK —1); 9))

=1 k=n;_1+1 k=n.+1

= (HHSDIEVZ> (H fsaors-1) (S(k)[S(k — 1); 9)) : (30)

23


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
10
ledge

b

now!

i
r

Nachdem die Asset Returns lognormalverteilt sind und es gilt

S;(k 1 .
In (ﬁ) ~ N (i — 50?)703) , mit X = (03, 05, Pij)ij=1,...m (31)

erhalten wir durch das Einsetzen der mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte die
folgende logarithmierte Likelihood Funktion

L(S;0)
=1In fyp(s; 0)

N c
30
DS fspyseen (SIS — 1);:0) + > Inlg, ey, — In P(D;6)
k=1 =1
N

— —m—Nln(27r) = Eln (Jdet X)) = > > Insy( ZWT(k)Z‘lvv(k)

k=1 i=1

+) " Inls, ey, — In P(D;6) (32)

=1

wobei gilt

wi(k) = (msi(k) sk —1) — (,Li _ %af))qu "

-----

Da die Werte der Assets nicht direkt beobachtet werden kénnen, werden diese mit Hilfe
der Equity Pricing Gleichung (17) transformiert. Sei g; die fiir die Transformation ver-
wendete Funktion definiert als F;(t) = ¢;(S:(t);t, 04, Ki(t), T;(t)). Durch das invertieren
der Transformationsfunktion ergibt sich fiir die implizierten Werte der Assets

s1(k) 9f1<€1(k)7k;UhKl(k)7T1(k)>
s*(k) = : = E : (33)
S (k) I (em(K), Ky Oy K (K), T (K))
Wollen wir nun die logarithmierte Likelihood Funktion fiir die beobachteten Equity Preise

aufstellen, so muss die Transformation in Form von der Jacobimatrix mitberiicksichtigt
werden. Sei J = (Jk)k=1....~ die Jacobimatrix, dann erhalten wir

7= (558

.....

wobei gilt

" 1 .
0si(k) _ | sacimmenmmmay  Wenni=j- (34)
0 sonst
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Durch das Einsetzen von (32) erhalten wir fiir die logarithmierte Likelihood Funktion der
Equities:

L(e;8) =
= In feip(e; 0)
= In fop(s";0) + In | det J|
mN N N m N
= == In(27) — - In(| det %) =) 0 nsy( ZWT(k)z—lw(k)
k=1 i=1 k:l

+ Z Inls, ey, —In P(D;0)

=1

305 I d(di (i (k). k, 00, Ki(k), Tu(k)

k=1 i=1

~
In | det J|
|

Hiermit haben wir die genaue Zusammensetzung der logarithmierten Likelihood Funkti-
on Schritt fiir Schritt hergeleitet und wissen, welche Terme aus dem Survivorship Bias
hervorgehen. Insbesondere der direkte Miteinbezug der Uberlebenswahrscheinlichkeit re-
flektiert die Tatsache, dass wir nur Unternehmen im Portfolio betrachten werden, die
nicht ausgefallen sind. Wurde ein Unternehmen wéahrend der gesamten Beobachtungspe-
riode nie refinanziert, das heifit die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist gleich 1, kiirzen sich
die Terme In P(D;0) = 0 und } ), Inlg, ey, = 0 weg. Hiermit landen wir wieder bei der
urspriinglichen logarithmierten Likelihood Funktion fiir nicht beobachtbare Assets ohne
Survivorship Bias.

3.2.2 Vorgehensweise

Wollen wir nun zu der eigentlichen Schétzung der Asset Korrelationen iibergehen, so wére
die Maximierung der vorhin vorgestellten Log Likelihood Funktion rein theoretisch am
besten geeignet. Die Anzahl der zu schitzenden Parameter steigt jedoch mit der Anzahl
der im Portfolio enthaltenen Unternehmen exponentiell an. Deshalb wurde von Jin-Chuan
Duan im Rahmen der ML-Methode zur Schéitzung des Merton Modells eine etwas einfa-
chere Vorgehensweise vorgestellt. Die Angemessenheit der Schétzer wurde mit Hilfe einer
Monte Carlo Simulation nachgewiesen und zeigt, dass auch solch eine Vereinfachung zu-
friedenstellende Ergebnisse liefert [6].

Die Vereinfachung in der Schétzung basiert auf der Annahme, dass die Firmenassets
in erster Linie keine Korrelationen aufweisen. Somit kann das Merton Modell Schritt
fiir Schritt fiir jedes Unternehmen getrennt geschétzt werden und die Anzahl der zu
schiatzenden Parameter bleibt begrenzt. Anschliefend ergeben sich die Korrelationen aus
den Asset Returns, die unter Beriicksichtigung der optimalen Modellparametern implizit
aus den Equities berechnet werden.
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In weiterer Folge wird die vereinfachte Vorgehensweise zur Schéitzung der Asset Korrela-
tionen auf Basis des ML-Merton Modells unter Beriicksichtigung vom Survivorship Bias
von Jin-Chuan Duan [6] ndher beschrieben:

1. Bestimme anhand der logarithmierten Likelihood Funktion in (27) die optimalen
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Parameter fiir ji; und g; fiir jedes Unternehmen ¢ getrennt und halte m = 1 fest.
Die daraus resultierenden Schétzer sind asymptotisch normalverteilt um den wahren
Parameter, wobei deren Kovarianzmatrix F; ' die folgende Gestalt annimmt:

_ 1 PL(efbs) 1 92 L(eif,64)
o N ouf N~ oo,

2 AN 2 PN
1 PL(es1i,64) 1 8%L(esfi,64)

. Durch das Invertieren der durch die Equity Pricing Gleichung gegebenen Transfor-

mation in (25) kénnen fiir alle k = 1,..., N die implizierten Asset Werte als
Si(k) = g~ (Eu(k); k, T, :)

berechnet werden. Wie in der obigen Gleichung ersichtlich, werden die Assets an
dieser Stelle bereits unter der Beriicksichtigung des geschétzten Parameters g; be-
stimmt.

. Anschlieflend konnen die logarithmierten Asset Returns wie folgt berechnet werden:

ri(t) = In(S;(k)/S:(k — 1)).

Da die Asset Returns die Verdnderung der Asset Werte in der Zeit abbilden, werden
sie als die Basis fiir die Schéitzung der Korrelationen herangezogen.

. Der gleiche Prozess wird fiir alle Unternehmen ¢ = 1, ..., m in dem zu untersuchen-

den Portfolio durchgefiihrt.

. Darauffolgend kénnen lineare Korrelation p;; zwischen der Firma ¢ und j als

pij = Corr(ry(k),r;(k)), fiir allei # j .

berechnet werden. Der somit erzielte Schatzwert fiir die Asset Korrelationen ist
um den wahren Parameter p;; normalverteilt. Dessen Varianz ergibt sich aus den

Diagonaleintrigen von FZ;I wobei gilt

TN R0
ij 7ij

ij = 9¢j:é,~j’ eij = [:ula Hj, 04y 04, pu] .

Anmerkung: An dieser Stelle entspricht 9,55) dem k-ten Eintrag des Vektor 6;;, wobei

die ersten vier Terme von HAij aus der individuellen Schétzung im Schritt 1 herge-
nommen werden.
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3.2.3 Numerische Implementierung

In erster Linie werden alle notwendigen Hilfsfunktionen definiert, welche die spétere Um-
setzung der Log-Likelihood Funktion erleichtern sollen. Hierzu gehort beispielsweise die
Funktion d(S, K, si, T, t) aus dem Black Scholes Modell in (6). Dartiberhinaus wird die
Funktion ¢(S, K, si,T,t) der Equity Pricing Gleichung des erweiterten Merton Modells
in (17) sowie deren Inverse definiert.

# function d in Black Scholes

d <~ function (S,K,si ,T,t){
d < (log(S/K) + (r+0.5%si"2)%(T—t))/(si*sqrt(T—t))
return (d)

}

# function g FEquity Pricing FEquation
g <— function (S,K,si ,T,t){
D <— K * exp(—r*(T—t))=*(S/Ks«exp(—r*(T-t))
* pnorm(—d(S,K,si ,T,t))
+ pnorm(d(S,K,si ,T,t)—sixsqrt(T-t)))
E<-S-D
return (E)

}

# function g invers
g_inv <— function (E, S, K, si, T, t){
f <— function (S){
D <~ K * exp(—r*(T-t)) * (S/Ksxexp(—r=*(T-t))
* pnorm(—d(S,K,si ,T,t))
+ pnorm(d(S,K,si , T, t)—si*sqrt(T-t)))
a<-S—-E-D
return (a)

}

while (f(8)>0){
S <— S/2

}
S_min <— S

while (f(S)<0){
S <— Sx*2

}
S_max <— S

return (uniroot(f, c(S_min, S max))$root)
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Fiir die Bildung der Inversen von g wird die R-Funktion uniroot verwendet, die nach
Nullstellen von f im gegebenen Intervall sucht. Um die Intervallgrenzen richtig aus-
zuwihlen wird mit dem Startwert S(0) begonnen und dieser so lange halbiert bis der
Funktionswert gréfler 0 ist oder verdoppelt bis der Funktionswert kleiner 0 ist. Auf diese
Weise wird sichergestellt, dass die Funktion linear durch den Nullpunkt verlduft.

Logl, <— function (mu, si) {

# implizit Asset wvalues as inverse
S <— matrix(NA, nrow = length(E[,1]), ncol = length(E[1,]))
for ( j in 1l:length(E[,1]) ) {
S[j.k|] < g_inv(E[]j,k], SO, K[k], si, j+1, j)
}

# Default Information
D_1 <— matrix(NA, nrow = length(E[,1]), ncol = length(E[1,]))
for ( j in 1l:length(E[,1]) ) {
D_1[j,k] <= S[j.k]> K[k]
}

# Refinancing Points
n_l <~ matrix(NA, nrow = length(E[,1]), ncol = length(E[1,]))
for ( j in l:length(D_I[,1]) ) {

if (D1[j k] — 0) {
n_l[j,k] < j
} else {

n_l[j,k] <~ 0
}
}

# P(D; Theta)
P D_Theta <— matrix(NA , nrow= length(E[,1]), ncol=1)
Sub_n_l <— subset(n_1[,1], n_1[,1] > 0 )

if (length(Sub_n_1) > 0 ){
beta <— matrix( NA, nrow = length(Sub_n_1)—1 , ncol=1)
for ( j in 1l:length(Sub_n_1)—-1 ) {
beta[j,] < — ( log( K[k] / S[Sub_n_1[j+1],1] )
— (mu—0.5%si"2)*
(Sub_n_1[j+1]—Sub_n_1[j]))
} / ( siksqrt((Sub_n_1[j+1]—Sub_n_1[j])) )

P D_Theta k] <— prod( pnorm(beta, mean=0, sd= si))
}
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else {
P D_Theta[k] <— 1

}

# normed log returns
W <— matrix (NA, nrow = length(E[,1]) -1, ncol = length(E[1,]))
for ( j in 1l:length(E[,1])—-1 ) {
W[j.k] <~ log(S[j+1,k]/S[j,k])—(mu—0.5%si"2)
}

# Transformation Matriz
J <— matrix(NA, nrow = length(E[,1]) =1, ncol = length(E[1,]))
for ( j in 1l:length(E[,1])—-1 ) {

J[j,k] <= log(pnorm(d(S[j.,k]|, K[k], si, j+1, j)))

a <— nYears*nPeriod/2xlog (2+*pi)

b <— nYearskxnPeriod/2+*log(si"2)

c <— 0.5%sum(W[ k| = 1/si"2 % W[ ,k])
d <— sum(log(S))

e <— sum(J)

f <— log (P D_Theta)

R <— suppressWarnings(—a—b—c—d—e—f)

return(—sum(R))

Die obige Log-Likelihood Funktion wird entsprechend der Gleichung (27) folgendermafien
umgesetzt. Sei E[j, k| der Equity Wert der Firma k zum Zeitpunkt j und wir halten das k
fest. Mit Hilfe der Funktion g_inv werden im ersten Schritt die gegebenen Equity Werte
in Assets invertiert, wobei K[k| der entsprechende Strike ist und die Beobachtungsperi-
ode auf 1 gesetzt wird. Ist der Falligkeitszeitpunkt der Anleihe bekannt, so kann er an
dieser Stelle statt j + 1 eingesetzt werden.

Danach wird fiir alle Zeitpunkte j beobachtet, ob der Wert der implizierten Assets S[j, k|
grofer ist als der Strike und die Information in einen Vektor gespeichert. Nachdem wir fiir
die Berechnung der Uberlebenswahrscheinlichkeit die genauen Refinanzierungszeitpunkte
benotigen, werden diese extra in einen Vektor (n;) extrahiert.

In der Berechnung der bedingten Uberlebenswahrscheinlichkeit werden zwei Fille un-
terschieden. Firmen, bei denen wéhrend der gesamten Beobachtungsperiode keine Refi-
nanzierung stattgefunden hat, wird P(D;6) = 1 zugeordnet. Fiir alle anderen wird die
Uberlebenswahrscheinlichkeit zwischen den Refinanzierungszeitpunkten wie in Gleichung
(29) berechnet.
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Alle weiteren Hilfsberechnungen, wie zum Beispiel die der logarithmierten Transformati-
onsmatrix J[j, k] als auch das Normieren der impliziten Asset Log-Returns w|j, k], werden
wie in Theorem 3.2.1 durchgefiihrt. Schlussendlich wird die vollstdndige Log-Likelihood
Gleichung aus den Einzeltermen zusammengesetzt und fiir die Optimierung vorbereitet.

Optim _Mle <— mle(LogL, start = list (mu=1, si=1),
method="L-BFGS-B” ,
lower=c(—Inf ,0.0001), upper=c(Inf, Inf))

Die Optimierung der logarithmierten Likelihood Funktion erfolgt mit mle aus dem R-
Package stats4. Anzumerken ist, dass die hier verwendete Optimierungsfunktion optim
grundséatzlich nach dem Minimum der negativen logarithmierten Likelihood Funktion
sucht. Die Methode ,, L.-BFGS-B“eignet sich insbesondere fiir Schiatzungen von Parame-
tern, die obere oder unter Schranke erfiillen miissen. Nachdem wir, fiir 6 nur positive
Werte echt grofler Null betrachten wollen, wird an dieser Stelle die untere Schranke auf
0.0001 gesetzt. Der Mittelwert der logarithmierten Returns darf sehr wohl negativ wer-
den (insbesondere bei Unternehmen die einen negativen historischen Verlauf aufweisen),
weswegen hier auch ganz R durchsucht wird.

# implizit Asset wvalues as inverse of g based on ML Estimates
for ( j in 1:length(E[,1]) ) {
S_Opt[j,k] < g_inv(E[j, k], SO, K[k],
Optim _Mle@coef [”si”], j+1, j)
}

# implizit Asset Returns
for (j in 1:length(E[,1])—-1){
r_Opt[j.k]<-log(S-Opt[j+1,k]/S_Opt[j, k])
}

# Correlation
Corr <— cor(r_Opt[,1],r_Opt[,2])

Haben wir die Parameter [i;, und 64 geschétzt, so konnen wir anhand von denen die
implizierten Asset Returns bestimmen. Im zweiten Schritt fithren wir die gleiche Proze-
dur fiir ein zweites Unternehmen durch und berechnen die Korrelationen mit Hilfe der
Funktion cor. Fiithren wir an dieser Stelle keine weiteren Parameter an, berechnet uns die
Funktion lediglich die linearen Korrelationen zwischen den zwei Unternehmen. Wiirden
wir andere Abhéngigkeitsstrukturen in Betracht ziehen wollen, géibe es die Moglichkeit
method = ¢(”pearson”, "kendall” | ”spearman”) auszuwihlen.
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Betrachten wir nun die Unternehmen innerhalb der Beobachtungsperiode wie beim ersten
empirischen Ansatz im Kapitel 3.1, d.h. wochentliche Aktienkurse von der Firma Airbus
und Daimler vom 01.01.2003 bis 31.12.2017 und fiihren fiir beide die gleiche Prozedur zur
Schitzung von ML-Merton Parametern durch. ® Festzuhalten ist, dass fiir die zwei Un-
ternehmen wéhrend der gesamten Beobachtungsperiode keine Refinanzierungszeitpunkte
nachgebaut werden konnten. Die aus der Schétzung vorhergehenden Parameter sind in
der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst.

Log-Returns ] Airbus i i Daimler i

[ o il o
empirische Aktienkurse | 0.004298536 | 0.04950620 | 0.002957761 | 0.04634738
ML-Merton Asset 0.002025279 | 0.03419245 | 0.000701904 | 0.02726002

Tabelle 1: Parameterschétzer im ML-Merton Modell mit Survivorship Bias
fiir Airbus und Daimler

Im Weiteren werden die implizierten Asset Log-Returns der zwei Unternehmen abge-
bildet. Wie in der Graphik ersichtlich, dhnelt das Bild der Graphik der Log-Returns
von beobachteten Aktienkursen in Kapitel 3.1. Ebenso kann festgestellt werden, dass die
Hohen und Tiefen der Returns ungeféhr im gleichen Ausmafl und zu gleichen Zeitpunkten
auftreten.
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o (] A { d | I |' ol 1 1 Il | | I||
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E o — Airbus
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01.01.2003 31.12.2007 31122012 31122015 31122017

Datum

Abbildung 7: Log Returns der implizierten Assets aus dem ML-Merton Modell mit
Survivorship Bias fiir Daimler und Airbus

Die daraus resultierende lineare Korrelation betrigt 54,79 %, was mit den empirischen
Ergebnissen des ersten Kapitels 3.1 vergleichbar ist.

5Da die Ausiibungspreise der Unternehmensanleihen K nicht 6ffentlich zuginglich sind, wurden diese
am Anfang der Beobachtungsperiode anhand einer konstanten PD von 3% und S(0) = E(0), wie in
Gleichung (8) definiert, umgerechnet. Hierfiir wurde aus den empirischen Aktienkursen p und o der
Log-Returns geschiitzt und r = 1% eingesetzt.
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3.3 Merton ML-Approximation basierend auf Random-Effects

Im vorherigen Kapitel haben wir eine direkte Methode zur Schétzung der Asset Kor-
relationen vorgestellt, die die Annahme, dass ein Unternehmen wihrend der gesamten
Beobachtungsperiode iiberlebt hat, mitberiicksichtigt. Dennoch wissen wir aus der Pra-
xis, dass insbesondere groflere Unternehmen dazu tendieren, dem Trend des Marktes, in
dem sie tétig sind, zu folgen. Dies kann entweder durch deren industrielle, geographische
oder je nach Unternehmensgrofle spezifische Zugehorigkeit gegeben sein. Genau mit dieser
Problematik hat sich Alan Pitts im Jahr 2004 auseinandergesetzt und eine weitere Me-
thode zur Schitzung der Asset Korrelationen in Bezug auf das Kreditrisiko entwickelt [23].

Die Grundidee besteht darin, das existierende Merton Modell so zu erweitern, dass die
Asset Korrelationen implizit aus den industriespezifischen oder geographischen Effekten
hervorgehen. Das Modell kann direkt auf die Assets angewendet werden und die daraus
resultierenden Schétzer erfiillen alle wiinschenswerten statistischen Eigenschaften. Die
einzige zusétzliche Information, die wir benotigen, ist die Industriezugehorigkeit bezie-
hungsweise das Risikodomizil eines jeden im Portfolio enthaltenen Unternehmens.

Um das Merton Modell in (1) auf viele abhédngige Unternehmen erweitern zu kénnen,
wird die Brownsche Bewegung W () in zwei unabhéngige Brownschen Bewegungen auf-
gesplittet. Einerseits haben wir den allgemeinen systematischen Risikofaktor B(t) und auf
der anderen Seite das firmenspezifische Risiko X (¢). Fiir Unternehmen die in Industrien
gruppiert sind, definieren wir den Tupel (i, j) fiir die Firma ¢ in der Industrie j. Hieraus
ergibt sich die stochastische Differentialgleichung der Assets als:

Anzumerken ist, dass der firmenspezifische stochastische Prozess X;; von allen anderen
firmenspezifischen Prozesse, von dem systematischen Risiko B; als auch von anderen sys-
tematischen Risiken Bj unabhéngig ist.

Fiir die Herleitung der Asset Korrelation (logarithmierter Returns) zum Zeitpunkt 7°
zwischen zwei Unternehmen, wenden wir zuerst das Ito-Lemma auf den Prozess In S;;(t)
an und integrieren von 0 bis 7"

2 2
o + 75

In SZJ(T) =1In SU(O) + (,uij - 9 J) T + Jiij (T) + Tinij(T),

wobei gilt
Bi(T) ~N(0,T), Xi;(T)~N(0,T) und corr(B;(T),Bj(T)) = pjj-

Das heifit, die Korrelationen zwischen zwei Industrien werden durch die Korrelation des
Systematischen Risikofaktors B; beschrieben.
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Aus der Definition der stochastischen Prozesse folgt, dass die Varianz und Kovarianz des
bivariat normalverteilten Tupels (In S;;(T"),1nS;;/(T")) gleich der Varianz und Kovarianz
des bivariat normalverteilten Tupels (0;;B;(T) + 7,;X;;(T), 0575 Bj (T) 4+ 775 X1 (T')) ist.
Fiir die Berechnung der Asset Korrelationen kommt die Unabhéngigkeit des systemati-
schen und idiosynkratischen Risikos ins Spiel und wir gehen wie folgt vor:

corr(InS;;(T),In Sy (1)) =
El(04 B;(T) + 73; X (T)) * (07 By (T) + 7irjt Xivjo (T))]
Vi(oyB;(T) + 735X ( D] Vi(oiy Bjr(T') + 7ir Xirjr ()]

E(0i; B (T) + 7 Xs (T)] + Bl(04j0 By (T) + 7iry Xiry (T))]
5 (1)) * V(o By (T) + 7iry Xiry (T'))]

_O

_ V(o3 B;(T) + 7i; X;

__El(0;Bi(T) * 0iry By (T))]
\/TUZ] +TT \/TU//+TT//

Tij0i 5 Py’ (36)
2 2 2 2
\/%- + 7 \/ai,j, + T

Somit haben wir die Asset Korrelationen sowohl fiir Unternehmen innerhalb der gleichen
Industrie als auch fiir Unternehmen aus unterschiedlichen Industrien definiert.

3.3.1 Random Effects Modell

Fiir die Schiatzung der Varianz- und Korrelationsparameter wird das sogenannte Random
Effects Modell verwendet. Hierbei handelt es sich um einen Spezialfall der Schatzung li-
nearer Regressionsmodelle, deren Modelparameter Zufallsvariablen sind. Im Allgemeinen
wird die erkldrende Variable durch drei verschiedene Komponenten beschrieben [12]:

e Faktoren, die sowohl fiir das Individuum ¢ als auch wéhrend der Beobachtungspe-
riode t verdanderlich sind,

e Faktoren, die wiahrend der gesamten Beobachtungsperiode fiir das Individuum i
konstant bleiben

e und Faktoren, die zum Zeitpunkt ¢ fiir alle Individuen konstant sind.

In diesem Fall nimmt das Modell die folgende Gestalt an:
Yit = Qi + A + g
wobei gilt

Elo;] = E[A] =E[uy] =0 und Ela;x},] = E[\x},] = E[uyx,] = 0.
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Nachdem die Varianz von y; bedingt auf x;; gleich der Varianz der einzelnen Kompo-
nenten ist, dh. 02 = 02 + 03 + 02, wird das Modell oft auch als Varianz-Komponenten
Modell bezeichnet ©.

Wie bereits ersichtlich kénnte das Random Effects Modell fiir unsere Schétzungen ver-
wendet werden. Hierfiir miissen wir aber in erster Linie das erweiterte Merton Modell
diskretisieren und anschlieSfend weitere Vereinfachungen durchfiihren. Wenden wir also
das Ito-Lemma auf den Prozess In S;; an und integrieren von ¢ — A bis ¢, so erhalten wir:

In S;(t) — InS;;(t — At) = A (pi; — (03 + 75)/2)
+ 04 (Bj(t) — Bj(t = A)) + 735 (Xi5(t) — Xy(t — A)).

Die Diskretisierung liefert uns ein einfaches Modell fiir die logarithmierten Asset
Returns, wobei A = 1 eingesetzt wird. Definieren wir nun die Asset Returns als
rij(t) = In(S;;(t)/S;;(t — 1)) und beschreiben die Verdnderungen der Brownschen Be-
wegungen als zwei Zufallseffekte mit 8; = B;(t) — B;(t—1) sowie €;; = X;;(t) — X;;(t —1).
Somit kann die obige Gleichung in

rij(t) = aij + 04 B;(t) + Tijei5(t)

umgeschrieben werden und es gilt o = pi; — (07; + 753)/2. Aus den Eigenschaften der
Brownschen Bewegung und der Annahme, dass W;; von B, als auch von W;/;; unabhéngig
ist, erhalten wir

B;(t) ~N(0,1) und €;(t) ~N(0,1)
Eleij(t), €y (t)] = E[B;(1), €i5(t)] = E[B;(t), €y ()] = 0
corr(B;(t), Bj:(t)) = pjjr-

Somit bleibt die Korrelation zwischen den Industrien 7 und j’ bei der Betrachtung der
Asset Returns die Gleiche. Dariiberhinaus hat die Simplifizierung keinen Einfluss auf die
Korrelation der Asset Returns, d.h. corr(ri;(T),ry;(T)) ist zum Zeitpunkt 7" gleich wie
in Gleichung (36) gegeben.

Da die Anzahl der zu schéitzenden Parameter fiir ein ganzes Portfolio enorm grofl wire,
kann das Modell durch zusétzliche Homogenitétseinschrankungen weiter vereinfacht wer-
den. Allen Unternehmen aus der gleichen Industrie wird die mittlere Sensitivitat der
Gruppe zugeordnet. Die Annahme, dass Unternehmen innerhalb einer Industriegrup-
pe dhnlichen Schwankungen ausgesetzt sind, scheint auch 6konomisch plausible zu sein.
Dariiberhinaus kann durch diese Einschrinkung eine bessere Stabilitéit der Volatilitéts-
parameter erreicht werden, da die Schétzung auf einer grofleren Datenbasis durchgefiihrt
wird. Die Homogenisierung des idiosynkratischen Parameters basiert wiederum auf der
Annahme, dass Unternehmen der gleichen Gréfle dem gleichen Risiko ausgesetzt sind.

Fiir weitere Informationen siehe [12], Seite 34-41
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Zusammenfassend erhalten wir also

0ij = 0; fiir alle Unternehmen ¢ in der Industrie j,

Tij = Tk fiir alle Unternehmen ¢ Gréfie k .

Ist die Anzahl der Industrien gleich J und die der Gréfenkategorien gleich K so sinkt
die Anzahl der zu schiatzenden Parameter auf J + K. Ein weiterer Vorteil in der Ho-
mogenisierung des Portfolios besteht darin, dass wir auf diese Weise auch Unternehmen
mitberiicksichtigen kénnen, die nicht an der Borse notiert sind und wo keine Daten iiber
die Entwicklung der Aktienkurse bzw. Returns vorliegen. Anhand der Unternehmensgrofie
und der Information iiber die Industriezugehorigkeit kénnen auch hier die mittleren Vo-
latilitdtsparameter o; und 75, eingesetzt werden.

Ein weiterer Schritt in der Ausformulierung des Merton Modells in die Richtung Random
Effects folgt aus der Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung. Das Modell wird
folgendermaflen umgeschrieben:

rig(t) = oy + B(0) + (1) (37
wobei gilt,
i (t) = 0;(B;(t) — B;(t — 1)), Bi;(t) ~ N(0,07)
€5(t) = T(Wij(t) — Wi;(t — 1)), e (t) ~ N(0,73)

und die Eigenschaften der Zufallsprozesse éndern sich nicht. Fiir die Korrelation der Asset
Returns erhalten wir analog zu (36):

o2

corr (rij(t),ri;(t)) = :

2 2 /52 2
\/aj +Tk\/0'j + T

9595 Pjj’
2 2 2 2
\/aj + 7 \/aj, + T

Fiir die Schéitzung der Volatilitdtsparameter in einem Random Effects Modell kénnen
verschiedene Methoden verwendet werden [12]. Analog zu Kapitel (3.2) werden wir hier
die Maximum Likelihood Methode vorstellen und somit die Eigenschaft der Brownschen
Bewegung iiber unabhéngige Inkremente ausnutzen.

corr(ri(t), ryj(t)) =

Da die Anzahl der zu schiatzenden Parameter fiir Portfolios mit mehreren Industriegrup-
pen relativ schnell uniiberschaubar wird, kann der systematische Risikofaktor mit Hilfe
von einem Einfaktorenmodell beschrieben werden. Somit erzielen wir weitere Vereinfa-
chung in der Approximation und senken den Rechenaufwand. Sei nun f3;(¢) folgenderma-
Ben beschrieben:

By(8) = b () + vy(8), wy(t) ~ N(0,K2), (1) ~ N(0,1),
Elv; (1), 7(8)] = Ely; (1), vy (1)) = 0 fiir alle j # J".
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Die Korrelationen zwischen den einzelnen Industriegruppen werden also indirekt iiber
den Volatilitdtsparameter b; gegeben und es gilt

b;b;
corr(B;, Byr) = pjjr = A :
\/b? + f-@2\/bj2~/ + K2

Dadurch verringert sich die Anzahl der zu schitzenden Parameter von J(J + 1)/2 auf
J fiir die b; Parameter zuziiglich k. Durch das Einsetzten der Industriekorrelationen des
Einfaktorenmodells und 0']2» = bjz + k2 erhalten wir fiir die Asset Korrelationen:

b2 + K2 o
2 ji=7 (38)
\/b§ +R2 4 T,f\/bj? + K2 4 Ty
b;bj o
- E (39)

\/b§ + K2 —i—T,f\/b?, + K2+ Ty

Durch die Einfithrung von sogenannten Dummy-Variablen kann die Notation des Ge-
samtmodells weiter vereinfacht werden:

ri(t) = i + da Bi(t) + diaBa(t) + - + digBs(t) + €(2)
d {1 Unternehmen ¢ in der Industrie j,
ij =

0 sonst.

Dies erleichtert uns die numerische Umsetzung und das industriespezifische Einfaktoren-
modell kann in der Praxis besser umgesetzt werden.

0O.B.d.A. betrachten wir nun ein Portfolio mit m Unternehmen, die innerhalb der gleichen
Industrie j = 1 zusammenagieren, wobei jedes Unternehmen eine eigene Gréflenkategorie
darstellt, d.h. j = j' und i = k. Aus (37) wissen wir, dass r(¢) multivariat normalverteilt
ist, d.h.

r(t) ~ N(a,X), mit r(t) = (r;i(t),...,rm(®)7,

wobei gilt
b+ K2+ 78 b2+ K2 b? + K?
(073 .
2 2 .
a=| |, == V"
b? + K2 e VPR PP KT+ TR
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Fiir die Herleitung der logarithmierten Likelihood-Funktion betrachten wir zuerst die

gemeinsame Verteilungsfunktion der Returns fy(r(t); ) fir ¢t = {1,2,..., N}, wobei § =

(a1, .. am, b? k% 72, ... 72) der zu schitzende Parameter ist. Aus der Unabhanglgkelt

der Inkremente der Brownschen Bewegung’ folgt

N
e e (0(1), o 2(N);0) = [ fetmyeu—ny (e (B) (K — 1);6)
k=1

= [ feo (x(k); 0

Unter der Annahme eines homogenen Portfolios lésst sich die logarithmierte Likelihood-
funktion fiir das Modell (37) vereinfacht folgendermafien schreiben

L(r;0) = In fr(r; 6)

=In <H fro (r(k); 9))

N
N 1
- _mT In(27) — %mq det T)) - ; (rk) — )" (r(k) —a),  (40)
wobei die Determinante von % = (b* + x)Z + diag(7?, ..., 72) auch als
|det 2| = HHTk + (b + K? ZH’“ L7 ﬁr,f 1+ (b + k? ii
k=1 i=1 k=1 =T

geschrieben werden kann. Dass wir auch hier die gewchnlichen Schétzer fiir 4 und ¥ er-
halten, wird im Appendix (A.1) ndher ausgefiihrt.

3.3.2 Numerische Implementierung

Wie bereits im vorigen Unterkapitel erwéhnt, kann die numerische Implementierung durch
die Einfiihrung von Dummy-Variablen vereinfacht werden. Hierzu definieren wir als erstes
eine Matrix, welche die Information iiber die Industriezugehdorigkeit speichert. Sei also die
Anzahl der zu untersuchenden Unternehmen gleich m, die Bezeichnungen der Industrien
im Vektor industry und die Informationen iiber das jeweilige Unternehmen in der Matrix
Company _Info gespeichert.

# dummy matriz for the industry information

m. industry <— matrix(NA, nrow= length(industry), ncol = m)
rownames(m. industry )<— industry

colnames (m. industry ) <— rowname (Company _Info)

"Siehe Definition in (37)
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for(i in 1:length(m.industry[,1])){
for (k in 1l:length(m.industry[1,])){

if (Company_Info[k,2] == rownames(m.industry )[i]){
m. industry [i,k]<-1
} else {

m. industry [i,k]<-0
}

}
}

Die obige Dummy-Matrix besteht daher aus den Eintragen ,,0“ und ,,1* im Falle, dass das
Unternehmen k der Industrie ¢ zugehort. Obwohl der folgende Algorithmus nicht optimal
gewahlt wurde, ist der Rechenaufwand fiir kleinere Portfolios iiberschaubar. Angenom-
men, wir haben zehn Unternehmen in der Industrie ¢ und halten das x = 0.01 fix, dann
kann die lagarithmierte Likelihood Funtkion gem&f der Gleichung (40) folgendermafien
umgesetzt werden:

Loglh <~ function(b_1,a_1,a_2,a_3,a_4,a_5,a_6,a_7,a_8,a_9,a_10,
tau_1,tau_2,tau_3,tau_4,tau_5,tau_6,tau_7,tau_8 tau_9,tau_10){

tau <— c(tau_1,tau_2,tau_3,tau_4 tau_b
,tau_6,tau_7,tau_8 tau_10)

b <— c(b_1)

alpha <— c(a_1,a_2,a_3,a_4,a_5,a_6,a_7,a_8,a_9,a_10)

# Sigma (m x m) Matriz

Sigma <— matrix (0, nrow= length (m.data[l,]),
rownames ( Sigma )<—colnames (m. data)

colnames ( Sigma )<—colnames (m. data)

for (i in 1:length(Sigma[l,])) {
for (k in 1l:length(Sigmal[l,])) {

if (i — k){

Sigma[i,k]| <— sqrt(b[l] " 2+kappa 2+tau[i] 2)=x

sqrt (b[1]"2+kappa 2+tau|[k]"2)

} else {

Sigma[i,k] <— sqrt(b[l] 2+kappa”2)xsqrt(b[l] 2+kappa”2)
}

}
}

M <— matrix (0 ,nrow = length (m.data|,1]))
x <— matrix (0 ,nrow = length (m.data[,1])
, ncol= length(m.data[l ,]))
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for(i in 1l:length(m.Data_rt_Opt[,1])){
for (k in 1:length(m.data[l,])){
x[1,k] <— m.data|i,k]—alpha[k]
}

}M[i] <= t(x[i,]) %% solve(Sigma) %% (x[i,])

a <— (mxnObs)/2%log (2x%pi)
b <~ nObs/2xlog (abs(det (Sigma)))
c <— 0.5 % sum(M)

R <~ suppressWarnings(—a—b—c)
return(—sum(R))

In erster Linie wird die Variaz-Kovarianzmatrix der Asset Returns ¥ definiert, wobei sich
die Diagonaleintrage um den idiosynkratischen Risikoparameter 7; von den Kovarianzen
unterscheiden. Der Hauptteil der Likelihood Funktion wird in zwei Schritten berechnet.
Im ersten Schritt wird der Mittelwert a4 fiir alle Unternehmen k& von jeder Beobachtung
extrahiert und in der Matrix x gespeichert. Die Vektor-Matrix-Vektor Multiplikation lie-
fert uns dann fiir jeden Beobachtungszeitpunkt ¢ fiir alle Unternehmen k& einen anhand
der Kovarianzen zusammengerechneten Wert MJi]. Im Anschluss wird {iber alle Beobach-
tungszeitpunkte summiert und die weiteren zwei Komponenten der Likelihood Funktion
ausgerechnet.

Optim _Mle <— mle2(LogL., start

list (b_1=1
,a_1=0,a_2=0,a_3=0,a_4=0,a_5=0
,a_6=0,a_7=0,a_8=0,a_9= 10=0

’

a _4=0,a
_9=0.,a
,tau_1=1,tau_2=1,tau_3=1,t
,tau_6=1,tau_7=1,tau_8=1,t
,method=" L-BFGS-B”

,skip . hessian=IRUE

,Jower=c (0.0000001

,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf,—Inf
,0.0000001,0.0000001,0.0000001,0.0000001,0.0000001
,0.0000001,0.0000001,0.0000001,0.0000001,0.0000001)

)

au_4=1,tau_5=1
au_9=1,tau_10=1)

Y

Wie in Kapitel 3.2.3 erwéhnt, konnen die Maximum Likelihood Schétzer mit Hilfe der
Funktion mle aus dem R-Package stats4 bestimmt werden. Durch mehrere Singula-
ritdtsprobleme wurde hier jedoch die Funktion mle2 aus dem R-Package bbmle verwen-
det, welche die Mdoglichkeit bietet, die Berechnung der Hesse-Matrix nicht durchzufiihren.
Um auch hier die negativen Volatilitdtsparameter ausschlieBen zu konnen, kommt die
L — BFGS — B Methode zur Anwendung.
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# industry correlation based on one—faktor model
Rho <— matrix(NA, nrow=length(industry),ncol=length(industry))
for (i in 1:length(industry)){
for (k in 1:length(industry)) {
if (i=k){
Rho[i k] <

} else {
Rho[i,k] <= b[i]*b[k] /
(sqrt(b[i] 2+kappa”2)*sqrt (b[k] 2+kappa”2))

— b[i]"2/(b[i]"2+kappa”2)

}
}
}

Nachdem die Parameter fiir jede einzelne Industriegruppe geschétzt wurden, kann fiir die
Berechnung der Industriekorrelationen die oben beschriebene Prozedur verwendet wer-
den. Durch die Wahl von x = 0.01 wird sichergestellt, dass die Korrelationen innerhalb
einer bestimmten Industriegruppe nahe bei 1 liegen, womit die Homogenisierungsanfor-
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derungen erfiillt werden.

# asset correlation

Asset _Corr <— matrix (0, nrow=N, ncol=N)
colnames ( Asset _Corr )<—colnames (Data )
rownames ( Asset _Corr )<—colnames (Data)

for (i in 1:length(industry)){
for(j in 1:length(industry)){
for (k in 1:length(Data[l,])){
for (1 in 1:length(Data[l,])){
if(i = j & tauli,k] != 0 && tau[j,l] !=
Asset _Corr[k,1] <— (b[i]"2+kappa”2) /
( sqrt(b[i] 2+kappa 2+tau|i,k]|"2) =*
2) )
is 1] =0
/
2) *
2) )

sqrt (b[j]| 2+kappa 2+taulj,1

} else if (tau[i,k] != 0 && tau
Asset _Corr [k, 1] <= (b[i]*b[j]
( sqrt(b[i] 2+kappa“2+tau|i
sqrt (b[j] 2+kappa 2+tauj,1 ]

|
|
)
N

Letztendlich erfolgt die Berechnung der Asset-Korrelationsparameter fiir N Unternehmen

anhand der Gleichungen (38) und (39).
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4 Industrieklassifizierung

Die Suche nach passenden Homogenisierungskriterien fiir die Aktien stellt nicht nur im
Bereich des Portfoliomanagements eine der grofiten Herausforderungen dar. Ebenso wird
die Performance von Unternehmen in einen direkten Vergleich mit den sogenannten ,,Peer
Groups “gestellt, die anhand von unterschiedlichen Kriterien zusammengestellt werden.
Wie wir bereits im Kapitel (2.2.1) und (3.3) gesehen haben, ist die Bildung von ho-
mogenen Aktiengruppierungen ebenso im Bereich der Bemessung des Kreditrisikos von
besonderer Bedeutung und wird auch von Basel II im Rahmen des ASRF Modells emp-
fohlen.

Abgesehen von 6konomisch oder geographisch bedingter Zusammenhénge werden in der
Praxis auch statistische Methoden, wie zum Beispiel Clustering oder lineare Regressi-
onsmodelle, verwendet. Dennoch gehort zu einer der gédngigsten Methoden fiir die Port-
foliohomogenisierung die Zusammenlegung von Unternehmen je nach deren Industriezu-
gehorigkeit. Im weiteren wird ein kurzer Uberblick iiber die verschiedenen Industrieklas-
sifizierungen geben und auf deren Unterschiede hingewiesen.

Industrieklassifizierung Verwendung/Erfindung

Standard Industrial Classification (SIC) U.S. Government (1937)

North American Industry
Classificaiton System (NICS) U.S. Government (1997)

Fama French (FF) E.F. Fama und K.R. French (1997)

Global Industry Classification
Standard (GICS) MSCI und S&P (1999)

Industry Classification Benchmark (ICB) | STOXX und FTSE Russell (2004)

Thomson Reuters Business

Classification (TRBC) Thomson Reuters (2004)

Tabelle 2: Zusammenfassung der Industrieklassifizierungen und deren
Anwendungsbereiche
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4.1 Unterschiede der Industrieklassifizierungen

Am Finanzmarkt gibt es verschiedene Methoden wie Unternehmen in Industriegruppen
klassifiziert werden. Eines der dltesten Verfahren ist der ,,Standard Industrial Classifica-
tion “Code (SIC), welcher urspriinglich fiir die Aufteilung der gesamten U.S. Wirtschaft
in verschiedene Industriegruppen entwickelt wurde. SIC gehort zu der Gruppe der be-
triebsorientierten Klassifizierungen, die Unternehmen mit dhnlichen Endprodukten be-
ziehungsweise Produktionsverfahren zu einer Gruppe zusammenaggregiert. Insbesondere
die fortschreitende Technologie und die breite Skala von verschiedenen Produkten und
Dienstleistungen haben dazu gefiihrt, dass eine solche Industrieklassifizierung nicht mehr
den aktuellen Standards entsprochen hat und im Jahr 1997 von den ,North American
Industry Classification Standard*“(NAICS) ersetzt wurde. Der NAICS wird jedoch wei-
terhin lediglich von den Regierungen der USA, Kanada und Mexiko verwendet [20].

Ein weiteres Klassifizierungsverfahren kommt direkt aus dem Bereich der ,,Capital As-
set Pricing Models“(CAPM). Eugene F. Fama und Kenneth R. French haben im Jahr
1997 das sogenannte Dreifaktorenmodell entwickelt, welches fiir die Prognose von Aktien
Returns einen direkten Zusammenhang zu der Industriezugehorigkeit herstellt. Alle im
Portfolio enthaltenen Unternehmen werden in 48 Industrien eingeteilt und fiir jede von
ihnen wird ein eigenes Regressionsmodell aufgestellt. Die Aufteilung der Asset Returns
auf verschiedene Industrien hat im Rahmen derer empirischen Studie in nahezu allen
Kategorien stabilere Ergebnisse als das gewohnliche CAPM geliefert [7]. Deswegen wurde
dieses Schema oft auch in anderen empirischen Studien der Finanzwirtschaftsforschung
verwendet. Nichtsdestotrotz gibt es derzeit keinen Nachweis, dass die FF' Industriegrup-
pierungen auch einen 6konomischen Hintergrund haben.

Nahezu alle bekannten Rating- und Finanzmarktnachrichtenagenturen haben sich mit
dem Thema der Industriezugehorigkeit ebenso beschéftigt. So wurde beispielsweise von
der Agentur Thomson Reuters die sogenannte ,, Thomson Reuters Business Classification®
(TRBC) entwickelt, die vor allem als Basis fiir die Reuters Marktindizes verwendet wird.
Der TRBC wird regelméflig aktualisiert und es besteht die Moglichkeit die Klassifizie-
rung entgeltlich auch fiir andere Indizes zu verwenden. Die Industriezugehorigkeit basiert
auf der priméren Geschéiftstiatigkeit des jeweiligen Unternehmens und dessen Auswirkung
auf den Markt, in dem es tétig ist. Deswegen eignet sich der TRBC insbesondere fiir das
Portfoliobenchmarking als auch fiir die Untersuchung von verschiedenen Finanzkennzah-
len [24].

Kurz zusammengefasst deckt der TRBC mehr als 250.000 Wertpapiere in 130 Léndern
ab und setzt sich folgendermaflen zusammen:

e 10 Wirtschaftliche Sektoren
o 28 Geschaftssektoren
e 54 Industriegruppen

143 Industrien

837 Tétigkeitsbereiche
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Aufgrund der starken Marktorientierung und der alleinigen Zugénglichkeit vom TRBC
iiber Thomson Reuters, hat sich die Klassifizierung mehr im Investmentbereich als im
wissenschaftlichen Bereich etabliert.

Zur besseren Veranschaulichung fithren wir hier einen der Thomson Reuters Indizes mit
1932 européischen Unternehmen aus allen Marktsektoren an, dessen genaue Zusammen-
setzung in der unten stehenden Graphik ersichtlich ist®.

3,7%

3,3%

B Financials
W Industrials
Consumer Non-Cyclical

Healthcare

E Consumer Cyclical
e : 141%  WEnergy

' M Basic Materials

H Technology

B Utilities

12,6% B Telecom Services

12,5%

Abbildung 8: Sektorgewichte von ,, Thomson Reuters Europe
Total Return Local Currency*

Der von Analysten am meisten verwendete Industrieschliissel ist der ,,Global Industry
Classificaiton Standard“(GICS). Entwickelt wurde die Klassifizierung im Jahr 1999 von
der Ratingagentur Standard & Poor’s und der Investmentbank Morgan Stanley Capi-
tal International (MSCI). Ahnlich wie bei der TRBC Methode handelt es sich beim
GICS ebenso um eine finanzmarkt-basierte Industriezuordnung. Abgesehen von betrieb-
lichen Charakteristiken wird auch die Einschédtzung der Investoren beriicksichtigt, welche
Hauptgeschiftstatigkeit das jeweilige Unternehmen deren Ansicht nach hat.

Der GICS besteht nach der Einfithrung von einem neuen Sektor fiir ,,Communication
Services “in 2018 aus [13]

e 11 Sektoren
e 24 Industriegruppen
e (69 Industrien

e 158 Sub-Industrien

8Giehe: https://www.refinitiv.com/content/dam/marketing/en_us/documents/fact-sheets/
global-equity-index-europe-fact-sheet.pdf
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Der GICS wird einmal jéhrlich aktualisiert und fiir alle Unternehmen neu bewertet. Ob-
wohl die Lizenz fiir den GICS Code in der Hand von MSCI liegt, ist dieser leichter
zugéanglich als der TRBC. So wird beispielsweise die genaue Industriezuordnung aller im
S&P 500 Index enthaltenen Unternehmen verdffentlicht®. Die Zusammensetzung von S&P
500 je nach GICS Sektor ist in der unten stehenden Graphik abgebildet:

B Communication Services
@ Consumer Discretionary
\ E Consumer Staples
l""‘-‘.‘ 6,3% Energy
12,9% I‘ ® Financials
H Health Care
5,9% M Industrials
H Information Technology
H Materials
E Real Estate

W Utilities

12,7%

Abbildung 9: Zusammensetzung von S&P 500 nach GICS Sektoren

Die meisten akademischen Lizenzen fiir den Thomson Reuters Datastream, haben leider
keinen Zugriff auf die MSCI Industrien, warum auch der Umgang mit dem GICS Code im
wissenschaftlichen Bereich grundsétzlich erschwert ist. Umso mehr wird die Klassifizie-
rung im Rahmen des Portfoliomanagements und bei der Erstellung diversifizierter Indexe
verwendet.

Eine der letzten Industrieklassifizierungen, die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt wer-
den, ist der ,,Industry Classification Benchmark®“ (ICB), der im Jahr 2004 von einem der
bekanntesten ,, Index provider“ STOXX und dem Subunternehmen von der London Stock
Exchange Group FTSE Russell entwickelt wurde. Der ICB ordnet allen Unternehmen,
je nach deren Umsatz oder der Hauptquelle vom Umsatz, die Subindustrie zu, die laut
der eigenen Definition am besten geeignet ist. Der ICB verwendet eine 4-Séulen-Struktur
und besteht aus [8]:

e 11 Industrien
e 20 Supersektoren
e 45 Sektoren

e 173 Subsektoren.

‘https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_S%26P_500_companies
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Obwohl die Bezeichnung vom Sektor und Industrie umgekehrt verwendet wird, als bei
den restlichen Marktklassifizierungen, hat sich der ICB in der gesamten Finanzwirtschaft
etabliert. Die Definitionen der Industrien sind mit den Sektoren des GICS Codes nahezu
identisch, warum die zwei Klassifizierungen auch sehr stark miteinander konkurrieren.

Um spéter auch européische Portfolios analysieren zu kénnen, werden alle im STOXX
Europe 600 enthaltenen Unternehmen in Betracht gezogen. Die genaue Zusammensetzung
ist in der folgenden Graphik abgebildet:

4,6%
4,1% e

y / b O Basic Materials
R
\ 15,3%
4,4% O Consumer Discretionary

A\ Consumer Staples

A O Energy

O Financials

7,4% Health Care

19,7% - s
i O Industrials

O Real Estate
O Technology
O Telecommunications

X — O Utilities
9,4% — 18,6%

Abbildung 10: Zusammensetzung von STOXX Europe 600 nach den ICB Industrien

Anzumerken ist, dass die hier vorgestellten Industrieklassifizierungen bei weitem nicht das
gesamte Angebot am Markt abdecken. Wie bereits erwéhnt, sind alle Ratingagenturen
sowie auch alle im Investmentbereich tatigen Unternehmen daran interessiert ihre eigenen
Industriegruppierungen zu definieren und diese dementsprechend auch zu vermarkten.
Klassifizierungen, die im wissenschaftlichen Bereich verwendet werden sind oft diejenigen,
die am besten zuginglich sind wenn sie auch nicht unbedingt die beste Methodologie
haben.
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4.2 Analyse der Industriekorrelationen

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse einer empirischen Analyse auf Basis von zwei
verschiedene Mengen an Unternehmen vorgestellt. Einerseits handelt es sich um tégliche
Aktienreturns amerikanischer Unternehmen, die im S&P 500 Index enthalten sind und
mit Hilfe des GICS in Sektoren eingeteilt werden. Auf der anderen Seite werden auch eu-
ropaische Unternehmen aus dem STOXX 600 Europe und deren Einteilung in Industrien
mittels ICB anhand der wochentlichen Aktienreturns untersucht. Dabei handelt es sich
um die bereinigten Aktienreturns, die jeweils zum Endpunkt der Beobachtungsperiode
berechnet werden. In beiden Fillen wurden Unternehmen, fiir die wihrend der gesam-
ten Beobachtungsperiode vom 01.01.2003 bis 31.12.2017 nicht alle Datensétze vorhanden
waren, aus der Schétzung ausgeschlossen.

Die industriebedingten Asset Korrelationen werden als die mittlere Korrelation zwischen
den untersuchten Unternehmen berechnet. Hierfiir unterscheiden wir zwischen Korrelatio-
nen innerhalb einer Industrie und zwischen zwei unterschiedlichen Industrien'®. Sei also
N; die Anzahl der Unternehmen ¢ in der Industrie j, dann ergibt sich die intrasektorale
Korrelation als

N.

1 J
— E il - 41
Pjj N, —1 P (41)

il =1; i
Die intersektorale Korrelation berechnet sich dementsprechend aus dem Mittelwert aus
allen moglichen Kombinationen der Unternehmen aus der Industrie j und j’, d.h.
. Nj+Nj
= — il - 42
Pijj N,+N; —1 Z p (42)

i,i'=1; i€j; i’ €57 ikl

Die empirischen Korrelationen werden als lineare Abhéngigkeit der Aktienreturns berech-
net. Dabei wird zwischen drei verschiedenen Beobachtungsperioden in 5-Jahresabschnitten
unterschieden:

e Vor der Wirtschaftskrise: 01.01.2003-31.12.2007
o Wihrend der Wirtschaftskrise: 01.01.2008 - 31.12.2012
e Nach der Wirtschaftskrise: 01.01.2013 - 31.12.2017

Die Zeitfenster wurden entsprechend der Entwicklungen am Finanzmarkt so gewihlt,
dass die Zeit wihrend der Wirtschaftskrise getrennt betrachtet werden kann. Dabei bein-
haltet die Periode den Zeitpunkt des grofien Borsenabsturzes von Lehman Brothers am
15. September 2008, der viele anderen Insolvenzen als auch stark fallende Aktienkurse
am gesamten Finanzmarkt verursacht hat. Dariiberhinaus werden auch die Zeitpunkte
der Stabilisierung des Marktes bis zum 31.12.2012 zu der Periode hinzugezdhlt, um jeg-
liche Verzerrungen in den Daten auszuschlieSen. Die genauen Korrelationsmatrizen der
untersuchten Industrien sind im Anhang A.3 abgebildet.

10Siehe auch [2]
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Betrachten wir nun die S&P 500 Index Unternehmen und deren Einteilung in Indus-
trien, so erhalten wir fiir den gesamten Beobachtungszeitraum als auch fiir die drei 5-
Jahreszeitfenster folgende Ergebnisse:

01.01.2003- | 01.01.2003- | 01.01.2008- | 01.01.2013-

31.12.2017 31.12.2007 31.12.2012 31.12.2017
Min 35,01% 23,96% 44,12% 29.67%
Max 75,75% 69,17% 79,75% 74,46%
Mittelwert 47,99% 36,60% 55,32% 40,87%
Median 46,70% 35,53% 54,46% 40,74%

Tabelle 3: Ubersicht iiber die mittleren empirischen Industriekorrelationen je nach GICS
Sektor die fiir S&P 500 Index Unternehmen in unterschiedlichen
Beobachtungszeitraumen

Analog ergibt sich fiir die STOXX 600 Europe Unternehmen und deren Industriekorrela-
tionen nach der ICB Klassifizierung folgendes Bild:

01.01.2003- 01.01.2003- 01.01.2008- 01.01.2013-

31.12.2017 31.12.2007 31.12.2012 31.12.2017
Min 24,29% 18,93% 25,47% 25,75%
Max 46,85% 43,28% 52,10% 50,26%
Mittelwert 34,93% 28,19% 39,50% 33,55%
Median 36,13% 28,37% 40,63% 33,19%

Tabelle 4: Ubersicht iiber die mittleren empirischen Industriekorrelationen je nach ICB
Industry fiir STOXX 600 Europe Index Unternehmen in unterschiedlichen
Beobachtungszeitraumen

Wie in den obigen Tabellen ersichtlich, sind die empirischen Korrelationen der ameri-
kanischen S&P 500 Index Unternehmen im Allgemeinen deutlich hoher als die der eu-
ropaischen Unternehmen aus dem STOXX 600 Europe Index. Auflerdem kann festgestellt
werden, dass der Einfluss von amerikanischen Unternehmen wihrend der Wirtschaftskrise
enorm angestiegen ist, sodass die Korrelationen im gesamten Beobachtungszeitraum von
dieser Periode am meisten beeinflusst werden. Das gleiche Phdnomen lésst sich bei den
européischen Unternehmen ebenso beobachten, jedoch bewegen sich dort die Industrie-
korrelationen lediglich zwischen 24,29% bis 46,85%, wihrend die Industriekorrelationen
der amerikanischen Unternehmen bis hin zu 75,75% reichen.

Dariiberhinaus lésst sich feststellen, dass die intrasektoralen Korrelationen der S&P 500
Unternehmen fiir die Industrien ,,Real Estate® und ,,Energy “ mit 73,60% bzw. 75,75%
fiir den gesamten Beobachtungszeitraum die hochsten sind. Am européischen Markt sind
die Zusammenhinge innerhalb der Indudustriegruppe , Financials“ mit 46,85% fiir den
gesamten Beobachtungszeitraum am hochsten, wobei die instrasektoralen Korrelationen
fiir die Industrie ,, Basic Materials “ wiahrend der Wirtschaftskrise auf rund 52,10% springt.

Betrachten wir nun die intersektoralen empirischen Korrelationen, so kénnen wir aus den
Korrelationsmatrizen schlieffen, dass der Zusammenhang zwischen den Industrien
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»,Real Estate“ und ,,Financials“ sowohl fiir die amerikanischen als auch fiir die européischen
Unternehmen fiir die gesamte Beobachtungsperiode am grofiten ist. Wahrend der Wirt-
schaftskrise waren die Korrelationen der S&P Index Unternehmen zwischen den Industri-
en ,,Communication Services“ mit rund 65,23% am hochsten. Fiir die STOXX 600 Europe
Index Unternehmen setzt sich der Einfluss des Finanzsektors insbesondere auf die Im-
mobilienbranche seit der Wirtschaftskrise durch und die mittlere empirische Korrelation
betragt 48,49%.

Die zweite Analyse wurde anhand der numerischen Implementierung der Parameter-
schdtzung des Merton Modells mit Survivorship Bias (Kapitel 3.2.3) durchgefiihrt. Da
die Werte fiir den Ausiibungspreis der Unternehmensanleihen nicht so einfach aus den
offentlich zugénglichen Daten abgelesen werden konnen, werden diese am Anfang der Be-
obachtungsperiode folgendermaflen hergeleitet. Sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine konstatne
Ausfallswahrscheinlichkeit PD = 0.02 gegeben, sodass die Equities den Assets entspre-
chen und im né#chsten Zeitpunkt anhand der PD eine Anleihe ausgegeben wird. Dann
kann der Strike K mit Hilfe der Gleichung (8) folgendermafien bestimmt werden:

1
K =5(0)-exp (Cbl(PD) o+ (1 — 502)) : (43)
Die Parameter p und o werden aus der empirischen Statistik der Aktienreturns ausge-
rechnet und im weiteren wird eine konstante Inflation mit » = 0.01 angenommen. Wird
der Algorithmus auf die einzelnen Unternehmen angewendet so erhalten wir in erster Li-
nie die optimalen Maximum Likelihood Parameter der Asset Returns.

S&P 500 STOXX 600 Europe
1 o 1 o
Min 0,00087 0,02380 0,00015 0,01118
Max 0,02007 0,11692 0,33047 0,91676
Mittelwert 0,00855 0,05073 0,00601 0,03878

Tabelle 5: Ubersicht iiber die geschitzten Parameter aus dem Merton ML Model mit
Survivorship Bias

Insbesondere bei den européischen Unternehmen sind mehrere Ausreiffer zu beobachten.
Dies resultiert vor allem aus der vereinfachten Vorgehensweise bei der der Strike am An-
fang der Beobachtungsperiode anhand der PD ausgerechnet wurde. Fiir die Unternehmen,
die wiahrend der Beobachtungsperiode besonders erfolgreich waren, ist der am Anfang er-
mittelte Fremdkapitalanteil mit der Zeit relativ niedrig geworden. Deswegen werden an
dieser Stelle hohere Assetreturns verzeichnet als bei Unternehmen, die eine relativ stabile
Entwicklung hinter sich haben.
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Dariiberberhinaus wird am Beispiel der TUI AG gezeigt, welcher Zusammenhang zwi-
schen den empirisch beobachteten Aktienkursen und den implizierten Assets besteht und
wie sich aus denen die Refinanzierungszeitpunkte ergeben.

g ]
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01.01.2003 31.12.2007 31122012 31122015 31122017
Datum

Abbildung 11: Zussamenhang zwischen Aktienkursen, impliziten Assets und den
Refinanzierungszeitpunkten fiir die TUI AG vom 01.01.2003 bis 31.12.2017

Darauffolgend konnen die Asset Korrelationen, wie in den Gleichungen (41) und (42)
beschrieben, aus den Asset Returns berechnet werden. Eine Zusammenfassung der daraus
resultierenden Industriekorrelationen ist in der nachstehenden Tabelle abgebildet.

S&P 500 STOXX 600
Europe
Min 33,11% 25,28%
Max 71,59% 48,96%
Mittelwert 44.,42% 35,64%
Median 43,46% 36,14%

Tabelle 6: Ubersicht iiber die mittleren Industriekorrelationen unter Beriicksichtigung
von Survivorship Bias fiir den gesamten Beobachtungszeitraum

vom 01.01.2003 bis 31.12.2017

Das bei den empirischen Korrelationen beobachtete Resultat, dass die Korrelationen der
amerikanische S&P 500 Index Unternehmen hoher sind als die der européischen STOXX
600 Europe Index Unternehmen, setzt sich auch bei der Beriicksichtigung vom Survi-
vorship Bias fort. Nichtsdestotrotz sind die Industriekorrelationen im Merton Modell
wéhrend der gesamten Beobachtungsperiode fiir den Fall der amerikanischen Unterneh-
men etwas niedriger, bei den europiischen wiederum leicht hoher als die empirischen

Werte.
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Betrachten wir nun die durchschnittlichen Asset Korrelationen pro Industriegruppe fiir
die S&P 500 Index Unternehmen'!, so ist die durchschnittliche Asset Korrelation im
Sektor ,,Real Estate“ mit rund 71,59% am hochsten. Ebenso zeigt der Immobiliensek-
tor den grofiten Zusammenhang mit dem Sektor ,, Utilities“ und deren durchschnittliche
Asset Korrelation liegt bei rund 55,63%. Die niedrigsten Asset Korrelationen bestehen
zwischen den Sektoren ,,Health Care“ und ,,Consumer Staples® mit rund 33,11%.

Aus den durchschnittlichen Asset Korrelationen fiir die européischen STOXX 600 Euro-
pe Index Unternehmen '2? lisst sich ablesen, dass auch hier die Immobilienindustrie die
groften Zusammenhinge aufzeigt. Die am hochsten beobachtete Korrelation ist innerhalb
der Industrie ,Real Estate” und betrigt 48,96%. Die Korrelationen des Finanzsektors
zeigen ebenso relativ hohe Werte an, so liegt biespielsweise die durchschnittliche Asset
Korrelation zwichen ,,Financials“ und ,,Real Estate“ bei rund 45,30%. Die niedrigste be-
obachtete Asset Industriekorrelation ist zwischen den Sektoren ,, Telecommunication* und
,Health Care* mit rd. 25,28%.

Bei der letzten Methode zur Schatzung der Asset Korrelationen wurde die Volatilitéat der
logarithmierten Asset Returns in einen direkten Zusammenhang mit der Industriegruppe
gestellt und als Random Effect modelliert. Die Korrelationen wurden wie im letzten
Abschnitt des Kapitels 3.3.2 dargestellt berechnet. Eine Zusammenfassung der daraus
resultierenden Asset Korrelationen ist in der nachstehenden Tabelle abgebildet.

S&P 500 STOXX 600
Europe
Minimum 9,66% 1,35%
Maximum 84,14% 77,32%
Mittelwert 45,03% 34,47%
Standardabweichung 13,07% 10,76%
Median 44,74% 34,40%

Tabelle 7: Ubersicht der Asset Korrelationen basierend auf dem Random Effects Modell
fiir den gesamten Beobachtungszeitraum vom 01.01.2003 bis 31.12.2017

Dass auch hier bei den S&P 500 Index Unternehmen grofiere Zusammenhénge zwischen
den Unternehmen bestehen, kann bereits aus den einzelnen Asset Korrelationen abgelesen
werden. Die grofite beobachtete Asset Korrelation wurde zwischen zwei Immobilienin-
vestmentmagnaten Boston Properties, Inc. und Regency Centers Corp mit rund 84,14%
geschéitzt. Im Bereich der européischen Unternehmen, vertreten durch den STOXX 600
Europe Index, besteht der grofite Zusammenhang zwischen dem franzosischen Mine-
ralolunternehmen Total und einem der weltweit grofiten Minerallunternehmen Royal
Dutch Shell und diese liegt bei 77,32%.

11Sjehe Abbildung 23 im Appendix A.3
12Gjehe Abbildung 21 im Appendix A.3
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Ahnlich wie bei den vorigen Analysen werden auch hier die Korrelationen der Indus-
triegruppen aus den mittleren Asset Korrelationen bestimmt, wobei diese bereits in
Abhéngigkeit von der Industrie geschétzt wurden. In weiterer Folge wird ein kurzer
Uberblick {iber die Industriekorrelationen gegeben, wobei die genauen Ergebnisse im Ap-
pendix A.3 abgebildet sind.

S&P 500 STOXX 600
Europe
Minimum 30,87% 22.81%
Maximum 75,13% 45,58%
Mittelwert 46,88% 34.,56%
Median 45,75% 34,46%

Tabelle 8: Ubersicht der mittleren Asset Korrelationen pro Industriegruppe basierend
auf dem Random Effects Modell fiir den gesamten Beobachtungszeitraum vom
01.01.2003 bis 31.12.2017

Betrachten wir nun die mittleren Asset Korrelationen des Random Effects Modells, so
ldsst sich feststellen, dass die Groflenordnung der Korrelationen mit denen des Maximum
Likelihood Modells mit Survivorship Bias vergleichbar sind. Ebenso sind auch hier die
groffiten beobachteten Korrelationen innerhalb des ,,Real Estate Sektors der S&P 500
Index Unternehmen und liegen bei rund 75,13%. Fiir die européaischen STOXX 600 Euro-
pe Index Unternehmen sind die ,,Financials* mit rund 45,58% weiterhin die am stéirksten
korrelierte Industriegruppe.

Fiir die intersektoralen Korrelationen léasst sich feststellen, dass die grofite mittlere As-
set Korrelation am amerikanischen Markt, wie auch bei den vorangehenden Analysen
ersichtlich, zwischen den Industrien ,Real Estate “ und ,,Energy“ mit rund 71,18% zu
beobachten ist. Die Aussagen iiber die Korrelationen der européischen Unternehmen las-
sen sich aus den vorherigen Analysen ebenso bestitigen und die héchste Asset Korrelation
besteht zwischen ,, Financials“ und ,, Real Estate” mit rund 45,27%. Nichtsdestotrotz hat
sich fiir manche der Industriegruppen bei der Betrachtung von Random Effects die Kor-
relation mafigeblich geéndert. Einer der Ausreifler ist der européische , Energy* Sektor
bei dem die intrasektorale Korrelation um rund 12,06%-Punkte gefallen ist. Andererseits
hat sich die Korrelation zwischen den Industrien ,,Energy“ und , Real Estate® um rund
17,57%-Punkte erhoht.

Ob die hier dargestellten Korrelationen aufgrund der vereinfachten Annahmen und be-
schrankter Datenbasis fiir den gesamten Markt im Rahmen des Kreditrisikos repréasentativ
sind, lésst sich nur anhand von einer gréfleren Datenmenge und genauen Kreditinforma-
tionen iiberpriifen. Nichtsdestotrotz sind die hier présentierten Ergebnisse mit Hilfe der
vorgestellten numerischen Methoden nachvollziehbar und kénnen vollkommen reprodu-
ziert werden. Dariiberhinaus erscheinen die hier vorgestellten Zusammenhénge zwischen
Industrien wirtschaftlich sinnvoll und bringen fiir die drei Beobachtungsperioden die Aus-
wirkungen der Wirtschaftskrise besser zum Vorschein.
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A Anhang

A.1 Maximum Likelihood Schitzer fiir Multivariate Normal-
verteilung

Der hier angefiithrte Beweis folgt dem Buch von Parimal Mukhopadhyay iiber Multiva-
riate Statistische Analyse [19].

Sei (z1,...,x,) multivariat normalverteilt mit N(u,¥), dann ist die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion das Produkt von f(z;), i« = {1,...,n}. Die logarithmierte Likelihood
Funktion ist somit folgendermafien gegeben:

n

log L(x; 11, X)) = —g In(27) — gln(\ det ) — %Z(xi — )T (x; — ) (44)

=1

Betrachten wir nun den Ausdruck (x; — p)7S 7! (x; — p) auf der rechten Seite der obigen
Gleichung, so ldsst es sich, unter der Annahme dass T der empirische Mittelwert unserer
Stichprobe ist, schreiben als

(o 1)TE o1 ) =06~ TS o ) (7 )7 )+
27 — )" (x; — @).

Nachdem (x — 7)"X 7 (x — 7) = spur{3Z~!(x — 7)(x — )T} erhalten wir durch das Sum-

mieren von ¢ = 1,... n:

n n

S 66— 1) S (- ) = spur{ S x — B~ BT} @ - ) 'S (@ ). (45)

i=1 i=1

Definieren wir nun S, = £ 3" (x; — T)(x; — T)" als die empirische Varianz-Kovarianz
Matrix, so erhalten wir durch das einsetzen von 45 fiir die logarithmierte Likelihood
Funktion

log L(x; 11, %) = _g In(27) — gm(\ det ) — gspur{zflsn} - g @ —)'S T —p).
spur{E—1(Z—p)(@F—p)T}

Sei nun p € RP und X positive definit, wobei n > p + 1 ist. Durch das einsetzen von
A=Y (= a;;)™ kann die obige log L Funktion geschrieben werden als

log L(x; 1, A) = —% In(27) + gln(| det A|) — gspur{ASn} - gspur{A(f — ) (@ — )"}

- —% In(27) + gln(| det A]) — gspur{A(Sn +(@—p)@— )}

Blog(det |A~|) = log(|(det A)~1|) = —log(| det A|)
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Wollen wir nun nach g und A ableiten um die logarithmierte Likelihood Funktion zu
maximieren, so erhalten wir die folgende DGL:

=nA(T — p) (46)

Fiir die partielle Ableitung nach A betrachten wir zuerst

Oln(|detAl) 1 J|detA| [JAy/|detA|, i=j
dai;  |det Al Ba;; | 2Ay/|det A, i
1
= (2A.. — diag(A,,
]det A‘( v dlag( l]))
= 2% — diag(2) (47)

wobei A;; die Kofaktoren von a;; sind. Fiir den zweiten Teil verwenden wir die Eigen-
schaften der Spur einer Matrix ' und erhalten

88%;{35”} = 25, — diag(S,) (48)
Pl AT E 1) o — ) — )" — dias((7 - )7 - ) (49)

Setzen wir nun die drei partiellen Ableitungen in (47), (48) und (49) zusammen, so ergibt
sich fiir die Ableitung nach A

dlog L

OA

3(22 ~ diag(x)) — g(zsn — diag(S,))
- 3(2(5 — )T — )" — diag((@ — )@ — w)"))
2

(2M — diag(M)) (50)

wobei gilt M =¥ — S, — (T — u)(T — p)7). Setzen wir nun die beiden Ableitungen in (46)
und (50) gleich 0 so erhalten wir
p=x

und daraus ergibt sich aus der Definition von M

¥ =25,

. . . . o r{XY :
1]st X eine symmetrische Matrix so gilt: % =Y +YT — diag(Y)
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A.2 DMotivation fiir die Diskretisierung von Asset Values

In der Theorie werden in den meisten Modellen Asset Values anhand von zeitstetigen sto-
chastischen Prozessen definiert. Auf der anderen Seite ist es in der Praxis iiblich, dass die
Bepreisung von Optionen als auch die Schétzung des Ausfallsrisikos mit Hilfe von unter-
schiedlichen Simulationsverfahren durchgefiihrt werden. Dadurch wird unter bestimmten
Verteilungsannahmen eine groffe Anzahl an Asset Values bzw. Returns generiert, die in
weitere Berechnungen einflieen. Da die Simulationen in den meisten Féllen auf eine be-
stimmte Zahl von Handelstagen, Wochen oder Quartalen eingeschréinkt sind, benétigen
wir eine Methode zur Diskretisierung der stochastischen Prozesse. Im Folgenden werden
zwei verschiedene Vorgehen vorgestellt, die je nach gewiinschten Eigenschaften zur Dis-
kretisierung von Black Scholes-Merton Modell hergenommen werden kénnen.

Im weiteren betrachten wir den stochastischen Prozess gegeben durch:
dS(t) = a(S(t),t)dt + b(S(t),t)dW (t). (51)
und durch das Iterationsverfahren ergibt sich fiir ¢ — ¢ + dt

t+dt t+dt
S(t+dt) = S(t) + /t a(S(u),u)du + /t b(S(u), w)dW (u). (52)

A.2.1 Euler’sche Schema

Eine der einfachsten Methoden zur Diskretisierung von stochastischen Prozessen ist das
sogenannte Euler’sche Schema (oder auch als Euler-Muramaya Schema bezeichnet). Ba-
sierend auf dem expliziten Euler Verfahren fiir deterministische Differentialgleichungen
wird der stochastische Prozess (51) approximiert.

Da der Wert von S(t) zum Zeitpunkt ¢ bekannt ist, erhalten wir fiir das erste Intergral

t+dt t+dt
/t a(S(u),u)du =~ a(S(t),t)/t du = a(S(t),t)dt. (53)

Analogerweise gehen wir beim zweiten Integral vor

/1t b(S(), WdW () ~ b(S(),1) /t AV () (54)

wobei, die Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung verwendet wird
(W (t+dt) —W(t)) ~ N(0,dt) = Vdt(W(t +dt) — W(t)) ~ N(0,1) =: VdtZ.
Aus (53) und (56) erhalten wir fiir (52)

S(t+dt) = S(t) + a(S(t), t)dt + b(S(t), t)Vdt Z. (57)
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Wie in [16] bewiesen, konvergiert das Euler’sche Schema in Verteilung lediglich fiir hin-
reichend glatte Koeffizienten a(S(t),t) und b(S(t),t).

Fiir den stochastischen Prozess der Asset Values im Merton Modell (1) ergibt sich

S(t+ dt) = S(t) exp ((u _ %02) dt + a\/ﬁz) | (58)

Da wir von einer konstanten Volatilitdt sowie auch einem konstanten Drift ausgehen,
haben wir fiir den diskreten Asset Value Prozess keine Probleme mit der Konvergenz.

A.2.2 Milstein Schema

Eine weitere Methode zur Diskretisierung von stochastischen Differentialgleichungen ist
das sogenannte Milstein Schema. Obwohl dieses durch dessen starke Konvergenz in der
Theorie genauere Ergebnisse liefert, ist das Euler’schme Schema in der Praxis gidngiger.
Dariiber hinaus funktioniert das Milstein Schema nur fiir stochastische Differentialglei-
chungen deren Koeffizienten lediglich von S(¢) nicht aber von ¢ abhéngen [9].

Im weiteren betrachten wir also einen Prozess der folgenden Form
dS(t) = a(S(t))dt + b(S(t))dW (t) = a(t)dt + b(t)dW (t) (59)
sowie die dazugehorige Integralform
t+dt t-+dt
S(t+dt) = S(t) + / a(s)ds + / b(s)dW s. (60)
t t
Das Milstein Schema basiert auf Anwendung von dem Lemma von It6 auf die einzel-
nen Koeffizienten a(S(t)) und b(S(¢)), wodurch eine stéarkere Konvergenz erreicht werden

kann.

Unter der Annahme, dass a(t) und b(t) zweimal stetig differenzierbar sind, erhalten wir

da(t) = (a(t)’a(t) + %a(t)"b(t)z) dt + a(t)'b(t)dW (t)
db(t) = (b(t)’b(t) + %b(t)"b(t)2> dt + b(t)'b(t)dW (t)

wobei a(t)" und b(t)" als Ableitungen nach S(t) zu verstehen sind und die Ableitungen
nach t verschwinden. Hieraus ergibt sich fiir die zwei obigen Gleichungen die folgende
Integralschreibweise

a(s) = a(t)+ /ts (a(u)’a(u) + %a(u)”b(u)Q) du + /ts a(u)'b(u)dW (u)

b(s) = bt)+ /t S (b(u)'b(u)Jr%b(u)”b(u)Q) du + /t b)Y b(u)dW (u).
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Durch das Einsetzen in die urspriingliche Gleichung (60) erhalten wir
S(t+dt) =

S(t) + /tHdt {a(t) + /ts (a(u)’a(u) + %a(u)”b(uf) du + /ts a(u)’b(u)dW(u)} ds
+ /tHdt {b(t) + /ts (b(u)’b(u) + %b(u)”b(u)Q) du + /ts b(u)’b(u)dW(u)] dW (s)

Aufgrund der gewiinschten Konvergenzeigenschaft fallen alle Therme hoherer Ordnung
als 1, das heifit (dsdu = O((dt)?),dsdW (u) = O((dt)?), weg. Da der Fehler des Terms
dW (u)dW (s) = O(dt) erster Ordnung ist, bleibt dieser erhalten.

Dadurch vereinfacht sich die obige Gleichung auf

t4-dt

S(t+dt) = S(t)+alt) / " ds b / AV (s)+ / o / b)) (w)dV (s) (61)

Wenden wir das Euler’sche Schema auf den letzten Summanden an, so ergibt sich

/t o /t b)Y b)YV () AWV (5) (62)

~ sy | [ W (s —wow s dn - W | 63)
) Ité—l?‘;mel ’
~ %b(t)’b(t) [(W(t+ dt) — W(t))? — di] (64)

Verwenden wir wiederum die Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung und de-
finieren Z = W (t + dt) — W (t), dann gilt VdtZ ~ N(0,1). Setzen wir (64) in (61) so
erhalten wir die gewiinschte Diskretizierung fiir S(¢)

S(t+dt) = S(t) + a(t)dt + b(t)VdtZ + %b(t)’b(t)dt (2> -1) (65)

Betrachten wir also den Wertprozess (1) so erhalten wir mit Hilfe des Milstein Schemas
die folgende Diskretisierung

S(t+dt) = S(t) + pSt)dt + oS(t)VdtZ + %ant (22 —1) (66)

wobei VdtZ ~ N(0,1). Im Falle einer risikoneutralen Bewertung ist y = r — o\ ein-
zusetzen. Aufgrund der starken Konvergenzeigenschaft eignet sich das Milstein Schema
besonders fiir die Diskretizierung von Modellen mit stochastischer Volatilitét, wie in [14]
beschrieben.
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