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Zusammenfassung:

Das Sortieren grofser Datenmengen stellt in der Computerwissenschaft seit jeher einen
wichtigen Bestandteil dar. Zwei wichtige Eigenschaften werden von Sortieralgorithmen
gefordert, Korrektheit und Geschwindigkeit.

Seit Jahren ist die von Hoare 1962 entwickelte Quicksort-Familie das De-facto-Standardverfahren.
Im Jahr 2009 sorgte allerdings eine Arbeit von Yaroslavskiy fiir Aufsehen. In dieser wurde
gezeigt, dass eine bis dahin vernachlissigte Variante schneller ist als der alte Standard:
Das Sortieren mit Hilfe zweier Pivot-Elemente.

Diese Arbeit hat sich das Ziel gesetzt, die neuesten Entwicklungen innerhalb dieser Fami-
lie zu analysieren und mit den alten Verfahren zu vergleichen. Neben einer ausfiihrlichen
theoretischen Analyse werden die betrachteten Verfahren auch praktisch umgesetzt und

die bendtigten Rechenzeiten verglichen.

Schlagworter: Quicksort, Dual-Pivot, Sortieren

Abstract:

Sorting big data is one of the most important parts in computer science ever since. Cor-
rectness and speed are two key properties each alogrithm requires. Since Hoare presented
the quicksort family in 1962 it has been one of the most used algorithms to sort big data
sets.

In 2009 Vladimir Yaroslavskiy presented a new version of quicksort which completed the
task faster than any other version. His work is based on selecting two pivots instead of
one, a technique thought to be inferior.

The goal of this thesis is to analyse the latest developments within the quicksort family
and compare them with older versions. Besides an exact analysis of each algorithm, the

algorithms were also implemented and the needed running times were compared.

Keywords: Quicksort, Dual-Pivot, Sorting
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1 Einleitung

Eines der grundlegenden Probleme der elektronischen Datenverarbeitung ist das Sor-
tieren von gegebenen Datensétzen in angemessener Zeit. Aus der schieren Menge an
bekannten Sortierverfahren sticht besonders eines aufgrund seiner Schnelligkeit, Eleganz
und doch einfachen Umsetzbarkeit heraus: Quicksort.

Quicksort wurde bereits 1962 von C.A.R. Hoare présentiert [Hoa62] und stellt bis heute
mit seinen vielen Modifikationen den De-facto-Standardsortieralgorithmus dar. Der Al-
gorithmus gehort der Klasse der Divide-and-Conquer Algorithmen an: Durch die Wahl
eines ausgezeichneten Pivot-Elements wird das Problem auf zwei einfachere Probleme
reduziert.

Zusétzlich zur Basisvariante wird in dieser Arbeit auch untersucht, an welcher Stelle
sich geschickt alternative Verfahren einsetzen lassen und wie man die Wahl des Pivot-
Elements giinstig beeinflussen lassen kann.

Einen wesentlichen Beitrag zur Analyse von Quicksort stellt die Doktorarbeit von R.
Sedgewick [Sed75] von 1975 dar. Als einer der ersten analysierte er in dieser eine weitere
Modifikation, das Teilen der Eingabe in drei Teilmengen durch die Wahl von zwei Pivot-
Elementen. Allerdings stellte sich die von Sedgewick analysierte Version von Dual-Pivot
Quicksort als nachteilig heraus und die Idee wurde wieder verworfen.

Erst 30 Jahre spéter, im Jahr 2009, prasentierte Vladimir Yaroslavskiy [Yar09| eine neue
Variante von Dual-Pivot Quicksort, von der gezeigt wurde, dass sie den klassischen Vari-
anten iiberlegen ist. Die Performance beider Varianten wird in dieser Arbeit im Hinblick
auf die erwartete Anzahl von Vertauschungen und Vergleichen analysiert und betrachtet.
Zusétzlich werden im Anschluss noch zwei optimale Varianten betrachtet.

Im letzten Teil der Arbeit werden alle betrachteten Varianten in C-Code umgesetzt und
Laufzeitanalysen durchgefiihrt, wobei die erhaltenen Ergebnisse gut zu den erwarteten

Laufzeiten passen.

Gegliedert wurde diese Arbeit in folgender Weise: Im zweiten Kapitel werden grund-
legende Notationen sowie oft genutzte mathematische Identitdten und Satze aufgelistet.
Weiters wird kurz der Sortieralgorithmus Insertionsort betrachtet.

Das dritte Kapitel widmet sich der klassischen Version von Quicksort und seinen Modi-
fikationen. Gemeinsam ist allen betrachteten Varianten, dass zur Partitionierung jeweils
nur ein Pivot-Element benotigt wird. Der Anfang des Kapitels widmet sich kurz Hoare’s

Analyse bevor im Anschluss detaillierte Laufzeitanalysen aufgrund von bendétigten Ope-



rationen in Knuths theoretischem Rechner MMIX [Knu98, Knu05| betrachtet werden.
Die beiden Dual-Pivot Quicksort Varianten von Sedgewick und Yaroslavskiy werden im
vierten Kapitel betrachtet. Anhand eines allgemeinen Falles und eines Spezialfalles wird
die Giite beider Verfahren aufgrund der erwarteten Anzahl von Vertauschungen und
Vergleichen bestimmt. Danach werden noch optimale Varianten besprochen.

Im fiinften Kapitel werden schlussendlich die praktischen Umsetzungen aller Varianten

und deren Laufzeiten présentiert.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige grundlegende mathematische Definitionen und Identi-
taten angeben, die im Laufe dieser Diplomarbeit immer wieder auftreten.

Manche der hier angefiihrten Punkte werden dem vertrauten Leser trivial oder zumin-
dest vertraut erscheinen, aus Griinden der Vollstandigkeit werden diese nichtsdestotrotz

hier angefiihrt.

2.1 Mathematische Grundlagen und ldentitdten

e Logarithmus:
Der Logarithmus zur Basis b von a ist die Umkehrfunktion der Exponentialrech-
nung. Es gilt:
log,(a) =2 < b" = a.

Fiir den Logarithmus zur Basis e, genannt der natiirliche Logarithmus, verwen-
den wir die Notation In(a) := log,(a). Die Konstante e heifst Eulersche Zahl, ihr
numerischer Wert betrigt 2, 7182818. .. .

e Die Landau-Symbole:
Aus der Reihe der Landau-Symbole wird in dieser Arbeit nur das Symbol O ver-
wendet. Die Definition lautet: Seien f und g Folgen reeller Zahlen, n € N. Dann
gilt

f € O(g) < limsup g

n—oo

< 0. [Knu76]

e Die Harmonische Reihe:
Mit Hoo bezeichnen wir die unendliche Reihe >, ;1 und mit H,, = Y1 | 1 die
n-te Partialsumme. Die Harmonische Reihe ist divergent, fiir die Partialsummen
gilt die Naherung

H, =In(n) +v+0O(n1).

Die Konstante v heift Euler-Mascheroni-Konstante, ihr numerischer Wert betragt
0,577215 ... .|GKP94]

e Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

Ist A ein beliebiges Ereignis und (H;);e; ein vollstandiges Ereignissystem auf einem



Wabhrscheinlichkeitsraum (2, X, P), so gilt

=> P(H))P(A|H;).  [Kusll]

el

e Der Riickwirtsdifferenzenoperator V:
Fiir V" f(n) gilt:

Vifn): =V fn) =V f(n—1) r=1,2,..., mit (2.1)
VO f(n) = f(n).

Insbesondere gilt:

Vi) =fn)—fn-1),
Vif(n) = f(n) —2f(n—1)+ f(n - 2).

e Die folgenden Identitdten werden geh&duft in dieser Arbeit angewandt:

— Vandermondesche Identitdt [GKP94, Tabelle 174 auf Seite 174]

2062)-(0) nem e

— |GKP94, Gleichung 5.22 auf Seite 169|

SO e

k

l

I—k k l 1

( )(” ):< T ) Lmng€eN, n>q (24)
— m n m+n+1

— |GKP94, Gleichung 6.70 auf Seite 280)|

k 1
m m—+1 m—+1
0<k<n

Diese Gleichung taucht oft fiir den Fall m = 1 auf und reduziert sich damit



zu

> kH = @ (”H — 1) . neN, (2.6)

— |GKP94, Tabelle 174 auf Seite 174]

()= (nly) moen 27

0<k<n

2.2 Erzeugende Funktionen

Die Methode der Erzeugenden Funktionen ist ein Verfahren aus der abzéhlenden Kom-
binatorik. Dabei werden die gesuchten Zahlenwerte ag, ay, ... als Koeffizienten einer for-
malen Potenzreihe A(z) =) ., a,2" aufgefasst, die man als Erzeugende Funktion der

Folge (a,) bezeichnet.

Auf der Menge der formalen Potenzreihe R[[z]] := {>_ .;a.2" : a, € R} konnen Re-

chenoperationen folgendermafien definiert werden:

+: A(z)+ B(z) = Z(an + b,)2",

n>0

x:  A(z)x B(z) = Z (Z akbn_k> 2"
n>0 \ k=0
Ist R ein Ring oder ein Integrititsbereich, iibertragen sich die strukturellen Eigenschaften
auf die Struktur (R[[z]], +, *). Falls R ein Korper ist, erhilt man dennoch keinen Korper,

da nur im Fall g # 0 ein multiplikatives Inverses existiert [Wil94].



2.3 Insertionsort

Insertionsort ist ein einfaches, stabiles Sortierverfahren und folgt dem intuitiven Ansatz,
eine Folge zu sortieren. Hierbei wird einer unsortierten Folge ein Element entnommen

und an die richtige Stelle einer anfangs leeren Ausgabefolge gesetzt.

Im Average-Case und im Worst-Case weist Insertionsort eine Laufzeit von O(n?) auf,
wobei n die Anzahl der zu sortierenden Elemente bezeichnet. Im Fall einer bereits sor-
tierten Folge tritt der Best-Case ein. In diesem Fall besitzt Insertionsort eine lineare
Laufzeit O(n) und ist somit in diesem Fall auch weiter entwickelten Verfahren iiberle-
gen.

Fiir kleine Listen ist es ein sehr effizientes Verfahren und wird deshalb zum Sortieren

kleiner Teillisten bei Quicksort verwendet.

Der folgenden Pseudocode zeigt eine effiziente Programmierung von Insertionsort von
Sedgewick [Sed75, Programm 1.3 auf Seite 6]:

Algorithm 1 Insertionsort
procedure INSERTIONSORT(A)

1:

2 Al0] = —o0;

3 for i = 2 to length(A) do
4 if Ali]<A[i-1] then

5: key := Alil;
6

7

8

9

Jji=1—1;
while A[j — 1] > key do
Alj +1] = Alj;
J=7-1
10: end while
11: Alj + 1] := key;
12: end if
13: end for

Unter der Annahme, dass die Eingabe aus verschiedenen, zufélligen Elementen besteht,

betrigt die Laufzeit fiir Insertionsort

L(n) =3D,, + 8E, + Tn + 6, (2.8)



Zeiteinheiten [Sed75, Seite 12]. Wir sehen also, dass die Laufzeit von zwei Grofen ab-
héngt, ndmlich von D,,, der Anzahl der Einschiibe, und von FE,,, der Anzahl der Schliis-
selbewegungen wihrend der Einschiibe. Durch die Bestimmung der Erwartungswerte

dieser beiden Groken sind wir in der Lage, die erwartete Laufzeit anzugeben.

Wir beginnen mit D,,. Die Gréfe D,, beschreibt die Anzahl der Einschiibe bei Inserti-
onsort. Dies entspricht genau der Anzahl an Elementen in A, die zumindest ein groberes
Element links von ihnen besitzen.

Fiir jedes Element A[i] der Eingabefolge bezeichnet nun V; die genaue Anzahl an solchen
Elementen, die zwar einen kleineren Index als A[i] besitzen aber einen groferen numeri-
schen Wert aufweisen. Diese V;, die die Anzahl der Fehlstellungen beschreiben, kénnen

offensichtlich die folgenden Werte annehmen:
V=001 <1,0<8V3<2,...,0<8V, <n—1

Unsere gesuchte Groke D,, entspricht nun genau der Anzahl der V;, fiir welche V; # 0 gilt.
Da jede der n! mdéglichen Permutationen der Eingabe gleich wahrscheinlich ist, sind auch
alle Werte fiir die einzelnen V; gleich wahrscheinlich und somit gilt P[V; # 0] = (1 — 1).
Daraus folgt fiir D,:

Dn:(1—1)+(1—%>+(1—%>+---+<1—%>:n—Hn.

Kommen wir nun zu E,. Die Anzahl der Schliisselbewegungen F,, bei Insertionsort ent-
spricht genau der Anzahl der Fehlstellungen. Bevor wir £, berechnen kénnen benotigen
wir zuerst zwei wichtige Feststellungen. Erstens, fiir die maximale Anzahl an Fehlstel-
lungen gilt: Y7 (i—1) = @ Zweitens, besitzt A[1], A[2],..., A[n] genau k Fehlstel-
lungen, dann besitzt die reverse Permutation A[n], A[n — 1],..., A[1] genau @ —k
Fehlstellungen. Wir bezeichnen nun mit e,; die Wahrscheinlichkeit, dass A genau k
Fehlstellungen aufweist und mit e;m die Wahrscheinlichkeit, dass die zugehorige reverse

Permutation genau @ — k Fehlstellungen besitzt. Es gilt nun fiir £,:

E,= Y keew= Y. (”(”T_l)—loe;k

n(n—1) n(n—1)
0<k<=%— 0<k<=5—

— Z (n(nT_l)—kz> Cnks

n(n—1)
0<k<=5—



und somit:

n(n —1)
2 )
n(n — 1)‘

E, =
1

Setzen wir nun die erwarteten Werte fiir D,, und FE,, in unsere Formel fiir die Laufzeit

(2.8) ein, erhalten wir fiir die durchschnittliche Laufzeit von Insertionsort:
2n* + 8n — 3H, — 6

Zeiteinheiten.
Knuth [Knu98| gibt die Dauer einer Zeiteinheit auf einem damals schnellen Computer
mit 10 Nanosekunden an. Der Leser muss aber bedenken, dass Knuth’s Werk bereits

1998 erschienen ist und moderne Computer entsprechend schneller sind.



3 Quicksort:

Das Original von Hoare und erste Verbesserungen

,I think Quicksort is the only really interesting algorithm that I've ever de-

veloped.*

- Tony Hoare

, This method combines elegance and efficiency, and it remains today the

most useful general-purpose sorting method for computers.”

- Robert Sedgewick

3.1 Allgemeines iiber Quicksort

Im Jahr 1960 stellte Charles Antony Richard Hoare das Verfahren Quicksort vor, um
Listen von Elementen zu sortieren. Aufgrund seiner Effizienz, einfachen Programmier-
barkeit und vielen Verbesserungen stellt Quicksort bis heute den De-facto Standardsor-

tieralgorithmus dar.

Quicksort gehort zur Klasse der ,,Divide-and-Conquer* Algorithmen und arbeitet in fol-
gender Weise:

Es sei eine Liste A mit n Elementen gegeben. Wihle aus dieser Liste ein sogenanntes
Pivot-Element p und sortiere die Liste in der Form um, dass alle Elemente kleiner als
p links von p stehen und alle grofseren Elemente rechts. Das Element p befindet sich
nun bereits an der richtigen Position und muss deswegen in den weiteren Schritten nicht
mehr beachtet werden. Wendet man dieses Verfahren nun rekursiv auf die beiden ent-
standenen Teillisten an, sortiert dies die gesamte Liste.

Da die linke und rechte Teilliste zusammen nur mehr n — 1 Elemente beinhalten, ist

garantiert, dass das Verfahren nach endlich vielen Aufrufen terminiert.

Implementiert wird Quicksort als In-place-Algorithmus. Das bedeutet, dass die Ele-
mente der zu sortierenden Liste nicht in zusitzliche Speicher kopiert werden, sondern

ausschlielich innerhalb der Liste vertauscht werden.



3.2 Die urspriinglichen Listings

Nachfolgend sind die Algorithmen ,partition und ,quicksort”“ angegeben, wie sie von
Hoare in der Zeitschrift Communications of the ACM publiziert wurden. [Hoa61]

Algorithm 2 Partition

: procedure PARTITION(A,M,N1.J)
real X; integer F’

F :=random(M,N); X = A[F];
I :=M; J:= N,

for I = I step 1 until N do

1

2

3

4

S5 up:
6

7 if X < A[I] then go to down;
8

9

I:=N;

: down:
10: for J := J step —1 until M do
11: if A[J] < X then go to change;
12: J = M;
13: change
14: if I < J then
15: exchange(A[I], A[J]);
16: [ =1+1,J:=J-1;
17: go to up;
18: else if [ < F then
19: exchange(A[I], A[F));
20: I:=1+1;
21: else if ' < J then
22: exchange(A[F], AlJ]);
23: J=J—-1;

Algorithm 3 Quicksort

1: procedure QUICKSORT(A,M,N)
2 integer 1,J;

3 if M < N then

4: partition(A, M, N, I,J);
5 quicksort(A, M, J);

6 quicksort(A, I, N);

7

return A;

10



3.3 Das Flussdiagramm von Quicksort

Aus dem folgenden Flussdiagramm ist der Ablauf von Quicksort sehr gut ersichtlich.
Besitzt die eingegebene Folge mehr als ein Element, wird zuerst die Teilungsprozedur
‘partition’ aufgerufen. In dieser wird ein Pivot-Element gewihlt und die Folge umsortiert.

Danach folgen rekursive Aufrufe fiir die beiden kleineren Teilfolgen.

FALSE TRUE
M<MN

g

partition(A,M,N,1,J)

g

quicksort{A,M,J)

1

quicksort(A,l,N)

h
m
=
lw}
ry

Abbildung 1: Flussdiagramm Quicksort
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3.4 Ein Beispiel

Die Vorgehensweise von Quicksort wird nun Anhand eines kleinen Beispiels demonstriert.
Als Pivot-Element wird in diesem Beispiel das erste Element der Liste ausgewahlt, der

restliche Algorithmus folgt der Partitionierung von Hoare:

Schritt 1: Wahle ein Pivot-Element.

9000000 E

Schritt 2: Alle Elemente die kleiner als das Pivot-Element sind kommen in die linke

Teilliste, die die gréfer sind in die Rechte.

DEHOOUOEE 6

Schritt 3: Das Pivot-Element aus Schritt 1 ist nun an der richtigen Stelle. Wiederhole
Schritt 1 und Schritt 2 mit beiden Teillisten.

OJ000@8°9®06 6
ol@lejo] : jolajolo
9809 0@0°0@9
20000080
000°0000°
000000600C
000000000

12



3.5 Das Eingabemodell

Fiir alle in dieser Arbeit betrachteten Varianten von Quicksort gilt, dass die Eingabe
dem folgenden Modell entspricht: Die zu sortierenden Schliissel sind alle verschieden,
sind Elemente der Menge {1,...,n} und fiir jede Permutation gilt, dass diese mit der

Wahrscheinlichkeit 1/n! auftritt, also jede Permutation gleich wahrscheinlich ist.

3.6 Durchschnittliche Anzahl an Operationen

Bevor wir uns im spéateren Verlauf dieses Kapitels mit den genauen Laufzeiten verschie-
dener Quicksort Varianten auseinandersetzen, die natiirlich von den konkreten Imple-
mentierungen und der zugrunde liegenden Maschine abhéngen, wird an dieser Stelle
erarbeitet, welche Anzahl an Operationen, Vergleichen und Vertauschungen man fiir das
Sortieren von n Elementen mit Hilfe des urspriinglichen Verfahrens erwarten kann. Die-
ses Kapitel orientiert sich an der urspriinglichen Analyse durch Hoare [Hoa62|. Daher
konnen sich manche kleine Unterschiede im Vergleich zu spéteren Analysen ergeben.
Weiters wurden auf Details und Zwischenschritte wihrend der Umformungen verzichtet,
da im spéteren Verlauf der Arbeit die Herleitung der Ergebnisse ohnehin detailliert be-

schrieben werden.

Die genaue Anzahl an Vergleichen, um eine Sequenz der Linge n im ersten Partitio-
nierungsschritt zu teilen, hiangt von der genauen Implementierung ab. In jedem Fall

liegen die Vergleiche in der Gréfenordnung von n.

Die Anzahl der Vertauschungen unterscheidet sich bei jedem Aufruf und kann aus die-

sem Grund nur als bedingter Erwartungswert angegeben werden.

Denken wir an die Situation am Ende des ersten Teilungsprozesses. Angenommen das
gewihlte Pivot-Element p ist das r-kleinste innerhalb des Sequenz. Nach der letzten Ver-
tauschung befindet sich das Pivot-Element nun an der r-ten Stelle, die » — 1 Elemente,
die kleiner als p sind, befinden sich links davon auf den Positionen 1 bis r — 1.

Die Wahrscheinlichkeit eines Elements, grofer als das Pivot-Element zu sein, betrigt
“—. Es gibt nun exakt r — 1 Stellen, auf denen Elemente, die grofer als das Pivot-
Element sind, stehen koénnen und folglich wihrend der Partitionierung getauscht werden

miissen. Daher ist die erwartete Anzahl der Elemente, die zu tauschen sind, gleich:

13



(n—r)(r—1)
n
Summiert man nun iiber alle r auf, dividiert durch n, um die Wahrscheinlichkeit %, dass
die Wahl des Pivot-Elements auf p fillt, zu beriicksichtigen und addiert eine zusétzliche
Vertauschung, um das Pivot-Element am Schluss in die richtige Position zu bringen,
erhilt man fiir die erwartete Anzahl an Vertauschungen gleich
s (i) L )

T:ln n +1:ﬁ2(nr—n—7’ +T)+1

Nachdem wir nun die Werte fiir die Anzahl der Vergleiche und die erwartete Anzahl
an Vertauschungen im ersten Partitionierungsschritt haben, kénnen wir nun berechnen,
wie viele Vergleiche und Vertauschungen wir wiahrend des gesamten Teilungsprozesses
erwarten. Die Anzahl der Vergleiche und Vertauschungen, die im ersten Partitionierungs-

schritt benotigt werden, haben allgemein die folgende Form:
an + b+ E,
n

die Koeffizienten werden, je nachdem was berechnet werden soll, einfach abgelesen.

Angenommen das gewéhlte Pivot-Element ist das r-grofte in der Folge. Die Anzahl
an Operationen, die bendtigt werden, um die Folge zu sortieren, wir schreiben diese hier
mit 7,, an und unterscheiden nicht zwischen Vertauschungen und Vergleichen, setzt sich
aus den folgenden Teilen zusammen: Die Operationen, die benotigt werden, um die bei-
den Teilfolgen zu sortieren plus die Zeit um die Folge zu partitionieren. Mathematisch

ergibt sich die folgende Rekursionsgleichung fiir die erwartete Anzahl an Operationen:
c
T,=T_1+T,+an+b+ _7
n

fiir den Fall, dass das gewéhlte Pivot-Element das r-kleinste in der Sequenz ist.

Summation iiber alle » und Division durch n, die Wahrscheinlichkeit fiir das Pivot-
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Element das r-kleinste zu sein, liefert die Rekursion

n—1

2

E Tr—l—cm—irb—irg, n > 1.
n

r=1

T, ==
n
Bereits 1962 verwendete Hoare eine Verbesserung fiir Quicksort, die im Detail spéter
betrachtet wird und hier nur am Rande erwdhnt werden soll. Namlich die Feststellung,
dass Quicksort seine Schnelligkeit erst bei einer gewissen Grofe der zu sortierenden
Sequenz ausspielt. Fiir kleine Sequenzen A mit Grofe n < M wird ein anderes, nicht
rekursives, Verfahren verwendet.

Somit ist nun die Rekursion

n—1

2

ZTr+an+b+£, n> M,
n

r=1

T,==
n

zu 16sen und die exakte Losung lautet:

M-1

_ 2(n+1) (n+1)c
T"_M(M+1); " M(M+1)
2(n+1)
_{M—H_l}b
— 2(n+1)i%—%+n+4 a.

Die Korrektheit der Losung kann leicht durch das Einsetzen in die urspriingliche Glei-

chung gezeigt werden.

Wir haben nun eine Formel fiir die Anzahl an Operationen,die Quicksort benétigt, um
eine Liste mit n Elementen zu sortieren. An dieser Stelle stellt sich die Frage, wie gut
Quicksort tatsdchlich ist. Einen Anhaltspunkt, um diese Frage beantworten zu konnen,
liefert der Vergleich von der von Quicksort benétigten Anzahl an Vergleichen mit dem
theoretischen Minimum an Vergleichen, die benotigt werden um eine Folge zu sortieren.
Bei groflem n erhélt man die Anzahl an Vergleichen fiir Quicksort, indem wir in der
Formel fiir 7}, die folgenden Werte einsetzen: Wir betrachten den Fall M =1 und a =1
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und b = ¢ =717 = 0. Wir ignorieren die kleineren Terme und erhalten

"1
ZnE — ~2nln(n).
r
1

Das theoretische Minimum [CSRL09, Seite 193] liegt bei

—log(n!)
—log(2)

Die durchschnittliche Anzahl der Vergleiche liegt also um den Faktor 21n(2) ~ 1,4 hher

als das theoretische Minimum.

= log,(n!) ~ nlogy(n).

Fiir die folgende Analyse des Verfahrens werden wir allerdings eine Prozedur betrach-
ten, die beide Algorithmen, sowohl Quicksort als auch die Partitionierung, gleichzeitig

beinhaltet und in dieser Form von R. Sedgewick présentiert wurde [Sed77, Seite 329].

16



Algorithm 4 Quicksort nach Sedgewick

1. procedure QUICKSORT(integer 1,r)

2 //The array A is declared to be A[l : n + 1], with A[n + 1] = o0
3 if r—1> M then

4 i=1lj=r+1v:= Al

S: do

6 do

7 1=1+1;

8 while Afi] <wv

9 do
10: J=J—-1

11: while A[j] > v

12: exchange(Ali], A[j]);

13: while i < j

14: exchange(A[l], A[j]);

15: if j—l<r—1+1then

16: quicksort(l,j — 1); quicksort(i,r);
17: else

18: quicksort(i,r); quicksort(l, j — 1);
19: end if
20: end if

Beide vorgestellten Quicksort-Varianten verwenden die sogenannte ’Crossing-Pointers-
Technik’ [Hoa62, Seite 10|, um den spéteren Platz des Pivot-Elements in der sortierten
Folge zu finden.

Ausgehend von den Grenzen des im Augenblick betrachteten Arrays zédhlt der erste
Pointer solange aufwirts bis ein Element grofer als das Pivot-Element erreicht wird.
Danach startet der zweite Pointer und zahlt solange abwarts bis ein Element kleiner als
das Pivot-Element erreicht wird. Diese ausgewahlten Elemente werden getauscht und die
Pointer zéhlen weiter. Sobald sich die Pointer iiberkreuzen, bricht die Schleife ab und

das Pivot-Element wird an den richtigen Platz getauscht.
Beachtenswert ist auch, dass in den beiden Algorithmen das Pivot-Element unterschied-

lich gewéhlt wird. Wéahrend Hoare den Zufall entscheiden ldsst, wihlt Sedgewick das

erste Element der Folge.
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Da wir von einer zufalligen Eingabe ausgehen, bleibt die Zufélligkeit bei beiden Varian-
ten erhalten. Hoare’s Verfahren liefert allerdings bessere Ergebnisse in der Praxis, da die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines worst-case, bei Sedgewick’s Partitionierung wé-
re dies eine bereits sortierte Folge, geringer ist. Durch Randomisieren, d.h. das Tauschen
des ersten Elements mit einem zufélligen Element im ersten Schritt des Algorithmus,

kann dieses Problem einer sortierten Folge vermieden werden.

Im Fall, dass M = 1 gilt funktioniert das Verfahren genauso wie oben besprochen. Da
Quicksort seine Effektivitit erst bei groferen Sequenzen ausspielt, werden kleinere zu
sortierende Folgen mittels anderer Verfahren sortiert. Es bietet sich zum Beispiel Inserti-
onsort an, das kurze Folgen erwiesenermafen schnell sortiert. Somit stellt der Parameter
M eine Schranke dar, ab der Quicksort verwendet werden soll. Die richtige Wahl von M

ist somit auch ein wesentlicher Faktor fiir die Geschwindigkeit des Algorithmus.

Insertionsort entnimmt der unsortierten Eingabefolge ein beliebiges Element und fiigt es
an richtiger Stelle in die Ausgabenfolge ein. Eine detailliertere Betrachtung wurde be-
reits in Kapitel 2 vorgenommen. Der Vollstandigkeit halber ist an dieser Stelle nochmals

der Algorithmus in Pseudocode angegeben.

Algorithm 5 Insertionsort
procedure INSERTIONSORT(A)

1:
2 Al0] = —o0;

3: for i = 2 to length(A) do
4 if Ali]<Ali-1] then

5: key := Alil;

6: Ji=1—1;

7 while A[j — 1] > key do
8: Alj +1] = Aljl;

9: ji=7—-1

10: end while

11: Alj + 1] := key;

12: end if

13: end for

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, Insertionsort bei der Verwendung von Quicksort aufzu-
rufen. Die erste offensichtliche Moglichkeit besteht darin, das letzte “end if “ in Algo-
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rithmus 4 durch “else insertionsort(l,r) end if* zu ersetzten. Jede Teilliste mit weniger
als M Elementen wiirde somit wiahrend des Partitionierungsschrittes direkt sortiert wer-
den.

Besser ist es allerdings, die kleinen Teillisten wahrend des Partitionierungsprozesses zu
ignorieren und die kleinen Teillisten durch einen einzigen Insertionsort Aufruf iiber die
gesamte Eingabe zu sortieren.

Der Aufruf der gesamten Prozedur schaut demnach folgendermafien aus:

if n > M then quicksort(1,n) end if;

insertionsort(1,n);

[Sed77, Seite 330].

3.7 Average Case - Processor Cycle Counts

Die gesamte Laufzeit von Quicksort kann anhand der folgenden 5 Kenngréfien berechnet

werden:

A - Tiefe der Rekursion

B - Anzahl der Vertauschungen

C - Anzahl der Vergleiche

D - Anzahl der Einschiibe bei Insertionsort

E - Anzahl an Schliisselbewegungen wihrend der Einschiibe.

Je nach der konkreten Implementierung konnen noch weitere Grofen von Bedeutung
sein. Wird zum Beispiel auf den rekursiven Aufruf verzichtet und der Algorithmus ite-
rativ mit Hilfe eines Stacks abgearbeitet, stellt die Anzahl der Stack-Pushes S eine
weitere solche Grofie dar. Bei dieser Realisierung werden nur Teillisten mit mehr als
M Elementen auf den Stack gelegt, daher gilt die berechnete Anzahl an Stack-Pushes
nur fir n > 2M + 1. Knuth [Knu98, Seite 118] gibt fiir den obigen Algorithmus eine

Gesamtlaufzeit von
L(n) =24A, + 11B,, +4C,, +9S,, + 3D,, + 8E,, + Tn (3.1)
Zeiteinheiten an, wobei 3D,, + 8FE,, + 7n — 6 auf die Verwendung von Insertionsort fallen

[Sed77, Seite 332]. Durch eine eingehende Untersuchung dieser Werte werden wir in der
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Lage sein, eine giinstige Wahl fiir M zu treffen. Wir nehmen an, dass die Elemente der
zu sortierenden Folge paarweise verschieden sind. Die Gleichheit einzelner Werte stort
das Verfahren im wesentlichen nicht [Knu98, Seite 119].

Bei der Analyse des Best-Case und des Worst-Case wird die auftretende Rekursion nur
in einem sehr allgemeinen Fall gelost. Der interessantere Average-Case wird detaillierter
betrachtet.

3.7.1 Best Case

Die allgemeine Rekursionsgleichung kann leicht aus dem Pseudocode ersehen werden. Sie
setzt sich aus der Arbeit fiir die Partitionierung und dem Sortieren der beiden entstanden

Teillisten zusammen und lautet:
Tn)=T(K)+T(n— K —1)4 O(n).

Im giinstigsten Fall wird die zu sortierende Folge durch die Wahl des Pivot-Elements in

n—1
2

Wir betrachten die Rekursion nun fiir den Fall, dass n = 2* gilt und sich die Kosten

zwel etwa gleich grofte Teilfolgen mit jeweils Elemente geteilt.

fiir die Partitionierung von n Elemente auf cn, mit ¢ € N, belaufen. Sollte n nicht die

angegebene Darstellung aufweisen konnen wir ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit

auf das néchst grofsere n dieser Art aufrunden. Fiir die Anzahl an Operationen im Best-
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Case ergibt sich somit:

ok 1
:2T< 5 )+02k

1
= 2T (2‘3—1 - —) + 2"
2
<2T(2 1) + 2F
1
=2 {QT(Q’“Q — 5) + 0(2’“1)} + c2*

= 4T(2"2) + 2c2F
< 8T(2F73) 4 2c2*

< 2FT(1) + ke(2F)
= log,(n)T'(1) + clogy(n)n = O(nlog(n)).

3.7.2 Worst Case

Der Worst-Case tritt auf, wenn in der Partitionierungsphase das Pivot-Element das grof-
te oder kleinste Element in der gerade betrachteten Folge darstellt. In diesem Fall wird
die Grofe des Teilfeldes nur um eins reduziert. Werden fiir die Partitionierungskosten

fiir n Elemente erneut cn angenommen, erhilt man fiir die Anzahl an Operationen:

T(n)=T0)+T(n—-1)+cn
=T(n—1)+cn
=Tn—-2)+c(n—1)+cn

1

(D) o,

Eine gute Wahl fiir das Pivot-Element ist somit von essentieller Bedeutung. Bei den
beiden vorangegangen Programmen wurde dies auf unterschiedliche Weise gelost. Hoare

wahlt das Pivot-Element zufillig, in Sedgewicks Version wird immer das Element am
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linken Rand gewéhlt.

Der Worst-Case fiir Sedgewicks Algorithmus wére somit eine bereits sortierte Folge.
Aber auch bei Sedgewick kann dieses Problem durch Randomisieren gelost werden: Man
tauscht im ersten Schritt ein zufilliges Element an die erste Stelle und fiihrt danach die

Partitionierung durch.

3.7.3 Average Case

Im letzten Abschnitt wurde festgestellt, dass Quicksort im schlechtesten Fall eine qua-
dratische Laufzeit aufweist. Da dieser Fall im Allgemeinen sehr selten auftritt, folgt
nun eine Average-Case Analyse, welche zeigen wird, dass Quicksort im Allgemeinen sehr
schnell ist.

Wir versuchen nun eine Formel anzugeben, welche fiir gegebenes n die zu erwartende
Anzahl an Operationen wihrend des Teilungsprozesses liefert. Da die unterschiedlichen
Grofsen, die wir betrachten, alle derselben Rekursion unterliegen und sich nur in den
Kosten wahrend des ersten Partitionierungsschrittes unterscheiden, geniigt es, die Re-
kursion einmal zu lésen. Die Kostenfunktion fiir das Sortieren mit Quicksort werden
wir in der folgenden Berechnung F), nennen, mit f,, bezeichnen wir die jeweiligen Par-
titionierungskosten. Wir nehmen an, dass das zu sortierende Feld in zufilliger Ordnung
vorliegt. Im Fall n < M gilt F,, = 0, hier kommt Insertionsort zum Einsatz.

Im Fall n > M gilt, dass nach der Partitionierung alle Elemente, die kleiner als das
Pivot-Element sind, sich in der gleichen Teilliste befinden. Damit setzen sich die Kosten
fiir die Kenngrofsen D,, und FE,, von Insertionsort fiir die gesamten Liste aus den Kosten
der Teillisten zusammen. Daher hélt die Rekursion, die wir im folgenden aufstellen und
16sen, auch fiir die Grofen D, und F, mit f, = 0. Weiters ist es genau diese Eigenschaft
die es rechtfertigt einen einzigen Aufruf von Insertionsort am Ende des Verfahren durch-

zufiihren statt die Teilliste mit Lidnge < M sofort zu sortieren.

Bei der folgenden Lésung der Rekursion und der Bestimmung der einzelnen Kenngrofen
wird im wesentlich [Sed77, ab Seite 332] gefolgt. Aus der Tatsache, dass jedes gewihlte
Pivot-Element k, 1 < k < n, mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % auftritt, folgt aus
der Struktur des Algorithmus,
F, = 1 Z (fn+ Fre1 + Fg),
n

1<k<n
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bzw.

2
F,=fn+— Fy, fi M. 3.2
f+nz g, firn > (3.2)

0<k<n

Um die rekursive Gleichung (3.2) zu losen, eliminiert man als erstes die auftretende

Summe, indem man die Rekursion fiir n — 1 von der Rekursion fiir n subtrahiert. Es gilt:

nkF, =nf, +2F, 1+2 Z E, und

0<k<n

(n—1)F1=mn-1fa+2 » Fe

0<k<n—1

Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert:
nFn - (TL - 1)Fn—1 = nfn - (n - 1)fn—1 + 2Fn—1

oder
nFn — (n + 1)Fn—1 = Tlfn — (n — 1)fn—1-

Mit Hilfe des Riickwértsdifferenzenoperators (2.1) kann die Rekursion eleganter ange-
schrieben werden:
nk, —(n+1)F,_1 = Vnf,.

Dies ist eine lineare Rekursion 1. Ordnung, welche man mit der sogenannten Methode
des summierenden Faktors 16sen kann. Division durch n(n+ 1) liefert fiir 7, ndmlich die

folgende Rekursion:

Fn anl nfn_ (n_ 1)fn71

_ o fiirn > M+1,
n+1 n n(n+1) e *

aus welcher man durch Iteration sofort folgende Formel generiert:

Fr VE fi )
F, = 1 _— f M. .
w=(n+ )<M+2+M+25<k<nk(k+1> , ir n > (3.3)
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Indem wir uns die Summe genauer ansehen, kénnen wir das Ergebnis sogar weiter ver-

einfachen:
Z kak _ Z k’f}c — (/{Z — 1)fk—1
M+2<k<n k<k t 1) M+2<k<n k(k + 1)

_ Z fk - fk 1 Z

M+42<k<n M+2<k<n
Vf’f Ji

= 2 gt 2% Z P

M+2§k:<n ]V[+2<I<:<n M+2<k<n

-9 Z vfk + fM+1 i fn

]W+2§k§nk+1 M+2 n+1

Eingesetzt in (3.3) erhilt man als alternative Losung fiir die Rekursion (3.2):

\Y n+1 ..
F,=2(n+1) > kffl +ap g e+ Fasa) = fo, o firn > M. (3.4)
M+42<k<n

Mit diesen Resultaten ist es uns nun moglich, die erwartete Anzahl der wesentlichen

Kenngréfsen zu berechnen, indem wir jeweils flir f,, geeignet einsetzen.
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Partitionierungsschritte:

Fiir die erwartete Anzahl an Partitionierungsschritten setzen wir f, = 1, M +1 < k < n,

und Fy;1 = 1. Daraus ergibt sich V f;, = 0 und wir erhalten direkt

n+1

— 1.
M +2

A, =2

Vergleiche:

Die Anzahl an Vergleichen wiahrend der Partitionierung betriagt fr, = k+1, fir M +1 <
k < n. Dies folgt direkt aus Algorithmus 2.4: Jedes Mal, wenn der Pointer ¢ um 1 erhoht
oder der Pointer 7 um 1 verringert wird, wird ein Vergleich durchgefiihrt. Der Pointer ¢
startet bei Index 1, der Pointer j bei Index n+ 1. Gestoppt werden beide Pointer sobald
i —1 = j = s fiir ein Element s aus dem Interall [1;n]. Somit wird ¢ genau s-mal erhoht
und j genau (n — s + 1)-mal verringert. Fiir die Anzahl an Vergleichen wihrend der
Partitionierung von k Elementen erhélt man somit fy = s+ (k—s+1) =k + 1.

Daraus ergibt sich Vf, =1, fary1 = Farr1 = M + 2 und wir erhalten als Lésung
Cphn=m+1)2Hps1 —2Hp4o + 1).

Vertauschungen:

Bevor wir die erwartete Anzahl an Vertauschungen angeben kdnnen, muss erst bestimmt
werden, mit wie vielen Vertauschungen wir in jedem Partitionierungssschritt rechnen
miissen.

Wenn wir annehmen, dass wir als das Pivot-Element das erste Element der Folge A
nehmen und A[l] das k-kleinste Element der gesamten Folge ist, dann beschreibt die
Anzahl an Vertauschungen genau die Anzahl an Elementen von A[2], ..., A[k] die groker
als A[l] sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl dieser Elemente, bedingt nach &k, mit 1 < k < n,

n—k k—1
genau t betrigt ist hypergeometrisch verteilt und betragt %
k-1

Bilden des Erwartungswertes und Anwenden des Gesetzes der totalen Wahrscheinlich-
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keit, um eine unbedingte Wahrscheinlichkeit zu erhalten, liefert:

Durch die Anwendung der Vandermondeschen Identitit (2.3) kénnen wir den Term wei-

ter vereinfachen:

LI )R

1<k<n \k—=1/ 0<t<k—1 1<k<n \k—1
1
=) K%;n(n k) (k —1)
1 1
= Y p— an(n +1)(2n + 1))
_n— 2
6

Auf Grund der Linearitéit der Rekursionen gilt B,, = %C’n — %An und somit folgt fiir die

erwartete Anzahl an Vertauschungen:

1 6 1

Einschiibe:

Fiir die Berechnung der Anzahl der Einschiibe von Insertionsort verwenden wir, dass
fr = 0 fir M +1 < k < n gilt. Dies liefert somit D, = %DMH. Den Wert fiir
D41 berechnet man aus (3.2) durch Einsetzen des Wertes fiir zufillige Folgen D,, =
n—H,, n < M. Man erhilt:

2

D —
M=

> (k—1=H)=M+1—2Hy,

1<k<M+1

und daraus folgt schlussendlich

B oM
D, =(n+1) (1 2—M+2) .
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Schliisselbewegungen wihrend der Einschiibe:

Wieder gilt f,, =0 fiir M +1 < k < n und somit E, = %EMH. Ejr11 berechnet sich

erneut aus (3.2) und dem Einsetzen des Wertes fiir zufillige Folgen. Man erhalt:

2 (k—1)(k—2) M(M-1)
E - =
M+ = 3 Z 1 6 5
1<k<M+1
und daraus folgt schlussendlich
M(M —1)
E, = 1)———.
(n+1) 6(M +2)

Stackpushes:

Im Fall n < 2M + 2 wird keine Teilliste auf den Stack gelegt, da eine der beiden Listen
garantiert weniger als M + 1 Elemente enthélt. Auch im Fall n > 2M + 2 findet nur
dann ein Stackpush statt, wenn das Pivot-Element im Bereich M + 2 bis n— M — 1 liegt.
Daraus ergibt sich fiir die erwartete Anzahl an Stackpushes %(n — 2M — 2). Fiir VEkfy
gilt somit VEkf, = 1 und aus (3.3) folgt schlussendlich

1
S ="t 4 firns2M 4l

Die berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

n+1
A, =2 -1,

M+ 2

1 6 1
ang(n+1) 2Hn+1—2HM+2+1—M+2 +§,

Co = +1)2Hp1 — 2Ha42 + 1),

D, =(n+1) <1—2HM+1>,

M+ 2
M(M +1)
E, = 1)——,
N )
n+1
= -1, fii 2M + 1.
M T3 ur n > +

Aus diesen Grofsen kann man nun auch den Grund fiir die Schnelligkeit von Quicksort
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ableiten. Betrachtet man erneut die Formel (3.1) fiir die Gesamtkosten:
L(n) = 244, + 11B, + 4C,, + 9S,, + 3D,, + 8E,, + Tn,

sieht man, dass die Grofen mit sehr hohen Erwartungswerten, ndmlich B,, und C),, sehr
niedrige Koeffizienten besitzen. Diese Beobachtung liefert eine Erklarung fiir die relativ
kurze Laufzeit. Wie grof die tatsdchliche Laufzeit ist, wird in dem folgenden Kapitel

angegeben werden, nachdem wir eine optimale Wahl fiir M getroffen haben.

3.8 Erste Verbesserungen

In diesem Unterkapitel beschiftigen wir uns mit Moglichkeiten, um die Performance von
Quicksort direkt zu verbessern ohne den zugrunde liegenden Algorithmus zu verandern.
Der Grofiteil des Kapitels entfillt dabei auf die Analyse der sogenannten Median-of-

Three-Verbesserung, einer Heuristik fiir eine vorteilhaftere Auswahl des Pivot-Elements.

3.8.1 Die richtige Wahl fiir M

Setzt man die durchschnittlichen Werte nun in die von Knuth bestimmte Gleichung (3.1)

fiir die Laufzeit von Quicksort ein, erhilt man fiir die gesamte durchschnittliche Laufzeit

35 69 1 270 51 Horer
2 DM — 2 4 ~(n+1) (8M 4+ 71 = 70 -

g (M DA =5 450t )( * Haree 35t o3 M+2>
Zeiteinheiten.

Um die gesamte Laufzeit mittels M zu minimieren sucht man einfach das lokale Minimum

der Gleichung

1 270 o4 Har+a
M) = - 1) 8M +71—70 —36——— | .
(M) = gn+ )( - R sy v M+2)
Die Berechnung mittels geeigneter Software zeigt, dass das gesuchte Minimum bei M ~
8,9994 erreicht wird. Wir werden daher fiir M den Wert M = 9 wihlen. Allerdings zeigt
der folgende Graph, dass jeder Wert im Intervall [5; 15] durchaus eine akzeptable Wahl

fiir M darstellt.
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M

Fiir M = 9 weist Quicksort eine durchschnittliche Laufzeit von
L(n) =16,6667(n + 1)In(n) — 1,743n — 19
Zeiteinheiten auf [Sed77, Seite 336].

3.8.2 Die Wahl des Pivot-Elements

Da laut unserem Eingabemodell alle Permutationen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit

auftreten, kann das Pivot-Element beliebig gewihlt werden.

3.8.3 Median-of-Three

Eine weitere Moglichkeit, Quicksort zu verbessern, besteht darin, in jedem Rekursions-
schritt das Pivot-Element als den Median von drei Elementen zu wihlen. Dieses Verhal-
ten liefert eine bessere Ausgewogenheit wihrend des Teilungsprozesses und beeinflusst
somit die durchschnittliche Laufzeit positiv.

Das Auffinden des Medians muss in Algorithmus 4 direkt nach der if-Abfrage iiber die

Eingabegrofe in Zeile 3 erfolgen. Eine mdgliche Implementierung wird von Sedgewick
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[Sed77, Seite 336] folgendermaken angegeben:

if A[l] > A[r] then exchange(All], A[r]) endif;

if A[(l+7r)/2] > A[r] then exchange(A[(l 4 r)/2], Alr]) endif;
if A[l] > A[(l+ r)/2] then exchange(All], A[(l +7)/2]) endif;
exchange(A[l + 1], A[(I + ) /2]);

Als Median erhélt man A[l + 1]. Als zusétzliche kleine Verbesserung kénnen im Algo-
rithmus 4 die Pointer auf ¢ := [+ 1, j := r gesetzt werden.

In der Praxis ist es durchaus von Vorteil, das Element A[(l 4 7)/2] statt eines beliebigen
zu verwenden. Dieser Schritt verringert im Fall von teilsortierten Folgen die Wahrschein-
lichkeiten fiir den Worst-Case und das Verfahren liefert auch in diesen Situationen gute

Ergebnisse.

Mit dieser Verbesserung ergibt sich der folgende Pseudocode:
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Algorithm 6 Quicksort with Median-of-Three
1. procedure QUICKSORT(integer 1,r)

2: if r — 1 > M then

3: if A[l] > A[r] then exchange(A[l], A[r]); end if

4: if A[(I+7)/2] > A[r] then exchange(A[(l +r)/2], A[r]); end if
5: if A[l] > A[(I +r)/2] then exchange(A[l], A[(l +1)/2]); end if
6: exchange(A[l + 1], A[(l +1)/2]);

7: =14 1;7:=r;v:=A[l +1];

8: do

9: do

10: 1 =14 1;

11: while Afi] <wv

12: do

13: =7 —1;

14 while A[j] > v

15: exchange(Ali], A[j]);

16: while i < j

17: exchange(A[l], A[j]);

18: if j—l<r—1i+1 then

19: quicksort(l, j — 1); quicksort(i,r);

20: else

21: quicksort(i,r); quicksort(l, 7 — 1);

22: end if

23: end if

3.8.4 Analyse der Median-of-Three Verbesserung

Die laufzeitbestimmenden Grofen der Median-of-Three Verbesserung sind selbstver-
stdndlich dieselben Grofsen wie bei der Analyse der Grundform von Quicksort. Da das
Finden des Medians in jedem Partitionierungs-Schritt sehr aufwéindig ist, wéchst hier
der Koeffizient von A in der Berechnung der totalen Laufzeit von 24 auf durchschnittlich
53,5 [Sed77, Seite 337]. Die totale Laufzeit betrigt somit

L(n) = 53,54, + 11B,, 4+ 4C, + 95, + 3D, + 8E, + Tn
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Zeiteinheiten. Es wird nun gezeigt, dass sich dieser zusatzliche Aufwand fiir das Finden
des Medians auszahlt. Dabei folgen wir der Analyse von [Sed77, ab Seite 337].

Die Wahrscheinlichkeit fiir das k-kleinste Element, das Pivot-Element zu sein, betrigt

(n —k)(k —1)/(%). Daher geniigen simtliche Kenngrofen der folgenden Rekursion:

Fo=fot >, (n=k)(k=1) (Fy_1 + F,_y), fiirn>M >3. (3.5)

1<k<n (g)

Hier bezeichnet f, wieder den durchschnittlichen Wert der jeweiligen Kenngrofe im
ersten Teilungsschritt und F), den erwarteten Wert einer zufilligen n-elementigen, zu

sortierenden Folge.

Aus der Beobachtung, dass sich der Faktor von Fj folgendermaken ergibt: (n — k —
Dk+k(n—k—1) = 2(n—k—1)k, erreicht man nach der Multiplikation mit () folgende

vereinfachte Darstellung der Rekursion (3.5):

(g) F, = (Z) Jn+2 Z (n—k—1kF, firn>M>3. (3.6)

1<k<n

Im Fall n < M nehmen wir fiir Quicksort wieder F,, = 0 an, fiir die Berechnung der
Grofsen D, und F, gilt erneut f, = 0.
Daraus ergeben sich unterschiedliche Rekursionen fiir die Kenngréfen von Quicksort und

Insertionsort, ndmlich
NE= (D)2 Y (n—k-DkE, firn>M >3
3 n — 3 n n ks ur n Z 9
M<k<n
fiir Quicksort und
(n>Fn:2 S (n—k—1)kE., firn>M>3,
3 1<k<n

fiir Insertionsort.

Definieren wir nun f, fiir die Kenngrofen von Insertionsort als (5) f, = 2 > o<kenr(n —
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k — 1)k Fy, erhalten wir eine Rekursion, die fiir alle Kenngrofen giiltig ist:

(g) F, = (g) fat2 Y (n—k—1kF, firn>M>3 (3.7)
M<k<n
Um die Rekursion (3.7) zu 16sen, wird die Methode der erzeugenden Funktionen verwen-

det. Zuvor wird der Binomialkoeffizient und die Gleichung mit dem daraus resultierenden

Nenner erweitert. Man erhélt

n(n—1)(n-2)F, =n(n—1)(n-2)f+12 Y _ (n—k—1)kF}.

M<k<n

Multiplikation auf beiden Seiten mit 2”3 und Summation iiber n fiihrt zu eine Diffe-

rentialgleichung 3. Ordnung:

F(2)

F(:) = £"() + 120 .

wobei F'(z) = > Fnz™ und f(2) = >, o f[n2" gilt. Um diese Gleichung zu l6sen,

werden beide Seiten der Gleichung mit dem Faktor (1 — 2)* erweitert. Man erhélt
(1—2)%F"(2) = (1 — 2)*f"(2) + 12(1 — 2) F'(2). (3.8)

Fiir die vorliegende Differentialgleichung (3.8) gilt nun, dass in jedem Term der Grad
und die Ordnung iibereinstimmen. Diese Arten von Gleichungen werden in der Literatur
Euler-Differentialgleichungen genannt und kénnen auf verschiedene Arten gelost werden.
Einerseits durch geeignete Substitution oder aber durch das Einfiihren eines neues Ope-
rators, der sowohl multipliziert als auch differenziert.

In diesem konkreten Fall bietet sich letztere Methode an, deswegen fiihren wir einen

Operator 6 ein, fiir den folgendes gilt:
OF(z) == —(1—2)F'(2)
Angewandt auf unsere Differentialgleichung ergibt sich
—0(0 —1)(0 —2)F(2) = —120F(2) + (1 — 2)3f"(2),

was sich zu

—0(=2-0)(5—0)F(2) = (1 - 2)’f"(2)
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vereinfachen lisst. Man erhélt nun eine Losung fiir '(z) und £}, indem man die folgenden

Differentialgleichungen erster Ordnung 16st:

—0U(2) = (1 - 2)*f"(2),
(—2-0)T(z
(5—-0)F(z

~— ~—
I

3

—~
N

~

Definiert man nun U(z) = > _,,Up2™ und T(2) = > _,, T,,2" wieder als erzeugende

Funktionen, ergibt sich fiir die erste Gleichung
—0U(2) = (1= 2)*f"(2),

(1—2)(2 Unz”) :(1—3z+322—z3)<z fnz”) ,

n>M n>M
(1—2) ( Z nUnz”_1> =(1-32+322 2% ( Z n(n—1)(n— 2)fnz”_3> ,
n>M+41 n>M-+3
3
Z (n+1)U,2" — Z nU,z" =6 Z V3 fris (n ;— )z”
n>M n>M n>m

Ablesen der Koeffizienten liefert nun folgende Rekursion fiir U,,:

3
(n 4+ 1) Upyy = nU, +6V>fois (n;: > (3.9)

Hierbei bezeichnet V abermals den Riickwértsdifferenzenoperator.

Die verbleibenden Differentialgleichungen lassen sich auf die gleiche Art 16sen und man

erhdlt als Ergebnis

(n+ )T, = (n+2)T, + U,, (3.10)
n+1)F1=Mn—-5F,+T, n>DM. (3.11)

Einsetzen fiir n und die Bedingung, dass f, = 0 fiir n < M gilt, liefert fiir die erste
Rekursion (3.9) folgende Vereinfachung:

2
nl, = 6V, (”; )
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Um eine Losung fiir die zweite Rekursion (3.10) zu erhalten, wird zuerst durch den
Faktor (n + 1)(n + 2) dividiert. Man erhilt danach auf gleichem Weg wie zuvor

T  Tun n Z VkaC;)'

n+l  M+2 M+3<k<n+1 (lz’j)

Fiir n > 5 vereinfacht sich die Rekursion (3.11) fiir F,, nach Multiplikation mit (%) zu

n T J
B8 ~CRm s Y ()

M+2<j<n

J V2/i(3)

PR GIDMES
M+2<j<n M+3<k<j 3

") -

), die Werte von Fy;11 und T4 erhélt man durch Einsetzen in (3.7). Das Anwen-

Die Summe im zweiten Term vereinfacht sich durch die Anwendung von (2.7) zu (

(M;—Q

den dieser Vereinfachungen liefert

(e Y () (45)-(7)

. vz(f’“) ((”;rl)—(];)) n > max(M, 5). (3.12)

M+43<k<n
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Durch Aufteilen der Summe und unter Beriicksichtigung von f,, = 0, fiir n < M, erreicht

-
=p - (fM+2—2fM+1%_l> ((”;Ll) _ (M 2)) . ((n;rl) - <M+1

_l’_
B 6far41
=p (VfM+2 + M+2>

+
7
n+1 M +2 n+1 M +1
et ()= C75) e (7))
6/ar+1 n+1 M +2 M+1
oo ) () (7
Einsetzen in (3.12) liefert

G-, 2 75 ()-0)

Man kann diesen Term nun noch weiter vereinfachen, indem man den Riickwértsdiffe-

renzenoperator auflost und den Koeffizienten von f; direkt angibt.

k
. V2 . . . . .
Wir betrachten f;;(?)) . Auflésen des Riickwartsdifferenzenoperators liefert:

(5)

Vie(s) S (D) | fea(5)
o0 0 0
sz—ka 1( 3 ) +fk—2( 3 )

(5) (5)

Hier wird klar, dass sowohl V2 f; 5 als auch V2 f;_; einen Beitrag zu dem Koeffizienten

von f liefern.
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Bezeichnet man nun diesen Koeffizienten mit ay, ergibt sich fiir diesen:
w — n+1\ [k _2k—2 n+1\ (k+1
AT 7 k+1 7 7
+(k—1)(l{:—2) n+1\ (k+2
(k+2)(k+1) 7 7
B 12 n+1\ (k+2
C(k+2)(k+1) 7 7 '
Man erhilt somit die folgende, erstaunlich einfache, Gleichung:

ey 3 ey (4)-(3). oo

6/ M<k<n
(3.13)
Das Aufteilen der Summe ergibt fiir den ersten Term:
(6) wit, B+ 2+ T Nhen "?“ +2
S, fr b
M+2 2 k: +2 n+1 k42
M<k<n
Susr Z fk+l — Ik
M+2 n —l— 1 T k+2
M<k<n
\Y
Sy S fe )
M+2 n + 1 k+1
M+1<k<n+1

Fiir den zweiten Term folgt sofort:

% 2 (k+g{l:+1>(<k;2>):§(z_) 2 f’“()

6/ M<k<n M<k<n

Einsetzen in die Rekursion (3.7) liefert nun

12041 12 V fi

i X fk<> o (3.14)

M<k<n
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Mit dieser Losung fiir die Rekursion (3.7) kénnen nun durch Einsetzen fiir f,, die Werte
fiir die durchschnittliche Anzahl der Partitionierungsschritte, Vertauschungen, Verglei-

che, Einschiibe, Bewegungen wiahrend der Einschiibe und Stackpushes bestimmt werden.

Partitionierungsschritte:
Fiir die durchschnittliche Anzahl der Partitionierungsschritte setzt man f, =1, M +1 <
k <n, und erhalt

_12n4+1 5 21 k;)
T M+2 T 7(g)M<k<n 5
_12n+1 5 21 n M+1
ST M+2 T 7()\\6 6
12n+1 6
= —1 .
e LHOMT)

Vergleiche:

Fiir die durchschnittliche Anzahl an Vergleichen setzt man f, = n — 1 und fiir Vf;
ergibt sich somit V fi = 1. Der Grund, dass man an dieser Stelle f,, = n — 1 setzt und
nicht wieder f, = n + 1, wie bei der urspriinglichen Variante, ist der, dass sich durch
das Auffinden des Medians die Elemente A[1] und A[n] bereits in den jeweils richtigen
Hélften der Eingabe befinden und deswegen, wihrend der Partitionierung, nicht mehr
beriicksichtigt werden miissen.

Die Berechnung kann allerdings wieder vereinfacht werden, indem man die Linearitit
der Rekursion ausniitzt. Zu diesem Zweck unterscheiden wir zwischen C,,, der Anzahl

an Vergleichen wihrend der Partitionierung, und einem C? mit f* = n + 1. Man erhélt
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C), danach durch C,, = C} — 2A,,. Dies liefert:

C, 172(n+1)—;(n+1)+$(n+1) > ﬁ—%%i(hﬂ)(g)

M+1<k<n+1 6/ M<k<n
24 n—+1
7 M+ 2
12 1 E+1\ 24 n+1
e+ )+ e+ ) ) - e 3 (V1) -
T () A\ 6 T2t
12 12 1 k+2 k+1 24 n+1
:—(n—i-l)(Hn_H —HM+2)+(7I+1) — ( ) ( ) + 2
7 7 (6) o T 7T M+ 2
12 121 n+1 M+2 24 n+1
_< 1)(Hy s g — 1 2
12 37 12 (M“) 24 n+1
-z 1 _ )+ —=X7 ) 2
7t DMy = Hureo) + 50+ 1) + = A AT
12 37 24 n+1 -
:7(n+1)(Hn+1—’HM+€) 49(n+1) ENTEY; +2+0(n.

Vertauschungen:

Fiir die durchschnittliche Anzahl an Vertauschungen muss zuerst die durchschnittliche
Anzahl von Vertauschungen wihrend des ersten Partitionierungsschrittes berechnet wer-
den.

Unter der Annahme, dass das zweite Element A[2] der Liste als Pivot-Element gew#hlt
wird, A[1] kleiner als A[2] ist und A[2] das k-kleinste Element ist, ergibt sich folgende
Berechnung.

Die gesuchte Anzahl an Vertauschungen ist genau die Anzahl der Elemente aus A[3], ..., A[k],
die groker als A[2] sind. Von diesen Elementen existieren genau ¢ mit der Wahrschein-
lichkeit

n—k—1y ( k—2
(") Goen)
n—3 :
(i 2)
Fiir die durchschnittliche Anzahl an Vertauschungen ergibt sich somit

2 CEE e ()

n— 3
0<t<k—2 k—2 k 2 t=0

_ nzk 2—1 ‘;f(n_ _2><kliit)




Die Anwendung der Vandermondeschen Identitét (2.2) fiihrt schlieflich zu

(n (:g)— 1) <n - 4) (- k:n—_l)g(k: —9)

Bildet man nun den Durchschnitt iiber alle moglichen Pivot-Elemente, erhélt man fiir

k—3

die erwartete Anzahl an Vertauschungen im ersten Partitionierungsschritt

“k=Dn—-k)(n—k—1)(k—2 l ~n—kKn—-k=1)(k=1(k-2
Z( )( ) ( )( ) Z( )( ) ( )( )

£ B n—3 _@knl 2 2
:ékl (n;k)(k;l)
() _n-4

Die vorletzte Gleichheit folgt direkt aus (2.4). Indem man die Linearitdt der Rekursion

ausniitzt, ergibt sich aus

—4 1 3
P S -2,
5 5 5
fiir B,,:
1 3
B,=-C,—-A,
5 5
und weiter:
12 37 12 n+1
B, = — 1 a1l — — 1) — —
35(n+ Y (Hps1 HM+2)+245(71+ ) 7M—{—2+
Einschiibe:

Die Anzahl der Einschiibe, die Insertionsort benétigt, 1dsst sich am besten mit Hilfe von
(3.12) berechnen da, in diesem Fall V2 f;,(5) = 0 gilt.

Es folgt somit direkt nach der Division von (2):

6 n+1 i
D, = (VfM+2+ M+2fM+1) - +O(n~"%).
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Dasselbe gilt spéter auch fiir F,,.

Die Werte fiir fy0 und fyro1 folgen direkt aus (g) fo =22 gcpepr(n—Fk—1)kF. Somit

gilt fiir fa;1 und fario:

2 2
fuvi = Y (M = k)k(k—Hi) = M +1— 2Har + 5,

( 3 )ogkgM 3

2
frso =M +2—=2Hy0 + —.

3
Daraus ergibt sich sofort V fy .0 =1 — MLJFQ und wir erhalten:
4n+1
D, = 1—= 3 -1
R v 5 (3 = 1)

Schliisselbewegungen wiahrend der Einschiibe:

Wir wissen bereits, dass

"L om )

6
E, = <VfM+2 + M—_’_2fM+1) -

gilt. Fiir fasy1 und fpr4o folgt auf demselben Weg wie zuvor:

1
farir = =—=(BM?* —5M — 2),
20
1

= —(3M?+ M — 4).
g2 20( + )

Daraus ergibt sich sofort V fi; 10 = 2—10(6M — 2) und somit

Stackpushes:

Die durchschnittliche Anzahl an Stackpushes wiahrend des ersten Partitionierungsschrit-
tes ist genau die Wahrscheinlichkeit, dass das gewéhlte Pivot-Element zwischen M + 2
und n — M — 1 liegt:

fnz% > (k-1)(n—k).

3/ M+2<k<n—M-1

Die Rekursion (3.7) ist giiltig fiir n > 2M + 1, daher ersetzen wir in Rekursion (3.7)
alle M mit 2M + 1. Da V() fu = k — 2 gilt, verwenden wir wieder (3.12) und erhalten,
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nachdem wir forri0 = 0 und fop;13 = ((3/][\4%2;) eingesetzt haben, direkt die Lésung

3

3 5M + 3
S, =2(n+1 1
D s s )

Die berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle nochmals zusammengefasst:

12n+1
AFD7M12_’
Bn:;—?(n+1)(7'ln+1—HM+2)+%75(n+1)_1_72;4112+ ’
(%:gm+m%m—ﬂmﬁ+%m+m_%&ig+’
D,=(n+1)— %]\7[112 (B3Hprr41 + 1),
Eﬁ:%@quM—1ﬂ+g%%%,
Snzg(n+1)(2Mi]?\)4):2_]3w+l) -1

Bemerkenswert an dieser Stelle ist, dass, bis auf die Werte der Partitionierungsschritte
und Vergleiche, die anderen Werte alle hoher als bei der urspriinglichen Quicksort Vari-

ante sind.

Fiir die durchschnittliche totale Laufzeit haben wir zu Beginn 53,5A4,, + 11B,, + 4C,, +
8D, +8F, +9S, + 7n angegeben. Setzt man nun die gerade erhaltenen Werte ein, erhilt

man folgende exakte Formel fiir die Laufzeit L(n):

372 111
L(n) = 2=+ DHnss — —=
| 48 520 372 450 27(5M + 3) 36H 1142
St l) (M -2y - .
+%"+)(5 e T e T T R )M+ 1) M +2

Dies gilt fiir alle n > 2M + 1, fiir M <n < 2M — 1 muss 95,, subtrahiert werden. Die
ideale Wahl fiir M ist, wie man leicht zeigen kann, erneut 9, und fiir dieses M ergibt

sich eine totale Laufzeit von

10,6286(n + 1) Inn +2,116n — 71
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Zeiteinheiten [Sed77, Seite 341|. Vergleicht man diese Laufzeit mit 11,6667(n+ 1) Inn +
1,743n — 19, der Laufzeit des klassischen Quicksort, ergibt sich fiir n = 10000 eine
Verbesserung von etwa 5% und asymptotisch, fiir n — oo in etwa 8, 8%.

Obwohl also die Verbesserung fiir sehr grofke n theoretisch bis zu 8,8% betragen kann,

betrigt sie aber in der Praxis nur etwa 6%.

3.8.5 GroRere Stichproben

Man koénnte nun annehmen, dass der Median einer gréferen Stichprobe weitere Verbes-
serungen liefert. Erweitert man das Verfahren auf (2¢ + 1)-elementige Stichproben, dann

muss fiir die Analyse der Anzahl der Vergleiche folgende Rekursion gelést werden:

(n—k) (k—l)
Fp=fot Y ~L2(Fey+ Foy), fiirn>M>2t 41,
1<k<n (2t+1)

Im Fall, dass f, = n + O(1) gilt, erhilt man als Losung:

H2t+2 - Ht+1

Dieses Resultat wurde als erstes von van Emden in [vE70| erzielt. Die durchschnittli-
che Anzahl an Vertauschungen im ersten Partitionierungs-Schritt betrigt “ttn + O(1)

4146
[Sed77](Seite 341).

Fiir die Laufzeit einer Median-of-(2¢ + 1) Implementierung von Quicksort erhélt man

4411 (L)
L(n) = ———2% nInn + O(n),
Hayo — Hiy Q

[Sed77](Seite 341). Ausgewertet ergibt der Koeffizient gerundet 11, 67; 10, 66; 10, 31; 10, 12

fiir t = 0,1,2,3 und n&hert sich langsam dem Grenzwert %7 In2~9,73 an.
Die grofste Verbesserung ergibt sich somit fiir ¢ = 1. Grofere Stichproben sind héchst-

wahrscheinlich nicht rentabel, da der Aufwand zum Finden des Medians, versteckt im

Term O(n), die geringe Verbesserung kompensiert.
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3.8.6 Multi-Pivot-Quicksort

Die klassische Variante von Quicksort mit der Wahl eines Pivot-Elements und der rekur-
siven Anwendung auf die zwei entstanden Teillisten, kann leicht verallgemeinert werden.
Durch die Wahl von s — 1 Pivot-Elementen entstehen s Teillisten, auf die das Vorgehen
wieder angewendet werden kann. Fiir besonderes Aufsehen sorgte im Jahr 2009 Yaros-
lavskiy mit der Publikation einer Quicksortvariante mit zwei Pivot-Elementen [Yar09),
welche deutlich schneller als die klassische Variante ist.

Eine Quicksort-Variante welche 3 Pivot-Elemente wihlt, wurde Ende 2013 von [KLOMQ14|

analysiert, wird aber in dieser Arbeit nicht berticksichtigt.
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4 Average-Case Analyse von Dual-Pivot Quicksort

Dual-Pivot Quicksort ist eine Familie von Sortieralgorithmen, die sehr nahe mit der klas-
sischen Quicksort-Familie verwandt ist. Um eine Sequenz von paarweise verschiedenen
Zahlen in zufilliger Reihenfolge zu sortieren, wird folgendermafsen vorgegangen.

Gilt fiir die Anzahl n der Elemente n < 1 sind wir fertig. Fiir n > 2 werden zuféllig zwei
Elemente p und ¢ als Pivot-Elemente gewihlt. Sei 0.B.d.A. p < q.

Als néchstes kommt der Partitionierungs-Schritt. Wahrend diesem Schritt wird die Se-

quenz in die folgenden drei Kategorien zerlegt:
e Die kleinen Elemente (kleiner als p),
e Die mittleren Elemente (grofer als p aber kleiner als ¢),

e Die grofken Elemente (grofer als ¢).

p <p P <=&<=( ? >q q
left L K G right
part 1 part 11 part IV part III

Nach dieser Einteilung erfolgt ein rekursiver Aufruf fiir jede der entstandenen Teilmen-
gen. Die Pivot-Elemente p und ¢ befinden sich wie bei der klassischen Quicksort-Variante

bereits an der richtigen Position.

In dieser Arbeit werden zwei Partitionierungsvarianten von Dual-Pivot Quicksort be-
trachtet. Als erstes Yaroslavskiy’s Version aus dem Jahre 2009 [Yar09] und danach eine
Variante von Sedgewick [Sed75, Programm 5.1 auf Seite 151] die bereits 1975 publiziert
wurde.

Beide Algorithmen werden nun kurz in Pseudocode prisentiert, bevor anschliefend die

Rekursion fiir das Verfahren geldst wird.
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4.1 Die Algorithmen

4.1.1 Yaroslavskiy’s Algorithmus in Pseudocode

Algorithm 7 Dual Pivot Quicksort mit Yaroslavskiys Partitionierung

1. procedure DUALPIVOTQUICKSORT YAROSLAVSKIY (A, left,right)
2 if right — left < M then
3 Insertionsort(A,left, right);
4: else
5: p:= Alleft]; q := Alright];
6: if p>q then
7 exchange(p, q);
8 end if
9: l:=left+1;g:=right —1; k:=1;
10: while £ < g do
11: if A[k] < p then
12: exchange(Alk], Al]);
13: l:=1+1;
14: else
15: if A[k] > ¢ then
16: while Alg] > g and k < g do
17: g:=qg—1;
18: end while
19: exchange(Alk], A[l]);
20: g:=g—1;
21: if A[k] <p then
22: exchange(Alk], A[l]);
23: l:=1+1;
24: end if
25: end if
26: end if
27 k:=k+1;
28: end while
29: l=1-19g:=9+1;
30: Alleft] .= All]; A[l] := p; //Swap pivot elements to final position
31: Alright] == Alg]; Alg] == ¢;
32: DualPivotQuicksort Yaroslavskiy (A, left, [ — 1);
33: DualPivotQuicksort Yaroslavskiy(A, [+ 1, g — 1);
34: DualPivotQuicksort Yaroslavskiy (A, g + 1, right);

35: end if
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4.1.2 Sedgewicks Algorithmus in Pseudocode

Algorithm 8 Dual-Pivot Quicksort mit Sedgewicks Partitionierung

1. procedure DUALPIVOTQUICKSORTSEDGEWICK(A links rechts)
2 if right — left > M then

3 1 :=left; iy ;= left;

4: J = right; j1 := right;

5: if Alleft] > A[right] then exchange(A[left], A[right]);

6 p = Alleft]; q := Alright];

7 while true do

8

9

1:=1+1

. while Afi] < ¢ do
10: if i > j then break outer while //pointers crossed
11: if A[i] < p then
12: Aliq] := Alil;
13: 11:=1 +1;
14: Ali] := Aliq];
15: end if
16: 1i=1+1;
17: end while
18: Jgi=73—1
19: while A[j] > p do
20: if A[j] > ¢ then
2L Alj] == Aljl;
22: J=J+1
25 Alj) = ATj +1);
24: end if
25: if i > j then break outer while //pointers crossed
26: Jji=7-1
27: end while
28: Alin] = Alj]; Alji] = Alil;
29: 11:=01+1; 51 :=75—1;
30: Ali] == Alia]; Alj] := Aljul;
31: end while
32: Alir] :==p
33: Alji] :==¢q
34: DualPivotQuicksortSedgewick(A, left, i; — 1);
35: DualPivotQuicksortSedgewick(A, i1 + 1, j; — 1);
36: DualPivotQuicksortSedgewick (A, j; + 1, right);

37: end if
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4.2 Aufstellen der Rekursion

In diesem Abschnitt wird eine allgemeine Losung fiir die Rekursion von Dual-Pivot
Quicksort erarbeitet. Mit F), werden die erwarteten Kosten fiir das Sortieren einer zu-
falligen Permutation von 1,...,n bezeichnet.

Es gilt die folgende wichtige Eigenschaft:
Jeder Vergleich beinhaltet ein Pivot-Element des aktuellen Teilungsschrittes.

Hennequin hat gezeigt, dass diese Eigenschaft geniigt, um die angenommene Zufilligkeit
auch in den resultierenden Teilproblemen garantieren zu kénnen [Hen89, Seite 318/319].
Diese Eigenschaft erlaubt es uns, die folgende Rekursion aufzustellen, da jedes Teil-
problem mit £ Elementen dieselben erwarteten Kosten verursacht. F;, setzt sich dabei

folgendermafen zusammen:
F,, = Kosten fiir den ersten Teilungsschritt + Kosten fiir das Sortieren der Teillisten.

Da fiir zwei Elemente des Feldes die Wahrscheinlichkeit als die Pivot-Elemente gewihlt

zu werden gleich 1/ (g) betragt, ergeben sich die folgenden zu erwartenden Kosten:

F, = Z P[pivots(p, q)] * (Teilungskosten + rekursiver Aufwand)

1<p<g<n

1
= Z o (fa+ Fpo1 + Fyp1 + Foyg)

1<p<q<n (2)

1

=fot+ 7x Z (Fp—1 4 Fy—p—1 + Frg)-
(2> 1<p<g<n

Die Notation pivots(p, q) beschreibt hier den Fall, dass die Elemente p und ¢ als die

Pivot-Elemente gewdhlt wurden.

Beriicksichtigt man die Anwendung von Insertionsort fiir ein Teilproblem mit n < M

Elementen, ergibt sich:

S +1/(5) XicpeqenFp1 + Fyp1 + Fuyg), fiir n > M,
FIS fiir n < M.

F, = (4.1)
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Hierbei bezeichnet F!% die Kosten fiir das Anwenden von Insertionsort fiir kleine Listen
und f,, die Kosten fiir das einmalige Aufteilen der Rekursion.
Durch das Anpassen von f, an die zu berechnende Grofe kann dieselbe Rekursion fiir

alle Grofen verwendet werden und braucht somit nur einmal geldst werden.

Indem wir Symmetrien der Summe in (4.1) ausniitzen, ergibt sich

Z (Fp—1+Fq—p—1+Fn—q): Z p-1t Z Fyp1+ Z Frg

1<p<q<n 1<p<g<n 1<p<q<n 1<p<q<n

n—1 n n—1-k n qg—1

SDILND SEED WD TS o of
p=1 q=p+1 p=1 q=2 p=1
n—1 — n

=) (n —P)Fp—1+2(n— 1—k)Fk+Z(q—1)Fn—q
p=1 =
n—2

=N "(n-1-k) Fk+2n—1— Fk—l—Zn—l—
k=0

n—2

3 (n—k:—l)Fk
k=

o

Unsere Rekursion (4.1) vereinfacht sich somit zu

n—2
3
=fot 7Y (n—k—-1)F, firn>M, (4.2)
() =
oder alternativ zu
n—2
F,=fn (n—k—1)F, fiirn> M. (4.3)
k::O

4.2.1 Losen der Rekursion

Die Rekursion (4.3) wird nun auf zwei unterschiedliche Arten gelost werden. Als erstes
durch elementare Umformungen und danach durch die Methode der Erzeugenden Funk-
tionen.

Interpretiert man F), als eine Funktion von f,,, werden wir weiters feststellen, dass F,, in

fn linear ist.
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4.2.2 Elementare Losung

Der elementare Losungsweg folgt im wesentlichen [WNN15, Appendix A].
Als erstes werden wir den Faktor vor der Summe eliminieren. Wir definieren aus diesem

Grund A, := (”;I)Fnﬂ - (g) F,, und erhalten fiir n > M + 2:

=:a(n)
An = (n ; 1)fn+1 - <Z)fn
1 6 < —1) 6 =
(n+2 )n<n+1>nz(n_k)Fk_ n(n2 )n(n— 5 Z(n—k— 1) Fy
k=0 k=0
n—1
=a(n) +3 Z Fy
k=0

Durch einfache Subtraktion eliminiert man die Summe in der auftretenden Rekursion
und erhalt:

B, =A,1—A,=a(n+1)—a(n)+3F,, firn>M+2.

n-+2

) ) erhalt man nach Einset-

Durch leichtes Umformen und Division durch den Faktor (

zen fir A,
(B, — 3F,)/ (” ) 2) — (Ans1 — Ay — 3F,)/ (” ) 2)

(3 (1) = (1) = G)) -m) /(157)

2n in(n—1)-3
= L'ny2 — Fn—i—l 1 n
n+2 s(n+2)(n+1)
2n in—3)(n+2)
= I'n _—Fn +2 n
P2 " I 1) (n+ 1)
2n n—3
+2 7 gt 1

n—2 n—3
Cn+2 _Cn—}—l = Fn+2 - —Fn+1 - (Fn+1 - n Fn)

n—+2 +1
2n n—3
= I'n - Fn —Frw
+2 ) +r+n+1
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kann man danach die letzten beiden Ergebnisse gleichsetzen und erhilt:

Chio — Cni1 = (B, — 3F,)/("1?) = (a(n + 1) —a(n))/("}?), firn>M+4.

2 2

—c(n)

Diese letzte Gleichung kann nun einfach iiber n aufsummiert werden:

Co= Y c(i—=2)+Cuyys, firn>M+4

n—4

- ) F,_1 erhilt man

Durch Einsetzen in die Definition von C,, = F,, — (

4
Fo="""F, +d(n), firn>M+4.
n

Multipliziert man diese Gleichung mit (Z) und verwendet (Z) . (”’4) = (”4_1), erhélt

n

man folgende Rekursion fiir D, := (}) Fy.:

D, =Dy + (Z) d(n) (4.4)

n

= i:%:ﬁ (jl) d(i) + Darss (4.5)

— zn: (;) d(i) + Darys — Af (2) j§4 c(j —2)+Cuys (4.6)

=1 =1

_ nl Cl) d(i) + Darys — (M ; 4) Chrys. (4.7)

i=
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Die letzte Gleichheit folgt aus (2.7).
Einsetzen der Definitionen von d(n), ¢(n) und a(n) in 1, (})d(i) liefert:

5 (=5 ) (omer 5 i)
- (” ;L 1) Cyys + i_%;ﬂ CL) j;z{; <f]+2 it (](2) fj) .

(4.8)

Setzt man nun das Ergebnis (4.8) in die Gleichung (4.4) ein und verwendet weiters die

Definitionen von C), und D,,, ergibt sich schlussendlich:

P :%OM+3 I % i <i> § <fj+2 - %fj+1 + %fj)

((j;;iﬁoﬂ o
:Y% 3 (D 5 (mw ¢nﬂ+(ﬁ%ﬁ>

4) i=M+4 j=M-+2

nt+1 (7)) - () M-1fn+1 (7
—|—< 5 + (Z) >FM+3_M+3( 5 - (Z) )FM+2- (4-9)

An dieser Stelle sieht man, dass F;, in f,, linear ist. Wir nehmen nun an, dass unsere

N Daryz —

Kostenfunktion f,, linear in n ist und konnen f,, somit folgendermafen darstellen:
fo=an+0b, firaeN,be Z,n> M + 1. (4.10)

Durch Einsetzen von (4.10) in (4.9) werden wir eine explizite Losung fiir F,, gewinnen

konnen.
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Wir starten mit der geschlossenen Darstellung der Rekursion:

15

Lo () 2j 0 .\
F, =—« g — ———f. 2l f.
(Z) A (4) j%z <f]+2 ] + 2fj+1 + (].;_2) f]

+<n—5k1+( 4 )(;)( 5 )>FM+3_%I_; (n;—l_ ((iL)))FMH (4.11)

P
Nach Einsetzen von f, = an + b und Ausfiihren der Partialbruchzerlegung erhilt man

- 2j () _8a—2b 2a-—2b
77]'_ (fj+2_j+2f]+1+@fj - ]_'_2 - j+1 .

Mit diesem Ergebnis kann man die innere Summe in (4.11) durch Harmonische Reihen
darstellen:
i—2

> mi=(8a — 2b)(H; — Hares) — (2a + 2b)(Hioy — Harso)

j=M+2

1 1
= 6@(%1 — ,HM+3) + (266 — 25) (; i n 3) .
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Durch Verwenden der Identitéten (2.5),(2.7) und (})

52O L5 0 -(7 ) et)

GRRUP
+2“<+)2b > (i(5°) ()

s (1) - ()
—2a(n+1) (Hw - %) —6a (Ag) (HM“ B %)

G0 w(C)-(5))

()

S (52 () /()

:ga(n + 1) Hpp1 — ntl (6@7-[M+3 + M;Q?)b ga) +2 ; ’
+ (A:gl) (ga — 6a(Hnrea — Hargs) — . ; b]\/[5—|— 1 + 2]\62:_23())
:ga(n + D Hpg1 — ntl (6a7'lM+3 + 2]\3;23() + ga)
T T

Als nachstes betrachten wir

. <n—5{—1+( 4 )(g)( 5 ))FMH_%;; <n—5{—1_ ((151))>FM+2. (4.13)
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Wir beginnen, indem wir unsere urspriingliche Rekursion (4.2) zweimal einsetzen, einmal

fiir Fiy3 und einmal fiir Fi; 9. Weiters verwenden wir £, = Fés fir n < M.

M+1

3

FM+3:fM+3+WZ(M+3_k)Fk
2 ) k=0
3 3 Is 3 < Is
= fuss + Fmy | S+ (M = k) E | + 3 Z(M+2_k)pk
(") ("2 = (") =
M
= fuis + M3+3 Sargr + 3+3 Z (M"‘Q_k)""?)(]\z\g—:lk)FlfS)'
("27) (") = ("2

Einsetzen fiir Fj; o liefert

M
Furiso = frrgs + Z (M +1—k)F!S.

( 2 k=0

Die Ergebnisse fiir Fi;13 und Fjy o werden nun in die Gleichung (4.13) eingesetzt. Ge-

meinsam mit f, = an + b, fiir n > M + 1, erhélt man:

n+1
5

p= (M +1)a +b) —

((M+3)a+b+ Y 3((

() M+2)a+b)>

nAl~ (30 +2-k)  OM—k) M-I13M+1-k)
P (M ey i )

M+4
5 M-—-1
+ ( = ) (( — 1) Farys + FM+2>

(") \\M +4 M+3

n+1 6(b—a) 24a—b)\ n+1e=3M—2k g
= 5 F
5 <a+ M+2 M3 5 ()
k=0 3
(MY M -1 M—1
5 Fypyo — —F . 1.14

Addition der Resultate (4.12) und (4.14) liefert nun folgende explizite Formel fiir F),:

6 n+1/19  6(b—a) a—b n+1e=3M—2k_,q
Fn :ga(n+1)7-[n+1+ 5 (Ea—i— M—|—2 —6CLHM+2)+ 9 + 5 EO (M;Q) Fk
M 6 2a—-b) Bb—17a M —1 M—1
A5 /(2 - F — _F . 115
G (5“ M+3 oM+ M4 T ars M”) (4.15)
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4.2.3 Lo6sung mittels erzeugender Funktionen

Es wird nun gezeigt, wie die Rekursion (4.3) mit Hilfe von erzeugenden Funktionen ge-
16st werden kann. Zur Vereinfachung gilt fiir die gesamte Berechnung M = 1. Es wird
hier im wesentlichen dem Losungsweg von [Will12, Kapitel 4.2.2] gefolgt, welcher wieder-
um an [Hen91| angelehnt ist. Unterschiede ergeben sich durch die leicht abweichenden

Kostenfunktionen f,.

Wir beginnen wieder bei der Rekursion

Fo=fi+——)» (n—k—1)F.
nn

Multiplikation mit n(n — 1)2"~2 und Summation iiber alle n > 2 liefert
n—2
Z nin —1)F,z"% = Z n(n —1)f,2"2+6 Z Z(n —k— 12" Ek (4.16)

n>2 n>2 n>2 k=0

Wir betrachten nun die Doppelsumme. Als erstes erweitern wir die Summationsgrenzen.
Dies kénnen wir problemlos machen, da Fy = 0 gilt. Ersetzen von n — 1 durch n und

Darstellen als Produkt von erzeugenden Funktionen liefert danach

n—1 n

6 Z Z(n — k-1 R =6 Z Z(n — k)RR = (Z nz”l> (Z Fnz”> :
n>1 k=0 n>0 k=0 n>0 n>0

Setzt man nun erneut F'(2) = > -, F,2", erhilt man

<Z nz"_1> F(z) = (Z z”)lF(z) - (1 i Z> F(z) = 1F_(ZZ)2.

n>0 n>0

Eingesetzt in die obige Gleichung (4.16) ergibt sich, nachdem auch f(2) = >~ -, fn2"

gesetzt wurde, somit

6

1 — 22

F'(2) = ["(2) + —— F (),

oder umgeformt

(1—22)F"(2) —6F(2) = (1 — 2% f"(2). (4.17)
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Hierbei handelt sich erneut um eine, wie bereits bei der Analyse der Median-of-Three
Verbesserung auftauchende, Euler-Differentialgleichung. Wir werden diese Gleichung er-
neut durch Einfiihren eines Operators 6 16sen, der sowohl multipliziert als auch differen-

ziert.

Setzt man 0F (2) = (1 — 2)F'(z), ergibt sich 0?F(2) = (1 — 2)(=F"(2)) + (1 — 2)?F"(2)

und damit kann die vorherige Gleichung (4.17) geschrieben werden als
(02460 — 6)F(2) = (1— 2)f"(2).

Faktorisieren von 6> + 6 — 6 in (6 + 3)(0 — 2) und D(z) := (6 + 3)F(z) liefert eine
Differentialgleichung 1. Ordnung:

Nach Multiplikation mit (1 — z) kann die Gleichung als

((1=2)’D(2)) = (1 = 2)*f"(2)
geschrieben werden. Integration {iber z liefert sofort

D(z) = ﬁ /Oz(l —5)*f"(s)ds + c.

Da D(0) = F'(0) + 3F(0) = 0 gilt, erhélt man als Losung fiir D(z)

D(z) = ﬁ /Ozu S (s)ds.

Nun muss noch D(z) = (1 — 2)F'(z) + 3F(z) gelost werden. Dies geschieht auf &hnliche

Weise wie zuvor, man erweitert mit ﬁ und erhélt:

(1 —2)F'(2) +3F(z) = D(2),
(1—2)F(2) +3(1 —2)*F(2) = (1 —2)"*D(2),
(1=2)F(2))" = (

(
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Die letzte Gleichheit gilt wieder wegen F'(0) = 0. Setzt man nun fiir D(t) ein, erhilt

F(z)=(1-2)? /02(1 - t)_G/O (1 —8)*f"(s)dsdt. (4.18)

Wie bei der elementaren Losung werden wir nun wieder fiir f,, die spezielle Form f,, =

an + b einsetzen und somit eine explizite Losung fiir F}, erhalten:

n>0
=a g nz" +b E 2"
n>0 n>0
az b

Einsetzen in (4.18) ergibt nun:

Fz) = (1— 2)° /02(1 ) /Ot(1 S () dsdt
L R N e = L

_ (1_2)3/0Z(1—t)6 (/Ot@ds—F/ot%ds) dt

—(1-2) /OZ(1 ) (2a ~2a(t+3In(1 —t) — 2b(1 — t) + cl)dt.

Nach der Integration des zweiten Integrals wurde zusitzlich 2b subtrahiert, um nach
dem Herausheben den Faktor (1 —¢) zu erhalten. Diese Subtraktion wird schlussendlich
durch die Integrationskonstante ¢; ausgeglichen und beeinflusst unsere Berechnung somit
nicht.
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Wir fahren fort:

[ 1 : t ©  3In(1—t)
F(z)=(1-2) (/0 2amdt—/o 2amdt—/o ZaWdt
o 1 # C1
—/0 e+ | —(1_t)6dt>
:(1 _ 2)3 (2@% _ Qa% _ lb 1 + ¢ 1 2)5 + C2>

6 1n(+Z>+ 16 1 N a—1>b 1 1)
5122 T\ T 25" (T2 2 J1-= “ e

Wir haben somit schlieklich eine geschlossene Formel fiir die erzeugende Funktion F(2)

des durchschnittlichen Aufwandes von Dual-Pivot Quicksort bei linearen Partitionie-
rungskosten erhalten.

Man erhélt nun die Losung fiir die Rekursion (4.3) durch Koeffizientenvergleich von
F,, = [2"]F(z). Die Reihendarstellung des ersten Summanden wird durch das Anwenden
der Formel (7.43) von |[GKP91,Seite 351| gewonnen:

(1— i)mﬂ In (1 i Z) = (Husn — Hu) (m;: n> 2"

n>0

Der letzte Summand kann ignoriert werden, da er nur Grad 3 besitzt. Man erhilt also:

6 n+1 1 6 a—2>
pogattn = (") (=0 00+ (457)

6 1 6 6 a—2>b
_ga”}-[nﬂ(n—l—l)—k (501—%a—5a) (n+1)—|— ( 9 >
6 1 36 a—>b

Um die Integrationskonstanten c¢; und ¢ zu bestimmen, setzen wir in die Anfangsbedin-

gungen ein und losen das daraus resultierende lineare Gleichungssystem

1 6 a—2>b
_ _ [0 — —
0= C() = [Z ]O(O) = O(O) = 561 25(l+ 5

18 2 a—>b
_ _ 1 _ / _ -~ “
O—C’l—[z]C'(z)—C’(O)—25a+501+ 5
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Als Losung erhalten wir:

c1 = 2b— 2a,
71
.
2= 5" 10

Setzt man die Ergebnisse nun in (4.19) ein, erhélt man als Ergebnis fiir F,,:

F, = ga%n+1(n T1)+ <—4—6a + 2b> (m+l) (a _ b) . (4.20)

5 5 2

Vergleicht man nun die mittels erzeugender Funktionen gewonnene Formel fiir £, mit der
mittels elementarer Methoden gewonnenen Formel (4.15), sieht man, dass nach Einsetzen

von M = 1 beide Ergebnisse iibereinstimmen:

1

6 n+1 /19  6(b—a) a—b n+1 3—2k g
Fu=ga(n+ 1Han + <€a+ . -11a)+ Y
k=0 3
5
()

‘|—@ (EG—F 4 + 10 —OC4+003>

6 46 (n+1) [a—b

6 2(a—0b) 5b—17a

Im folgenden Abschnitt werden wir nun die erwartete Anzahl an Vergleichen und Vertau-
schungen wiahrend des ersten Partitionierungsschrittes der Algorithmen 7 und 8 berech-
nen. Die Berechnungen folgen dabei [Will2|, Unterschiede ergeben sich erneut aufgrund
der geringfiigig abweichenden Kostenfunktion f,,.

Wir gehen von einer zufilligen Permutation von {1,...,n} mit n > M aus. Fiir n < M

findet keine Partitionierung statt und es gelten die Werte fiir Insertionsort.
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4.3 Average-Case Analyse von Yaroslavskiy's Partitionierung

Der zentrale Part von Yaroslavskiy’s Partitionierung sei an dieser Stelle noch einmal
angefiihrt.

1 p:= Alleft]; ¢ := Alright];

2: if p>q then

3: exchange(p, q);

4: end if

5: L:=left +1; g :==right — 1; k .=,
6: while k£ < g do

7 if Ak] < p then

8: exchange(A[k], A[l]);
9: =141
10: else
11: if A[k] > ¢ then
12: while Alg] > g and k£ < g do
13: g:=g—1;
14: end while
15: exchange(Alk], Alg]);
16: g:=qg—1;
17: if A[k] < p then
18: exchange(Alk], A[l]);
19: l:=1+1;
20: end if
21: end if

22: end if

23: k:=k+1;

24: end while

25: L =1—1,9g:=9+1;

26: Allinks] .= A[l]; All] = p;
27 Alrechts| .= Algl; Alg] = ¢ :
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Die fiir unsere Analyse wesentlichen Aktionen finden an den folgenden Stellen statt:

Vergleich Tausch
Zeile 2 Co
Zeile 3 So
Zeile 7 C1
Zeile 8 S1
Zeile 11 Co
Zeile 12 C3
Zeile 15 S
Zeile 17 Cq
Zeile 18 S3
Zeile 26 Sy
Zeile 27 S5

Bevor aber berechnet wird, wie hiufig die einzelnen Vergleiche und Vertauschungen
durchgefiihrt werden, muss die Aufmerksamkeit noch auf eine andere Stelle gerichtet

werden.

Yaroslavskiy verwendet genauso wie Sedgewick die Crossing-Pointers-Technique fiir die
Partitionierung. Wéhrend sich nun die Zeiger k, g aufeinander zubewegen, erreicht einer
von ihnen den Punkt, an dem sie sich treffen werden, den Crossing-Point, friiher als der
andere und muss dort sozusagen ,auf den zweiten Zeiger warten®.

Da sich daraus unterschiedliche Werte fiir die Vergleiche und Vertauschungen ergeben,

miissen wir an dieser Stelle zwei Falle unterscheiden:

e [ erreicht den Crossing-Point zuerst:
g bewegt sich zuletzt, wird in Zeile 16 um 1 verringert, wihrend k in Zeile 23

nochmals um 1 erhoht wird. Es gilt schlussendlich k = g + 2.

e g erreicht den Crossing-Point zuerst:

In diesem Fall verlassen wir die dufsere while-Schleife in Zeile 6 immer mit k£ = g+1.

Fiir Operationen, die fiir jedes k ausgefiihrt werden, ergeben sich aus diesem Umstand
unterschiedliche Werte. Darum ist das folgende Lemma fiir eine exakte Analyse unbe-

dingt notwendig.
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Lemma 4.1: Crossing-Point Lemma

Sei A eine zufillige Permutation von {1,...,n}, mit n > 2. Dann
verldsst Algorithmus 7 die &dufsere while-Schleife in Zeile 6 mit
k=q+d=g+1+06mitée {01}

Zusétzlich gilt 6 = 1 genau dann, wenn zu Beginn Alq] > ¢ fiir das
grokere Pivot-Element ¢ = max{A[1], A[n|} gilt.

Bevor wir aber den Beweis des Crossing-Point Lemmas fiihren konnen, bendtigen wir

ein Hilfslemma:

Lemma 4.2:
Wird im aktuellen Partitionierungsschritt ein Vergleich mit dem
Element A[i] durchgefiithrt, dann wurde A[i] in diesem Partitionie-

rungsschritt noch nicht iiberschrieben.

Beweis Lemma 4.2: Fiir den Beweis reicht ein Blick auf den Pseudocode. Bei jeder neuen
Iteration der dufseren while-Schleife in Zeile 6 beschreibt k den Index eines Elements, das
noch nicht iiberschrieben wurde. Dies liegt daran, dass alle bisherigen Vertauschungen
mit Elementen duchgefiihrt wurden, deren Indizes kleiner als k oder grofer als g sind.
Das Gleiche gilt in der inneren while-Schleife in Zeile 12 fiir g.

O

Nun kann der Beweis des Crossing-Point Lemmas gefiihrt werden.

Beweis Lemma 4.1: Der Teil k = g + 1 + 0 wurde durch die obige Herleitung bereits
begriindet. Dass auch k = ¢ + ¢ gilt, folgt daraus, dass in Zeile 27 ¢ an die Stelle des
zuvor um eins erhdhten g getauscht wird. Somit gilt g + 1 = ¢ oder g = g — 1.

Fiir den zweiten Teil zeigen wir beide Implikationen separat. Zuerst nehmen wir 6 = 1
an. Der Unterschied zwischen g und k betrégt somit d + 1 = 2. Dieser Unterschied zwi-
schen k£ und ¢ kann nur dann erreicht werden, wenn in der letzten Iteration sowohl k
inkrementiert als auch g dekrementiert wurde.

Dies kann nur passieren, wenn wir uns wihrend der letzten Iteration innerhalb des else-
Teiles in Zeile 11 befinden und die Bedingung A[k] > ¢ erfiillt ist. Wegen Lemma 4.2
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wissen wir auch, dass A[k] in diesem Partitionierungsschritt noch nicht geéndert wurde.

Um zu zeigen, dass sogar A[k] > ¢ gilt, filhren wir eine Fallunterscheidung fiir k durch:

e k<n: Da wir angenommen haben, dass die eingegebenen Elemente alle verschieden

sind, gilt A[k| # A[n] = ¢, woraus sofort die Behauptung folgt.

e k—n: Nehmen wir an, dass wihrend der letzten Ausfiilhrung von Zeile 11 &k = n
gilt. Der Zeiger g wurde in Zeile 5 mit g = rechts — 1 = n — 1 initialisiert und
wird nur innerhalb der duferen while-Schleife dekrementiert, daher g < n — 1. Die
Bedingung dieser while-Schleife lautet & < g. Setzen wir nun unsere Werte ein,

fiihrt uns dies auf einen Widerspruch: n =k < g=n — 1.

Es gilt somit A[k] > ¢ nachdem das letzte Mal die Zeile 11 ausgefiihrt wurde.

Da wir 6 = 1 angenommen haben, wissen wir aus dem Crossing-Point Lemma, dass nach
der while-Schleife £ = ¢+ 1 gilt. Nach dem Vergleich in Zeile 11 wurde k in Zeile 23 noch
einmal inkrementiert und es folgt, dass fiir die urspriingliche Eingabe A[q] > ¢ gegolten

haben muss.

Nehmen wir nun an, dass Alg] > ¢ fiir die eingegebene Folge gilt. Aus dem Crossing-
Point Lemma wissen wir, dass g die dufsere while-Schleife mit ¢ = ¢ — 1 verlasst. Da g
in Zeile 16 dekrementiert wird, muss fiir g in Zeile 12 g = ¢ gegolten haben. Auf Grund
unserer Annahme wissen wir, dass fiir die Bedingungen der while-Schleife der Teil £ < ¢
verletzt sein musste. Daraus folgt, dass & > g = ¢ in Zeile 12 gelten muss.
In Zeile 16 wird g nochmals dekrementiert, in Zeile 23 wird k£ nochmals inkrementiert.
Somit gilt nach der dufseren while-Schleife £ > ¢ + 2 und somit o = 1.

O

Mit Hilfe des Crossing-Point Lemmas kann nun der Erwartungswert von J berechnet
werden. Es wird zuerst die bedingte Erwartung von 6 = 1 berechnet werden, um danach
iiber den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit die unbedingte Erwartung berechnen zu

konnen.

Lemma 4.3: Sei q das grofere Pivot-Element. Die Wahrscheinlichkeit

von § = 1 betrigt “=4, fiir n > 3. Daraus folgt weiter, dass E,[d|p, ¢] =

1 gilt.
Beweis Lemma 4.3: Da § € {0,1} gilt, erhalten wir E,[d|p,q] = P[0 = 1]|p, q]. Weiters
ergibt sich aus dem Crossing-Point Lemma P[0 = 1|p, q] = P[A[q] > ¢|p, q¢]. Wir machen
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eine Fallunterscheidung:

e ¢ < n: Alg] ist somit kein Pivot-Element, da diese an den Stellen A[1] und A[n]
liegen. Jedes der n—2 Elemente, die keine Pivot-Element sind, kann schlussendlich
an die Position A[q] getauscht werden, n — ¢ von ihnen sind grofer als ¢. Die

Wabhrscheinlichkeit fiir Alg] > ¢ liegt somit bei =1

e ¢ = n : In diesem Fall ist ¢ das grohte Element der zu sortierenden Liste. Daher

kann A[g] > ¢ nie eintreten und es gilt P[A[g] > ¢] = 0 = 2=1

n—2"

Fiir den Beweis des folgenden Lemmas benétigen wir den Erwartungswert des grofse-
ren Pivot-Elements ¢. Da im weiteren Verlauf dieses Kapitels der Erwartungswert von p

ebenfalls bendtigt wird, berechnen wir an dieser Stelle beide Werte.
Lemma 4.4: Es gilt E[p] = 3(n + 1) und E[g] = 2(n +1).

Beweis Lemma 4.4:

1 2
B 2 ~¢—q 1 nin+1)(2n+1)  n(n+1)
_n(n—l)g 2 _n(n—1)< 6 ! 2 +1>
_ 1 nin+1)@2n+1)-3n(n+1)\ 1 2(n—1)(n+1)
e () s (e )
1

n
1<p<q<m \2

= ;(n +1).
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Lemma 4.5: Es gilt E,[0] = 3.

Beweis Lemma 4.5: Aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich fiir den

Erwartungswert von 9:

E.[0] = ) Ppivots(p, )] = E[s|p, q]

1<p<g<n
1 n-—gq 1 ( >
S ] DD O
1<p<q<n (3) n=2 (-2 1<p<g<n  1<p<q<n
E
2L 2 Y _je+))
nn—1)(n—2) \2 n—2

n 2(n+1)  3n—2n—2

-2 3(n-2) 3(n—2)

In den folgenden Kapiteln werden mit S die kleinen, mit M die mittleren und mit L die
groken Elemente der Eingabe A bezeichnet. Fiir die Abkiirzungen wurden die englischen
Begriffe gew#hlt, da es ansonsten im spéateren Verlauf zu unnotig komplizierter Notation
gefiihrt hétte. Es gilt also

S={1,....,p—1}, mit |S|=p—1,
M={p+1,...,q—1}, mit |M|=q—p—1,
L={q+1,...,n}, mit |[L| =n—gq.

4.3.1 Durchschnittliche Anzahl an Vergleichen

co in Zeile 2:
Der Vergleich in Zeile 2 wird unabhéngig von der zu sortierenden Liste wihrend jedes

Partitionierungsschrittes genau einmal ausgefiihrt. Daher gilt
Co = 1.

¢y In Zeile 7:
Der Vergleich in Zeile 7 wird fiir jeden Wert von k einmal durchgefiithrt. Aus dem

Crossing-Point Lemma wissen wir, dass k die while-Schleife mit k& = ¢+ ¢ verldsst. Da k
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am Ende der Schleife nochmals erhdoht wird und mit k& = links + 1 = 2 initialisiert wur-
de, wird die while-Schleife fiir alle Werte aus der Positionsmenge K ={2,...,¢+d — 1}
ausgefiihrt.

Fiir ¢; ergibt sich somit ¢; = |[K| = ¢ — 2 + ¢ und somit wegen Lemma 4.3

E,[c1|p,q] = ¢ — 2+ E,[0]p, ¢

n—q
=qg—2 )
q +n—2

Die unbedingte Wahrscheinlichkeit fiir ¢; berechnen wir nun wieder iiber das Gesetz der
totalen Wahrscheinlichkeit:

E,[c1] = Z Plpivots(p, q)] * E,[c1|p, g

1<p<g<n
1 _
= 2w (q -2+ n—g>
1<hzgen (2) "
St X a3 24E0
nn—1) 1 n(n —1) "
1<p<gsn 1<p<gsn
2( +1) -2+ !
= —(Nn —_ —
3 3
2
=-n—1
3

¢y In Zeile 11:

Der Vergleich in Zeile 11 wird immer dann ausgefiihrt, wenn der Vergleich in Zeile 7
fehlschlagt. Aus dieser Tatsache folgt sofort, dass co < ¢q gelten muss.

Aus dem vorhergehenden Abschnitt wissen wir, dass ¢; = |[K| = [{2,...,¢+J — 1}] gilt.
Betrachtet man den Pseudocode, stellt man fest, dass die Zeile 11 nur im Fall A[k] > p
mit k € K erreicht wird. Da wir angenommen haben, dass die zu sortierenden Werte alle
verschieden sind und da die Indizes der Pivot-Elemtente p und ¢ nicht in K liegen konnen,
kann der Fall A[k] € {p, ¢} nicht auftreten und somit muss co = [{k € K : Alk] € MUL}|
gelten.

Dass die Indizes der Pivot-Elemente p und ¢ nicht in K liegen koénnen, hat den fol-
genden Grund. Zu Beginn des ersten Partitionierungsschrittes liegen die Pivot-Elemente
per Definition an den Stellen A[1] und A[n]. Per Definition von K gilt 1 ¢ . Dass
n & IC gilt, ist leicht zu zeigen. Wir nehmen an, n liegt in C, dann muss per Definition

gelten: n < g+ 0 — 1. Diese Aussage kann nur im Fall ¢ = n und 6 = 1 gelten. Aus dem
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Crossing-Point Lemma wissen wir aber, dass § = 1 nur im Fall A[g] > ¢ = n eintreten
kann. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass die Eingabe nur Elemente der Menge
{1,...,n} enthalt.

Weiters werden wir in den folgenden Abschnitten die folgende Notation verwenden. Mit
sQIC bezeichnen wir die Anzahl der kleinen Elemente an Positionen in . Formal gilt

somit

sQIC:= |{i € K : A[i] € S}|.

Die Definitionen fiir mittlere Elemente m und grofe FElemente [ sowie andere Positions-

mengen neben K seien analog.

Wir konnen nun ¢, folgendermafsen darstellen.
ey = mQK + [QIC.

An dieser Stelle ist wichtig zu bemerken, dass hier zwei Zufallsvariablen vorliegen. /C ist
eine Zufallsvariable, da die Menge von § abhiangt, m@K und [Q/C sind Zufallsvariablen,
da sie einerseits von K als auch von der Permutation der Eingabefolge abhéngen. Da
die Zufallsvariablen stochastisch abhingig voneinander sind, kénnen sie nicht einfach
durch ihren Erwartungswert ersetzt werden. Durch eine Fallunterscheidung kann dieses
Problem allerdings gel6st werden.

Betrachten wir § = 1: Die Menge K enthilt in diesem Fall die Elemente {2,...,¢}. Aus
dem Crossing-Point Lemma wissen wir, dass A[q] > ¢ gilt. Daraus folgt, dass in diesem
Fall die Anzahl der grofen Elemente mit Index in IC, (@, um eins wichst, fiir mQIC
dandert sich nichts.

Definiert man nun X' = {2,...,¢ — 1}, erhilt man somit: [QC = [QK' 4+ 1 und mQK =
mQK’.

Betrachten wir 6 = 0: In diesem Fall gilt X = K’ und es folgt sofort [QK = [@QK" und
mQK = maK’.

Mit diesem Wissen kann ¢ nun mit stochastisch unabhéngigen Variablen angeschrieben

werden:

co = mQK' 4+ [QK + 6.

Um nun den Erwartungswert von c; zu berechnen, werden die Erwartungswerte von
m@Q" und [QK’ benétigt. Die Berechnung wird an dieser Stelle nur fiir m@QX" durchge-

fithrt, QK" kann analog berechnet werden.
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Bei gegebenen Pivot-Elementen p und ¢ beschreibt m@K’ die Anzahl der mittleren Ele-
mente mit Positionen in X'. Wenn die Positionen der |m| mittleren Elemente aus den
n — 2 Nicht-Pivot-Elementen gewéhlt werden, entspricht dies einer Ziehung ohne Zu-
riicklegen. Betrachtet man das Ziehen aus der Menge K’ als Erfolg, erhélt man eine

hypergeometrische Verteilung mit der Punktwahrscheinlichkeit

)

(imp)

Bildet man nun den Erwartungswert E[m@K'|p, q|, erhélt man fiir den bedingten Er-

Plim| = K] =

wartungswert

: K]

E[maK'|p, q| = |m| *
n—2

und iiber das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit schlussendlich

Em@K'] = E[mQK'|]p,q] * Plpivots(p, q)]
1<p<g<n
2 K|

1<p<q<n

Nun wissen wir alles Notige, um ¢, zu berechnen. Fiir den bedingten Erwartungswert

von ¢y bei gegebenen Pivot-Elementen p und ¢ gilt

—((g—p-1)+(n—q) L2 L Eslp, g

n—2
q— 2
=n—p—1)——+E[ :
(n—p—1)— +E[|p, ]
Fiir die unbedingte Erwartung gilt somit
Elcs] = Em@QK'] + E[lQK'] + E[)]
B 2 qg—2 1
~n(n—1) Z (n=p 1)n—2+§
1<p<q<n
( 2 S (- 1)g—pg+2p— 2 10/ﬂ N4t (422
=|—- n—1)qg—pg+2p—2(n— n— —. .
n(n —1) e 3
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Mit einer Nebenrechnung berechnen wir zwei Teilergebnisse:

Z pq—z z::p > <q_1 ) Zq - ¢

y n?(n + ) n(n+1)(2n
-3 (" o)
1
=51 (n = Dn(n +1)(3n +2),
2(n — 1) 1:2(n—1)2q—1:2(n—1)w,

und setzen diese in (4.22) ein:

T - 1)2n+1) - L+ DB +2) +2(n+1) —2(n—1) 1

E = -
o2 n—2 +3
_ +(n—2)(5n —11) +1
n—2 3
5 7
=—=n—-—.
127 12

c3 in Zeile 12:

Der Vergleich in Zeile 12 wird fiir jeden Wert des Pointers g einmal ausgefiihrt. Da dieser
nur im Inneren der if-Abfrage in Zeile 13 und in Zeile 16 verringert wird, ergibt sich eine
sehr einfache Berechnung.

Der Zeiger g wird in Zeile 4 mit rechts — 1 = n — 1 initialisiert und aus dem Crossing-
Point Lemma wissen wir, dass die dufere while-Schleife mit ¢ = ¢ — 1 verlassen wird.

Somit kann g nur Werte in

G={n—-1,n-2,...,q}

annehmen. Fiir gegebenes ¢ ist ¢3 somit konstant mit c3 = |G| = n — ¢. Es gilt also

Eles|p,q] = n — q. Durch das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit erhélt man den
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unbedingten Erwartungswert von cs:

Eles] = > Plpivots(p,q)] * Elesp, g

1<p<g<n

2
T > (n—q)

1<p<g<n

¢4 In Zeile 17:

Der Vergleich in Zeile 17 wird fiir jeden Vergleich von ¢y, welcher als Ergebnis TRUE
liefert, einmal durchgefiihrt. Dies ist genau dann der Fall, wenn A[k] > ¢ gilt. Die Anzahl
der grofsen Elemente auf Positionen in I haben wir mit [QK bezeichnet. Mit der gleichen

Argumentation wie bei cs kénnen wir nun auch ¢4 darstellen als
cy = QK + .
Somit gilt
Elclp, q] = E[l@K|p, q] + E[d]p, q]

q—2 mn—q
n—2 n-—2

=(n—q)
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Das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit liefert somit

Ele] =E[lQK] + E[5]
P g—2\ 1
oy 2 (e-0i) g

~—

D P ;
:n(n — 12)(n —2) (%n%n? -1 - QTL@ - %m — n(n+1)(3n + 2)
2

4.3.2 Durchschnittliche Anzahl an Vertauschungen

S0 In Zeile 3:

Die Vertauschung in Zeile 3 wird so oft ausgefiihrt, wie der Vergleich ¢( ein wahres Ergeb-
nis liefert. Wir wissen, dass fiir den Erwartungswert E[co] = 1 gilt und da angenommen
wurde, dass die Eingabe eine zufillige Permutation von {1,...,n} darstellt, gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit von p > ¢, Plp > ¢] = 1.

Somit erhalten wir fiir den Erwartungswert fiir sg:

Elso] = co x P[p > ¢]

N | —

s1 In Zeile 8:

Die Vertauschung in Zeile 8 wird jedes Mal durchgefiihrt, wenn der Vergleich A[k] < p
in Zeile 7 TRUE als Ergebnis hat. Aus dem Crossing-Point Lemma wissen wir, dass der
Index k alle Werte aus der Menge K = {2,...,¢+ 9 — 1} annimmt. Die if-Abfrage liefert
somit fiir jedes kleine Element mit Index in K ein wahres Ergebnis, daher gilt s, = sQK.
Wie bereits bei der Analyse von ¢y finden wir hier eine stochastische Abhéngigkeit zwi-
schen K und s@QIC, da K abhéngig ist von d. Aber auch in diesem Fall kénnen wir die
Abhéngigkeit iiber eine Fallunterscheidung losen.

Es sei 6 = 1 und K" = {2,...,¢ — 1}, wie bei der Analyse der Vergleiche. Aus dem
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Crossing-Point Lemma, folgt, dass Alg| > ¢ gilt und wir daher keinen Beitrag zu sQK
erhalten. Es gilt somit sQK = sQK'.
Im Fall § = 0 gilt laut Definition I = K’ und wir erhalten somit

51 = sQK'.

Wir kénnen nun wieder die bedingte Erwartung berechnen und danach iiber das Gesetz

der totalen Wahrscheinlichkeit die unbedingte Erwartung. Dies liefert:

E[s1[p, q] = [sQK'|p, q}

q
)
E[s,] = Z ‘-’—
1<p<q<n
1 5
4 12

sy In Zeile 15:
Nachdem die Vertauschung in Zeile 15 durchgefiihrt wurde, wird der Vergleich in Zeile
17 genau einmal durchgefiihrt. Diese beiden Werte sind somit gleich grofs und daher gilt

Elsz] = Elca]
1 1

=" &
s3 in Zeile 18:
Die Vertauschung in Zeile 18 hingt eng mit dem Zeiger [ zusammen und kann dadurch
leicht berechnet werden. Betrachtet man den Pseudocode von Yaroslavskiy’s Partitio-
nierung, stellt man fest, dass der Zeiger [ in den Zeilen 9 und 19 jedes Mal unmittelbar
nach einer Vertauschung erhoht wird. Wenn nun [ alle seine moglichen Positionen in £
durchlduft, erhalten wir s; + s3 = |£| — 1. Da s; bereits bekannt ist, kdnnen wir s3 aus
L berechnen.
In Zeile 5 wird [ initialisiert mit dem Wert links + 1 = 2. Am Ende der while-Schleife
wird [ um eins verringert, bevor in Zeile 26 das kleinere Pivot-Element p an die Stelle [
getauscht wird. Somit muss [ am Ende der while-Schleife den Wert p + 1 angenommen
haben. Also gilt £ ={2,...,p+ 1} und es folgt fiir s3:

=|L]|-1—s=p—1-s@K"
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Fiir den Erwartungswert von sz erhalten wir
E[s;] = E[p] — 1 — E[s4]

1 1 5

S D1—(n-2
g+ 1) (4" 12)
11

LS

s, in Zeile 26, s5 in Zeile 27:
Die beiden letzten Vertauschungen in den Zeilen 26 und 27 werden am Ende jedes

Partitionierungsschrittes genau einmal ausgefiihrt. Somit gilt

S4 = 55 = 1.
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4.3.3 Ergebnisse

Da wir nun wissen, wie oft die Vergleiche und Vertauschungen an den jeweiligen Stel-
len ausgefiihrt werden, konnen wir die Werte in die gel6ste Rekursion von Dual-Pivot-
Quicksort einsetzen und erhalten somit die erwartete Anzahl an Vergleichen und Ver-
tauschungen.

Allerdings muss hier das folgende beriicksichtigt werden. Bei der Losung der Rekursion
(4.3) haben wir eine lineare Kostenfunktion f,, = an +b fiir n > 2 angenommen. Im Fall
n = 2 folgen bestimmte Stellen im Algorithmus nicht dieser Annahme und haben keine
Kosten.

Als erstes werden wir erldutern, wie in diesem speziellen Fall fo = 0 # 2a + b vorzuge-
hen ist, danach werden wir eine Tabelle mit den genauen Werten, die in die Rekursion

eingesetzt werden, angeben.

Betrachten wir den elementaren Losungsweg der Rekursion wie in Kapital 4.2.2. Der
Fall fo = 0 kommt in unserer Herleitung der Rekursion im allgemeinen Fall mit M > 1

gliicklicherweise nur einmal vor. Namlich bei der Berechnung von Fj; 3 im Fall M = 1.

(M+3) B (M+4)
Bei der Berechnung von p in (4.14) wird Fj; .3 mit dem Faktor (”T“ + 4—5> =

4
2L 4 O(sr) multipliziert.

n4

Das bedeutet, dass im Fall M =1 und f; = 0 # 2a + b noch der Term

(”T“ﬁ@a +b) + O(%)) = 22t (4 1) + O(-) abgezogen werden muss.
2

Fiir die Kosten fiir die einzelnen Vergleiche ergibt sich die folgende Tabelle

Stelle Co c1 Co c3 C4
Erwartungswert (n > 3) 1 n—1 Bn—15  sn—3 n—
best. Wert fiir n = 2 nein 0 0 0 0

Fiir die Kosten fiir die einzelnen Vertauschungen ergibt sich die folgende Tabelle
Stelle S0 S1 59 S3 Sq Sy
Erwartungswert (n >3) % m—3 n—5 Hn—i 1 1
best. Wert fiir n = 2 nein 0 0 0 nein nein
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Als Ergebnis fiir die Anzahl der zu erwartenden Vergleiche und Vertauschungen wiahrend
der Partitionierung erhalten wir nach Einsetzen der jeweils betrachteten Stellen ¢; und
s; in die geloste Rekursion (4.15) somit die folgenden Tabellen. Im Fall M = 1 wird
mittels H,, ~ In(n) + v eine Ndherung angegeben.

Um etwaige Unklarheiten bei der Berechnung zu beseitigen, fiihren wir die Berechnung
fiir die Stelle ¢y hier ndher aus.

Fiir ¢o gilt: ¢ = 1. Koeflizientenvergleich mit der angenommenen linearen Kostenfunk-
tion f, = an + b liefert fiir @ und b die Werte: a = 0,b = 1. Setzt man diese Werte

nun, gemeinsam mit M = 1 und F¥ = 0, in die Gleichung (4.15) ein, erhiilt man:

Fo=m(8) L=k

Stelle M =1, exakt fir n >4  Asymptotische Ndherung, Fehler O(Inn)
Co in—1 0,4n

o %(n + 1), — %n _ % 0,8n1In(n) —1,198n
o Hn+1)H, —p — L 0,5n1n(n) —0,736n
N 20 1 1)H, — Znt 4 0,4nIn(n) — 0,649n
04 Yn+ DH, — 2 - .1 0,2nln(n) — 0,275n
50 5N =3 0,2n

N S (1 )My — 2Ly L 0,30 1n(n) — 0,462
s 5+ Do = fi5m = g5 02nln(n) = 0,275n
A 0. nlnn) 0,187
54 in— 15 0,4n

S5 in— 0,4n
C=Ya B+ DH— Tin— L, 9nIn(n) =2, 458n
S=Ys n+1)H,— Zn-L 0,6nlIn(n) + 0,076n
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Stelle

M > 2, Asymptotisch korrekt mit Fehler O(1/n?)

6

Co ST (n+1)—

c1 2n 4+ 1) (Hnr1 — Hargo) + (B - MLH) (n+1)+3

€2 s+ D) (Ho — Harso) + (& 5(MG+2) (n+1)+1

c3 2(n+1)(Hps1 — Harge) + %5(1\/16”);(71—1-1)—1—%

“ bt )(Hss = Harsa) + (i = sty ) (0 D+

50 m(n +1)—3

51 B (n+1)(Huss — Harsa) + (% - 5(M4+2)) (n+1)+ 1

52 Ln 4+ 1) (Hapr — Harg2) + (11590 5(Mz+2)) (n+1)+1

53 E(n+ 1) (Hps1 — Hargo) + (31090 5(MQ+2)> (n+1)+ ¢

54 5(1\/?+2) (n+1)—3

55 5(1\/16+2) (n+1)—3

C=Ye B+ D)Mo — Haroo) + (8 — ity ) (04 1) + 4+ O(H)
S=S s Hn+ )Mot — Hue) + (B + s5by ) (04 1) = 5 + O(H)
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4.4 Average-Case Analyse von Sedgewicks Partitionierung

Auch der zentrale Teil von Sedgewicks Partitionierung sei an dieser Stelle fiir den Leser

erneut angefiihrt.

1. if right — left > M then

2: i = left; i, = left;

3 J =right; j1 := right;

4: if Alleft] > A[right] then exchange(A[left], A[right));

5. p:= Alleft]; q :== A[right];

6: while true do

7 1:=1+1

8 while Afi] < ¢ do

9: if i > j then break outer while //pointers crossed
10: if Afi] < p then

11: Aliq] == Ali;

12: 11 =1, +1;

13: Ali] := Aliq);

14: end if

15: 1:=1+1;

16: end while

17: ji=7-1

18: while A[j] > p do

19: if A[j] > g then

20: Alj] == Aljl;

21: =J+ 1

22: Alj] = A[j + 1];

23: end if

24: if i > j then break outer while //pointers crossed
25: Ji=7—1

26: end while

27: Alir] == Alj]; Ali] == Alil;
28: =1 +1; 51 =751 — 1
29: Alt] := Ali]; Aly] :== Al

30: end while

31: Aliy] :=p

32: Alnl=¢q

33: DualPivotQuicksortSedgewick (A, left, i1 — 1);
34: DualPivotQuicksortSedgewick(A, i1 + 1, j; — 1);
35: DualPivotQuicksortSedgewick (A, j; + 1, right);

36: end if

78



Die fiir unsere Analyse interessanten Stellen sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
fasst:

Vergleich Tausch
Zeile 4 Co So
Zeile 8 C1
Zeile 10 Co
Zeile 11-13 S1
Zeile 18 C3
Zeile 19 Cy4
Zeile 20-22 So
Zeile 27-29 S3
Zeile 31 Sy
Zeile 32 Ss

Fiir eine exakte Analyse ist es erneut wesentlich, zu wissen, an welcher Stelle sich die

beiden Zeiger ¢ und j kreuzen. Dafiir bendtigen wir zuerst ein Hilfslemma

Lemma 4.6:
Bis auf die Pivot-Elemente wurden die Elemente, die in den Ver-
gleichen ¢y bis ¢4 verwendet wurden, bis zu diesem Zeitpunkt nicht

verandert.

Beweis: Fiir den Beweis geniigt ein Blick auf den Pseudocode. Nach jedem Tausch mit
einem Element A[i] oder A[j] werden die entsprechenden Zeiger ¢ oder j um eins erhoht
oder um eins verringert. Somit zeigen die Pointer immer auf ein noch unberiihrtes Ele-
ment.

(]

Wir nennen den Punkt, an dem sich ¢ und j kreuzen, erneut den Crossing-Point. Um
diesen Crossing-Point mit jenem aus dem letzten Kapitel zu unterscheiden, werden wir
ihn nun mit x bezeichnen.

Eine erste Beobachtung sei an dieser Stelle gleich festgehalten. Die Vergleiche in den
Zeilen 9 und 24 garantieren, dass die dufere while-Schleife verlassen wird, sobald ¢ = j
gilt. Fiir x gilt daher sofort x =i = j.

Es wird nun der Erwartungswert von x bestimmt.
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Lemma 4.7: Crossing-Point Lemma:

Es sei das Array A eine Permutation von {1,...,n}, fir n > 2.
Weiters seien p = min{A[1], A[n]} und ¢ = max{A[1], A[n]} die beiden
Pivot-Elemente.

Dann ist der Crossing-Point y gleich dem Index des (p + 1)-ten

nicht-mittleren Elements von A.

Um uns zukiinftig komplizierte Formulierungen zu ersparen fiihren wir eine neue Nota-
tion ein. Im folgenden sei #m(x) die Anzahl der nicht-mittleren-Elemente zur Linken

von = im Ausgangsarray. Formal gilt

#m(z) = [{Aly] : 1 <y <w Aly ¢ M}

Mit dieser Notation kann das Crossing-Point Lemma auch folgendermaften formuliert
werden.
Es gelten dieselben Voraussetzungen wie oben. Fiir den Crossing-Point

x von i und j gilt x := min{x : #m(z) =p+ 1}.

Beweis Lemma 4.7: Als erstes wird festgestellt werden, dass A[x] kein mittleres Element
sein kann.

Angenommen wir verlassen die dufere while-Schleife aufgrund der if-Bedingung in Zeile
9. Dann konnen wir zwei Félle unterscheiden. Im ersten Fall hat sich der Wert von j
nicht verdndert. Es gilt daher j = n und daher auch A[j] = ¢ € M. Im zweiten Fall
hat sich der Wert von j gedndert. Daher muss A[j] < p gelten, da wir uns nur in dem
Fall, dass die Bedingung in Zeile 18 verletzt wurde, wieder in der i-Schleife befinden. In
beiden Fallen ist somit A[j] kein mittleres Element.

Verlassen wir die dufere while-Schleife iiber die Bedingung in Zeile 24, dann wurde zu-
vor die i-Schleife mit A[i] > ¢ verlassen. Auch hier ist A[i] offensichtlich kein mittleres

Element.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass wir die dufere Schleife mit #m(i) = i; + 1 ver-

lassen.
Wir betrachten die ¢-while Schleife. Der Index ¢ durchlauft alle Elemente der Menge
{2,...,x}. Fiir jedes ¢ < x ist A[¢] trivialerweise ein kleines, mittleres oder grofes Ele-

ment. Ist A[i] ein kleines Element, wird es in Zeile 10 hinter i; getauscht. Ist Afi] ein
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grofses Element, wird es, nachdem in der j-while Schleife ein entsprechendes, kleines Ele-
ment gefunden wurde, in Zeile 27 mit diesem getauscht. Somit befinden sich zwischen
den Zeigern ¢ und iy nur mittlere Elemente.

Fiir ¢ = x wissen wir von oben bereits, dass A[x] kein mittleres Element sein kann.
Wenn Aly] € S gilt, verlassen wir schlussendlich die &ufere Schleife durch den Vergleich
in Zeile 9. Wenn Alx] € G gilt, iiberspringen wir die erste innere while-Schleife und
beenden schlussendlich durch den Vergleich in Zeile 24 die dufere Schleife. In beiden
Fallen werden die relevanten Vertauschungen nicht durchgefiihrt.

Somit erhalten wir, dass i; genau die Anzahl an nicht-mittleren Elementen links von yx

darstellt, allerdings ohne das Element an der Stelle x. Es gilt somit

) = #m(i) = i1 +1=p+ 1.

Da die Anzahl der mittleren Elemente links von x an der Stelle y nochmals erhéht wird,
ist x garantiert der kleinste Index mit #m(y) =p+ 1.
(]

Wir konnen nun den bedingten und unbedingten Erwartungswert von y berechnen.

Lemma 4.8:

Fiir den bedingten Erwartungswert von y gilt:

p

Elxlp,q) =p+1+(¢—p—1)———.
XIp.q] =p (¢—p )p+n_q

Fiir den unbedingten Erwartungswert von y gilt:

1 3 1
E[x] =gnTg o
Beweis Lemma 4.8: Es sei 1 die Anzahl der mittleren Elemente zur Linken des (p + 1)-
ten nicht-mittleren Elements. Offensichtlich gilt 0 < p < |M|=¢—p+ 1.
Aus dem letzten Lemma wissen wir, dass y = p+ 1+ p gelten muss und aus der Lineari-
tat der Erwartung folgt somit E[x|p, ¢| = p+14+E[u|p, ¢]. Wir miissen also die erwartete
Anzahl an mittleren Elementen in Abhéngigkeit von p und ¢ bestimmen.
Nehmen wir an, wir entnehmen aus der eingegebenen Folge alle mittleren Elemente so-
wie die Pivot-Elemente am Beginn und am Ende. Ubrig bleiben p — 1+ n — g kleine oder

grofse Elemente. Zwischen jedem Paar von solchen Elementen, aber auch am Anfang und
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am Ende der Folge, konnen wir nun die | M| mittleren Elemente in zufélliger Reihenfolge
und beliebiger Anzahl wieder einfiigen. Es existieren somit p—1+n—qg+1=p+n—gq

Stellen, an denen jedes mittlere Element eingefiigt werden kann.

Da nur jene Elemente zu p zéhlen, die links des (p + 1)-ten nicht-mittleren Elements
liegen, gibt es fiir uns nur p ,,gute” Slots an denen wir Elemente einfiigen kdnnen.
Zusammengefasst ergibt dies eine Binomialverteilung: Wir wihlen |M| Stellen mit Zu-
riicklegen aus p +n — ¢ Moglichkeiten, wobei p dieser Moglichkeiten einen Erfolg dar-
stellen.

Somit ist E[u|p, ] binomialverteilt und es gilt fiir den Erwartungswert:

_pr
p+n—1

p

Elulp, q] = |M —(q-p—-1)———.
[ulp, ] = | M| (g—p )p+n_q

Aus dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit und der Linearitéit des Erwartungswertes
folgt:

E[x] = E[p] + E[1] + E[y]

= %(n—k 1) +1+E[y.
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Wir konnen nun den unbedingten Erwartungswert von p berechnen. Es gilt

Elu)= Y Plpivots(p,q)]  E[ulp, q]

1<p<g<n

2 P
= Y a-p- )
n(n—1) 13;91 p+n—gq
n—1 n—p—1

2 m
S0P 2

2 m—(n—1)4+(n—1)
:n(n—l)zpz (n—1)—m

n—1 n—p—1

p=1 m=0
n—1 n—1 n—p—1
2 2 1
= - pln=p)+=> p )
n(n —1) ~ nest o~ (n—1)—m

el nzipmn_l )

= L)+ Ha(n 1) - %nZ}p M, - %ZH

— %(n + 1) +Hoa(n—1) — (np: 2)(n _217)1(2%”‘1 :D — %(n —1)(Hp1 — 1)

_ %(n—kl)—l—?—lnl (n—l— (”_135”_2) _ 2(”; 1)) +%g(n—1)<n—3)+4<n_1))
. ~- - n(nt1)

— 1) - % _
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Fiir den Erwartungswert E[y] folgt somit:

E[x] = E[p] + E[1] + E[y]

1 1 1

= N4+1+-= 1) — —
3m+)+ +6m+) -

1 +3 1

Ty T

Da die theoretische Vorarbeit nun geleistet wurde, konnen wir in den folgenden Ab-
schnitten bestimmen, wie oft die jeweiligen Vergleiche und Vertauschungen durchgefiihrt

werden.

4.4.1 Durchschnittliche Anzahl an Vergleichen

co in Zeile 4

Der Vergleich in Zeile 4 wird in jedem Partitionierungsschritt durchgefiihrt. Es gilt daher

C():]_.

c; in Zeile 8

Der Vergleich in Zeile 8 wird fiir jeden Wert von i genau einmal durchgefiihrt. Nach der
Initialisierung mit ¢ = 1 wird ¢ in Zeile 7 um eins erh6ht und durchlduft somit sdmtliche
Werte der Menge

I:={2,... x}
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Es gilt daher ¢; = |I| = x — 1 und somit gilt fiir den bedingten und unbedingten

Erwartungswert von cy:

Elcilp, g = E[x|p,q] — 1

p
—pt+lt(g—p-—1—C 1
p (¢—p )p+n_q
_, Ma-r—9
p+n—gq
E[Cl] = ]E[X] -1
1 3 1
e ST |
5"ty
111
Ty T

¢y In Zeile 10
Der Vergleich in Zeile 10 befindet sich innerhalb der ersten inneren while-Schleife und
wird deswegen nur im Fall A[i] < ¢ erreicht. Auf Grund der if-Abfrage in Zeile 9 wird der

Vergleich im Fall i« = x nicht mehr ausgefiihrt. Der Pointer 7 lduft somit in der Menge

I'={2,....,x —1}.

Fiir ¢, folgt daher, dass co = s@QI' +m@I’ gilt. Bei der Berechnung ist zu beachten, dass
I'; s@]" und m@J[’" Zufallsvariablen sind und auch voneinander abhdngen.

Wir beginnen mit s@QJ’. In der zu sortierenden Folge befinden sich ohne den Pivot-
Elementen p — 1 + n — ¢ kleine und grofe Elemente. Aus dem Crossing-Point Lemma
fiir Sedgewicks Partitionierung wissen wir, dass das Element an der Stelle y das (p+ 1)-
te nicht-mittlere Element ist. Aus dem Beweis von diesem Lemma wissen wir weiter,
dass auch die Elemente an den Stellen 1 und x keine mittleren Elemente sind. Somit
befinden sich genau p — 1 Elemente an Positionen in I’ und es gilt aufgrund der gleichen

Berechnung wie bei (4.21):
E[sQl'lp,q] = (p —1)———— p—1
’ p—14+n—q

Betrachten wir nun m@/[’. Auch hier liefert das Crossing-Point Lemma die Losung. Wenn
das Element an der Stelle x das (p+ 1)-te nicht-mittlere Element darstellt, dann miissen
sich links von x genau y — (p + 1) mittlere Elemente befinden. Diese Elemente konnen

wieder nicht an den Stellen 1 und x liegen und miissen deswegen alle an Positionen in
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I’ sein. Es gilt daher mQI’ = x —p — 1 und wegen der Linearitit des Erwartungswertes
folgt

E[m@QI'lp,q] = E[x|p,q] —p — 1
=p+l+(g—p-1)

=qg—-p—1)————.
(¢—p )p+n_q
Mit diesen beiden Zwischenergebnissen konnen wir nun den Erwartungswert von co be-

rechnen. Fiir den bedingten Erwartungswert ergibt sich

Elco|p, q) = E[sQI'|p, q] + E[mQI'|p, q|
(p—1)? +pw—p—D
n+p—q—q n+p—q

Mit Hilfe des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit folgt weiter

Elcy] = E[sQI'] + E[mQI’]
= Z P[pivots(p, q)] (E[sQI’|p, q] + E[sQI'|p, q])

1<p<g<n

2 (p—1)° plg—p—1)
~n(n—1) 2 (n+p—q—1+ n+p—Q>'

1<p<g=<n

Der zweite Summand wurde von uns bereits berechnet. Dies ist genau E[u] = §(n+1)+3.

Betrachten wir nun den ersten Summanden. Wir erhalten:

2 p-12 2 & , < 1
TRy Dy i1 DI e Wiy

1<p<g<n p=1 g=p+1
2 n—2
_ 2 _
T s
2 n—2 2 n—2
_ 2 2
a1 e T gy 2 e
p=1 p=1
2(n — 2)(n —1)(2n — 3) = )
= 1
n(n —1)6 Hn- n(n—1) po(p+ ) Hy
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Wir betrachten die zweite Summe. Wegen (p + 1)? = 2(%) + 3p + 1 konnen wir weiter

vereinfachen:
- H(p F1PH, = 5 (2(5) +3p+1) H
n(n—1) pard P on(n—1) g 2 p
2 n—2 1 n—2 1
:n(n_l) 2( 3 >(Hn—2__)+2< 2 )(,Hn—2_§)+(n—2)(%n_2—1)
_ 2 (n—1)(2n —3) 4n? —n +3
- n(n—1) [( 6 ) T ‘

Der zweite Umformungsschritt folgt aus (2.5).

Einsetzen des Ergebnisses liefert

2 Z (p—1)2%  4n® —9n’>+5n—6
) n+p—q—1 18(n —1)n
2 ) 1

0" 18 3atn—1)

n(n—1
1<p<g<n

Setzt man schlussendlich beide Teilergebnisse zusammen, erhdlt man fiir den Erwar-

tungswert von ca:

i () (i)

c3 in Zeile 18
Der Vergleich in Zeile 18 wird fiir jeden Wert von j genau einmal durchgefiihrt. Nach
der Initialisierung mit j = n wird j in Zeile 17 um eins verringert und durchlduft somit

alle Werte der Menge
J={n—-1,...,x}.
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Daher gilt ¢ = |J] = n — x und somit gilt fiir den bedingten und unbedingten Erwar-

tungswert von cs :

Eles|p, ¢l =n — E[x|p, q]

—p—1
gy Mamp=D
p+n—gq
Elcs] = n — E[x]
1 3+1
:n——n—_ —
2 2 n
1 3 1
= —Nn — — —_
2 2 n

¢4 In Zeile 19

Der Vergleich in Zeile 19 befindet sich innerhalb der zweiten, inneren while-Schleife. Aus
der Bedingung der while-Schleife ergibt sich, dass der Vergleich fiir jedes j aus J mit
A[j] > p durchgefiithrt wird. Somit erhalten wir ¢y = mQJ 4 [@.J.

Wie bei der Berechnung von ¢y sind sowohl J als auch die Mengen m@J und ¢g@QJ
Zufallsvariablen und voneinander abhéngig.

Wir wissen aus der Berechnung von E[x|p,¢] und E[x], dass die kleinen und groken
Elemente zusammen (p — 1) + (n — ¢) Elemente ausmachen, von denen p — 1 in I’ =
{2,...,x — 1} liegen. Da die Menge J = {2,...,n — 1} \ I’, abgesehen von den Pivot-
Elementen, genau das Komplement von I’ darstellt ergibt sich, dass I’ genau n— g kleine

und grofe Elemente enthilt. Es folgt daher fiir den zweiten Summanden [QJ:

n—yq
Ell@J|p,ql = (n —q .
H8Jlp ) =1 %p—D+%n—®
Wir betrachten den ersten Summanden. Aus der Berechnung von ¢y, wissen wir, dass
E[maQl’'|p,q] = % gilt. Da in Summe g — p — 1 mittlere Elemente existieren, folgt

aus J ={2,...,n—1}\ I"

(g—p—1p
E[mQJlp,q| = (q—p—1) — ———%
[m@QJlp.ql =(¢—p—1) prarra—

Zusammen erhalten wir den bedingten Erwartungswert fiir c,:

(n —a)” +(q—-p—1)—

E =Y M—pZ P
[calp. d] PE— maa—
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. . . —1)2 —q)? .
Indem wir die Symmetrie von >, _ o, % = D l<p<q<n % ausniitzen,

miissen wir nur noch bereits bestimmte Terme einsetzen und erhalten fiir den unbeding-

ten Erwartungswert von cy:

2 5 | 1 o1

E[c4]:—n————+_(n_2)_(q p—1p
0" 18 3a(n-1) ' 3 PT—
7 10 1 1

4.4.2 Durchschnittliche Anzahl an Vertauschungen

So In Zeile 4
Die Vertauschung in Zeile 4 wird immer dann durchgefiihrt, wenn sich die Pivot-Elemente
in der falschen Reihenfolge befinden. Da als Eingabe eine zufillige Permutation ange-
nommen wurde, gilt .

E[so] = 3"
s1 in den Zeilen 11 bis 13:
Die Vertauschung in Zeile 11-13 befindet sich in der ersten der inneren while-Schleife
und wird ausgefiihrt, wenn A[i] < p gilt. Wenn wir mit I’ wieder die gleiche Menge wie
im letzten Abschnitt bezeichnen, gilt somit s; = s@QI’. Die Erwartungswerte wurden

bereits bei der Berechnung von ¢y bestimmt und es gilt

(p—1)
p—1+(n—q)
2 5 1

Elsi] = 9" T 18 3n(n—1)

E[31’p7 Q] = (

$o In den Zeilen 20-22:
Die Vertauschung in Zeile 20-22 wird analog zu s; fiir jedes j mit A[j] > ¢ ausgefiihrt.
Somit gilt so = [@QJ. Der bedingte und der unbedingte Erwartungswert wurden bereits

bei der Berechnung von ¢4 bestimmt und es folgt

(n —q)?
Blsalnd = =gy
E[so] = Zn o E B :

9 18 3n(n—1)

s3 In den Zeilen 27-29:

Die Vertauschung in Zeile 27-29 wird fiir jeden dufleren Schleifendurchlauf einmal durch-
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gefilhrt. Um diese Anzahl zu bestimmen, betrachten wir den Zeiger i;. Dieser Zeiger
wurde mit links = 1 initialisiert, wird wihrend der Vertauschungen s; und s3 um eins
erhoht und stoppt an der Stelle des kleineren Pivot-Elements p. Somit wird ¢; genau
(p — 1)-mal erhoht und es gilt s; + s3 = p — 1. Der Erwartungswert von s; ist bereits

bekannt und es gilt somit:

E[ss|p,q] = p — 1 — E[s1|p, q
(p—1)°
(p—1)+(n—-q)

1 2> 5 1

e O Y (e o S S
(=2 <9” 18 3n(n— 1))
17 1

ss und s5 in Zeile 31 und 32:

Die Vertauschungen in den Zeilen 31 und 32 erscheinen auf den ersten Blick zwar nicht
wie ein normaler Tausch, sondern sehen eher wie eine einfache Zuweisung aus. Doch
betrachtet man zusétzlich noch die Zeile 4, dann erkennt man, dass ein Tausch vollzogen
wird.

Die Vertauschungen s, und s; werden in jedem Partitionierungsschritt genau einmal

durchgefiihrt und daher ergibt sich

4.4.3 Ergebnisse

Wie bereits bei der Analyse von Yaroslavskiy’s Partitionierung erhalten wir nun die An-
zahl an Vergleichen und Vertauschungen indem wir die berechneten Werte in die geldste
Rekursion (4.15) einsetzen.

Erneut sind spezielle Werte im Fall M = 1 und f, = 0 # 2a + b zu beriicksichtigen. Wei-
ters muss der Umstand beriicksichtigt werden, dass bei der Losung der Rekursion Par-
titionierungskosten der Form f,, = an 4+ b angenommen wurden, Sedgewicks Partitionie-
rung aber an einigen Stellen zusétzliche, nicht-lineare Kosten der Form f,, = an+b+c¢/n
oder f,, =an+ b+ c/((n(n — 1)) aufweist.

Auf Grund der Linearitidt der Gleichung (4.11) kénnen wir den linearen Beitrag f,, =
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an + b wie gewohnt berechnen und miissen nur noch den einen Beitrag fiir ¢/n be-
ziehungsweise ¢/((n(n — 1)) addieren. Dieser nichtlineare Beitrag ldsst sich auf die
gleiche Weise bestimmen und man erhélt als Ergebnis fiir M = 1, dass im Fall ¢/n
noch der Term g5(n + 1) addiert werden muss, im Fall ¢/((n(n — 1)) ergibt sich der
zuséitzliche Term G(n + 1). Wenn M # 1 gilt, muss im Fall ¢/n noch der Term
c () <(Mié])\gjfg)j(ﬂll)2> addiert werden, im Fall ¢/(n(n — 1) ergibt sich der zusétzli-

nal 2(M2+4M+9)
che Term ¢ (%) ((M+3)(M+2)(M+1)2M).

Fiir die Kosten der einzelnen Vergleiche ergibt sich die folgende Tabelle.

Stelle Co c Co

Erwartungswert (n > 3) 1 n+l-L1  Ip-_1_1_ 3eT)
best. Wert fiir n = 2 nein 0 0

Stelle c3 4

Erwartungswert (n >3) gn—35+, -9 +5 = 500

best. Wert fiir n=2 0

Fiir die Kosten der einzelnen Vertauschungen ergibt sich die folgende Tabelle.

Stelle So $1 S
Erwartungswert (n >3) 1 2n— & — m 2n— & — m
best. Wert fiir n = 2 nein 0 0

Stelle S3 Sy4 Ss
Erwartungswert (n > 3) gn— 5+ g0 1 1

best. Wert fiir n = 2 0 nein nein

Als Ergebnis fiir die Anzahl der zu erwartenden Vergleiche und Vertauschungen wih-
rend der Partitionierung erhalten wir nach Einsetzen in die geldste Rekursion somit die

folgenden exakten und asymptotischen Formeln.
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Stelle M=1, exakt fiir n >4 Asymptotische Niaherung, Fehler O(lnn)

Co %n — % 0,4n
c1 Sn+1)Hy— 2n— 5 0,6nIn(n) — 0,574n
Co £+ 1)H, — 3n — 328 0,467n1n(n) — 0,613n
3 71 9
cs s(n+1D)Hn — &n+ =5 0,6nln(n) —1,074n
Cy Zn+1D)H, — Bn+ & 0,467n1n(n) — 0,813n
1 1
So N — 55 0,2n
51 Zn+DH, — 32 — & 0,267nIn(n) — 0, 388n
S9 Zn+1)H, — 32— & 0,267nIn(n) — 0, 388n
S3 £+ 1DH, — 550+ 55 0,133n1In(n) — 0,261n
2 1
S4 = S5 5N = 1 0,4n
C=,¢ ZN,(n+1)—12n— 5L 2,133n1n(n) — 2,674n
S=3s  FHaln+1)—L2n— 2 0,8nIn(n) — 0,298n
Stelle M > 2, Asymptotisch korrekt mit Fehler O(1/n?)
6 1
Co 5(M+2)(n+1)+5
3 n+1y (19 3(M2+4M+7)
‘1 s+ D(Hoer = Hars2) + (%5) <E - (M+3)(M+2)(M+1)2)
7 n+l 133 9M*+54M3+101 M2 4+98 M +18 1
C2 150+ D) (Honr — Hars2) + (%51) (56 — 3(7\_/[+3)(J\—~/_[+2)(MT|-1)2]\; ) i
3 nt1 19 3(4M3+19M>424M+5)
€3 B(n + 1) (Hnt1 — Hago) + (%) <1_0 T (M3 (M+2)(M+1)2 ) —1
7 n+1 133 | 27M*+144M34223M>4136M—18 3
¢4 15+ 1) (Hagr — Harsa) + (%5) <_o + 3(+1\J+3)(1\;[r+2)(M—tl)2M ) 1
50 5(MS+2) (n+1)+1
4 1\ (38  2(6M*4-30M3+43M>422M+9) 1
S1 5+ 1) (Hosr — Husa) + (55) (55 — B(M+3)(M+2)(M+1)2M 3
4 n+l 38 2(6M*+30M3+43M3422M+9) 1
$2 150+ D) (Hor — Harso) + ("51) (5 — “Ssoiisoroaroor ) — 3
2 n+1 19 _ 9MA4+45M34+61M2419M 18 1
3 5+ 1) (Harr — Harga) ("5) + (4_5 - 3(AJ2+3)(A;+2)(1\4++1)2M 1
6 1
S4 = S5 5(M+2)(n+1)+§ : i )
32 n+1) ( 304 4(M?44m+9 3
¢ = Zz Ci E(” + 1) (Hnt1 — Hut2) + (%) <E B 3(M+3)(M+2)(M+1)2M> T2
S=2.si B+ D) (Huer — Hareo) + (") (35— 373) —

In beiden Fallen muss s3 doppelt gezidhlt werden. Der Grund ergibt sich direkt aus dem

Pseudocode.
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4.5 Optimale Strategien

In diesem Abschnitt werden wir zwei weitere Partitionierungs-Strategien mit den Na-
men “Clairvoyant® und “Count” kennen lernen [AD13|[ADH"16]. Clairvoyant greift dabei
wahrend des Partitionierungsprozesses auf ein Orakel zuriick, um zu wissen, mit welchem
Pivot-Element verglichen werden soll. Die Strategie Count stellt eine algorithmische Ver-

sion von Clairvoyant dar.

Beide Strategien werden zur Vereinfachung nur anhand der benétigten Vergleiche ver-
glichen werden. Wir gehen wieder von der bereits bekannten Rekursionsgleichung fiir

Dual-Pivot Quicksort aus:
(’I’L —k— 1)Fk

Wiederum besteht der einzige Unterschied nur in den Kosten f, fiir den ersten Parti-
tionierungsschritt. Nach der Wahl der Pivot-Elemente p und ¢ bleiben genau s =p — 1
kleine Elemente, m = ¢ — p — 1 mittlere Elemente und [ = n — ¢ groke Elemente iibrig.
Im Idealfall wird wihrend der Partitionierung fiir kleine und grofe Elemente jeweils nur
ein Vergleich bendtigt. Um ein mittleres Element zu klassifizieren, werden dagegen zwei
Vergleiche gebraucht.

Die minimale Anzahl an Vergleichen fiir das Sortieren von n Elementen mittels Dual-
Pivot Quicksort lisst sich somit folgendermafen berechnen: 1 Vergleich um die Pivot-
Elemente richtig zu ordnen, zumindest 1 Vergleich fiir die iibrigen n — 2 Elemente plus
eines zusatzlichen Vergleichs fiir die durchschnittlich ”T’Q mittleren Elemente:

n—2 4

=—(n—2 1.
3 3(n )+

1+ (n—2)+

Wird nun wéihrend des Partitionierungsprozesses ein kleines Element zuerst mit g oder
ein groftes Element zuerst mit p verglichen, ergeben sich zusitzliche Vergleiche. Die
dadurch entstehenden zusétzlichen Vergleiche werden im folgenden mit Ss, fiir einen
zweiten Vergleich zur Klassifikation eines kleinen Elements, und Lo, fiir einen zweiten
Vergleich zur Klassifikation eines grofen Elements, bezeichnet.

Somit kénnen nach der Durchschnittsbildung iiber alle p,q die Kosten fiir den ersten
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Partitionierungsschritt wie folgt berechnet werden:

oz 2= 1+ 3 E[Sy+ Lols 1] (4.23)
3 (2) s+HI<n—2

Der letzte Summand bezeichnet die zusdtzlichen Kosten und ist der einzige Summand,
der vom konkreten Klassifikationsalgorithmus abhédngt. Fiir Clairvoyant werden wir diese
zusétzlichen Kosten mit AS” bezeichnen, fiir Count mit A

Es werden nun die beiden bereits angesprochenen Klassifikationsalgorithmen Clairvoyant
und Count kurz beschrieben und danach ihre jeweiligen zuséitzlichen Kosten angegeben.
Danach sind wir im Stande, die Partitionierungskosten anzugeben und schlussendlich
die erwartete Anzahl an Vergleichen zu ermitteln. Details liefern die Arbeiten [ADH™16]
und [AD13].

4.5.1 Clairvoyant

Wie bereits erwiahnt, greift Clairvoyant wihrend der Partitionierung auf ein Orakel zu-
riick. Dadurch ist bereits am Beginn der Partitionierung bekannt, dass die zu sortierende
Folge aus s kleinen und [ grofen Elementen besteht.

Weiters bezeichnen s; und [; die Anzahl der bereits klassifizierten kleinen und grofen Ele-
mente, nachdem ¢ Elemente klassifiziert wurden. Fiir die Ausgangswerte gilt: s; = [, = 0.

Dann ist der Klassifikationsalgorithmus Clairvoyant folgendermafsen definiert:

Clairvoyant:

Angenommen, die Eingabe besteht aus s = p— 1 kleinen und |l = n —q
grofien Elementen. Gehe bei der Klassifikation des i-ten Elements, fiir
1 <1< n—2, folgendermaflen vor: wenn s — s; > 1 —1; gilt, vergleiche

zuerst mit p, ansonsten vergleiche zuerst mit q.

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass Clairvoyant nicht implementiert
werden kann, da er Zugang zu einem Orakel benotigt.

In [AD13, Sec. 6] wurde gezeigt, dass diese Strategie die geringsten Klassifikationskosten
fiir alle Strategien mit Zugang zu einem Orakel aufweist. Aus diesem Grund ist es eine

optimale Strategie.
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Fiir die zu erwartenden zusétzlichen Kosten A¢’ ergibt sich:

n_7 . 1
6 12 4(n — [n gerade])

E[AY] = - E[X,],

wobei [n] die Indikatorfunktion bezeichnet und fiir E[X, ] folgendes gilt: E[X ] =
EX{] - 5 + 50

(n—|n gerade]) "

. . ungerade 1" . ungerade __ n m ungerade
Fiir E[X/"] gilt: E[X/] = %Hn_gz —%—Fm mit Hyroerade = 37 #m]-
Mit E[X,¥] und E[X/] werden die erwarteten Anzahlen an sogenannten ,down-to-
zero und ,up-to-zero“ Pfaden in Gitter bezeichnet. Mehr Details findet der interessierte

Leser in [ADH™16, Seite 7|.

Gemeinsam mit den zusidtzlichen Kosten ergeben sich fiir die Partitionierungskosten

von Clairvoyant:

fn= %(n —2)+ 1+ E[A}]

3 9 1
=Sp-=Z — E[X,¥.
2" 4+4(n— [n gerade)) X

Fiir die zu erwartende Anzahl an Vergleichen ergibt sich schlussendlich die folgende

asymptotische Ndherung mit Fehler O(In(n)):
Ce’ =1,8nlIn(n) — 2,65n.

4.5.2 Count
Count:
Gehe bei der Klassifikation des i-ten Elements, fir 1 <i <mn — 2, fol-
gendermafen vor: wenn s; > l; gilt, vergleiche zuerst mit p, ansonsten

vergleiche zuerst mit q.

Fiir die zu erwartenden zusétzlichen Kosten A¢" von Count ergibt sich:

7 1
— E[X;].
12 * 4(n — [n gerade)) +EXT

E[A7] =

o) 3

Gemeinsam mit den zuséitzlichen Kosten ergeben sich fiir die Partitionierungskosten von
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Count:

fu= 50— 2) + 1+ E[4]

3 9 1
=n—= E[X/].
2" T 4(n — [n gerade]) BT

Fiir die zu erwartende Anzahl an Vergleichen ergibt sich schlussendlich die folgende

asymptotische Ndherung mit Fehler O(In(n)):

C, = 1.8nln(n) — 2,382n.
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5 Praktische Umsetzung

Der letzte Teil dieser Diplomarbeit widmet sich der praktischen Umsetzung der bespro-
chenen Varianten von Quicksort.

Die theoretisch erhaltenen Resultate konnten dabei gut bestétigt werden.

Das folgende Szenario stellt die Grundlage der Analyse dar: Es waren 100000 verschie-
dene Integer-Werte zu sortieren. Nach 12 Durchliufen wurden der schnellste und der
langsamste Durchlauf gestrichen und der Mittelwert aus den verbleibenden 10 ermittelt,
sortiert wurde fiir jede Variante die gleiche Permutation an Werten.

Ausgefithrt wurden die Berechnungen auf einem Lenovo ThinkPad-X220 mit einem Intel
Core 15-2520M Prozessor mit 2,5GHz.

Die Zeit wurde in Millisekunden gemessen, bis auf die Basis-Variante verwenden alle
Varianten M = 9 als Grenze fiir die Verwendung von Insertionsort.

Es ergeben sich die folgende Tabelle und Grafik auf der nichsten Seite:
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basic with insertionsort | median-of-3 | dual-pivot-yar | dual-pivot-sed
(34769) max (19057) min 25274 19163 21975
34540 30883 25474 22328 22162
31597 26454 (29835) max | (29081) max 18836
31786 23745 22264 (17948) min 22111
33932 25498 19451 24454 24175
32718 23086 28969 18727 22671
(30401) min 31167 26094 23832 16810
33402 (32029) max 28926 19679 (14083) min
32436 24512 29454 23217 19848
31742 28999 29440 24582 25728
33190 30503 17323 22641 23664
33804 26324 (14143) min 22667 (27362) max
& 32914 ms & 27117 ms 2 25266 ms | @ 22129 ms & 21798 ms
Laufzeiten verschiedener Quicksort-Varianten
35000
o \
25000 —l\.
20000 -
E
% 15000
10000
5000
gaaic with insertionsort  median-of-3 dual-pivot-yar  dual-pivot-sed
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Listing 1: Das Main-Programm

int main (){
int tmp,i=0,j;
int a[MAX];
double time=0.0, tstart;
FILE *in,*out;

in=fopen("qgs.in","r");
while(fscanf (in,"%d" ,&tmp) !'=EQF){
alil=tmp;
i++;
}

fclose(in);

tstart=clock ();
quicksort(a,0,i-1);
insertionsort(a,0,i-1);
time+=(clock () -tstart);

printf ("/%f Millisekunden\n",time);
out=fopen("gs.out","w+");
for(j=0;j<i;j++){

fprintf (out,"%d%s",aljl,(j+1)%10==0 7 "\n"
}

fclose (out);

return O;

Listing 2: Basic Quicksort

void quicksort(int *A, int 1, int r){
int i,j,pivot;

if (r-1 <= 1) return;

pivot = A[1];

i, 33
for (i = 1+1, j = r; ; i++, j--)
{

while (A[i] < pivot) i++;
while (A[j] > pivot) j--;

if (i >= j) break;
swap(A,1i,3);

}

swap(A,1,3);

quicksort(A, 1 , j-1);
quicksort (A, j + 1, r);
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Listing 3: Quicksort mit Insertionsort

void quicksort(int *A, int 1, int r){
int i,j,pivot;

if (r-1 <=9) return;
elseq
pivot = A[1];

i, Js

for (i = 1+1, j = r; ; i++, j--){
while (A[i] < pivot) i++;

while (A[j] > pivot) j--;

if (i >= j) break;

swap(A,i,j);
}
swap(A,1,3);

quicksort(A, 1, j - 1);
quicksort(A, j + 1, r);

Listing 4: Insertionsort

void insertionsort(int *A, int 1, int r){
int i,j, temp;
for( i = 1+1; i <= r; i++) {
temp = A[il;
jo=1i;
while(j > O && temp < A[j - 11) A
Alj]1 = AL[j - 11;
i--s
}
A[j]l = temp;

Listing 5: Quicksort mit Median-of-Three

void quicksort(int *A, int 1, int r){
int i,j,pivot;

if (r-1 <=9) return;
elseq
swap (A,1+1,(1+r)/2);
if (A[1+11>A[r]) swap(A,l+1,r);
if (A[11>A[r]l) swap(A,l,r);
if (A[1+11>A[r]) swap (A,l+1l,r);
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pivot = A[1];

i, js

for (i = 1+1, j = r; ; i++, j--){
while (A[i] < pivot) i++;

while (A[j] > pivot) j--;

if (i >= j) break;
swap(A,i,j);
}
swap(A,1,3);

quicksort(A, 1, j - 1);
quicksort(A, j + 1, r);

Listing 6: Dual-Pivot Quicksort mit Partitionierung nach Yaroslavskiy

void dualpivotquicksortyaroslavskiy(int *A, int left,
int 1,g,k,p,q,tmp;

if (right -left <= 9) return;
elseq

if (A[left]>A[right]){
swap(A,left ,right);

}

p=A[left];

q=A[right];

1=1left+1;
g=right-1;
k=1;
while (k<=g){
if (A[K]<p){
swap(A,k,1);
1++;
}
elseq
if (A[K] >= Q){

int right){

while (A[gl>q && k<g)A{

g--3
}
swap(A,g,k);

g--;
if (ALk]<p)A{

swap (A,k,1);

1++;
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k++;

1--3
gt+;
swap (A,left ,1);
swap(A,right,g);

dualpivotquicksortyaroslavskiy (A, left , 1-1);
dualpivotquicksortyaroslavskiy (A, 1+1, g-1);
dualpivotquicksortyaroslavskiy(A, g + 1, right);

Listing 7: Dual-Pivot Quicksort mit Partitionierung nach Yaroslavskiy

void dualpivotquicksortsedgewick (int *A, int left, int right){
int i,i1,j,jl,p,q,tmp,check;

if (right-left <= 9) return;
elseq

i=left;

il=left;

j=right;

jl=right;

if (A[left]l>A[right]){
swap (A,left ,right);
}
p=Al[left];
q=Alright];

check=1;
LO0OP:while (check){
i++;
while (A[i] <= q && check !=0){
if (i>=3)1{
check=0;
goto LOOP;
}
if (ALil<p){
Afi1]=AT[i];
il++;
A[i]=A[i1];
}
i++;
}
j--s

while (A[j]l>=p && check!=0){
if (ALjI>p)Ao
A[j11=A[j];
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jl--3
A[jl1=AL[j1];

}
if (i>=3)41
check=0;
goto LOOP;
}
j--s

}
A[i1]1=A[j];
A[j1]1=AT[i];
il++;
ji--3
Alil=A[i1];
Aljl=A[j1];

}

Ali1]l=p;

Alj1l=q;

dualpivotquicksortsedgewick (A, left , il1-1);

dualpivotquicksortsedgewick (A, i1+1, j1-1);
dualpivotquicksortsedgewick (A, j1 + 1, right);
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