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Kapitel 1

Einleitung

In der klassischen Risikotheorie ist ein Unternehmen bankrott, sobald die
Risikoreserve unter Null fillt. Ruin und Konkurs haben in diesem Fall also
die gleiche Bedeutung. In dieser Arbeit wird jedoch zwischen Ruin, dies ist
der Fall, wenn die Risikoreserve negativ wird, und Bankrott, dies bedeutet,
dass das Unternehmen in Konkurs geht, unterschieden.

Das zweite Kapitel beschiftigt sich mit den wichtigsten Begriffen der
klassischen Risikotheorie. Zundchst werden das individuelle- und das kol-
lektive Risikomodell vorgestellt. Da diese beiden Modelle eine rein statische
Betrachtung fiir eine feste Versicherungsperiode vorsehen, erfolgt danach
eine Erweiterung auf dynamische Betrachtungen durch die Modellierung
des sogenannten Risikoprozesses. Davor werden noch kurz verschiedene
Pramienkalkulationsprinzipien betrachtet.

Das dritte Kapitel beinhaltet die Einleitung zur Differenzierung zwischen
den Begriffen Ruin und Bankrott. Im vierten Kapitel wird die Gleichung fiir
die Konkurswahrscheinlichkeit, fiir einen zusammengesetzt Poissonverteilten
Risikoreserveprozess und exponentialverteilte Schadenhohen, hergeleitet.
Diese wird anschlieffend fiir einige einfache Konkursratenfunktionen explizit
gelost. Weiters wird die stiickweise konstante Approximation einer Konkurs-
ratenfunktion naher betrachtet.

Die expliziten Ergebnisse der Konkurswahrscheinlichkeit des vorigen Ab-
schnittes werden in Kapitel fiinf dargestellt. Diese Ergebnisse werden mit den
Ergebnissen, die man mittels der stiickweisen konstanten Approximation der
jeweiligen Konkursratenfunktion erhélt, verglichen. Zum Schluss wird noch
eine Monte-Carlo Simulation als zusétzliches Ndherungsverfahren vorgestellt.
Die selbst erstellten R-Codes sind im letzten Kapitel dieser Arbeit angefiihrt.



Kapitel 2

Die klassische Risikotheorie

Definition 2.1 (Risiko). Unter einem Risiko X wversteht man eine Zufalls-
variable, die nur nichtnegative Werte annimmt.

2.1 Risikomodelle

Zundchst wenden wir uns zwei klassischen Modellen der Versicherungs-
mathematik zu.

Das individuelle Risikomodell

Das folgende Kapitel ist, wenn nicht ndher gekennzeichnet, folgenden Quellen
entnommen: [3] Seite 143-148 und [4]

Wir betrachten ein Portfolio mit n individuellen Vertrdgen (Risiken),
modelliert durch unabhéngige, aber nicht notwendigerweise identisch ver-
teilte, nichtnegative Zufallsvariablen Xi,..., X,, mit Verteilungsfunktionen
Fx,,....,Fx,. Dann bezeichnet X; die Summe aller Schiden die aus dem
t — ten Vertrag entstehen. Weiters setzen wir einen festen Bestand voraus.
Dies bedeutet, dass es keine Zu- bzw. Abginge wihrend einer Periode gibt.

Es ist hilfreich, den Fall, dass kein Schaden eintritt, also X; = 0, davon
zu unterscheiden, dass ein Schaden eintritt, X; > 0. Es sei p; = P(X; = 0) und
¢; = P(X; > 0) dann gilt, p; + ¢; = 1 da es sich bei den X; um nichtnegative
Zufallsvariablen handelt.

Die Verteilungsfunktionen der positiven Schiden sind durch die bedingten
Verteilungen Pi(z) = P(X; < z | X; > 0) gegeben. Weiters fithren wir die
Hilfsvariable I(x) ein:

I(z) =

1, wennz >0
0, wennx <0
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Bei I(z) handelt es sich um die Verteilungsfunktion einer degenerierten
Zufallsvariable Z mit P(Z = 0) = 1.

Somit gilt fiir die Verteilungsfunktion Fl,:
Fx,(z) = pil(z) + ¢: Pi(x)
Fx. ist also eine Mischung von I und P; mit Gewichten p; und g¢;.

Nun kommen wir zum Gesamtschaden im individuellen Modell

S=X1+Xo+..+X, (2.1)

Die Verteilungsfunktion Fs von S wird durch Faltung ermittelt. Es gilt
wegen (2.1) und der Unabhéingigkeit:

Fs(x) = Fx, * Fx, x ...x Fx

n

Wir haben bereits erwidhnt, dass die einzelnen Schiden unabhingig von-
einander sind. Falls diese zusétzlich identisch verteilt (mit Verteilungsfunktion
F) sind, dann bezeichnet man S als homogenes Portfolio und die Verteilungs-
funktion Fg ist gegeben durch:

Fs(x) = F™(z) (2.2)
Hier bezeichnet F'™ die n-fache Faltung von F.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz des Gesamtschadens gilt, falls
die Erwartungswerte von X; sowie die zweiten Momente existieren:

E[S] = Z?:l ELX;]
V(5) = > V(X3)

Das individuelle Modell ist ohne die Annahme von identisch verteilten
Einzelschiden nur schwer zu benutzen und es kénnen nur wenige Aussagen
getroffen werden.

Das kollektive Risikomodell

Der folgende Abschnitt richtet sich nach folgenden Quellen: [3] Seite 148-150
und [4]
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Im Gegensatz zum individuellen Modell gehen wir nun nicht von Ein-
zelrisiken, sondern von Einzelschiden aus. Es werden alle Schiden gleich
behandelt und man fasst das gesamte Portfolio als einen einzigen Vertrag auf.

Das kollektive Modell besteht aus den folgenden Komponenten:

e NV bezeichnet die Schadenanzahl. Dabei handelt es sich um eine
Z*t-wertige Zufallsvariable.

e X, bezeichnet die EinzelschadenhOhe. Bei den einzelnen Schadensho-
hen X, Xy, ..., Xy handelt es sich um positive Zufallsvariablen. Wir setzen
voraus, dass diese unabhéingig voneinander und identisch verteilt sind.

Weiters gehen wir davon aus, dass die Schadenanzahl N und die Ein-
zelschdaden X, Xy, ..., Xy unabhéngig voneinander sind.

Fiir den Gesamtschaden S gilt:

S=> "X (2.3)

Bei (2.3) handelt es sich um eine Zufallssumme. Dies bedeutet, dass nicht nur
die Summanden sondern auch der obere Summationsindex eine Zufallsvariable
ist. Fiir den Fall, dass N = 0 ist (dies bedeutet, dass kein Schaden aufgetreten
ist), setzen wir auch S = 0.

Die Verteilung von S kann folgendermafsen geschrieben werden:

Satz 2.2 (Die Verteilungsfunktion einer Zufallssumme). Hat N die Zihldich-
te (pn)m>0) und die Einzelschiden die Verteilungsfunktion Fx, dann hat die
entsprechende Zufallssumme die Verteilungsfunktion

Fs =3 20aF" (2).

Die Schadenanzahl N ist dabei immer diskret verteilt. Haufig verwendete
Schadenzahlverteilungen sind die Poissonverteilung, die Binomialverteilung
und die negative Binomialverteilung. Fiir die Einzelschadenhéhen koénnen
hingegen diskrete, kontinuierliche oder gemischte Verteilungen verwendet
werden. Dies hat folgende Auswirkungen auf die Verteilung des Gesamtscha-
dens:

o Ist X diskret oder gemischt verteilt = der Gesamtschaden S besitzt
ebenfalls eine diskrete oder gemischte Verteilung.
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e Ist X jedoch kontinuierlich verteilt = S ist eine gemischte Zufallsvariable.
Diese besitzt, da P(S = 0) = P(N = 0), an 0 die Punktwahrscheinlichkeit
P(N =0).

Die Verteilung von S ist im Allgemeinen nicht einfach zu bestimmen.
Oft reicht es jedoch einige Eigenschaften der Verteilung zu kennen. Wir
kénnen die folgenden Formeln fiir den Erwartungswert, die Varianz und die
Momenterzeugende Funktion von S angeben:

¢ E[S] =E[X L, Xi] =EE[X.L, X; | N]] = E[X.L, E[X]] =
E[NE[X]] = E[N]E[X]

o V(S) = E[S?] — E[S)?

E[S?] = E[E[(XL, X:)? | NI = EEL, XL, XX, | N =
E[NE[X?| + N(N — 1)E[X]?] = E[N?|JE[X]? + E[N)(E[X?] — E[X]?) =
E[N2E[X]? + E[N]V(X)

Es folgt, dass

V(S) = E[NYE[X]? + E[N]V(X) — E[N]?E[X]? =

E[NV(X) + E[X]*(E[N?] — E[N]?) = E[N]V(X) + E[X]*V(N)

o Ms(t) = E[e*¥] = Efe! == %] = E[[[L, ¢] = E[E[[]L, €™

N =

= E[[T;, Mx(1)] = E[Mx(t)"] = E[e""*/Mx )] = My (log(Mx(t)))

Zusammenfassend erhalten wir die folgenden Resultate:

e V(S) = E[N]V(X) + E[X]*V(N)
o Ms(t) = E[e"] = My(log(Mx(t)))
Oft wird bei kollektiven Modellen eine Poissonverteilte Schadenzahl N ~ P())

herangezogen. Die Verteilung des Gesamtschadens S ist dann durch die
zusammengesetzte Poissonverteilung gegeben.

S ~ ZPoi(); Fx)
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Falls N ~ P()\) dann gilt, E[N] = V(N) = X und My(t) = D,
Somit folgt fiir S, wenn wir die oberen Resultate beriicksichtigen:

o E[S] = AE[X]
o V(5) = AE[X?
o Mg(t) = HMx(-1)

Das zusammengesetzte Poissonmodell bietet einige Vorteile. Einer davon
ist, dass falls ein Portfolio aus n unabhéngigen Einzelrisiken besteht, die
jeweils zusammengesetzt Poissonverteilt sind, dann hat auch deren Summe
eine zusammengesetzte Poissonverteilung.

Satz 2.3 (Summe von unabhéngigen ZPoi). Sei X = X1+ Xo+...4+ X, Summe
unabhdngiger Summanden die eine zusammengesetzte Poissonverteilung mit
Parameter \; und Schadenhéhenverteilung F; (i = 1,...,n) haben. Dann ist X
zusammengesetzt Poissonverteilt mit Parameter X und F', wobei N = Zfil A
und F = Zf\il 2 F;.

Bis jetzt haben wir den Gesamtschaden im individuellen- und kollektiven
Risikomodell ndher beschrieben. Nun wenden wir uns einer anderen wichtigen
Aufgabe der Versicherungsmathematik zu. Diese beschiftigt sich damit, fiir die
Versicherung eines Risikos eine gerechte Pramie zu finden. Ein naheliegender
Ausgangspunkt fiir die Bestimmung einer Pramie ist das Nettoprdmienprinzip,
dieses wird oft auch Aquivalenzprinzip genannt. Bei diesem Prinzip ist die
Primie durch den Erwartungswert des Verlustes, bzw. Schadens, gegeben.
Das Nettopramienprinzip fithrt jedoch mit Wahrscheinlichkeit 1 zum Ruin.

Im folgenden Abschnitt betrachten wir einige Prinzipien zur Bestim-
mung der Risikoprdmie und stellen wiinschenswerte Eigenschaften von
Pramienprinzipien vor. Wobei wir hier Prdmien ohne Beriicksichtigung von
okonomischen Einfliissen, wie beispielsweise zuséitzliche Riickversicherungen
oder Provisionen, untersuchen.

2.2 Pramienkalkulationsprinzipien

(Vergleiche [4])

Definition 2.4. Fin Primienkalkulationsprinzip H ist eine Abbildung, die je-
der Zufallsvariable S eine reelle Zahl P zuordnet. Dabei soll P = H(S) nur
von der Verteilung von S abhdngen.

Diese Definition kann man folgendermafen interpretieren:
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Ein Versicherungsunternehmen verlangt die Pramie P um den Schaden S zu
versichern. Es gilt: Ist H(S) = oo dann ist der Schaden S nach Prinzip H
unversicherbar.

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir P = H(S):

e Nettopridmienprinzip : P = E[5]

e Erwartungswertprinzip : P = (1 + A)E[S]

Bei A > 0 handelt es sich um einen positiven Sicherheitszuschlag.

e Varianzprinzip : P = E[S]+ aV(S), a>0

e Standardabweichungsprinzip : P = E[S] + 5/V(S), >0

e Das Prinzip des maximalen Verlustes : H[S] = esssup(S5)

Wobei gilt, B = esssup(S) ist die kleinste Zahl B, sodass P(S < B) =1 bzw.
B = oo, wenn es keine solche Zahl gibt.

e Nullnutzenprinzip : Hier haben wir eine Nutzenfunktion u : R — R, diese
soll wachsend und konkav sein.

Einige Beispiele fiir Nutzenfunktionen sind:

1—e—a®

- Exponentieller Nutzen : u(z) = , wobei a > 0 der Risikoaversions-

parameter ist

- Logarithmischer Nutzen :

() = {ln(x), wenn z > 0

—o0, wennx <0
Das Nullnutzenprinzip kann man folgenderweise motivieren:
Wir vergleichen:

- Das Versicherungsunternehmen versichert den Schaden S nicht =
Nutzen u(z)

- Das Versicherungsunternehmen versichert den Schaden S und erhilt
dafiir die Pramie P = erwarteter Nutzen E[u(x + P — 9)]

Es gilt: Die Priamie P ist die kleinste Losung von u(x) = E[u(x + P — S)]
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Im Allgemeinen hdngt die Nullnutzenprimie vom Anfangskapital ab, je-
doch nicht so im wichtigen Spezialfall der Exponentialpramie. Hier haben wir:

_,—azx _o—a(z+P-5)
1 c;l ]E[l e — ]

e~ = E[e0ve—0P ¢S]

1 = e PE[e*]

P = E[eS]

P = 1In(E[e*]) = L In(Mg(a))

Es folgt, dass der Schaden S versicherbar ist, wenn E[e®] < oo.
Sei H(a) = LIn(E[e"®]) fiir eine Zufallsvariable S > 0.

e Gibt es ein ag > 0 mit E[e®] < 0o = lim, o H(a) = E[9]

Somit folgt, dass der Grenzwert fiir a — 0 das Nettopramienprinzip
ist.

o Existiert E[e®¥] Va >0 = lim, o H(a) = esssup(9)

Somit folgt, dass der Grenzwert fiir a — oo das Prinzip des maximalen
Verlustes ist.

Es gibt noch viele weitere Pridmienkalkulationsprinzipien, die wir hier
jedoch nicht ndher erortern.

Nun stellt sich die Frage nach welchen Giitekriterien man fiir ein gege-
benes Risiko ein Pramienprinzip auswihlen soll. Es gibt natiirlich kein
Pramienprinzip welches in allen moglichen Situationen eine optimale Lsung
verspricht. Jedoch kann man fiir ein bestimmtes Problem die Moglichkeiten
einengen indem man fordert, dass die Pramie gewisse Eigenschaften erfiillt.
Wir stellen nun einige dieser wiinschenswerten Eigenschaften vor:

e Erwartungswertiibersteigend : H[S] > E[5]

e Maximalschadenbegrenzt : H[S]| < esssup(5)

e Translationsinvariant : H[S+c| = H[S]4+c¢ fiir ¢ € R, ¢ deterministisch.

e Additivitat : Sy, Sy unabhingig = H[S, + So] = H[S1] + H[Ss]
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o Iterativitédt : S bezeichnet einen Schaden und N eine weitere Zufalls-
variable, so bezeichnen wir die fiir die bedingte Verteilung von S | N
berechnete Pramie mit H[S | N|. Dabei handelt es sich im Allgemeinen selbst
um eine Zufallsvariable fiir die wir eine Pramie berechnen kénnen.

— Iterativitat: H[H[S | N]] = H[S]
e positive Homogenitét : Va > 0 gilt H[aS] = aH|[S]

Von den betrachteten Pramienkalkulationsprinzipien erfiillt nur das Net-
topramienprinzip alle gewiinschten Eigenschaften. Dabei handelt es sich,
wie bereits erwahnt, um den Grenzwert a — 0 des Exponentialprinzipes.
Das Nettopramienprinzip ist jedoch nicht besonders niitzlich, da es mit
Wahrscheinlichkeit 1 zum Ruin fithrt. Sehr oft wird daher anstelle des
Nettopramienprinzipes das Exponentialprinzip verwendet. Dieses erfiillt alle
Eigenschaften bis auf die positive Homogenitét.

2.3 Der Risikoprozess

2.3.1 Der zeitstetige Risikoprozess
(Siehe [3] Seite 150-155 und [4])

Im ersten Abschnitt wurde der Gesamtschaden durch die Zufallsvariable
S = ch\le X

beschrieben. Hier wurde der Schaden auf eine Periode bezogen, in der
Regel auf ein Jahr. Abgesehen davon spielte der zeitliche Aspekt keine Rolle.
Normalerweise sind jedoch auch die Zeitpunkte, wann die Schiden auftreten
von Bedeutung. Diese sind, wie die Schadenhdhen auch, zufillig.

Daher fithren wir einen Zeitparameter ¢ € R ein und bezeichnen mit S(t)
den Gesamtschaden im Intervall [0,¢]. Dabei handelt es sich um einen sto-
chastischen Prozess (S(t),t > 0). Wir betrachten nun also den stochastischen
Prozess (S(t),t > 0) anstatt wie bisher die Zufallsvariable S.

Definition 2.5 (Stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess in steti-
ger Zeit ist eine Familie von Zufallsvariablen (S(t),t > 0).

Wir bezeichnen mit X, wieder die Hohe des n-ten Schadens und 7,
n = 1,2,.. bezeichnet den Zeitpunkt dessen Auftretens. Die T,, werden auch
Ankunftszeiten genannt. Es gilt

T, =inf{t e R" : N(t) =n}, neZt
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TO — O

Weiters gilt

Wn:Tn_Tnflu n=>1

W, beschreibt die Zeit zwischen dem Auftreten des (n-1)-ten und des
n-ten Schadens, fiir n = 1,2, ... . Sie werden auch als Zwischenankunftszeiten
bezeichnet.

Somit folgt fiir die Ankunftszeiten:

D

Wir gehen davon aus, dass Wy, Wy, ..., X1, Xo, .. stochastisch unabhéngig
sind. Dies bedeutet, dass der Zeitpunkt des Auftretens eines Schadens und
dessen Hohe einander nicht beeinflussen.

Weiters fordern wir, dass die Zufallsvariablen Wi, Ws, ... sowie Xi, X, ...
identisch verteilt sind mit Verteilungsfunktion G wobei G(0) = 0 gilt bezie-

hungsweise mit Verteilungsfunktion F'.

Somit folgt fiir die Verteilungsfunktion von 7),:

P(T, <t) =P(W, + ...+ W, <t) =G™(t) teR (2.4)

Wie auch im ersten Abschnitt beschreibt die Zufallsvariable

N(t) = ZSLOZI l{TnSt} = Zzozl 1(700,t}Tn t e RJ,-
die Anzahl der Schiaden bis zum Zeitpunkt ¢.

Es gilt fiir t €e R, und n € N

P(N(t) = n) = P(T, < t) — B(Turs < 1) = G™(t) - G"™0(t)  (25)

und
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P(N(t)=0)=1— iIP’(N(t) —n)=1- iP(Tn <) —P(Tp < t) =

1—(P(Ty <t) =P <t)+P(Th <t)—P(T3 <t)+—...)

Der stochastische Prozess (N(t),t > 0) wird als Schadenanzahlprozess
bezeichnet. Hierbei handelt es sich um einen Zahlprozess.

Definition 2.6 (Zéhlprozess). Ein Zihlprozess ist ein stochastischer Prozess
(in stetiger Zeit) der bei Null startet, Werte in den ganzen Zahlen annimmdt
und dessen Trajektorien wachsend sind.

Formal:

Bei (N(t),t > 0) handelt es sich um einen Zihlprozess, wenn gilt
- N(0) =0 fs.
- N(t) e Z*
- N(s) < N(t) fs. ¥V 0<s<t

Die folgende Grafik verdeutlicht sehr gut den Zusammenhang zwischen
T, W, und N(t).



12 KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE RISIKOTHEORIE

N (®)
(Schadenanzahl)

3_ —

t Zeit)

w, | w, | W, |
T T, T;

Abbildung 2.1: Beziehung zwischen T,,, W,, und N(t)

Der Gesamtschaden bis zur Zeit ¢t wird durch die Zufallsvariable

N(t)
St)=> X, t>0 (2.7)
n=1
beschrieben. Wie bereits anfangs erwihnt bezeichnet (S(t),¢ > 0) den
Gesamtschadenprozess. Fiir ein festes ¢ handelt es sich bei S(t) um eine
Zufallssumme, fiir die die Resultate aus dem vorigem Abschnitt gelten.
Nun betrachten wir einen wichtigen Spezialfall:

Sei (Wn)nZO ~ EZL‘p()\) = (Tn)nZO ~ F(TL, /\)

P(T, <t) = G™(t) =1 — e Myt A

und wegen (2.5) und (2.6) folgt fiir N(¢):

P(N#)=0)=1—-G(t)=1—(1—e M) =M
B(N() = n) = G(t) — G001

/\tni1 A i —)\tn A i —)\t>\ "
S e (N S

k=0 k=0
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Somit folgt: N(t) ~ Poi(At)

Umgekehrt gilt, falls N(t) ~ Poi(At) = (Wy)n>0 ~ Exp(N)

PW,<t)=1-P(W,>t)=1—(1-G(t)) =1-P(N(t) =0)
=1-e™ t>0 (2.8)

Fiir den Gesamtschadenprozess gilt dann, wie bereits im vorigen Ab-
schnitt erwahnt, dass er zusammengesetzt Poissonverteilt ist. Nun betrachten
wir noch einige Eigenschaften der zusammengesetzten Poissonverteilung.

Definition 2.7. FEin zusammengesetzter Poissonprozess hat stationdre und
unabhdngige Inkremente.

Definition 2.8 (unabhingige Inkremente). Der Prozess (X(t),t > 0) hat
unabhdngige Inkremente, wenn fir alle m > 1 und 0 <ty < t; < ... < t,, gilt,
dass X (t1) — X (to), ..., X (tm) — X(tm—1) unabhingige Zufallsvariablen sind

Definition 2.9 (stationdre Inkremente). Der Prozess (X(t),t > 0) hat
stationdre Inkremente, wenn fir allem >1, h> 0 und 0 <ty <t; < .. <t,
qilt, dass

(X(t + h) = X (o + B))s oo (X (b + ) = X (b1 + 1)

(X(t1) = X(t0)), s (X (tm) — X (1))

Il

Wir betrachten nun ein Versicherungsunternehmen und nehmen an,
dass dieses zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiber eine Anfangsreserve beziehungsweise
Anfangskapital x = R(0) > 0 verfiigt.

Der Risikoreserveprozess (R(t),t > 0) ist ein Modell fiir die zeitliche
Entwicklung der Reserven eines Unternehmens.

Es gilt:

N(t)
Rit)y=z+ct—» Xi=xz+ct—S(t) (2.9)

i=1

wobei ¢ die Pramie im Zeitintervall bezeichnet.

Anstatt dem Risikoreserveprozess wird oft auch der Schadeniiberschuss-
prozess (U(t),t > 0) betrachtet, welcher durch
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N(@)

Uty =5(t)—ct =Y (Xi—¢) (2.10)

i=1
gegeben ist.

Die Risikoreserve kann somit auch durch R(t) = x — U(t) beschrieben
werden.

Man erkennt sofort, dass die Risikoreserve negativ wird, wenn der Schaden-
tiberschuss U(t), t = 1,2, ... das Anfangskapital {ibersteigt.

Fiir ein Versicherungsunternehmen ist es somit wichtig, dass der Risiko-
reserveprozess (R(t),t > 0) nicht negativ wird, andernfalls spricht man von
technischen Ruin. Technischer Ruin impliziert in der klassischen Risikotheorie,
dass das Unternehmen in Konkurs geht.

Wir bezeichnen die Ruinwahrscheinlichkeit mit Anfangskapital x bei un-
endlichem Horizont mit ¢ (x). Diese ist gegeben durch:

() = P(inf R(t) < 0)

t>0

Die Wahrscheinlichkeit, dass zu keinem Zeitpunkt Ruin eintritt, ist durch
¢(z) =1 —(z) gegeben. ¢(z) wird Uberlebenswahrscheinlichkeit genannt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir Ruin mit Anfangskapital x, vor dem Zeit-
punkt v bezeichnen wir mit

Y(z,u) =P( inf R(t) <0).

0<t<u

Diese wird auch Ruinwahrscheinlichkeit bei endlichem Horizont genannt.

Weiters bezeichnen wir mit

T=inf{t>0:R(t) <0} =inf{t >0:U(t) >z} (2.11)

den Ruinzeitpunkt. Es folgt somit

Y(z) =P(T < 00) (2.12)
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und

Y(z,u) =P(T < u) (2.13)

R (t)

(Risikoreserve)

Pramien
——— Schiden

t (Zeit)

Abbildung 2.2: Ruinzeitpunkt T

Ein wichtiges Beispiel fiir einen zeitstetigen Risikoprozess liefert das
Cramér-Lundberg Modell.

2.3.2 Das Cramér-Lundberg Modell

Das folgende Kapitel ist, wenn nicht niher gekennzeichnet, folgenden Quellen
entnommen: [2] Seite 41-46 und [4]

Wir haben bereits gesehen, dass der zusammengesetzte Poissonprozess
wertvolle Eigenschaften besitzt. F. Lundberg hat sich dies zu Nutzen gemacht
und ein Risikomodell in stetiger Zeit aufgestellt, in dem der Gesamtschaden-
prozess einer zusammengesetzten Poissonverteilung unterliegt. Weiters nahm
er an, dass die Pramienzahlungen stetig iiber die Zeit erfolgen und fiir
jedes Zeitintervall proportional zur Intervalllinge ist. Dieses Modell wird als
Cramér-Lundberg Modell oder als klassisches Risikomodell bezeichnet.

Wir verwenden die selben Notationen wie im vorigen Abschnitt:

- = = R(0) ... Anfangskapital
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- ¢ >0 ... Pramienrate

- (N(t),t > 0) ... Schadenanzahlprozess, dieser ist Poissonverteilt mit
Parameter A > 0

- (Xk)k>1 ... unabhingig und identisch verteilte Einzelschdden, diese sind
unabhéngig von N (t) und meist gilt: P(X;, >0) =1

- (S(t),t > 0) ... Gesamtschadenprozess , dabei handelt es sich um einen
zusammengesetzten Poissonprozess

= S(t) =" X,

- (R(t),t > 0) ... Risikoreserveprozess, mit
R(t)=xz+ct — Z,]f:(tl) Xp=x+ct—S5(t)

- T=inf{t >0: R(t) <0} ... Ruinzeitpunkt
Fiir die Ruin- und Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt:

- () = P(T' < o0)

Angenommen E[X,] < oo, dann setzen wir E[X;] = p;.
Es gilt: P(X; >0)>0und P(X; >0)=1 = p; >0

Fiir den Erwartungswert von R(t) erhalten wir somit:

N(t)
E[R(t)] =Elz +ct — Y X =Ele+ ct — S(t)] = & + ct — E[S(t)] = « + et — E[N()|E[X]]

=x+ct— Mp, =x+t(c— Ap1)
Wir kénnen die folgenden Aussagen treffen:

-c—Ap1 >0 tlim R(t) = +oo fs.
—00

-c—Ap; <0: lim R(t) = —o0 fs.
t—r00

-c—Ap1 =0:limsup R(t) = +o0 und liminf R(t) = —oo fs.

t—00 t—ro0
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In den Féllen wo wir —oo erhalten, haben wir fast sicher Ruin. Wir
benotigen daher einen relativen Sicherheitszuschlag, diesen bezeichnen wir
mit A. Wir wollen nun die Héhe des relativen Sicherheitszuschlages bestimmen.

¢ bezeichnet, wie Anfangs erwéhnt, die Pramie im Zeitintervall [t — 1,¢]. Da
ein zusammengesetzter Poissonprozess stationdre Inkremente besitzt, gilt:

E[S(t) =St = D] = E[S(1) = S(0)] = E[S(1)] = Apy

Es muss gelten, dass die Pramie pro Zeiteinheit grofier ist als der erwartete
Schaden pro Zeiteinheit. Also

c=H[S)]=1+ANE[S1)] = (1+A)Ap;

Somit folgt fiir den relativen Sicherheitszuschlag A = 5 L

Wichtig ist, dass der relative Sicherheitszuschlag A > 0 ist. Diese Ei-
genschaft wird auch als die ,,Net profit condition“ bezeichnet. Andernfalls gilt
fiir die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (z) = 1.

Wir wollen nun die Ruin- und Uberlebenswahrscheinlichkeit genauer
betrachten.

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir fiir die Ruin-
wahrscheinlichkeit bei einem Anfangskapital x zum Zeitpunkt h folgendes:

M (at ch) + [ 70+ et —y)he MdFx(y)dt, wenn @ > 0

1, wenn x < 0
(2.14)

Fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt somit:

e Mp(x + ch) + foh OHCt d(x + ct —y) e ™ MdFx (y)dt, wenn x >0

wenn x < 0
(2.15)

Oftmals hilft man sich jedoch mit Abschétzungen.

Definition 2.10. Betrachte das klassische Cramér-Lundberg Modell.
Gibt es ein R > 0, sodass die momenterzeugende Funktion der Einzelschiden
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Mx(R) < oo und R die Cramér-Lundberg-Gleichung
A+ cR = AMy(R) (2.16)

erfillt, dann  heifit  dieses R Cramér-Lundberg-Koeffizient  oder
Anpassungskoeffizient und es gilt die Cramér-Lundberg-Abschditzung

Y(z) <e ™™ V>0 (2.17)
Wir betrachten zunéchst die folgende Gleichung:
A+ cer = AMx(r)

Dabei handelt es sich um eine implizite Gleichung fiir r. Die linke Seite
ist linear und die rechte Seite ist konvex bzgl. r, somit existieren maximal 2
Losungen.

Eine Losung ist wegen M(0) = 1 durch r = 0 gegeben. Diese ist jedoch fiir
uns uninteressant.

Wir suchen die Lésung r > 0.

Atcr

I >

A MX (r)

Abbildung 2.3: Cramér-Lundberg Gleichung

Wir betrachten f(r) = A+ cr — AMx (r)
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Es gilt

f(0) =0und f'(0) =c— AM5(0) = c — AE[X]| = ¢ — Ap;.

Wegen der ,,Net profit condition” folgt nun, dass f'(0) > 0 ist und somit ist f
konkav.

e Wenn Mx(r) < oo Vr > 0, dann gilt, dass die konvexe Funktion
AMy (r) schneller wichst fiir » — oo als die lineare Funktion A\+cr = R

existiert.

o Gibt es ein 7Tpax > 0, sodass Mx(r) < oo V0O < r < 7pax und
Mx(T) =00 VI > Trmax

hmr_ﬂmax f(T) = A + Clmax — )‘MX(TIH&X) = f(rmax>

- Falls f(rmax) > 0 = es gibt keinen Cramér-Lundberg-Koeffizienten

- Falls f(rmax) < 0 = R existiert
Es gilt:

Gibt es ein A > 0 und finden wir 0 < r; < 75 mit E[e™*] < oo und
flr1) >0, f(re) <0 = rm<R<re

Im Allgemeinen ist der Cramér-Lundberg Koeffizient schwer zu bestimmen,
daher wollen wir entsprechende Schranken finden um diesen einzugrenzen.

Um eine obere Schranke fiir R herzuleiten betrachten wir diesmal die
Funktion g(r) = —f(r) = —(A+cr) + AMx(r).

Bs gilt
- g"(r) = AM%(r) = AE[X2e7X] > \E[X?]
- g'(r) = —c+ AMy(r) = ¢'(0) + [5 ¢"(s)ds > —(c — Ap1) + AE[X?]r
- 9(r) = g(0) + fy ¢'(s)ds > AE[X?] %5 — (c = Apy)r

Die Ungleichung g(r) > AE[X?]% — (c — Ap1)r liefert fiir r = R:

2(0_)\]91)_2(0—/\291)22_ c—Ap1 p1 _9A P1

R<=EXT =~ 08X m 2 om EXT R

(2.18)
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Hierbei ist zu beachten, dass g(R) = 0 gilt.

Im Allgemeinen ist es nicht moglich eine untere Schranke anzugeben.
Falls wir jedoch beschrankte Schiden haben, kénnen wir eine untere Schranke
fiir R herleiten.

Angenommen X; < k f.s. und fi(x) = €”.

Wegen der strengen Konvexitdt der FExponentialfunktion gilt folgende
Ungleichung:

fAlte + (1 —t)y) <tfi(z)+ (1 —1)f1(y)

In unserem Fall liefert dies, fiir z = Rk, y =0 und ¢t = %:

eRX < Xfk | (1 = X)e0

Weiters gilt

My (R)—1=E[e®¥]-1 < E[XefF+(1-2)] -1 < Beff41-BL1 = BL(eFF_1)

Somit bekommen wir, wenn wir g(R) = —f(R) = —(A+ ¢R) + AMx(R) =0

betrachten und die Ungleichung o (e — 1) < e anwenden:

0=MNMx(R) — 1) — cR < 22(ef* — 1) — cR = Ap; R (ef* — 1) — cR
< Ap1Ref* — cR = R(Apief* — ¢)

Durch Umformung erhalten wir:
R > %IH(A_;) = +In(1+A)
Gesamt ergibt sich somit:
Satz 2.11 (Schranken von R).
- Egistiert R, dann gilt R < 2A2 mit p; = E[X)] und p, = E[X7]

- Sind die Schdden zusdtzlich beschrinkt, beispielsweise ist X, < k f.s.
dann existiert R und es gilt R > +In(1+ A)

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir nun noch die Cramér-Lundberg-
Ungleichung beweisen.

Dazu betrachten wir zunéchst die folgenden Martingalresultate zur
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Ruintheorie:
v bezeichnet eine strikt fallende Funktion v : R — (0, 00) mit lim, ., v(z) = 0.
Wir treffen die folgenden zwei Annahmen:

e Annahme A:

Es gibt dieses, wie oben beschriebene, v, sodass (v(R(t)),t > 0) ein Super-
martingal ist

e Annahme B:

Es gibt dieses, wie oben beschriebene, v, sodass (v(R(t)),t > 0) ein Submar-
tingal ist

Satz 2.12. Gilt die Annahme A, dann kénnen wir die Kolmogorov-Doob-

Ungleichung fiir nichtnegative Supermartingale anwenden = ¥ (x) < Zgg;

Satz 2.13. Gilt die Annahme B, sowie die folgenden technischen Bedingungen
- limy o0 R(t) = 00 auf {T = oo}
-0<P(T<o0) <1

dann gilt ¥ (z) = W

Diese Resultate verwenden wir nun um die Cramér-Lundberg-Abschétzung,
Y(x) < e B zu beweisen.

Wir wissen, wenn
- R>0, Elef*] <o
- A+ cR=AMx(R)
gilt = ¢(x) < e i

Fiir die Cramér-Lundberg-Ungleichung miissen wir nun zeigen, dass

v(x) = e~ T gilt und das es sich bei (e~ t > 0) um ein Martingal handelt.
Dann wiirde ndmlich Satz 2.12 gelten und die Cramér-Lundberg-Ungleichung
wire bewiesen.

Um zu zeigen, dass es sich bei (e #%®) ¢ > 0) um ein Martingal handelt,
miissen wir die folgenden Bedingungen {iberpriifen:

- E[| e RO |] < 00
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- (e7FR®) t > 0) adaptiert

- ]E[Q_RR(t) ’ F(S)} = e_RR(S)
Die ersten beiden Bedingungen sind trivialerweise erfiillt. Wir zeigen nun
die Martingaleigenschaft:
E[e—RR(t) | F(u)] _ E[G—R(m—&-ct—S(t)) | F(u)} _ 6—R(:v+ct)E[eR(S(t)—S(u))BRS(u) | F(u)] _

Ein zusammengesetzter Poissonprozess hat stationdre und unabhingige
Inkremente und somit ist eZ(5(M=5W) ynabhingig von F(u) und e5® ist
F(u)-messbar.

_ efR(x+ct)eRS(u)E[eR(S(t)fS(u))] —

Wegen der stationdren Inkremente gilt weiters, dass S(t) — S(u) 4 S(t—u)
ist.

— e—R(m+ct)eRS(u)E[eRS(t—u)] _

Es gilt:
St —u) ~ ZPoi(\t —u), Fx) = E[e5t-w] = At-u)(Mx(R)-1)

_ 6—R(a:+ct) 6RS(u) e)x(t—u)(]\/fx (R)-1) ; e—RR(u) 6—R(I+cu) eRS(u)

Wir vergleichen nun die Exponenten:

—R(x +ct) + RS(u) + At —u)(Mx(R) — 1)

—R(x + cu) + RS(u)

“Re(t —u) + At — u)(Mx(R) —1) =0

—Re— XA+ AMx(R) =0

Wenn man die letzte Gleichung umformt erhélt man genau die Definition
des Anpassungskoeffizienten. Man erhilt namlich, dass

AMx(R) = A+ cR

Wir haben also gezeigt, dass es sich bei (e”™® ¢ > 0) um ein Martingal
handelt und somit ist die Cramér-Lundberg-Ungleichung bewiesen.



Kapitel 3

Einfiihrung der
Konkurswahrscheinlichkeit

(Siehe [5] Seite 213-215, [6] Seite 1-3)

In der klassischen Risikotheorie sind die Begriffe -Ruin eines Unternehmens-
und -der Konkurs eines Unternehmens- gleichbedeutend. Ein Unternehmen
ist ruiniert, sobald die Risikoreserve negativ wird und geht somit in Konkurs.

Ab jetzt unterscheiden wir zwischen diesen beiden Situtaionen.

- Ruin (dies bedeutet, dass die Risikoreserve negativ wird)

- Konkurs (Das Unternehmen wird geschlossen)

Im Fall des Konkurses ist dessen Wahrscheinlichkeit durch eine Funktion,
abhiingig von der Hohe des negativen Uberschusses, gegeben. Die Idee, dass
man diese beiden Fille unterscheidet, kommt daher, dass in manchen Bran-
chen ein Unternehmen weiter bestehen kann obwohl es technisch ruiniert ist.
Beispielsweise kénnen Mafnahmen getroffen werden, sodass die finanziellen
Probleme des Unternehmens verbessert oder sogar behoben werden konnen.
Gewohnlicherweise geht ein Unternehmen erst dann in Konkurs wenn diese
Mafsnahmen keine Wirkung zeigen. Speziell voriibergehende finanzielle
Unterstiitzung, um beispielsweise eine Periode mit negativen Uberschuss zu
iiberstehen, konnte von einer finanziell bessergestellten Muttergesellschaft
kommen.

In den néchsten Kapiteln betrachten wir den Fall ndher, dass ein Unternehmen
trotz negativer Risikoreserve fortbestehen kann, bis zu jenem Zeitpunkt, wo
es in Konkurs geht. Hierbei gilt, umso ndher die negative Reserve bei Null ist,
desto wahrscheinlicher ist es, dass das Unternehmen “iiberlebt,, beziehungs-
weise weiterhin fortbesteht. Dies wollen wir nun prézisieren. Dazu fithren wir
die Konkursratenfunktion w(x) > 0, x < 0 ein. Dabei handelt es sich um eine

23
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nicht wachsende (typischerweise fallende) Funktion. Wenn wir die negative
Reserve mit x bezeichnen, dann bezeichnet w(x)dt die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Konkurs innerhalb dt Zeiteinheiten.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Konkurs-
ratenfunktion positiv ist, falls * < 0 und Null, wenn = > 0 ist. Weiters
nehmen wir an, dass w(z) > w(y) fir |z| > |y|, dies garantiert, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Konkurs nicht abnimmt wenn der negative
Uberschuss groker wird.

Wenn w(z) = oo fiir z < 29 < 0 und w(z) > 0 fiir x > zy, dann tritt der
Konkurs spatestens dann auf, wenn die Reserve zu x féllt. In gewisser Hinsicht
ist zy das Level des “sicheren Konkurses,,. Das Konzept des Konkurses besteht
also darin, dass ein Unternehmen, trotz negativer Risikoreserve, weiterhin
fortbestehen kann, es jedoch ein bestimmtes Level gibt an dem es endgiiltig
“zerstort,, wird.

In den folgenden Abschnitten betrachten wir wieder die Risikoreserve
zur Zeit t:

R(t) = x +ct — S(t) (3.1)

Wobei, wie schon anfangs erwdhnt, R(0) = z das Anfangskapital, ¢ die
Préamienrate und S(t) den Gesamtschaden zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. S(¢)
sei dabei ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Parameter .

7 bezeichnet den Zeitpunkt des Konkurses, dann ist die Gesamtwahr-
scheinlichkeit des Konkurses durch

() = E[l;co0) = P(7 < 00) (3.2)

gegeben. Zu beachten ist, dass die klassische Ruinwahrscheinlichkeit 1g i, ()
fiir den Grenzwert w(y) = oo fiir alle y < 0 beibehalten wird.

Es gibt auch die Mdoglichkeit, dass die Mafnahmen um ein Unternehmen
vor dem Konkurs zu bewahren bereits getroffen werden, wenn die Reserve
ein bestimmtes Minimum s erreicht, also bereits bevor die Reserve negativ
wird. Beispielsweise kénnten Finanzdienstleistungsunternehmen eine Kapital-
spritze garantieren, sobald die Reserve dieses Minimum erreicht hat. Diese
Situation kann durch ein verschobenes Konkursproblem modelliert werden,
mit Anfangskapital x — s und einer geeigneten Konkursratenfunktion w(z).



25

Um den Begriff der Konkursratenfunktion zu veranschaulichen betrachten wir
hierzu zwei kleine Beispiele.

Sei a > 0, wir definieren w(z) beliebig grok fiir + < —a und w(x) = w, fiir
—a < x < 0, wobei w, eine konstante Konkursrate bezeichnet.

Dies kann folgendermafen interpretiert werden:

Man kann das zugehorige Konkursmodell als eine ungedeckte finanzielle
Garantie ansehen, wo der Garantiegeber im Falle der Liquidation des Un-
ternehmens verspricht offene Forderungen bis zur Hohe a zu begleichen.
Sollte der Garantiegeber sein Versprechen nicht einhalten, bedeutet dies den
Konkurs fiir das Unternehmen sobald die Reserve negativ wird. w(z) kann in
diesem Fall als Garantiegeber Ausfallsrate gesehen werden.

Fiir den Fall, dass wir eine konstante Konkursratenfunktion w(z) = w.
haben, ist das Konkurskonzept mit anderen mathematischen Resultaten
verbunden. Beispielsweise wird in [6] ein zusammengesetzt Poissonverteiltes
Risikomodell nur zu zufilligen Zeitpunkten (Beobachtungszeitpunkten)
(Zg,k > 0) betrachtet. Hier kann Ruin lediglich zu diesen zufilligen
Beobachtungszeitpunkten erkannt werden. Dies bedeutet, dass die Risi-
koreserve zwischen den Beobachtungszeitpunkten negativ sein kann. Ruin
resultiert jedoch nur, wenn sie ebenso zum nédchsten Beobachtungszeitpunkt
negativ ist.

R ()

(Risikoreserve)

Peld N

Abbildung 3.1: Der zusammengesetzt Poissonverteilte Prozess wird nur zu be-
stimmten Zeitpunkten betrachtet
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Im néchsten Kapitel befassen wir uns nun mit der Ermittlung der
Konkurswahrscheinlichkeit und bestimmen diese fiir verschiedene Konkursra-
tenfunktionen.



Kapitel 4

Die Wahrscheinlichkeit des
Konkurses

(Vergleiche [5])

Im vorigen Abschnitt haben wir die Konkursratenfunktion w(z) einge-
fithrt. Es gilt, wie bereits erwihnt, dass w(xz) > 0 fiir z < 0 und w(x) = 0 fiir
z > 0.

Wir betrachten nun den ersten Beobachtungszeitpunkt eines Schadens

oder eines Konkursfalles bis zum Zeitpunkt h > 0. Mit dem Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir fiir x > 0:

h 00
Y(x) = e Mp(x + ch) + /0 /\e_’\t/o U(x + ct —y)dFx(y)dt (4.1)

Bei e 4¢(x + ch) handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, dass
kein Schaden bis zum Zeitpunkt h eintritt und dann Ruin folgt.
foh Ae M [Zap(x + & — y)dFx(y)dt spiegelt die Wahrscheinlichkeit wie-
der, dass ein Schaden in (0, h) eintritt und dann Ruin folgt.

Fir 2 < 0 liefert uns der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit fol-
gendes:

h
¢(x) — e—Ah—foh w(ac—&-cy)dyw(x + Ch/) +/ e_ktu}(l' + Ct)e—fgw(.r+cy)dydt+
0

h oo
/ o Iy wiatey)dy ) ,— Xt / V(x4 ct —y)dFx(y)dt (4.2)
0 0

27
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Hierbei handelt es sich bei e /o w@tey)dyy) (1 + ch) um die Wahrscheinlich-
keit, dass bis zum Zeitpunkt h kein Schaden sowie kein Konkurs eintritt und
dann Ruin folgt. foh e Mw(x + ct)e” Jowetendyqt entspricht der Wahrschein-
lichkeit, dass kein Schaden eintritt aber, dass das Unternehmen Konkurs
meldet in (0, k). Hier ist noch zu beachten, dass die Ruinwahrscheinlichkeit
in diesem Fall 1 ist. Bei foh e~ Jo watey)dy o=t Jw(x + ct — y)dFx(y)dt
handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden eintritt jedoch
kein Konkurs bis zum Zeitpunkt h und dann Ruin folgt.

Zunichst beschiftigen wir uns mit der Stetigkeit. Wir wissen, dass ¢ in
einem Punkt a rechtsseitig stetig ist, wenn der rechtsseitige Grenzwert
lim, .+ ¥(z) existiert und gleich 1 (a) ist. a™ bedeutet hierbei, dass man sich
a mit Werten annédhert die grofler als a sind.

Wihlt man nun x = 0 und & — 0 in (4.1) so erhélt man:

h o)
0(0) = Jim 4 vieny+ [ 2 [ ulet = )i

—1 Lyt

(0) =1(07)

Und somit folgt die rechtsseitige Stetigkeit von ¢ (x) in = 0.

Wihlt man stattdessem z = —ch und h — 0 in (4.2) ergibt sich:

h
}Liﬂ(l]?ﬂ(—Ch) — }Linég—Ah_fJLw(—ch—l-cy)d%w(o) +/ e—Atw(_Ch + Ct>€f0t w(—ch+cy)dydt
—0 N —r — ~~
—(07) -1 - ~ .
%

A oo
—+ / e Jo W(—ch+cy)dy>\e—>‘t / 1/)(—0]1 +ct — y)dFX (y)dt
0 0

J/

—0

Und es folgt die linksseitige Stetigkeit. Hierbei ist zu beachten, dass w(07)
beschriankt ist. Insgesamt erhalten wir somit, dass ¢(z) stetig ist in z = 0 und

$(07) = (07). (4.3)

Mit der gleichen Argumentation erhalten wir, dass ¢ (x) fiir alle Werte
x € R stetig ist.
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Nun differenzieren wir (4.1) beziiglich h und bilden den Grenzwert h — 0:

200 0= -N@) + U@t A [ vle-piFx) (1)
0
Hierbei bezeichnet v, (x) die rechtsseitige Ableitung von 1 (z).

Durch analoges Vorgehen in (4.2) erhalten wir:

2 <0 0= —(\wle)ba) + v (o) +le) +A [ oG- )P )
(4.5)

Ersetzen wir in (4.1) x durch = — ch, fiir ausreichend kleine h, so erhalten
wir:

h 00
Uz — ch) = e M(z) + / )\eM/ Y(x —ch+ct —y)dFx(y)dt
0 0

Nun differenzieren wir nach h und bilden wieder den Grenzwert h — 0,
dann ergibt sich fiir x > 0O:

W (2)(—c) = —Mb(z) + A / (e — y)dF(y)

Durch Umformen erhalt man:

r>0: 0=-X\(z)+¢ (x)c+ /\/0002/1(:6 —y)dFx(y) (4.6)

Durch analoges vorgehen in (4.2) ergibt sich:

P05 0= =+ w(@)b(e) + et (o) +le) + A [l = pdFxly)
0
(4.7)
Hierbei bezeichnet ¢’ (x) die linksseitige Ableitung von ) (z).

Wir wissen bereits, dass ¢(z) Vo € R stetig ist. Wenn wir (4.4) und
(4.6) miteinander vergleichen erhalten wir somit, dass ¢/(z) fiir alle > 0
existiert. Analog folgt aus dem Vergleich von (4.5) und (4.7), dass ¢/(z) fiir
r < 0 existiert, sofern w(x) stetig ist. Weiters erhalten wir, wenn wir (4.4)
und (4.7) gleich setzen:
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() + o (@)e + A /0 " — y)dFx(y) =

~ (Ot w(@)d(@) + e (z) +w(z) + A / " (e — y)dFx(y)

Durch umformen ergibt sich:

W) — ¥ (1) = ~(w(@) (1 — ()

c

Schlussendlich folgt mithilfe von (4.3), dass

L(0) — 4 (07) = ~(w(07) (1 — (07)) (4.8)

C

Wir interessieren uns dafiir, wann ¢’'(z) in z = 0 stetig ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn gilt, dass ¢/, (0) =+’ (07), also entweder wenn w(0~) =0
oder ¥(07) = 1 ist. Der Fall, dass ¢/(07) = 1 ist, ist fiir uns nicht von Interesse.
Dabei handelt es sich ndmlich um die klassische Ruinsituation und es gilt,
w(07) = 0.

Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir ¢/(z) fiir # < 0. Unter
der Beriicksichtigung, dass wir an den Unstetigkeitsstellen von w(z) nur die
einseitige Ableitung darunter verstehen.

Wir teilen nun +(z) in eine obere (, o “) und untere (, u “) Funktion,
abhingig von x:

Yo(x), wenn z >0
P(r) =

(), wenn x <0

Das fiihrt uns, fiir x > 0, zu:

0=t (z) — Myo(x +>\/¢0x— )dFx(y /wux— JdFx(y))
(4.9)

Und fiir z < 0 erhalten wir:

0 = et (x) — (A4 w(@))bu(z) +w(z) + A / T bule —y)dFx(y) (410
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Wobei gilt 9,(0%) = ¢,(07) und ¢5(0%) — 7,(07) = £(w(07)(1 — ¥ (07))).

Der Einfachheit halber nehmen wir fiir die restliche Arbeit an, dass die
Schadenhdhen exponentialverteilt sind mit Parameter v, also X ~ Exp(v).

Nun wenden wir den Operator (£ + v) auf (4.9) und (4.10) an. Wir
erhalten wir fiir x > 0:

0= (0 +ettfo) = Male) + M [l —ypve iy + [ e -y )

1)

= (% +v)(ctl(z) — Mbo(x) + )\(/Ox Yo(2)ve @A dz + /_ Yu(2)ve T dz))
= (e} (x) = M () + Awio () + A( /0 o (—1)e Az / Yu(2)v(—v)e " 72dz))

T 0
+ (vl (z) — Avbo(x) + )\I/(/ Yo(2)ve A dy 4 / Yu(2)ve "7 dz))
0 —00

= () — My () + vy (x)

1) Wir betrachten nun die beiden Integrale for Vo — y)re *¥dy und
f;o Vo (x — y)ve "Ydy genauer. Zunéchst substituieren wir z =z — y

= dz = (—1)dy und fiir die Grenzen der Integrale erhalten wir:

fox - f:)? - fox sowie fxoo - fo_oo - fi)oo'
Somit ergibt sich insgesamt:

— fow wo(z)l/e*”("”*z)(—l)dz — fi)oo wu(z)ue*”(“*z)(—l)dz =

fox i/JO(Z)Ve_V(w_Z)dZ—i_fEOO l/Ju(Z)V@_V(x_Z)dZ

Fiir x < 0 erhalten wir:
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0= (5 + (e (o) = (A w(o)ule) + (o) + 3 [l = e )

il(éé+lﬁ(c¢i(x)——(A%u(aﬁ)ﬂm(x)+w(x)4Aﬁ/”rthz)ye_mx—@dz)

= (c¥u(x) = (A + w(@))y(z) — w'(2)tu() + W' (x) + Aty () + A /z Yu(2)v(—v)e 2 dz)

+ (evipy,(z) — (A + w(x))Yu(z) + vw(z) + Av /_x bu(2)ve T dz)

= (z) = (A +w(@))Yy(2) — o' (2)du(2) + o' (2) + v, (z) — vw(@)du() + vw(z)

1) Wir verwenden dieselbe Substitution wie im Fall z > 0: z=x—y
= dz = (—1)dy und fiir die Integralsgrenzen erhalten wir
o= =" 1
Insgesamt ergibt sich somit:

—([*_u(z)ve @D (=1)dz) = [Ty (z)ve @D dz

Schlussendlich erhalten wir die folgenden linearen Differentialgleichungs-
systeme:

r>0: 0=cl(x)+ (vc— N (z) (4.11)

x<0: 0=cyy(z)+ (ve— (A +w(@))v,(2) — (W(z) + rw(@))vu(z) + ' (2) + vw(z)
(4.12)

Fiir x > 0 haben wir mit (4.11) eine homogene lineare Differentialglei-

chung mit konstanten Koeffizienten. Wir verwenden zur Losung den folgenden
Ansatz:

Po(x) = Ce™

Fiir die erste und zweite Ableitung erhalten wir:
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Yl (z) = Cre’™

o

w//(x) — Cr2€r‘x

o

Wenn wir diese Resultate nun in (4.11) einsetzen, ergibt sich:

Ce™(er* + (ve—A)r) =0
Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn r? 4+ (v — 2)r = 0 ist.

Wir erhalten somit die folgenden zwei Losungen:

Ly A U A2

7“1,2:—< zc)i ( 40)
A

—7’1:—<V—Z>, 7’220

Fiir den Fall, dass es zwei reelle Losungen —rq # ry gibt, ist die Allgemeine
Losung der Differentialgleichung durch

Ae " 4 Be™*
gegeben.
Insgesamt erhalten wir somit die folgende Losung fiir die homogene li-
neare Differentialgleichung (4.11):
Vo) = A~ 1 B (4.13)
Bei A, B € R handelt es sich um zwei Konstanten.

Mit der ,, Net profit condition “ (A = ¢ — 1 > 0) folgt, dass v — % > 0 ist.
Weiters gilt, dass lim,_,, 1¥,(x) = 0 ist. Dies kann folgenderweise motiviert
werden: Wenn wir ein unendlich grofses Anfangskapital zur Verfiigung haben,
ist die Wahrscheinlichkeit eines Konkurses gleich Null.

Verwenden wir diese Tatsachen in (4.13), dann erhalten wir:

limg—o0oto(x) = lim Ae "2 L B=B=0 (4.14)

T—00
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Somit folgt, dass B = 0 ist.

(4.13) kann mit diesem Resultat vereinfacht geschrieben werden als:

A

Po(x) = Ae” V=) (4.15)
Interessant ist, dass sich dies bis auf die Konstante A nicht von der Ruin-
wahrscheinlichkeit unterscheidet. Fiir exponentialverteilte Schadenshohen ist

die Ruinwahrscheinlichkeit nimlich durch ¥ruin (7) = YRuia(0)e ¥ = HLAe_R“"
gegeben. Somit gilt:

L re = A )
=——e W =—e V7 4.1
1+ A° Ve’ (4.16)
Wobei R mithilfe der Cramér-Lundberg-Gleichung (2.16) bestimmt werden
kann.

YRuin ($ )

Nun betrachten wir die inhomogene lineare Differentialgleichung (4.12)
genauer.

Allgemein hat eine inhomogene lineare Differentialgleichung die folgende
Form:

YU(x) + al (z) + b (z) = s

Die Losung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch:

Yu(w) = p(e) + h(z)

Bei p(z) handelt es sich um die partikuldre Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung und bei h(x) um die allgemeine Losung der homogenen Dif-
ferentialgleichung (s = 0). Es gilt stets:

Diese Formel verwenden wir nun um die partikuldre Losung von (4.12)
zu bestimmen. Es gilt:
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Somit handelt es sich in unserem Fall bei ¢, (z) = 1 um die partikulire
Losung von (4.12). Insgesamt erhalten wir eine Loésung der Form:

Yu(z) = 14 Ayh(x) (4.17)

Dabei bezeichnet A, eine Konstante und bei h(x) handelt es sich, wie
bereits oben erwidhnt, um die allgemeine Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung (in unserem Fall: 0 = ch”(z) + (ve — (A + w(x)))W (x) —
(W' (x) + vw(z))h(z)). Insbesondere gilt, dass lim, , o,(x) = 1 ist und
somit folgt, dass h(—oo) = 0 ist. Dies kann damit begriindet werden, dass bei
einem unendlich groken negativen Startkapital, die Wahrscheinlichkeit eines
Konkurses gleich eins ist.

Die Stetigkeitsbedingungen (4.3) und (4.8) liefern die folgenden Glei-
chungssysteme:

e (07) =¢(07)
- Y,(0) = Aem=2)0 = A

= A=1+ A,h(0)

o ¢/ (0) = 9L (07) = S(w(07)(L —(07)))

- Y(0) = Aem)

- ¢,(0) = A,R'(0)

= —A(v = 2) = AP (0) = L(w(07)(1 — (1 + A,h(0)))
Durch zusammenfassen und umformen erhalten wir:

— (v = 2)A = AH(0) + Lw(07) (= A,h(0))

Nun ersetzen wir in der obiger Formel A durch A = 1 4 A,h(0). Wir
erhalten:

- %)(1 + ALR(0)) = A (0) + %w(O‘)(—Auh(O))
= 2) = A (WO) = 0h0) + (= 200))
A, =~ —
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Durch einsetzen des obigen Ausdruckes fiir A, in A = 1+ A,h(0) erhalten
wir einen entsprechenden Ausdruck fiir A.

Somit konnen wir die Konstanten A und A, als Funktionen von h(0)
und A/(0) schreiben:

A“__mm@—g—WQU+Mw>
(v = 2)h(0)

R0 — 2 — =02 + (0

Durch einsetzen dieser Resultate in (4.15) und (4.17) erhalten wir das fol-
gende Theorem fiir die Konkurswahrscheinlichkeit:

Theorem 4.1. Gegeben st ein zusammengesetzt Poissontverteilter Risikore-
serveprozess mit Anfangskapital x, Primienrate c, Intensitit A sowie exponen-
tialverteilten Schadenhdéhen mit Parameter v > 0. Fir eine gegebene Konkurs-
ratenfunktion w(x) > 0 fir x < 0 ist die Wahrscheinlichkeit des Konkurses
gegeben durch:

( (=200 ] o
[1 - 1(0) (=2~ ) 4w (0) | e \Ter wenn x > 0

U(z) = (4.18)
(+-2)

1—
\ L(O) (v—2-202) ()
Wobei h(x) die homogene Lisung von (4.12) bezeichnet.

h(z), wenn x < 0

In der obigen Formel fiir ¢(x) ist ersichtlich, dass die zwei Zweige der
Funktion im Punkt x = 0 gleich sind. Ebenso bleiben A und A, unveridndert
wenn ch(x), fiir einen konstanten Faktor ¢ # 0, verwendet wird, anstatt
h(z). Zu beachten ist, dass h(0), A'(0) und w(0~) von der Wahl der Konkurs-
ratenfunktion abhéngen.

Im né&chsten Abschnitt betrachten wir nun einige Beispiele von Kon-
kursratenfunktionen.

4.1 Beispiele von Konkursratenfunktionen

Konstante Konkursratenfunktion

Zunéchst beschéftigen wir uns mit konstanten Konkursratenfunktionen. Dabei
handelt es sich um die einfachste Wahl von w.
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wi(7) = we * Lzeoy mit we >0

Typischerweise ist die Konkursratenfunktion eine fallende Funktion, zum
Beispiel von oo bis 0 fiir  von —oo bis 0. Konstante Konkursratenfunktionen
werden verwendet, wenn das exakte Verlustlevel in der Praxis nicht transpa-
rent ist. Dies kdnnte beispielsweise aufgrund von mangelnden Informationen,
oder wenn der Uberschuss nur zu diskreten Zeitpunkten beobachtet werden
kann der Fall sein. Wenn man annimmt, dass die Perioden zwischen den
Beobachtungszeitpunkten unabhéngig und identisch exponentialverteilt
sind mit Erwartungswert %, dann folgt aus der Gedéchtnislosigkeit der Ex-
ponentialverteilung, dass die Konkursratenfunktion ebenso die Konstante \ ist.

Wir betrachten nun nochmal die inhomogene Differentialgleichung (4.12) aus

dem vorigen Abschnitt. Wenn wir die Konkursratenfunktion w;(x) einsetzen,
erhalten wir fiir die homogene Differentialgleichung von h(x):

0=ch"(z) + (vc— (A +wi(2)))h (z) — (wi(z) + vwi(z))h(z), x <0

Da es sich bei wi(z) = w. um eine Konstante handelt verschwinden die
Ableitungen und somit erhalten wir:

0=ch"(z)+ (vc— (N +w.))W (z) — vw.h(z), z <0 (4.19)

Um die Losung zu finden verwenden wir wieder den folgenden Ansatz:

h(z) = Ce™
h'(x) = Cre™
h”(fﬂ) — 07,,267‘1‘

Durch einsetzen in (4.19) erhalten wir:

Ce™(er? + (ve — (A + we))r — vwe) =0

Die Gleichung ist erfiillt, wenn

r? 4 (y - @)r -y (4.20)

gilt. Weiters wissen wir, dass die Losung einer homogenen Differentialglei-
chung von der folgenden Form ist:
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h(z) = Aje ™ 4 Bef”
Wobei es sich bei —R < 0 und p > 0 um die beiden Losungen der
quadratischen Gleichung (4.20) handelt.

Da lim,, o h(x) = 0 ist, folgt, dass A; = 0 ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir B; = 1 setzen. Wir erhalten somit die folgende
Losung fiir die homogene Differentialgleichung (4.19):

h(z) = e’

Nun betrachten wir die Gleichung fiir A aus dem vorigen Abschnitt genauer:

(v — 2)h(0)

C

RO =2 = #02) + 1(0)

Da h(0) = 1 und A'(0) = p gilt, erhdlt man schlieflich durch einsetzen in
obere Gleichung:

A1 VTe  nyoved
N R

1) Dies folgt, da fiir eine allgemeine quadratische Gleichung x? + px + ¢
gilt, dass —p = x; + x5 ist. Hierbei bezeichnen x; und x5 die Losungen
der quadratischen Gleichung.

In unserem Fall haben wir daher:
—v4+2+% =—R+p
Durch umformen erhalt man:

R:V—A—%—l—p

C

Insgesamt erhalten wir fiir die Konkurswahrscheinlichkeit folgendes Theo-
rem:

Theorem 4.2. Betrachie einen zusammengesetzt Poissonverteilten Risikore-
serveprozess mit Anfangskapital x, Pramienrate ¢, Intensitdt A und exponenti-
alverteilten Schadenhdhen mit Parameter v > 0. Fiir eine konstante Konkurs-
ratenfunktion w(z) = w, fir x < 0 ist die Wahrscheinlichkeit des Konkurses
gegeben durch:
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Y N
e (R ) e‘(”_%)’”, wenn x > 0
¥(z) = (4.21)
1—%(v—2)er”, wennaz <0
Im Einfiithrungskapitel wurde bereits erwdhnt, dass fiir w(x) = oo die

Konkurswahrscheinlichkeit mit der Ruinwahrscheinlichkeit iibereinstimmt.
Lassen wir nun w, — oo gehen, dann folgt, dass R — v und p — oo. Wir
erhalten, dass (4.21) fiir x > 0 gegen die Ruinwahrscheinlichkeit ¢pyn(z) =
%6_(1’_%) konvergiert und fiir x < 0 gegen 1. Somit folgt, dass fiir w. — oo die
Konkurswahrscheinlichkeit mit der Ruinwahrscheinlichkeit iibereinstimmt.

Lineare Konkursratenfunktion

Nun betrachten wir lineare Konkursratenfunktionen.
we(z) = —ax - 1<y, a>0

Bei wy handelt es sich um eine der grundlegendsten Formen einer strikt
fallenden Konkursratenfunktion. Diese ist noch einfach genug, um eine
explizite Losung der Konkurswahrscheinlichkeit anzugeben. Wir erhalten
diesmal fiir die homogene Differentialgleichung von h(x):

0=ch"(z) + (vc— (A —ax))h' () + (a + vax)h(z), r <0 (4.22)

Nun wollen wir h(z) = "5 - g(z) substituieren. Dazu ermitteln wir

zundchst A'(x) und A" (x):

z(2A—ax) )\ — ar z(2XA—ax)
h’(x) _ GZT . ( - ) -g(z) +e 2 g/(:p)

(&

=@as) (A — % g(2) +g’($))

, (2A—az) A—azx A—azx 2(@r—az) (—a
h/($):€ 2c < )< )g($)+e 2c ( )g(x)

2(2A—az) A—azx
+ [ 2c .

I
)

e <(A ““3)2.9(;5) —_ % cg(z)+2- A_Cax g (x) +g”(fr)>
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Setzen wir dies nun in die Differentialgleichung (4.22) ein und kiirzen den
Faktor ezmiaz), so erhalten wir:

0=e ((A54) o)~ Loy +2 25 ) g0

C

A —ax

—l—(l/c—()\—ax))-(

Durch zusammenfassen der g(x), ¢’(z) und ¢”(x) ergibt sich:

S gf) +(0)) + (ot vae) -0

A —ax

C

+g(x) - <c- ()\_ca$)2—c-%+(l/c—()\—ax))-)\_Cax+a+l/a:v)

0 =cqg"(z) + ¢'(z) - (26 : +(ve—(A— al’)))

Schlussendlich erhalten wir die folgende lineare Differentialgleichung fiir
g(x):

0=cg"(z) + AN+ cv—ax)g'(z) + \vg(x)

. . o e 2
Nun wollen wir ein zweites Mal substituieren, z = %, sodass

y(z(z)) = g(x) ist. Dafiir betrachten wir zunfchst wieder die Ableitungen
von g(z):

g(x) = y(z(x))

dy dy ([ —\ —cv +ax
/ _ %I _ 2
o) = () = S (A

d?y dy d*y [ (=X — cv + ax)? dy a

g”(@ — d_ZQZ/(‘T)Z/(x) + d_zz//(w) = w( = ) -+ 52

Setzen wir dies nun in die obere Differentialgleichung fiir g(z) ein, so er-
halten wir:

2 /() _ 2 A
O:c(dy<( A cu—i—ax)>+@g>+()\+cy_am)(d_y—/\ cy+ax>+)\yy

dz2 c? dz ¢ dz c
:@(—)\—cu—i-ax)g_i_@ a_(—)\—cu+ax)2 oy |i
dz? c dz c 2a

Py A—covtar) dy
Cdz? 2ac dz

_dzy +dy 1 +)\V
—dz2z dz \ 2 : Zay

(—A —cy—l—ax)2) Av
2a
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Somit erhalten wir eine Differentialgleichung von der folgenden Form:

d? 1 d A
O:z—y+ - —Z —y+—yy
dz  2a

Dabei handelt es sich um eine konfluente hypergeometrische Differential-
gleichung. Diese haben namlich die allgemeine Form:

2+ (B-2)y —ay=0

In unserem Fall gilt g = % und a = —%. Die Losung der Differentialglei-

chung ist gemaf |7| durch

vl vl
y(Z)—AQ‘M(—%,i,Z)+BQ‘U(—%,§,Z)

gegeben. Mit Ay, B, € R und

M, ,z)—l—l—%z—l—%ij-"
&y
;()k !
_L®) Ltk *
" T(a) ,;F(ﬁwc) K )
SimTBU(oa,ﬂ, 2) = 1 Mo B.2) -5 M(1+a—p,2-0,2)

F(1+a-p)Ir(p) [(a)l'(2 - B)

(4.24)
Wobei (o) =a-(a+1)--- (a+k—1) und (a)y = 1 gilt.
Weiters ist zu beachten, dass I'(a)) = (o — 1)! ist.
Bei M(a,B,z) und U, 3,2) handelt es sich um die hypergeometrische

Funktion der ersten (Kummer Funktion der ersten Art) und zweiten Art
(Kummer Funktion).

Dies fiihrt zur folgenden allgemeinen Ld&sung der Differentialgleichung
(4.22):
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z(2XA—ax)
2

pla) =5 [ (-

A 1 (== cv+ ax)?
20" 2’ 2ac

A1 (=X —cv+ ax)?
B, Ul - 22 =
5 ( 2a’ 2 2ac
Wir wollen nun die Konstanten A, und B, bestimmen. Dafiir verwenden

wir wieder, dass h(—oo) = 0 ist. Somit miissen wir das Verhalten von
M(a, B,2) und U(a, 8, z) fiir z — oo genauer betrachten.

Ebenfalls aus [7] folgt, dass fiir z — oo:

- M(a B 2) = gy e 27 (14 0())

- U, B,2) = 27*(1+ O(é))
O bezeichnet das asymptotische Verhalten bei Ann&herung an den un-
endlichen Grenzwert. Es wird verwendet, um eine maximale Grofenordnung

anzugeben. O (ﬁ) bedeutet, dass der Term nicht wesentlich schneller wéchst

als L.
|2]

Wenn =z — —oo geht, dann haben die zwei homogenen L&sungen das
folgende asymptotische Verhalten:

oy 2
e &) 17 (=X — v + ax)
2a 2

2ac

san) D(3) aeten? (=X — v + ax)? i 1
=e 2 - 2/\,, e 2ac ( 5 > (1 + O( E -
F<_%> ac | o]
_ LG ey (M) - (1 +0 <+>)
He Vaac je==n
(4.25)
und
z(2A—ax 1 )\ 2
T _&7_7( A —cv +ax)
2a 2ac
( A + )2 3 1
z(2A—ax) —_ — cr ax a
—° ) ( 2ac ) (1 +0 (’ (=A—cv+az)? ‘)>

Av
a

z(2A—ax) —)\ — CcV + axr 1
= e 2c (T) (1 + O (W)) (426)

2ac
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Fir x — —oo ist (4.25) unbeschrinkt und (4.26) strebt gegen 0. Somit
folgt, dass Ay = 0 sein muss. Wir setzen wieder, ohne Beschriankung der All-
gemeinheit, By = 1. Insgesamt erhalten wir also:

d d () 2P\ = () kT SN (a) A
e = (G ) R G T R
o alat 1)y 2 o« (1) 2R
S 2 B Dy (oD 5oz (Gt D T
L)goo(a—i-l)k z_kgz)g (a4 1) i
_5;(5+1)k ! ﬁ( ;(ﬁJrl)k k')

1) Indexverschiebung: ersetze k = (k + 1)

2) Herausziehen von k£ = 0 aus der Summe (man beachte, dass (a)g = 1)

Nun betrachten wir d% (@U(a, B, z)>:



44 KAPITEL 4. DIE WAHRSCHEINLICHKEIT DES KONKURSES
d (sinmf _d 1
(709 = g (rare e
~1-B
S e IURERERE)
- ! -Q-M(a+1ﬁ+1z)—[M-M(1+a
Fl4+a-pIrp) B ’ ’ C(a)'(2 - B)

2P 1+a-p
Ml2-p8) 2-p

+ -M(2+Oz—6,3—ﬁ,z)}

(07 OéZ_ﬁ

) Ve A |
T TUra—pr@ry MOt S T A = B)
l+a—-p

2-p

M2+a—p,3—0,2)
(4.27)

1-06)-M1l4+a—-08,2—-0,2)+z-

«

1) Verwende, dass 3-T'(8) = I'(5+ 1) beziehungsweise, dass ¢ r(a) NCES))

gilt.

Nun betrachten wir den Klammerausdruck genauer:

> 14+a— z
(1=B) MO +a=p2-p2) = 2; k’“ o
l+a—2 1+a—B8)2+a—p) 22

N R R Co [y

Ql+a-p8)2+a—-p)B+a—p) .z_3+ }
2-8B-8)4-7) 3

_ﬁ72

_672)
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- B _ k
%1;f55.M@+a—53—6&) 1+a ﬁ Z:2+a %
_ 14+a-p 24+a—p 2+ta-FB+a—-p) 2
g |VTss YT eaaes 2
@ta-pBra-—pAta-p 2 }
B=p8)4-pB)5-5) 3t
_ (I+a-p) (L+a-p)R2+a=p) ,

T 2= T e-pB-p
(1l+a-B)2+a-pB+a-p) 2°

2-8)3-p5)4-5) 2!
1+a-p)R2+a—-p)B+a—p)d+a—p) %+
2-6)3-8)4-5)05—B) 3!

Dies multiplizieren wir noch mit 1 5, damit wir spater die z-Terme der
beiden Klammerausdriicke zusammenfassen konnen.

Somit erhilt man:

At+ta=-p)  (A+a-pR+a=-p) ,
(1=p8)2-p5) (1-8)2-8)3-5)
(l+a-pB)2+a-B)B+a—-p) 2°
(1=-8)2-pB-8)E4-p) 2
(l+a-pBR2+a-pB+a-pPld+a-p) =
(1=-8)2=8)B-8)4-p8)5-b) 3!

(1-5)

+ ..

Jetzt fassen wir, wie bereits oben erwéhnt, die z-Terme zusammen:
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. (1+a—7) (1+a—p0) .
=5 P+< @—ﬂ>'*a—m@—ﬁ0

+<(1+O‘_5)(2+0‘—5)+2(1+04—5)(2+a—6)) 2

(2-5)(3-5) (1-B2-/HB-5) ) 2
(Lt o seena) o |
={1-h) {” ((1(3;)@ Tty
(R0 ) 3
*( G gjaégwgf_m'u@fgw)éi%]

ff1+“‘kk S (1=8) M(L+a—B1-5.2

=0

Das erhaltene Ergebnis setzen wir nun wieder in (4.27) ein. Damit ergibt
sich:

d (sinmf B « Mla B
Oéziﬂ
- F(()é—i—l)l_‘(l—ﬁ)(l—ﬁ) ’(1_5)'M(1+O‘_671_ﬁ72>

1 2B
:O{F(lnLa—ﬁ)F(ﬁJrl) Mla+1,5+1,2) - T(a+ 1)I(1 - B)

M(l+a—p,1-5,2)

) 1
=a- sinm(f+1) )U(OH— L,B+1,2)
T
Wenn wir nun durch % dividieren, erhalten wir den Faktor —Szzgzgf ;)1)).

Dieser entspricht dem Wert —1.

(Hierbei ist zu beachten, dass im Paper [5] ein falsches Vorzeichen angefiihrt
ist.)

Nun fassen wir die eben gezeigten Resultate zusammen:
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d «
—M(a,f,2) = EM(oz +1,8+1,2) (4.28)
%U(a,ﬁ,z) =—-aU(a+1,6+1,2) (4.29)

Mit (4.29) konnen wir jetzt h'(z) berechnen:

h’(x):ew.<i_%) _U(_y 1 (—/\—cy—l—ax)Q)

c c 2a° 2’ 2ac
z(2X—ax) d >\I/ 1 (_)\ — CcV + CLJJ)Q
= .yl -2 =
e dx ( 20’2’ 2ac
T —azx 1 _ _ 2
26(220 >. é_% U _E’_’( >\ CI/—FOJJZ')
c c 2a° 2 2ac
N —Av(A+cv —ax) ol — Av Y §’ (=X —cv +azx)?
2ac 2a 2 2ac

A Av 1 (=X —cv)? (X + cv) Av 3 (=X —cv)?
h = . IS — . S I S A
= #(0) c U( 2’2" 2ac ) 2ac v 20 T 2ac

Somit erhalten wir folgendes Theorem:

Theorem 4.3. Betrachte einen zusammengesetzt Poissonverteilten Risikore-
serveprozess mit Anfangskapital x, Primienrate ¢, Intensitdit X und exponen-
tialverteilten Schadenhdhen mit Parameter v > 0. Fir eine lineare Konkurs-
ratenfunktion w(x) = —ax fir x < 0 ist die Wahrscheinlichkeit des Konkurses
gegeben durch:

v 1 (=A—cv)? _Av(Aterv) Y 3 (=
2a°27 2ac 2ac U 2a +1’2’ 2ac

p
A Av 1 (7)\701/)2
(”—C)U(—za»z»gac ) N
1-— e‘(”_?)"”, wenn x > 0
vU )\—(:1/)2)

z(2A—ax) 2

A Rl e Av 1 (=A—cv+axz)
<V—c>'e e U <_2a7272ac )

1 —

. _Av 1 (=2—cv)? _Av(Ater) _Av 3 (=A—cv)?
vU 2ac U 2a +1’2’ 2ac

) wenn x < 0

2a°27 2ac

(4.30)
wobei U(.) gemdfS (4.24) definiert ist.
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Exponentielle Konkursratenfunktion

Nun betrachten wir exponentielle Konkursratenfunktionen.
wy(r) =e " lpeg, a>0

Die Differentialgleichung von h(z) ist diesmal gegeben durch:

0=ch"(x)+ (vc— A+ e ™)' (z) —e (v —a)h(z), =<0 (4.31)

Wir gehen hier dhnlich vor wie im linearen Fall. Zunachst substituieren

wir h(z) = e~ e - g(z) und anschlieRend substituieren wir z = L - e mit

y(=(2)) = gla). )
h(x) = o - g(x)
W (z) = e (_e;c) (—a) - g(z) + e - g'(x)
= (6;) g(x) + e~ - g/ (a)
W (x) = e (ecax> : (ecax> cg(x) + e (6;) (—a) - g(z)

0 ec. {ezi“” . (66”) . (66”) L) + e - <€C”) (—a) - g(x)

e—aT e_az e—aT e_ax e—aT
—|— 67 ac . ( p ) . gl(m’) + 67 ac . < ) . g/(l‘> + 67 ac . g//(x>:|

Im néchsten Schritt, fassen wir die g(z), ¢'(z) und ¢”(x) zusammen:
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—a

Wenn wir {iberall den Faktor e~ “ec kiirzen, konnen wir die Differential-
gleichung folgendermafsen schreiben:

0 =cg"(z) +¢'(z) (e‘m + ve— A) + g(x) <_Aem)

C

Nun fiihren wir die Substitution z = -, mit y(z(z)) = g(x), durch.

Es gilt:

- de 672ax N dy ae
Cdz2\ 2 dz c

Durch einsetzen ergibt sich diesmal:

d2y 6721196 dy ae= dy e—ax — e~
B wd —azx 2122 = .
0=c [dz2(c2)+dz< c >]+<e e ) [d2< 0)}+( c ) /

d?y dy
d

Wenn wir nun wieder die 7%, % und y zusammenfassen erhalten wir:
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d2y 6—2(11: dy o e—2aac o e~z e~ o 1
0=—=2 + == ae™™ — —ve "+ +yl — |-
dz? c dz c c c ae—ax

d?y (e~ 9" dy ey A
=— +2 1= -2+ D)y - =
dz2 \ ac dz ac a ac ac

a2y @(ac+)\—yc_z) A

- @Z dz ac B y%
Schlussendlich erhalten wir eine Differentialgleichung folgender Form:

0=2-—7 +

d*y ac+ A —vc dy A
dz?

Dabei handelt es sich wieder um eine konfluente hypergeometrische Dif-
ferentialgleichung. Deren Losung ist uns bereits aus dem vorigen Abschnitt
bekannt. Es gilt:

y(z):A3'M<i7/\_yc+1ae )+B3'U(i7>\_yc+17€ )

ac’ ac ac ac’ ac ac
(4.32)
Somit erhalten wir die allgemeine Losung:
e T )\ A - —ar
h(z) =e ae -[Ag-]\/[<—, Vc—i—l,e )
ac’ ac ac
)\ )\ _ —ax
+Bg~U(—, A P ﬂ (4.33)
ac’ ac ac

Mit Konstanten As, Bz € R.

Wenn wir anstatt ws(x) = ™% - 1< die allgemeinere Konkursratenfunktion
wi(xz) = b e - lpco) gegeben haben, kénnen wir analog vorgehen. Wir

miissen nur den Term < in (4.33) durch be;cw ersetzen um die allgemeine
Losung h(z) zu erhalten. Wir nehmen in diesem Abschnitt der Einfachheit
halber an, dass b =1 ist.

Um die Konstanten Az und Bz zu bestimmen, verwenden wir wieder,
dass h(—o0) = 0 ist. Dafiir miissen wir zunédchst, analog zum linearen Fall,
das asymptotische Verhalten der beiden homogenen Losungen von (4.33) fiir
x — —oo betrachten.

Es gilt:
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e_e;?.ﬂf(il’A-_lKj+_1’e )
ac ac ac
e —az ]__‘(A__VC + 1) e—ax e—ax ac ac 1
—e ac .—9a 7/ . o a 1+0 —
o (%) (=)

_ F(}—(g 1) (e;j")“(l +O(ﬁ)) (4.34)

sowie

.
= e (e ) ’ <1 + 0( L )> (4.35)
ac | € |

ac

Nun nehmen wir an, dass v > a ist. Es gilt namlich, dass E[w;(X)] < oo
ist genau dann, wenn v > a ist. Somit folgt, dass die erste homogene Losung
fiir + — —o0 unbeschriankt ist, wihrend die zweite gegen 0 strebt.

Mit lim,, o h(x) = 0 folgt nun, dass A; = 0 sein muss. Wir setzen
wieder, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, B3 = 1. Es folgt fiir h(x):

ac’  ac ac

e o* )\ )\ - —ax
h(z) = e S5 - U(— T ) (4.36)

An der Stelle z = 0 erhalten wir fiir h(x), sowie fiir die erste Ableitung
h'(z), mithilfe der Resultate aus dem vorigen Abschnitt, folgendes:

1 A A— 1
h(0) = e ac - U(—, oy 1, —) (4.37)
ac ac ac
v [1 A A= 1 A A A— 1
W (0) = e ac - l—U(—, VC+1,—) +—2U<—+1, VC+2,—>}
C ac ac ac ac ac ac ac

(4.38)

Schlussendlich erhalten wir wieder das folgende Theorem fiir die
Konkurswahrscheinlichkeit:

Theorem 4.4. Betrachte einen zusammengesetzt Poissonverteilten Risiko-
reserveprozess mit Anfangskapital x, Prdmienrate c, Intensitit A und expo-
nentialverteilten Schadenhdéhen mit Parameter v > 0. Fiir eine exponentielle
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Konkursratenfunktion w(x) = e~ fir x < 0 ist die Wahrscheinlichkeit des
Konkurses gegeben durch:

() o(osmors)
B } : : A
1-— e~ =37 wenn x>0

V*A U A )\71/0+17i Jr%U A+1 )\71/1:+2 1
ac ac

c ac’ ac ac ’ ac Yac

Y(z) =
—ax _

v—2 |eac.e%ac U X Ave g 0"

c ac ac ac

1— , wenn x < 0
A A A—vc 1 A A A—vc 1
<V_c>.U<(L(:’ ac(+17ac>+ac2.U(ac+1’ (L(I;/L+27(LC)
\

wobei U(.) durch (4.24) gegeben ist.

Stiickweise konstante Konkursratenfunktion

Jetzt kommen wir zu stiickweisen konstanten Konkursratenfunktionen. Diese
sind insoweit interessant, da sie jede gegebene Funktion beliebig nahe von
oben und von unten approximieren konnen. Dariiber hinaus reicht es in man-
chen Situationen aus, nur die Konkursrate gewisser Bereiche des negativen
Uberschusses zu bestimmen.

Wir definieren ein Gitter auf der negativen x-Achse indem wir unter-
schiedliche Werte z;, 0 <7 < n, mit —-co =29 <21 < ... < Ty < 2, =0
wéihlen und setzen

w(z) = wy fir 1 <z < 2. (4.40)
Wobei wieder gilt, dass w; > wy > ... > w, > 0 ist.

Nun wollen wir eine Konkursratenfunktion wg(x) approximieren. Dazu
erzeugen wir eine untere stiickweise konstante Approximation, indem wir
wr, = wo(xx) wihlen. Ebenso kann wy(z) von oben approximiert werden, indem
wir wr = wo(xk_1) setzen. Dieses Vorgehen wird in der nachfolgenden Grafik
veranschaulicht.
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&)0 (X) — — — obere Approximation von wy(x)
****** untere Approximation von wg(x)

& —1 |
Xp =% ]
x<0 Xn-5 Xn-4 Xp-3 Xn-2 Xp-1 Xn=0

Abbildung 4.1: Obere- und untere Approximation der Konkursratenfunktion

Diese unteren und oberen Approximationen von wy(x) liefern untere und
obere Schranken fiir die Konkurswahrscheinlichkeit.

Mit (4.40) konnen wir (4.12) in n Differentialgleichungen der Form

T < T < Ty 0= cpy(z) + (ve — (N + wp)) W) (2) — vwpbe(x) + vwg

umschreiben.

Dabei handelt es sich, wie bereits erwdhnt, um eine inhomogene lineare
Differentialgleichung. Deren Losung ist durch die Summe der partikuldren
Losung der inhomogenen Differentialgleichung (diese ist in unserem Fall 1, wie
wir bereits am Anfang dieses Abschnittes gesehen haben) und der allgemeinen
Losung der homogenen Differentialgleichung (diese ist, ebenfalls aus dem
Abschnitt iiber konstante Konkursratenfunktionen bekannt, gegeben durch
Ae™"F" 4 BrePr®) gegeben.

Somit erhalten wir als Losung fiir jede dieser Differentialgleichungen:

Yp(x) = Ape™ ™ + BreP* 4+ 1, Th1 < T < T} (4.41)

Hierbei sind —r, < 0 und p; > 0 die Losungen der charakteristischen
Gleichung
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A

C C

und A;, By sind die zu bestimmenden Konstanten.
(4.41) gilt auch, falls wy = 0 ist. Die Losung von (4.42) ist in diesem
Fall durch —ry, = —(v — %) und pr = 0 gegeben und wir erhalten fiir die
Konkurswahrscheinlichkeit ¢, (x) = By + 1.

Nun kommen wir zu den Bedingungen an die Koeffizienten.

Wie in den vorigen Abschnitten gelten auch hier die folgenden Randbe-
dingungen

- limg_ootbo(T) = Ae~r=27 4 B =
- limy oot () = Aje™™" + BieP* 4+ 1 =1

Aus diesen Randbedingungen konnen wir folgern, dass B = 0 und A; =0
ist.

Die Stetigkeit der x}'s fiihrt zu den folgenden Bedingungen:

Ak6_rkrk + Bkepkzk = Ak+16_7.k+1mk + Bk+16pk+lzk, (443)

firl<k<n-—1und

Ay + B, +1=A (4.44)

Durch substituieren der allgemeinen Form (4.41) von ¢ (z) in (4.10) erhal-
ten wir weitere n Bedingungen. Fiir x;,_; < x < 2, und 1 < k& < n erhalten
wir:

0= c(—rpAre™ ™" + pp.Bre™™) — (A + wy) (Age™ ™ + Bre™™ + 1)

T—Tp_ 1
+wp + )\/ (Ake—rk(r—y) + Bkepk(:ﬂ—y) + l)ye_”ydy
0

+ A Z/ (Ap_je ™=V L By PV 4 Dye ™y (4.45)

Durch ausmultiplizieren und umformen der ersten beiden Terme ergibt sich:
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A A
0= Ake_r’“m( —crp— (At we) + v ) — Ake_”m—y

V—Tk V—Tg

AV AV
+ BreP* | cpp — (A + wy) + — BjelH* — (AN 4+ wp) +w
¢ (p’“ () v+pk> ke e~ A e
T—Tk—1
+ /\/ (Ake—rk(x—y) + Bkepk(:v—y) + 1)Ve_”ydy
0
k=1 oz
+A Z/ (Ap—je a0 4 By et 4 e Vdy
j=1 YT Tk—j

Nun verwenden wir die folgenden beiden Eigenschaften:

AV
—crk—()\+wk)+y . =0
— T
A
cpk—()\+wk)+y+yp =0
k

Diese erhalten wir, wenn wir in (4.42) die beiden Losungen einsetzen und
umformen:

= c(—r,)? + (cy (A wk)) (=) — vy

= —cri(v—rk) + (N + wp)ry — vwg + Av — Av

=—crp(v—7k) + (A +wp)re — (A +wi)v + v

=—crp(v—rk) — A+ w)(v — 1) + A | (v —1)
AV

=—crp — (A +wg) +
V—Tg

Durch analoges vorgehen mit p; anstelle von —rj erhalten wir die zweite
Aussage.

Wir erhalten, wenn wir diese beiden Eigenschaften verwenden:
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A A
0= —Akei%w—y - Bkepkz—y — A
vV —Ty V+ pk

T—Tp_1
—1—)\/ (Age ™Y 4 ByePr @) 4 1)pe " dy
0

+AY / (Ap_je =10 4 By ePhs@0) L 1Ype ™y (4.46)

Als néachstes betrachten wir die beiden Integrale genauer:

T—Tk_1
)\/ (Ape @Y 1 Brer v 4 1ye Wdy =
0

T—Tk—1

Ape TREATRY=VY B ePRTTPRYVY omVY
+ +

T — UV —pp —V s ar

_l’_
T —V —pk —V —v
14

Ty — UV —pPr —V —V

_l’_
T — —pk —V —v

(Ake—rkxk 1—VvT+rveg_q N Bkepkxk—l—VI+VIk—1 e—l/x—i—l/xk,l |:Ak6—rkx N Bkepkx 1 :|)

Ake TkTl—1—VT+VTl—1 Bkepkxk,lfz/x+1/a:k,1 €Vx+uxk1>

A
+ Ape e | Brepr
V—Tg V+ pk

+A

Durch analoges Vorgehen bei dem zweiten Integral erhalten wir:

T—Th—j—1
A / (Ap_je =@ 4 By sePe=i@0) 4 Ype W dy =
1 T

+

(kl Ak,je_rk_jmk_j_l_yx—’—ymk_j_l Bk,jepk_jxk_j_l_Vx-"_yxk_j_l e—V£E+VJ3k—j—1
+
Tk,j — VvV _pkfj — VUV —V

+

Ak,je_rk_jmk_j_mc—’—lmk_j Bk,jepk_jtck_j_mc—’—lmk_j e—uz+u33k_j
V—"Tk—j v+ Pk—j 1

Diese Resultate setzen wir nun in (4.46) ein:
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0= A g My
V—ry V+ pg
A e—rkmk,l—vx—i-umk,l B epkfk—l—lm‘i‘l’xk—l e—um—&—uzk,l
+ Au( . + == )
Tk — UV —Pk —V —V
AV
+ Ape " + Bpef + A
V—Tg vV + pg

k—1 Ak_jefrk,jxk,j,l7z/:p+z/xk,j,1 Bk_jepk,jxk,j,lfuerua:k,j,l efux#»lzxk,j,l
+ v g + +

= Te—j —V —Pk—5 —V -V

_|_

Ak_jefrk—jxk—j*Verka—j N Bk_jepk,jxk,jfuaﬂrwck,j ererka,j
V—Tk_j vV Pr—j v

Durch zusammenfassen und umformen ergibt sich:

0= \vev®| — iexk—l(l’_rk’) _ &exk—l(V"Fﬂk) _ lexk—ll/
V—Tg V+ pg v

k—1
+Z( Aj (_exj,l(zlfrj) _'_exj(ufrj)> + Bj

——_(—emimrtei) g gmivtei)y 4 1(_6%71" + emi¥)
V—rj v+ p; 14

J=1

Schlussendlich erhalten wir, wenn wir den Term j = 1 aus der Summe
herausziehen, und beriicksichtigen, dass A; = 0 ist:

0=Ave | — A k-1 (rTR) —Bk ek k) _ Z pTho1v
V—Tg V+ Pk 14
B, _ . . .
+ Z e%i- 1(v—rj) + 690;(1/ T’J)) + —J(_ezjfl(”"‘ﬂj) + ex](’/—"_pJ))
v— r] v+ pj

1 B 1
+ _(_ezj_lu + exjy)) + 1 ez1(l/+p1) 4 Zett¥ 7 2 < 2 <n

v v+ p1 v

(4.47)

Fiir z > 0 ist die Konkurswahrscheinlichkeit durch ¢(z) = Ae~ (=37 gege-
ben. Wir erhalten das folgende Resultat wenn wir dies in die leferentlalglel—
chung (4.9) fiir z > 0 und mit —r = —(v — 2) einsetzen.
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0= —c(u — é)Ae (=27 _ N\Ae~ =27 4 /\{/ Ae™ @Y e dy
0

T—Tn—1
+ / (Ape ™=V 4 B e @Y 4 1)pe Wdy

xmn]1

DY

—(=2)(@—y) -y \ |*
D ey + VA [(Ae S )

v—=2—v 0

T—Tn—1

A mEy)-ry B oepn(-y)-vy vy
(s )

Tn —V —pPp —V —v

-1 gy vy B epni@my)mvy gy
Z ( + + )
e —v —v —v

xznj1:|

T—Tp—j
—A A, B, 1

= \ve [ + (1 — ex"‘l(”_r")) + (1 — ex”‘l(”ﬂ’")) + — (1 — e’””—l”)
vV—r V=T, V+ pn v

n—1
+ Z 4 ( — eTi-1lv=rj) 4 e%‘(l’—ﬁ')) + % < — eTi—1rtei) 4 e%‘(”ﬂ’j))
J

A A, B, 1
= A\ve { — + (1 _ 6xn1(v—rn)) + (1 _ efcnl(l/—l—pn)) + = <1 _ eacnlu)
v—r V-—T, v+ pn v

n—1
+ Z ( 4 ( — e®im1v=ry) 4 e%‘('/"j)) + B, ( — eTim1(rtpy) | ezj(wrpj))

i V—r; v+ p;
1 B 1

+ _( — e%im1 6xjy)) + —16961(V+Pl) + _61’1V:| (448)
v v+ v

1) Hierbei ist zu beachten, dass gilt:

—A —vz —A
= e . 5

= )

o —vx

ve = —vcAe

Unter Beriicksichtigung, dass Ae™* > 0, kann man die Bedingungen (4.47)
und (4.48) folgendermafen vereinfachen:
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eirkxk epkxk 677’k+11k epk+1xk
Ak + Bk - Ak+1 — Dpp1——— = 0 (449)
V=T V+ Pk V= Tkt1 V+ Pr+1
und
1 1 1 1
A, + B, —A =—= (4.50)
V—rn V+ pn vV—r v

Diese Resultate zeigt man mittels vollstindiger Induktion. Hierbei ist zu
beriicksichtigen, dass sich die lel) sowohl in (4.47) als auch in (4.48) weg
kiirzen. In (4.48) bleibt lediglich der Term I iiber.

Unser Ziel ist es, die Parameter By, A, By, A, mit 2 < k < n, zu be-
stimmen. Dafiir fassen wir die Bedingungen (4.43), (4.44),(4.49) und (4.50)
zu einem linearen Gleichungssystem der Form

U-z=v (4.51)
zusammen.
Hierbei ist

Z/ = [BlaA27 BQ; "'7An7Bn7A]

und die Matrix U hat die Dimension 2nx2n. Sie ist diinnbesetzt um die
Hauptdiagonale und gegeben durch:

6551,01 _6—5017‘2 _6$1P2 O O

eZ1P1 e~ T172 eT1P2

v+p1 ) v+pa 0 0
0 e Tar2 e —eTT2T3 _pT2ps 0 0

e ®2m2 er2r2 e~ %273 eT2P3
0 v—r2 v+p2 v—r3 v+p3 0 0
0 0
0 0 1 1 -1
1 1 1

O 0 v—"rn v+pn Cu—r

Weiters ist

, 1
v = 10,0,0,...,—1,——
1%

Fiir x > 0 kann die Konkurswahrscheinlichkeit geschrieben werden als:

(x) = (U )gpe 2" (4.52)

Der Index bezeichnet die 2n-te Komponente des Vektors.



Kapitel 5

Veranschaulichende Berechnung
der Konkurswahrscheinlichkeit

Das folgende Kapitel ist, wenn nicht niher gekennzeichnet, folgenden Quellen
entnommen: [5] Seite 228-236 und [8]

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Berechnung von () fiir konstante
wi () = W, lineare wy(x) = —ax und exponentielle Konkursratenfunktionen
ws(x) = e *, fiir mehrere Parameterwerte a > 0, veranschaulichen. Die
erhaltenen Ergebnisse werden anschliefend mit den Werten der klassischen
Ruinwahrscheinlichkeit 1y, () verglichen.

Hierbei sei nochmal erwdhnt, dass wir annehmen, dass die Schadenho-
hen exponentialverteilt sind mit Parameter v, also X ~ Exp(v). Somit gilt
fiir die Ruinwahrscheinlichkeit ¢pun () = Vice_( 2T,

vV—=)x
c

Die Grafiken basieren auf den folgenden Parametern:

- A =5.000
-v=1
- ¢=6.000

Dies konnte beispielsweise einem Portfolio mit etwa 100.000 unabhingigen
Polizzen entsprechen. Wobei jede eine Schadenswahrscheinlichkeit von ¢ = 5%
pro Zeiteinheit aufweist und eine erwartete Schadenhéhe von E[X] = 1 = 1.
Weiters gilt fiir den Sicherheitszuschlag A = 20%. Somit erhalten wir fiir die
Pramie c:

N(1)
c=(1+ A)E{Z XZ-] =1,2-5.000 = 6.000

i=1

60
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Die erste Grafik spiegelt die Konkurswahrscheinlichkeit unter Beriicksich-
tigung konstanter Konkursratenfunktionen w,. € {50;100; 500} wieder.
Diese Grafik erhalten wir durch die explizite Auswertung der Formel (4.21) fiir
die Konkurswahrscheinlichkeit. Zu Vergleichszwecken wurde sowohl hier, als
auch im linearen und exponentiellen Fall, die Ruinwahrscheinlichkeit, dabei
handelt es sich um die dicke schwarze Linie, zusétzlich dargestellt.

0.4 0.6 0.8 1.0

Konkurswahrscheinlichkeit

0.2

0.0

T T T T T T T T
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40
Anfangskapital

Abbildung 5.1:  Konkurswahrscheinlichkeit bei konstanter Konkurs-
ratenfunktion w; () = w,.

Bei den beiden nachfolgenden Abbildungen handelt es sich um die
Konkurswahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung linearer- beziehungsweise
exponentieller Konkursratenfunktionen. Im linearen Fall betrachten wir ¢ (x)
fiir aiy, € {50, 100,500} und im exponentiellen Fall fiir aey, € {0,2;0,3;0,4}.
Diese Grafiken erhalten wir durch die explizite Auswertung der Formel (4.30)
sowie (4.39) fiir die Konkurswahrscheinlichkeit.
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1.0
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Konkurswahrscheinlichkeit

0.2

0.0
I

T T T T T
-40 -20 0 20 40

Anfangskapital

Abbildung 5.2: Konkurswahrscheinlichkeit bei linearer Konkursratenfunktion
wo(r) = —ax mit unterschiedlichen Parameterwerten a
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Konkurswahrscheinlichkeit
0.4

0.2

— a=02
oo a=0.3
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Abbildung 5.3: Konkurswahrscheinlichkeit bei exponentieller Konkurs-
ratenfunktion ws(x) = e~ mit unterschiedlichen Parameterwerten a

Wie erwartet zeigen die Grafiken glatte Kurven. Vergleicht man diese mit
dem Graphen der klassischen Ruinwahrscheinlichkeit, erkennt man, dass die
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Graphen der Konkurswahrscheinlichkeit umso mehr nach rechts “gezogen®
werden, desto grofer a wird.

Die explizite Auswertung der Konkurswahrscheinlichkeit wollen wir nun
mit jenen Graphen vergleichen, die wir erhalten, wenn wir die stiickweise
konstante Approximation der jeweiligen Konkursratenfunktion betrachten.

5.1 Stiickweise konstante Approximation der
Konkursratenfunktion

Die Konkurswahrscheinlichkeit fiir ein gegebenes Anfangskapital erhidlt man
durch 16sen des linearen Gleichungssystems (4.51).

Wie bereits im letzten Kapitel erwihnt, handelt es sich bei U um eine
um die Hauptdiagonale diinnbesetzte Matrix. Wir konnen somit das Gauss-
Seidel-Verfahren anwenden um zufriedenstellende Ergebnisse zu erhalten.
Bei dem Gauss-Seidel-Verfahren handelt es sich um einen Algorithmus zur
naherungsweisen Losung von linearen Gleichungssystemen. Bei diesen Ver-
fahren reduziert sich der Aufwand pro Iteration bei diinnbesetzten Matrizen
wesentlich. Dieses Verfahren werden wir nun kurz erldutern:

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem in n Variablen mit den folgenden n
Gleichungen:

U1+ 21+ oo F Uy - 2 = U1

Uy * 21 + oo + Uy * 2y, = Vo

Upl * 21+ oo T Upp * Zp = Uy,

Um diese zu losen, fiihren wir nun ein Iterationsverfahren durch. Hierfiir
sei 2™ ein Niherungsvektor an die exakte Losung. Zunichst 16st man die
k-te Gleichung nach der k-ten Variable z; auf. Hierbei ist zu beachten, dass
die vorher berechneten Werte im aktuellen Iterationsschritt ebenfalls benotigt
werden. Meistens wird als Startwert z,(CO) = 0 verwendet. Somit erhilt man fiir
den (m-+1)-ten Iterationsschritt folgendes:

k—1 n
mey _ L (m+1) _(m)
2 = (vk ;u;ﬂzi Z UpiZ; ) (5.1)

1=k+1
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Bei z(™*1) handelt es sich um einen neuen Niherungsvektor fiir den
Losungsvektor z. Somit erhdlt man, wenn man diesen Vorgang wiederholt,
eine Folge von Werten die sich z immer mehr annihern. Es gilt 2™ — 2 fiir
m — Q.

Man kann das Gauss-Seidel-Verfahren ebenfalls in Matrixschreibweise
folgenderweise notieren:

Dazu sei U = L + D + R. Hierbei handelt es sich bei D um eine Dia-
gonalmatrix, bei L um eine strikte untere Dreiecksmatrix und bei R um eine
strikte obere Dreiecksmatrix. Fur den Iterationsschritt erhalt man:

Dz(neu) -y — Lz(neu) . Rz(alt)

Durch umformen ergibt sich:

(D + L)Z(neu) — v — Rz(alt) - (neu) _ (D + L)_l(v . Rz(alt))

Durch die Festlegung eines Startvektors z(%) erhilt man fiir den Iterations-
schritt folgendes:

2D = (D + L)'Re™ + (D + L)y (5.2)

Interessant ist, dass das Gaus-Seidel-Verfahren konvergiert, wenn der
Spektralradius —(D + L)™' R kleiner als 1 ist.

Der Algorithmus wird beendet, sobald fiir 2™+ gilt, dass ||z — 207 || Lay <
€ 1st.

In unserem Fall gilt ¢ = 107'°, um zufriedenstellende Ergebnisse zu er-
halten. Das Gitter x,zo,...,x, ist abstandstreu, sodass die Qualitit der
Approximation hauptsichlich von der Wahl von z; und der Anzahl n der
Gitter abhéngt.
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Wir erhalten somit fiir die lineare Konkursratenfunktion folgende Grafiken:

Konkurswahrscheinlichkeit
Konkurswahrscheinlichkeit

T T T T T T T T T T
-60 -40 -20 0 20 40 -60 -40 -20 0

Anfangskapital Anfangskapital

Abbildung 5.4: Approximation der linearen Konkursratenfunktion fir z; =
—100,a =1, n = 30 bzw. n = 50

1.0

0.6 0.8
I

Konkurswahrscheinlichkeit
0.4

0.2

——  Ruinwahrscheinlichkeit

-~ obere Approximation

-+ untere Approximation

T T T T T T T T
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40

Anfangskapital

Abbildung 5.5: Approximation der linearen Konkursratenfunktion fir z; =
—100,a =1 und n = 200

Diese Grafiken spiegeln die obere und untere Approximation der li-
nearen Konkursratenfunktion wq(z) = —axz wieder. Wobei in unserem
Fall @ = 1 und z; = —100 gesetzt wurde. Die gestrichelte Linie stellt
jene Konkurswahrscheinlichkeit dar, die sich mithilfe der oberen Appro-
ximation der Konkursratenfunktion wy(z) ergibt. Also jenen Fall, wo
wa(z) = wo(x;) fiir x; < o < x;41 gilt. Die gepunktete Linie spiegelt

T
40
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hingegen die Konkurswahrscheinlichkeit wieder, die sich mithilfe der unte-
ren Approximation der Konkursratenfunktion ergibt, also ws(z) = ws(x;)
fiir ;1 < x < x;. Die durchgezogene Linie zeigt die klassische Ruin-
wahrscheinlichkeit und dient als Richtwert. Wie erwartet, wird die obere
und untere Schranke umso genauer, je dichter die Abstdnde des Gitters werden.

Die néchste Grafik zeigt die Approximation fiir den Fall z; = —40,n = 200
und a = 100. Diese wird dann in den darauf folgenden Abbildungen mit der
expliziten Losung verglichen. Zur Veranschaulichung wurde hier auch der
Vergleich fiir n = 50 grafisch dargestellt.
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-40 -20 0 20 40
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Abbildung 5.6: Approximation der linearen Konkursratenfunktion fir x; =
—40,a = 100 und n = 200
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0.0

T T T T T T T T T T
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
Anfangskapital Anfangskapital

Abbildung 5.7: Vergleich der Approximation mit der exakten Losung fiir a =
100 und n = 50 bzw. n = 200
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In diesen Grafiken erkennt man sehr gut, dass die Approximation fiir
n = 200 bereits mit der expliziten Losung iibereinstimmt.

Die untenstehende Tabelle beschreibt den Einfluss von x; auf die obere
und untere Approximation des Koeffizienten A in ¢,(z) = Ae_(”_%)x, x > 0.
Zu beachten ist, dass die Wahl von x4, fiir £y = —40 und kleiner, auf die obere
beziehungsweise untere Approximation von A nur sehr geringe Auswirkungen
hat. Die Werte in der Tabelle entsprechen der Approximation von A fiir a = 1.

1 -10 -20 -30 -40 -50 -60 -70
n 20 40 60 80 100 120 140

Obere Approx. von A 0,1189  0,03964 0,02824 0,02684 0,02669 0,02667 0,02667
Untere Approx. von A 0,02123 0,02412 0,02447 0,02451 0,02452 0,02452  0,02452

Tabelle 5.1: Einfluss von x; auf die obere und untere Approximation des Ko-
effizienten A

Die néachste Tabelle zeigt, wie sich die Approximation des Koeffizienten
A durch die unterschiedliche Wahl von Parameterwerten a > 0 veridn-
dert. Man sieht sehr schon, dass sich der Koeffizient A immer mehr

% = % = 0, 8333 nahert, umso grofker a wird. Hierbei handelt es sich bei Vic

um den entsprechenden Koeffizienten der klassischen Ruinwahrscheinlichkeit
A

(Vruin(7) = 2”72,

a 1 ) 10 20 50 100

Obere Approx. von A 0,0266 0,0930 0,1431 0,2057 0,3021 0,3795
Untere Approx. von A 0,0245 0,0855 0,1316 0,1892 0,2778 0,3490

Tabelle 5.2: Einfluss von a auf die obere und untere Approximation des Koef-
fizienten A (x; = —100,n = 200)

Die untere Grafik zeigt die Konkurswahrscheinlichkeit, die man mithilfe
der stiickweisen konstanten Approximation der linearen Konkusratenfunktion
wo(z) = —ax fiir die Parameterwerte a = 1 und a = 100 erhilt, im Vergleich.
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Abbildung 5.8: Approximation der Konkurswahrscheinlichkeit fiir wq(z) mit
unterschiedlichen Parameterwerten a (z; = —100 und n = 200)

Nun fithren wir dieselbe Analyse fiir eine exponentielle Konkurs-

ratenfunktion ws(z) = e~ * durch.

Wir wihlen diesmal x; = —70 und betrachten die Approximation der
exponentiellen Konkursratenfunktion ws(z) = e~ fiir a = 0, 1. Die folgenden
Grafiken zeigen die stiickweise konstante Approximationen von ws(z) fiir die
Parameter n = 30,n = 50 und n = 200, sowie den Vergleich mit der expliziten
Losung.
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Abbildung 5.9: Approximation der exponentiellen Konkursratenfunktion fiir

r1=—70,a=0,1, n =30 bzw. n = 50
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Abbildung 5.10: Approximation der exponentiellen Konkursratenfunktion fiir
1 =—70,a=0,1und n = 200
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Abbildung 5.11: Vergleich der Approximation mit der exakten Losung fiir a =

0,1 und n = 30 bzw. n = 50
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Abbildung 5.12: Vergleich der Approximation mit der exakten Losung fiir a =
0,1 und n = 200

Interessant ist, dass die Konkurswahrscheinlichkeit fiir exponentielle Kon-
kursratenfunktionen schneller gegen die klassische Ruinwahrscheinlichkeit kon-
vergiert, als dies bei der linearen Konkursratenfunktionen der Fall ist. Wir ha-
ben also einen geringeren Parameterumfang a wie im linearen Fall. W&hlt man
nun r; = —100, so erhilt man die folgende untere und obere Approximation
fiir den Koeffizienten A:

a untere Approx. obere Approx.

0,1 0,01062 0,0110

Tabelle 5.3: Approximation des Koeffizienten A fiir ws(z) (z; = —100 und
n = 200)

Die letzte Grafik zeigt noch die stiickweise konstante Approximation der
Konkurswahrscheinlichkeit fiir lineare Konkursratenfunktionen und jene fiir
exponentielle Konkursratenfunktionen im Vergleich.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Approximation der Konkurswahrscheinlichkeit
fiir exponentielle Konkursratenfunktionen (a=0,1) und fiir lineare Konkursra-
tenfunktionen (a=1)

Zum Schluss wird ein Monte Carlo Simulationsalgorithmus als zusétzliche
Alternative implementiert.

5.2 Monte Carlo Simulation

Die Monte Carlo Simulation ist eine andere Alternative um numerische
Schétzungen der Konkurswahrscheinlichkeit zu erhalten. Es handelt sich dabei
um einen guten Weg, in kurzer Zeit, verniinftige Resultate zu erzielen. Bevor
wir nun mit der Simulation der Konkurswahrscheinlichkeit beginnen, werden
wir die Monte Carlo Simulation kurz erlautern.

Oftmals ldsst sich der Erwartungswert E[X]| einer Zufallsvariable X
nicht exakt berechnen, jedoch ist es moglich diesen zu approximieren. Die
Monte Carlo Methode lduft darauf hinaus, unabhéngige und gleich verteilte
Stichproben von X zu generieren und den E[X] mithilfe des arithmetischen
Mittel der generierten Stichprobe zu schitzen. Man erhlt:

1 — —
E[X] zEE X=X,
=1

Somit basiert die Monte Carlo Methode auf dem starken Gesetz der grofen
Zahlen.
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Dieses besagt, dass das arithmetische Mittel der ersten n Beobachtungen
gegen den Erwartungswert konvergiert.

Natiirlich ist jede Schéitzung mit einer gewissen Unsicherheit verbunden.
Umso mehr Moglichkeiten es gibt, welchen Wert die gesuchte Grofe anneh-
men kann, desto unwahrscheinlicher ist ein “ Treffer “. Dies ist besonders bei
Punktschéatzungen der Fall. Dabei handelt es sich um eine Schitzung deren
Ergebnis ein einzelner Wert ist. Daher muss man zusdtzlich zum Schétzwert
immer ein Konfidenzintervall angeben. Das Konfidenzintervall gibt Auskunft
dariiber, wie genau beziehungsweise zuverlissig der berechnete Schétzwert
ist. Von groflem Interesse ist natiirlich die Breite des Konfidenzintervalles.
Hierbei gilt, umso schméler, umso besser. Dies weist namlich auf eine genaue
Schétzung hin. Wie nahe die ermittelte Stichprobe im Durchschnitt am
exakten Wert liegt, hingt im wesentlichen vom Standardfehler ab. Dieser
beschreibt die Streuung die die Stichproben aufweisen. Somit erhalten wir
mithilfe der Standardabweichung der Schétzfunktion und des gewihlten
Konfidenzniveaus ein geeignetes Konfidenzintervall. Durch die Erhohung
des Stichprobenumfangs kann die Breite des Konfidenzintervalles verringert
werden.

Ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — «, dabei handelt es sich um je-
nen Bereich, welcher den exakten Wert mit einer (1 — o) %-Wahrscheinlichkeit
einschlieft, ist gegeben durch:

~ On == On

Il—a,n(X> = |:Xn - CJ1—%%,X” =+ %—%%

Hierbei bezeichnet &, = \/ﬁ S (X — X,)? &~ /V(X) den Schitzwert
der Standardabweichung und ¢, das a-Quantil.

Nun kommen wir zur Monte Carlo Simulation fiir die
Konkurswahrscheinlichkeit. Es gilt fiir jedes x € R :

() =1 —E[e o «BOLrm<0d | R(0) = 4] (5.3)

Der obere Erwartungswert kann dann mithilfe der erzeugten Zufallspfade
berechnet werden.

Durch das bedingen auf die Sprungzeiten 7;, dabei handelt es sich um
die Zeitpunkte wann die Schiden auftreten, sowie auf die Sprunggrofsen X,
diese spiegeln die Hohe des Schadens wieder, mittels
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W(w,2) | (T1, X1), (T, Xa), .. = — /Ooow(R(t)) ooyt (5.4)

R(T;)
)

min(Tip1,Ti——
- z nry <o) / w(R(s))ds

und mit Ty = 0, erhalten wir:

Q/)(w’ 1’) — E(Tl,Xl),(TQ,XQ),...[l — e\p(wvx)l(T17X1)7(T27X2)7“'} (55)

Hierbei bezeichnet x = R(0) das Anfangskapital.

Insbesondere erhalten wir mit obiger Formel, wenn wir die beiden Kon-
kursratenfunktionen ws(x) = —az und wy(z) = e fiir a > 0 einsetzen,
folgendes:

- Lineare Konkursratenfunktion:

‘ll(u}g,l') | (Tl,Xl), (TQ,XQ), e =

=3t o BT — ) (i 10— 7, 22

=0

S O 0

- Exponentielle Konkursratenfunktion:

U(ws, z) | (T1, X1), (T2, X2), 21{3 T,)<0} * —e*“““ et

. (e—ac(min(Ti+17Ti—R(Zi))) _ B—GCTw) (57)

Die untenstehende Grafik zeigt einen bestimmten Pfad, wobei der schat-
tierte Bereich Wo(—ax,z) | (11, X1), (T2, X2), ... (siehe (5.6)) entspricht.
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Abbildung 5.14: Ermittlung von V(—ax, z) fiir einen gewissen Pfad

Nun kommen wir zur Monte Carlo Simulation der Konkurswahrscheinlich-
keit. Wir simulieren n Uberschuss-Pfade, wobei der k — te solche Pfad gemif
der Funktion U(w,z)x | (11, X1), (To, X2), ... (siehe(5.6) und (5.7)) berechnet
wird. Dazu simulieren wir entsprechende W; ~ Exp()\) sowie X; ~ Exp(v).
Bei den W; handelt es sich, wie bereits im vorigen Abschnitt erwdhnt, um die
Zwischenankunftszeiten und es gilt fiir die Ankunftszeiten T, = Zzzl W,.

Der Schatzer der Konkurswahrscheinlichkeit ist dann durch

D) = = 3 (1 — ¥erah) (5.9)

k=1

und das zweiseitige 99,75%-tige Konfidenzintervall des Schétzers durch

R 2,81 ~ 2,81
(max 900, ~ 22 ,0) i[9, + 2 2an1)) 9
gegeben.
Wobei ¢, durch o, = \/ﬁ 2;21(1—&@@)&_@2(3:)")2 gegeben ist.

Somit konvergieren die Schranken des Konfidenzintervalles fiir n — oo gegen
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Die nachstehenden Grafiken zeigen die Ergebnisse der Simulation sowie
den Vergleich mit der expliziten Losung. Fiir die Linge der Pfade wurde
k = 200 gewahlt. Dies bedeutet, dass k& Schiden in einem Pfad vorkommen.
Wir betrachten also die Parameter Wi, ...,W, und Xi,..., X}. Der Algo-
rithmus wurde mit 500 Pfaden ausgefiihrt. Dies reicht bereits aus, um eine
solide Approximation der exakten Konkurswahrscheinlichkeit zu erhalten.
Die Kurven zeigen den Schéitzer der Konkurswahrscheinlichkeit fiir den
Parameter ¢ = 100 (lineare Konkursratenfunktion) und ¢ = 0,2 (exponen-
tielle Konkursratenfunktion). Die strichlierten Linien spiegeln das 99,75%
Konfidenzintervall, welches auf den Simulationsergebnissen basiert, wieder.
Wenn man die Anzahl der Pfade auf 1000 erhdht sind die Konfidenzintervalle
bereits nicht mehr sichtbar.
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Abbildung 5.15: Monte Carlo Simulation der Konkurswahrscheinlichkeit fiir
lineare Konkursratenfunktion mit Parameter 1 = —100, a = 100, £ = 200 und
n = 500
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Abbildung 5.16: Vergleich der Simulation mit der exakten Losung fiir z; =
—40,a = 100, k = 200 und n = 500 (lineare Konkursratenfunktion)
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Abbildung 5.17: Monte Carlo Simulation der Konkurswahrscheinlichkeit fiir
exponentielle Konkursratenfunktion mit Parameter z; = —100;a = 0,2,k =
200 und n = 500



5.2. MONTE CARLO SIMULATION 77

e |
i
@
[=}
=
(9]
x
<
£ o |
£ o
o)
<
[5}
2
<
<
(2B
5 o
X
S
X
N
[=}
—— Monte Carlo Simulatiol
Konfidenzintervall
—— explizite Losung
e
(=}
T T T T T
-40 -20 0 20 40
Anfangskapital

Abbildung 5.18: Vergleich der Simulation mit der exakten Losung fir z; =
—40,a = 0,2,k = 200 und n = 500 (exponentielle Konkursratenfunktion)



Kapitel 6

Verwendete R-Codes

6.1 R-Codes zur Berechnung der expliziten
Losungen der Konkurswahrscheinlichkeit

6.1.1 Konstante Konkursratenfunktion

#
#| Parameter

#
lambda=5000
nu=1
¢1=6000
omega_1=>50
omega 2=100
omega_3=500

#Ruinwahrscheinlichkeit
f=function(m) {ifelse (m>=0,lambda/(nuxcl)*exp(—(nu—lambda/cl)*m),1)}

curve (f,xlim=c(—-100,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit" ,lwd=3)

#Konkurswahrscheinlichkeit (omega_1=50)

R 1=—(—((nu—(lambdatomega 1)/c1)/2)—sqrt (((nu—(lambdatomega 1)/c1)/2

- )" (2)+nuxomega_1/cl))
rho 1=(—((nu—(lambdatomega 1)/cl)/2)+sqrt (((nu—(lambdatomega 1)/cl)/2)"(

2)+nu*omega 1/cl))
g l=function(m) {ifelse (m>=0,
(R_1—(nu—lambda/c1)) /R _1sexp(—(nu—lambda/cl)*m),1—1/R _1%(nu—lambda/cl)*exp(rho_1*m))}

curve(g_1,xlim=c(—-100,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital",ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =1,add=TRUE)

#Konkurswahrscheinlichkeit (omega_2-=100)

R 2=—(—((nu—(lambdatomega_2)/cl)/2)—sqrt (((nu—(lambdatomega 2)/c1)/2

- )~ (2)+nuxomega_2/cl))
rho 2=(—((nu—(lambdatomega 2)/cl)/2)+sqrt (((nu—(lambdatomega 2)/cl)/2)"(

2)+nuxomega 2/cl))

g_2=function(m) {ifelse (m>=0,
(R_2—(nu—lambda/cl)) /R 2%exp(—(nu—lambda/cl)*m),1—1/R 2% (nu—lambda/cl)*exp(rho_ 2xm))}

78
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curve(g_ 2,xlim=c(—-100,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital”,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =2,add=TRUE)

#Konkurswahrscheinlichkeit (omega 3=500)

R 3=—(—((nu—(lambda+omega 3)/cl)/2)—sqrt (((nu—(lambdatomega 3)/cl)/
)

~(2)+nuxomega 3/cl))
rho_3=(—((nu—(lambda+omega 3)/cl)/2)+sqrt (((nu—(lambdatomega 3)/cl ~( 2

2)
/2)"(2)+nuxomega_3/cl))
g 3=function(m) {ifelse (m>=0,

(R_3—(nu—lambda/c1)) /R _3%exp(—(nu—lambda/cl)*m),1—1/R 3% (nu—lambda/cl)+*exp(rho_3*m))}

curve(g_3,xlim=c(—-100,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital”,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =3,add=TRUE)

legend (x=—100,y=0.7,legend=c(expression ( paste (omega, "=", 50)),expression(paste(omega, "=", 100))

)

,expression (paste (omega, "=", 500))),cex=0.8,1ty=1:3)

6.1.2 Lineare Konkursratenfunktion

Va +
#[ Parameter

#
lambda=5000
nu=1
c1=6000
a=50

al=100
a2=>500

library (fAsianOptions)

#Ruinwahrscheinlichkeit
f=function (m) {ifelse (m>=0,lambda/(nu*cl)*exp(—(nu—lambda/cl1)*m),1)}
curve (f,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit" /1wd=3)

#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=50

a),1/2,ip=0))

y1=Re(kummerU((( —lambda—cl*nu) "~ (2))/(2*axcl),—(lambda*nu)/(2*
/(2%a)+1,3/2,ip=0))

y2=Re(kummerU((( —lambda—cl*nu) "~ (2))/(2*axcl),—(lambda*nu)

print(yl)
print (y2)

g=function (m){ifelse (m>=0,

(1—=((nu—(lambda/cl))*yl)/(nuxyl—(lambda*nu*(lambda+cl*nu))/(2*a%cl)*y2))*exp(—(nu—(lambda/cl))m)

,1—(nu—lambda/cl)*exp ((m*(2*lambda—a*m)) /(2*cl))*Re(kummerU({ —lambda—cl#nu+am)~(2)/(2*axcl),
—(lambdax*nu) /(2*a),1/2,ip=0))/(nuxyl—(lambdaxnux (lambda+cl*nu))/(2=xaxcl)*y2))}

curve(g,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1) ,xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =1, add=TRUE)
#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=100

x1=Re(kummerU((( —lambda—cl*nu)~(2))/(2*al*cl),—(lambda*nu)/(2%al),1/2,ip=0))
x2=Re(kummerU((( —lambda—cl*nu) " (2))/(2*al*cl),—(lambdaxnu)/(2*al)+1,3/2,ip=0))

print(x1)
print (x2)

gl=function (m) {ifelse (m>=0,
(1—((nu—(lambda/c1))*x1)/(nuxx1—(lambdaxnux*(lambda+cl*nu))/(2*alxcl)*x2))*exp(—(nu—(lambda/cl)) =m)
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,1—(nu—lambda/cl)*exp ({mk{2=+lambda—al=+m)) /(2*cl))*Re(kummerU((—lambda—cl*nutal=*m)~(2)/(2xal*cl}),
—(lambdaxnu) /(2%al),1/2,ip=0))/(nukxl—(lambdasnux* (lambdatcl*nu))/(2%al*cl)*x2))}

curve (gl ,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1) ,xlab="Anfangskapital",ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,lty =2,add=TRUE)
#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=500

z1=Re(kummerU((( —lambda—cl#*nu) "~ (2))/(2*a2xcl),—(lambda*nu)/(2*a2),1/2,ip=0))
z2=Re(kummerU ((( —lambda—cl*nu) " (2))/(2*a2x+cl),—(lambdaxnu)/(2%a2)+1,3/2,ip=0))

print(zl)
print (z2)

g2=function(m) {ifelse (m>=0,

(1—((nu—(lambda/c1))*z1)/(nuxzl —(lambdaxnux*{lambda+cl*nu))/(2*a2xcl)*z2))*exp(—(nu—(lambda/cl)) *m)

,1—(nu—lambda/cl)*exp ((m*(2*lambda—a2+m)) /(2%cl)) *Re(kummerU((—lambda—cl=*nuta2*m)~(2)/(2*a2x*cl),
—(lambda*nu)/(2*a2),1/2,ip=0))/(nu*zl —(lambda*nu+* (lambdatcl*nu))/(2*a2%cl)*z2))}

curve(g2,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =3,add=TRUE)

legend (x=—-40,y=0.4,legend=c (expression(paste(a, "=", 50)),expression(paste(a, "=", 100))
,expression(paste(a, "=", 500))),cex=0.8,1ty=1:3)

6.1.3 Exponentielle Konkursratenfunktion

#
#| Parameter

#
lambda=5000
nu=1
¢1=6000
a=0.2
al=0.3
a2=0.4

library (fAsianOptions)

#Ruinwahrscheinlichkeit

f=function(m) {ifelse (m>=0,lambda/(nuxcl)*exp(—(nu—lambda/cl)*m),1)}
curve(f,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital",ylab="Konkurswahrscheinlichkeit" ,lwd=3)
#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=0.2

y1=Re(kummerU(1/(a*cl),lambda/(ax*cl),(lambda—nuxcl)/(a*cl)+1,ip=0))
y2=Re(kummerU(1/(a*cl),lambda/(a*cl)+1,(lambda—nuxcl)/(axcl)+2,ip=0))

print(yl)
print(y2)

g=function(m){ifelse (m>=0,

(1 —((nu—(lambda/c1))*yl)/((nu—lambda/cl)*yl+lambda/(a%cl~(2))*y2))*exp(—(nu—(lambda/cl)) %m)

,1 —((nu—lambda/c1)*exp(1/(axcl))xexp(—exp(—a*m)/(axcl))*Re(kummerU(exp(—a*m)/(a*cl),
lambda/(axcl),(lambda—nuxcl)/(a*cl)+1,ip=0)))/((nu—lambda/cl)=*yl+lambda/(axcl~(2))*y2))}

curve (g, xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,lty =1, add=TRUE)

#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=0.3
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x1=Re(kummerU(1/(al=*cl),lambda/(alxcl),(lambda—nuxcl)/(al*cl)+1,ip=0))
x2=Re(kummerU(1/(al*cl),lambda/(alxcl)+1,(lambda—nuxcl)/(alxcl)+2,ip=0))

print(x1)
print (x2)

gl=function(m){ifelse (m>=0,

(1—{((nu—(lambda/c1))*x1)/({nu—lambda/cl)*x1l+lambda/(alxcl~(2))*x2))*exp(—(nu—(lambda/cl))*m),

1—({nu—lambda/cl)*exp(1/(alxcl))*exp(—exp(—alsm)/(alxcl))*Re(kummerU(exp(—alsm)/(alxcl),
lambda/(al*cl),(lambda—nuxcl)/(al*cl)+1,ip=0)))/((nu—lambda/cl)*x1+lambda/(al*xcl~(2))*x2))}

curve(gl,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =2,add=TRUE)

#Konkurswahrscheinlichkeit mit Parameter a=0.j

z1=Re(kummerU(1/(a2*cl),lambda/(a2*cl) ,(lambda—nu*cl)/(a2*cl)+1,ip=0))
z2=Re(kummerU(1/(a2+*cl),lambda/(a2%cl)+1,(lambda—nuxcl)/(a2%cl)+2,ip=0))

print(zl)
print (z2)

g2=function(m){ifelse (m>=0,

(1—((nu—(lambda/c1))*z1)/({nu—lambda/cl)*zl+lambda/(a2xcl~(2))*z2))*exp(—(nu—(lambda/cl))*m),

1—({(nu—lambda/cl)*exp(1/(a2xcl))*exp(—exp(—a2%m)/(a2xcl))*Re(kummerU(exp(—a2sm)/(a2xcl),
lambda/(a2+*cl),(lambda—nuxcl)/(a2%cl)+1,ip=0)))/((nu—lambda/cl)*zl+lambda/(a2xcl~(2))*z2))}

curve(g2,xlim=c(—40,40),ylim=c(0,1),xlab="Anfangskapital" ,ylab="Konkurswahrscheinlichkeit",
lwd=1,1ty =3,add=TRUE)

legend (x=—40,y=0.2,legend=c (expression(paste(a, "=", 0.2)),expression(paste(a, "=", 0.3))
,expression(paste(a, "=", 0.4))),cex=0.8,1ty=1:3)

6.1.4 Stiickweise konstante Approximation der
Konkursratenfunktion

Lineare Konkursratenfunktion

Der hier angefiihrte R-Code entspricht der stiickweisen konstanten Approxi-
mation einer linearen Konkursratenfunktion. Dieser funktioniert analog fiir die
exponentielle Konkursratenfunktion, man muss lediglich ws(x) = e~** anstatt
wo(x) = —ax betrachten.

#

#| Parameter
#
lambda=5000
¢1=6000

nu=1

a=1

x 1=-100
n=200

r=—(—(nu—lambda/cl)) #Ldisung der homogenen DGL, Aufpassen —r<0
epsilon=10"(—10)

x_k=c ()

oﬁlega_unten:c()

r_unten=c ()

rﬂo_unten:c()

w—cT)

omega oben=c ()

r_oben=c()

rﬁo_oben:c 0

v=c()
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U=matrix ()

z—c()

# Starten mit der unteren Approzimation von Omega_2

x_k=seq(from=x_1, to=0, length.out=n) #Die Werte der z_k bestimmen

# +

#[ Approzimation unten

# Bestimmen omega_unten (omega_2(x)=—axz)
omega_unten=—a*x_k

print (omega unten)

# Nun berechnen wir die Lésung der charakteristischen Gleichung (4.42) fir omega_unten

r_unten=—(—((nu—(lambda+omega_unten)/cl)/2)—sqrt ({(nu—(lambdatomega unten)/cl)/2)"~(2)
+nusomega unten/cl))

rho_unten=(—((nu—(lambdatomega unten)/cl)/2)+sqrt (((nu—(lambdatomega unten)/cl)/2)"~(2)
+nukomega unten/cl))

print (r_unten)
print (rho_unten)

#Wir wollen nun das Gleichungssystem Uxz=v, Mithilfe des Gauss—Seidel Algorithmus,ldosen
um die 2n Unbekannten z=(B_1,A 2,B 2,A 3,B 3,...A n,B n,A)

#FErzeuge den Vektor v

v=c(rep(0, 2%n—2), —1, —1/nu)

print(v)

#Erzeuge die Matriz U (fir untere Approzimation)

U=matrix("numeric" ,ncol=2%n ,nrow=2*n, byrow=T)

for(i in 1)

{for (j in 1:(2xn))

{if (j==1){U[i,]j]=exp(x_k[i]*rho_unten[i])}
else if (j==2){U[i,jl=—exp(—x k[i]*r_unten[i+1])}
else if (j==3){U[i,j]=—exp(x_k[i]*rho_unten[i+1])}
else {U[i,j]=0}}}

for (i in 2)

{for (j in 1:(2xn))

{if (j==1){U[i,]j]=exp(x_k[i—1]*rho unten[i—1])/(nutrho_ unten[i—1])}
else if (j==2){U[i,j]=—exp(—x_k[i—1]*r_unten[i])/(nu—r_unten[i])}
else if (j==3){U[i,j]=—exp(x_k[i—1]*rho_unten[i])/(nutrho unten[i])}
else {U[i,j]=0}}}

for(i in 3:(2%n-—2))

{for (j in 1:(2xn))

{if (i%2==0)

{if (j<(i=2) [ j>=((i=2)+4))

{Uuli,jl=0}
else if (j==(i-2))
{Uli,jl=exp(—x k[i/2]*r_unten[i/2])/(nu—r_unten[i/2])}
else if (j==((i—-2)+1))
{U[i,j]=exp(x_k[i/2]*rho_unten[i/2])/(nut+rho_unten[i/2])}
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else if (j==((i—2)+2))
{U[i,j]=—exp(—x_k[i/2]*r_unten[i/2+1])/(nu—r_unten[i/2+1])}
else {U[i,j|=—exp(x_k[i/2]*rho_unten|i/2+1])/(nutrho_unten[i/2+1])}

else if (j<(i—1) || j>=((i—-1)+4))

{uli,jl=0}
else if (j::(l—l))
{Uli,jl=exp(=x_k[(i+1)/2]+r_unten[(i+1)/2])}

else if (_]::((1—1
{U[i,]j]=exp(x_k[(i
else if (‘]77((1—1
{Uli,jl=—exp(-x
else {U[i, J]ffexp
1}
for(i in (2xn—1))
{for (j in 1:(2xn))
{if (j<(2*n-2))
{uli,j]=0}
else if (j==(2*n-2) || j==2*n-1)){U|i,j|=1}
else {U[i,j]=—1}}}
for(i in (2xn))
{for (j in 1:(2xn))
{if (j==(26n-2)
{Uli,j]=1/(nu—r_unten[n])}
else if (j==(2+«n-1))
{Uli,j]=1/(nutrho_unten|[n])}
else if (j==(2xn))
{UL1 =1/ (nu—r)}
else {U[i,j]=0}

b}

U=data . frame (U)
for(i in 1l:ncol(U)){
U[,i]=as.numeric(as.character(U[,i]))

i+1)
+1))
+1)/2]*rho_unten[(i+1)/2])}
+2))

+1

k]

/\r—1vb—4v

+1)/2]*r_unten [(i41)/2+1])}
(i+1)/2]*rho_unten[(i+1)/2+1])}

U=as . matrix (U)
print (U)

#Ldse das Gleichungssystem Uxz=v Mithilfe des Gauss—Seidel Algorithmus
library ( pracma)

x0=rep (0,2*n)

z=itersolve (U,v,x0, tol=epsilon ,method="Gauss—Seidel")

print(z)

#Berechnung der Konkurswahrscheinlichkeit

A k=c(0,z8x[seq(2,2*¥n—2,2)])
B _k=z$x[seq(1,2%n—1,2)]

print (A _k)
print (B k)

funi=function(x, k, A k, B k, r_unten, rho_unten){
return(A k[k]|xexp(—r_unten[k]*x) + B k[k|*exp(rho unten[k]*x) + 1)

fun2=function(x, A){
return (Axexp(—(nu—(lambda/cl))*x))

}

x=seq(x_k[1], 40, by = 0.001)
k=2
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yl=c()
for (x_i in x){
if(x 1 < 0){
if(x 1> x k[k+1]){
k=k +1
}
yl=c(yl, funl(x_i, k, A k, B k, r_unten, rho_unten))
} else {
yl=c(yl, fun2(x_i, z$x[2#n]))
}
}
#
#| Approzimation oben
#

# Bestimmen omega_oben (omega_2(r)=—a*z)

for(k in 1:(n—1)){
w(k]=—axx_ k[k]}

#Eigentlich ist der erste Wert unendlich, da z 0—unendlich, dann ldisst sich jedoch das
Gauss—Seidel Verfahren nicht 16sen, daher flihren wir die Annahmen weiter fort

omega_oben=c(—ax(x_l-w[n—1]),w)

print (omega oben)

# Nun berechnen wir die Lésung der charokteristischen Gleichung (4.42) fir omega_oben

r_oben=—(—((nu—(lambdatomega oben)/cl)/2)—sqrt (((nu—(lambdatomega oben)/cl)/2)"(2)
+nu*xomega oben/cl))

rho_oben=(—((nu—(lambdatomega_oben)/cl)/2)+sqrt (({nu—(lambdatomega_oben)/cl)/2)"~(2)
+nuxomega_oben/cl))

print (r_oben)
print (rho_oben)

#Wir wollen nun das Gleichungssystem Uxz=v, Mithilfe des Gauss—Seidel Algorithmus,ldosen
um die 2n Unbekannten z=(B 1,A 2,B 2,A 3,B 3,...A n,B n,A)

#Erzeuge den Vektor v

v=c(rep(0, 2%n—2), —1, —1/nu)

print (v)

#Erzeuge die Matriz U (fir untere Approzimation)

U=matrix("numeric" ,ncol=2%n ,nrow=2*n, byrow=T)

for(i in 1)

{for (j in 1:(2xn))

{if (j==1){U[i,j]=exp(x_k[i]*rho_oben[i])}
else if (j==2){U[i,j]=—exp(—x_k[i]*r_oben[i+1])}
else if (j==3){U[i,jl=—exp(x_k[i]*rho oben[i+1])}
else {U[i,j]|=0}}}

for (i in 2)

{for (j in 1:(2#n))

{if (j==1){Uli,j]=exp(x_k[i—1]*rho_oben[i —1])/(nutrho_oben|[i—1])}
else if (j==2){U[i,j]=—exp(—x k[i—1]*r_oben[i])/(nu—r_oben[i])}
else if (j==3){U[i,j]=—exp(x_k[i—1]*rho_oben[i])/(nutrho_oben[i])}
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else {U[i,j]=0}}}

for(i in 3:(2%n-—2))

{for (j in 1:(2xn))

{if (i%9@==0)

Gf (j<(i-2) || j>=((i-2)+4))

{uli,j]=0}
else if (j==(i—-2))
{U[i,j]=exp(—x_k[i/2]*r_oben[i/2])/(nu—r_oben[i/2])}
else if (j==((i—2)+1))
{U[i,j]=exp(x_k[i/2]*rho_oben[i/2])/(nutrho_oben[i/2])}
else if (j==((i-2)+2))
{U[i,jl=—exp(—x_k[i/2]*r_oben[i/2+41])/(nu—r_oben[i/2+1])}
else {U[i,j]=—exp(x_k[i/2]*rho_oben[i/2+1])/(nutrho_oben[i/2+1])}

else if (j<(i—-1) || j>=((i—-1)+4))

{Uli,jl=0}

else if (j==(i-1))

)
{U]1 ,j]=—exp(—x_k]
else {U[i,j]=—exp(
1}
for(i in (2xn-—1))
{for (j in 1:(2%n))
{if (j<(2xn-2))
{uli . jl=0} . o
else if (j==(2%n-2) || j==(2*n—-1)){U[i,]j]=1}
else {U[i,jl=-1}})
for(i in (2#n))
{for (j in 1:(2xn))
{if (j——(2en—2))
fUli,31=1/ (nu—r_oben [n])}
else if (j==(2%n-1))
{U[i,j]=1/(nutrho_oben[n])}
else if (j==(2%n))
{uli,jl==1/(nu—-r)}
else {U[i,]j]=0}

i

U=data.frame(U)
for (i in 1:ncol(U)){
U, i]=as.numeric(as.character(U[,i]))

)
(i41)/2]*r_oben[(i+1)/2+1])}
x k[(i+1)/2]*rho_oben|[(i+1)/2+1])}

U=as . matrix (U)
print (U)

#Lose das Gleichungssystem Uxz=v Mithilfe des Gauss—Seidel Algorithmus
library (pracma)

x0=rep (0,2%n)

z=itersolve (U,v,x0, tol=epsilon ,method="Gauss—Seidel")

print(z)

#Berechnung der Konkurswahrscheinlichkeit

A k=c(0,z8x[seq(2,2*¥n—-2,2)])
B _k=z8$x[seq(1,2%n—1,2)]

print (A k)
print (B_k)
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k=1
y2=c()
for(x i in x){
if(x_i < 0){
if(x i > x k[k+1]){
k=k +1
}
y2=c(y2, funl(x_i, k, A k, B k, r_oben, rho_oben))
} else {
y2=c(y2, fun2(x_i, z$x[2#n]))
}
¥
# +
#[ Plotten
/
#
#Ausgabe der Konkurswahrscheinlichkeit in einer Grafik
und Vergleich mit der Ruinwahrscheinlichkeit
g=function(x) {ifelse (x>=0,lambda/(nu*cl)*exp(—(nu—lambda/cl)*x),1)}
plot(x, yl, type = "1", 1ty = 3, ylim=c(0,1), xlab="Anfangskapital",
yvlab="Konkurswahrscheinlichkeit" 6 col="darkblue")
lines(x, y2, type = "1I", Ity = 5,col="blue")

lines(x, g(x), lwd = 2)

legend (x=—-100,y=0.2,legend=c (expression(paste("Ruinwahrscheinlichkeit")),
expression (paste("obere_Approximation")),expression(paste("untere_Approximation"))),cex=0.5,
lty=1:3,lwd=c(2,1),col=c("black"” "blue","darkblue"))

6.1.5 Monte-Carlo Simulation

Lineare Konkursratenfunktion

7#
#[ Parameter

lambda=5000

c1=6000

nu=1

a=100

k=200 #Ldnge der Pfade (maz X 200 und T 200 in einem Pfad)
n=500 #Anzahl der Pfade
W=matrix ()

X=matrix ()

T k=matrix()

R k=matrix ()

S—matrix ()

psi_k=c()

#Zun?chst erzeugen wir n exponentialverteilte Zufallsvariablen
AV Ezp (lambda) (Zwischenankunftszeiten ), X Ezp(nu) (Schadenh?hen)

Wematrix (rexp (k+*n, rate=lambda) ,nrow=n, ncol=k)
X=matrix (rexp (k*n, rate=nu),nrow=n,ncol=k)

print (W)
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print (X)

#Ermittle T=sum~(n) (k=1) Wk (Zeitpunkt wann ein Schaden auftritt)

T k=matrix("numeric" ,nrow=n, ncol=k,byrow=T)

for(i in 1:n){
for(j in 1:k){
P (j==1){T_k[i,j]=W[i,j]
else{T k[i,j]—as.numeric

13

T _k=data.frame(T k)
for(i in l:ncol(T k)){
T k[, i]=as.numeric(as.character (T k[,i]))

}

T k=as.matrix(T k)
print (T k)

}
(T_k[i,(j=1)D+W[i,jl}

#
#| Monte Carlo Simulation

#

psi_i=function(x, i){
if(x<0){

sum=ax (x*min(T_k[i,1],—x/cl)+cl/2%(min(T_k[i,1],—x/c1))"(2))}

else{sum= 0}

for (j in seq(1l,k—1)){
Rk =x + c1«T k[i, j] — sum(X[i, 1:j])
sum=sum + as.numeric(ifelse (R k < 0

}

return (sum)

psi=function (x){

sum—=0
for(i in 1:n){
sum = sum + 1 — exp(psi_i(x, i))
}
return (sum/n)
}
x—seq(—40, 40, 0.1)
y=c()

y=sapply(x, psi)
names(y)=x

sigma=function (x){
sum2=0
for(i in 1:n){

sum2 = sum?2 + (1 — exp(psi_i(x, i)) — y[as.character(x)])"2

sig=sqrt(1/(n—1)xsum?2)
return(sig)

}

#Erzeugung des "Konfidenzintervalles”

J
2 , 1, 0) *+ a x (Rk — cl*T _k[i,j])+*min
,— R k/cl) 4+ ¢1/2 * ((min(T k[i,j+1], T k[i,j] — R k/cl))"

N~

conf oben=sapply(x, function(x){min(y[as.character(x)] + 2.81/sqrt(n)*sigma(x)
conf_unten=sapply(x, function(x){max(y[as.character(x)] — 2.81/sqrt(n)s*sigma(x

),

1

)
0

}
)

)
1)
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g=function(x) {ifelse (x>=0,lambda/(nu*cl)s*exp(—(nu—lambda/cl)*x),1)}
#Vergleich mit expliziter Ldésung
#library (fAsianOptions)

#y1=Re (kummerU(((—lambda—cl*nu) ~(2))/(2%axcl),—(lambdaxnu)/(2%a),1/2,ip=0))
#y2=Re (kummerU(((—lambda—cIl*nu)~(2))/(2xaxcl),—(lambdaxnu)/ (2xa)+1,3/2,ip=0))

#print (yl)
#print (y2)

#gl=function(z){ifelse (z>=0,

(1—((nu—(lambda/c1))*yl)/(nuxyl—(lambdaxnu*{lambda+cl*nu))/(2*a%cl)*y2))*exp(—(nu—(lambda/c1)
,1—(nu—lambda/cl)*exp ((x*(2*lambda—ax*x))/(2*cl))*Re(kummerU({ —lambda—cl*nu+taxx)"(2)/(2*axcl),
—(lambda*nu) /(2+*a),1/2,ip=0))/(nuxyl—(lambda*nu*(lambda+cl*nu))/(2xa%cl)*y2))}

# +

#[ Plotten

# +

plot(x, y, type = "1",ylim=c(0,1), xlab="Anfangskapital",
ylab="Konkurswahrscheinlichkeit")

lines (x, conf oben, type = "1", Ity = 3)

lines (x, conf_unten, type = "1", Ity = 3)

#lines (z,91(z),type="1",col="red")
lines (x, g(x), lwd = 2)

legend (x=—40,y=0.3,legend=c (expression( paste("Monte_Carlo_Simulation")),
expression(paste ("Konfidenzintervall"))),cex=0.8,1ty=c(1,3),lwd=c(1,1))

Exponentielle Konkursratenfunktion

# +
#[ Parameter

# +
lambda=5000

c1=6000

nu=1

a=0.2

k=200 #Ldnge der Pfade (max X 200 und T_200 in einem Pfad)

n=500 #Anzahl der Pfade

W=matrix ()

X=matrix ()

T k=matrix ()

R k=matrix ()

S=matrix ()

psi_k=c()

#Zundchst erzeugen wir n Ezponentialverteilte Zufallsvariablen
AV Ezp (lambda) (Zwischenankunftszeiten ), X Ezp(nu) (Schadenh?hen)

W=matrix (rexp (k*n, rate=lambda) ,nrow=n, ncol=k)
X=matrix (rexp (k*n, rate=nu) ,nrow=n, ncol=k)

print (W)
print (X)

#Ermittle T=sum~(n) (k=1) Wk (Zeitpunkt wann ein Schaden auftritt)

) *x)
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T k=matrix ("numeric" ,nrow=n, ncol=k,byrow=T)

for(i in 1:n){
for(j in 1:k){
P == DT K [i =W )]
else{T k[i,j]=as.numeric

}

T _k=data.frame(T k)
for(i in Il:ncol(T k)){
T k[,i]—as.numeric(as.character (T _k[,i]))

}

T k=as.matrix (T k)
print (T k)

}
(T_k[i,(J-D)D+WIi,jl}

#
#| Monte Carlo Simulation

7#

psi_i=function(x, i){
if (x<0){
sum=1/(a%cl)*exp(—a*x)+*(exp(—a*cl*(min(T k[i,1],—x/cl)))—1)}
else {surm= 0} -
for (j in seq(1l,k—1)){
R k =x + c1«T k[i, j|] — sum(X]i,
sum=sum + as.numeric(ifelse (R k <
*(exp(—a*clsmin(T k[i,]+
¥

return (sum)

1)
Jl, 0) = 1/(axcl)*exp(—a*(R k — cl1+T k| B}

1:
0, i,
1]1,T_k[i,j] — R k/cl)) — exp(—a*cl*T_k[i_,j IBBD)

psi=function (x){
sum=0
for(i in 1:n){
sum = sum + 1 — exp(psi_i(x, i))

}

return (sum/n)

}

x=seq(—40, 40, 0.1)
y=c() .
y=sapply (x, psi)
names(y)=x

sigma=function (x){
sum2-—0
for(i in 1:n){
sum2 = sum2 + (1 — exp(psi_i(x, i)) — y[as.character(x)])"2

sig=sqrt(1/(n—1)*sum?2)
return(sig)

}

#Erzeugung des "Konfidenzintervalles”

conf_oben=sapply(x, function(x){min(y[as.character(x)] + 2.81/sqrt(n)*sigma(x), 1
conf unten=sapply(x, function(x){max(y[as.character(x)] — 2.81/sqrt(n)s*sigma(x

~—
O ~—

g=function(x) {ifelse (x>=0,lambda/(nu*cl)*exp(—(nu—lambda/cl)*x),1)}

#
#| Plotten



#

library (fAsianOptions)

y1=Re(kummerU(1/(a*cl) ,lambda/(ax*cl) ,(lambda—nuxcl)/(axcl)+1,ip=0))
yv2=Re(kummerU(1/(axcl),lambda/(a%cl)+1,(lambda—nuxcl)/(a%cl)+2,ip=0))

print(yl)
print (y2)

gl=function(x){ifelse (x>=0,

(1 —=((nu—(lambda/c1))*y1l)/((nu—lambda/cl)*yl+lambda/(a*cl ~(2))*y2))*exp(—(nu—(lambda/cl))*x)

,1 —((nu—lambda/cl)*exp(1l/(axcl))*exp(—exp(—ax*x)/(a*cl))*Re(kummerU(exp(—a*x)/(axcl),
lambda/(a*cl),(lambda—nuxcl)/(a*xcl)+1,ip=0)))/((nu—lambda/cl)xyl+lambda/(a*xcl "~ (2))*y2))}

plot(x, y, type = "1",ylim=c(0,1), xlab="Anfangskapital",
ylab="Konkurswahrscheinlichkeit")

lines (x, conf_oben, type = "1", Ity = 3)

lines(x, conf unten, type = "1", Ity = 3)

lines (x,gl(x),type="1",col="red")

lines (x, g(x), lwd = 2)

legend (x=—40,y=0.2,legend=c (expression( paste("Monte_Carlo_Simulation")),
expression(paste("Konfidenzintervall")) ,expression(paste("explizite _Losung"))),
cex=0.8,lty=c(1,3,1),lwd=c(1,1,1),col=c("black”,"black","red"))
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