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1 Einfuhrung

In der folgenden Diplomarbeit soll dem Leser zunéichst der Handel von Rohstoffen wie Gas, Ol
und Strom niaher erlautert werden. Zudem soll der Leser einen Einblick in die Entwicklung und
Struktur des Rohstoffmarktes, sowie dessen Besonderheiten erhalten. Besonders hervorgehoben
sei hier die Problematik, dass Strom nicht lagerfihig ist und somit nur wenige Stunden, in man-
chen Fillen einen Tag vor seiner Herstellung, bereits am Energiemarkt verkauft werden muss.
Anschliefend soll dem Leser die Theorie der Lévy Prozesse, sowie stochastischer partieller Dif-
ferentialgleichungen vermittelt werden, welche unter Anderem in den darauffolgenden Kapiteln
benétigt wird um das Grundmodell zur Modellierung der Terminkurve beschreiben zu kdnnen.
Diese Theorie wird allgemeine Hilbertraum - wertige Lévy Prozesse umfassen und dem Leser
das stochastische Integral beziiglich solcher Prozesse erkldren. Die Theorie der stochastischen
partiellen Differentialgleichungen wird ausgehend von Cy—Semigruppen aufgebaut. An dieser
Stelle sei erwihnt, dass auch ein direkter Zugang zu stochastischen partiellen Differentialglei-
chungen moglich ist, welcher unabhingig von den zugrundeliegenden Hilbertrdumen ist.

Das grundlegende Modell der Terminkontrakte ist ein sogenanntes Heath Jarrow Morton Mu-
siela Modell, welches bereits aus der Zinsstrukturmodellierung bekannt ist. Hervorgehoben sei
an dieser Stelle, dass es sich bei diesem Modell um die Erweiterung des Heath Jarrow Morton
Modells handelt, welche durch das Hinzufiigen einer zusitzlichen additiven Zufallsstorgrofie
generiert wird. Diesen Vorgang bezeichnet man als Musiela Parametrisierung.

Aufgrund seiner hervorragenden Eigenschaften, eignet sich dieses Modell nicht nur fiir die
Zinsstrukturmodellierung, sondern auch fiir andere Finanzinstrumente, so z.B. fiir die Model-
lierung von Terminkontrakten an Rohstoffmarkten.

Nach Vorstellung des Modells sollen, bereits bekannte Ergebnisse beziiglich der Approximation,
sowie der Konvergenzgeschwindigkeit dargelegt werden.

Abschlieend wird unter zusétzlichen Strukturvoraussetzungen eine Verbesserung der Konver-
genzgeschwindigkeit und damit eine effektivere Methode zur numerischen Berechnung der Ter-
minkurve beschrieben.



2 Der Handel von Rohstoffen an Energiemérkten?

In folgendem Kapitel soll ein Uberblick iiber Rohstoffmirkte, dem Handel und der Modellie-
rung von Rohstoffen, mit Fokus auf elektrischen Strom gegeben werden. Da Elektrizitit aus
fossilen und erneuerbaren Energiequellen gewonnen wird und somit der Verkaufspreis abhén-
gig vom Preis der zugrundeliegenden Ressource ist, mit der sie hergestellt wird, ist diese Form
der Energie besonders komplex zu analysieren. Obwohl ein Teil des Stromes aus erneuerbaren
Energiequellen und Kernkraft gewonnen wird, erfolgt die Herstellung hauptsédchlich mit Hilfe
fossiler Brennstoffe.

Im Zusammenhang mit der Herstellung und des Verkaufes von Elektrizitit ergibt sich das Pro-
blem, dass eben diese nicht lagerfihig ist und somit oftmals bereits einige Stunden vor ihrer
Herstellung verkauft werden muss. Zudem muss elektrischer Strom zum Zeitpunkt seiner Pro-
duktion konsumiert werden, weshalb der Strompreis sehr stark mit den Produktionskosten kor-
reliert ist.

2.1 Rohstoffmarkte

Wie zuvor erwihnt ist es wichtig die Struktur der Rohstoffmérkte, sowie die Produktionskosten
der zugrundeliegenden Energietrdger zu analysieren, um so die Preisentwicklung von Elektrizi-
tdt genauer verstehen zu konnen. Im Folgenden wollen wir uns besonders auf fossile Brennstoffe,
wie Rohol, Gas und Kohle beschrinken. An dieser Stelle sei angemerkt, dass es sich bei diesen
Energietrdgern um eine kleine Reprisentationsklasse der handelbaren Rohstoffe handelt.

2.1.1 Handeln von Rohstoffen

Rohstoffe bilden eine eigene Klasse von Finanzgiitern und aufgrund ihrer physischen Natur er-
geben sich ihre Preise als das Gleichgewicht von Angebot und Nachfrage. Hinzu kommt die
enorme Komplexitit auf der Angebotsseite, da hier unter Anderem Lagerungskosten und Trans-
portkosten beriicksichtigt werden miissen. Diese korrekt zu beriicksichtigen ist nicht immer ein-
fach, insbesondere nicht, wenn man versucht den Rohstoffpreis mit Hilfe klassischer finanzma-
thematischer Methoden zu approximieren.

Zu Beginn des Rohstoffthandels handelte es sich bei Rohstoffmirkten um physische Mirkte.
Hieraus ergeben sich zwei besonders erwiahnenswerte Mérkte. Einerseits der sogenannte Spot
Markt, bei dem die Lieferung umgehend erfolgt und andererseits der Forward Markt, bei dem
die Lieferung zu einem vorher vereinbartem Termin in der Zukunft stattfindet.

Mit der Einfithrung von Finanzvertrigen hat das Handelsvolumen an Rohstoffmérkten um ein
Vielfaches zugenommen. Wihrend Forwardvertrige iiblicherweise auf dem OTC(Over the coun-
ter) Markt gehandelt werden und somit das Risiko des Ausfalles einer der Vertragspartner ge-
tragen werden muss, handelt es sich bei den meisten Finanzvertrigen um borsengehandelte De-
rivate, welche das Risiko des Ausfalls eines der Vertragspartner eliminieren und fiir geniigend
Liquiditdt auf dem Markt sorgen.

Der Handel auf dem physischen Markt und dem Finanzmarkt waren zu Beginn die einzigen
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Moglichkeiten, um in den Rohstoffmarkt zu investieren. Mit der Aufnahme in Indizes wurde
eine neue Moglichkeit geschaffen, in den Rohstoffmarkt zu investieren. Anfangs wurden Roh-
stoffe als optimales Mittel der Diversifikation eines Portfolios verkauft, da man ihnen eine strikt
negative Korrelation mit dem Aktienmarkt zugesprochen hatte. Jedoch hat sich mit der Aufnah-
me von Rohstoffen in Indizes gezeigt, dass diese Korrelation nicht stets negativ sein muss. Nun
wollen wir einige Moglichkeiten besprechen, in den Rohstoffmarkt zu investieren.

* Die erste und élteste Methode ist der Erwerb des entsprechenden Rohstoffes durch den
direkten Kauf. Hierbei ergibt sich jedoch die Problematik der Lieferung, der Lagerung
und der Verderblichkeit.

* Eine weitere Moglichkeit ist die Investition in ein Unternehmen, welches auf den entspre-
chenden Rohstoff spezialisiert ist, respektive hauptsdchlich mit diesem Geschifte betreibt.
So konnte man Anteile von Exxon Mobile oder des Osterreichischen Mineralolverbandes
(OMV) erwerben, um in Rohol oder Gas zu investieren. Dabei handelt es sich jedoch um
eine sehr indirekte Moglichkeit der Investition.

* Eine direktere Methode der Investition in Rohstoffe, ist der Kauf von Rohstofffutures und
-Optionen. Durch diese Investitionsart wird die Transparenz und Rechtschaffenheit ver-
bessert und es ist moglich, bereits mit vergleichsweise kleinen Investmentsummen hohe
Gewinne zu erzielen.

* Die letzte Moglichkeit der Investition in Rohstoffe besteht darin, in entsprechende Roh-
stoffindizes zu investieren. Dabei ist ein Rohstoffindex ein Borsenindex auf einem Roh-
stoffmarkt und somit eine Kennzahl fiir die Entwicklung des Rohstoffes auf dem weltwei-
ten Markt. Zur Zeit ist diese Form der Investition die Beliebteste, da der Investor nicht
gezwungen ist, sich mit tiefer gehenden Details und den Rohstoff entsprechenden Beson-
derheiten zu beschiftigen. Somit ist es ihm moglich, fiir eine optimale Risikostreuung in
seinem Portfolio zu sorgen.

Das Handelsvolumen von Rohstoffindizes stieg zwischen 2006 und 2007 von 90 Mrd. USD auf
200 Mrd. USD an, zeitgleich stiegen die Rohstoffpreise um 71% . In den Jahren 2008 und 2009
jedoch fielen die Preise dramatisch und man gab den Rohstoffinvestoren die Schuld, durch enor-
me Investitionen in Indexfonds, welche die Preise von Rohstofffutures weit iiber den tiblichen
Marktwert trieben, eine Finanzblase oder sogenannte Bubble generiert zu haben.

Finanzmathematisch sagen wir, dass ein Markt eine Finanzblase enthilt, wenn der Preisprozess
S unter der risikoneutralen Betrachtung ein strikt lokales Martingal ist. Da aber der Preispro-
zess stets positiv ist, folgt im Falle einer Finanzblase, dass er ein striktes Supermartingal ist und
somit im Mittel strikt fallend ist. Bezeichnen wir mit (Q das risikoneutrale Wahrscheinlichkeits-
maB, so wire die Existenz einer Finanzblase auf dem Markt dquivalent zur Bedingung, dass der
Forwardpreis strikt unter dem aktuellen Preis liegt, also?

EQ[ST‘ft] < St7 firO<t<T.
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Der Theorie einer Finanzblase auf dem Rohstoffmarkt stellten sich einige Okonomen entgegen
und argumentierten mit der Tatsache, dass Rohstoffpreise aus dem Gleichgewicht von Angebot
und Nachfrage entstehen und das riesige Wachstum der Preise, der steigenden Nachfrage nach
Rohstoffen durch Schwellenlinder, so zum Beispiel China zuzurechnen sind.

2.1.2 Neue Rohstoffmarkte

In folgendem Unterkapitel wollen wir zwei Mirkte besprechen, welche von groBer Relevanz fiir
Elektrizitit, aber auch die fiir dessen Gewinnung notwendigen Rohstoffe wie Ol, Gas und Kohle
sind.

2.1.2.1 Wettermarkte Es hat sich gezeigt, dass die weltweite Wirtschaft besonders abhin-
gig von vorherrschenden Wettersituationen ist. Besonders abhingig von der Wetterentwicklung
sind der Energiesektor, der Tourismussektor, der Lebensmittelproduktionssektor und andere. Wir
wollen uns jedoch nur auf den Energiesektor beschrinken und die Auswirkungen des Wetters
besprechen. Es stellt sich heraus, dass an besonders heif3en und besonders kalten Tagen die
Nachfrage nach Energie seitens der Bevolkerung anwichst. So muss an besonders heiflen Tagen
eine grofle Menge an elektrischem Strom in das Versorgungsnetz gespeist werden, aufgrund der
Vielzahl von Klima- und Kiihlgeriten. Die fiir Wettermirkte bedeutungsvollste GroBe ist die
Lufttemperatur. Aber auch Luftfeuchtigkeit und Luftdruck sind mit der Nachfrage und der Pro-
duktion von Elektrizitét korreliert. Zudem hingt auch die Produktion von elektrischem Strom
von diesen GroBen ab, da an heiflen Tagen die Kiihlung der Turbinen und Generatoren in den
Kraftwerken abnimmt und so weniger Strom produziert werden kann.

Im Falle erneuerbarer Energiequellen sind weitere Faktoren, wie Regenfall, eine dichte Wolken-
decke und Wind relevant. Dabei denke man an Wasserkraftwerke, Solaranlagen und Windparks.

2.1.2.2 Emissionshandel® Ein fiir die Stromerzeugung sehr wichtiger Markt ist das soge-
nannte European Union Emissions Trading System (EU ETS), welches seitens des Europdischen
Parlaments und des Rates der EU 2003 beschlossen wurde und am 1. Januar 2005 in Kraft trat.
Ziel des EU ETS ist es Treibhausgasemissionen, in erster Linie Kohlenstoffdioxid, im Bereich
der Stromerzeugung durch fossile Brennstoffe erheblich zu reduzieren. So ist es Unternehmen
moglich, jahrlich eine begrenzte Anzahl an handelbaren und unbegrenzt giiltigen Zertifikaten zu
erwerben. Jedes erworbene Zertifikat entspricht einer Tonne emittiertes C'Os in der Produktion.
Die Anzahl der jédhrlich beschrinkt erwerbbaren Zertifikate wird jahrlich bis 2020 um 1.74%
gesenkt, danach um 2.2%.

Diese Zertifikate sind nicht in schriftlicher Form, also als Dokument erhéltlich, sondern in rein
elektronischer Form und werden auch nur in ebensolcher an Borsen, via Makler oder Over the
Counter gehandelt. Mochte man solche Zertifikate erwerben, so ist es notwendig ein elektroni-
sches Konto zu erdffnen, liber welches samtliche Transaktionen laufen.
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Einige Beispiele fiir Marktplidtze mit Emissionsberechtigungen in der Européischen Union sind
* ECX - European Climate Exchange, in London
* EEX - European Energy Exchange, in Leipzig

* EXAA - Energy Exchange Austria, in Wien

2.2 Besonderheiten der Elektrizitat

Wie bereits zu Beginn dieser Arbeit erwiéhnt, ist eine Besonderheit von elektrischem Strom,
dass dieser nicht lagerfihig ist. Es gibt jedoch weitere Besonderheiten, beispielsweise, dass der
Handel stets Termingeschifte umfasst. Spricht man in diesem Zusammenhang von Spotpreisen,
so sind hier die "day-ahead" Preise, also jene Preise, welche einen Tag zuvor festgelegt wurden,
gemeint. Ein weiterer Aspekt betreffend elektrischen Stromes ist, dass die Lieferung iiber eine
gewisse Zeitspanne hinweg erfolgt.

Ebenfalls typisch fiir Strompreise sind sehr hohe Volatilititen von 50% bis hin zu 200%, welche
aufgrund plotzlicher und kurzfristiger Preisspriinge entstehen. Anhand dieser Tatsache ist bereits
zu erkennen, dass die Modellierung von Strompreisen eine weitaus hohere Komplexitit birgt, als
sonstige Finanzgiiter.



3 Lévy Prozesse

Folgendes Kapitel soll dem Leser die Grundziige der Theorie der Lévy Prozesse vermitteln, da
das in Kapitel 6 vorgestellte Modell auf stochastischen partiellen Differentialgleichungen beruht,
welche von einem Lévy Prozess generiert werden. Bevor wir uns mit der Theorie der Lévy Pro-
zesse auseinandersetzen wollen, sollen in den zwei nachstehenden Kapitel einige Begriffe und
Erkenntnisse der Funktionalanalysis, sowie der Theorie banachraumwertiger Zufallsvariablen
angegeben werden.

3.1 Wichtige Begriffe der Funktionalanalysis*

3.1.1 Definition Es sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik
auf X, wenn die folgenden Bedingungen Vz,y, z € X erfiillt sind

1. d(x,y) 20 A d(z,y) =0z =y
2. d(z,y) =d(y,x)
3. d(z,z) <d(z,y) +d(y, z)

3.1.2 Definition Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,, ),y eine Folge von Elementen
aus X . Die Folge (z,,)nen heiBt Cauchyfolge genau dann, wenn

Ve>0:IN eN:Vm,n>N: d(xzp,xm) <e.

3.1.3 Bemerkung Ein metrischer Raum heil3t vollstindig genau dann, wenn jede Cauchyfolge
in ihm konvergiert.

3.1.4 Definition® Eine Abbildung x + |z eines linearen Raumes X (iiber R oder C) nach R}
heiflit Norm, falls fiir alle x,y € X , sowie A € C bzw. A e R gilt

I. [z|=0=>2=0

2. |z +yl <zl +yl

3. Az = =]
Im Falle, dass nur Bedingung 2. und 3. gelten, heifit die Abbildung Seminorm, oder Halbnorm.
Ist nun auf X eine Norm definiert, so sprechen wir von einem normierten Raum. Jede Norm

induziert verméoge d(z,y) := |z — y| eine Metrik auf X. Ist nun X als metrischer Raum voll-
standig(beziiglich dieser durch die Norm induzierte Metrik), so hei3t er Banachraum.

3.1.5 Definition Es sei H ein Vektorraum. Eine Abbildung (.,.) : H x H — C heift inneres
Produkt oder Skalarprodukt, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Ve e H\{0}: (z,2)>0

4Siehe [5]
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2. Vo,ye H: (z,y) = (y, )
3. Va,y,ze HAeC: (z+y,2) =(x,2) +(y, 2) A Az, y) = XNz, y)

Ein inneres Produkt ist somit eine positiv definite, schiefsymmetrische Sesquilinearform. Defi-
niert man nun die Abbildung |.| : H — [0, 00) durch |z| := \/(z,z) fiir alle z € H, so bildet
diese Abbildung eine Norm auf H.

3.1.6 Definition Es sei H ein Vektorraum mit einem inneren Produkt. Ist H vollstindig, also
beziiglich der vom inneren Produkt induzierten Norm ein Banachraum, so hei3t A Hilbertraum.

Betrachten wir nun eine Teilmenge M <€ H eines Hilbertraums H fiir die gilt

1 firu=v
<’LL,U>= )
0 firuzwv

so heiit M Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem M heifit Orthonormalbasis von H,
falls es kein echt groBeres Orthonormalsystem gibt. Nun seien zwei Basen {xy, }er und {yn }ner
des Hilbertraums H gegeben, wobei I eine beliebige Indexmenge sei. Wir sagen dann, dass
die Basen zueinander dquivalent sind, wenn es einen Isomorphismus ¢ : H — H gibt, sodass
Qx, =y, fir alle n € I gilt.

3.1.7 Definition Es sei I eine beliebige Indexmenge, eine Basis {,, },c; eines Hilbertraums
H heiit Rieszbasis von H, falls sie zu allen Orthonormalbasen von H 4quivalent ist.

Ein fiir die folgenden Kapitel sehr wichtiger Begriff, ist der eines separablen Raumes. Diese
wesentliche Eigenschaft gibt uns die Erkenntnis, dass der zugrundeliegende Hilbertraum eine
abzihlbare Orthonormalbasis besitzt.

3.1.8 Definition Ein topologischer Raum heifit separabel, falls es eine hochstens abzdhlbare
Teilmenge gibt, welche dicht in dem Raum liegt.

AbschlieBend wollen wir den dualen, bzw. adjungierten Operator eines Operators 1" definie-
ren.

3.1.9 Definition Es seien H; und Hs zwei Hilbertriume und T € B(H;, H2) ein bschrink-
ter, linearer Operator. Dann existiert ein eindeutiger Operator T : Hy — H1 fiir den gilt

(Tz,y) =z, T"y) furalle xe H;.

Der Operator T heif3t der adjungierte Operator von 7.

3.1.10 Definition Es sei H ein Hilbertraum und 7" ein beschrinkter, linearer Operator von H in
sich selbst. Wir sagen der Operator 7" heil3t
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1. normal, wenn TT* =T*T
2. selbstadjungiert, wenn 1" =T

3. unitdr, wenn 77T =T*T =1, d.h. T ist bijektiv mit T = T

3.2 Wahrscheinlichkeitstheorie auf Banachraumen®

In diesem Kapitel wollen wir zunédchst Zufallsvariablen mit Werten in einem Banachraum be-
trachten. AnschlieBend wollen wir uns mit der Integrierbarkeit solcher Funktionen auseinander-
setzen.

3.2.1 Definition Es sei X eine beliebige Menge und X eine o—Algebra auf X. Ein Maf} oder
MaBfunktion ist eine Abbildung p : ¥ - R™ so, dass

1. u(@)=0
2. Z;X__Dl [,L(EZ) = M(U;:l El) fiir (Ei)igN e, FE;in Ej =@ firalle: #

Es sei (X, Q) ein topologischer Raum, ¥ enthalte die Borel’sche c—Algebra B(X) und u sei
eine MaBfunktion auf (X, Y). Die Funktion y heiit dann

* lokal endlich, falls es fiir alle € X eine offene Umgebung U von x gibt und p(U) < oco;

* reguldr von unten, falls

u(A) = sup w(K) firalle A € 3;
KcA K ist kompakt

* regulédr von oben, falls

A) = inf E) firalle A€
'u( ) EDA,%Er;stoffenM( ) frafe A e

Die folgende Definition erklért den Begriff des Radonmales.

3.2.2 Definition FEine MaBfunktion auf der Borelschen o—Algebra eines Hausdorffraums X,
welche lokal endlich, reguldr von oben und regulir von unten ist, hei3t Radonmalf.

Nun konnen wir die Definition Banachraum - wertiger Zufallsvariablen angeben.

3.2.3 Definition Es sei (X,5(X)) ein Banachraum versehen mit der Borel’schen o—Algebra
und (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung & : 2 - X heifit dann eine Zufalls-
variable mit Werten in einem Banachraum, falls

Pe:=Po¢™?

8Siehe [7]
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ein Radonmal ist.

3.2.4 Bemerkung Es seien (X, B(X)) und £ wie in Definition 3.2.3. Dann existiert £ : - X
mit P[§ = £*] = 1, £ () ist separierbar und £* ist eine Banachraumwertige Zufallsvariable.

Die Integrierbarkeit von Zufallsvariablen mit Werten in einem Banachraum wird in der folgen-
den Definition abgehandelt.

3.2.5 Definition Esseip > 1. Wir definieren den Raum £P (€2, X') als die Menge der X —wertigen
Zufallsvariablen £ mit E[[£[P] < co.

3.2.1 GauBmaBe auf Hilbertraumen’

Ein Ma8 p auf (R, B(R?)) heiBt GauBmaR genau dann, wenn sein charakteristisches Funktio-
nal durch

‘ 1
fRd M (dg) = exp (i<77,m>U - 5(977777)U) , neR?

gegeben ist. Hier ist U ein Hilbertraum, m = (my,...,mg) € R? und Q = [g; ;] eine symmetri-
sche, nicht negativ definite d x d— Matrix. Ist m = 0, so heif3it ;1 zentriert.

3.2.1.1 Definition Eine Zufallsvariable X mit Werten in einem Hilbertraum U ist Gau3’sch
(zentriert GauB’sch), falls die reellwertigen Zufallsvariablen (X, x )y fiir alle x € U eine GauB’sche
(zentriert Gaul3’sche) Verteilung besitzen. Ein Prozess X mit Werten in U heil3t Gaul3’sch, falls
fiir alle ¢y, ..., t, der Vektor (X (¢1),..., X (t,)) ein GauB’sches Zufallselement in U™ ist.

Diese Definition kann anhand der folgenden Proposition leicht auf unendlich-dimensionale Réu-
me erweitert werden.

3.2.1.2 Proposition Es sei X eine Gauf’sche Zufallsvariable mit Werten in einem Hilbertraum
U.Dannist E| X |# < oo und

1
Eesl XI5 < , firalles <

V1-25E[ X2 2E| X7

Beweis Fiir den Beweis siche [4], Theorem 3.31. ]

Aus der vorherigen Proposition folgt, dass fiir jede zentrierte Gaufl’sche Zufallsvariable X ein
nicht negativer Spurklasse Operator Q : U — U existiert, genannt der Kovarianzoperator von X,
sodass

E[(X,$>U<X,y>(]:| = <Q:E7y>U-

"Siehe [4], Kapitel 3
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Es ist leicht ersichtlich, dass Tr Q = E| X ||2U

3.3 Lévy Prozesse - Definition und grundlegende Eigenschaften?®

Das Hauptresultat, sowie das grundlegende Modell dieser Arbeit beruhen auf stochastischen par-
tiellen Differentialgleichungen, welche von Lévy Prozessen mit Erwartungswert Null und end-
licher Varianz generiert werden. Aus diesem Grund wollen wir in diesem Abschnitt die Theorie
der Lévy Prozesse behandeln.

3.3.1 Grundlegende Eigenschaften

Im Folgenden wollen wir stets stochastische Prozesse mit Werten in einem linearen Raum E
verstehen und mit £ jene o—Algebra auf F bezeichnen, sodass die Addition und Subtraktion
messbare Abbildungen sind.

Zunichst wollen wir Lévy Prozesse mit Werten in einem Banachraum definieren.

3.3.1.1 Definition Ein stochastischer Prozess X = (X;,t € I) mit Werten in einem separier-
baren Banachraum F heif3t stochastisch stetig, falls

lim P[|X;-Xs|g>¢e]=0, Ve>O0,Vtel.

s—t,sel

3.3.1.2 Definition Es sei E ein separierbarer Banachraum, dann heif3t ein stochastischer Prozess
L= (L(t),t>0), mit Werten in E, Lévy Prozess, falls folgende Eigenschaften gelten:

. L(0) =0,
* [ hat stationire Inkremente, d.h. fiir 0 < s < ¢ gilt: L(L; — Ls) = L(L;—s),

* L hat unabhingige Inkremente, d.h. V 0 < ¢y < t; < ... < t,, sind die Inkremente L(¢;) —
L(tg),...,L(ty) — L(t,-1) unabhéngig voneinander und

» L ist stochastisch stetig.

Die folgende Proposition erklért den Begriff des Lévymales.

3.3.1.6 Proposition’ Es sei X ein Lévy Prozess. Definiere eine Funktion auf den Borelmen-
gen, welche nicht die Null enthalten durch

v(l)=E[ ), 1r(AX)],
0<t<1

v(0):=0
Dann ist v ein positives Maf}, das sogenannte Lévymal} mit

(i) v(T) < oo, falls I" eine Borel’sche Menge ist, welche von der Null weg beschrénkt ist.

8Siehe [4]
°Siehe [2]
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(ii) f\ﬂﬁlﬁl 2?v(dz) < co.

v(T) ist die erwartete Anzahl von Spriingen im Einheits-Zeitintervall, die in die Menge I" fallen.

Wir bezeichnen von nun an mit ¢, die Verteilung der Zufallsvariable L(¢) und mit ¢ * v die
Faltung der MaB3e ¢ und v. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) ¢ = o und @rys = Py * @ fuir alle s, ¢ > 0.
() ¢¢({x: |z|g <r}) — 1firt | O firalle r > 0.

Dann heift die Familie (¢;) Faltungshalbgruppe von WahrscheinlichkeitsmaBen.

3.3.1.7 Definition FEine Funktion, welche auf den reellen Zahlen, oder einer Teilmenge der
reellen Zahlen definiert ist, heiflt cadlag, falls sie rechtsstetig ist und die linken Limiten existie-
ren. Sprechen wir von stochastischen Prozessen, so ist stets gemeint, dass deren Pfade cadlag
Funktionen sind.

3.3.1.8 Proposition Jeder Lévy Prozess besitzt eine cadlag Modifikation.

Beweis Fiir den Beweis sei an [4], Theorem 4.3 verwiesen. ]

3.3.2 Wiener Prozesse auf Hilbertraumen

3.3.3.1 Definition Ein Lévy Prozess mit Erwartungswert Null und stetigen Trajektorien in ei-
nem Hilbertraum U, heifst Wiener Prozess.

Die folgende Proposition liefert grundlegende Eigenschaften von Wiener Prozessen mit Wer-
ten in einem Hilbertraum.

3.3.3.2 Proposition Es sei IV ein Wiener Prozess mit Werten in einem Hilbertraum U. Dann ist
W Gaufy’sch und quadratisch integrierbar. Des Weiteren ist fiiralle ¢1,...,t, > 0Ound zy,..., 2, €
U der Zufallsvektor ((W (t1),z1)u, - .., (W(ts),zn ) ) normalverteilt, N (0, (Gi5)ijeq1,..n))s
mit

Qi,j:(ti/\tjxgxi’xj)Ua ﬁiri,je{l,...,n}

und Q der Kovarianzoperator von W. Es sei nun weiter {e,, },cy eine Orthonormalbasis von U,
bestehend aus Eigenvektoren von Q und bezeichne mit {~,, } e die entsprechenden Eigenwerte.
Dann gilt

W(t)=> Wa(t)e,, t>0,
neN

wobei die reellwertigen Wiener Prozesse

Wo(t) = (W (t),en)y, mneN

14



unabhingig voneinander sind und die Kovarianzen durch
E[Wn(t)Wn(s)] = (tAs)n, neN
gegeben sind. Die oben angegebene Reihe konvergiert zudem P — f.s. und in L2(Q, F,P; U).

Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 4.20. ]

3.3.3 Lévy-Khinchin Zerlegung

In folgendem Abschnitt sei L ein cadlag Lévy Prozess mit Werten in einem Hilbertraum U. Wie
zuvor in Proposition 3.3.1.6 erwihnt, betrachten wir das Lévymal einer Borelmenge A, welche
nicht die Null enthilt und die Anzahl der Spriinge bis zur Zeit ¢ > 0 misst

ma(t) ==Y Ta(AL(s)), t>0.

s<t

Nach Proposition 4.9 (iv) in [4] ist 74 ein Poissonprozess und es gilt E[74(¢)] =t E[74(1)] =
t v(A). Hier ist v ein endliches MaB auf jenen Mengen, welche nicht die Null enthalten.

Die folgende Proposition veranschaulicht dem Leser wie ein Lévy Prozess in unabhingige Pro-
zesse zerlegt werden kann.

3.3.3.1 Proposition (Lévy-Khinchin Zerlegung)'”

(1) Ist v das zu einem Lévy Prozess gehorige Lévy Sprungmal, so gilt
(Il A1) v(dy) < oo

(i1) Jeder Lévy Prozess kann wie folgt dargestellt werden:

[ee]

L) =at + W(t)+ Y (La () ~t [, yw(dy))+ Lag(0),
k=1 k

mit Ao := {z: ||z||y > ro}, Ak == {x: rp < ||z < rk-1}, (r1) ist eine gegen O fallende

Folge, W ein Wiener Prozess, alle Bestandteile der Zerlegung sind unabhiingige Prozesse

und die Reihe konvergiert P — f.s. gleichméBig auf jedem beschridnkten Teilintervall von

[0, 00).

Beweis  Fiir den Beweis sei an [4], Seite 55 verwiesen. ]

3.3.4 Lévy-Khinchin Formel

Ein direktes Resultat der Lévy-Khinchin Zerlegung von Lévy Prozessen ist die Lévy-Khinchin
Formel.

10Siehe [4]
USiehe [4]
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3.3.4.1 Definition Es seien U und H zwei Hilbertrdume. Ein linearer Operator R € L(U, H)
hei3t nuklear, oder Spurklassenoperator, falls er wie folgt dargestellt werden kann:

Ru=>"bp(u,ap)y, wel.
%

Hier sind {ax} c U und {bx} ¢ H so, dass ¥, |ax|v bk |z < oo.
Wir bezeichnen mit L] (U) den Raum der nuklear symmetrischen, positiv definiten Operator.

Die nachstehende Proposition gibt Aufschluss iiber die charakteristische Funktion eines Lévy
Prozesses, welche seine Verteilung eindeutig festlegt.

3.3.4.2 Proposition (Lévy-Khinchin Formel)'?

(i) Es sei U ein Hilbertraum, a € U, Q € L] (U) und ein nicht negatives Mal} v, welches auf
U\{0} konzentriert ist und Bedingung (%) aus Proposition 3.3.3.1 erfiillt. Dann existiert
eine Faltungshalbgruppe von MaBen (¢, ), sodass

/[; ei(xvy>U¢t(dy) - e—t¢($)7 (1)
mit
1 )
Y(r) = ~i{a,z)y + §<Q$7$>U + fU (1 — eV L o ()i, y)U) v(dy). (2)

(il) Umgekehrt existieren fiir jede Faltungshalbgruppe von MaBen (¢;), a € U, Q € L7 (U)
und ein nicht negatives MaB v, welches auf U\{0} konzentriert ist und Bedingung (i) aus
Proposition 3.3.3.1 erfiillt, sodass (1) gilt und ¢ wie in (2) gegeben ist.

Wir nennen das MaB v in (2) LévymaR oder Sprungmaf von L. Das Triplet (a, Q, /) heifit dann
das charakteristische Triplet von L.
Die Lévy-Khinchin Formel liefert uns die charakteristische Funktion eines Lévy Prozesses.

3.3.5 Quadratintegrierbare Lévy Prozesse'®

In folgendem Abschnitt sei L ein Lévy Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,F,P) mit Werten in einem Hilbertraum U, von dem wir annehmen wollen, dass fiir
0 < s <t die Inkremente L; — L unabhiingig sind von Fj.

Wir wollen nun zusétzlich annehmen, dass L quadratintegrierbar ist, dann gilt folgende Pro-
position, welche den Erwartungswert, die Kovarianz, sowie die Varianz eines Lévy Prozesses
beschreibt.

3.3.5.1 Proposition'* Es existieren ein m € U und ein linearer Operator Q € L (U), sodass

12Siehe [4], Theorem 4.27
3Siehe [4]
“Siehe [4]
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firalle s,t >0und z,y € U
E(L(t),z)y = (m,z)ut,
E(L(t) - mt, z)u(L(s) - ms,y)u =t A s(Qz,y)u,
E|L(t) - mt|} =t Tr Q.

Beweis Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 4.44. O

Der Vektor m in Proposition 3.3.5.1 heifit Erwartungswert und der Operator Q heifit Kovari-
anz Operator des Prozesses L. An dieser Stelle sei festgehalten, dass der Kovarianz Operator
von L gleich dem Kovarianz Operator von L(1) ist.

Die nachstehende Proposition gibt an, unter welchen Voraussetzungen ein Lévy Prozess quadra-
tisch integrierbar ist.

3.3.5.2 Proposition

(1) Ein Lévy Prozess L auf einem Hilbertraum U ist quadratintegrierbar genau dann, wenn
das dazugehorige Lévymal v folgende Bedingung erfiillt

2
d .
Iyl v(dy) < oo

(ii) Angenommen Bedingung (7) ist erfiillt und der Prozess L kann als L(t) = at + W (t) +
Y2y Ln(t) + Lo(t) fur ¢ > 0 dargestellt werden. Hier sind die Prozesse W, L,, und Lg
unabhéngig, W ist ein Wiener Prozess, Lo ein zusammengesetzter Poisson Prozess mit
Sprungintensitét 1,1 (y)v(dy) und jedes L,, ein kompensierter, zusammengesetz-
ter Poisson Prozess mit Sprungintensitét Ty, . <|yjy<rn} (y)v(dy).

Des Weiteren sei Qg der Kovarianz Operator des Wiener Prozesses und Q; jener des
Sprunganteils von L. Dann gilt

(@) = [ (e)ulz o v(dy), @.2eU

EL(t) = (a " f{|yU>T0} Y V(dy)) ’

und der Kovarianz Operator Q von L ist gleich Qg + Q.

Beweis Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 4.47. |

3.3.6 Martingaleigenschaft

In folgendem Abschnitt wollen wir angeben, wann ein Lévy Prozess zu einem Martingal wird.
Hierfiir sei z ® y(z) := (z, z)yy fir z,y, z € U und L1 (U) sei der Raum der nuklearen Opera-
toren auf U.

3.3.6.1 Proposition

'5Vgl. Proposition 3.3.3.1
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(1) Ist L ein integrierbarer Lévy Prozess mit Erwartungswert Null, so ist L ein Martingal.

(ii) Ist L quadratintegrierbar mit Erwartungswert Null und Kovarianz Operator Q, so sind die
Prozesse | L(t)[? -t Tr Qund L(t) ® L(t) -t O, t € [0, 00) Martingale mit Werten in U
und L1 (U). Des Weiteren sind (L, z)y und (L, y)y quadratisch integrierbare Martingale
fiir alle «,y € U und der Prozess

(L,z)u(L,y)u -t ({Qz,y)uy, t>0
ist ein Martingal.

Beweis Fiir den Beweis siche [4], Theorem 4.49. m]
Die folgende Proposition erklért den Begriff des Operator Spitzklammerprozesses.

3.3.6.2 Proposition Es sei M ein quadratintegrierbares cadlag Martingal. Dann existiert ein
eindeutiger, rechtsstetiger, L] (U)-wertiger, wachsender und vorhersehbarer Prozess (( M, M )¢, t >
0), genannt der Operator Spitzklammerprozess, sodass (M, M )g = 0 und der Prozess (M (t) ®

M(t)-{(M, M)y, t >0)istein Ly (U)-wertiges Martingal. Zudem existiert ein L] (U)-wertiger
Prozess (Q;,t > 0), sodass

¢
(M, MY, = fo Q.d(M,M),, Vit>0.
Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 8.2. a

Proposition 3.3.6.1 sagt aus, dass (L, L); =t Tr Q und (L, L), = t Q, fiir t > 0. Wir nennen den
L7 (U)-wertigen Prozess Q aus Proposition 3.3.6.2 die Martingal Kovarianz von M.
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4 Stochastische Integration Hilbertraumwertiger
Martingale1®

In diesem Kapitel wollen wir das stochastische Integral beziiglich eines Martingals mit Werten
in einem Hilbertraum erkldren und die Isometrie solcher Integrale einfiihren. Fiir das gesamte
Kapitel sei (U, (., .)y) ein Hilbertraum und (€2, 7, F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkleitsraum.
Des Weiteren bezeichne M?(U) den Raum der quadratintgerierbaren cadlag Martingale mit
Werten in U.

4.1 Konstruktion des stochastischen Integrals

Hinsichtlich der folgenden Kapitel ist es notig den Begriff des stochastischen Integrals IM (¥) :=
jot WU (s)dM (s), mit M € M?(U) und ¥(s,w) sind Operatoren von U in einen weiteren Hilber-
traum H, zu definieren. Analog zu reellwertigen Martingalen definieren wir das stochastische
Integral zunichst fiir einfache Funktionen. Mit © bezeichnen wir, wie zuvor erwihnt die Mar-
tingal Kovarianz von M.

4.1.1 Definition Es bezeichne L(U, H ) den Banachraum der beschrénkten, linearen Operatoren
von U in H. Ein stochastischer Prozess ¥ mit Werten in L(U, H ) heiBt dann einfach, falls eine
Folge nicht negativer Zahlen 0 = ¢y < ¢; < --- < ¢, eine Folge von Operatoren V; € L(U, H),
j€{1,...,m} und eine Folge von Ereignissen A; € F;, j € {1,...,m} existieren, sodass

m—1

W(s)= 2 Malie,e01(8) %5, 520,
7=0

Wir bezeichnen mit S := S(U, H) den Raum aller einfachen Prozesse mit Werten in L(U, H).
Fiir einen einfachen Prozess ¥, definieren wir das Integral durch

m-1

IM(W) = 3 14,0 (M(tja at) - M(t; At)), t>0
j=0

Fiir die weitere Theorie bendtigen wir den Begriff des Hilbert-Schmidt Operators, welchen wir
nun einfithren wollen.

4.1.2 Definition Ein linearer Operator R € L(U, H) heifit Hilbert-Schmidt Operator, wenn

> | Rex |7 < o0
%

fiir jede Orthonormalbasis {ey }. Es sei L) (U, H) der Raum aller Hilbert-Schmidt Operato-
ren von U in H. Dieser ist ein separierbarer Hilbertraum mit innerem Produkt

(S, R)L g5y (U, H) = > (Ser, Reg)n.
%

'SSiche [4], Kapitel 8
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Die folgende Proposition gibt die Ito Isometrie fiir einfache Prozesse mit Werten in L(U, H) an.

4.1.3 Proposition Fiir jeden einfachen Prozess ¥ gilt

t
B (D)} =E [ 19()QY |15y wmd(M. M), £20.

Hier bezeichnet ||.| 1, (s (U, die Hilbert-Schmidt Norm auf L) (U,H).

Beweis Fiir den Beweis siehe [4], Proposition 8.6. O

Es sei T < oo. Wir versehen den Raum aller einfachen Prozesse S mit der Seminorm
T
[ = [ 1 o wanyd{M, M)

Es bezeichne E?\/[’T(H ) die Vervollstindigung von (S, |.|as,7). Fir die explizite Konstruktion
des Raumes E?\/LT(H ) sei der Leser an [4], Kapitel 8.3 verwiesen. Die Norm auf E?\/LT(H )
wird mit | .|y bezeichnet. Des Weiteren sei der Raum £3, 7.y (H) die Klasse der L(U, H )-
wertigen Prozesse aus £3, (H).

Die nachstehende Proposition formuliert die Ito Isometrie fiir Prozesse des Raumes E%w r(H),
sowie unter welchen Bedingungen das stochastische Integral ein quadratisch integrierbares Mar-
tingal ist.

4.1.4 Proposition

(i) Fiir jedes t € [0, T'] existiert eine eindeutige Erweiterung von ItM zu einem stetigen, linea-
ren Operator, welcher auch mit 7} : ([,?VLT(H), I.lar1) = L*(Q, F,P; H) bezeichnet
wird. Zudem gilt fiir alle W € £3, (H), E[ 13" (W) |3 = %3, 1.

(i) Firalle W e £3, ,(H) und 0 < s <t < T gilt 1(, ;¥ € L3, 7(H) und

E|L(9) - I ()7 = s ier < 19130

(iii) Fiir jedes ® € ,C?VLT(H), ist (IM(®),t € [0,T]) ein H-wertiges Martingal. Dieses ist
quadratintegrierbar, quadratisch im Erwartungswert stetig und I, é\/‘[ () =0.

(iv) Fiiralle ®, W € £3, ;. ;;(H) und fiir alle ¢ € [0, 7] ist

(10, 1Y (@)= [ (0()Q, B(5) QYR 1 0rry AUM, M),

und

(), 1 (W)= [ 0()Quw* (s) M, M),

(v) Es sei A ein beschrinkter, linearer Operator von H in einen weiteren Hilbertraum V. Dann

20



gilt fiir jedes ® € L3, 1.(H), dass A® € L3, (V) und ATM () = IV (AD).

Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 8.7. O

4.2 Stochastisches Integral beziiglich eines Lévy Prozesses

In diesem Abschnitt wollen wir das stochastische Integral beziiglich quadratintegrierbaren Lévy
Martingalen einfiithren. Hierfiir ist es notwendig, eine neue Klasse von Martingalen zu definie-
ren. Von nun an betrachten wir Martingale, welche die folgende Bedingung erfiillen.

3Qe Li(U):Y0<s<t, (M, M- {(M,Ms<(t-s)Q. (3)

Es sei Q‘l/ 2 der pseudoinverse Operator, welcher in [4], (7.1) definiert wurde und sei H := Ql/ 2,
versehen mit dem inneren Produkt (1), ¢)3; = ((Q_I/Q) P, (Q_I/Q) ¢>. Des Weiteren sei

L, = L*(Q < [0, T], Pyo ). Pdt; Ligrsy (K, H)).

17

4.2.1 Proposition’’ Angenommen Bedingung (3) ist erfiillt, dann ist L?W’T c L%{,T und fiir

jedes X € L3, 1 gilt

t t
E| [ X()aM ()} <E [ 1X()] 10 00 s
4.2.2 Korollar Falls Q konstant ist, so ist
‘C?W,T = Lg{,T = LQ(Q X [OvT]vp[O,T]vpdt; L%HS) (,H, H))?

und fiir ¥ € E?M o ist das stochastische Integral ein quadratisch integrierbares Martingal mit
M 2 r
EL (01} =E [ 1) 10,0000 s

(@), @)= W) (s)ds, e [0.7]

(@), P @) = [0 ey ds, 1 [0.T]

Vergegenwirtigen wir uns, dass gemif Proposition 3.3.3.1 jeder Lévy Prozess L mit Werten in
einem Hilbertraum U eine Zerlegung der Form

L(t)=mt+M(t)+P(t), t>0

besitzt. Hier ist m € U, M ein quadratisch integrierbares Martingal in U und P ein zusam-
mengesetzter Poisson Prozess mit Lévymall pp. Wir wollen annehmen, dass M und P auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,F,P) definiert sind, M ein Martingal beziig-
lich dieser Filtration und P adaptiert beziiglich eben dieser ist. Fiir h > 0 seien zusitzlich die

7Vgl. [4], Proposition 8.16
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Inkremente P(t + h) — P(t) unabhingig von F;. AbschlieBend wollen wir annehmen, dass
pnr(dw, dt) = d(M, M)(w)P(dw) absolut stetig ist beziiglich dtP(dw). Unser Ziel ist es, das
stochastische Integral

I(t) = /th)(s) d3+/0t\111(3) dM(s)+f0tx1/2(s) dP(s), firte[0,T] (4

mit endlichem Zeithorizont T zu definieren, wobei ®, ¥y, W5 operatorwertige Prozesse sind.
Es sei dem Leser in Erinnerung gerufen, dass der zusammengesetzte Poisson Prozess P(t)

dargestellt werden kann als P(t) = Z?:(f ) Z; mit unabhingigen Zufallsvariablen Z; in V' mit

Verteilung

]P’(ZjeA):MP—(A) jeN

pp(V)’
und IT ist ein Poisson Prozess mit Intensitét pp (V).
Angenommen (V},,) ist eine wachsende Folge von beschrinkten und messbaren Teilmengen von
V, so konnen wir fiir jedes m > 0 eine Stoppzeitenfolge wie folgt definieren

T = Inf{P(t) - P(t7) ¢ Vi } = inf{Z; ¢ V;,, }.
t>0 jeN

Gilt V' = Uppen Vin, s0 ist (75,,) eine gegen oo wachsende Folge. Fiir den Beweis, sowie weitere
Konstruktionen sei an dieser Stelle auf [4], Seite 124 ff verwiesen. Wir wollen lediglich das End-
resultat vorstellen, in welchem das stochastische Integral fiir operatorwertige Prozesse definiert
wird.

4.2.3 Proposition Sind fiir die Integranden ®, ¥, ¥, die Bedingungen
1. @:Qx[0,T] - H ist messbar und P(fy L1, 1(¢)|®]# dt < o) = 1, fiir alle m € N,
2. Fiir jedes m € N, ist W11, 1 € L3, p(H).
3. Fiir jedes m € N ist

10,71 P2 € L (2 x [0,T],Pr, P dt; L sy (Hm, H)),

(w,t) = o () Y2 () um

ist messbar und

P( [ 0mg Ol de < o0) =1

erfiillt, so ist fiir jedes m € N

L(t) = fot]1[07%](s)(<I>(s)+\Ifg(s)um)ds+f0t]l[oij](s)\Ifl(s)dM(s)+[0t]l[oij](s)\IJQ(s)de(s)
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fiir alle ¢ € [0,7'] wohldefiniert und besitzt eine cadlag Modifikation. Das stochastische Integral
(4) ist ein cadlag Prozess mit [ (w,t) = I, (w,t) fir w € Qund t € [0, 7,,(w) A T']. Mit Lemma
8.19, Peszat und Zabczyk [4] folgt, dass das Integral I wohldefiniert ist.
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5 Stochastische partielle Differentialgleichungen?®

Dieses Kapitel soll die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer stochastischer par-
tieller Differentialgleichungen, welche von einem lokal quadratisch integrierbaren Martingal
generiert werden behandeln. Es wird zudem das Konzept schwacher und milder Losungen vor-
gestellt und deren Aquivalenz gezeigt. Auf die Thematik semilinearer stochastischer partieller
Differentialgleichungen wird in dieser Diplomarbeit nicht eingegangen. Hierfiir sei der Leser
an Peszat und Zabczyk [4] verwiesen. Zunichst wollen wir den Fall deterministischer linearer
Gleichungen betrachten.

5.1 Deterministische lineare Gleichungen

Gehen wir zunéchst von einem linearen Operator Ag aus, welcher auf einem dichten Teilraum
Dy := D(Ap) eines Banachraumes B definiert wird. Hier bezeichnet D(Ap) den Definitionsbe-
reich des Operators Ag. Betrachte nun die Differentialgleichung

% = Aoy, ¥(0) =yo € Do &)

t

und bezeichne mit y(¢), ¢ > 0 die Losung der Gleichung. Da die Gleichung linear ist, hingt
die Losung auch linear vom Startwert yo ab, d.h. y(t) = Upyo, t > 0, wobei U; eine lineare
Transformation von Dy in B ist. Das Cauchy Problem (5) ist gerade dann wohl formuliert auf
B, wenn die Operatoren U; fiir ¢ > 0 eine stetige Fortsetzung besitzen und fiir alle z € B die
Abbildung t — U,z stetig ist. Diese Abbildung wird auch verallgemeinerte Losung genannt.
Offensichtlich erfiillen die Operatoren {4, ¢ > 0 die folgenden zwei Bedingungen:

(Co-1) Uy = I und UsUs = Uy, 5 fiir alle s, t > 0.

(Cp-2) [0,00) 5t~ Uz € B ist stetig fiir alle z € B, oder dquivalent dazu U,z — z| g =)0 O fiir
alle z € B.

Diese Eigenschaften bringen uns zu dem Konzept von C—Semigruppen, welche wie folgt defi-
niert sind.

5.1.1 Definition Eine Familie beschriinkter, linearer Operatoren (U;,t > 0) auf einem Ba-
nachraum (B, |.|| g) heiBt Cy—Semigruppe, wenn die Bedingungen (Cy-1) und (Cy-2) erfiillt
sind.

Grundlegende Eigenschaften von Semigruppen sind in nachstehender Proposition angegeben.

5.1.2 Proposition

(1) IstU eine Cp—Semigruppe auf B, so existieren w und M > 0, sodass

Uz < e“"M|z|p, firalleze B, t>0.

'8Siehe [4], Kapitel 9
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(i1) Generiert ein Operator A, welcher zunéchst nur auf einem dichten Teilraum definiert ist
eine Cp—Semigruppe U, so ist A geschlossen und fiir alle z € D(A) und ¢ > 0 gilt

Upze D(A) und %L{tz = Atz = U Az.

Der zweite Teil der Proposition zeigt, dass fiir yo € D(A) die Abbildung ¢ — U,y eine Losung
. d .

der Gleichung %7 (t) = Ay(t), y(0) = yo ist.

Betrachten wir nun die entsprechende Gleichung mit einer H-wertigen Storfunktion :

Wty = Ay(t) + 9(1), 9(0) = € B ©)

so besitzt diese Gleichung eine eindeutige Losung, falls yg € D(A) und 1) stetig differenzierbar
ist. Die Losung wird mit der aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen bekann-
ten Variation der Konstanten berechnet,

t
y(t) = Usyo + [0 U p(s)ds, £>0. )

Dieser Ausdruck ist auch fiir Funktionen ¢ mit weniger Glattheit sinnvoll. So z.B. fiir ¢ €
L}, .([0,00),B([0,00)),1; H). In diesem Fall ist y durch (7) gegeben und heiBt milde oder
verallgemeinerte Losung von (6).

Eine stetige Funktion y heiflit Losung von (6), falls

(y(t),h)H:(yo,h)+f0t(y(s),A*h)Hds+fot(w(s),h)Hds

fiir alle ¢ > O und h € D(A*) erfiillt ist.

5.2 Milde Lésungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Gleichung
dX = (AX + F(X))dt + G(X)dM, X(to) = Xo, ®)

wobei A der Generator einer Cp—Semigruppe U auf einem Hilbertraum H ist und M ein qua-
dratisch integrierbares Martingal mit Werten in einem Hilbertraum U. Das Martingal M sei auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,F,P) definiert und soll zudem Bedingung (3)
aus Kapitel 4.2 erfiillen. Ist M ein Lévy Prozess auf H, so kann ' als Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern (RKHS) von M gewihlt werden. In diesem Fall ist £2T’ y(H) = L%T(H )-
Die Forderung, dass M quadratisch integrierbar ist, beriicksichtigt SPDE’s, welche von einem
lokalen Martingal generiert werden nicht und somit liefert die nachfolgende Theorie in diesem
Fall keine Erkenntnisse iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Den wichtigeren
Fall, also jener in dem M ein Lévy Prozess ist, wollen wir spiter behandeln.

Wir wollen annehmen, dass Xy eine F;,—messbare Zufallsvariable auf H ist. Die nicht linearen

YVgl. Kapitel 4.2
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Anteile in (8) sind im Allgemeinen nicht stetig auf H. Des Weiteren sollen F' : D(F') - H und
G : D(G) - L(H, H) die folgenden Bedingungen, dhnlich der Lipschitzbedingungen, erfiillen.

(F) An F' seien die nachstehenden Bedingungen gerichtet:
D(F) sei dicht in H und es existiere eine Funktion a : (0, 00) — (0, 00), sodass
fOT a(t) dt < oo fiir alle T < oo, sodass fiir alle ¢ > 0 und x,y € D(F) gilt

|t F ()| < a(t)(X+ 2] m),
[t (F () = F(y) |z < a(®) |2 - ym-

(G) An G seien die folgenden Bedingungen gerichtet:
D(G) sei dicht in H und es existiere eine Funktion b : (0, c0) — (0, o), sodass
fOT b%(t) dt < oo fiir alle T < oo, sodass fiir alle ¢ > 0 und =,y € D(G) gilt

UG (@)L g5y 31,1y < D@1+ 2] 1),

[t:(G (@) = G L yysy 3,0y <O |2 =yl

Gilt Bedingung (G), falls U; = I fiir t > 0, so bezeichnen wir dies mit (G’).

Da D(F) und D(G) dicht in H liegen, folgt unter den Bedingungen (F) und (G), dass Ui F’
und U, G jeweils eine eindeutige, stetige Fortsetzung von H in H, bzw. von H in L(H, H) be-
sitzen. Wir wollen ihre Fortsetzungen der Einfachheit wegen auch mit U, F' und ;G bezeichnen.
Die Bedingungen (F) und (G) sind ebenfalls fiir die Fortsetzungen giiltig.

Nun ist es moglich einen Losungsbegriff fiir Gleichung (8) anzugeben. In folgender Definiti-
on wollen wir den Begriff der milden Losung einfiihren.

5.2.1 Definition Es sei Xy eine quadratisch integrierbare JF;, messbare Zufallsvariable auf
H. Ein vorhersehbarer Prozess X : [tp,00) x 2 - H, welcher zur Zeit ¢y in X startet, heiBt
milde Losung von Gleichung (8), falls

sup E[X[7 <oo, VT e(to,00) (%)
tE[to,T]

und
t t
X(t) = Up_s, Xo + f Uy F(X(5)) ds + f U yG(X () dM(s), P-f.s., Vit
to to
Die Wohldefiniertheit, Vorhersehbarkeit und Messbarkeit der in Definition 5.2.1 auftretenden

Integrale wird in [4], Seite 143 exakt erldutert. Des Weiteren wird in Peszat und Zabczyk [4],
Seite 143ff eine Losung der vereinfachten SPDE d X = AXdt + dM, X (0) = X angegeben.
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5.3 Das Konzept der Lésungen?®

Hier und im Folgenden bezeichne M (n x m) den Raum aller Matrizen der Dimension n x m.
Angenommen F : R? - RY, G : RY - M(d x n) und M sei ein quadratisch integrierbares
Martingal mit Werten in R?. In der klassischen Theorie der stochastischen Gleichungen ist man
stets bemiiht, cadlag Losungen zu finden. Wie in [4], Kapitel 9.4.4 anhand eines Gegenbeispiels
gezeigt, miissen milde Losungen im Allgemeinen nicht cadlag sein. Aus diesem Grund wollen
wir von den Losungen nur fordern, dass sie vorhersehbar sind und nicht, dass die linken Limiten
existieren. Wir wollen nun den Unterschied zwischen Gleichungen mit und ohne linken Limiten
in R? beschreiben. Hierfiir betrachten wir die Gleichungen

vy =ax [ Gly(s-)vids) te[07] ©)

y(t)=a+f(0

wobei v ein endliches, eventuell zufilliges MaB auf [0, 7'] ist und die Dimension d = 1 gewihlt
wird.

und
q G(y(s))v(ds) te[0,T], (10)

)

Die folgende Proposition erkldrt die Unterschiede zwischen den Lésungen von Gleichung (9)
und (10).

5.3.1 Proposition Es sei G Lipschitz-stetig, dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Sind die Losungen von (9) und (10) beschrinkt, so sind sie ebenfalls cadlag.

2. Gleichung (9) besitzt immer eine eindeutige Losung, wohingegen Gleichung (10) keine,
eine oder mehrere Losungen besitzen kann.

3. Auch wenn die Losung von (10) eindeutig ist, so ist diese verschieden von der Losung
von (9).

Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Proposition 9.8. a

Die folgende Proposition beschreibt die stochastische Aquivalenz stochastischer Integrale be-
ziiglich quadratisch integrierbarer Martingle.

5.3.2 Proposition Es sei M ein quadratisch integrierbares Martingal, welches Bedingung (3)
erfiillt. Weiter seien v und v zwei vorhersehbare, stochastisch dquivalente Prozesse, sodass

t
2 - 2
E/; (Hq/’(s)”L(HS)(HvH) + ‘W(S)HL(HS)(%H)) ds < oo.

Siehe [4], Kapitel 9.2.1
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Dann sind die stochastischen Integrale

t t .
[ e ans), [ i) ams)
ebenfalls stochastisch dquivalent, d.h. sie sind gleich bis auf Modifikation.
Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Proposition 9.9. m]

Die folgende Proposition gibt an, unter welchen Voraussetzungen y(t—) Losung der Gleichung
dy(t) = G(y(t)) dM (1), y(0) = a ist.

5.3.3 Proposition Angenommen die Abbildung G : H — L) (H, H) sei Lipschitz-stetig
und sei Bedingung (3) erfiillt. Es sei y eine cadlag Losung der Gleichung

dy(t) = G(y(t-)) dM (1), y(0) =a

Dann ist (t) := y(t-), t > 0, dquivalent zu y und eine vorhersehbare Lsung von

dy(t) = G(y(t)) dM(t), y(0) = a.

Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Proposition 9.10. a

5.4 Aquivalenz milder und schwacher Lésungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Konzept der schwachen Losung, wobei wir
hier von schwachen Losungen im Sinne partieller Differentialgleichungen und nicht im Sinne
von stochastischen Differentialgleichungen sprechen. Zudem bezeichne D(A*) den Definiti-
onsbereich des adjungierten Operators A*.

Die nachstehende Definition formuliert den Begriff der schwachen Losung.

5.4.1 Definition Angenommen die Bedingungen (F) und (G) sind erfiillt. Es sei g > 0 und
Xy eine quadratisch integrierbare, F; messbare Zufallsvariable in H. Ein vorhersehbarer H-
wertiger Prozess (X (t), t > tp) heiit schwache Losung von Gleichung (8), falls er Bedingung
() erfiillt und fiir alle a € D(A*) und ¢ > t gilt

(a, X ()1 = (a,XO)H+/tOt(A*a,X(s))Hds+ftOt(a,F(X(s)))Hds+ft0t(G*(X(s))a,dM(s))H.

Oftmals ist D(A*) nicht explizit gegeben, aus diesem Grund ist es wichtig, die Gleichung aus
Definition 5.4.1 fiir Elemente a aus dem sogenannten Kern von A* zu verifizieren. Eine Menge
D c D(A”) heifit Kern von A*, falls sie eine linear dichte Teilmenge von D(A*) ist. Der Raum
D(A*) ist dabei mit der Graph Norm

lalpeasy = (lallf + [A*al3)!?, aeD(A")
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versehen. Ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine Menge D ein Kern von D(A*) ist, dass
D dicht in H liegt. Fiir den Fall nicht linearer Abbildungen, welche zwangsldufig nicht auf ganz
H definiert sein miissen, ist folgendes Lemma hilfreich.

5.4.2 Lemma Angenommen die Bedingungen (F) und (G) sind erfiillt, so existiert fiir jedes
a € D(A*) eine Konstante c(a) < oo, sodass die Abschitzungen

(a, F(e) | < e(a)(X+ [z]m),

{a, F(2) = F(y))ul < c(a) |z =y a,
fiir alle 2,y € D(F') und
|G*(@)alwn < c(a)(1+ []m),

[(G"(2) - G*(y)aln < c(a) |z -yl u,
fir alle x,y € D(G) gelten.

Beweis  Fiir den Beweis siche [4], Lemma 9.13. a

5.4.3 Korollar Es seien erneut die Bedingungen (F) und (G) erfiillt, dann haben fiir alle
a € D(A*) die Abbildungen

D(F)sxzw~(a,F(z))geR, D(G)>z+- G (x)aeH

eindeutige, stetige Fortsetzungen (a, F'(.)) g und G*(.)a, welche die Abschétzungen in Lemma
5.4.2 erfiillen.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Aquivalenz schwacher und milder Losungen.

5.4.4 Proposition Es seien die Bedingungen (F) und (G) erfiillt. Dann ist X eine milde Lo-
sung genau dann, wenn X eine schwache Losung ist.

Beweis  Fiir den Beweis siche [4], Theorem 9.15. a

5.5 Existenz schwacher Lé6sungen

In diesem Abschnitt wollen wir lediglich ein Resultat aus Peszat und Zabczyk [4] hinsichtlich
der Existenz schwacher Losungen unter den uns bereits bekannten Voraussetzungen angeben.
Bevor wir jedoch dieses Resultat angeben, wollen wir den Begriff der Kontraktion einfithren.

5.5.1 Definition Es sei E ein Hilbertraum. Eine Familie von Abbildung F; : £ — E heifit
Kontraktion, falls
|Fi(z) - Fi(y)l < |z -yl

firallet>0und z,y € E.
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5.5.2 Proposition Es seien die Bedingungen (F) und (G) erfiillt, dann gelten die folgenden
drei Aussagen:

(i) Fir alle to > 0 und eine F;, messbare Zufallsvariable X, in H, existiert eine, bis auf
Modifikation eindeutige Losung X (., tg, Xo) von Gleichung (8).

(i1) Fiir alle 0 < tp <T' < oo existiert ein L < oo, sodass fiir alle x,y € H

sup E[X (¢ to, ) = X (.o, y) |} < Llx —y[ 7.
te[to,T']

(iii) Furalle 0 <tg <tund x € H ist die Verteilung von X (¢, %o, ) unabhingig von der Wahl
des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes.

Im Falle, dass Bedingung (F) und (G’) erfiillt sind und S eine Kontraktion ist, besitzt die Losung
eine cadlag Modifikation.

Beweis  Fiir den Beweis siehe [4], Theorem 9.29. |

5.6 SPDE’s mit allgemeinen Lévy Prozessen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Existenz von Losungen von Gleichungen der
Form
dX = (AX + F(X))dt + G(X)dM + R(X)dP, X(ty) = Xo, (11)

wobei (A, D(A)), M, F und G wie in (8) definiert sind. Des Weiteren sei P ein zusammenge-
setzter Poisson Prozess auf einem Hilbertraum V' mit endlichem Lévy MaB p und R(z), x € H
seien lineare Operatoren von V' in H. Zudem seien dem Leser die in Abschnitt 4.2 vorgestellten
Folgen (7, ) men und (Vi ) men in Erinnerung gerufen. Fiir gegebenes m € N definiere

P (t) = P(tATm) = 3 1y, (P(s) = P(s=))(P(s) = P(s-)),
s<t
dann ist P, ebenfalls ein zusammengesetzter Poisson Prozess mit Lévy MaB i, := ply;, . Es sei
weiter wy, = [y, 2 (dz) = [y, zp(dz), dann ist der Prozess (M, (t) = P (t) — umt, t > 0)
ein quadratisch integrierbares Martingal mit Erwartungswert Null. Die Kovarianz von X, ist
gegeben durch Q,, = f;, 2 ® zpu(dz) mit

(Qmu,v>v=[/ (z,u)y(z,u)ypu(dz), w,veV.

m

Es sei H,, = ,1,42(Vm). Des Weiteren wollen wir erneut annehmen, dass die nicht linearen

Operatoren R die folgenden zwei Bedingungen erfiillen.

(R1) Es sei D(R) dicht in H und fiir alle m sei b, : (0,00) — (0, c0) eine Funktion, welche
fOT b (t)? dt < oo fiir T' < oo erfiillt, sodass fiir alle ¢ > 0 und 2,y € D(R)

|t R(2) | yy 5 (34, 11) < Om () (X + 2] r)  und
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|4 (R(x) = RO Ly (3, 11) < b () |2 =y

erfuillt sind.

(R2) Fiir jedes m € N existiere eine Funktion a, : (0,00) — (0, c0), welche /OT am/(t) dt < oo
fiir alle T' < oo erfiillt, sodass fiir alle ¢ > 0 und z,y € D(R) die Bedingungen

[ty (R(z)um) | 11 < am (¢)(1 + |2 ) und
|t ((R(z) = R(y))um) | < am(t) |2 -y a-
erfiillt sind.

Fiir gegebenes m betrachten wir nun das Problem
dXp;m = (AXp + F( X)) dt + G( X)) dM + R(X,,) dPy, Xim(to) = Xo. (12)

Dann erfiillen die Koeffizienten die Bedingungen (F) und (G) und somit existiert fiir jedes m € N
eine eindeutige Losung X, welche

sup E| X, ()% <00, T <oo (13)
te[0,T]

erfiillt.
Die folgende Proposition sagt aus, unter welchen Voraussetzungen eine schwache Losung von
Gleichung (11) beziiglich der Folge von Stoppzeiten (7,,,) existiert.

5.6.1 Proposition Fiir jedes t € [0,7] und alle m < n ist X,,,(¢) = X,,(¢t) P - f.s. auf dem
Ereignis {t < 7,,}. Des Weiteren ist der Prozess X durch X (t) = X,,,(¢) fiir ¢ < 7,,, gegeben

und eine schwache Losung von Gleichung (11).

Beweis  Fiir den Beweis siche [4], Theorem 9.34. a
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6 Das Modell und bisherige Erkenntnisse

Die folgenden zwei Kapitel, sowie das Hauptthema dieser Diplomarbeit basieren auf der Arbeit
von Benth und Kriithner [8]. Das folgende Kapitel soll dem Leser das Grundmodell vorstellen
und die bisherigen Konvergenzraten von Forward Kontrakten unter bestimmten Voraussetzungen
in Diesem angeben.

6.1 Einfihrung

In Benth und Kriihner [8] werden arbitragefreie Modelle fiir die Approximation von Forward
Kontrakten auf Energiemirkten entwickelt. Der zugrundeliegende Zustandsraum der Approxi-
mationen ist endlich-dimensional und erlaubt somit computergestiitzte numerische Berechnun-
gen. In Filipovic [9] wird ausgehend von der Modellierung von Zinsstrukturkurven mit Hil-
fe von Heath—Jarrow—Morton Modellen, ein Modell, unter Zunahme der sogenannten Musiela
Parametrisierung entwickelt. Die in diesem Modell, auch als Heath—Jarrow—Morton—Musiela
(HIMM) Modell bekannt, verwendeten stochastischen partiellen Differentialgleichungen haben
sich durch ihre hervorragenden Eigenschaften auch als effektives Werkzeug zur Approximation
anderer Finanzinstrumente etabliert.

Im Zuge weiterer wissenschaftlicher Arbeiten kam die Frage der endlich-dimensionalen Dar-
stellung der Losungen dieser SPDE’s auf. Ausgehend von stochastischen partiellen Differen-
tialgleichungen, welche von einem d—dimensionalen Wiener Prozess generiert werden, wurde
untersucht, unter welchen Voraussetzungen an die Volatilitdt und den Drift Term, Losungen mit
Werten in einem endlich-dimensionalen Raum realisierbar sind, d.h. unter welchen Vorausset-
zungen kann die Forward Kurve in endlich viele Einzelteile zerlegt werden.

An Energiemaérkten, so zum Beispiel bei Strom und Gas hat sich, basierend auf empirischen und
okonomischen Beobachtungen gezeigt, dass das sogenannte Hintergrundrauschen in der Mo-
dellierung leptokurtische?’ Merkmale aufweist und so dessen Modellierung durch unendlich-
dimensionale Levy Prozesse in HIMM Modellen sinnvoll ist. Die Preisberechnung und die Ab-
sicherung von Derivaten an Energiemirkten in diesen Modellen wird in Benth und Kriihner [10]
detailiert behandelt.

Das Hauptresultat in Benth und Kriihner [8], Theorem 4.1, erlaubt es den arbitragefreien For-
ward Curve Prozess f(¢,x), wobei x > 0 die verbleibende Zeit bis zur Filligkeit ist und ¢ > 0
der derzeitige Zeitpunkt ist, durch Prozesse der Form

k
fr(t,x) = Sip(t) + _Zk Un(t)gn(t),

darzustellen. Hier bezeichnet Sy den Spotpreis in der Approximation, g_g, . .., gx sind determi-
nistische Funktionen und U_g, ..., U sind Ornstein Uhlenbeck Prozesse. Die Niherung fj ist
selbst eine Losung einer HIMM Gleichung und somit ein arbitragefreies Modell fiir die Forward
Kurve. Es wird gezeigt, dass die Konvergenz, punktweise in der Zeit und gleichmifig im Raum,
unter der Voraussetzung, dass f zweimal stetig differenzierbar ist, die Konvergenzrate k! be-

*'leptokurtisch: Die Beobachtungen einer Verteilung mit positiver Kurtosis konzentrieren sich mehr an den Ausliu-
fern und weniger im Zentrum.
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sitzt.

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die Konstruktion einer Rieszbasis eines Unterraumes des
sogenannten Filipovic Raumes, Filipovic [9], welcher ein separierbarer Hilbertraum absolut ste-
tiger Funktionen auf Rj mit, im Unendlichen verschwindenden (schwachen) Ableitungen ist.
Die Basis dieses Unterraumes besteht aus den Vektoren g,. Der Unterraum selbst sei durch
die Betrachtung der Funktionen des Filipovic Raumes bis zu einem endlichen Zeithorizont T
definiert.

6.2 Das grundlegende Modell

Fiir den Rest dieser Arbeit sei
Hot={f € AC(R,C): [ 1f' ()P do < oo}

der vorhin erwihnte Hilbertraum, wobei wir mit AC' den Raum aller absolut stetigen Funktionen
bezeichnen. Der Raum H, sei mit dem inneren Produkt ( f, ¢)q := f(0)g(0)+ ;" f'(2)g' (z)e**dx
versehen. Die wie in Kapitel drei beschriebene induzierte Norm sei mit ||. |, bezeichnet. In Fili-
povic [9] wird gezeigt, dass (H,, ||.|«) tatsdchlich ein Hilbertraum ist. Des Weiteren bezeichne
f(t,z) den Preis eines Forward Kontrakts in einem Rohstoffmarkt zur Zeit ¢ und = > 0 die Zeit
bis zur Lieferung des Rohstoffes. Die Funktion f wird als stochastischer Prozess mit Werten im
Hilbertraum H, behandelt und der Prozess (f(t),t > 0) folge dem HIMM Modell, welches im
Folgenden angegeben wird.

Es sei (2, F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, welcher die iiblichen Bedingungen
erfiillt. Wir betrachten den Lévy Prozess (L(t),¢ > 0) mit Werten in H,, fiir dessen Konstruk-
tion an Proposition 3.3.4.2 verwiesen sei. Es ist zusitzlich vorausgesetzt, dass der Prozess L
endliche Varianz und Erwartungswert Null besitzt. Den Kovarianz Operator von L wollen wir
mit Q bezeichnen. Es seien zudem fy € H, und f die Losung der stochastischen partiellen
Differentialgleichung

df (t) = 0. f(t)dt + p(t)dt + W (t)dL(t), t>0, f(0)=fo (14)

mit 8 € L' (2 xR,,P,P® \), H,), wobei P die vorhersehbare o—Algebra bezeichnet, ¥ ¢
E% = Urso E%,T(Ha) und 0 := 6% die Raumableitung bezeichnet. Fiir die Konstruktion des
Raumes E% 7(H,) sei der Leser auf Seite 19 dieser Diplomarbeit verwiesen. Fiir ¢ > 0 bezeichne
(Uy) 0 die7Translationssemigruppe, von welcher in Filipovic [9] gezeigt wird, dass sie eine
Co—Semigruppe auf H,, ist mit Generator 0. Gemal Proposition 5.1.2 ist jede Cp—Semigruppe
durch ||[U]op < Me“", fiir w, M > 0 und alle ¢ > 0, wobei |.|,, die Operatornorm bezeichnet,
beschrinkt. In Filipovic [9] und Benth und Kriihner [10] wird gezeigt, dass ||U;]op < Cyy fiir
alle ¢ > 0 und eine Konstante Cy; := \/2(1 Aa~1). Damit ist die Abbildung s — U;_s3(s)
Bochner integrierbar und die Abbildung s — U;_,V(s) integrierbar beziiglich L. Nun ist die
milde Losung von Gleichung (14) gegeben durch

f(t):utf0+/0tut—s,8(5) ds+f0tut_s\ll(s) dL(s). (15)
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Bei der Modellierung von Forward Kontrakten ist stets darauf zu achten, dass diese risikoneutral
erfolgt, d.h. also, dass der Driftterm 3(¢) gleich Null ist und ¢ — f(¢,7 —¢) somit ein lokales
Martingal ist, wobei 7 > t der Lieferzeitpunkt des Rohstoffes ist. Dies wire der Fall, wenn
wir das Modell unter dem &dquivalenten lokalen Martingalmal} betrachten wiirden. Betrachtet
man das Modell jedoch mit Driftterm, so bedeutet dies, dass das Modell unter dem statistischen

Wahrscheinlichkeitsmaf3 P betrachtet wird und 3(¢) damit Bestandteil der Risikopriamie ist.

6.3 Konstruktion der Riesz Basis

In diesem Abschnitt wollen wir eine Riesz Basis fiir einen Unterraum von H, angeben und
uns mit einigen Eigenschaften beschiftigen. In Young [11] wird auBBerdem gezeigt, dass eine
Riesz Basis (gp, )nen dargestellt werden kann als g, = T ey, fiir alle n € N, wobei (e, ),y €ine
Orthonormalbasis und 7 ein beschrinkter, linearer und invertierbarer Operator ist.
Das Ziel ist es die Spektralmethode auf Approximationen der SPDE (14) und den Differential
Operator auf H, anzuwenden. Hierfiir wird eine Basis des Differential Operators, bestehend aus
Eigenvektoren, benotigt. Aufgrund der Komplexitit wird jedoch eine Riesz Basis konstruiert,
welche annidhernd eine Basis aus Eigenvektoren von 0, bildet.
Es seien A > 0 und T > 0 beliebig, aber fest gewihlt und die Abbildungen cut und A wie folgt
definiert:

cut: R, - [0,7), xz—ax-max{Tz:z€Z, Tz<z},

A:L*([0,T),C) - L*(R,,C), [~ (2~ e_)‘mf(cut(x))).

Des Weiteren seien die Funktionen

g« () =1, (16)
1 N .
() = e —1), mit 17
gn () Anﬁ( ) (17)
Ap 1= @n—)\—g
T 2

fiir alle n € Z und x > 0 definiert. Es gilt offenkundig, dass g, g. € H, fiir alle n € Z. Es wird
sich herausstellen, dass (g« , (gn )nez) €ine Riesz Basis bildet, jedoch wollen wir zunéchst einige
Eigenschaften des Operators .4 angeben, fiir deren Beweis an Benth und Kriihner [8] verwiesen
ist.
6.3.1 Lemma Der Operator A ist ein beschrinkter, linearer Operator, dessen Bild in L?(R,, C)
abgeschlossen ist. Zudem gilt:
-2TA
e 1
mﬂf\\% <[Afl; < mﬂf“g
fiir alle f € L?([0,T),C). Hier bezeichnet |.||> die vom inneren Produkt (., .)o induzierte Norm
auf L2(A,C), wobei A eine Borelmenge ist.

Beweis  Fiir den Beweis siche Benth und Kriihner [8], Lemma 3.1. a
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In Proposition 6.3.3 wollen wir eine Riesz Basis und das Biorthogonalsystem des Raumes
ran(A) angeben. Fiir die Berechnung des Biorthogonalsystems, welches das Bild von (A™!)*ist,
benotigen wir jedoch folgendes Lemma.

6.3.2 Lemma Der duale Operator des inversen Operators von A : L?([0,7),C) — ran(A)
ist gegeben durch
(A" L*([0,T),C) — ran(A),

(A—l)x—f(x) _ (1 _ 6—2T)\)e—)\x (62)\CUt(x)f(Cut(:L‘))) - (1 _ S_QT)\)EQACM(I)AJC(I‘), z>0.

Beweis Fiir den Beweis siche Benth und Kriihner [8], Lemma 3.2. O

6.3.3 Proposition Definiere die Abbildung

2min

1
en(x) := ﬁexp((T —)\)x), x>0, neZ.
Dann ist (e, )nez eine Riesz Basis des abgeschlossenen Unterraumes ran(A) und
Fie {f € I2(R.,C) : f(x) =0, 2 e [0,T)}

ist der komplementire Vektorraum von ran(A). Die stetige, lineare Projektion P4 mit Bild
ran(A) und Kern F" hat Operatornorm  / w+ﬂ und es gilt

Paf(x) = f(x), ze€[0,T], feL*(Ry,C).
Das Biorthogonalsystem (ey, )., der Riesz Basis (e, )nez ist gegeben durch
ef(z) = (1 - e 2T\ ePu@) g (1,
Beweis Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Proposition 3.3. a

Da die vorherigen Aussagen lediglich fiir den Raum L?(R,,C) giiltig sind, wir jedoch an H,,
interessiert sind, wollen wir eine Isometrie von H, in C x L?(R,,C) angeben. Definiere die
Abbildung

@:Ha%CXIP(RHC): f'_)(f(o)vwaf”)v

wobei wq () := €e” 2 fiir 2 > 0. Diese Abbildung © ist dann die von uns angesprochene Isometrie
und ihre Inverse ist gegeben durch

®
07':Cx L*R,,C) > H,, (z,f)H»Hf0 wa' (1) f(y) dy.

Das folgende Korollar iibertriigt die bisherigen Aussagen iiber den Raum L?(R,,C) auf den
Raum H,,.
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6.3.4 Korollar Die Basis (g«, (gn)nez), definiert in (16) und (17), bildet eine Riesz Basis
des Unterraumes H! von H,. Tatsichlich ist H. jener Raum, welcher von (gx, (gn)nez) er-
zeugt wird. Zudem existiert eine stetige, lineare Projektion II, dessen Bild H, § ist und dessen

Operator Norm durch - / 176%2” gegeben ist, sodass
ITh(x) = h(x), firhe H,, z€[0,T].

Damit gilt [T h(x) = UTTh(x) = h(x +t) firalle t € [0, 7] und x € [0, T —t]. Das Biorthogo-
nalsystem (g5, (g, )nez) ist gegeben durch

gi(x) =1,

gi(@)= [ evieny)dy

fiir alle n € Z und x > 0.
Beweis  Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Corollary 3.4. O

In der folgenden Proposition wird ein endlich-dimensionaler Unterraum von H_! definiert und
essenzielle Aussagen iiber die Konvergenz, welche wir fiir die Untersuchung von Approxima-
tionen der SPDE (14) benétigen, angegeben.

6.3.5 Proposition Esseien ke N, ¢ >0, H ;‘C jener Unterraum von H,, welcher von der Riesz
Basis (g«, (gn)nez) erzeugt wird. Das zugehorige Biorthogonalsystem (g}, (g, )nez) sei wie in
Korollar 6.3.4 gegeben. Definiere die Projektion

k
I HY = {gesGoks s g6}, B R(0)gs+ > gul(hy g5 )
n=—k

Ch,t *= Xjn|>k 9n(t) gy, und den Operator
Cryt: HY — Span(g.), R (h,cki)ags.

Dann ist I |op gleichmdBig beschrénkt in k, 11,k konvergiert gegen h und sup,[o.4 [Ck,sh[ o
konvergiert gegen Null fiir & — co und alle h € HX und [T, ;] = Cr,¢. Hier bezeichnet [IT},, U |
den Lie Kommutator von IT; und U, welcher gegeben ist durch [ITy,U;]| = Iyl — UITk. Es
sei weiter X ein stochastischer Prozess mit Werten in H_, sodass X (t) = Y () + M(t), wobei
Y ein quadratisch integrierbarer Prozess ist, mit endlicher Variation und M ein quadratisch
integrierbares Martingal. Dann gilt

t
LS, Hy) = Jim [ Gy udX(s) = 0.
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L*(Q, H,) bezeichnet den Raum der H,,- wertigen Zufallsvariablen Z mit E[||Z||2] < 0.2
Beweis  Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Proposition 3.6. O

Der Operator IIj, spielt eine wichtige Rolle bei der arbitragefreien Approximation von Forward
Kontrakten. Wir definieren den Raum

Hg’k = Span{g*,g—k, e 79/{,‘}’

fiir alle £ € N. Nun wollen wir die Konvergenzgeschwindigkeit von Elementen aus H, § ok gegen
Elemente f € H. betrachten. Zunichst wollen wir einige technische Ergebnisse angeben.

6.3.6 Korollar Essei f € Hg dann gilt:

6—2)\T 1
o (FOP s S0 < 112 € 1= Ly (1FOP + S0k

nez nez

Beweis  Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Corollary 3.7. O

6.3.7 Korollar Essei f € HL, dann gilt fiir alle n € Z

T I7i
(fig0)a=(01- e_QAT)_lT_% [ f(z)exp ((— LI 2)x) dx.
0 T 2
Beweis  Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Corollary 3.8. ]

Da nun die folgenden Theoreme von groBer Wichtigkeit fiir diese Diplomarbeit sind, wollen
wir an diesem Punkt nicht auf deren Beweise verzichten. Die folgenden Aussagen sind Kern
dieser Diplomarbeit und im folgenden Kapitel soll die Untersuchung der Konvergenzgeschwin-
digkeit beziiglich der Supremums Norm angegeben werden.

Bevor wir mit der Berechnung der Konvergenzraten beginnen, wollen wir noch ein technisches
Lemma angeben.

6.3.8 Lemma Es seien &, := =221 — A+ &\, := 20 — X — 2 und ¢, = 22 — X\ + £ fiir

n € N. Dann gelten die folgenden Abschitzungen fiir alle k£ > 1:

: 1 T2
D Lok g, € 2075

.. 1 T2
() Xnsk o € 1078

1 T2
(D) Xnsk gy < 102k

: 1 T2
(V) Lok e < T2k

22V ¢gl. Definition 3.2.5
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Beweis  Wir wollen lediglich (i) zeigen, da die restlichen Behauptungen analog folgen. Es gilt

2

9 O 5 2mn o 2mn,  47n
== =A"+ > =
2= 15 P+ 1 2 | T =
und somit
|§|>27rn
n| <2 I,-

Damit folgt nun:

S ) o) S () [ ()
n>k|fn|2_ or) n2 \ox n2 " \2xw E a2 \or) Kk

n>k n>k

Die folgende bekannte Proposition beschreibt die Konvergenzgeschwindigkeit der Approxima-
tion von Elementen des Raumes H. durch Elemente des endlich-dimensionalen Unterraumes
H ;{ * und soll unten in Proposition 7.1 verbessert werden.

6.3.9 Proposition Es sei f € H! und zudem sei f |[0,7] zWei mal stetig differenzierbar. Dann

gilt
VC
If =i flla < =,
NG

fir alle £ € N, wobei

) T|f/(T)eT(—)\+o</2) _ f/(0)|2 i (/OT |fu(x)’ez(—)\+a/2)dl,)2

¢ 72(1 - e 23T)3

Beweis  Mit Korollar 6.3.6 folgt

[f=Tfl5 =1 2 galfogndala <C 3 [(fign)al®s

[n|>k In|>k

wobei die Konstante C' := (1 - e 22T)~1 Definiere nun die Funktionen h,(z) := exp(&,z),
x>0, mit§&, = —2”% — A+ 5. Dann folgt mit Korollar 6.3.7 und mit Hilfe von partieller Inte-
gration

(. 00)al? = €217 [ @b (o)

1 ! / T "
AR OORY FECIRE

Ay,

!

207 1
S__
T &,
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fiir alle n € Z\{0}. Hier ist die Konstante .A; gegeben durch

T
Ap = (D)D) ([ 71" @)er O da)?.
Mit Hilfe von Lemma 6.3.8 gilt
1 1 T2
—— =2 —— < .
Z |§n|2 Z ’§n|2 271'2k

[n|>k n>k

Setzen wir nun die Abschitzungen zusammen, so folgt

C3T

I f)2 < Ap——,
If =TIk f]] F 3,

woraus die Behauptung folgt. |
Eine dhnliche Konvergenzrate kann auch fiir ¢, ; angegeben werden, wie in folgendem Lemma
bewiesen wird. Diese Abschitzung soll ebenfalls unten in Proposition 7.3 verbessert werden.

6.3.10 Lemma Es sei ¢, ; wie in Proposition 6.3.5 gegeben, dann gilt

V0
5

oég

ekt

fir alle &k € N, wobei CQ = m.

Beweis  Mit Lemma 6.3.8, Korollar 6.3.7 und (g,; ) ez die Riesz Basis mit Biorthogonalsystem
(gn)neZ gi]t

lewela =1 22 ga(O)gnle

In|>k
<C Z |gn(t)|2
|n|>k
¢ Lot 2
-2 3 e
T [n|>k |)\|2
< £(1+e—(2)\+a)t) Z %
cT
<=7,
w2k
wobei C = (1 — exp(-2AT))~! und die Behauptung folgt. ]
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6.4 Arbitragefreie Approximation von Forward Terminstruktur Modellen

In folgendem Abschnitt wollen wir eine arbitragefreie Approximation in unserem HIMM Mo-
dell angeben, welche in einem endlich-dimensionalen Raum erfolgt und anschlieBend die Kon-
vergenzgeschwindigkeit bestimmen. Wir betrachten erneut die SPDE (14) mit der milden Lo-
sung (15). Wir definieren nun den stetigen, linearen Operator Ay : H, — H, § * durch

Ak = HkH

fiir alle k£ € N.

Bevor wir nun das Hauptresultat von Benth und Krithner [8], Theorem 4.1, mit Beweis angeben,
wollen wir eine Abschiitzung der Supremumsnorm durch die H,—Norm formulieren.??

An dieser Stelle sei dem Leser die Definition des Raumes H,, in Erinnerung gerufen

Ho={f e AC(R,,C): f0°° 1 (2)[2e°% dix < oo}

Es bezeichne hier und im Folgenden 6, : H, — R, mit 0,(g) := g(x) das Punktauswertungs-
funktional, welches ein stetiges, lineares Funktional auf H,, ist.

In folgendem Lemma wollen wir den dualen Operator, sowie die Abschitzung der Operatornorm
des Punktauswertungsfunktionals anfiihren.

6.4.1 Lemma Fiir = € R definiere die Abbildung

Ay ]
hy Ry - R, y»—>1+[ — ds.
0

eas
Dann ist der duale Operator von d,, gegeben durch
d;:R—>H,, cw~chy
und die Operatornorm von §,, ist gegeben durch
1622, = B ().

Beweis  Der erste Punkt ist ein Spezialfall von Filipovic [9], Lemma 5.3.1. Da die Operator-
norm mit der Norm von h, iibereinstimmt, folgt

) z ]
16212 = ha (O)ha(0) + [~ VR ()2 dy =1+ [ 7 —dy = ho(a).
Daraus folgt bereits die Behauptung. m|

Das folgende Lemma behandelt nun die Abschétzung der Supremumsnorm durch die H,—Norm.

2Siehe Benth und Krithner [12], Lemma 3.1 und Lemma 3.2
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6.4.2 Lemma Es sei [, —1-dx < co. Dann gilt

lglleo == sup |g(x)| < ¢ |glla,

zeR 4

wobei die Konstante ¢ gegeben ist durch /1 + [0°° ea%d:c. Des Weiteren ist hoo : Ry — R,
x> 1+ [ —=dsin H, und es gilt
lim g(2) = (oo, 9)a

fiir alle g € H, und Aoo.

Beweis Es gilt
hol2 =1+ [7 de=

und somit he € Hy. Zudem gilt mit h, aus Lemma 6.4.1, dass

hoo = he|? = [Oo Ldy -0, fiirz - oco.

z eXr
Es folgt also, dass hy — he in Hy, fiir z — oo und mit Lemma 6.4.1 folgt
lim g(2) = lim (hs, g)a = (hoo, 9)ac

Die Abbildung g ist beschriankt und mit Lemma 6.4.1 folgt

l9(@)” < |hal2llgla = k(@) gl < ¢[gl2
und damit auch die Behauptung | g|e < ¢ |9]|a- i

Die Konstante ¢, welche in Lemma 6.4.2 gegeben ist, berechnet sich nun zu

c:\/1+f°°idx:\/1+l. (18)
0 e o

Nun wollen wir das Hauptresultat aus Benth und Kriithner [8] angeben, in welchem die Konver-
genz von Elementen des Raumes H, EC ok gegen Elemente des Raumes H,, gezeigt wird.

6.4.3 Proposition Fiir k£ € N sei f; die milde Losung der SPDE
df(t) = Op fe(t)dt + ApB(t)dt + AU (t)dL(t), 20, fr(0)=Agfo. (19)
Dann gilt
(i) E[sup,eo g fe(t, ) = f(t,2)[*] - 0 fiir k - oo und alle t € [0,T],

(i1) fr nimmt Werte im endlich-dimensionalen Raum H:;F * an und ist somit eine starke Lo-
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sung der SPDE (19), d.h. fi € dom(d,.), die Abbildung ¢t — 9, fx(t) ist P — f.s. Bochner
integrierbar und

7l = Fu(0) + [ @ui(s) + AB()) s+ [ A(s) dL(s),

(ii1) und
k

A0 =5u0)+ 3 (MO0 + [ M X (5))

n=—k

wobei Sk (t) = 0o(fr(t)) und X,,(t) := fot(Hﬁ(s)ds +IIW(s)dL(s), g, ) firallen € Z
und ¢ > 0.

Beweis (1) Definiere die Abbildung

Ju(t) == UL fo + Atut_s(ﬂﬁ(s)ds +IIV(s)dL(s)), t=0.

Da f}, eine milde Losung ist, kann man durch umformen folgende Gleichheit erzielen

Se(t) = Op(fri(t)) = Cr oIl fo — /Otcki_s(ﬂﬁ(s)ds + IIWdL(s))

fiir alle £ > 0. GemdB Lemma 6.4.2 ist die Supremumsnorm durch die H,—Norm beschrinkt,
womit eine Konstante ¢ > ( existiert, sodass

E[ P 1 (fu(t, 2)) = fu(t, l‘)IQ] < cE[|(I - I) fu(t)2]

fiir alle ¢ > 0. Hier bezeichnet Z den Identititsoperator auf H,. Aufgrund der dominierten Kon-
vergenz konvergiert die rechte Seite gegen Null fiir & — co. Klarerweise gilt

sup  |Crefr1(0,2)| < ¢ |Crrfui(0)|la — O.
x€[0,T-t] k—o0

Mit Proposition 6.3.5 folgt
t
E| [ Cr-s(15(s)ds + T (s)dL(s))[2 = 0.

fiir k¥ — 0. Damit gilt nun

E[ sup |fk(tax)_fn(t7$)|2:|_>07

[0,7-t]

fir k - oo und alle ¢ € [0,T']. Da aber fri(¢t,x) = f(¢t,z) firalle ¢ € [0,7'] und z € [0,T - t],
folgt die erste Behauptung.

(2) Es sei zunichst festgehalten, dass 9., () = exp(Az)/VT = Angn(z) + g« (x)//T und

42



damit ist 0,g, € Hg * fiir n| < k. Somit ist HOT * invariant beziiglich dem Generator J,, und

dessen Restriktion auf Hg "™ ist ein stetiger und beschréinkter Operator. f; nimmt nur Werte in
T,k

H, " an, da

fx(t) =T, (utn fo+ [ Uy (T18(s)ds + H\ll(s)dL(s)))
~Cuallfo— [ Cua o (B()ds + T (5)dL(5))
und offensichtlich alle Summanden in Hg * sind.
(3) Fiir den Beweis sei an dieser Stelle an Benth und Kriihner [8], Seite 16 verwiesen. O
In folgender Proposition wollen wir die Konvergenzgeschwindigkeit von Punkt (1) aus Pro-
position 6.4.3 identifizieren und ebenfalls unten in Satz 7.13, welcher das Hauptresultat dieser

Diplomarbeit ist, unter zusétzlichen Strukturvoraussetzungen modifizieren.

6.4.4 Proposition Es sei z — f(t,z) zwei mal stetig differenzierbar und fj die milde Lo-
sung der SPDE

df(t) = Ox fr.(t)dt + A B(t)dt + AV (t)dL(t), 20, fr.(0) = A fo.

Dann gilt
E[ sup[fi(t,) - f(t,x>|2] <40
z€[0,T-t]
fiir alle £ > 1, wobei
ol
A =g (Il [ BT U@ ()]s = (| ELIA)alds) )
3(1+a-1)

a1 ey (TR0 (L D)) =0, (1, 0))

T 2
o[ Bl e e o) .
Beweis Laut Beweis von Proposition 6.4.3 gilt
t
Jie®) = Ie(fu()) = Ceallfo = [ Crums(B(s)ds + MU ()dL (),

mit fiy == UL fo + fot Up-s(TIB(s)ds + TV (s)dL(s)) fiir alle ¢ > 0. Mit Proposition 6.3.9 gilt

) -l « 2O,
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wobei die Konstante C1 (t) gegeben ist durch

1|0y frr(t, T)eT A2 — g, fr(t, 0)[% + (fy |02 fre(t, )|e” /D da)?
72(1 - e 2AT)3 :

Ci(t) =

Des Weiteren sei dem Leser in Erinnerung gerufen, dass fiir alle h € H,

Crehll2, = R, cradagsla = [{h e edal® < [BIGNenel

gilt und mit Lemma 6.3.10
Co

[Crehllc <RI

mit der Konstante Co = m Damit gilt nun

£ (t) = fre(®) 2 <3IT(fru(t) = fu ()15 + 31 CheILfoll2

#31 [[" o (TB(s)ds + T (5)AL(s)) 2

3C.(t) 3C
< AW

#3) [ o (TB(s)ds + T ()AL ().

Gemidl Lemma 6.4.2 ist die Supremumsnorm durch die H,— Norm mit der Konstante c, siche
(18) beschrinkt. Durch bilden der Erwartungswerte folgt nun

E[ sup ]Ifk(t,w)—f(t,x)IQ] < CE[| fe(t) = fu(®)]3]

(0,7t
62 c2 2
<X @O OR o [ Emwer @ [ Elsl1e) ).
Damit folgt die Behauptung. |

Wie zu Beginn dieser Arbeit erwihnt, werden bei Forward Kontrakten an Gas und Strommérkten
die Rohstoffe Strom und Gas iiber einen gewissen Zeitraum geliefert. Es soll eine gleichméBige
Lieferung iiber einen Zeitraum [77, 75 ] garantiert werden. In Benth [13] wird hierfiir folgendes

Modell vorgestellt
1

Ts d
t,s—1
T S (s nds

wobei f durch die SPDE (14) gegeben ist. Das folgende Korollar soll das Hauptresultat, Propo-
sition 6.4.3, unter Zunahme von Lieferperioden darstellen.

F(t,T1,T5) :=

6.4.5 Korollar Angenommen, es gelten die Voraussetzungen aus Proposition 6.4.3. Definie-
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re die Funktion ) -
2

Fo(t, Ty, Ty) = / ts—1)d

ik (t, T, Ty) T, -1, Jn fu(t,s —t)ds

firalle 0 <t <7y <715 <T.Dann gilt

Fp(t,T1,Ty) - F(t,T1,T»)

fiir k — oo in L?(€2) und F sei gegeben wie oben. Des Weiteren gilt

Fo(t, T, T) = Si(t) + i Gn(t,Tl,Tz)(ekn%g;,fk(o»a+ftekn@S>dxn(s)),
k 0

n=—

fiir alle t <17 <Th <T, wobei Sk(t) = 50(fk(t)),

exp(Ap(To = 1t)) —exp(A\p(Th = 1)) = Mo (T2 = T1)
NVT(Ty - Th)

Gn(t,11,T3) =

und den Prozess X, (¢) := /Ot(Hﬁ(s)ds + 10 (s)dL(s),9.)a-
Beweis  Fiir den Beweis siehe Benth und Kriihner [8], Corollary 4.4. ]
Es sei weiter angemerkt, dass auch die zu Beginn dieser Arbeit angesprochenen Wetterderi-

vate ebenfalls Forward Kontrakte iiber einen gewissen Zeitraum sind. Beispielsweise die durch-
schnittliche Temperatur einer Stadt, welche iiber einen gewissen Zeitraum gemessen wird.
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7 Bessere Konvergenzgeschwindigkeit beziiglich der
Supremumsnorm

In folgendem Kapitel wollen wir nun die Approximationen aus den Kapiteln 6.3 und 6.4 beziig-
lich der Supremumsnorm betrachten und so eine bessere Konvergenzrate angeben.

Das Hauptresultat dieses Kapitels und auch dieser Diplomarbeit, Satz 7.13, zeigt eine Verbes-
serung der Konvergenzgeschwindigkeit der Approximation der Losung der SPDE (14) durch
Elemente des Raumes H Tk , verglichen mit Proposition 6.4.4. Dabei wird die urspriingliche
Konvergenzrate von \/_ bezughch der H,—Norm, zu L peziiglich der Supremumsnorm unter

zusitzlichen Strukturbedingungen, verbessert.

Wir beginnen zunichst mit der Approximation von Elementen f ¢ H! durch Elemente II; f
aus dem endlich-dimensionalen Raum H, § ok beziiglich der Supremumsnorm und wollen dadurch
Proposition 6.3.9 modifizieren.

7.1 Proposition Es sei f € H., wobei die Restriktion von f auf [0, T'] zwei mal stetig differen-
zierbar sei. Des Weiteren sei der Operator ITj, : H! — Hg; * wie in Proposition 6.3.5 gegeben.

Dann gilt
cT 1
I =T o < —2 /A7 7

fiir alle k € N, wobei die Konstante C' durch C' = W gegeben ist und

T
= |f(T) "2 f(0) + ( / 7 (2)|e" 3D g)?.
0
Beweis  Es gilt zunéchst, analog zu dem Beweis von Proposition 6.3.9

If =T flloo < 32 gnlf gm)aleo < 37 Ignleol(f: gn)al-

[n|>k [n|>k

Es seien dem Leser die Funktionen h,, () = e"* fiir z > 0, wobei &, = —2”% —A+g, firneN

aus dem Beweis von Proposition 6.3.9 in Erinnerung gerufen. Dann gilt wegen Korollar 6.3.7
und unter Zunahme partieller Integration

(gl = =l [ @) da
f‘ S <x>f(x>) - [ @)@ da

ha(T)F'(T) = £/(0) - [ ha(@)f" (2) de

f T\

fO
VAf.

=T T\
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Betrachten wir nun den Faktor | gy, |0, S0 gilt mit A, = 2% — X + & wegen

1 1 1
lgn ()| = (e - 1)‘ = e — 1] < e - 1
AT AulVT An|V/T ( )
1 o 1 2
—z(A+5) _
< e 2/ +1) < (1+1)= ,
ANVT ( ) ANVT AnNVT

dass

lgnl gn(2)] € —2
0o = SUP z)| < .
oo =250 IS VT

Mit Hilfe der beiden Abschitzungen und mit Lemma 6.3.8 erhilt man nun abschlieBend

2 2C 2V2C\/A; L
“ T f oo < Ay =

220 T2 CT 1
< \/_ Af = -Af T
T 471'2]{3 \/571'2 k

k eN.

Bevor wir die Supremumsnorm der Funktionale ¢, ; untersuchen, bendtigen wir ein technisches
Resultat betreffend das Biorthogonalsystem (g, (g, )nez), welches in folgendem Lemma for-
muliert wird.

7.2 Lemma Es sei (g5, (9, )nez) das Biorthogonalsystem der Riesz Basis (g, (gn)nez) des
Raumes H., wie in Korollar 6.3.4 gegeben. Dann gilt

It] {5 |(1+malx{1 le= V) firz<T
nlieo =

2C A-2)T
|£n1|( 1+eA=2)T) fiir z > T,

wobei die Konstante C; durch C; = 1= ‘\3/— gegeben ist.

Beweis  Fiir den Beweis wollen wir eine Fallunterscheidung durchfiihren.
Fall (1): Esseiz <7, dann gilt

gi(x) = f e 2 (1-e)e QAy%exp((%;n —/\)y) dy

—2)\T 9
(e 5))
—2)\T 22T =
- [ -€ny dy - l-e (_ie_gny)y
\/_ ﬁ gn y=0
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B 1—@2>\T( 1 1 —£nr) _ ﬁ(l_e—gnz)
C

———e
\/T £n fn 1;=71*57;>‘T {n

Daraus folgt bereits

g7 ()] < = (14 max{L,]e™T]}).

Ifnl

Fall (2): Essei kT <x < (k+1)T, fiir k > 1, dann gilt zunéchst

x «a 1 2min
%) = (KT f U5 (1 — o~ 2T) 2My-kT) L (35N 4
In(2) =g (KT) + | e 2 (1-e)e N y

X
=g (kT) + Che 22T .[k: e Y dy
T

Y=
= gi(KT) + Cre 2 T (—leg”y)
n y=kT
1 1
= g5 (KT) + Cre 2T (g e onkT _ 5—6_5"‘”) . (20)

* Betrachten wir nun den Summanden g,; (k7") aus (20), so gilt

, 1 2min
(kT f a —2AT\ 2Xcut(y) + (( - /\) ) d
gy (KT) = () T e (T A ) d

)2 1 2min
a =2XT\ 2X(y-(I-1)T) _* - /\) ) d
fz 1)T e )e \/Texp(( )
T

T k
_ C1 o~ 2M-DT f oy =y 3 DT (_ie—fny)
=1 (-nHr =1 &n

_ ﬁez,\T zk: o~ 2NT (e—gn(l—l)T _ efgan)

&n =1
1 k

= LT (gt )y o 2NT—£nIT
n =1

Betrachten wir nun die Struktur der endlichen Reihe in der letzten Zeile, so sieht man
durch umformen:

k
e 2AT=EnIT _ Z exp(—2A\T - fnT)l @h
I=1

M=

l

Il
—_

und abschitzen der Summanden:

2minT

exp (—2)\T + + AT - %T)

< exp(—)\T— %T) = exp (—T()\+ %)) <1,

dass es sich um eine geometrische Reihe handelt, deren Wert wir explizit bestimmen kon-
nen. Jedoch beginnt die Summe bei [ = 1, weswegen wir die uns bekannte Formel dndern
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miissen. Es gilt

S e Sk o 1-4F
Y =>4q"-¢" = -
1=1 1=0 l-q l-q

und damit fiir die geometrische Reihe (21)

iz 1-exp(-2XT -¢,T)

k
1
Mit den vorangegangenen Berechnungen gilt nun

Cre?T —exp(-2A\Tk - &,Tk)
|£n| 1- exp(—2)\T - gnT)
_Gie?” [T (1 - 6 T)| ’ 1 —exp(=2ATk - £, Tk) ’

95T = S (59T 2 1) (exp(-20T - £,7)) ‘ !

|€n| 1- exp(—?)\T - énT)
_ G 1 e‘§”T| 1 —exp(-2\Tk - £, Tk)
B |€nl 1 —exp(-2AT - &, T) '

Untersuchen der einzelnen Faktoren ergibt
(1) 1-e | <1+]e T <1+ 3T

2)

[1—exp(-2\Tk - &, Tk)| <1+

.
(k7 (5 2-5))

Sl+exp(—kT()\+%))£2

(3.) Analog zu Punkt (2.) ist |1 —exp(-2A\T - &, T)| < 2
Es gilt also abschlieend, dass

* Gy A-9)T
g (ET)| < — (1+e" 72
g7 (KT)| w( )

fir alle n € Z.

» AbschlieBend betrachten wir den zweiten Summanden aus Gleichung (20) und es folgt

Oy 2T (iegnkT _ iegnz) G (e EnhT=MT _ ~€na-2AKT )
&n én &n

_a

&n

- % (exp (2m’nk KT - %kT) —exp (

2minx

exp [ kT + AKT — 20T — T - exp Az - 20T - 2
T 2 2

2minx

+ Nz - 2kT) - %x)) .
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Mit Hilfe dieser Umformung gilt nun

‘Cle—ka (ie—&sz B le—fn:v)
n &n

exp (27rz'nk - AET - %kT)‘ -

< E—:| (exp (—k:T ()\ + %)) —exp ()\(x -2kT) - %x)) .

Definiere nun die Abbildung () := (A—«/2)x—2XkT, fiir z € [kT, (k+1)T ] und k € N.
Dann ist ¢ eine lineare Funktion und es gelten die folgenden drei Eigenschaften:

Q) t(kT) = (A - af2)x - 20kT = —kTA - SkT = -kT(A+ 2) <0,

Gi) o((k+1)T) = (A= 2)(k+1)T = 20kT = ~AKT + AT = kT - 2T = T(A(1 - k) -
5(1+k)) <0, fiir k>0 und

i) (kT) < o((k+1)T) = (A= L)ET = 20kT < (A= 2)(k + 1)T = 20kT < kT <
(E+1)T.

Aufgrund dieser drei Eigenschaften von ¢, gilt nun, fiir z € [kT, (k + 1)T]

-
exp( 7[‘;711’ + A(x - 2kT) - %x)

)

<|§—1|(

@) < D) _exp((\ - %)(k + 1)T - 2\kT) = exp(T(~\k - %k - %))

= exp(T(~k (A + % A g)) = exp(-Tk(\ + %)) exp(T(\ - %)) < exp(T(\ - %))

und somit abschlieBend fiir den zweiten Summanden in Gleichung (20)

’016—2)\kT (ie—gnkT B ie—ﬁnx)
&n én

daexp(-Tk(A+$)) <1

< E—nl' (1 +exp(T(A - %))),

Durch zusammenfiihren der beiden Fille folgt die Behauptung. |

Nun ist es uns moglich eine Abschitzung fiir ¢ ; beziiglich der Supremumsnorm anzugeben
und so Lemma 6.3.10 zu modifizieren und eine schnellere Konvergenzrate zu erhalten.

7.3 Proposition Es sei ¢, ; wie in Proposition 6.3.5 gegeben, dann gilt

C: a
Ick,tloo < ?2 (1 + e_t(’\+5)) , fiiralle k e N,

wobei

Cy = C;ﬁ_g (Lo () (1 + max{Li e T [}) + 21, (2) (1 + exp(T(A - a/2))).
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Beweis  Mit Proposition 6.3.5 und (17) folgt

lekiloo =1 22 gn(®)gnloo < D2 19n(Ollgnlleo =2 3 lgn ()97 -
n>k

[n|>k [n|>k

Wegen Lemma 7.2, den Abschitzungen von |g,, ()| im Beweis von Proposition 7.1 und Lemma
6.3.8 gilt

Ch “t(A+a/2) —nT T(r-a/2) 1
Chitloo $2—=(1+e 1 z)(1+ max{1;|e " +2N1 7 oo1(x)(1+e E
” k‘,t” \/T( )( [O,T]( )( { | |}) (T, ]( )( ))n>k |§n||)\n|

20, T? e _ o
< (14O /2))(11[07T](x)(1+max{1;|e ST + 21 (p 0y (2) (1 + 7 /2>))

T Ar2T

fiir alle k£ € N. Daraus folgt bereits die Behauptung. |

1
k

Mit Hilfe von Proposition 7.3 ist es uns zudem moglich zu zeigen, dass || ¢y, ¢[ o sogar gleichmi-
Big in ¢ beschrinkt ist, denn

sup |ck o < sup & (1 + e_t(/\+a/2)) _ G sup (1 + e_t(/\m/z)).
te[0,T7] te[0,7] K t€[0,T]

Dieses Supremum ist in der Tat ein Maximum, wegen der Stetigkeit der Abbildung ¢t — 1 +
e t*2/2) und wegen der Kompaktheit des Intervalls [0, 7']. Das Maximum wird dabei am lin-
ken Rand von [0, T'] angenommen und somit gilt

2C,

sup ek tlloo € ——. (22)
#€[0,T] k

In folgender Proposition wollen wir eine Abschitzung fiir C;, /I1f beziiglich der Supremums-
norm angeben, welche wir dann fiir den Beweis des Hauptresultats dieser Diplomarbeit benoti-
gen.

7.4 Proposition Es sei C;, ¢ wie in Proposition 6.3.5 gegeben und f € H, sei zwei mal ste-
tig differenzierbar auf dem Intervall [0, 7]. Dann ist

1

T
C H (%) S a4 oy T
[ k,t fl 2m2(1 - 2T Ay Lk

fir alle £ € N, wobei

Ang = Oy (r) - @Y O+ [ 10 W)leC5 .
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Beweis  Mit Korollar 6.3.7 gilt

1t TLf oo = [(TLf, crdal = | D2 ATLE, 9u(D)gn)al = | 32 ga(E(ILE, 97)al

|n|>k [n|>k

> g O-e?NrE [ () () dy

[n|>k

1 T
sm%kljn((ti:‘fo (ILf) () dy‘

Betrachten wir nun | fOT(H ) (y)esny dy| niher, so folgt mit partieller Integration

[ aywera)-|(Eerayw) - [T e ma)

e gy - gy o) - foTeg"y(Hf)"(y) dy| < o Ang, faralie kN

" 16 " 16

Zusammen mit der Abschitzung von |g,(¢)| im Beweis von Proposition 7.1 und Lemma 6.3.8
folgt nun

2 Ans 1 277 1 T 1

CraTlf oo < < Ang = 53, Ang g
[Cr e ILS | (1- 2T 22 Ml el ~ (- e PN Tam ™Mk " 2m2(1- e 27) 7V g

O
Wir wollen nun einige wichtige Aspekte der Funktionentheorie wiederholen und uns die Theorie
anhand eines Beispiels veranschaulichen, da Proposition 7.10 diese Erkenntnisse benotigt.

7.5 Definition®* Es sei U c C offen und f : U — C eine stetige Funktion. Eine Funktion
F : U — C heiBt Stammfunktion von f, wenn F' holomorph ist und F’ = f gilt.

7.6 Definition®> Ein Integrationsweg in U c C ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg
v :[a,b] = U. v heiBt Integrationsweg von zg nach z1, wenn v(a) = 2o und v(b) = 21 gilt.

7.7 Definition®® Es sei v : [a,b] - C ein Integrationsweg und f : Sp(y) — C eine stetige
Funktion. Man setzt

b
[ == [T ramn @,

wobei Sp(7) := v([a, b]). Der Integrand des rechten Integrals ist eine stiickweise stetige Funkti-

Definition 2.1, Seite 53
ZSiehe [14], Definition 1.1, Seite 46
2Siehe [14], Definition 1.2, Seite 48
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on auf [a, b], da v stiickweise stetig differenzierbar ist. Das rechte Integral ist also wohldefiniert.

7.8 Proposition 27 Es sei U offen in C und f : U — C eine stetige Funktion, die eine Stamm-
funktion I’ besitzt. Des Weiteren sei v ein Integrationsweg in U von 2 nach 2. Dann ist

Lf(z)dz - F(21) - F(z).

Das Kurvenintegral iiber f hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Integrationsweges ab
und nicht vom Verlauf.

Beweis Fiir den Beweis siehe [14], Seite 53 ff. ]

7.9 Beispiel Es sei die Funktion 7 : [0,7] - C, t — t gegeben. Da v € C*, ist ~y ein Inte-
grationsweg. Des Weiteren sei ¢, fiir n € Z, wie in Lemma 6.3.8, sowie A > 5. Definiere die

Funktion F'(z) := eé"f, fiir z € C, dann ist F'(z) = ¢%*® und es gilt
T eCnT -1
f F'(7(2))y (2)dz = fF'(x) dr=F(T) = F(0)= =, firT>0
0 Y n

Wir wollen nun ein technisches Resultat angeben, welches spéter fiir uns von grofSer Wichtigkeit
sein wird, da es uns in weiterer Folge ermdglicht, die Voraussetzung der zweimaligen stetigen
Differenzierbarkeit durch eine schwichere Bedingung zu ersetzen.

7.10 Proposition Es seien A > 5 und der Operator J gegeben durch

Jo" F'(e¥ dy  falls [ [ (y)]e®? dy < oo,
) sonst '

J:HI 5 R, f»{

Dann gilt J f # oo fiir alle f € H2 und || J|op < oo. Insbesondere gilt

\Tf1< 1T lop [1f |-

Beweis Es ist

f = g*(fa g*)a + Z gn<f7 g:z,)t)u f € Hg; (23)

nez

Zudem gelten die folgenden zwei Abschitzungen:

(1) Nach Korollar 6.3.6 gilt fiir f € H, §

e 2 £\ 12 2
e (1HOF Tl a0)aP) < 171

nez

YSiehe [14], Satz 2.1, Seite 53
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Dann folgt

% 2 ]. 6_2)\T 2 _ 2_ 2 2
> fran)al” < =V 1£1% = 1£ ) = K| £I2 - 1F(O) < K| ]
nez ~—

(ii) Fiir den Operator J, sowie die Riesz Basis (g, (gn)nez) gilt

) e)\ny 2

ok

ay dy

Z |j9n|2 = Z

nez nez

(S 2
]g g&(y)eaydy‘ =y

nez

2
[ eCny dy‘ ,

=)

n€Z
wobei (,, = 27”” - A+ 5 wie in Lemma 6.3.8 gegeben ist. Gemil Beispiel 7.9 ist
«f-1 1
f e“n¥ dy = lim ey dy = lim € =——,
0 T—c0 JO T—oo Cn Cn
da A > 5. Somit gilt
1
Z |jgn|2 Z 2
nez neZ |Cn|

Mit (i), (ii), Gleichung (23), der Cauchy—Schwarz Ungleichung, Lemma 6.3.8 (iv) und da J g, =
0 folgt nun

\Tf1=12 Tgnlf.9n)a

nez

g@ij_{ua (Zw) _VE Jij_{ua( S sz'gp);

Fiir die Operatornorm von J gilt nun

(§E|é7gnﬁ) (EDI £:95)a );

nez nez

nez

|Tlop= sup JTf<—
P feHT | fla=1 VT

1
JE(T2+ 1 . 1 . 1)2
2r2 ¢l (G [Gf?

O

Als néchstes wollen wir ein technisches Lemma angeben, welches fiir den Beweis der darauf-
folgenden Proposition bendtigt wird.

7.11 Lemma Es seien f € Hl mit 0, f € H. und \ > 5. Dann gilt

f'(y)e™ — 0.
y—0
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Beweis Definiere zunichst die Menge I durch
I={feHI|f e HL Avz20: f'(x+T)=eO2DTf(2)}.
Dann gilt klarerweise, dass g. € I und wegen

1
gh(x+T) = ﬁek"(“” =Tl (x)

= TFTTOR) g (2) = DTy (),

dass auch g, € I, wobei \,, wie in Lemma 6.3.8 gegeben ist und (g, (gn )nez) die Riesz Basis
von HI bezeichnet. Zudem gilt g/, € HZ, da

AnT

() = = = Mg (0) + 0. (2).
fiir alle n € Z. Deshalb gilt fiir I, dass
I={f el fenly.
Es gilt nun
e =f'(y-max{Tn: neN, Tn<y} +max{Tn: neN, Tn<y})e™.
Es sei nun n € N stets maximal gewihlt, sodass T'n < y, dann ist wegen f € [
1) = f(cut(y) + nT)e” = & O+ (cur(y)).

Da nun f’ € H! und somit eine absolut stetige Funktion ist, die Funktion cut stets nur Werte
in [0,7") annimmt, ist f’(cut(y)) beschrinkt. Es bezeichne D diese Schranke, dann gilt mit
y<(n+1)T, dass

f/(y)eay < De—(A+%)nT+o¢(n+1)T _ DeaTe—()\+%)nT+omT _ zDeaTe(%—A)nT‘

Da nun laut Voraussetzung A > 5 und damit § — A < 0 ist, gilt nun wenn y — oo, dass n in
der obigen Ungleichung immer gréBer wird und daher ebenfalls gegen oo konvergiert. Aufgrund

dessen folgt die Behauptung. |

Bevor wir nun das Hauptresultat dieser Arbeit vorstellen wollen, geben wir ein Resultat, analog
zu Proposition 7.4 an, welches jedoch nicht die Voraussetzung der zweimaligen stetigen Diffe-
renzierbarkeit benotigt, wie zuvor erwihnt.

7.12 Proposition Es seien f ¢ HI mit 9,f € HI, A > 5 und J wie in Proposition 7.10.
Dann gilt

1
[Creflleo < Co(O)[ T lop (02l + [ flla) 7.
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fir alle k£ € N, wobei 3
. CCVT? —t(A+2)
Ca(1) ‘=T(1+e 2 )

und

Cy =1 (x) (1+max{L; e " [}) + 217 00 () (1 + e(A_%)T) ,
Beweis  Es gilt zunéchst

ICkytflloo = [{fs crpdal =1 32 {f, 9n(t)gn)al

In|>k

> gn—(t)fooo F)e(g2) (y) dy

[n|>k

< 3| [ e @ b,

lgn (£)]

()

Betrachten wir nun (*) genauer, so folgt mit partieller Integration

[T F e oG ] - ‘ [ e g )] - [0 e +af 0)e™)gi(w) dy

(*1)
Da ¢;(0) = 0 gilt und wegen
2T _ _-20T\ 20T
g;(x) _ l1-e fz ekny62)\cut(y)dy < (1 € )e [meknydy
VT Jo VT 0
62)\T -1 e/\nx -1 1- 62)\T y
= - fiir x — oo,

VT An MNVT

ist g (y) beschrinkt und konvergiert gegen einen endlichen Wert fiir y — co. Aus diesem Grund
und wegen Lemma 7.11 ist (*1) = 0. Daher gilt fiir (*), wegen Lemma 7.2 und Proposition 7.10

[T e @ | = |- [0 @ s af ez dy
< 152l (170211 + |7 1)
< 1570l T lap (102 o + )
cc
< T 11Tl (10:F o+ 1)

Abschliefend folgt nun mit der Abschétzung von |g,,(¢)| im Beweis von Proposition 7.1 und
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Lemma 6.3.8

COL|T op(10aflla + || £lla) _t(O2 1
”Ck,f”wS l+e (A+3)
t VT ( 2 T
< COL | T Jop(102flla + || £]la) (1+e_t()‘+%)) 1
- VT A2 k;

1
= G2 T lop([0z fllo + e[ fla) o,

fiir alle k£ € N.
m]

Nun kénnen wir das Hauptresultat dieser Diplomarbeit, welches eine Modifikation von Proposi-
tion 6.4.4 ist, angeben und beweisen. In diesem erhalten wir die bessere Konvergenzgeschwin-
digkeit von %, anstelle von ﬁ in Proposition 6.4.4.

7.13 Satz Es seien die folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) die Abbildung = — f(t,x) sei zwei mal stetig differenzierbar, fiir alle ¢ > 0,
(i) A>3,
(iii) O.Ilfp € Hy,
(iv) t v 0,118 e LY((QxR,,P,P®\),HL) und
(V) t > 0,110, € L2,
Des Weiteren sei f, die milde Losung der SPDE
df(t) = Ox fr(t)dt + A B(t)dt + A (t)dL(t), furt>0, fr(0) = Axfo.

Dann ist

E[ sup [i(t,) —f(t,:c)l] <E0

z€[0,T']

fiir alle £ € N, wobei

V20T T t
B(t) = — 5—VAr + mv‘lnﬂj + [T llop E[/(; Co(t = 5)(|0:118] o + ||H5(S)Ha)d8]
L CCy | T Lt IVERVNPINY
eyt STl s (R ¢ 0 I+ IOD) 05)

Hier sind die Konstanten C' und Ay wie in Proposition 7.1, Az, wie in Proposition 7.4, der
Operator J wie in Proposition 7.10 und die Konstanten C; und C(t) wie in Proposition 7.12.
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Beweis  Mit Proposition 7.1 und der Dreiecksungleichung folgt zunéchst

)= F0) e < LTI F ()t I F (O~ F () < LT Do oG

fiir & € N und damit folgt bereits der erste Summand von B(t).
Laut Beweis von Proposition 6.4.4 gilt

BLfe(0) - T f ()] = B[ 1CkiTTfo + [ Cuo(TB(s)ds + ()AL ($))] ]

t
<E[IC1folle] +E|| [ Corrs(8(s)ds + V)AL | 24
Wegen Proposition 7.4 gilt

T 1

E IIfolleo | € =5 < -,
[”Ck‘,t foll ] 27r2(1_e—2)\T)AHf0 L

ke N. (25)

Bevor wir uns der Abschitzung des zweiten Summanden von (24) widmen wollen, betrachten
wir nun die zwei folgenden Abschitzungen:

(1) Wegen Proposition 7.12 gilt
t t 1
B[l [ Crs1B(s)dslen | < B[ Colt =) 1T hop(10T15() o + 0 ITIB(3)) 1 ]

by [y ) (10.108(5) o + 0 1B(9)]) ],
fiir alle k£ € N.

(2) Zunichst gilt wegen Proposition 3.3.5.1 und Proposition 3.3.6.1, dass der Spitzklammer-
prozess des Levy Martingals L durch

(L, L) =t TrQ = E[|L(t) - mt[3] =t E[| L1 ]3], t=0,
gegeben ist, wobei m den Erwartungswertvektor bezeichnet und somit
d(L,L)s =E[|L1]|2]ds, s>0.

Damit, sowie der Ito Isometrie und dem Beweis von Proposition 3.6 in Benth und Kriithner
[8] folgt

B[] [ (L) 2] - [ BT anees) oo ) (D] d(L.L).
- [ BT 1u(s) 1 (1w ()] Bl 2] ds

< [l (s) 2] B L 2] ds,
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Da nun fiir ein Element h € HZ gilt

Ck,t—sh = (Ck,t—57 h)ag*v

ist
ICh,t-shla = {ck,t-s, P)al = |Ch,t-sh 0o-

Nun konnen wir ||Cy, ¢—IT¥(s)||op mit Hilfe von Proposition 7.12 wie folgt abschitzen:

ICh <TI0 () lop = sup{[|Ch,t-sTTW(5) flla | f € Hyy, [ fla =1}
= sup{|Cpe-sTTU(s) flloo | f € Ho [ o =1}

| =

502(t_5)||~70p( sup {IlﬁxH‘I’(S)fa+0<||H‘1’(8)fa})

feHT [ fla=1

= Co(t - 3)||~7H0p (”amﬂ‘l’(s)fHOp + aHH\I’(S)f”Op)

)

El e

fiir £ € N. Damit folgt nun

B[I [ Co-st (L] < [ BCH- T () 3 ENL2] ds

. C2C? | T2, ElIL1)12]
- (4m2)2
fir k e N.

t —(t-s et 1
[ B0 10(5) lopra | T () |op) ] (L0 s

Da die Supremumsnorm gemifl Lemma 6.4.2 und (18) durch die H,—Norm beschrinkt ist, folgt
mit (1), (2) und der Jensen Ungleichung fiir den zweiten Summanden in (24):

B[ [ Cua o (B(s)ds + TW()dL(5)) s |

<E[| [ Cumta(s)dsle | +E[1 [ G (L)

< Mlogp [ 0y (10,186 o + 0 I08()1a) ds] + (14073 (L [ G attw(s)ar(o)21)

<AThorg [ 0y ) (10105(5) o + o IIB(3)]) ]

(NI

L CCy T 1 t (- 1
e (ra ) CA T gy 23 ([ R0l + 0 T (5) o)1 00 15)* 1
fiir alle k£ € N. Durch Zusammensetzen aller Abschitzungen folgt die Behauptung. O
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8 Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurde, ausgehend von Modellen fiir die Berechnung von Zinsstruktur-
kurven, die arbitragefreie Approximation von Terminkontrakten an Rohstoffmérkten behandelt.
Wegen der hervorragenden Eigenschaften des Heath—Jarrow—Morton—Musiela Modells, konnte
sich eben dieses auch fiir die Bewertung anderer Finanzinstrumente etablieren, so zum Beispiel
fiir die Bewertung von Strom-, Gas- und Olpreisen.

Der erste Teil dieser Arbeit ist eine 6konomische Einfithrung, um so dem Leser die Grundlagen
der Rohstoffmérkte fiir fossile Brennstoffe niher zu erldutern. Der darauffolgende Teil beschif-
tigt sich mit der Erarbeitung von wichtigen Grundlagen, fiir den Leser, hinsichtlich Hilbertraum-
wertiger stochastischer Prozesse, dem stochastischen Integral beziiglich eben solcher Prozesse,
sowie der Theorie der stochastischen partiellen Differentialgleichungen.

Die in Benth und Kriithner [8] durchgefiihrten Berechnungen hinsichtlich der arbitragefreien Ap-
proximation von Terminkontrakten und damit einhergehend die Berechnung der Konvergenzrate
der endlich-dimensionalen Losung der dem Modell zugrundeliegenden stochastischen partiellen
Differentialgleichung gegen die unendlich-dimensionale Lésung, waren Hauptbestandteil dieser
Arbeit.

Mit Hilfe der Supremumsnorm, sowie zusétzlichen Strukturvoraussetzungen an die Parameter
der stochastischen partiellen Differentialgleichung, konnte eine Verbesserung der Konvergenzra-
te von ﬁ zu % erreicht werden, wobei die Dimension des endlich-dimensionalen Hilbertraums
gerade 2k + 2 fiir k € N betrégt.

Die erhohte Konvergenzrate erlaubt es nun computergestiitzte, nummerische Berechnungen in
kiirzerer Zeit durchzufiihren und somit rascher Entscheidungen treffen zu kénnen, hinsichtlich
des Handels mit fossilen Brennstoffen und elektrischem Strom.

60



9 Literaturverzeichnis

Literatur

[1]

(2]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

FRED ESPEN BENTH, VALERY A. KHOLODNYI, PETER LAURENCE: Quantitative Energy
Finance, Springer Verlag, 2014

UNIV.PROF.  DIPL.-MATH. DR.RER.NAT. =~ THORSTEN  RHEINLANDER: Vorlesung
Finanzamathematik 2: zeitstetige Modelle, SS2015 an der TU Wien

WIKIPEDIA: Link: https://de.wikipedia.org/wiki/EU-Emissionshandel

S. PESZAT AND J. ZABCZYK: Stochastic Partial Differential Equations with Lévy Noise,
Cambridge University Press, 2007

H. WORACEK, M. KALTENBACK, M. BLUMLINGER: Funktionalanalysis Skriptum, TU Wien, 8.
Auflage, Februar 2012

MARTIN BLUMLINGER: Analysis 3 Skriptum, TU Wien, WS 2013/14

KARL GRILL: Hohere Wahrscheinlichkeitstheorie Vorlesung, TU Wien, WS 2013/14

FRED ESPEN BENTH AND PAUL KRUHNER: Approximation of Forward Curve Models in
Commodity Markets with arbitragefree finite dimensional Models

D. FiLipovic: Consistency Problems for Heath-Jarrow-Morton Interest Rate Models, Springer
Verlag, 2001

FRED ESPEN BENTH AND PAUL KRUHNER: Derivatives pricing in energy markets: an infinite
dimensional approach, SIAM Journal of Financial Mathematics, 6(1), 2015

R. YOUNG: An Introduction to Nonharmonic Fourier Series, Academic Press Inc., 1980

FRED ESPEN BENTH AND PAUL KRUHNER: Representation of infinite dimensional forward price
models in commodity markets, Communication in Mathematics and Statistics, 2014

FRED ESPEN BENTH, J.SALTYTE BENTH AND S. KOEKEBAKKER: Stochastic Modelling of
Electricity and related Marktes, World Scientific, 2008

WOLFGANG FISCHER UND INGO LIEB: Funktionentheorie: Komplexe Analysis in einer
Verinderlichen, Friedrich Vieweg & Sohn Verlagsgesellschaft m.b.H., 2003

61



