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Einfiihrung

Die Motivation fiir die Diplomarbeit ,Valuation Portfolio fiir fondsgebundene
Erlebensversicherungen* bildet die Solvenzbewertung eines Versicherungsunter-
nehmens. Nach der von der EU stammenden ,RICHTLINIE 2009/138/EG DES
EUROPAISCHEN PARLAMENTS UND DES RATES vom 25. November 2009
betreffend die Aufnahme und Ausiibung der Versicherungs- und der Riickversich-
erungstatigkeit (Solvabilitat II)*, auch Solvency II genannt, soll solch eine Bewertung
der Solvenz eines Unternehmens marktkonsistent durchgefiihrt werden. Das Problem
hierbei ist jedoch, dass fiir die versicherungstechnischen Verbindlichkeiten keine
Marktwerte zur Verfligung stehen, sodass der versicherungstechnische Zahlungs-
strom mithilfe eines Modells nachgeahmt werden muss. Das dazu verwendete Modell
zur Ermittlung dieser modellbasierten Marktwerte wird Valuation Portfolio genannt.
Da in dieser Arbeit das Portfolio aus fondsgebundenen Erlebensversicherungen
(ohne Garantie) besteht, ist dieses Modell einem finanziellen Risiko (Schwankungen
der Aktienkurse, wenn Fonds in Aktien veranlagt werden) als auch einem Langlebig-
keitsrisiko (Uberlebenswahrscheinlichkeiten der Versicherungsnehmer im Portfolio)
ausgesetzt und daher unvollstandig. Folgernd konnen die versicherungstechnischen
Zahlungsstrome durch Basisfinanzinstrumente nicht risikolos repliziert werden. Es
entsteht ein Restrisiko, das mit dem Ansatz von Follmer und Sondermann minimiert
werden kann.

Die Arbeit ist vor allem eine Zusammenspiel der vorhandenen Resultate aus [21] und
[14]. In [21] gibt es zwar schon Beispiele zur Konstruktion des Valuation Portfolios,
jedoch nicht fiir ein unvollstéindiges Modell. Ein grofser Unterschied im Bezug auf
[21] ist auferdem, dass der State Price Deflator in stetiger Zeit konstruiert wird,
da die Preisprozesse der Basisfinanzinstrumente in stetiger Zeit betrachtet werden.

Die Einteilung der Arbeit erfolgt in acht Abschnitten. Im ersten Abschnitt wer-
den Grundbegriffe wie ,fondsgebundene Lebensversicherung, ,Solvabilitdat® und
,Bewertung von versicherungstechnischen Riickstellungen aus der 6konomischen
und rechtlichen Sichtweise definiert und beschrieben. Der zweite Abschnitt fiihrt
mathematische Begriffe basierend auf [21] fiir die spéatere Modellierung ein.

Nach der Einfiithrung der Begriffe, wird das finanzielle und das aktuarielle Modell
konstruiert. Dies erfolgt in Anlehnung an [17], [6], [16], [15], [21] und [18]. Wei-
tere wichtige Begriffe fiir die Bildung des Valuation Portfolios wie ,best-estimate
Reserven* und ,Risikomarge” werden in dem Abschnitt ,Versicherungstechnischer
Zahlungsstrom* basierend auf [21] eingefiihrt.

Der fiinften Abschnitt widment sich dem Ansatz von Follmer und Sondermann
nach [14], da dieser fiir die Minimierung des Restrisikos, das aus der Replikation des
versicherungstechnischen Zahlungsstromes durch Basisfinanzinstrumente entsteht,



von Bedeutung ist. Im folgenden Abschnitt wird das Valuation Portfolio fiir die
fondsgebundene Erlebensversicherung basierend auf [21] und den aus den vorigen
Abschnitten gewonnen Resultaten eingefiihrt. Valuation Portfolio bedeutet jedoch,
dass fiir die Wahrscheinlichkeitsdistortion eine vereinfachte Annahme getroffen wird.
Nach dem theoretischen Teil wird im siebten Abschnitt ein numerisches Beispiel
fiir die Berechnung eines Valuation Portfolios durchgefiihrt. Der letzte Abschnitt
,Protected Valuation Portfolio“ widmet sich der Konstruktion der Wahrschein-

lichkeitsdistortion mittels der Esscher-Préamie nach [21] und damit des Protected
Valuation Portfolios nach [21].



1 Grundbegriffe

1.1 Lebensversicherung

In der Lebensversicherung, eine Sparte der Personenversicherung, ist ,das Leben
des Versicherungsnehmers Gegenstand der Versicherung® [19, S.82|. Bei Vertrags-
abschluss dieser speziellen Form von Versicherung gilt das allgemeine Prinzip: Der
Versicherungsnehmer zahlt an das Versicherungsunternehmen die im Versicherungs-
vertrag vereinbarte Pramie und erhélt bei Eintritt des Versicherungsfalles vom
Versicherungsunternehmen die vereinbarte Leistung.

1.1.1 Pramienzahlung

Die Pramie kann zwischen der Einmalpramie, eine einmalige Zahlung nach Ver-
sicherungsvertragsabschluss, und der laufenden Pramie, mehrmalige dquidistante
Zahlungen fiir einen begrenzten Zeitraum, unterschieden werden.

Im weiteren Verlauf wird angenommen, dass es sich bei einer Pramienzahlung um
eine Einmalpramie handelt.

1.1.2 Leistungszahlung

Beim Gebrauch des Begriffes ,L.ebensversicherung® wird meistens von einer gemisch-
ten Lebensversicherung ausgegangen. Diese setzt sich aus Erlebens- und Ablebens-
versicherung zusammen. Bei der Erlebensversicherung ist der Eintrittszeitpunkt
des Versicherungsfalles das Erreichen des im Vertrag vereinbarten Alters der ver-
sicherten Person und bei der Ablebensversicherung der Todesfall dieser Person. Der
Eintrittszeitpunkt des Versicherungsfalles bei einer gemischten Versicherung ist
das Minimum aus den Eintrittszeitpunkten der Erlebens- und Ablebensversicherung.

Betreffend Leistungsauszahlung wird die Lebensversicherung auch Summenversich-
erung genannt. ,Hierbei erbringt der Versicherer die vereinbarte Versicherungs-
summe, ohne dass es auf einen konkreten Schaden oder konkreten Bedarf des
Versicherten ankommt.“ [19, S.13|

Fiir die Bildung des (Protected) Valuation Portfolios wird angenommen, dass
es sich bei der betrachteten fondsgebundenen Lebensversicherung um eine Er-
lebensversicherung handelt.



1.1.3 Versicherungstechnische Riickstellungen

Die Deckungsriickstellung ist ein Teil der versicherungstechnischen Riickstellungen,
die eine Position auf der Passivseite der Bilanz eines Versicherungsunternehmens
einnimmt. Sie ist die ,Versicherungstechnische Riickstellung zur Sicherung kiinftiger
Leistungsanspriiche in Versicherungszweigen, soweit diese nach Art der Lebens-
versicherung betrieben werden.“ [11] Die versicherungstechnischen Riickstellungen
,sind insoweit zu bilden, wie dies nach Verniinftiger kaufménnischer Beurteilung
notwendig ist, um die dauernde Erfiillbarkeit der Verpflichtungen aus den Versich-
erungsvertragen zu gewéhrleisten.“ [12, S.422, §81i Abs.1 VAG]|

Im weiteren Verlauf wird anstatt ,versicherungstechnische Riickstellungen® auch
der Begriff ,yersicherungstechnische Verbindlichkeiten verwendet.

1.1.4 Kategorisierung der Lebensversicherung

Die vom Versicherungsnehmer erhaltene Pramie kann vom Versicherungsunter-
nehmen abhéngig vom Versicherungsvertrag auf verschiedene Arten veranlagt
werden. Aufgrund dieser Veranlagung kann die Lebensversicherung in verschiedene
Kategorien unterteilt werden:

e Klassisches Lebensversicherung
e Fondsgebundene Lebensversicherung

Auf andere Arten oder auch Spezialfille der Lebensversicherung wird hier nicht
naher eingegangen, da diese in dieser Arbeit nicht von Bedeutung sind.

1.2 Fondsgebundene Lebensversicherung

Schliefit der Versicherungsnehmer eine fondsgebundene Lebensversicherung ab, so
wird die erhaltene Pramie in Investmentfondsanteile investiert. Nach dem oster-
reichischen Versicherungsrecht ist fiir das Versicherungsunternehmen schliefilich
folgende Deckungsriickstellung fiir zukiinftige Leistungsauszahlungen zu bilden.

,Deckungsriickstellung: sind die Threr fondsgebundenen Lebensversicherung zu
Grunde liegenden Investmentfondsanteile. Wir ermitteln deren Geldwert, indem
wir die Anzahl der Fondsanteile je Investmentfonds mit dem am Stichtag uns zur

Verfiigung gestellten Kurswert des jeweiligen Investmentfonds multiplizieren.“ [12,
S.207|



Weiters ist im Osterreichischen Versicherungsrecht die jeweilige Leistungszahlung,
sowohl im Erlebensfall als auch im Ablebensfall, definiert.

»im Erlebensfall leisten wir den Geldwert der Deckungsriickstellung. [12, S.208, §1
Abs.1.2]

,Bei Ableben des Versicherten leisten wir mindestens die in der ,Versicherungsur-
kunde“! angegebene Todesfallsumme. In der ,Versicherungsurkunde® ist angegeben

wie sich die Leistung im Ablebensfall erhéht, wenn die Deckungsriickstellung grofier
als die Todesfallsumme ist. [12, S.208, §1 Abs.1.1.]

In dieser Arbeit wird die Annahme getroffen, dass nur in einen Investmentfonds
investiert wird und dass das darin enthaltene Geld in eine Aktie veranlagt wird.

Fiir die Bildung des (Protected) Valuation Portfolios wird angenommen, dass
es sich bei der betrachteten fondsgebundenen Lebensversicherung um eine Er-
lebensversicherung ohne garantierter Auszahlung handelt.

1.2.1 Vorteile der fondsgebundenen Lebensversicherung

Warum sollte eine fondsgebundene Lebensversicherung anstatt einer klassischen
Veranlagung in Aktienfonds oder einer klassischen Lebensversicherung gewéhlt
werden? Die Grundlage fiir die Beantwortung bieten die Ideen aus [18|.

Vorteile fiir Versicherungsnehmer:

e Investitionen in Aktienmérkte kénnen bessere Langzeitrendite als festverzins-
liche Anleihen aufweisen.

e Es besteht ein geringeres Risiko gegeniiber einer reinen Investition in Aktien-
fonds, da haufig eine Mindestauszahlung garantiert wird.

e Fondsgebundene Lebensversicherungen sind oftmals steuerlich begiinstigt im
Vergleich zu reinen Aktienfonds.

Vorteile fiir Versicherungsunternehmen:

e Investmentrisiko wird vom Versicherungsnehmer getragen, wobei zu bertick-
sichtigen ist, dass im Ablebensfall bei Kursen unter der garantierten Min-
destauszahlung, ein Risiko fiir das Versicherungsunternehmen entsteht. Das
Versicherungsunternehmen hat sich gegen dieses Risiko abzusichern.

e Erweiterung des Kundensegments durch die steuerlich attraktive Anlage und
das grofsere Angebot an Produkten.

Lauch: Versicherungsvertrag



1.3 Solvabilitat

Fiir ein Unternehmen? ist die Betrachtung der Solvenz eines der wichtigsten Kern-
themen, da diese Aussagen tiber das (weitere) Bestehen dieser Institution liefert.
Doch wie erkennen wir, ob ein Unternehmen solvent oder insolvent ist?
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Bilanz eines Unternehmens, die sich in
Aktiva und Passiva unterteilen lasst.

Die folgende Tabelle zeigt in groben Ziigen die einzelnen Positionen der Bilanz
eines Versicherungsunternehmens nach [3].

[ Aktiva | Passiva
A. Immaterielle Vermoégensgegenstiande A. Eigenkapital
B. Kapitalanlagen B. Unversteuerte Riicklagen
C. Kapitalanlagen der fondsgeb. LV C. Nachrangige Verbindlichkeiten
D. Forderungen D. Versicherungstechn. Riickstellungen im Eigenbehalt
E. Anteilige Zinsen und Mieten E. Versicherungstechn. Riickstellungen der fondsgeb. LV
F. Sonstige Vermogensgegenstande F. Nichtversicherungstechn. Riickstellungen
G. Verrechnungsposten der Zentrale G. Depotverbindlichkeiten aus dem abgegebenen RV-geschift
H. Rechnungsabgrenzungsposten H. Sonstige Verbindlichkeiten
I. Verrechnungsposten zwischen den Abteilungen | I. Verrechnungsposten mit der Zentrale
J. Rechnungsabgrenzungsposten

Tabelle 1: Grobe Ubersicht iiber die Aktiv- und Passivseite der Bilanz eines Ver-
sicherungsunternehmens nach [3|

In den nédchsten zwei Unterunterabschnitten werden die zwei notwendigen Beding-
ungen aus [21] fiir die Solvenz einer Institution beschrieben. Sind beide erfiillt, so
ist das Unternehmen solvent. Fiir eine genauere Beschreibung der Solvabilitat wird
auf [21, S.4/5] verwiesen.

1.3.1 Buchhalterische Bedingung

Um die gegenwirtige Solvenz eines Versicherungsunternehmens zu iiberpriifen,
miissen nach |21, S.4] die Aktiva die Passiva decken, das heifit die Aktiva miissen
einen hoheren Wert als die Passiva aufweisen. Wenn das gilt, dann ist die sogenannte
,Buchhalterische Bedingung" erfiillt.

Den Wert der einzelnen Position erhalten wir bei gehandelten Instrumenten durch
ihre Marktwerte und bei nicht-gehandelten durch Marktwerte, die aus einem Modell
hervorgehen.

Wichtig hierbei ist, dass die Positionen der Aktiva und der Passiva gleichzeitig und
unter dem gleichen Maf bewertet werden. Dies wird in |21, S.3/4] auch ,Ansatz
der ganzheitlichen Bilanzbetrachtung® genannt.

2hier: Versicherungsunternehmen



1.3.2 Versicherungsvertragsbedingung

Die ,Versicherungsvertragsbedingung’ ist nach |21, S.4] dann gegeben, wenn die
Solvabilitat fiir alle Zeitpunkte in der Zukunft erfiillt ist. Das heifst, die Passiva
diirfen gegeniiber den Aktiva zu keinem zukiinftigen Zeitpunkt einen hheren Wert
aufweisen.

Da die zukiinftigen Werte aber zum gegenwéartigen Zeitpunkt nicht bekannt sind,
miissen diese stochastisch modelliert werden. Hierbei gilt nach [21] wieder, dass
diese Modellierung fiir alle Bilanzpositionen gleichzeitig und konsistent durchgefiihrt
werden muss.

Die Versicherungsvertragsbedingung ist nach [21] dann erfiillt, wenn bei dieser
stochastischen zukiinftigen Betrachtung die Passiva die Aktiva nie {ibersteigen.

1.4 Finanzielle Grundbegriffe
1.4.1 Bewertung versicherungstechnischer Riickstellungen

Die ,RICHTLINIE 2009/138/EG DES EUROPAISCHEN PARLAMENTS UND
DES RATES vom 25. November 2009 betreffend die Aufnahme und Ausiibung
der Versicherungs- und der Riickversicherungstétigkeit (Solvabilitat I1)* bildet
die Grundlage fiir die Bewertung von versicherungstechnischen Riickstellungen.
Der Begrift ,Marktkonsistenz* ist ein wichtiger Bestandteil fiir diese Bewertung
und ist im Artikel 76(3) der Richtlinie [13]| definiert durch: ,Die Berechnung ver-
sicherungstechnischer Riickstellungen erfolgt unter Beriicksichtigung der von den
Finanzmérkten bereitgestellten Informationen sowie allgemein verfiigbarer Daten
tiber versicherungstechnische Risiken und hat mit diesen konsistent zu sein (Markt-
konsistenz).*

Wichtige Begriffe fiir die Bildung des Valuation Portfolios wie zum Beispiel ,best-
estimate oder ,Risikomarge” sind ebenfalls in der erwdhnten Richtlinie enthalten.

1.4.2 Basisinstrument und Basisfinanzinstrument

Ein Basisinstrument ist ,der Gegenstand, auf den sich ein Optionsgeschéft bezieht.
Das kann zum Beispiel ein Wertpapier wie eine Aktie sein oder eine bestimmte
Menge an Rohstoffen, Energie oder Devisen® [7]. Ein handelbares Basisinstrument
heifst Basisfinanzinstrument.

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, werden nach [21] die versicherungstech-
nischen Verbindlichkeiten durch Basisfinanzinstrumente repliziert. Die Absicherung
des versicherungstechnischen Risikos mithilfe von Finanzinstrumenten wird auch
,Hedging* genannt.



2 Grundbegriffe fiir die Modellierung

Um das Valuation Portfolio (VaPo) fiir eine fondsgebundene Lebensversicherung
konstruieren zu kénnen, miissen im Vorhinein die zugehorigen Begriffe definiert
und erklart werden. Die allgemeine Konstruktion des Valuation Portfolios basiert
auf  Financial Modeling, Actuarial Valuation and Solvency in Insurance® von
Wiithrich und Merz [21]|. Daher werden die folgenden Notationen, Definitionen,
Begriffserklarungen und Aussagen mit denen aus dem Buch stammenden beinahe
iibereinstimmen. Ein Unterschied ist jedoch, dass die Bewertung in stetiger Zeit
erfolgt und daher die Begriffe dementsprechend adaptiert werden.

Um eine bessere Ubersicht zu gelangen, werden die Begriffe mit den zugehérigen
Seiten aus dem Buch [21] versehen.

2.1 Notation
2.1.1 Versicherungszahlungen?

Die Laufzeit der Versicherung ist T' € N, wobei die Zahlungen zu den diskreten
Zeitpunkten k € J = {0, 1, ..., T} erfolgen kénnen. Der Zahlungsstrom ist zu jedem
Zeitpunkt k € J durch X = (X, ..., Xr) definiert, wobei X}, fir k € J die Zahlung
zum Zeitpunkt k darstellt.

Schliefslich ist noch zu klaren, welche Zeitabstédnde die einzelnen Betrachtungszeit-
punkte haben. Es handelt sich hierbei um eine jahrliche Betrachtungsweise, das
heifst die Auszahlungen konnen nur einmal im Jahr erfolgen. Es gilt:

ty=Fko flir ke J mit d =1

Fiir den Zahlungsstrom X = (X, ..., X7) wird X € L}, (Q, F,P,F) angenommen.

2.1.2 Bewertung und Hedging

Die Bewertung der versicherungstechnischen Verbindlichkeiten wird in stetiger Zeit
durchgefiihrt. Das heiftt, die Preisprozesse der Basisfinanzinstrumente, welche den
versicherungstechnischen Zahlungsstrom replizieren sollen, sind stetig.

2.1.3 Wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe*

Gegeben ist ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P, F) mit dem Wahr-
scheinlichkeitsmaf P und der Filtration F = (F;)ic,7) auf dem messbaren Raum

(Q,F).

321, S.19]
4[21, S.19/20]




(Ft)tefo,r) ist eine Filtration, das heift (F;) ist eine wachsende Folge von o-Algebren
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), welche Fy C F; fiir alle s,t € [0, 7] mit

s < t erfiillt. Diese wachsende Folge symbolisiert ein Anwachsen an Information,
das heifst, je spater der Zeitpunkt, umso mehr Wissen ist gegeben. Zum Zeitpunkt
0 gilt daher Fy = {0, Q} und zum Zeitpunkt 7', dass die vollstandige Information
in JFr enthalten ist.
Die folgende Definition ist nach [21, Definition 2.9] gegeben durch:
Definition 2.1. Der Vektor X = (Xo, ..., Xr) ist:

e X >0 (nicht-negativ) genau dann, wenn Xy > 0, P-f.s. fir alle k € J.

e X >0 (positiv) genau dann, wenn X > 0 und ein k € J existiert, sodass
P(X) > 0) > 0.

e X > 0 (strikt positiv) genau dann, wenn X > 0, P-f.s. fir alle k € J.

2.2 Bewertungsmethoden

Die Bewertungsmethoden basieren auf [21]|, das wiederum auf [9], [8] und [20]
verweist.

Der Raum L3, (92, F,P,F) der quadratisch integrierbaren und F-adaptierten
Funktionen ist ein Hilbertraum®. Fiir den Zahlungsstrom X = (X, ..., X7) gilt
Xe L7 (2 F,PF).

2.2.1 Bewertungsansatz®

Um den Zahlungsstrom bewerten zu kénnen, wird das Bewertungsfunktional nach
[21] folgendermafen definiert:

Definition 2.2. Angenommen Q ist ein positives, stetiges und lineares Bewert-
ungsfunktional mit Normalisierung Q[Z()] = 17 auf L3, (Q, F,P,F). Nach der
Anwendung des Riesz’schen Reprdsentationstheorems, existiert ein P-f.s. eindeutiger,
F-adaptierter und strikt positiver Zufallsvektor ¢ = (pq, ..., pr) € L2T+1(Q, F,P.TF)
mit g = 1, sodass

QX]=E

Z(kak] VX € L%+1(Qa‘/—-.7 IED’ IF)
keJ

5Definition des Hilbertraumes: siche S.27
6|21, S.20]
7Z0) ist der Zahlungsstrom einer Nullkuponanleihe mit Laufzeit 0, niheres dazu: siehe S.12/13

9



qgilt.

Aus der Definition ist erkennbar, dass es einen bijektiven Zusammenhang zwischen
dem Bewertungsfunktional @ und dem Zufallsvektor ¢ gibt. Das heifst, zu jedem
Zahlungsstrom gibt es einen P-f.s. eindeutigen Zufallsvektor ¢, was bedeutet, dass
nur unter diesem ¢ dieser Zahlungsstrom bewertet werden kann.

Des Ofteren ist die quadratische Integrierbarkeit eine zu strikte Voraussetzung
fiir die Bewertung des Zahlungsstromes X. Das fiihrt uns zu dem State Price
Deflator, welcher nur ¢ = (¢, ..., ¢n) € L1 (Q, F,P,F), strikt positiv und ¢ = 1
voraussetzt. Es ist anzumerken, dass wegen der LP-Schachtelung die Inklusion
L3, C Li,, gilt, das heifit L}, umfasst eine grofere Menge von moglichen ¢ fiir
die Bewertung des Zahlungsstromes X.

2.2.2 State Price Deflator®

Der State Price Deflator ist nach [21, Definition 2.10| und in stetiger Zeit definiert
durch:

Definition 2.3. Angenommen ¢ € L*(Q2, F,P,F) ist ein strikt positiver Zufalls-
vektor mat Normalisierung g = 1. Dann wird ¢ und dessen Komponenten py,
t € [0,T], in der aktuariellen Mathematik State Price Deflator genannt.

Dieser kann analog in diskreter Zeit ¢ € L}, (Q, F,P,F) definiert werden.
Aus der Definition sind die Eigenschaften eines State Price Deflators ¢ ersichtlich.

Angenommen der State Price Deflator ¢ € Li.,(Q, F,P,F) ist fixiert. Es ist
noch zu kléren, welche Zahlungsstréome unter einem bestimmten ¢ bewertet werden
konnen. Dazu definieren wir die Menge L, nach [21] gegeben durch:

fol <oo}

Das heifst, £, ist die Menge aller Zahlungsstrome X, welche nach diesem fixierten
¢ bewertet werden konnen. Es ist fiir den weiteren Verlauf anzumerken, dass fiir
zwei Zahlungsstrome X € L, und Y € L, die Folgerung X +Y € L, gilt.

> el Xl

£‘P = {X € L%’%l(Qvfa]P?F); E
keJg

Wegen der Konstruktion von ¢ ist erkennbar, dass ¢, fiir £ € J den Zahlungsstrom
X} zu einem Wert zum Zeitpunkt 0 ,transferiert”. Der State Price Deflator nimmt
daher nach [21] die Funktion eines stochastischen Diskontierungsfaktors ein.

8|21, S.20/21]
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2.3 Bewertung des Zahlungsstromes X zum Zeitpunkt 0

Angenommen der State Price Deflator ¢ € L}, (Q, F,P,F) ist fixiert. Nach der
Einfiihrung des Bewertungsfunktionals Q und des State Price Deflators ¢ kann
nun der Wert fiir den Zahlungsstrom X zum Zeitpunkt 0 definiert werden. In |21,
S.22| ist dieser gegeben durch:

fol

2.4 Bewertung des Zahlungsstromes X zum Zeitpunkt ¢

Q[X] :=E

Z I9.¢

keJ

Angenommen der State Price Deflator ¢ € L'(Q2, F, P, F) ist fixiert. Der Zahlungs-
strom X € L, einer Versicherung kann nicht nur zum Zeitpunkt 0, sondern auch
fiir jeden beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, 7] bewertet werden. (Es ist hier darauf zu
achten, dass die Bewertung in stetiger Zeit durchgefiihrt wird, wobei t < k fiir
t €[0,7)und k € {0, ..., T} gilt.) Werden die Bewertungen zu jedem der Zeitpunkte
t € [0,T] als ein Preisprozess des Zahlungsstromes aufgefasst, so kann dieser als
(Q¢[X])sep0,7] angeschrieben werden.

Die folgende Definition wird nach [21, Definition 2.14] wiedergegeben. Die Aussage
der Definition 2.4. ist eine wichtige Bedingung, die ein State Price Deflator ¢ zu
erfiillen hat. Dieser ist daher so zu wahlen, dass er diese Bedingung erfiillt.

Definition 2.4. Wihle einen State Price Deflator ¢ € L'(Q), F,P,F). Wenn der
deflatierte Preisprozess (p;Q¢)icpm ein (P, F)-Martingal ist, dann wird (Q¢[X])ico,n]
konsistent beziiglich ¢ (p-konsistent) genannt.

Der Preisprozess (Q;[X])¢co,r] kann nun definiert werden. In [21, S.23| ist dieser
zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gegeben durch:

1
Qt[X] =—F
Pt

> X

keJ

Ft] (2.1)

Wegen den Eigenschaften des State Price Deflators ¢; fiir alle Zeitpunkte ¢ € [0, 7],
ist das Bewertungsfunktional Q; zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] wohldefiniert. Das Be-
wertungsfunktional Q; ist zugleich der Wert des Zahlungsstromes X zum Zeitpunkt
t € [0,T].

Die folgende Proposition+Beweis werden nach |21, Proposition 2.13+Beweis| wieder-
gegeben.

11



Proposition 2.1. Angenommen es ist ein fizierter State Price Deflator ¢ €
LY(Q,F,P,F) gegeben und die Preisprozesse (Qy[X])tejor) von X € Ly, sind de-
finiert durch (2.1). Dann sind die deflatierten Preisprozesse (0Q¢)icior (P, F)-
Martingale.

Beweis. Integrierbarkeit folgt aus ¢ € L'(Q2, F,P,F) und X € £,. Um nun die
Martingaleigenschaft zu zeigen, wird fiir die erste Gleichheit die Turmeigenschaft
der bedingten Erwartung angewandt:

fu]

Z Op Xy

keJ
Die zweite Gleichheit gilt, da die Filtration fiir ¢, u € [0, 7] mit ¢ < u die Eigenschaft
F; C F, erfiillt. Die dritte Gleichheit ist die Definition des Bewertungsfunktionals
zum Zeitpunkt ¢ (2.1). O

E [puQuX]|F] =E |E Fi| =E

Z OrXk

keJg

]:t] = Qs [X]

Die P-Martingaleigenschaft des deflatierten Preisprozesses (¢;Qy)tcjo,r) und die
P*-Martingaleigenschaft (siehe: Proposition 3.1) des diskontierten Preisprozesses
(By th)tE[o,T} sind die essentiellen Eigenschaften fiir ein konsistentes Bewertungs-
system. Aufgrund dieser folgt ndmlich die Existenz eines dquivalenten Martingal-
mafses, was nach dem ,Fundamental Theorem of Asset Pricing” Arbitragefreiheit
bedeutet. Der soeben genannte Satz kann zum Beispiel in [10, Unterabschnitt 1.6]
nachgeschlagen werden.

3 Finanzielle und Aktuarielle Modellierung

Die Begriffe , Nullkuponanleihe®, ,Vasicek-Modell“ und , Finanzmarkt“ werden nun
eingefiihrt, da diese im weiteren Verlauf fiir die finanzielle Modellierung bendétigt
werden.

3.1 Nullkuponanleihe

Die Nullkuponanleihe ist ein gebrauchlicher Begriff in der finanziellen Modellierung
und in der Literatur in verschiedenen Notationen zu finden. Die stetige Version
von |21, Definition 2.1] ist gegeben durch:

Definition 3.1. Fine Nullkuponanleihe (NKP) mit Maturitit T > 0 ist ein
Vertrag, der zum Zeitpunkt T' den Wert 1 ausbezahlt. Der Preis der NKP st zum
Zeitpunkt t € [0, T] gegeben durch P(t,T).

12



In [21, Example 2.8] wird angenommen, dass es sich um eine ausfallsfreie Nullkupon-
anleihe handelt. Ausfallsfrei bedeutet, dass der Versicherer wahrend der Laufzeit
zahlungsfahig ist und daher jederzeit diesen Vertrag erfiillen kann. Wahrscheinlich-
keitstheoretisch bedeutet nach [21] ausfallsfrei, dass der Zahlungsstrom Xr zum
Zeitpunkt 7" mit Wahrscheinlichkeit 1 (P-f.s.) bezahlt wird.

Der Preis P(t,T) der NKP ergibt sich durch Diskontierung des Wertes 1 auf
den Zeitpunkt ¢ € [0, 7] mit einem gegebenen Zinssatz r > 0. Daraus folgt:

e Je hoher der Zins r, desto kleiner der Preis P(¢,T).
e Der Preis P(t,T') ist zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T positiv.

Der Zahlungsstrom einer ausfallsfreien NKP mit Maturitét 7" ist in [21, Example
2.8] gegeben durch

ZM =(0,...,0,1) € RTH!

wobei die 1 an der T4 1-ten Stelle plaziert ist. Es ist aukerdem Z™) € L'(Q, F,P,F)
erfiillt.

3.2 Vasicek-Modell

Es ist anzumerken, dass fiir diesen Unterabschnitt die Definitionen und Resultate
dem Buch [6, S.6,8,58-62| entnommen sind.

Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit
Maturitit 7" zum Zeitpunkt ¢ € [0, T, das heift P(¢,7"). Dann kénnen wir folgende
Zinsausdriicke von diesem ableiten.

Definition 3.2. Die stetig-verzinste Spot-Rate R(t,T) ist definiert durch:

log P(1,T)

R(t,T) := Ty

Die stetig-verzinste Spot-Rate ist auch der Zins fiir eine Nullkuponanleihe mit
Maturitat 7.

Definition 3.3. Die augenblickliche Short-Rate r; ist definiert durch:

re = lim R(t,T)

T—st+

13



Fiir die weiteren theoretischen Betrachtungen wird die augenblickliche Short-Rate r;
verwendet. Fiir die spétere Kalbrierung an Marktdaten, um die optimalen Parameter
fiir den im Vasicek-Modell konstruierten Zins zu ermitteln, wird die stetig-verzinste
Spot-Rate R(t,T) herangezogen.

Von der Short-Rate gehen viele Zinsstrukturmodelle aus. Ein beriihmtes Short-Rate-
Modell ist zum Beispiel das Vasicek-Modell, bei dem die Dynamik des stochastischen
Zinses 1 fiir t € [0, 7] unter dem risikoneutralen Maf P* gegeben ist durch

dry = (ky — kry) dt + o dW)

wobei b := k7 gilt. Weiters sind , v und ¢ konstant, insbesondere ist x positiv.
Fiir den Anfangswert gilt 7o > 0. Der Zins folgt einem Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

Unter dem physischen Mafs P ist die stochastische Differentialgleichung gegeben
durch:

dri = (b— (kK + Ao)ry) dt + o dW,

Fiir den Anfangswert gilt ro > 0. Die neue Variable X ist der ,Marktpreis des Risi-
kos“, der durch den Mafswechsel vom risikoneutralen zum physischen Maf entsteht.
Die Ausfiihrung des Mafkwechsels kann in [6, S.60] nachgeschlagen werden. Dazu
ist der Satz von Girsanov notig, der zum Beispiel in |6, S.911/912] wiedergegeben ist.

Setzen wir a := k + Ao, so gilt unter dem physischen Mafs IP:
dry = (b—ary) dt + o dW; (3.1)
Die eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung (3.1) ist gegeben
durch:
b t
ry=e g+ — (1 - 67%) + Ueat/ e dW, (3.2)
a 0

Da e™'rg + 2 (1 — e~*) deterministisch ist und W, ~ N(0,u) fiir alle u € [0, 1]
gilt, resultieren folgende Ergebnisse:
b

Elry] = e “r + o (1—e) (3.3)
V[r] = o® (%) (3.4)

Es werden fiir die Berechnung folgende wesentliche Eigenschaften verwendet:

) E[fgea“ qu] =0

2
o [to-Isometrie: E {(fot eau qu> } ) [fot p2au du}
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3.3 Finanzmarkt und finanzielle Modellierung

Gegeben ist der filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P, F) und ein fixierter
State Price Deflator ¢ € L'(Q2, F, P, ).

Der Finanzmarkt Z beinhaltet handelbare Basisinstrumente (Basisfinanzinstrumen-
te) gegeben durch:

o Aktie S
o Nullkuponanleihen Z@ mit Filligkeiten d € [0, T]

Der Preisprozess der Aktie wird mit S = (S;)¢cjo,7r] bezeichnet und die Preisprozesse
der Nullkuponanleihen mit den Laufzeiten d € [0, 7] mit P = (P(t, d))eejo,m- Sei
A = (A¢)iepo,r) die finanzielle Filtration gegeben durch A, = o{(S,, P(u,d)), u <
t, de[0,T]}.

Die zugehorigen Finanzportfolios sind & und 3@ fiir alle d € [0,T]. Da jedes
Finanzportfolio nur ein Basisfinanzinstrument enthélt, gelten die Gleichheiten
S = S und 3@ = Z@ fiir alle d € [0, T).

Die Voraussetzungen in [21, S.156], dass der Finanzmarkt alle verfiigharen Basisfi-
nanzinstrumente beschreibt und genug Vermdégen hat alle Nullkuponanleihen Z(®
mit Falligkeiten d € [0,7] und daher auch das Bankkonto gegeben durch B zu
enthalten, seien somit erfiillt.

Der Preisprozess des Bankkontos und der Aktie (definiert wie im Black-Scholes-
Modell) sind durch die folgenden stochastischen Differentialgleichungen gegeben
durch

dSt = /.LSt dt + USt th* (35)
dBt = TtBt dt (36)

wobei Sy > 0 und By = 1 gilt und W* = (IW;*)scjo,1) eine P*-Standard-Brown’sche
Bewegung auf dem Intervall [0, 77 ist.

3.3.1 Hedging Portfolio und Eigenschaften

Fiir den weiteren Verlauf betrachten wir Hedging Portfolios, die zum Zeitpunkt
t € [0,T] gegeben sind durch:

Vi(¢p) = 0.5, + v By

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [0, 7] beschreibt 6; die Anzahl der Aktien und v; die Anzahl
der Bankkonten im Portfolio. Die Handelsstrategie gegeben durch ¢ = (0,v) ist
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ein A-adaptierter Prozess.

Die im weiteren Verlauf dieses Unterabschnittes genannten Definitionen entstammen
inhaltlich aus [15, S.65;88-92].

Definition 3.4. 6 und v sind zwei progressiv messbare Prozesse auf [0,T] und
weiters ist P* (fOT 62 du < oo> =1 und P~ (fOT vy, du < oo) =1 erfillt.

Dann ist ¢ = (0,v) eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, falls der Ver-
MOgensprozess

‘/;5(¢)) = 9,:5} + VtBt Vt € [O, T]

die Bedingung

Vile) = Vo) + / 0, dS, + / v dB. ¥t € 0.T)

erfillt.

Definition 3.5. Fin Claim mit Maturitit T ist eine Zufallsvariable X, die Frp-
messbar und P*-integrierbar ist. Hier ist X fir eine Funktion g : R, — R definiert
durch X := g(Sr).

Definition 3.6. Eine selbstfinanzierende Strategie ¢ € @ heifst P*-zuldssig, falls
B~V (@) ein P*-Martingal ist. ®(P*) ist die Menge der zulissigen Strategien.

Definition 3.7. Ein Claim X mit Filligkeit T ist replizierbar’®, falls es ein
¢ € ®(P*) mit B 'Vy(¢p) = X P*-f.s. gibt,

Definition 3.8. Ist jeder Claim X replizierbar, so heifst der Finanzmarkt voll-
standig, andernfalls heif$t dieser unvollstindig.

Definition 3.9. Der Arbitrage-Preis 11,(X) von X zum Zeitpunkt t € [0, T ist
definiert als das Anfangskapital B; *V,(¢) einer replizierbaren Strategie. Nach der
risikoneutralen Bewertungsformel ist dieser fiir einen erreichbaren Claim X mit
Falligkeit T zum Zeitpunkt t € [0, T] gegeben durch:

IL,(X) = B; E* [B;lX

g

9auch: erreichbar

16



3.4 Das Versicherungsportfolio und die aktuarielle Model-
lierung

Das Versicherungsportfolio basierend auf [16, S.22| besteht aus L,-Versicherungs-
nehmer, deren Lebenszeiten identisch verteilt und unabhéngig (iid) sind. Das
heifit, die Versicherungsnehmer schliefsen gleichartige Vertrdge ab und sind bei
Vertragsabschluss im Alter z. Aufgrund dieser Eigenschaften ist das betrachtete
Versicherungsportfolio homogen.

Die (zukiinftigen) Lebenszeiten der einzelnen Versicherungsnehmer 1, ..., L, ab Ver-
sicherungsbeginn sind gegeben durch die nicht-negative iid Folge 7, ...7;, definiert
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P). Die Verteilungsfunktion von 7; fiir
1 =1,..., L, ist gegeben durch:

Gt = P[Tz S t]

Angenommen, die Verteilung von 7; ist absolut stetig, dann ist die Dichte definiert
durch:

pe dt =Pt < 1 < t+ dt]
Weiters erhalten wir folgende Resultate:

® Dot = P[r; >t + m|m; > t]--- Die Wahrscheinlichkeit, dass der i-te Ver-
sicherungsnehmer als z + t-Jahriger m Jahre {iberlebt.

© Dy =1Ly 1 — Lyyy -+ Die Anzahl der Todesfille im Intervall (¢ — 1,¢].

Da die (zukiinftigen) Lebenszeiten iid sind, ist die Verteilungsfunktion, die Dichte
und die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir alle Versicherungsnehmer i = 1,..., L,
gleich.

Die aktuarielle Filtration wird nach [16, S.22| konstruiert. Das heiftt, sie wird
vom Zahlprozess der Todeszeitpunkte der Versicherungsnehmer der betrachteten
Kohorte erzeugt. Die Definition und Eigenschaften dieses Zahlprozesses basierend
auf [18] werden nun beschrieben, wobei t € [0, T gilt.

Definition 3.10. Sei 1,7, ... eine Folge von Stoppzeiten. Der assoziierte Zdhl-
prozess Ny =Y . 1.« zdhlt, wieviele der Ereignisse, beschrieben durch die T; im
Intervall [0,t], wobei t € [0,T] gilt, eingetreten sind.

Eigenschaften der Stoppzeiten:

e P(1; — o0) = 1, das heiflt der Zéhlprozess explodiert nicht in endlicher Zeit.

17



o P(r; =7;) =0 fiir 7 # j, das heift es treten unterschiedliche Ereignisse nicht
gleichzeitig auf.

Eigenschaften des Zahlprozesses:
o No=0, Ny =2 g ooy ANs, AN;= N, — N,

— N; wachst durch die Sprunghdhe 1.
— Zwischen den Sprungzeiten ist /V; konstant.

— N, hat rechtsstetige Pfade mit linken Limites.

Die folgende Abbildung stellt den Zahlprozess des Todes N; graphisch dar.

Ny
4 o
3 o—e
2 o o
1 o
0 . t

1 T2 T3 T4 T5

Abbildung 1: Zahlprozess des Todes N,

Die Stoppzeit 7; beschreibt in der Lebensversicherung den Zeitpunkt des Todes einer
versicherten Person, die als i-te Person im Portfolio stirbt. Der Zahlprozess zahlt
daher wieviele Todeszeitpunkte, beschrieben durch die Folge 71, 75, ... im Intervall
[0, ], eingetreten sind und wéchst pro Todesfall um 1.

Sei T = (T¢)iejo,r) die versicherungstechnische Filtration. Diese Filtration wird

nach [16, S.22] vom bereits konstruierten Ziahlprozess der Todeszeitpunkte erzeugt
und ist zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gegeben durch 7; = (N, : u < t).
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3.5 Kombination der finanziellen und aktuariellen Model-
lierung

Fiir die Kombination der finanziellen und aktuariellen Filtration muss zuerst
eine Annahme getroffen werden, in welcher Beziehung die beiden Filtrationen
stehen. In diesem Modell wird die vereinfachte Annahme getroffen, dass die beiden
Filtrationen unabhéngig voneinander sind. Das Modell stammt aus [21, S.157-
163] und wird dort ,Basis Aktuarielles Modell“ genannt. Natiirlich gibt es auch
andere und schwierigere Varianten fiir die Kombination der beiden Filtrationen,
siche ,Verbessertes Aktuarielles Modell* in |21, S.164-167| und das ,Modell mit
Basisrisiko” in [5].

Nun zu den Annahmen [21, Assumption 6.1] und [21, Assumption 6.3| des Modells,
die die Unabhéngigkeit der beiden Filtrationen fordern. Die erste der beiden
Annahmen ist gegeben durch:

Annahme 3.1. Gegeben sind drei Filtrationen F = (Fy)icpo,r), A = (Ap)tepo,r) und
T = (T¢)icpo,r) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Fo = {0,Q}. Es gilt:

o F, wird von Ay und T; fir alle t € [0,T] erzeugt.
e A und T sind unabhdingig beziiglich dem Wahrscheinlichkeitsmafs P.

Laut Konstruktion ist ' also die kleinste von A und T erzeugte Filtration. Das
heift, sie ist die kleinste Informationsmenge, die sowohl die finanziellen (Aktie und
Nullkuponanleihen) als auch die versicherungstechnischen Informationen (Todes-
zeitpunkte der Versicherungsnehmer im Portfolio) beinhaltet. Die zweite der beiden
Annahmen beschreibt das ,Basis Aktuarielles Modell®.

Annahme 3.2. Das , Basis Aktuarielles Modell“ ist gegeben durch:

e Die drei Filtrationen F, A und T erfillen die definierten Aussagen der An-
nahme 3.1.

e Der gegebene State Price Deflator ¢ € L'(Q, F,P,F) hat die Produktstruktur
@ = @p", wobei @ der A-adaptierte finanzielle Deflator ist. " ist die
T-adaptierte Wahrscheinlichkeitsdistortion und ein normalisiertes (P, T)-
Martingal.

e Die Preisprozesse (A,Ei))te[o,T] aller Basisinstrumente U, i € T, sind A-
adaptiert, integrierbar und p-konsistent.

Das ,Basis Aktuarielles Modell“ trifft wichtige Annahmen fiir spitere Berechnungen.
Das Korollar |21, Korollar 6.5] ist eine Folgerung der Annahme 3.2.
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Korollar 3.1. Unter der Annahme 3.2. erhalten wir fiir jeden finanziellen Preispro-
ze8s (AEZ))tE[O,T}, i € Z, die folgende (P, A)-Martingaleigenschaft:

P AP = Elp AP A)

Das heifst, dass die Preisprozesse (Aﬁ“)te[oﬂ der Basisinstrumente U@, i € T,

konsistent beziiglich ¢? und A sind, da der Term gpfﬁAg) unabhéngig von der
aktuariellen Filtration T ist.

Anwendung des Korollars 3.1. auf den Aktienpreisprozess (S¢)ico,r) in diesem
finanziellen Modell ergibt:

Korollar 3.2. Unter der Annahme 3.2. gilt fiir den Aktienpreisprozess (St)icjo1]
zum Zeitpunkt t € [0,T]:

1 1
Si = — ElprSr|F] = oA E[p7S1| Al
t

Pt
Beweis. Es gilt bereits S; = é E[orSy|F] fir alle t € [0,7T]. Da die Produkt-

schreibweise ¢; = @it! fiir alle t € [0,T] gilt, kann S; angeschrieben werden
als:

1 1 1 1
Sy = 5 ElorSr|F] = AT ElppphSr|F) = A Elp#Sr|A/] o Elor|T) =

t ¥t t

t
1 T 1
= — E[ppSr|A] 2 = — E[pSr|A
@?[TTlt]SOtT ¢24[TT|t]
Die vorletzte Gleichheit gilt, da die Wahrscheinlichkeitsdistortion ¢! fiir alle t €
[0, 7] ein (P, T)-Martingal ist. O

4 Versicherungstechnischer Zahlungsstrom

Das folgende Kapitel fiihrt wieder Begriffsbildungen aus dem Buch [21] ein. Wie
auch schon im Abschnitt ,,2 Grundbegriffe fiir die Modellierung* erwahnt, werden
die folgenden Notationen, Definitionen, Begriffserklarungen und Aussagen mit
denen aus dem Buch stammenden beinahe iibereinstimmen.

Wegen der Unabhéngigkeit der Filtrationen A und T konnte bereits der State
Price Deflator ¢ in ¢? und ¢7 aufgeteilt werden. Diese Produktschreibweise kann
auch auf die versicherungstechnischen Zahlungsstrome X angewandt werden. Die

folgenden Begriffe stammen aus [21, S.160/161].
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Der Zahlungsstrom X = (X, ..., X7) € L,, ist fiir alle k € J gegeben durch
X = ABy®
wobei A®) T,-messbar und U ,Ek) Aj-messbar ist.

(Ut(k))te[oﬂ ist der A-adaptierte Preisprozess des Finanzportfolios 4*) mit Maturitét

k € J, das am Finanzmarkt Z erhéltlich ist. Fiir ein geeignetes y*) = (y,(k)%ez €
R® ist das Finanzportfolio 4*) gegeben durch:

U® =3Py (4.1)

1€T

Der Preis zum Zeitpunkt ¢t € [0, 7] setzt sich aufgrund der Linearitdt aus

00 = 3 A

1€

zusammen. Da (Af))te[m - und ¢“-konsistent ist, so ist (Ut(k)>t€[0,k] aufgrund
der Linearitit ebenfalls - und ¢p“*-konsistent.

Die Formel (4.1) ist die mathematische Beschreibung des Unterabschnittes ,,1.4
Finanzielle Grundbegriffe. Dort wurde auch die Annahme getroffen, dass nur in
eine Aktie investiert wird. Das heift, jedes Finanzportfolio besteht nur aus einem
Basisfinanzinstrument. Es gilt daher, dass Z nur einelementig ist, wodurch die
Summe wegfallt. Weiters ist y*) = 1 fiir alle k € J, daher gelten die Gleichheiten
(6 =38, 3@ = ZW fiir alle d € [0,T]) aus dem Unterabschnitt ,3.3 Finanzmarkt
und finanzielle Modellierung*.

4.1 Der versicherungstechnische Teil'”

Die Zufallsvariable A®) beschreibt nach [21] die Anzahl der Einheiten der Fi-
nanzportfolios U*) die gekauft werden miissen, um den versicherungstechnischen
Zahlungsstrom X}, zum Zeitpunkt k& € J zu erfiillen. Diese Anzahl der Einheiten
der Finanzportfolios ist von den Todeszeitpunkten der Versicherungsnehmer im
Portfolio abhéngig und nicht hedgebar.

Um den Zahlungsstrom X}, zu erzeugen, muss das Finanzportfolio U*) zum Zeit-
punkt k € J verkauft werden.

10[21, S.160-163]
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Mit einer Nullkuponanleihe kann der versicherungstechnische Zahlungsstrom zum
Zeitpunkt k € J nach |21, S.161] als ein Vektor angeschrieben werden

X, = X;Z® = (0,...,0,AMU® 0,...,0) € £,

wobei A®) T, -messbar und U (k) Ai-messbar ist. (U (k) telo.m ist der A-adaptierte,
k t (0,77
- und ¢p“-konsistente Preisprozess des Finanzportfolios 4*) aus (4.1).

Der folgende Satz ist in Anlehnung an [21, Theorem 6.6, Remark 6.7] formuliert.

Satz 4.1. Unter den obigen Annahmen ist der p-konsistente Preisprozess eines
versicherungstechnischen Zahlungsstromes Xy, € L, zum Zeitpunkt t < k, wobes
te[0,T], ke J gilt, gegeben durch

1
QX = 5 E [eF AT U = AP UP

t

wober (Aﬁ’“’)te[m der wahrscheinlichkeitsdistortierte versicherungstechnische Pro-
zess ist. Dieser ist zum Zeitpunkt t € [0,T] definiert als:

1
AP = T E [pFA®| T (4.2)
t

Die einfachste Wahl der Wahrscheinlichkeitsdistortion ¢, die die Annahme 3.2.
erfiillt, ist oI =1 fiir alle ¢t € [0, 7).

Die folgende Definition stammt inhaltlich aus [21, Remark 6.7].

Definition 4.1. Sei p! =1 fiir alle t € [0,T]. Dann ist fir Xy der Preis zum
Zeitpunkt t < k, wobei t € [0,T], k € J gilt, gegeben durch:

QV[X;] = EA®|7] UM

In der Versicherungsbranche wird QY[Xy] die best-estimate diskontierte Ver-
bindlichkeit genannt, wobei sich best-estimate auf den bedingten Erwartungswert

E[A®|T;] bezieht.

Das bedeutet, dass im Fall (o = 1 fiir die Replikation der versicherungstechnischen
Verbindlichkeiten die erwartete Anzahl E[A®)|T;] des Finanzportfolios 4*) zum
Zeitpunkt ¢t < k, wobei t € [0,T], k € J gilt, verwendet wird. Der bedingte
Erwartungswert kann mithilfe der Annahme, dass die (zukiinftigen) Lebenszeiten
der Versicherungsnehmer unabhingig sind, durch die Uberlebenswahrscheinlichkeit
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ausgedriickt werden (siehe: ,,5.3.1 Erlebensversicherung - Allgemeiner Fall“).

Da aufgrund moglicher schlechterer Entwicklungen (in der Erlebensfallversicherung:
Uberlebenswahrscheinlichkeit, steigt stark an) die erwartete Anzahl fiir das Hedging
nicht ausreichen kann, muss eine Marge hinzugenommen werden. Der best-estimate
Preis ergibt zusammen mit dieser Marge den modellbasierten Marktpreis fiir die
versicherungstechnischen Verbindlichkeiten.

4.1.1 Die Risikomarge'!

Es gilt nicht mehr der Fall ] = 1. Gewisse ¢!, die bestimmte Eigenschaften
erfiillen, konnen eine Marge fiir versicherungstechnische Risiken erzeugen. Fiir diese
muss jedoch die Annahme gelten, dass o und A®) gegeben 7; fiir t < k, wobei
t €0,T], k € J gilt, nicht-negativ korreliert sind. Dies ist eine abgeschwéchte Vari-
ante von |21, Remarks 6.7|, in dem die strikt positive Korrelation angenommen wird.

Fiir die nicht-negative Korrelation muss folgende Ungleichung gelten:
1 1

— Elpg AOITI > — Elgi | T EAY|T] = EAW|T]

Pt Pt

Zum Zeitpunkt ¢ < k, wobei t € [0,T], k € J, gilt wegen der positiven Korrelation

fiir positive Preise Ut(k) > 0:
LTINS (k) () (k) _ o0
Q[X4] = 7 Elpp AT U™ > BN T U = QX
t

Das bedeutet, dass der risikoadjustierte Preis Q;[Xy] zum Zeitpunkt ¢ < k, wobei
t €[0,T), k € J gilt, grofer gleich dem best-estimate Preis QY[X}] ist. Die Diffe-
renz Q;[Xy| — QV[Xj] > 0 wird ,MVM* (Marktwertmarge'?) genannt und ist die
zusétzliche Marge fiir schlechte Entwicklungen bezogen auf das nicht-hedgebare
versicherungstechnische Risiko (in der Erlebensfallversicherung: Uberlebenswahr-
scheinlichkeit steigt stark an).

4.2 Finanzieller Deflator fiir den Aktienpreisprozess

Wie bereits erwahnt, kénnen, aufgrund der Unabhéngigkeit der Filtrationen A und
T, der finanzielle und aktuarielle Teil aufgespalten werden. Fiir die ,klassische*
Anwendung des Follmer-Sondermann-Ansatzes (sieche Abschnitt ,,5.3 Anwendung
in der Lebensversicherung®) wird der Aktienpreisprozess (S;)icpo,r) risikoneutral

1121, S.163/164]
2engl. Market Value Margin
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bewertet. Um diesen Ansatz daher anwenden zu konnen, muss eine Mafktransforma-
tion fiir den finanziellen Teil durchgefiihrt werden, die im diesem Unterabschnitt
(siche Uberschrift ,Makwechsel in [21]“) noch beschrieben wird.

Zusitzlich wird in diesem Unterabschnitt auch der passende finanzielle Deflator ¢p*
fiir den Aktienpreisprozess konstruiert. Dieser muss namlich fiir den Preisprozess S
im Black-Scholes-Modell so gewéhlt werden, dass (¢;'S;)ieo,7) die Bedingung aus
Definition 2.4. erfiillt.

Sei P das physikalische Maf und P* das risikoneutrale Maf, wobei P ~ BP*
gilt. Fiir die Wahl des finanziellen Deflators ¢” werden nun das konstruierte
Finanzmarktmodell mit dem in (3.5) angefiihrten Aktienpreisprozess und das all-
gemeine Modell in [21] miteinander kombiniert. In beiden Féllen ist P* das zu P
aquivalente Martingalmaf. Da beide Mafstransformationen eindeutig sind, kénnen
die Dichten gleichgesetzt werden, woraus der finanzielle Deflator folgt. Nun zu der
genauen Vorgangsweise.

Mafiwechsel im Black-Scholes-Modell

Das Lemma in [15, Lemma 3.4.1.], das aus dem Satz von Girsanov hervorgeht
und bereits alle Voraussetzungen fiir diesen erfiillt, gibt die Maftransformation
von P zu P* an. Der Satz von Girsanov kann zum Beispiel in |15, Theorem B.2.1.]
nachgelesen werden. Das Lemma ist gegeben durch:

Lemma 4.1. Das eindeutige Martingalmaf P* fiir den diskontierten Aktienpreispro-
zess Sy ist zum Zeitpunkt t € [0,T] durch die folgende Radon-Nikodym Dichte
gegeben:

dr” Yy —p Lt —p)
dp\ﬂ_exp</o - qu—§/0< - ) du | = (4.3)

=U,>0, Pfs (4.4)

Unter dem Martingalmafl P* hat der diskontierte Aktienpreis Sy zum Zeitpunkt
t €[0,T] die Dynamik

dS; = oS; dW;

und der Prozess W) = W, — fg etodu, t € [0,T], ist eine Standard-Brown’sche
Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (S, F, P*).

Aufgrund von |15, Proposition B.2.1.| gilt, dass U eindeutig ist.

Biquivalente Mafe
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Der Term A\, = =% u € [0,t], wird ,Marktpreis des Risikos*“ genannt. Die

o}

Mafstransformation (4.3) kann umgeschrieben werden in:

dIP)* t t 1
|}"t = exp (/ A, AW, — / A2 du) =U; >0, P-fs. (4.5)
dP 0 0 2

Es ist anzumerken, dass die Maftransformationen (4.3) und (4.5) bedingt auf die
Filtration A4; analog funktionieren.

Mafiwechsel in [21]

Fiir die folgenden Resultate wird die Annahme getroffen, dass der State Price
Deflator ¢ fixiert ist. Damit der dazugehérige Bewertungsprozess Q;[X]cjo,r] die
p-Konsistenz erfiillt, wird dieser dementsprechend fixiert.

Fiir die Maftransformation (Satz von Girsanov) wird das Lemma aus [21, Lemma
2.17] in stetiger Zeit benotigt.

Lemma 4.2. Gegeben ist ein fizierter State Price Deflator ¢ € LY (Q, F,P,F). Der
Prozess (§)icpo,m) definiert durch & = By ist ein strikt positives (P, F)-Martingal
mit Erwartungswert 1.

Wegen Lemma 4.2. erfiillt £ alle Anforderungen fiir den Satz von Girsanov, somit
gilt: Das zu P dquivalente Martingalmafs P* ist gegeben durch:

dp*
dp

Aufgrund von [15, Proposition B.2.1.| gilt, dass & eindeutig ist.

|ft =& =B >0, PAs. (4.6)

Die Proposition aus |21, Proposition 2.18] beschreibt das Resultat.

Proposition 4.1. Gegeben ist fivierter State Price Deflator ¢ € Ly ,(Q, F,P,F)
und die Preisprozesse (Q¢[X])icpo,r) von X € L, sind definiert durch (2.1). Die
durch das Bankkonto diskontierten Preisprozesse (B; ' Q[X])cpor sind (P*,F)-
Martingale.

Korollar 4.1. Unter den Annahmen des ,,Basis Aktuarielles Modell“ und des
Mafwechsels (4.6), gilt fir den Aktienpreisprozess (Si)icpr) 2um Zeitpunkt t €
[0,T7]:

S; = B, E*[B;'Sr|Al] = B; E*[B;'Sr|F] =
1 1
= — ElprSr|F] = — Elp7S7|Af]
Pt ¥

t
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Beweis. Die letzte Gleichheit wurde bereits im Beweis von Korollar 3.2. gezeigt.
Die zweite Gleichheit gilt, da der Term B~!S unabhingig von der aktuariellen
Filtration T ist. Die dritte Gleichheit gilt wegen des Mafwechsels (4.6):

Se = B E*[By'Sr|F)) = B, El&; "¢ By Sr|Fl) =
1
= B, Elp; ' B; 'or BrBr ' Sr|F) = o E[prSr|Fi] 0
¢
Wegen Korollar 4.1. funktioniert die Mafstransformation (4.6) bedingt auf die

Filtration A; analog. Es gilt ¢ = ¢* und die Maftransformation ist gegeben durch:

dpP*
dp

| A = =B, >0, PAs.
Kombination der beiden Modelle und Uberpriifung der Eigenschaften

Da beide Mafstransformationen (4.3) und (4.6) eindeutig sind, kénnen wir zum
Zeitpunkt t € [0, 7] die beiden Dichten gleichsetzen, das heiflt U; = ¢ B;, und
erhalten daraus:

U, ! e
ot = =L =exp </ Ay AW, — / (—)\i + Tu> du) = (4.7)
B, 0 0 \2
t t 1
= exp (/ A AW +/ (—)xi — ru) du) (4.8)
0 0 \2

Nun gilt zwar die ¢*-Konsistenz fiir (Qy[X]);e(0.7], aber es ist noch zu iiberpriifen,
ob das soeben konstruierte o# die Eigenschaften eines State Price Deflators erfiillt,

das heifst:
1. ¢4 € LY(Q, F,P,F)
2. >0
3. ot =1
Beweisskizze:

1. Die Integrierbarkeit von o4 ist erfiillt, da P(0,7T) = E[p#] = E*[B;'] < 00
gilt, wenn der Zins r im Vasicek-Modell konstruiert wird. Das kann in [17]
nachgeschlagen werden.

Weiters ist @2 fiir alle t € [0, T] A;-adaptiert, da die Integrale von (4.7) nach
Konstruktion A;-adaptiert sind.
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2. @ ist fiir alle t € [0, 7] auf der positiven Achse definiert, das heiRt es gilt
o > 0 fiir alle t € [0,T]. Der Fall ¢ = 0 kann ausgeschlossen werden, da
U; > 0 und B; > 0 fiir alle ¢t € [0, T gilt. Also ist @2 fiir alle t € [0, T] strikt
positiv.

3. Wegen o' = exp (foo A AW + foo (AN2 —7r,) du) =exp(0) = 1ist ¢ =1
erfiillt.

Es wird angenommen, dass ¢ zusitzlich zu der Adaptiertheit und der Integrier-
barkeit die Martingaleigenschaft erfiillt. Daher gilt, dass ¢ ein A—Martingal ist.

Nun sind alle Eigenschaften iiberpriift und ¢# ist der zu wihlende finanzielle
Deflator, der die Bedingung aus Definition 2.4. erfiillt.

Eine wichtige Anmerkung ist, dass wir aus den Basisfinanzinstrumenten, die im
Finanzmarkt enthalten sind, zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T] den finanziellen Deflator
@ erhalten.

5 Follmer-Sondermann-Ansatz

5.1 Satz von der orthogonalen Projektion

Die folgenden Definitionen, Sitze und Begriffserklarungen stammen aus [18].

Definition 5.1. Ein Prozess 6 heifst pravisibel, wenn dieser linkstetig und adap-
tiert 1st.

Definition 5.2. Ein normierter Vektorraum H heifst Hilbertraum (H, ||.||), falls
ein Skalarprodukt (das heifit eine symmetrische Bilinearform) existiert, sodass

1
o [lz] = (z,z)
e und beziiglich dieser Norm H wvollstindig ist.

Um zu der néchsten Proposition zu gelangen, wir zuerst die allgemein bekannte
Definition fiir Vollstandigkeit wiedergegeben.

Definition 5.3. Ein metrischer Raum X heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-
Folge in X auch in X konvergiert.

Proposition 5.1. Jeder lineare Unterraum eines Hilbertraumes ist vollstandig
genau dann, wenn er in H abgeschlossen ist.
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Sei M = (M)sepo,r] ein P*-Martingal. Betrachten wir den L?-Raum beziiglich des
Produktmafes P* x [M]. Das heifit, der Raum der A-prévisiblen und quadratisch
integrierbaren Prozesse 0, die

e[ ") M. ()] < 0

erfiillen. Der entsprechende Hilbertraum wird mit L?(M) bezeichnet. Das zugehérige
Skalarprodukt ist definiert durch:

T
3 prévisible Prozesse 0,1, sodass: (8,1) := E* [/0 Ou(w) Yy (w) d[M]u(w)}

Anwendung:
Ist E* [ fOT 62 d[M]u] < oo erfiillt, dann ist fOT 6, dM, ein quadratintegrierbares
Martingal. Auf dieses kann die Ito-Isometrie angewandt werden:

(/OTeu dMu) = [E* UOT@% d[M]u}

Satz 5.1 (Satz von der orthogonalen Projektion). Sei H ein Hilbertraum,
K C H konvezx und abgeschlossen und xy € H. Dann 3! x € K, sodass ||z — || =
inf ek ||y — zol|. Weiters gilt die Zerlegung:

2
E*

To=1x—+7y, wobeiz € K, ye K+
K* = {y € Hl{z,y) =0, Vz € K}

Anwendung (Satz von der orthogonalen Projektion):
Sei H = L?*(PP*) ein Hilbertraum und K ein linearer Teilraum von H definiert durch

K = {c+ fOT 0, dM,: ceR, f¢ LQ(M)} und somit konvex.

K, definiert durch K, := { fOT 0, dM, : 0 € L2(M)} ist isometrisch isomorph

zu L?*(M) und deshalb vollstindig. Daraus folgt die Vollstéindigkeit von K und
wegen Definition 5.3 ist K abgeschlossen. Somit sind die Voraussetzungen fiir den
,Satz von der orthogonalen Projektion® erfiillt, der im néchsten Unterabschnitt
angewandt wird.

5.2 Follmer-Sondermann-Ansatz

Fiir den weiteren Verlauf werden die folgenden Konventionen bezogen auf die
Schreibweise getroffen:
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e diskontierter Vermogensprozess: B~V = V*
o deflatierter Vermogensprozess: ¢V = \Y%

e diskontierter Aktienpreisprozess: B~!S = S*

A~

o deflatierter Aktienpreisprozess: ¢S = S

Ausgangspunkt fiir den Follmer-Sondermann-Ansatz ist die Unvollsténdigkeit des
kombinierten Modells, das sowohl dem Langlebigkeitsrisiko (Uberlebenswahrschein-
lichkeit der Versicherungsnehmer) als auch dem finanziellen Risiko (Schwankungen
des Aktienkurses, da Fonds nach Annahme in eine Aktie veranlagt wird) ausgesetzt
ist. Das heifst, der versicherungstechnische Zahlungsstrom kann in diesem Fall
nicht perfekt durch am Finanzmarkt handelbare Basisinstrumente repliziert werden.
Folgernd konnen die versicherungstechnischen Verbindlichkeiten nicht vollsténdig
abgesichert werden und es entsteht ein Restrisiko. Als Losung fiir dieses Problem
haben Follmer und Sondermann die im Mittel selbstfinanzierenden Strategien ein-
gefiihrt. Diese sind optimale Strategien im Bezug darauf, dass sie den quadratischen
zukiinftigen Kostenprozess, der durch die Replikation entsteht, minimieren. Die
folgenden Aussagen iiber den Follmer-Sondermann-Ansatz stammen aus [14] und
[16]**. Es werden nur die wichtigsten Kernaussagen dargestellt.

Wie bereits in den vorigen Abschnitten erwahnt, ist die Handelsstrategie gege-
ben durch ¢ = (0,v). Fiir den diskontierten Vermogensprozess zum Zeitpunkt
t € [0, 7] gilt daher V;*(¢p) = 6,5} + v;. Die Handelsstrategien und der diskontierte
Vermogensprozess erfiillen nun nach [14] folgende Bedingungen:

e 0 ist ein privisibler Prozess und 6 € L?(M)
e v ist [F-adaptiert
e V* = 0S* + v hat rechtsstetige Pfade und erfiillt V* € L?(P*)

Da @ ein vorhersehbarer Prozess ist, konnen wir den kumulierten Ertrag aus den
Fluktuationen der Aktienpreise bis zum Zeitpunkt ¢ € [0,T] als stochastisches

Integral anschreiben:
t
/ 0. dS;
0

14Die Aussagen von [16] beziiglich der Einfiihrung des Féllmer-Sondermann-Ansatzes stammen
zwar von [14], werden jedoch in einer adaptierten und kiirzeren Version dargestellt.
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Definition 5.4. Der kumulierte Kostenprozess einer Strategie ¢ ist zum Zeit-
punkt t € [0,T] gegeben durch:

Cild) = Vi ($) / 6, dS:

Der Kostenprozess ist also definiert als der diskontierte Vermogensprozess der
Strategie ¢ minus den Ertrdgen aus der Aktienposition. Eine Strategie heifit selbst-
finanzierend, falls der Kostenprozess konstant ist und im Mittel selbstfinanzierend,
falls C(¢) ein P*-Martingal ist.

Definition 5.5. Der Risikoprozess einer Strategie ¢ ist zum Zeitpunkt t € [0, T
definiert durch:

Ri(¢) ==E" [(Cr(9) — Ci(¢))* |F]

Um die optimale Hedgingstrategie zu erhalten, ist es notwendig, sich auf zuléssige
Strategien zu beschranken, fiir die

Vi(p) =X fs.

gilt. Fiir zuléssige Strategien ist dies moglich, jedoch nur mit Kosten gegeben durch
Cr. Um diese Kosten moglichst klein zu halten, muss der Risikoprozess

T
(X—c—/ 6. dSZ)
0

fiir alle c € R, 6 € L?(S*) minimiert werden, wobei ¢ = Cy(¢) gilt.

2

Ro(¢) = E*[(Cr(e) — Co(9))*|Fo] = E*

Die Losung fiir die Minimierung liefert die orthogonale Projektion:
Projiziere X auf den Unterraum K. Dies fiihrt uns zur Kunita-Watanabe-Zerlegung
gegeben durch:

T
X = c—i—/ 6. dS; + Lp (5.1)
0 N~~~
S— EI(L
eK

Somit ist die optimale Projektion: ¢ + fOT 0., dS;.

Insbesondere gilt fiir 1 € K: E*[Ly] = E*[1- Ly| = 0, das bedeutet L ist ein P*-
Martingal. Es gilt, dass fOT 0., dS; ein P*-Martingal ist, woraus E* [ fOT 0. dS;j} =0
folgt. Fassen wir die beiden Resultate zusammen, dann erkennen wir, dass der faire
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Preis von X der Erwartungswert von X unter P* ist, das heit es gilt: ¢ = E*[X].

Der Risikoprozess Ry(¢) ist also minimiert, wenn ¢ = E*[X] gilt. Das heift ¢
soll so gewéhlt werden, dass

E*[(Cr(¢) — E*[Cr(¢)))*] = E*[(Lr(6))’]

minimiert wird.

Der folgende Satz, der aus [14, Theorem 2| und als Folgerung von diesem aus
[16, Theorem 1.33] hervorgeht, ist die zentrale Aussage des Ansatzes von Follmer
und Sondermann.

Satz 5.2. Es emistiert eine eindeutige, zuldssige und risikominimierende Strategie

¢ = (0,v) gegeben durch:
(0,v) = (0, V" —0S5")

Der assoziierte Risikoprozess ist zum Zeitpunkt t € [0,T] gegeben durch Ri(¢p) =
E*[(Lr(¢) — Le(¢))| F2)-

Definition 5.6. Der Risikoprozess R(¢), wobei ¢ die risikominimierende Strategie
ist, heift antrinsischer Risitkoprozess.

5.3 Anwendung in der fondsgebundenen Lebensversicherung

Im vorigen Unterabschnitt wurde theoretisch erklirt, wie wir in einem unvollstandig-
en Modell zu einer optimalen Strategie gelangen, um den Claim X zu hedgen. In
diesem Unterabschnitt wird der Claim einer fondsgebundenen Erlebensversicherung
X = g(S) herangezogen. Die Vorgangsweise zur Gewinnung der Kunita-Watanabe-
Zerlegung und des Risikoprozesses wird nach [16] und daraus folgernd nach [18]
durchgefiihrt.

Es ist anzumerken, dass fiir diesen Unterabschnitt fiir die Wahrscheinlichkeits-
distortion ¢! = 1 angenommen wird.

5.3.1 Erlebensversicherung - Allgemeiner Fall

Die Auszahlung einer Erlebensversicherung ist durch Hg = (L, — Nr) g(St)
gegeben. Der intrinsische Wertprozess V; ist die Auszahlung Hg bedingt auf den
gegenwértigen Zeitpunkt t € [0, 7. Dieser ergibt sich daher durch die Bildung des
bedingten Erwartungswertes V; = é E [goTH E‘]—}} Nach Voraussetzung gilt, dass
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F die kleinste o-Algebra ist, die sowohl A und T enthélt. Weiters ist die Unab-
hangigkeit von A und T gegeben. Daraus folgernd kann der intrinsische Wertprozess
in einen versicherungstechnischen und einen finanziellen Teil aufgespalten werden.
Das heifst:

o7 o
Vi=E LO—? (La: - NT)’7;:| E [W_ﬁ g(ST)LAt} =
t

t

= E[L, — NrlT) E* | By By g(Sr)| A

Die letzte Gleichheit gilt wegen ¢ = 1 und der Anwendung des Korollars 4.1. Es
gilt fiir den diskontierten intrinsischen Wertprozess zum Zeitpunkt ¢ € [0, T'):

Vi =E[L, — Nr|T] E*[By" g(ST)| Al

Die beiden bedingten Erwartungswerte konnen nun getrennt voneinander betrachtet
werden. Fiir den bedingten Erwartungswert des versicherungstechnischen Teils der

Auszahlung Hg gilt:
=351l

Sei L, — N die Anzahl der versicherten Personen, die den Zeitpunkt T der Ver-
sicherungsauszahlung erleben (Anzahl der lebenden z-Jahrigen minus der Todesfélle
bis zum Zeitpunkt 7"). Die Gleichheit bedeutet hierbei nur, dass der Term L, — Np
in eine Indikatorfunktion umgeschrieben werden kann.

Ly
B (S 1 n] Y Bl >
=1

iy T >t

Da die Filtration 7; die Information enthélt, wieviele versicherte Personen zum
Zeitpunkt ¢ € [0, 7] leben bzw. wieviele bis zu diesem Zeitpunkt gestorben sind, und
hier aber nur das Ereignis relevant ist, wieviele den Zeitpunkt ¢ € [0, 7] iiberleben,
kann die Bedingung des Erwartungswertes in 7; > ¢ umgeschrieben werden. Weiters
ist anzumerken, dass aufgrund der Unabhéngigkeit der versicherten Personen, die
Summe aus dem Erwartungswert herausgezogen werden kann. Auch der Index der
Summe kann umgeschrieben werden, da nur noch die x-Jahrigen Personen, die
zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] leben, aufsummiert werden. Fiir die anderen versicherten
Personen nimmt die Indikatorfunktion den Wert 0 an.

Z E[1, 7|7 >t = Z T—tDa+t

i T >t i T >t

E|[L, — Nr|Ti] =
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Es gilt E[Ll,~7|% >t] = P(r; > T|m > t). Diese Wahrscheinlichkeit kann in

die versicherungstechnische Uberlebenswahrscheinlichkeit 7_;p,.; umgeschrieben
werden.

Z TtDztt = (Ly — Nt) 1—tDatt (5.2)

1, T >t

Wie bereits erwahnt, ist die Anzahl der Summanden die Anzahl der versicherten
Personen, die zum Zeitpunkt ¢ € [0,77] leben.

Der finanzielle Teil des intrinsischen Wertprozesses einer Erlebensversicherung
ist gegeben durch:

E" (B, Br' g(Sr)| A = o(t. $) (5:3)

Hierbei gilt, dass v(t, S;) die partielle Differentialgleichung

9 .50+ o252 L pt sy =0 (5.4)
g\ TR Prgge i ot = '

mit der Endbedingung v(T, St) = g(Sr) 16st.

Fassen wir die beiden Resultate (5.2) und (5.3) zusammen, so ergibt sich fiir
den diskontierten intrinsischen Wertprozess V,* zum Zeitpunkt ¢ € [0, T):

Vi = (Ly — Ni) 1—tPatt Bt_l v(t, Sy) (5.5)

Es muss die stochastische Differentialgleichung des finanziellen Teils noch gelost
werden. Die néchsten Schritte erkléren dies genauer.

Ersetzen wir die finanziellen und versicherungstechnischen Terme durch X; :=
(Ly — Ny) 7—4Pore und Yy := B 0(t, S,), so gilt:

V=X Y
Anwendung der partiellen Integration auf den intrinsischen Wertprozess ergibt:

t t
0 0

Nun ist jedoch noch unklar, wie die Differentialschreibweisen d.X, und dY, und die
Variation [X,Y]; aussehen.

Um die Differentialschreibweise von d.X, zu erhalten, betrachten wir zuerst
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T—uPriu = €XP (— fuT Mhats ds), woraus dr_yPeiu = T—wleiu Merw du folgt. Parti-
elles Ableiten ergibt:

qu == (Lx - Nu*) T—uPz+u Hz+u du — T—uPz+u dNu (56)

Um eine kiirzere Schreibweise fiir dX, zu erhalten, definieren wir M; := N; —
fg(Lm — Ny-) fasy du, sodass folgt:

qu = — T—uPz+u dMu (57)

Der Term [N;] — fot Ay du = N; — fg v du ist ein Martingal'®. Da in diesem Fall
N, der Zahlprozess des Todes ist, ist die Intensitat definiert durch A, := 1,5, fty.

Die Variation [X, Y], fallt weg, da X und Y unabhéngig voneinander sind.

Es folgt durch Einsetzen der Resultate (5.7) und [X, Y], = 0:
t
vV = — / B (1, S,) 1 uprsu AMyt (5.8)
0

+ /0 (LZ» - Nu—) T—uPz+u d (B;l?J(U, Su)) (59)

Um eine bessere Schreibweise fiir d (B, 'v(u, S,)) zu erhalten, wird auf diesen Term
die partielle Integration angewandt. Es gilt:

d (B, v(u, S,)) =v(u,S,) dB;" + B," dv(u, S,)

Anwendung der Ito-Formel auf v(u, S,):

d (B, v(u, S,)) =v(u,S,) dB, '+ (5.10)
+ B! 2v(u Su) du + 0 v(u, Sy,) dS, + 10252 o v(u,S,) | = (5.11)
v \ou aS, T T 9T Tuggz e ) '
=v(u,S,) dB;' + B;* 82 v(u, Sy) dSy (5.12)

In der letzten Gleichheit wurde die Differentialgleichung (5.4) eingesetzt. Wird auf
S* = B;! S, die partielle Integration angewandt, so gilt:

ds: =S, dB;"' + B! dS,

5giehe: S.36

34



Multiplizieren mit %U(u, S,.) ergibt:

0 0 0
* = Bil Bil = 1
aSuv(u,Su) as; 8Suv(u, Sy)S, dB, " + B, 8Suv(u,5u) dsS, (5.13)
=v(u,S,) dB;' + B, " ai v(u, S,) dS, (5.14)

Die Formeln (5.12) und (5.14) stimmen tiberein, daraus folgt:

d (B 'v(u,S,)) = %U(u, S.) dS:

Einsetzen in (5.8) und (5.9) ergibt:

t
‘/;f* - VE) = - / qul U(u7 Su) T—uPz+u dMu+
0

2v(u, Sy) dS;

t
Lx_Nuf —ulz+u
+/0( ) T—uDa+t De

Um eine kiirzere Schreibweise fiir den intrinsischen Wertprozess zu erhalten, werden
zwei neue Variablen @ und v definiert. Fiir Erstere gilt:

0

Qu = (Lw - Nu—) T—uPzr+u &’U(U, SU)

In Worten: Anzahl der Uberlebenden kurz vor u - Uberlebenswahrscheinlichkeit bis
T - Delta-Hedge fiir g(St).

Die zweite Variable v ist definiert als:

Uy 1= —BJI v(t, Su) T—ulatu

In Worten: Auszahlung der Leistung zum Zeitpunkt v diskontiert auf den Zeitpunkt
0 - Uberlebenswahrscheinlichkeit bis 7', das heift die Auszahlung der Leistung an
die Versicherungsnehmer, die zur Zeit T leben.

Durch die Einfiihrung der neuen Variablen ist die Kunita-Watanabe-Zerlegung

des diskontierten intrinsischen Wertprozesses V;* zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] deutlich
erkennbar:

t t
V;-VO:/ yudMu+/ 0, dS:
0 0
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Es folgt, dass @ der optimale Follmer-Sondermann Hedgingstrategie darstellt.

Der Verlustprozess L, ist der nicht-absicherbare Teil der Zerlegung gegeben durch:
dLy = vy dM;, = —Bt_l U(@ St) T—tPott My

Fiir den intrinsischen Risikoprozess sind noch die folgende Definitionen und Folg-
erungen, die aus [18] stammen, notwendig.

Definition 5.7. 3 ein prdivisibler Prozess 0 mit
t
/ 0, dN, = Y _ 0, AN,
0 0<s<t

Das stochastische Integral ist wohldefiniert, da AN, # 0 nur fiir eine héchstens
abzdhlbare Anzahl von s ist.

Definition 5.8. Der quadratische Variationsprozess von [ 6 dN ist definiert
durch.:

t
{/GdN]:/ 292 (AN,)? ZQQAN
t 0 0<s<t 0<s<t

Definition 5.9. Der Spitzklammerprozess ([ 6 dN) ist der privisible Kompen-
sator von [[ @ dNJ, das heifit der eindeutige privisible Prozess, sodass [[ 6 dN] —
(] 8 dN) ein Martingal ist.

Folgerung des Spitzklammerprozesses: 3 préavisibler Prozess A, sodass:

t t
</0dN> :/egdm)u:/egAUdu
t 0 0

Fiir @ = 1 (es gilt [N]; = N;) und dem Resultat dass [[ 0 dN] — ([ 0 dN) ein

Martingal ist, folgt, dass N, — fo Ay du = fo A. du ein Martingal ist. Als
Folgerungen dieser Aussagen gelten nun zwei Eigenschaften:

e [f ol

e Martingaleigenschaft:

=[[ e

]
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e [to-Isometrie-Eigenschaft des stochastischen Integrals beziiglich des Martin-
gals My = Ny — fot Ay du liefert:

([ )

E* Fi

-

r pT
_E / 62 M),
LSt

T
_E / 62 d(MD),

t

T
—E’ / 02 A, du
t

7 -

7
Aus den Resultaten kann nun der intrinsische Risikoprozess berechnet werden:
T
( / Uy dMu)
t
T
= E* U (vu)® d(M),
t

2

R =E Fi

=l ") M,

7 -

ft} —FE* [/tT (1a)? (Lp — Nu) fosn dU‘J-}] _

T
= (Lx - Nt‘)/ E* [(Vu>2 }E} u—tPr+t Hatu du
t

T
= (L:Jc - Nt—)/ E* |:(_B1:1 U<u7 Su) Tfupachu)2 }-Ft:| u—tPr+t Hztu du
t
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6 Valuation Portfolio

6.1 Allgemeines

In diesem Kapitel wird das im Buch [21]| konstruierte Valuation Portfolio (VaPo)
fiir eine fondsgebundene Erlebensversicherung ohne Garantie eingefiihrt.

Der Grund fiir die Konstruktion des VaPos ist (wie im ersten Kapitel bereits beschrie-
ben) die marktkonsistente Bewertung der Bilanz eines Versicherungsunternehmens,
um daraus die Solvenz des Institutes bestimmen zu konnen. Das grofse Problem
hierbei ist ndmlich die Passivseite (der Bilanz), da versicherungstechnische Ver-
bindlichkeiten auf keinem aktiven Markt gehandelt werden. Als Losung fiir dieses
Problem wird in dem Buch [21] das Valuation Portfolio eingefiihrt. Dieses ist ein
Modell, das den Marktwert nachahmen soll.

Die folgende Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Aktiva (Anlagebestand
zur Deckung der versicherungstechnischen Riickstellungen) und der Passiva (best-
estimate Reserven) einer Bilanz.

Anlagebestand
zur Deckung vers.tech. Verb.
best-estimate
Reserven (VaPo)

Aktiva Passiva

Abbildung 2: Gegeniiberstellung der Aktiva und Passiva (VaPo); Nachahmung von
Fig. 7.1. aus |21, S.170]

Das Valuation Portfolio ist nach [21] eine Abbildung des versicherungstechnischen
Zahlungsstromes in einen Vektorraum mit Basisfinanzinstrumenten 4@, i € 7, als
Basis. Da es sich bei diesen Betrachtungen aber um ein unvollstandiges Marktmodell
handelt, da sowohl das Langlebigkeitsrisiko (Uberlebenswahrscheinlichkeiten der
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Versicherungsnehmer) als auch das finanzielle Risiko (Aktienkursschwankungen)
in das Modell einfliefsen, konnen die Basisfinanzinstrumente die versicherungstech-
nischen Verbindlichkeiten nicht perfekt replizieren. Das heifit, diese konnen nicht
ohne Restrisiko abgesichert werden. Dieses kann mit dem Follmer-Sondermann-
Ansatz, welcher bereits im fiinften Kapitel beschrieben wurde, minimiert werden.
Als Ergebnis erhalten wir einen hedgebaren und einen nicht-hedgebaren Teil. Auf
den nicht-hedgebaren Teil kann ein Risikomal angewandt werden, im Fall von
Follmer-Sondermann ist das der intrinsische Risikoprozess.

Nach der Konstruktion des VaPos werden beide Seiten der Bilanz mit Basisfi-
nanzinstrumenten beschrieben. Das heiftt, die beiden Seiten kénnen miteinander
verglichen und daraus folgernd konsistent bewertet werden.

Das folgende Kapitel beschreibt theoretisch den Ablauf der Konstruktion des
VaPos. Fiir dieses Modell wird eine vereinfachte Annahme getroffen. Es gilt namlich
fiir die Wahrscheinlichkeitsdistortion:

pl =1

Im Abschnitt ,8 Protected Valuation Portfolio* wird das VaPo auch fiir eine
,schwierigere Wahrscheinlichkeitsdistortion konstruiert.

Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit werden die Prozesse und Werte immer
diskontierte auf den Zeitpunkt 0 betrachtet. Auf die Schreibweise mit ,,Stern“ wird
aber, bis auf eine Ausnahme (Vermogensprozess V*), verzichtet.

6.2 Follmer-Sondermann-Ansatz

Fiir den Follmer-Sondermann-Ansatz wird der Spezialfall H = (L, — Nr) g(St) =
(L, — Np) St betrachtet, das heifst es gilt g(S) = S.

Der diskontierte intrinsische Vermogensprozess ist zum Zeitpunkt ¢ € [0, T] gegeben

durch:
V' =E (L — Nr) ot Sr|F] =

= E[L. — Ny|T) B [ B;! ST‘AJ

Fiir den finanziellen Teil der Auszahlung gilt: v(¢,S;) = E [Bt B! ST|AJ. Der
versicherungstechnische Teil bleibt im Vergleich zum allgemeinen Fall gleich. Es
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gelten fiir den finanziellen Teil folgende Berechnungen:

Vi = (Ly — Nt) 7—tDzst Bt_l v(t,S) =
= (Le = No) 7o BV E* [ By By S| A =
= (Ly = Ni) 71Dyt B [B:Fl ST‘At} -
= (Ly — Nt) 7—tPere Bi' S =
= (La: - Nt) T—tPx+t S:

Die vorletzte Gleichheit gilt, da B™'S ein (P*, A)-Martingal ist. Um die optimale
Follmer-Sondermann Hedgingstrategie zu erhalten, miissen die oben definierten
Variablen 6 und v nun berechnet werden. Fiir den Delta-Hedge gilt %v(u, Su) =1,
daher folgt:

eu - (Lm - Nu—) T—uPz+u

*
W, = _Su T—uPr+u

In diesem Spezialfall g(S) = S ist die Kunita-Watanabe-Zerlegung gegeben durch:

t t
W—%=+/—$TWWJMA/XM—MJTWWJ% (6.1)
0 0

Daraus folgt der Verlustprozess L;:
dLy = —=Sf 7_4Peye dM,

Der intrinsischer Risikoprozess R = (R;)icpo,r) ist im allgemeinen Fall ein sehr
langer Term. In diesem Spezialfall kann R, fiir ¢ € [0, T] aber explizit berechnet
werden:

T
Rt = (Lx - Nt)/ E* [(_SZ T—upx-i-u)Q}JT_;f} u—tPz+t Hz+u du
t

Unter P* ist S* zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gegeben durch S = Sy W ~2°"t daher
gilt fir u > t:

E* [(82)2 T—upi+u‘ﬂ} _ Sg E* |:620WJ—02u T—upi+u’fti| =
=55 T—upg:—f—u E* [ezawi_ﬂu’]:t} =

2 2 —o2u T 20W 5 _
= 50 T—ulyiu € E* [e F] =

[62U(W57Wt*)+2aWt* |]_-t}

2 2 —c2u x

_ 2 * * *
— 5(2) Tfupgngru e o u eQUWt E* [62U(Wu Wi )]
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Die Inkremente W —W/ einer Brown’schen Bewegung sind unabhéngig. Daher kann
der bedingte Erwartungswert in der letzten Gleichheit durch einen Erwartungswert
ersetzt werden.

Da e2Wi=Wi) ~ In N(0, 402 (u — t))' gilt, konnen wir den Erwartungswert be-
rechnen:

E* [(52)2 T—upi+u|ft] — Sg T—upiﬂ o= 20We 207 (u—t) _

20Wy _—0o2t ez72(u—t) _

2 2

o 52 620Wt—02t 02(u—t) .
=55 =

2

= (S pouply, € 0D

Nach Einsetzen des Resultates, erhalten wir fiir den intrinsischen Risikoprozess R;:
T 2
Rt = (L:c - Nt,) (55)2/ 60 (u=t) T—upi+u u—tPr+t Hztu du = (62)
t
T 2
= (LJC - Nt*) (S:)Z/ e’ (w=1) T—uPz+u T—tPz+t Paztu du (63)
t

6.3 Modellannahmen

Das Portfolio fiir die Konstruktion des Valuation Portfolios einer fondsgebundenen
Lebensversicherung besteht aus n Versicherungsnehmern, jeweils im Alter x, die
zum Zeitpunkt 0 gleichartige Versicherungsvertriage abschliefsen. Bei Betrachtung
der Leistungsart handelt es sich um eine Erlebensversicherung ohne Garantie:

e Die Auszahlung im Erlebensfall ist der Index des Finanzportfolios 1.

Es gelten die folgenden Modellannahmen:

e [, ... Die Anzahl der z-jahrigen Personen im Portfolio zum Zeitpunkt 0, das
heifst zum Vertragsabschluss.

© Doy =Lyyy 1 — Lyyy ... Die Anzahl der Todesfélle im Intervall (¢ — 1,¢].

® ..Prit ... Die Wahrscheinlichkeit, dass der Versicherungsnehmer ¢ fiir i =
1,..., L, als x 4 t-Jahriger m Jahr iiberlebt.

e II ... Die Prdmienzahlung einer im Portfolio versicherten Person zum Zeitpunkt
0.

Der Erwartungswert einer nach In NV'(p, 0?)-verteilten Zufallsvariable X ist definiert durch
2
E[X] := e,
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e 7 =4{0,T} ... Die Laufzeit der fondsgebundenen Versicherung,.

Im weiteren Verlauf werden die einzelnen Schritte, wie das Valuation Portfolio nach
der Vorgehensweise von [21] konstruiert wird, erklért.

6.4 Schritte zur Konstruktion des VaPos

1. Schritt: Konstruktion des VaPos Fiir die Modellierung des VaPos werden
im Fall der fondsgebundenen Erlebensfallversicherung drei Finanzportfolios be-
notigt.

Es wird nun angegeben, welche Finanzportfolios fiir die Replikation der ver-
sicherungstechnischen Zahlungsstréme herangezogen werden. Die Hochstellung
bedeutet hierbei, wann ein Finanzportfolio verdufsert wird.

e Der Priamienzahlungsstrom findet zur Zeit 0 statt. Daher wird hierfiir nur
eine Nullkuponanleihe mit Laufzeit 0 gegeben durch 39 betrachtet.

e Der Zahlungsstrom im Erlebensfall wird durch das Finanzportfolio &™)
modelliert.

e Fiir die Diskontierung des Zahlungsstromes im Erlebensfall wird eine Null-
kuponanleihe 3@ mit Laufzeit T bendtigt.

Die erwahnten Finanzportfolios zur Replikation der versicherungstechnischen Ver-
bindlichkeiten der betrachteten fondsgebundenen Erlebensfallversicherungen span-
nen einen 3-dimensionalen Vektorraum auf:

(3@, &1 3(M)
Es folgt die Abbildung:
X - -39, 10+3D L, .60
Die unten stehenden Punkte sind dabei zu beachten:

e Die Anzahl der Lebenden zum Zeitpunkt 0 gegeben durch L, = A©® und zum
Zeitpunkt T gegeben durch Ly, = A sind die versicherungstechnischen
Variablen, wobei A Tg-messbar und A®) Tp-messbar ist.

e Der Preisprozess P(0,0) von 3 ist Aj-messbar. Die Preisprozesse (St)eepo,m
von &) und (P(t,T))epp.r) von 3 sind A-adaptiert. Alle drei Preisprozesse
sind integrierbar, (- und ¢“-konsistent.
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2. Schritt: Konstruktion des VaPos In diesem Schritt wird das VaPo zum Zeit-
punkt ¢t € [0, T] konstruiert. Das heifst, es wird bestimmt, wieviele Finanzportfolios
zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gehalten werden miissen. Fiir die versicherungstechnische
Variable ist dabei zu beachten, dass A nicht 7;-messbar ist, wobei t € [0, 7)) gilt.
Deshalb werden diese Variablen durch die best-estimate Betrachtungsweise, das
heikt durch den bedingten Erwartungswert E[A)|T;], ausgedriickt.

Daraus folgt die Abbildung:
X — VaPo,(X) = 3@ L, 1 + 3D B[L,47|T;] 6T (6.4)

Hat ein Versicherungsunternehmen bereits Zahlungen zu den Zeitpunkten 1, ..., k ge-
tatigt, wobei k € J gilt, dann miissen nur noch die ausstdndigen Verbindlichkeiten
Xy = (0,...,0, Xpy1, ..., X7) € L, zum Zeitpunkt ¢ € [0,T), wobei k <t < k+1
gilt, betrachtet werden.

Fiir das VaPo der ausstédndigen Verbindlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ € [0,7") mit
E<t<k+1gilt:

VaPo, (X(r41)) = 37 E[Lyyr|Ti) &7 (6.5)

Das heifst, in diesem Fall fallt nur der Pramienzahlungsstrom zum Zeitpunkt 0
weg. Da ¢! = 1 gewihlt wird, kann der bedingte Erwartungswert umgeschrieben
werden. Es gilt fiir (6.4) und (6.5):

X — VaPo,(X) = —3© L, T+ 3D (L, — N,) 7_pays G
VaPo; (X)) = 37 (Lo — Ny) 7—ipore &P

3. Schritt: Monetédrer Wert des VaPos In diesem Schritt wird das VaPo,(X)
auf den monetdren Wert zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] abgebildet. Da hier die best-
estimate Betrachtungsweise vorliegt, wird, wie bereits erwdhnt, anstatt Q;[X] der
Ausdruck Q?[X] fiir den monetiren Wert zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] verwendet.

Es gilt die folgende Abbildung:
VaPoy(X) = QY[X] = —Ly 11+ (Lo — Ni) 7-pers B E B, By ST‘AJ -

(

= —L, I+ (Ly — Ny) 7—iPest E [B;l ST’AJ -
(
(

)
)
= _Lx T+ Lx Nt) T—tPx+t Bt_lst =
= —L, T+ (Ly — N) 7—tDzit S;
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Um nun den hedgebaren und den nicht-hedgebaren Teil zu erhalten, betrachten wir
vorerst den Term (L, — N;) 7—¢pr+e S; . Dieser ist genau der diskontierte intrinsische
Vermégensprozess V,* aus dem Unterabschnitt ,,6.2 Follmer-Sondermann-Ansatz*
(6.1). Die Kunita-Watanabe-Zerlegung ist gegeben durch

t t
QV[X] :_LxH+/ Va dMu+/ 0, dS:
0 0

wobei
eu = (Lx - Nu*) T—uPz+u
Wy = —S:( T—uPz+u

gilt. Das heifst, der monetére Wert des hedgebaren Teils hat die Form

t
0

und des nicht-hedgebaren Teils:

t
Q?[X]nh - / _S:; T—uPz+u dMu
0

Durch den nicht-hedgebaren Teil entsteht beim Replizieren des versicherungs-
technischen Zahlungsstromes mit Basisfinanzinstrumenten ein Risiko. Eine Han-
delsstrategie bestimmt, wie die restlichen oder auch zukiinftigen Risiken (Kosten)
aussehen. Ein Maf fiir das zukiinftige Risiko ist der intrinsische Risikoprozess. Eine
Strategie heifst genau dann risikominimierend, wenn der intrinsische Risikoprozess
im Vergleich zu anderen Strategien minimal ist. Der intrinsische Risikoprozess unter
der optimalen Strategie ¢ = (0,v) ist gegeben durch:

T
Ry = (Ls — Ni-) (57)° / e g Patu T Pest faru du (67)
t
Insgesamt ergibt sich fiir den monetiaren Wert des Valuation Portfolios:
QY [X] = QY[X]n + Q}[X]un (6.8)

Auch das im 2. Schritt beschriebene VaPo;(X(j41) fiir aussténdige Verbindlichkei-
ten zum Zeitpunkt ¢ € [0,7"), wobei k <t < k + 1 gilt, kann auf den monetéren
Wert QF[X(x+1)] abgebildet werden. Dieser monetire Wert wird auch best-estimate
Reserve fiir ausstidndige Verbindlichkeiten genannt und als RY(Xx+1)) angeschrie-
ben.

R (X rs1) = QX ka1 In + QX er1)]on (6.9)
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7 Numerisches Beispiel fiir das Valuation Portfolio

7.1 Bemerkung

Das Beispiel basiert, bis auf den historische Daten fiir die Zinsmodellierung (Euribor
aus [1], Spot-Rate-Kurve fiir AAA-Staatsanleihen im européischen Raum aus [4])
und den Sterbewahrscheinlichkeiten aus der Osterreichischen Sterbetafel 2012 unisex
(aus [2]), auf ausgedachte Zahlen und soll nur zur Veranschaulichung dienen.

7.2 Allgemeines

Fiir das numerische Beispiel werden folgende Konventionen getroffen. Die Anzahl
der Versicherten in dem betrachteten homogenen Portfolio (Versicherungsnehmer
sind im selben Lebensjahr, hier: =40) betragt zum Zeitpunkt des Versicherungs-
beginns 1000, das heifit L4y = 1000. Die fondsgebundenen Erlebensversicherungen
fiir diese Kohorte beginnen am 1.Janner 2014 und dauern 10 Jahre, das heifit
T = 10. Es wird weiters angenommen, dass dem Versicherungsnehmer beim Ver-
tragsabschluss keine Kosten entstehen.

Die Préamie pro Versicherungsnehmer betragt EUR 10. Diese wird in einen Invest-
mentfonds investiert. Das in dem Investmentfonds enthaltene Geld wird in eine
Aktie veranlagt, deren Kurswert zum Beginn der Versicherung EUR 10 betragt.
Das heiftt, pro Versicherungsnehmer wird in 1 Stiick Aktie investiert.

Fiir die Modellierung des Bankkontos wird ein stochastischer Zins, der nach Vasicek
[17] modelliert wird, herangezogen. Die Wahl der Parameter fiir die Simulation
kann durch historischen Daten oder durch Kalibrierung an aktuellen Marktdaten
erfolgen. Schétzen wird diese zum Beispiel mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer
anhand von historischen Daten, so ergeben sich die optimalen Parameter fiir die
Zinsmodellierung unter dem physischen Mafs P. Erfolgt die Parameterwahl durch
Kalibrierung an aktuellen Marktdaten, so resultieren optimale Parameter fiir die
Zinsmodellierung unter dem risikoneutralen Maft P*. Es werden beide Methoden
durchgefiihrt, da es fiir die Variablen unter beiden Mafen Zusammenhénge gibt.

Die Sterbewahrscheinlichkeiten und die Sterbeintensititen basieren auf der Gster-
reichischen Sterbetafel 2012 (unisex). Die Uberlebenswahrscheinlichkeit, dass ein
x + t-Jahriger noch T' — t Jahre lebt, ausgedriickt durch die Sterbeintensitét, ist

gegeben durch:
T—t
T—tPx+t = €XP (— / Mgt du)
t
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7.3 Sterbewahrscheinlichkeit und Sterbeintensitat

Wie bereits erwiahnt, stammen die Sterbewahrscheinlichkeiten aus der Sterbetafel
2012 unisex, die von der Statistik Austria zur Verfiigung gestellt wird. Die Angaben
erstrecken sich vom Alter 0 bis zum Alter 99, das heift es gilt x = 0, ...,99 und
w = 99.

Die Werte aus der Sterbetafel sind Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung, das heifst
die Sterbewahrscheinlichkeiten werden aus tatsédchlich eingetretene Sterbeféllen
berechnet. Normalerweise werden fiir Versicherungsarten mit Erlebensfallcharakter,
wie es hier der Fall ist, Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung herangezogen, da diese
einen Sicherheitszuschlag enthalten. Da jedoch die Konstruktion und Berechnung
des Valuation Portfolios auf [21] basieren, wird wie in diesem Buch vorgegangen
und daher die Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung fiir das Valuation Portfolio heran-
gezogen.

Wie bereits erwahnt, konnen die Sterbewahrscheinlichkeiten aus der entsprechenden
Sterbetafel entnommen werden. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x-Jéhrigen
erhalten wir aus der Beziehung:

szl_px

Unter der Annahme, dass die Sterbeintensitdat unterjahrig konstant ist, kann diese,
ausgehend von der einjahrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit, fiir jedes Alter x =
0,...,99 berechnet werden:

Mo = — 1Og(px>

Die folgende Graphik zeigt die Sterbewahrscheinlichkeit und die Sterbeintensitét
basierend auf der Sterbetafel 2012 unisex.

7.4 Zahlprozess des Todes

Fiir den Zahlprozess des Todes wird die Annahme getroffen, dass dieser unterjéhrig
konstant ist. Die Anzahl der Toten werden daher nur einmal im Jahr abgezogen.
Diese Reduzierung erfolgt immer am letzten Tag (31. Dezember) des jeweiligen
Jahres, das heifst 7; = 31. Dezember fiir alle 7 = 1, ..., 10. Es gelten die Berechnungen:

NO == 0

Im Anhang 2 wird dieser Zéhlprozess graphisch dargestellt.
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Abbildung 3: Sterbewahrscheinlichkeiten und Sterbeintensitédten basierend auf der
Sterbetafel 2012 unisex aus [2]

7.5 Modellierung der Zinskurve auf eine NKP

Fiir die Modellierung der Zinskurve miissen passende und realitdtsnahe Parameter
gefunden werden. Dafiir werden einerseits historische Daten des Referenzzinssatzes
Euribor mit einer Maturitéit von 1 Monat aus [1] verwendet und andererseits die
aktuelle Spot-Rate-Kurve fiir AAA-Staatsanleihen im européischen Raum [4].

7.5.1 Historische Daten: Euribor

Die historische Daten erstrecken sich auf einem Zeitraum von 15 Jahren, das heifst
von Janner 1999 bis Janner 2014. Fiir die Wahl der Beobachtungen wird jeweils
der Furibor-Wert am ersten Handelstag im Monat gewéhlt, das heifst 1. Janner
1999, 1. Februar 1999, ..., 2. Janner 2014. Daraus ergeben sich 181 Beobachtungen.
Zur Vereinfachung wird die Annahme getroffen, dass der Zins vom 2. Janner am 1.
Janner bereits gilt.

Aufgrund der Wirtschaftskrise ab dem Jahr 2008 ist im betrachteten Zeitraum eine
deutliche Senkung des Zinses zu erkennen. Der gewéhlte Zins unterliegt daher einer
grofen Schwankungsbreite. Um diese Volatilitdt auszugleichen, wird dieser grofsere
Betrachtungszeitraum von 15 Jahren gewahlt.
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Die folgende Graphik stellt den Verlauf des Referenzzinssatzes Euribor mit einer
Maturitdt von 1 Monat graphisch dar.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des Euribor mit einer Maturitdt von
1 Monat von Janner 1999 bis Jéanner 2014.
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Abbildung 4: Furibor mit einer Maturitat von 1 Monat

7.5.2 Aktuelle Marktdaten

Die aktuellen Marktdaten fiir die Zinskurve stammen von Spot-Rate-Werten fiir
AAA-Staatsanleihen im européischen Raum.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des Zinse auf eine Nullkuponanleihe mit
verschiedenen Maturitdten basierend auf Marktdaten.

7.5.3 Parameterwahl durch historische Daten

Im Unterabschnitt ,3.2 Vasicek-Modell* wurde bereits der Zins r in Form einer
stochastischen Differentialgleichung unter der Dynamik (3.1) eingefiihrt. Hierbei
wurde jedoch davon ausgegangen, dass der Zins zum Zeitpunkt 0 fiir den Zeitpunkt
t € [0, T] modelliert wird. Fir dieses numerische Beispiel sind ¢; die Betrachtungs-
zeitpunkte des zukiinftigen Zinses. Es wird hier nicht zum Zeitpunkt 0, sondern
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Abbildung 5: Zins auf eine Nullkuponanleihe mit verschiedenen Maturitdten ba-
sierend auf Marktdaten

zum Zeitpunkt ¢; der Zins fiir den Zeitpunkt ¢;,, fiir ¢ = 0, ..., 180 modelliert und es
gilt At =t;41 —t; = 55 Jahr. Die Formeln (3.2), (3.3) und (3.4) werden adaptiert
durch

1— e—QQAt

b
—aAt —aAt
Tit1 =€ ri+—-(1—e +o
! a( ) 2a

ZiJrl

b
E[ris1]Fi] = ey 4+ =(1 — e798)
a

1— 6—2aAt
VnlF] = o* (<5 )

wobei Z;,, eine standard-normalverteilte Zufallsvariable!” ist. Durch diese Formeln
kann bereits der Zins r im Vasicek-Modell modelliert werden. Die Parameter a, b,
o und der Startwert ry sind jedoch noch unbekannt. Fiir die Wahl der Parameter
a, b und o wird der Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer) angewandt. Auf-
grund von den gegebenen historischen Euribor-Daten konnen damit die gesuchten
Parameter geschétzt werden. Gehen wir nach 6] vor, so miissen zuerst die folgenden
Hilfsparameter (Terme aus den obigen Formeln) geschétzt werden, um danach &,IS

Y Ziv1 ~N(0,1) fiir alle i = 0, ..., 180
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und o2 zu erhalten.

p= e—aAt (7 1)
b
0= 5 (7.2)
2 o’ —2aAt

Die ML-Schétzer fiir diese Parameter sind nach [6, S.62| gegeben durch:
MY iy Tkt — Dy Tid1 Dy T

ﬁ n n
n Zi:l ri2 - (Zi:l 7)?
Z?:l(ri-‘rl — pri)

0= -

n(l—p)
L NP
VQZEE [rig1 — pri — 0(1 = p))?

=1

Formen wir (7.1), (7.2) und (7.3) um, dann erhalten wir die Schétzer fir die
gesuchten Parameter:

—1 0

o —los(p)
At

b=pa

L 20V

0" = ———~
1 _6—2(1At

Einsetzen der historischen Euribor-Daten r; fiir ¢ = 0, ..., 180 ergeben folgende
Werte fiir die nach Maximum-Likelihood geschétzten Parameter:

a = 0.0513863828

b= —0.0007965962
& = 0.0069804817

Durch die Methode der ML-Schatzung aus historischen Daten sind zwar nun die
optimalen Parameter fiir den Zins unter dem physischen Maf bekannt, jedoch nicht
jene unter dem risikoneutralen Mafs. In der Theorie gilt jedoch, dass o und b = k7
unter beiden Mafsen gleich sind. Lediglich der Term a = k 4+ Ao wird unter dem
risikoneutralen Mafs zu k, das nun bestimmt werden muss.
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7.5.4 Parameterwahl durch Kalibrierung an aktuellen Marktdaten

Ausgangspunkt fiir die Parameterwahl ist die stetig-verzinste Spot-Rate R(T)
:=R(0,T) auf eine Nullkuponanleihe mit Maturitét 7". Diese ist zum Zeitpunkt 0
definiert durch:

_log P(T)

R(T) := T

Der Preis der Nullkuponanleihe P(T) := P(0,T) zum Zeitpunkt 0 mit Maturitét
T ist im Vasicek-Modell nach [6, S.59] (jedoch in adaptierter Form: A(7") wird hier
in den Exponenten geschrieben) gegeben durch

P(T) := eAM)=B(T)ro

wobei
AT = (B(1) - 1) (- 75 ) - TBY
B(T) =2 _SKT

gilt.

Wir kénnen nun den Zins auf die Nullkuponanleihe durch den Preis der Null-
kuponanleihe mit Maturitat T" ausdriicken:
_log P(T)  A(T)—-B(T)ro A(T) B(T)rg

= ——=2 7 — E—
R(T) T T T+ T

Wechseln wir nun bei der obigen Gleichung R(T') durch eine Zinskurve RM(T),
deren Werte aus Marktdaten entnommen sind, aus, dann erhalten wir durch An-
wendung der Methode der kleinsten Quadrate!® &.

Nach Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate fiir &, ergibt sich mit
einem Fehlerterm von 0.0006878 der folgende optimale Parameter:

k = 0.06537

Vergleichen wir nun a ~ 0.051 mit & ~ 0.065, so ergibt sich kein grofser Unterschied.

Die néchste Graphik zeigt den Verlauf des marktbasierten Zinses und des mo-
dellbasierten Zinses.

18ausgefithrt mit der Funktion nls der Software R
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Abbildung 6: Zins auf eine Nullkuponanleihe mit verschiedenen Maturitdten ba-
sierend auf Modell- und Marktdaten

Der Beginn der fondsgebundenen Erlebensversicherungen ohne Garantie ist am
1.Janner 2014. Da der Anfangswert zum Vertragsbeginn gegenwiértig und daher
bekannt ist, kann er aus den historischen Euribor-Daten entnommen werden. Alle
zukiinftigen Zeitpunkte wihrend der Versicherungsdauer sind, wie bereits erwéhnt,
unbekannt und missen simuliert (hier: Vasicek-Modell) werden. Der Euribor-Wert
mit Maturitdt 1 Monat hat am 1. Janner 2014 einen Wert von 0, 00214, das heifst
ro = 0,214%.

Die folgende Graphik stellt den Referenzzinssatz Euribor mit einer Maturitét von 1
Monat im Zeitraum von 1999 bis 2014 und den aus historischen Daten modellierten
Zins im Vasicek-Modell im Zeitraum von 2014 bis 2024 dar.

7.6 Aktienpreisprozess

Fiir die Modellierung des Aktienkurses im Zeitraum von 2014 bis 2024 wird, wie
bereits im Unterabschnitt ,,3.3 Finanzmarkt und finanzielle Modellierung erwahnt,
das Black-Scholes-Modell herangezogen. Fiir die Simulation zum Zeitpunkt t;,4
ausgehend vom Zeitpunkt ¢; fir ¢ = 0, ..., 120 ist der Aktienkurs gegeben durch

_1,2
S’L’+1 _ Sie(u 50°)At+aWay
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Abbildung 7: Euribor mit einer Maturitdt von 1 Monat und prognositizierter Zins

wobei fiir den Anfangswert Sy = 10 gilt. Fiir die Parameter werden die Werte
1= 0.05und o = 0.5 gewahlt. Es gilt aulerdem At = t;,1—t; und Wa, = Wi 1 —W;
fir e =0, ..., 120.

7.7 Bankkonto und diskontierter Aktienpreisprozess

Die Losung der stochastischen Differentialgleichung (3.6) ausgehend vom Zeitpunkt
t; fiir die Berechnung des Bankkontos zum Zeitpunkt ¢;,, ist gegeben durch:

t+1
Bi—l—l = Bz exXp (/ Tu dU)
t

Diese Losung kann mittels der Trapez-Regel fiir ¢ = 0, ..., 120 numerisch berechnet
werden

%

1 1
Bi+1 = BO €Xp (Z ﬂ (’f‘j —|— Tj+1)> = Bz exp (ﬂ (7“7; + Ti+1))

J=0

wobei By =1 gilt.
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Der diskontierte Aktienpreisprozess ergibt sich fiir ¢ = 0,...,120 durch die Di-
vision:

. S

Die folgende Graphik zeigt den Aktienpreisprozess und den diskontierten Aktien-
preisprozess fiir den Zeitraum 2014 bis 2024.

— Aklia
diskonliarle Aklie

30

in EUR
20

; NWJ

LW A
\f“'v

0 5 10
|

[ [ I I
2014 2016 2018 2020 2022 2024

Zeit

Abbildung 8: Verlauf des Aktienpreisprozesses und des diskontierten Aktienpreispro-
zesses

7.8 Berechnung des monetaren Wertes des VaPos
7.8.1 Berechnung des monetiaren Wertes des hegebaren Teil

Der monetére Wert des hedgebaren Teils hat die Form:

t
Q?[X]h = _LI H +/ (L:r - Nu—) Tfuperu dS;
0

Die numerische Berechnung fiir den monetéren Wert des hedgbaren Teils wird mit
dem Euler-Verfahren durchgefiihrt. Es gelten die folgenden numerischen Berech-
nungen fiir den monetéaren Wert des hedgebaren Teils zu den Zeitpunkten ¢, = 0,
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QX =—L, II

und zu den Zeitpunkten ¢, = S5 firi =1,...,n — 1

?H[X]h =—L, I+ L, 7p, (S7 — So)+

+ > (Lo = Nigyp) 1o16Per 1) (Sjea = S5)
j=1

wobei t,, = T gilt. In den letzten Berechnungen sind die Uberlebenswahrschein-
lichkeiten und der Zahlprozess des Todes auf ganze Werte abzurunden, da die
zugehorigen Daten nur jahrlich zur Verfiigung stehen und die Bewertungen des
Versicherungszahlungsstromes monatlich erfolgen.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des monetiaren Wertes des hedgebaren
Teils fiir den Zeitraum 2014 bis 2024.

0
|

in EUR
-5000

-15000

| | | |
2014 2016 2018 2020 2022 2024

Zeit

Abbildung 9: Verlauf des monetéren Wertes des hedgebaren Teils
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7.8.2 Berechnung des monetaren Wertes des nicht-hedgebaren Teils

Der monetéare Wert des nicht-hedgebaren Teils hat die Form

t
Q?[X]nh = / _SZ T—uPz+u dMu
0
wobei
M, =N, — / (L:p - Ns‘) Ha+s ds
0

gilt. Die numerische Berechnung fiir den monetéaren Wert des nicht-hedgebaren Teils
wird mit dem Euler-Verfahren durchgefiihrt. Es gelten die folgenden numerischen
Berechnungen fiir den monetéren Wert des nicht-hedgebaren Teils zu dem Zeitpunkt
to - 0

Qg [X]nh =0

und zu den Zeitpunkten t;,; = % firi=0,...n—1

?+1[X]nh =- Z S; T—t;]Pa+|t;] (Mtjﬂ - Mtj) -

i=1
i ) 1
- Z Sj T—|t; ) Pa+t|t;] Nltj+1J - N[th - E<L$ - Nlth) Ha+|t;]
i=1

wobei t, = T gilt. In den letzten Berechnungen sind die Uberlebenswahrschein-
lichkeiten und der Zahlprozess des Todes auf ganze Werte abzurunden, da die
zugehorigen Daten nur jéhrlich zur Verfiigung stehen und die Bewertungen des
Versicherungszahlungsstromes monatlich erfolgen.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des monetéren Wertes des nicht-hedgebaren
Teils fiir den Zeitraum 2014 bis 2024.

7.8.3 Berechnung des intrinsischen Risikoprozesses

Der intrinsische Risikoprozess hat die Form:

T
Rt = (Lx - Nt‘) (S:)Q/ e’ (u=t) T—uPr+u T—tPz+t Hz+u du (74)

t

Fiir die numerische Berechnung dieses Riemann-Integrales wird die Simpson-Regel
angewandt.
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Abbildung 10: Verlauf des monetidren Wertes des nicht-hedgebaren Teils

Nach der Anwendung der Simpson-Regel fiir die numerische Berechnung des In-
tegrals in (7.4), ist der Risikoprozess zu den Zeitpunkten ¢ty = 0 und t; = ﬁ fiir
1 =1,...,120 gegeben durch

Ro=L.S% (4f (%) n f(T))
Ro= (L= Ng) (507 (T30 (s + a7 ("50) +5m))

wobel in diesem Fall fiir die Funktion

o?(u—t;
f(u) =€ ( t)TfLquerLuJ T—t; | Po+(t;] Hz+|u)

gilt.

Die néchste Graphik zeigt den Verlauf des Wertes des intrinsischen Risikopro-
zZesses.
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Abbildung 11: Verlauf des intrinsischen Risikoprozesses

7.8.4 Berechnung des monetaren Wertes und der best-estimate Re-
serve

Der monetére Wert ergibt sich durch Addition des monetaren Wertes des hedgebaren
Teils und des monetdren Wertes des nicht-hedgebaren Teils. Es gilt daher:

Q[X] = Q°[X], + Q%[X]un

Die best-estimate Reserve entspricht den monetéaren Wert zum Zeitpunkt ¢ € [0,7)
ohne dem Préamienzahlungsstrom zum Zeitpunkt 0.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des monetdren Wertes und der best-estimate
Reserve fiir den Zeitraum 2014 bis 2024.
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Abbildung 12: Verlauf des monetédren Wertes und der best-estimate Reserve

Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass der monetdre Wert des Portfolios
sehr stark vom Aktienkurs abhingt. Der Faktor Uberlebenswahrscheinlichkeit
spielt nur eine geringe Rolle, da dieser annahernd bei 100% ist. Das heiftt die
Wahrscheinlichkeit, dass das Versicherungsunternehmen die Pramie behalten kann
und keine Leistungsauszahlung stattfindet, ist sehr gering.
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8 Protected Valuation Portfolio

8.1 Allgemeines

Die Konstruktion des Protected Valuation Portfolios (VaPoP™") nach [21] erfolgt
im Wesentlichen analog zum Abschnitt ,,6 Valuation Portfolio“. Der Unterschied
besteht jedoch darin, dass nicht mehr fiir die Wahrscheinlichkeitsdistortion die
vereinfachte Annahme ? = 1 getroffen wird.

Die Wahl der nicht-trivialen Wahrscheinlichkeitsdistortion kann unterschiedlich
erfolgen, wobei bestimmte Eigenschaften (werden im spéiteren Verlauf ndher er-
klart) fiir diese erfiillt sein miissen. Beispiele dazu: siehe [21]|. In diesem Fall
wird die Wahrscheinlichkeitsdistortion mittels Esscher-Pramie nach |21, Example
8.15] konstruiert. Der Ablauf wird im Unterabschnitt ,8.2 Wahrscheinlichkeits-
distortion mittels Esscher-Pramie” beschrieben. Eine weitere Folgerung, die im
spateren Verlauf noch naher erklart wird, ist, dass durch die nicht-triviale Wahl
der Wahrscheinlichkeitsdistortion die zugehorige Reserve (risikoadjustierte Reserve)
gegeniiber der best-estimate Reserve einen hoheren Wert aufweist. Das heifst, dass
das Versicherungsunternehmen mehr Reserven zu bilden hat.

Die folgende Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Aktiva (Anlagebestand
zur Deckung der versicherungstechnischen Riickstellungen) und der Passiva (ri-
sikoadjustierte Reserven fiir die versicherungstechnischen Riickstellungen) einer
Bilanz. Die risikoadjustierten Reserven fiir die versicherungstechnischen Riickstel-
lungen ergeben sich aus der Summation der best-estimate Reserven mit der MVM
(Marktwertmarge).

8.2 Wahrscheinlichkeitsdistortion mittels Esscher-Pramie

Es soll nun der wahrscheinlichkeitsdistortierte versicherungstechnische Prozess zum
Zeitpunkt ¢ € [0,7] gegeben durch AT = @LT E[pL L,7|T;] mit einer passend
t

gewihlten Wahrscheinlichkeitsdistortion ¢ berechnet werden.

8.2.1 Risikofaktoren und Eigenschaften

Um die Berechnung durchzufiihren, miissen Risikofaktoren bestimmt werden, die
im Zusammenhang mit der versicherungstechnischen Variablen stehen. In diesem
Fall ist diese gegeben durch L, 7, wofiir bereits in [21, S.213/214] die passenden
Risikofaktoren bestimmt werden.

Ein Risikofaktor nach [21, S.213/214] ist zum Zeitpunkt 7"— 1 die Indikatorfunktion
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Abbildung 13: Gegeniiberstellung der Aktiva und Passiva (VaPo™"); Nachahmung
von Fig. 8.1. aus |21, S.208|

Y:F(i) = 1,,>7, ob die Person ¢ das T-te Jahr iiberlebt. Das heift, Y:F(i) = 1> bedingt
auf das Ereignis {7; > T — 1} ist Bernoulli-verteilt mit der Uberlebenswahrschein-
lichkeit p,y 71 = P(r; > T|1; > T — 1). Die Anzahl der Personen im Portfolio ist
auch die Anzahl der Risikofaktoren, das heifst zum Zeitpunkt 7'—1 ist diese L, 7 1.

Die Risikofaktoren konnen auch allgemeiner angeschrieben werden. So ist YT(i) =
1,,>7 bedingt auf das Ereignis {7; > ¢} Bernoulli-verteilt mit der Uberlebenswahr-
scheinlichkeit 7_;p, 4 = P(7; > T'|7; > t). Die Anzahl der Risikofaktoren ist zum
Zeitpunkt t gegeben durch L, ;.

Die Risikofaktoren Y sind fiir alle i € {1,..., L,} unabhingig, identisch ver-
teilt und A-messbar. Es gilt weiters Y® € L2(P) fiir alle i € {1,..., L,}, da Y

eine Indikatorfunktion ist (und daher nur die Werte 0 und 1 annimmt).

Es gilt fiir die versicherungstechnische Variable:

Nun eine Wiederholung zu den Eigenschaften der Risikofaktoren. Diese kénnen
auch mit denen aus dem versicherungstechnischen Teil im Unterunterabschnitt
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,0.3.1 Erlebensversicherung - Allgemeiner Fall verglichen werden.

Wie bereits erwihnt, ist Y bedingt auf Tr_; fir alle ¢ € {1, ..., L,y7_1 } Bernoulli-
verteilt mit Uberlebenswahrschemhchkelt PeiT—1, das heifst es gllt

|TT 1| = Pesr1 Vi€{l, ., Loy}
E 12|71

Die Berechnung fiir die gesamte Kohorte ergibt:

- Y EPn>T-1] -

sy (4)
(L

E[Lx+T|7}—1} =E

= E DatT—1 = Lypir-1 Davr—1
()
(L

Da ]E[YT(i)!ﬁ] =E [E [ngi)‘%—l} ’7;} und petr—1 Patr—2 oo Patt = T—tPatt
fir alle : € {1,..., Ly} und t € [0,T) gilt, erhalten wir:

E [Y:r(i)|7?} = T—tPx+t

E [LHT"m = Lytt 7—tPatt

8.2.2 Wahrscheinlichkeitsdistortion mittels Esscher-Pramie

Fiir die folgende Definition, die auf der Konstruktion der Wahrscheinlichkeitsdis-
tortion mittels Esscher-Pramie nach [21, Example 8.15] basiert, ist es notwendig,
dass die momenterzeugende Funktion fiir @ > 0 an der Stelle 2a existiert, das heifst,
dass gilt:

My, . (2a) =Elexp(2 a Lyi7)] =E (8.1)

z+T(

Lq
exp <2 a ZY}”)
i=1

— Efexp (2 aL, YT@)] < 00 (8.2)

Ein wichtiger Schritt ist, dass E [ZLI Y } =K [Lx YT(i)] gilt. Der Grund dafiir ist,

dass die Lebenszeiten der einzelnen Versicherungsnehmer unabhéngig und identisch
verteilt sind. Fiir die gewédhlten Risikofaktoren existiert die momenterzeugende
Funktion fiir a > 0 an der Stelle 2a, da Yfﬁ) € L*(P) gilt und und L, eine fixierte
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Konstante ist.

Die folgende Definition basiert auf |21, Example 8.15].

Definition 8.1. Die Wahrscheinlichkeitsdistortion nach der Esscher-Pramie ist
zum Zeitpunkt t € [0, T] definiert durch:

T . E[f(Y)|Ti] Elexp(aLa.1)|Ti]

TOTTRF(Y)] Elexp(alasr)]

wobei f(Y) = exp (a AT(Y)) = exp (aL,s7) fiir Y = (YW, .| V) gilt. Die
Funktion f : R? — R, ist eine koordinatenweise nicht fallende und strikt positive
Funktion, da @ > 0 und L, 7 eine positive Zufallsvariable ist. Nach der Annahme
3.2. des ,Basis Aktuarielles Modell“ ist ¢” ein normalisiertes (P, T)-Martingal und
eine Wahrscheinlichkeitsdistortion. Die Eigenschaften sind noch zu zeigen.

Beweisskizze:

Elexp(aLy17)|To]

Bl )] = 1 gilt.

1. T ist normalisiert, da pl =
2. ! ist wegen den Eigenschaften der Funktion f strikt positiv P-f.s.

3. T erfiillt durch Anwendung der Turmeigenschaft die Martingaleigenschaft.

Die versicherungstechnische Variable ist zum Zeitpunkt 7" gegeben durch

Ly

A = Ly = S

i=1
wobei Y = (Y. V() gilt. Weiters ist L,yr € L2(P) erfiillt, da Y, € L*(P)
gilt.
Die versicherungstechnische Variable ist zum Zeitpunkt ¢ € [0, T] gegeben durch

(T) (v — 1
At (Y) - E[exp(aLHTﬂ]—}] E[LI+T eXp(aLx—i-T)‘JT:t]

wobei Y = (Y)Y (F)) gilt. Weiters ist AT)(Y) € LY(Q,F,P) fiir alle t €
[0, 7] erfiillt, da wegen (8.2) Elexp(aL,.7)|F:] < oo, wegen der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und L, 7 € L*(P)

ElLosr exp(aLowr)|Fe) < \/E[LZ 7| F)VEexp(2 a Losr)|F] < 00

gilt.
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8.2.3 Die Fortuin-Kasteleyn-Ginibre (FKG) Ungleichung

Die nicht-negative Korrelation von A™) mit ¢} gegeben F; ist oftmals von Be-
deutung (hier fiir Korollar 7.1). Um diese zu erhalten, wird ein Spezialfall der
Fortuin-Kasteleyn-Ginibre (FKG) Ungleichung angewandt. Dieser ist in [21, Lem-
ma 8.7| formuliert durch:

Lemma 8.1. Angenommen f : R? — R und g : R — R sind zwei koordina-
tenweise nicht-fallende Funktionen. Fir jeden Zufallsvektor Y = (Y1,...,Yy) mit
unabhdingigen Komponenten und f(Y),g(Y) € L*(Q, F,P) gilt:

E[f(Y)g(Y)] = E[f(Y)]E[g(Y)] (8.3)

Betrachten wir f(Y) = exp(aL,y7) und g(Y) = AD(Y) = AT = L, 7. Da alle
Annahmen fiir Lemma 8.1 bereits erfiillt sind, konnen wir dieses anwenden:

1 1 1
AT — L g A — E Loyr) L,
t SOtT [90 ‘7;] SOT E[exp(aLHT)] [exp(a +T) +T |7;]

1 1

o7 Elexp(alors)] Elexp(aLyyr)|Ti] BlLyi7|T) = E[Lyy7|Ti) = E[Ang)W;]
t xT

>

Die nicht-negative Korrelation von A mit 1 gegeben F;, die fiir das Lemma 8.2.
gebraucht wird, ist erfiillt.

Es folgt, dass (AgT))te[O,T} ein (P, T')-Supermartingal ist.
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8.2.4 Berechnung des wahrscheinlichkeitsdistortierten versicherungs-
technischen Prozesses

Der Wahrschelnhchkeltsdlstortlerte versicherungstechnische Prozess zum Zeitpunkt

t €10, 7] mit AD = 1t E[pT. L, 7|T;] soll berechnet werden. Es gilt:
gpig“ E [¢7 Losr|Ti] = E[eXp(ainﬂ'ﬁ] E [E[exp(aLHTﬂTT} Loyt 7?} =
= E[exp(aiHT)]T] E [exp(aLotr) Loir|Te] =
- E[exp(allLHT)]T exp ( ZY ”) ZY
_ E[expmzmm' 7 E [exp <a L, YT(’)) L, Y? 72} _
= E[exp(all;m+T)|7Z] Elexp(a Ly 1r57) Ly Losr|Ti) =
= E[eXp<a2m+T>|7;] exp (aLyyt) Loye P(1i > T|T;) =
1

= Lac Lz —tPzx
E[eXp(aLmJ’_Tﬂﬁ] exXp (a’ +t) +t T tP +t

Im Allgemeinen werden in diesen Berechnungen nur die vorherigen Resultate
eingesetzt. Ein wichtiger Schritt ist, dass

Z ]17'1>0 ] = Z E[]171‘>0|7_i > t]

13T >t

:ZP(Ti>O’Ti>t):leLx+t

45T >t 45T >t

E[L,|T;] =

gilt. Nun muss noch der bedingte Erwartungswert Elexp(aL,yr)|7;] berechnet

werden:
)]

= Elexp(a L, 1,,~7)|Ti] =

=exp(aLlyyy) P(r; > T|T) + P(r; <T|T;) =
= exp(aLlyyt) T—tPatt + 1 — 17— tDas =

= (exp(aLytt) — 1) 7Pyt + 1

Elexp(aL,.7)|T] =
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Der wahrscheinlichkeitsdistortierte versicherungstechnische Prozess zum Zeitpunkt
t € [0,T] ist gegeben durch:

€xXp (aLx+t) Lott 7—tPxt
(exp(aLlipys) — 1) 7—tPaye + 1

1
A = o7 E [¢r Lovr|Te]) = (8.4)
t

8.3 Follmer-Sondermann-Ansatz

Fiir den Follmer-Sondermann Ansatz wird der Spezialfall H = (L, — Nr) g(Sr) =
(L, — Nr) St betrachtet, das heifit es gilt g(S) = S.

Der intrinsische Vermogensprozess zum Zeitpunkt ¢ € [0, T ist gegeben durch:
Vi=E [(Lr - NT) YT ST|-7:t] =
o7 o7
=E {—i (Ly — Nr) 7;] E [—ﬁ ST‘At] —
Pt Pt

= A" E*[B, B;' S| Al

Fiir den diskontierten Vermogensprozess zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gilt:

Vi = A" BB Srl A =
_ E&Xp (aLzvs) Loyt 7—tPars
B (exp(aLlipye) — 1) 7Dzt + 1
_ eXp (@Lott) Loyt 7—tPovt *
B (exp(aLypye) — 1) 7Pyt + 1 !

Bt S,

Die Berechnung des finanziellen Teils erfolgt analog wie beim Unterabschnitt ,,6.2
Follmer-Sondermann Ansatz“. Den versicherungstechnischen Teil erhalten wir durch
Einsetzen des Resultates (8.4).

Fiir die Berechnung der Kunita-Watanabe Zerlegung wird in dhnlicher Weise
wie im Unterunterabschnitt ,,5.3.1 Erlebensversicherung - Allgemeiner Fall“ vorge-
gangen.

Ersetzen wir die finanziellen und versicherungstechnischen Terme durch X; :=

exp(aLott) Latt T—tPatt o -
(exp(aLg4t)—1) T—tpzye+1 und Y := St? SO gllt

V=X, Y

Anwendung der partiellen Integration auf den intrinsischen Wertprozess ergibt:

t t
VieVom [ Yo dXw [ X, v XY, (85)
0 0
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Fiir die Variation gilt [X, Y], = 0 fiir alle ¢ € [0, 7. Einsetzen der bereits bekannten
Resultate ergibt:

' Yexp(a (Ly = Ny-)) (Lo = Num) 7ot
V*—V:/s;dxu+/ e~ o)) Sw — M s g
! ’ 0 0 (exp<a(Ll’ - Nu*)) - 1) T—uPztu T 1

8.4 Modellannahmen
siche Unterabschnitt ,,6.3 Modellannahmen®

Im weiteren Verlauf werden die einzelnen Schritte, wie das Protected Valuati-
on Portfolio nach der Vorgehensweise von [21]| konstruiert wird, erklért.

8.5 Schritte zur Konstruktion des Protected VaPos

1. Schritt: Konstruktion des Protected VaPos siche ,,1. Schritt: Konstruk-
tion des VaPos* im Unterabschnitt ,,6.4 Schritte zur Konstruktion des VaPos*

2. Schritt: Konstruktion des Protected VaPos In diesem Schritt wird das
VaPoP™" zum Zeitpunkt ¢ € [0, T] konstruiert. Das heifit es wird bestimmt, wieviele
Finanzportfolios zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gehalten werden miissen. Fiir die versi-
cherungstechnische Variable ist dabei zu beachten, dass A) nicht 7;-messbar ist,
wobei ¢t € [0,T) gilt. Deshalb werden die Variablen durch den wahrscheinlichkeits-
distortierten versicherungstechnischen Prozess zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] gegeben

durch A" := «%T E[ph AT|T;] ausgedriickt.
Darauf folgt die Abbildung;:
X — VaPo™(X) = —3© L, T+ 3D ADe® =

T
=-39 L, 0+3DE [90—; Layir
¥t

7;} s

Fiir das VaPo”™" der ausstéindigen Verbindlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ € [0,7") mit
k<t<k+1gilt:

T
VaPol ™ (Xpy1y) = 37 E {% Laoir
t

7;} s

Das heiftt, in diesem Fall fallt nur der Pramienzahlungsstrom zum Zeitpunkt 0 weg.
Einsetzen der Berechnung (8.4) des bedingten Erwartungswertes E[pL L, 7|T]
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ergibt fiir die vorigen zwei Formeln:

exp (aLyqt) Lyt 17—tPatet )
(exp(aLlyzst) — 1) 7—yPage + 1
3(T) exp (aLy+t) Lot T—1Pure )
(exp(aLliyyt) — 1) 7-4Pure + 1

X — VaPo!™(X) = =39 L, 1+ 3@

VaPol™ (X (j41)) =

3. Schritt: Monetirer Wert des Protected VaPos In diesem Schritt wird
das VaPo}!™"(X) auf den monetiren Wert zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] abgebildet.
Es gilt die Abbildung;:

Lw ) L:I: t T—tPz+t _
VaPoP™ (X) s 0,[X] = —L, T1 + P (0 art) Ley Bl w(t, S) =
o X) (1] (exp(aLyys) — 1) poyPaye + 1 e vl 5)

exp (aLlytt) Livt 7—tPutt _
-kl (exp(aLas+t) = 1) 7—tPass + 1 B {_ ST‘At} N
exp (aLyts) Lot 17—ttt B-lg —
(exp(aloye) — 1) roepore +1 © 7
exp (aLgit) Lyyt 7—tDaott
(exp(aLlyzyt) — 1) r—tpaie + 1

=L, I+

=—L, I+ Sy
Um nun den hedgebaren und den nicht-hedgebaren Teil zu erhalten, betrachten wir

exp(aLlatt) Loyt T—tPott  Qx Dj . ..
. leser 1st genau der CIrIMOoLgEeENSProzess
Ty ———— g Vermdgensp

V, aus dem Unterabschnitt ,8.3 Follmer-Sondermann-Ansatz* (8.6). Die Kunita-
Watanabe-Zerlegung sieht in diesem Fall folgendermafien aus:

vorerst den Term

t t
Q,[X] = —L, H+/ ” qu+/ 0, dS:
0 0

mit
9 _ eXp(@ (Lx - Nu‘)) (Lm - Nu—) T—tPz+u
b (exp(a(Lx - Nu*)) - 1) T—uPz+u T 1
v, =9,

Das heifst der monetédre Wert des hedgebaren Teils hat die Form:

! exp(a (Lx - Nu*)) (Lac - N ) T—tPx+u dS*
(exp(a’(Lf - Nu_)) 1) T—uPz+u +1

und des nicht-hedgebaren Teils:
t
Xl = / SrdX,
0
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Insgesamt ergibt sich fiir den monetaren Wert des Valuation Portfolios:
Q[X] = QX + Qi[X]un (8.7)

Es muss noch gezeigt werden, ob Q,[X] > QY[X] gilt, das heift, ob A® und !
gegeben F; nicht-negativ korreliert ist.

Dazu brauchen wir das Lemma aus [21, Lemma 8.5].

Lemma 8.2. Es gilt die Annahme 3.2. Wihle den Zahlungsstrom X € L, wie
mm Unterabschnitt ,,6.4 Schritte zur Konstruktion des VaPos“ beschrieben und
nehme an, dass der wahrscheinlichkeitsdistortierte versicherungstechnische Prozess
(AE’“))tSk gegeben durch (4.2) ein (P, (T;)i<k)- Supermartingal ist. Dann gilt: A%
und ol sind gegeben F; micht-negativ korreliert, wobei t < k fiir t € [0,T] und
keJ gilt

Wegen diesem Korollar und dem Unterunterabschnitt ,,8.2.3 Fortuin-Kasteleyn-
Ginibre (FKG) Ungleichung)* ist Eigenschaft erfiillt und somit ist der risikoadjus-
tierte monetidre Wert grofser gleich als der best-estimate monetéare Wert.

Das im 2. Schritt beschriebene VaPo;(Xx1)) fiir ausstandige Verbindlichkeiten
kann zum Zeitpunkt ¢ € [0,T), wobei k < t < k + 1 gilt, auf den monetéren
Wert Q¢[X(r+1)] abgebildet werden. Dieser monetére Wert wird auch risikoad-
justierte Reserve fiir ausstindige Verbindlichkeiten genannt und als Rt(X(k+1))
angeschrieben.

Ri(Xk11)) = Qe[ Xpr1)ln + Qe[ X(rt1)]nn (8.8)

Fiir die risikoadjustierten Reserven gelten folgende Aussagen.

Das Korollar stammt aus [21, Corollary 8.3].
Korollar 8.1. Es gilt die Annahme 3.2. Wihle den Zahlungsstrom X € L, wie im

Unterabschnitt ,6. Schritte zur Konstruktion des VaPos“ beschrieben und nehme
an, dass die Preisprozesse (Ut(k)>te[o,T] nicht-negativ, P-f.s., fir alle k € J, wobei
t€[0,T), k € J gilt, sind. Dann gilt: Wenn A®) nicht-negativ korreliert mit o}
gegeben F; fir alle t < k ist, dann erhalten wir die Ungleichung:

Re(X 1) = Ry (Xer1)) (8.9)
Die Definition ist aus [21, Remarks 8.4| entnommen.

Definition 8.2. FEs gelten die im Lemma 8.2. getroffenen Annahmen. Die Differenz
der beiden Reserven ist der ,MVM* (Marktwertmarge) gegeben durch:

MVM,(X 1)) = Re(Xprn)) = RY (Xgsny) = 0 (8.10)
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Wegen dem Lemma 8.2. und dem Unterunterabschnitt ,,8.2.3 Fortuin-Kasteleyn-
Ginibre (FKG) Ungleichung)“ sind die Annahmen erfiillt und somit ist die risiko-
adjustierte Reserve grofser gleich als der best-estimate Reserve.
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Anhang 1 - Bemerkungen zur Zitierweise

Wegen den folgenden Griinden werden die zitierten Definitionen, Sétze, Lemmas,
Korollare, Aussagen,... oft adaptiert formuliert:

e In dieser Arbeit werden oft Definitionen, Sitze, Lemmas, Korollare, Aussa-
gen,... aus englischer Literatur zitiert, die in deutscher Verfassung bestmdoglich
wiedergegeben werden.

e Die Bewertung der versicherungstechnischen Verbindlichkeiten erfolgt in
dieser Arbeit in stetiger Zeit (siehe: 2.1.2 Bewertung und Hedging) und in
der Literatur [21] in diskreter Zeit. Daher werden zwar die Definitionen,
Sétze, Lemmas, Korollare, Aussagen,... aus der Literatur [21] zitiert, jedoch
adaptiert formuliert.

e Aus Konsistenzgriinden werden die Definitionen usw. den gegebenen Umstan-
den angepasst.

Anhang 2- Betriebsmittel

Die Berechnungen und Graphiken des Abschnittes ,,7 Numerisches Beispiel fiir das
Valuation Portfolio® wurden mit der Software R durchgefiihrt.

Anhang 3 - Osterreichische Sterbetafel unisex 2012

Osterreichische Sterbetafel Mann und Frau 2012: siehe nachste Seite
Osterreichische Sterbetafel unisex 2012: siehe iibernéichste Seite

Quelle: STATISTIK AUSTRIA. Erstellt am: 10.12.2013.
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Sterbetafel 2012

Ménner Frauen
Sterbe- Sterbe-
Genaues Alter wahr- Ge- Stationére Bevdlkerung Fernere wahr- Ge- Stationare Bevolkerung Fernere
(am x-ten schein- Uber- storbene im Lebens- schein- Uber- storbene im Lebens-
Geburtstag) in | Jichkeitim | lebende im Alters- erwartung im| lichkeit im | lebende im Alters- erwartung im
Jahren Alters- Alter x intervall im Alters- Alter x in Alters- Alter x intervall im Alters- Alter x in
. N : . ab dem . N : . ab dem
intervall x bis x+1 [intervall x bis| Alter x Jahren intervall x bis x+1 [intervall x bis| Alter x Jahren
X bis x+1 x+1 X bis x+1 x+1
X x Ix dx Ly Tx e M Ix dy L Tx €«
0 0,00316 100.000 316 99.721  7.825.688 78,26 0,00323 100.000 323 99.705  8.328.770 83,29
1 0,00029 99.684 29 99.669  7.725.967 77,50 0,00018 99.677 18 99.668  8.229.066 82,56
2 0,00010 99.655 10 99.650  7.626.297 76,53 0,00013 99.660 13 99.653  8.129.397 81,57
3 0,00012 99.645 12 99.639  7.526.647 75,53 0,00008 99.647 8 99.643  8.029.744 80,58
4 0,00015 99.633 15 99.625  7.427.008 74,54 0,00010 99.639 10 99.634  7.930.102 79,59
5 0,00007 99.618 7 99.614  7.327.383 73,55 0,00005 99.628 5 99.626  7.830.468 78,60
6 0,00010 99.611 10 99.606  7.227.768 72,56 0,00010 99.623 10 99.618  7.730.842 77,60
7 0,00007 99.601 7 99.598  7.128.162 71,57 0,00003 99.613 3 99.612 7.631.224 76,61
8 0,00005 99.594 5 99.592  7.028.565 70,57 0,00010 99.611 10 99.606  7.531.612 75,61
9 0,00014 99.589 14 99.582  6.928.973 69,58 0,00013 99.601 12 99.594  7.432.006 74,62
10 0,00007 99.575 7 99.571  6.829.391 68,59 0,00005 99.588 5 99.586  7.332.412 73,63
1" 0,00009 99.568 9 99.563  6.729.820 67,59 0,00010 99.583 10 99.578  7.232.826 72,63
12 0,00019 99.558 19 99.549  6.630.257 66,60 0,00017 99.573 17 99.565 7.133.248 71,64
13 0,00007 99.540 7 99.536  6.530.708 65,61 0,00010 99.556 10 99.551  7.033.683 70,65
14 0,00027 99.533 26 99.520  6.431.171 64,61 0,00009 99.547 9 99.542  6.934.132 69,66
15 0,00027 99.507 27 99.493  6.331.652 63,63 0,00013 99.537 13 99.531  6.834.590 68,66
16 0,00029 99.479 29 99.465 6.232.159 62,65 0,00015 99.524 15 99.517  6.735.059 67,67
17 0,00029 99.450 28 99.436  6.132.694 61,67 0,00028 99.509 28 99.495 6.635.543 66,68
18 0,00070 99.422 70 99.387  6.033.258 60,68 0,00014 99.481 14 99.474  6.536.048 65,70
19 0,00062 99.352 62 99.321  5.933.871 59,73 0,00022 99.467 22 99.456  6.436.574 64,71
20 0,00046 99.290 46 99.267  5.834.550 58,76 0,00023 99.445 23 99.433  6.337.118 63,73
21 0,00076 99.244 75 99.207  5.735.282 57,79 0,00015 99.421 15 99.414  6.237.685 62,74
22 0,00060 99.169 59 99.140  5.636.076 56,83 0,00027 99.406 27 99.393  6.138.271 61,75
23 0,00070 99.110 69 99.075  5.536.936 55,87 0,00015 99.380 15 99.372  6.038.878 60,77
24 0,00055 99.041 55 99.013  5.437.861 54,91 0,00013 99.365 13 99.358  5.939.506 59,77
25 0,00080 98.986 79 98.947  5.338.847 53,94 0,00019 99.352 19 99.342  5.840.148 58,78
26 0,00093 98.907 92 98.861  5.239.900 52,98 0,00022 99.333 22 99.322  5.740.806 57,79
27 0,00075 98.815 74 98.778  5.141.039 52,03 0,00024 99.311 23 99.299  5.641.484 56,81
28 0,00052 98.741 51 98.715  5.042.261 51,07 0,00029 99.287 29 99.273  5.542.185 55,82
29 0,00093 98.690 92 98.644  4.943.546 50,09 0,00026 99.259 26 99.246 5442912 54,84
30 0,00071 98.598 70 98.563  4.844.902 49,14 0,00028 99.233 28 99.219  5.343.666 53,85
31 0,00066 98.528 65 98.495 4.746.339 48,17 0,00040 99.205 40 99.185  5.244.448 52,86
32 0,00056 98.462 56 98.435  4.647.844 47,20 0,00035 99.165 35 99.147  5.145.263 51,89
33 0,00069 98.407 68 98.373  4.549.410 46,23 0,00017 99.130 17 99.121  5.046.115 50,90
34 0,00076 98.339 75 98.301  4.451.037 45,26 0,00038 99.113 38 99.094  4.946.994 49,91
35 0,00092 98.264 920 98.219  4.352.736 44,30 0,00042 99.075 41 99.054  4.847.900 48,93
36 0,00113 98.174 111 98.118  4.254.517 43,34 0,00041 99.033 40 99.013  4.748.846 47,95
37 0,00083 98.062 81 98.022  4.156.399 42,39 0,00044 98.993 44 98.971  4.649.832 46,97
38 0,00102 97.981 100 97.931  4.058.378 41,42 0,00047 98.949 47 98.926  4.550.861 45,99
39 0,00104 97.882 102 97.831  3.960.446 40,46 0,00057 98.903 57 98.874  4.451.935 45,01
40 0,00120 97.780 17 97.721  3.862.615 39,50 0,00063 98.846 62 98.815  4.353.061 44,04
41 0,00131 97.663 128 97.599  3.764.894 38,55 0,00056 98.784 56 98.756  4.254.246 43,07
42 0,00155 97.535 151 97.459  3.667.295 37,60 0,00069 98.728 68 98.694  4.155.490 42,09
43 0,00162 97.383 157 97.305  3.569.836 36,66 0,00097 98.660 95 98.612  4.056.796 41,12
44 0,00165 97.226 160 97.146  3.472.532 35,72 0,00095 98.565 94 98.517  3.958.184 40,16
45 0,00206 97.066 200 96.966  3.375.386 34,77 0,00125 98.470 123 98.409  3.859.666 39,20
46 0,00227 96.866 219 96.756  3.278.420 33,84 0,00099 98.348 97 98.299  3.761.257 38,24
47 0,00257 96.647 249 96.522  3.181.663 32,92 0,00133 98.251 131 98.185  3.662.958 37,28
48 0,00256 96.398 247 96.275  3.085.141 32,00 0,00150 98.120 147 98.046  3.564.772 36,33
49 0,00310 96.151 298 96.002  2.988.866 31,09 0,00210 97.973 206 97.870  3.466.726 35,38
50 0,00387 95.853 371 95.668  2.892.864 30,18 0,00196 97.767 191 97.671  3.368.856 34,46
51 0,00389 95.483 371 95.297  2.797.196 29,30 0,00208 97.575 203 97.474  3.271.185 33,52
52 0,00377 95.111 359 94932 2.701.899 28,41 0,00212 97.373 206 97.270  3.173.711 32,59
53 0,00511 94.753 484 94511  2.606.966 27,51 0,00298 97.166 289 97.022  3.076.442 31,66
54 0,00554 94.268 522 94.007  2.512.456 26,65 0,00277 96.877 269 96.743  2.979.420 30,75
55 0,00558 93.747 523 93.485 2.418.448 25,80 0,00309 96.608 299 96.459  2.882.677 29,84
56 0,00640 93.224 597 92,925 2.324.963 24,94 0,00320 96.310 308 96.156  2.786.219 28,93
57 0,00685 92.627 635 92310  2.232.038 24,10 0,00385 96.002 370 95.817  2.690.063 28,02
58 0,00776 91.992 713 91636 2.139.728 23,26 0,00342 95.632 327 95.468  2.594.246 27,13
59 0,00940 91.279 858 90.850  2.048.092 22,44 0,00438 95.304 417 95.096  2.498.778 26,22
60 0,00953 90.421 862 89.990  1.957.242 21,65 0,00520 94.887 494 94.640  2.403.682 25,33
61 0,01199 89.559 1.074 89.022  1.867.252 20,85 0,00565 94.394 534 94.127  2.309.042 24,46
62 0,01198 88.485 1.060 87.955 1.778.230 20,10 0,00598 93.860 562 93579 2214915 23,60
63 0,01286 87.425 1.124 86.863  1.690.275 19,33 0,00595 93.298 555 93.021  2.121.336 22,74
64 0,01455 86.301 1.255 85.673  1.603.412 18,58 0,00692 92.743 642 92422 2.028.315 21,87
65 0,01504 85.045 1.279 84.406 1.517.739 17,85 0,00800 92.101 737 91.733  1.935.893 21,02
66 0,01731 83.766 1.450 83.041 1.433.333 17,11 0,00843 91.364 770 90.979  1.844.160 20,18
67 0,01738 82.316 1.431 81.601 1.350.292 16,40 0,00951 90.594 861 90.163  1.753.181 19,35
68 0,01926 80.885 1.558 80.106  1.268.692 15,69 0,00970 89.733 871 89.297  1.663.018 18,53
69 0,02011 79.327 1.595 78.530  1.188.585 14,98 0,01053 88.862 935 88.394  1.573.720 17,71
70 0,02216 77.732 1.723 76.871 1.110.055 14,28 0,01124 87.927 988 87.433  1.485.326 16,89
7 0,02441 76.009 1.855 75.082  1.033.185 13,59 0,01323 86.939 1.151 86.364  1.397.893 16,08
72 0,02495 74.154 1.850 73.229 958.103 12,92 0,01397 85.788 1.199 85.189  1.311.530 15,29
73 0,02816 72.304 2.036 71.286 884.874 12,24 0,01534 84.590 1.297 83.941 1.226.341 14,50
74 0,03264 70.268 2.293 69.121 813.588 11,58 0,01676 83.292 1.396 82.594  1.142.400 13,72
75 0,03390 67.975 2.304 66.822 744.466 10,95 0,01772 81.896 1.451 81.170  1.059.806 12,94
76 0,03648 65.670 2.396 64.472 677.644 10,32 0,02211 80.445 1.778 79.556 978.635 12,17
7 0,04188 63.274 2.650 61.949 613.172 9,69 0,02361 78.667 1.858 77.738 899.079 11,43
78 0,04532 60.624 2.747 59.250 551.222 9,09 0,02864 76.809 2.199 75.709 821.341 10,69
79 0,05321 57.877 3.080 56.337 491.972 8,50 0,03298 74.610 2.461 73.379 745.632 9,99
80 0,05932 54.797 3.250 53.172 435.635 7,95 0,03656 72.149 2.637 70.830 672.253 9,32
81 0,06316 51.547 3.256 49.919 382.464 7,42 0,04487 69.511 3.119 67.952 601.423 8,65
82 0,07281 48.291 3.516 46.533 332.545 6,89 0,05082 66.393 3.374 64.705 533.471 8,04
83 0,08462 44.774 3.789 42.880 286.012 6,39 0,05768 63.018 3.635 61.201 468.766 7,44
84 0,09186 40.986 3.765 39.103 243.132 5,93 0,06928 59.383 4.114 57.326 407.565 6,86
85 0,10752 37.221 4.002 35.220 204.029 5,48 0,08043 55.269 4.445 53.047 350.239 6,34
86 0,11493 33.219 3.818 31.310 168.809 5,08 0,08822 50.824 4.484 48.582 297.192 5,85
87 0,13404 29.401 3.941 27.430 137.500 4,68 0,10546 46.340 4.887 43.897 248.610 5,36
88 0,14691 25.460 3.740 23.590 110.069 4,32 0,11948 41.453 4.953 38.977 204.714 4,94
89 0,15459 21.720 3.358 20.041 86.479 3,98 0,13370 36.500 4.880 34.060 165.737 4,54
90 0,19135 18.362 3.514 16.605 66.438 3,62 0,15409 31.620 4.872 29.184 131.677 4,16
91 0,20386 14.849 3.027 13.335 49.833 3,36 0,17095 26.748 4.573 24.462 102.493 3,83
92 0,22951 11.822 2713 10.465 36.498 3,09 0,19767 22.175 4.383 19.984 78.031 3,52
93 0,24963 9.108 2.274 7.972 26.033 2,86 0,20588 17.792 3.663 15.960 58.048 3,26
94 0,26687 6.835 1.824 5.923 18.061 2,64 0,24834 14.129 3.509 12.375 42.087 2,98
95 0,28524 5.011 1.429 4.296 12.139 2,42 0,25745 10.620 2734 9.253 29.713 2,80
96 0,34276 3.582 1.228 2.968 7.843 2,19 0,28325 7.886 2.234 6.769 20.460 2,59
97 0,35738 2.354 841 1.933 4.875 2,07 0,31159 5.652 1.761 4.772 13.690 2,42
98 0,37974 1.513 574 1.225 2.942 1,94 0,33196 3.891 1.292 3.245 8.919 2,29
99 0,42937 938 403 1.716 1.716 1,83 0,37276 2.599 969 5.674 5.674 2,18

Q: STATISTIK AUSTRIA. Erstellt am: 10.12.2013.




Manner und Frauen (Unisex-Tafel)

Sterbe-

wahr- Ge- Stationare Bevélkerung Fernere Genaues Alter

schein- Uber- storbene im Lebens- (am x-ten

lichkeitim | lebende im Alters- erwartung im| Geburtstag) in

Alters- Alter x intervall im Alters- ab dem Alter x in Jahren

intervall x bis x+1 |intervall x bis| Alter x Jahren

x bis x+1 x+1
U Ik d Ly Tx ex X
0,00319 100.000 319 99.713  8.084.206 80,84 0
0,00024 99.681 24 99.669  7.984.492 80,10 1
0,00011 99.657 1" 99.652  7.884.823 79,12 2
0,00010 99.646 10 99.641  7.785.172 78,13 3
0,00013 99.636 13 99.629  7.685.531 77,14 4
0,00006 99.623 6 99.620  7.585.901 76,15 5
0,00010 99.617 10 99.612  7.486.281 75,15 6
0,00005 99.607 5 99.605  7.386.669 74,16 7
0,00007 99.602 7 99.598  7.287.065 73,16 8
0,00013 99.595 13 99.588  7.187.466 72,17 9
0,00006 99.581 6 99.578  7.087.878 71,18 10
0,00010 99.575 10 99.570  6.988.300 70,18 "
0,00018 99.566 18 99.557  6.888.729 69,19 12
0,00008 99.548 8 99.544  6.789.173 68,20 13
0,00018 99.540 18 99.531  6.689.629 67,21 14
0,00020 99.522 20 99.511  6.590.098 66,22 15
0,00022 99.501 22 99.490  6.490.587 65,23 16
0,00028 99.479 28 99.465  6.391.097 64,25 17
0,00043 99.451 43 99.429  6.291.632 63,26 18
0,00043 99.408 43 99.387  6.192.203 62,29 19
0,00035 99.365 35 99.348  6.092.816 61,32 20
0,00046 99.330 46 99.307  5.993.469 60,34 21
0,00043 99.285 43 99.263  5.894.161 59,37 22
0,00043 99.242 43 99.220  5.794.898 58,39 23
0,00034 99.199 34 99.182  5.695.678 57,42 24
0,00049 99.165 49 99.141  5.596.496 56,44 25
0,00058 99.116 58 99.087  5.497.355 55,46 26
0,00050 99.059 49 99.034  5.398.268 54,50 27
0,00040 99.009 40 98.989  5.299.234 53,52 28
0,00060 98.970 59 98.940  5.200.244 52,54 29
0,00049 98.910 49 98.886  5.101.305 51,58 30
0,00053 98.861 53 98.835 5.002.419 50,60 31
0,00046 98.809 45 98.786  4.903.584 49,63 32
0,00043 98.763 43 98.742  4.804.798 48,65 33
0,00057 98.720 57 98.692  4.706.056 47,67 34
0,00067 98.664 66 98.631  4.607.364 46,70 35
0,00077 98.598 76 98.560  4.508.733 45,73 36
0,00063 98.522 62 98.491  4.410.173 44,76 37
0,00074 98.460 73 98.423  4.311.682 43,79 38
0,00080 98.387 79 98.347  4.213.259 42,82 39
0,00091 98.308 89 98.263 4.114.912 41,86 40
0,00094 98.218 92 98.172  4.016.649 40,90 41
0,00112 98.126 110 98.071  3.918.477 39,93 42
0,00129 98.016 127 97.953  3.820.406 38,98 43
0,00130 97.889 128 97.826  3.722.453 38,03 44
0,00165 97.762 162 97.681  3.624.628 37,08 45
0,00163 97.600 159 97.520  3.526.947 36,14 46
0,00196 97.441 191 97.345  3.429.426 35,20 47
0,00203 97.250 198 97.151  3.332.081 34,26 48
0,00260 97.052 253 96.926  3.234.930 33,33 49
0,00292 96.799 283 96.658  3.138.004 32,42 50
0,00299 96.517 288 96.372  3.041.346 31,51 51
0,00295 96.228 283 96.087  2.944.974 30,60 52
0,00404 95.945 388 95751  2.848.888 29,69 53
0,00415 95.557 396 95359  2.753.137 28,81 54
0,00432 95.160 411 94.955  2.657.778 27,93 55
0,00477 94.750 452 94.524  2.562.823 27,05 56
0,00532 94.298 502 94.047  2.468.299 26,18 57
0,00554 93.796 520 93.536  2.374.253 25,31 58
0,00683 93.276 637 92958  2.280.717 24,45 59
0,00730 92.639 676 92.301  2.187.759 23,62 60
0,00873 91.963 803 91.562  2.095.458 22,79 61
0,00889 91.160 810 90.755  2.003.896 21,98 62
0,00927 90.350 838 89.932 1.913.141 2117 63
0,01057 89.513 946 89.040  1.823.209 20,37 64
0,01138 88.567 1.008 88.063  1.734.169 19,58 65
0,01265 87.559 1.108 87.005  1.646.107 18,80 66
0,01319 86.451 1.140 85.881 1.559.102 18,03 67
0,01417 85.311 1.209 84.707  1.473.221 17,27 68
0,01500 84.102 1.261 83.472  1.388.514 16,51 69
0,01633 82.841 1.352 82.165  1.305.043 15,75 70
0,01840 81.489 1.499 80.739  1.222.878 15,01 7
0,01902 79.990 1.521 79.229  1.142.139 14,28 72
0,02119 78.468 1.663 77.637 1.062.910 13,55 73
0,02390 76.805 1.836 75.887 985.273 12,83 74
0,02495 74.969 1.870 74.034 909.385 12,13 75
0,02836 73.099 2.073 72.062 835.351 11,43 76
0,03138 71.026 2228 69.912 763.289 10,75 7
0,03562 68.797 2.451 67.572 693.377 10,08 78
0,04133 66.347 2742 64.975 625.805 9,43 79
0,04582 63.604 2914 62.147 560.830 8,82 80
0,05211 60.690 3.163 59.109 498.683 8,22 81
0,05935 57.527 3.415 55.820 439.574 7,64 82
0,06781 54.113 3.669 52.278 383.754 7,09 83
0,07745 50.443 3.907 48.490 331.476 6,57 84
0,08968 46.537 4173 44.450 282.986 6,08 85
0,09645 42.363 4.086 40.320 238.536 5,63 86
0,11363 38.277 4.350 36.103 198.216 5,18 87
0,12669 33.928 4.298 31.779 162.113 4,78 88
0,13901 29.630 4119 27.570 130.334 4,40 89
0,16327 25511 4.165 23.428 102.764 4,03 90
0,17894 21.346 3.820 19.436 79.336 3,72 91
0,20501 17.526 3.593 15.729 59.900 3,42 92
0,21592 13.933 3.008 12.429 44171 3,17 93
0,25245 10.925 2758 9.546 31.742 2,91 94
0,26325 8.167 2.150 7.092 22.196 2,72 95
0,29500 6.017 1.775 5.129 15.105 2,51 96
0,32014 4.242 1.358 3.563 9.976 2,35 97
0,34088 2.884 983 2.392 6.413 2,22 98
0,38237 1.901 727 4.021 4.021 2,12 99



Anhang 4 - Zahlprozess des Todes

Die Stoppzeiten beziehen sich auf den Stichtag 31.Dezember.
Das heiftt: 7, = 31.Dezember 20: fiir ¢ = 04, ..., 13.
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