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Kurzfassung  

 

 

 

Auf makroskopischer Ebene werden Supraflüssigkeiten üblicherweise durch ein Zwei-

Flüssigkeiten-Modell beschrieben. Im Rahmen dieser Dissertation werden die grundlegenden 

Eigenschaften eines solchen Modells aus einer relativistischen skalaren Quantenfeldtheorie 

abgeleitet. In einem ersten Schritt werden Berechnungen bei schwacher Kopplung und kleinen 

Temperaturen durchgeführt. In dieser Approximation ist es möglich, analytische Ausdrücke der 

nicht dissipativen hydrodynamischen Größen aus der Feldtheorie zu erhalten. Darauf 

aufbauend wird ein Zwei-Teilchen-irreduzibler Formalismus verwendet, um die Resultate auf 

alle Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur auszuweiten. Auch ein System zweier 

gekoppelter Supraflüssigkeiten wird analysiert.  

 

Als Anwendungsbeispiel werden die Geschwindigkeiten von erstem und zweiten Schall in einer 

Supraflüssigkeit berechnet. Die Resultate dieser Berechnung zeigen, dass sich der erste (zweite) 

Schall von einer Dichte- (Temperatur-)Welle bei kleinen Temperaturen zu einer Temperatur- 

(Dichte-)Welle bei hohen Temperaturen entwickelt. Dieser Rollentausch wird im 

ultrarelativistischen und nichtrelativistischen Grenzfall untersucht.  

 

Die Resultate dieser Dissertation gelten für eine Vielzahl an Systemen, welche mikroskopisch 

durch eine skalare Quantenfeldtheorie beschrieben werden können. Im Speziellen wird 

Supraflüssigkeit in dichter Quark- und Kernmaterie in kompakten Sternen diskutiert.  

  

 

 

 

 

 

 



 

 

 



Abstract 

 

 

 

The hydrodynamic description of a superfluid is usually based on a two-fluid picture. In this 

thesis, basic properties of such a relativistic two-fluid system are derived from the underlying 

microscopic physics of a complex scalar quantum field theory. To obtain analytic results of all 

non-dissipative hydrodynamic quantities in terms of field theoretic variables, calculations are 

first carried out in a low-temperature and weak-coupling approximation. In a second step, the 

2-particle-irreducible formalism is applied: This formalism allows for a numerical evaluation of 

the hydrodynamic parameters for all temperatures below the critical temperature. In addition, 

a system of two coupled superfluids is studied.  

 

As an application, the velocities of first and second sound in the presence of a superflow are 

calculated. The results show that first (second) sound evolves from a density (temperature) 

wave at low temperatures to a temperature (density) wave at high temperatures. This role 

reversal is investigated for ultra-relativistic and near-nonrelativistic systems for zero and 

nonzero superflow. 

 

The studies carried out in this thesis are of a very general nature as one does not have to specify 

the system for which the microscopic field theory is an effective description. As a particular 

example, superfluidity in dense quark and nuclear matter in compact stars are discussed. 
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✶

Pr❡❢❛❝❡

❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❈r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r

✶✼ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✷✵✵ ♥❑ ❢♦r ❝♦❧❞ ❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s t♦ ✉♣ t♦ 1010 ❑ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞

q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✮✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❡

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❡①✐st ✐♥ ❞❡♥s❡ ♥✉❝❧❡❛r ♦r q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡

✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r✐t②✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❛s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❛s

✐t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❈♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s

♦r ❛str♦♣❤②s✐❝s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ❞❡✈♦t❡ ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r✐❝❤ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❤②s✐❝s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞

t❤❡♦r② t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♦❜✈✐♦✉s

t❤❛t t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s

♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✏❣❛♣✑ ✐♥ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②

❤❛s ❧❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✭❛ ✏♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧✑ ❛♥❞ ❛ ✏♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝✑ ♦♥❡✮✱

❡❛❝❤ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ✐ts ♦✇♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢

❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ■ ❤♦♣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ s❤❛❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❡

t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣✉r❡❧② ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦

r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦❧❞ ❛t♦♠s✳ ■♥ t❤❡

t❤✐r❞ ♣❛rt ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ st✉❞② t❤❡ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ■♥

♣❛rt ■❱✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜✉t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳



✷

▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠② t❤❡s✐s ❛❞✈✐s♦r ❆♥❞r❡❛s ❙❝❤♠✐tt✶ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ▼❛r❦ ❆❧❢♦r❞ ✷ ❛♥❞ ❑✉♠❛r ▼❛❧❧❛✈❛r❛♣✉ ✸ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❙t✳ ▲♦✉✐s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✽ ❛♥❞ ✶✵✱✶✶ ❛♥❞ ✶✷✲✶✺ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛rt✐❝❧❡s

❼ ▼✳ ●✳ ❆❧❢♦r❞✱ ❙✳ ❑✳ ▼❛❧❧❛✈❛r❛♣✉✱ ❆✳ ❙❝❤♠✐tt✱ ❙✳ ❙t❡t✐♥❛✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✽✼✱ ✵✻✺✵✵✶ ✭✷✵✶✸✮

❼ ▼✳ ●✳ ❆❧❢♦r❞✱ ❙✳ ❑✳ ▼❛❧❧❛✈❛r❛♣✉✱ ❆✳ ❙❝❤♠✐tt✱ ❙✳ ❙t❡t✐♥❛✱ P❤②s✳❘❡✈✳ ❉✽✾✱ ✵✽✺✵✵✺ ✭✷✵✶✹✮

✶❯♥✐✈✳❆ss✳ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛s ❙❝❤♠✐tt✱ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❱✐❡♥♥❛
❛♥❞r❡❛s✳s❝❤♠✐tt❅t✉✇✐❡♥✳❛❝✳❛t

✷Pr♦❢✳ ▼❛r❦ ●✳ ❆❧❢♦r❞✱ P❤②s✐❝s ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ❛❧❢♦r❞❅✇✉♣❤②s✳✇✉st❧✳❡❞✉

✸❙✳ ❑✉♠❛r ▼❛❧❧❛✈❛r❛♣✉✱ P❤②s✐❝s ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ❦✉♠❛r✳s❅❣♦✳✇✉st❧✳❡❞✉



✸

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ♠② t❤❡s✐s ❛❞✈✐s♦r ❆♥❞r❡❛s

❙❝❤♠✐tt✳ ❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ t♦ ✈❛❧✉❡ ❤✐♠ ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❛❝❤❡r✱

❜✉t ❛❧s♦ ❛s ❛ ❣r❡❛t ♠❡♥t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✉♥❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts

✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦❣❡t❤❡r✱ ❤✐s ❝♦✉♥s❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛✛❛✐rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡

t❛❧❦s ♦r ✇r✐t✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ♠❡✳ ■ ✜♥❞ ✐t ❤❛r❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡

t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠② P❤❉ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥② ❜❡tt❡r✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❆♥t♦♥ ❘❡❜❤❛♥ ❢♦r ♠❛♥② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r ❢♦r ❣r❛♥t✐♥❣ ♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt✳

■ t❤❛♥❦ ▼❛r❦ ❆❧❢♦r❞✱ ❑❛r❧ ▲❛♥❞st❡✐♥❡r ❛♥❞ ❊❞✉❛r❞♦ ❋r❛❣❛ ❢♦r ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧② ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❆✉str✐❛♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋✉♥❞ ❋❲❋ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ■ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞

♦✈❡r t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✳
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❈♦♥t❡♥ts

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽

✶ ❊❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ✽

✷ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✶✸

✸ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✶✻

✹ ❈♦♠♣❛❝t st❛rs ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✶✽

✹✳✶ ❈♦❧❞ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✹✳✶✳✶ ❍✐❣❤❡st ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❈♦❧♦r ✢❛✈♦r ❧♦❝❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✹✳✶✳✷ ❍✐❣❤✱ ❜✉t ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✹✳✷ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✸✽

✺ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✸✽

✺✳✶ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✺✳✷ ❆ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✸ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✹ ❋r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡r♠♦✲ ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✻ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✲ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞❄ ✺✶

✻✳✶ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✻✳✷ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✺✼

✽ ❩❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ❙✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✻✵

✽✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✽✳✷ ❩❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✿ ▲❛♥❞❛✉❵s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✽✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✽✳✷✳✷ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
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✾ ❚❤❡ ✶P■ ❛♥❞ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✻✼

✾✳✶ ❋✉❧❧✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✾✳✷ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✾✳✸ ❚✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✶✵ ❚✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✼✼

✶✵✳✶ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✶✵✳✷ ❙tr❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✶✵✳✸ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✶✵✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✶✵✳✹ ❊①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✶✵✳✹✳✶ ❊♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
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✶✶ ❚❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛r❜✐tr❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✾✹
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✶✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

■■■ ❙♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✶✶✸

✶✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✶✹

✶✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✶✸ ❚❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✶✽

✶✹ ❙♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✶✷✶

✶✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✾
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■❱ ❆ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✶✸✶

✶✻ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✶✸✶

✶✼ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✸

✶✼✳✶ ❋r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✶✽ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶✸✻

✶✽✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✶✽✳✷ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✶✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❱ ❖✉t❧♦♦❦ ✶✹✺

❱■ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✹✾

❆ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✶✹✾

❇ P❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s ✶✺✵

❇✳✶ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

❇✳✷ ❚❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❈ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✶✺✼

❉ ❙♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✶✺✾

❊ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷P■ ✶✻✶

❊✳✶ ❯♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ✭s♣✉r✐♦✉s✮ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❊✳✷ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

❊✳✸ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

❊✳✹ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

❋ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✶✼✷

❋✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

❋✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

❋✳✸ ❙♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
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● ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✶✼✾

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✽✹



✽

P❛rt ■

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤❡❧✐✉♠✳

❍❡❧✐✉♠ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ r❛t❤❡r ♣❡❝✉❧✐❛r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ✲ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡

③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❛s

❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤♦✉t ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ s♦♠❡

♦❢ t❤❡ s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t

❡①❝❧✉s✐✈❡ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠ ❜✉t ❛r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t✇♦✲✢✉✐❞

❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❆ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s

✇✐❞❡❧② ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦❞❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs

✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❡①✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②

❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✳ ❚❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ✇✐❧❧ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ■t s❤❛❧❧ ❜❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ❡①♣❧✐❝✐t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳

✶ ❊❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ②❡❛r ✶✾✷✼ ✇❤❡♥ ❑❡❡s♦♠✱ ❲♦❧❢❦❡ ❛♥❞

❈❧✉s✐✉s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ 4❍❡ ✹✿ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s ❛ s❤❛r♣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✷✳✶✼ ❑ ❬✸✱ ✹❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ t❤✐s

♣♦✐♥t ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ✏❧❛♠❜❞❛ ♣♦✐♥t✑ ❛♥❞ ♠❛r❦s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐q✉✐❞ st❛t❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

❤❡❧✐✉♠ ■ ✭❛❜♦✈❡ Tλ✮ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ■■ ✭❜❡❧♦✇ Tλ✮✳ ❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❍❡ ■■ ♣❤❛s❡✱

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤❡❛t✲✢♦✇ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ■■ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠❡❞ t♦

✹❚❤✐s ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ✐s♦t♦♣❡ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱
♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ✶s ♦r❜✐t❛❧✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣♦ss❡ss❡s ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤
♣❛✐r ❛❞❞s ✉♣ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② st❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ t❤❡ ❤❡❛t✲✢♦✇ ♦❢ ❍❡ ■■ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❣r❛❞✐❡♥ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇s ❛ s❤❛r♣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r♦✉♥❞ ✷ ❑❡❧✈✐♥
❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❍❡ ■ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳ ❘✐❣❤t
P❛♥❡❧✿ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳

s❤♦✇ ❛ r❛t❤❡r ✉♥✉s✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❘♦❧❧✐♥ ✐♥ ❖①❢♦r❞ r❡❛❧✐③❡❞ ❬✼❪ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❍❡❧✐✉♠ ■■ ✐s

✉♣ t♦ ✺ t✐♠❡s ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s ✐♥ ❍❡❧✐✉♠ ■ ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ s❤❛r♣ ♣❡❛❦ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷ ❑ ✭❛

t②♣✐❝❛❧ ♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✶✳✶✮✳

■t ✇❛s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

❞✉❡ t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❧❛✇ ∂t~q = −Λ~∇T ✭✐✳❡✳ ❛

❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛t✲✢♦✇ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤❡r❡ Λ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✮

✇❛s ♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❇r❡✇❡r ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞s

♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ ❬✻❪✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦

❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ s✉❞❞❡♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✭s❡❡ r✐❣❤t

♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❚❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❧❛✇ ❜❡❝♦♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡

✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❛ ❞❡❡♣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✿ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇✱ ❛ ❤❡❛t ✢✉① ✐♥❞✉❝❡s ❛

❝♦✉♥t❡r✲✢♦✇ ♦❢ ♠❛ss ✢✉① ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❚❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r✐s❡s ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡
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s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇✳

❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✢♦✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② t✇♦ s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❡ s♦

❝❛❧❧❡❞ ✏t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✑ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡✱ t❤❡ ✏❢♦✉♥t❛✐♥ ❡✛❡❝t✑ ❬✽❪✿ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ t✇♦ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ✇❡r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❧✐✉♠ ■■ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② t❤✐♥ ❝❛♣✐❧❧❛r② ✲ ❛

s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏s✉♣❡r❧❡❛❦✑ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤✐♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❧♦❝❦ ❛♥② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢

❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡s t❤❡ ❢♦✉♥t❛✐♥ ❡✛❡❝t

t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾❪

✐♥ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❆ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✢♦✇ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ t♦✇❛r❞s ❝♦♥t❛✐♥❡r ❇✳ ❙✉r✲

♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥❡rs✿

✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❆✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❇✳ ❚❤✐s s❤♦✇s

t❤❛t ♠❛ss ✢♦✇ ❛♥❞ ❤❡❛t ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❥✉st ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❜✉t ❡✈❡♥

♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥t❛✐♥ ❡✛❡❝t ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱

✇❤❡♥ ❛ ✢❛s❦ ✭♦♣❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✮ ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥ ♥❡❝❦ ✇❛s ❧♦✇❡r❡❞ ✐♥t♦

❛ ❜❛t❤ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ■■✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢❛s❦ ✐s ✜❧❧❡❞

✇✐t❤ ❛ ✜♥❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✇❞❡r ✲ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣

❛♥② ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ❢r♦♠ ❡s❝❛♣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡

❤❡❧✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✢❛s❦ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✉♣✱ ❛ ❢♦✉♥t❛✐♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ s♣r❛②s

♦✉t ❛t t❤❡ t♦♣✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣♦ ♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡

❤❡❛t s✉♣♣❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ❤❡❧✐✉♠ ■■ ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✶✾✸✽ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

❜② t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ❑❛♣✐t③❛ ❬✶✵❪ ✐♥ ▼♦s❝♦✇ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ▼✐s❡♥❡r ❬✶✶❪

✐♥ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ t❤✐♥

❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ✐♥❝❧✉❞❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡

st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✿ ❑❛♣✐t③❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✵❪

t❤❛t ✏❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬✳✳✳❪ ❤❡❧✐✉♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ λ ♣♦✐♥t

❡♥t❡rs ❛ s♣❡❝✐❛❧ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞✑✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡

✜rst t✐♠❡ t❤❡ t❡r♠ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❑❛♣✐t③❛ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ✶✾✼✽✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞

▼✐s❡♥❡r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝❧❛✐♠❡❞ ❬✶✶❪ t❤❛t ✏t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇❬✳✳✳❪ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❧❛♠✲

✐♥❛r ♦r ❡✈❡♥ ❛s ♦r❞✐♥❛r② t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✑✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t ❤❡❧✐✉♠ ■■ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡♥t✐r❡❧②

♥❡✇ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t t✐♠❡ t❤❛t ❧✐q✲

✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❛♥ ✏♦r❞✐♥❛r②✑ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ❞❡s❝r✐❜❛❜❧❡ ❜② ❊✉❧❡r❵s

❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♣✐♦♥❡❡rs ✐♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤✐s ❡♥t✐r❡❧② ♥❡✇ t❤❡♦r② ♦❢ ✢✉✐❞✐t② ✇❡r❡ ❋r✐t③ ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞ ▲❛s③❧♦ ❚✐s③❛✳

▲♦♥❞♦♥ ❛r❣✉❡❞ ❬✶✷❪ t❤❛t s✐♥❝❡ 4❍❡ ❛t♦♠s ✇❡r❡ ❇♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❣♦ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥



✶ ❊❆❘▲❨ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❲■❚❍ ▲■◗❯■❉ ❍❊▲■❯▼ ✶✶

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ❛ r❛t❤❡r ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❍❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥

✐❞❡❛❧ ❇♦s❡ ❣❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧✐q✉✐❞ 4❍❡ ❛♥❞ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✶ ❑✱ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ Tλ✳ ▲♦♥❞♦♥

❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❤② ❍❡❧✐✉♠ ■■ r❡♠❛✐♥s ❧✐q✉✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦✿ ❡✈❡♥

❛t ✈❡r② ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠s ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❜✐♥❞✐♥❣

❡♥❡r❣✐❡s ❞✉❡ t♦ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧✐❣❤t✳ ❆s ❛ ♥❡t

r❡s✉❧t✱ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠s ❞♦ ♥♦t r❡♠❛✐♥ ✏❢r♦③❡♥✑ ❛t ✜①❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r ❚✐s③❛ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t ▲♦♥❞♦♥✬s ✐❞❡❛s✱ ❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸❪ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❛ ✈✐s❝♦✉s ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s

❡♥tr♦♣②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣❧② s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✿ ❤❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ♠❡❛♥s ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐♥t♦

♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❛t ❛ r❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ◆❡❛r t❤❡ ❤❡❛t❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥

❡①❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇

♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s ❞r❛✇♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❤❡❛t❡r ✭✇❤❡r❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✮✱

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t❡r✳ ❆♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s ❡✣✲

❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤❡♥❡❞ ♦✉t ❜② t❤✐s ❝♦✉♥t❡r✢♦✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿

     Superleak
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n n n n n n n n
 s s s s s s s s
n n n n n n n n
 s s s s s s s s
n n n n n n n n
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Superflow
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s s s s s s s s s s s s s s s s s
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Container A (μ , T )A A 
Container B (μ , T )B B 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✐♥ ❛ s✉♣❡r❧❡❛❦✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µA ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ µB ✱

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✭s✮ ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t♦✇❛r❞s ❝♦♥t❛✐♥❡r ❇✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇

✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❝❛♣✐❧❧❛r②✳

✇❤❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡✲

❧♦✇ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❡ ❡①✲

♣❡❝t t❤❛t ❜♦✐❧✐♥❣ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠

■■ s❡ts ✐♥✳ ❯s✉❛❧❧② ❜♦✐❧✐♥❣

❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♦♥✲

s❡t ♦❢ ❜✉❜❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡✲

s❡♥t ❧♦❝❛❧ ❤♦t s♣♦ts ✐♥ ❛ ❧✐q✲

✉✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦✐❧✐♥❣ ❤❡✲

❧✐✉♠ ■■ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡

❛♥② ❜✉❜❜❧❡s✺✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❛✐♥✲

❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛

s♠❛❧❧ ❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ♦♥❧② t❤❡ s✉✲

♣❡r✢✉✐❞ ❝❛♥ ♣❛ss ✭t❤❡ ✈✐s❝♦s✲

✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ♣r❡✲

✈❡♥ts ✐t ❢r♦♠ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❝❛♣✐❧❧❛r② s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✮✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦✇ ♠♦r❡

✺❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥ ♦♥s❡t ♦❢
❜✉❜❜❧❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✈✐s✐❜❧❡✳
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♠❛ss ✭❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ❡♥tr♦♣②✦✮ ✐♥ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❇✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❆✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐t ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s

❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✿ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✭✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♣❡r❧❡❛❦✮ ✐s ♦♥❧②

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥❡rs µA(TA, PA) = µB(TB, PB) ✳ ❆❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ dP = ndµ + sdT ✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡

❛ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚✐s③❛ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥t❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❤❡❛t✐♥❣ ❝r❡❛t❡s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢❛s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ❜❛t❤ ❜❡❧♦✇ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ t♦

❡♥t❡r t❤❡ ✢❛s❦✳ ❚❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ✢❛s❦ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐♥ t❤❡ ✢❛s❦ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ❛ ❢♦✉♥t❛✐♥ s❤♦♦t✐♥❣ ♦✉t ❛t t❤❡ t♦♣✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t ✇❛s ▲❛♥❞❛✉✱ ✇❤♦ ♣❡r❢❡❝t t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡♥t✐♦♥

t❤❛t ▲❛♥❞❛✉✱ ❞❡s♣✐t❡ ❤✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ✐♥t✉✐t✐♦♥ r❡❢✉s❡❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❇♦s❡✲

❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ▲❛♥❞❛✉❵s t❤❡♦r② ✐s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❚✐s③❛❵s ♠♦❞❡❧ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ❚✐s③❛ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛t♦♠s✱ ▲❛♥❞❛✉ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✢✉✐❞✳ ■♥ ❛ ♠❛♥♥❡r ♦❢ s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜♦t❤ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❚✐s③❛ ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t ❛❜♦✉t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ▲❛♥❞❛✉ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛❧❧ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✇❤✐❝❤ ❤❡

t❡r♠❡❞ ✏♣❤♦♥♦♥s✑ ❛♥❞ ✏r♦t♦♥s✑✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✏♣❤♦♥♦♥✑ ❤❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠

❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ✏r♦t♦♥✑ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥

♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ∆ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✻✳ ❆❢t❡r ✜tt✐♥❣

♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ∆ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t✱ ❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✸ ❑ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡✳

P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞

♠♦❞❡✿ ▲❛♥❞❛✉ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❤❡❛t s❤♦✉❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛s ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ✏s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✑ r❛t❤❡r t❤❛♥

❞✐✛✉s❡ ❛s ✐♥ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ✢✉✐❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛✈❡s ❛❧s♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠

❚✐s③❛✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✿ ▲❛♥❞❛✉ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

c/
√
3 ✇✐t❤ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❚✐s③❛❵s

♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s

r❡s✉❧t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♠❛r❦❡❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦t♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡❜❛t❡❞ t♦❞❛②✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛✐♠ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✉❝❝❡ss✳
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✷ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧

▲❛♥❞❛✉ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❤✐s ❢❛♠♦✉s t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts r❡✈✐❡✇❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ✭t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢

♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ(~r, t)✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t② s(~r, t) ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ~v(~r, t)✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❛❞✿

∂ρ

∂t
+ ~∇ · ρ~v = 0, ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ✭✷✳✶✮

∂s

∂t
+ ~∇ · s~v = 0, ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✭✷✳✷✮

∂~v

∂t
+
(

~v · ~∇
)

~v = −
~∇P
ρ

. ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

∂t gj + ∂iΠij = 0 , ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② gi = ρvi ❛♥❞ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ❜②

Πij = Pδij + ρvivj . ✭✷✳✺✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ρ✱ s ❛♥❞ ~v ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ P = P (ρ, s) ✐s

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t t❤❛t ❡♥tr♦♣② ❞♦❡s ♥♦t ✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② ~v✱ ✐t ✐s

♦❜✈✐♦✉s❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❧♦❝✐t②

✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✢♦✇✳ ❚❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ~vn✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧

✢✉✐❞ ❝❛rr✐❡s ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❛t ♥♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✭❛t ❧❡❛st ♥♦t ❢♦r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

t❡r♠s✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧✱ ~∇× ~vs = ~0✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✼ ρ = ρn + ρs ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ✈❛♥✐s❤❡s ❛t

✼■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ♠❡r❡❧② ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳
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③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ♠✉t✉❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✢♦✇ ❛❞❞s ✉♣ t♦✿

~g = ρn~vn + ρs~vs . ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

∂ρ

∂t
+ ~∇ · ~g = 0, ρ = ρn + ρs, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂s

∂t
+ ~∇ · s~vn = 0 . ✭✷✳✽✮

▼♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✷✳✹✮ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r

♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ s②st❡♠

Πij = (Pn + Ps)δij + ρnvnivnj + ρsvsivsj . ✭✷✳✾✮

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❑❤❛❧❛t✲

♥✐❦♦✈ ❬✶✹❪✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✺❪✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ▲❛♥❞❛✉❵s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ s✉♣❡r❧❡❛❦ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ▲❛♥❞❛✉

♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝ts ❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞

−~∇µ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❛❞s

∂ ~vs
∂t

+
(

~vs · ~∇
)

~vs = −~∇µ. ✭✷✳✶✵✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✼✱ ✷✳✺✮ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❤t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤②❞r♦✲

❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ✈❛r✐❛❜❧❡s ρ✱ s ✱~vs

❛♥❞ ~vn ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ p = p[ρ, s, (~vn − ~vs)
2]✱ ρn = ρn[ρ, s, (~vn − ~vs)

2] ❛♥❞

µ = µ[ρ, s, (~vn − ~vs)
2] ❛r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ t♦ ❞❡✲

♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ~vn ❛♥❞ ~vs ❛♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢❡✇ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣

r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✿

❼ ■♥ t❤❡ str✐❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣❧❛②s ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱

t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ✇❛② ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❧❛❜ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ ~vs ❛♥❞ ~vn ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦♥③❡r♦✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
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r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s✱ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s✱ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐ss✉❡✳

❼ ❚❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~vs = −~∇ψ(~x, t)✳ ❲❤❡♥ t❡r♠s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡

♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ t✉r♥s ✐♥t♦ ∂~vs/∂t = −~∇µ✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✲

✐♥❣ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ψ(~x, t)✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∂tψ = µ ❢♦❧❧♦✇s ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡

~vs = −~∇ψ, → ∂t ~vs = −~∇∂tψ = −~∇µ , ✭✷✳✶✶✮

■♥ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉♥✐t❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r✢♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡

❢♦✉r ❣r❛❞✐❡♥t ∂µψ✳ ■♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✜❡❧❞ ψ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛

❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳

❼ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡♥ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱

❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❡r♠s✱

❡♥tr♦♣② ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❖♥❡ r❛t❤❡r ❤❛s✿

∂s

∂t
+ ~∇ ·

(

s~vn +
1

T
~sdiss

)

=
1

T
Σ ✭✷✳✶✷✮

❍❡r❡✱ ~sdiss ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✢✉① ❛♥❞ Σ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t② ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❡♥tr♦♣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞r✐✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❢t❡r s♦♠❡

t✐♠❡✮✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

✭❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✹❪✮✳ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠

t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t②✱ t❤r❡❡

❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t✇♦

✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ♠✉t✉❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♣✐❝t✉r❡

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳



✸ ❚❍❊ ❉■❙❈❖❱❊❘❨ ❖❋ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ✶✻

✸ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs

❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❙✐r✐✉s ❇ ❜② ❲❛❧t❡r ❆❞❛♠s ✐♥ ✶✾✶✺ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t

st❛r✳ ❯s✐♥❣ st❡❧❧❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❤❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❬✶✻❪ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧②

❛❜♦✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✱ ❙✐r✐✉s ❇ ❤❛❞ ❛ ♠❛ss t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉♥✳ ■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡

t♦ t❤❡✐r ❤♦t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ s✐③❡✱ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s✑✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤

❞❡♥s✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢✱ ❛t♦♠s ❛r❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✱ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❣❛s✳ ■t ✇❛s s♦♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥

❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❬✶✼❪✳

■♥ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✸✷✱ ❏❛♠❡s ❈❤❛❞✇✐❝❦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❬✶✽❪ ❛❢t❡r ♦♥❧② t✇♦ ✇❡❡❦s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❛♥❞❛✉ t♦

s♣❡❝✉❧❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❬✶✾❪ ❢♦r ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s ✜rst ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❬✷✵❪ ❞❛t❡s

❜❛❝❦ t♦ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✸✷ ✲ ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ❜❡❢♦r❡ ❈❤❛❞✇✐❝❦❵s ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t ▲❛♥❞❛✉ ♣r❡✲

❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ st❛rs ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✏❣✐❣❛♥t✐❝ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✑✱ ❤❡ ✇❛s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✉♥❛✇❛r❡

♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛t t❤❛t t✐♠❡ ❛s ❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ❛s ❜❡✐♥❣ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s

♦♥❧② ✭▲❛♥❞❛✉ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♥❡✉tr♦♥s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s✐① ②❡❛rs✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♠❛❞❡

♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ■✈❛♥❡♥❦♦ ✐♥ ❆♣r✐❧ ✶✾✸✷ ❬✷✶❪✳

❚❤❡ t❡r♠ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✸✸ ❜② ❲❛❧t❡r ❇❛❛❞❡ ❛♥ ❋r✐t③ ❩✇✐❝❦② ❬✷✷❪ ❛t ❈❛❧✲

t❡❝❤ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ✭t❤❡

❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ st❛r✮✳ ❆s t❤❡② ❝♦rr❡❝t❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ s✉❝❤ ❛ s✉♣❡r✲

♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② st❛r ✐♥t♦ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✲ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♠❛❞❡

✉♣ ♦❢ ❝❧♦s❡❧② ♣❛❝❦❡❞ ♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ✶✾✸✾✱ ●❡♦r❣❡

●❛♠♦✈ r❡❛❧✐③❡❞ ❬✷✸❪ t❤❛t ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✿ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜♥❛❧ ❡✈♦✲

❧✉t✐♦♥❛r② st❛t❡ ♦❢ ❛ st❛r✱ ❜✉t ❛ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢ ✐s t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ♦❢ ❛ st❛r ✇❤♦s❡ ♠❛ss ✇❛s

♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♦✈❡r ✾✼✪ ♦❢ t❤❡ st❛rs ✐♥ ♦✉r

❣❛❧❛①②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs r❡♠❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧✳ ■♥ ✶✾✸✾✱ ❘♦❜❡rt ❖♣♣❡♥✲

❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❱♦❧❦♦✈ ❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②

❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ st❛rs ♠❛❞❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛tt❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✲

✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❚♦❧♠❛♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✲❱♦❧❦♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥✮✱ t❤❡② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r

t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛r t♦ r♦✉❣❤❧② ✵✳✼ s♦❧❛r ♠❛ss❡s ❬✷✹❪ ✲ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ st❡❧❧❛r ❝♦r❡s

t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥t♦ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡✿ ✇❤✐❧❡ ❖♣✲

♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♥❞ ❱♦❧❦♦✈ ✉s❡❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❢♦r ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ ❣❛s✱ ❛

s✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❦②r♠❡✲♠♦❞❡❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠



✸ ❚❍❊ ❉■❙❈❖❱❊❘❨ ❖❋ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ✶✼

♠❛ss ❛s ❤✐❣❤ ❛s t✇♦ t✐♠❡s t❤❡ s♦❧❛r ♠❛ss ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs r❛✐s❡❞ ❛❣❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❝r❛❜ ♥❡❜✉❧❛r ✲ r❡♠♥❛♥t ♦❢ ❛ ❣✐✲

❣❛♥t✐❝ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✲ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤❡❞ ❜② t❤❡

❍✉❜❜❧❡ s♣❛❝❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ ✷✵✵✺✳

■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r②

♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✇❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜②

◆✐❝♦❧❛② ❇♦❣♦❧②✉❜♦✈ ✐♥ ✶✾✺✽ ❬✷✻❪✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ②❡❛r

❧❛t❡r✱ ❆r❦❛❞② ▼✐❞❣❛❧ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t s✉♣❡r✢✉✐❞✲

✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ✲ ❛ ✜rst

st✉❞② ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❱✐t❛❧② ●✐♥③❜✉r❣ ❛♥❞

❉❛✈✐❞ ❑✐r③❤♥✐ts ✐♥ ✶✾✻✹ ❬✷✼❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❛ ❣r❡❛t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣

s✉♣❡r✢✉✐❞ ♦♥❡s✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs t❤❛t ❣♦ ❜❡②♦♥❞

♦r❞✐♥❛r② ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥❞

✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

■t ✇❛s ♥♦t ✉♥t✐❧ ✶✾✻✼ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✜♥❛❧❧② t♦♦❦ ♣❧❛❝❡✳ ❏♦❝❡❧②♥

❇❡❧❧ ❇✉r♥❡❧❧ ❛♥❞ ❆♥t♦♥② ❍❡✇✐s❤ ♠❡❛s✉r❡❞ r❛❞✐♦

❡♠✐ss✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❛st r♦t❛t✐♥❣ ♥❡✉✲

tr♦♥ st❛r✱ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉❧s❛r ❬✷✽❪✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

✏❝r❛❜✲♥❡❜✉❧❛r✑ ✲ ❛ r❡♠♥❛♥t ♦❢ ❛ ❣✐❣❛♥t✐❝ s✉♣❡r✲

♥♦✈❛ ❜r✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②

❈❤✐♥❡s❡ ❛str♦♥♦♠❡rs ✐♥ ✶✵✺✹✳ ❍❡✇✐s❤ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ✶✾✼✹✳
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✹ ❈♦♠♣❛❝t st❛rs ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✇♦r❞ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤

t♦ s✉♣♣♦rt ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞✴♦r ❞❡❝♦♥✜♥❡❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡✐r ✐♥♥❡r ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ◆✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞ q✉❛r❦s ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✭◗❈❉✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥

t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡

♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ◗❈❉ ❛♥❞ ❝❧❛r✐❢② ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❡①✐st✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧②

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✭✐✳❡✳ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥s❡

♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦❧❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈✐❡✇ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ❞❡♥s❡ ❛♥❞

str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛tt❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②

✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❢✉rt❤❡r ✇❤② ❛ s②st❡♠ s✉❜❥❡❝t

t♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❡①❤✐❜✐ts s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ♣❛rt ■■✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✇✐❧❧ ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✹✳✶ ❈♦❧❞ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ♦♥❧② t❤r❡❡ q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs ✭✉♣✱ ❞♦✇♥ ❛♥❞ str❛♥❣❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◗✉❛r❦ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✺✵✵ ▼❡❱ ✲ ❜② ❢❛r ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①❝✐t❡

❤❡❛✈✐❡r q✉❛r❦s✳ ✭■❢ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ µ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ q✉❛r❦ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧✳✮ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ♠❛tt❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝

♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s µe✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

♣✉r❡❧② str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❡❛❝❤ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛r❦

✢❛✈♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈✐♦❧❛t❡ ✢❛✈♦r s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r ✭µu, µd, µs, µe✮ t♦ t✇♦ ✭µe ❛♥❞ µ✮✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ✐s st✐❧❧

❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❡s❝❛♣❡✳ ▲❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s t❤✉s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥② ❝❧✉st❡r ♦❢ ♠❛tt❡r ✐s ❢♦r♠❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦❧♦r s✐♥❣❧❡t ❛♥❞

t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♣❤❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①✐st



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✶✾

❬✷✾❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❧✐♠✐t✱ q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢

◗❈❉ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧♦r ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✢❛✈♦r ❣r♦✉♣s r❡❛❞s✿

GQCD = SU(3)C × SU(3)L × SU(3)R × U(1)L × U(1)R ✭✹✳✶✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ♦❢ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ q✉❛r❦ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺ ▼❡❱ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ str❛♥❣❡

q✉❛r❦ ♠❛ss ♦❢ ❛❜♦✉t ✾✵ ▼❡❱ ✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡

❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ◗❈❉ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

❼ ◗❈❉ ✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢r❡❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦s

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r✳ ❆t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞✴♦r ❞❡♥s✐t✐❡s✱

◗❈❉ t❤✉s ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❢r❡❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r✉♥♥✐♥❣

❝♦✉♣❧✐♥❣ αQCD = αQCD(q/ΛQCD) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ΛQCD ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΛQCD ≈ ✷✵✵ ▼❡❱✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ s❛② ❛❜♦✈❡ q = 1●❡❱✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳

❼ ❆t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞✴♦r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ q✉❛r❦s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥t♦ ❝♦❧♦r✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♠✲

♣♦s✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❤❛❞r♦♥s✮✳ ❈r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♥✜♥❡♠❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥

❝❛♥ ✈❛❣✉❡❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✿ ΛQCD ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1012 ❑ ❛t ✇❤✐❝❤ ❤❛❞r♦♥s ❛r❡ ♠❡❧t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉❡♥t q✉❛r❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❤❛❞r♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛❜♦✉t ✶ ❢♠ ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Λ
−1

QCD ✳ ■❢ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ q✉❛r❦s ✐s ❜❡❧♦✇ ✶ ❢♠ ✭❛t ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✹✵✵

▼❡❱✮ ❞❡❝♦♥✜♥❡♠❡♥t s❡ts ✐♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞

❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st ✈❛❣✉❡❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ΛQCD✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞

❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱

❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠ ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❼ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ✭t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t

❤❛♥❞❡❞ ✢❛✈♦r r♦t❛t✐♦♥s✮ ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ ❜② ❛ ❝♦❧♦r✲♥❡✉tr❛❧ q✉❛r❦✴❛♥t✐✲q✉❛r❦ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

φ ∼ 〈q̄L qR〉 . ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ♦♥❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡❢t
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❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs ✭✐✳❡✳ ✈❡❝t♦r r♦t❛t✐♦♥s✮✽

SU(3)C × SU(3)L × SU(3)R × U(1)B → SU(3)C × SU(3)V × U(1)B ✭✹✳✷✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② SU(3)A ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❜r♦❦❡♥ SU(3)A → 1

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ N2
f − 1 = 8 ●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥s ✲ t❤❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ♠❡s♦♥✾ ♦❝t❡t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

t❤❛t ❝❤✐r❛❧✐t② ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✐ts

❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tt❡r✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♠❛ss❧❡ss ●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥s ♦♥❡

♦❜t❛✐♥s ♣s❡✉❞♦✲●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♠❛ss❡s✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ❜✉t ❝❤✐r❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝

♣❤❛s❡ ♠✐❣❤t ❡①✐st✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐❣♥♦r❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❤❡r❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t ❛ ❝r✉❞❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡

❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♥✜♥❡❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ◗❈❉✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❝♦❧❞

❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✿ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥✱

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ ▼❡❱ ✭ r♦✉❣❤❧② 1011K✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ ✐t ❢✉rt❤❡r ❝♦♦❧s ❞♦✇♥ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❦❡❱ r❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

s❝❛❧❡ s❡t ❜② ΛQCD✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s

µ ≤ 500 ▼❡❱✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ T ≪ ΛQCD ❛♥❞ T ≪ µ✳ ❆t ✈❡r② ❤✐❣❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ≫ µ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢r❡❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❊♥tr♦♣② ♣r♦❤✐❜✐ts

❛ ✇❡❧❧ ♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡

❞✐❛❣r❛♠ ✲ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ GQCD ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡st♦r❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s st❛t❡ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❤❡❛✈② ✐♦♥ ❝♦❧❧✐❞❡rs✳ ❆

♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧ t♦ ♣r♦❜❡ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✇❤✐❝❤✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛①✐s✱ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s♠♦♦t❤ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r t♦ q✉❛r❦✲❣❧✉♦♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ µ ≫ T ✱ ❛ r✐❝❤ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐s

❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❜❡❣✐♥ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❞ ❛♥❞

❞❡♥s❡ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤❡r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠

✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✭✐✳❡✳ ◗❈❉✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❝❡ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss ❞♦✇♥✇❛r❞s ✐♥ ❞❡♥s✐t②✳

✽❚❤❡ ❢✉❧❧ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ GQCD ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛①✐❛❧✲✈❡❝t♦r s②♠♠❡tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✭V = L + R✮ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ✭A = L − R✮ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ ✢❛✈♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ U(1)A
s②♠♠❡tr② ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜② q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ✭❛①✐❛❧ ❛♥♦♠❛❧②✮ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r❡t❡
❣r♦✉♣ Z(6)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s✉r♣r❡ss t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s②♠♠❡tr② U(1)V ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s U(1)B ✳

✾Ps❡✉❞♦s❝❛❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ③❡r♦ t♦t❛❧ s♣✐♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❛r✐t②✱ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s JP = 0−✳



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ ❝r✉❞❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐♥❡
s❡♣❛r❛t❡s ❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝❤✐r❛❧❧② ❜r♦❦❡♥ ❢r♦♠ ❞❡❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝❤✐r❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tt❡r✳

✹✳✶✳✶ ❍✐❣❤❡st ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❈♦❧♦r ✢❛✈♦r ❧♦❝❦✐♥❣

❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✾❪ ❛♥❞ ❬✸✵❪✳ ❆t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡

q✉❛r❦ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t❛ pF =
√

µ2 −m2
q ∽ µ ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡✳ ❉✉❡ t♦ P❛✉❧✐ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ♦♥❧② st❛t❡s ✐♥

t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡

♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ✜♥❞ ❛ ❋❡r♠✐ ❧✐q✉✐❞

♦❢ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ q✉❛r❦s ❛♥❞ q✉❛r❦✲❤♦❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦s ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ q✉❛r❦s✳ ❙✉❝❤ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

q✉❛r❦ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ r❡♥❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣✶✵❛♥❞ t❤❡s❡

♣❛✐rs✱ ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❜♦s♦♥✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ❇♦s❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱

❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❛r❞❡❡♥✱ ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❙❝❤r✐❡✛❡r ✭❇❈❙✮ ❬✸✶❪ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r q✉❛r❦s ✐♥ q✉❛r❦

✶✵❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✷✾❪✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ❛t ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ g ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛r❦s

❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦❢ ♦r❞❡r e−const/g2 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇❈❙ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s✮ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r ♦❢ ♦r❞❡r e−const/g✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♣❛✐r✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ t❤❡ ❇❈❙ ❛r❣✉♠❡♥t r❡♠❛✐♥s r✐❣♦r♦✉s❧②
✈❛❧✐❞✳
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♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐t ❞♦❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✶✶✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✿

❼ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② q✉❛r❦ ♠❛tt❡r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛ ❜❛r②♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❙✐♥❝❡ ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② ♦❢ ◗❈❉ ❢♦r ❛♥②

❣✐✈❡♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ U(1)B ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r

♠❛tt❡r✳

❼ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ∆ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐✲❢❡r♠✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ∆ ∼ 〈qq〉✱ ✐t ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛ ❝♦❧♦r s✐♥❣❧❡t ❜✉t r❛t❤❡r ❜r❡❛❦s t❤❡ SU(3)C s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✉s✱ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛t ❤✐❣❤❡st

❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❝♦❧♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇❈❙ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❝♦❧♦r✱ ✢❛✈♦r ❛♥❞ s♣✐♥ s♣❛❝❡✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❡①t❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝

❛♥t✐✲tr✐♣❧❡t ❝❤❛♥♥❡❧✿

[3]⊗ [3] = ¯[3]
A ⊕ [6]S ✭✹✳✸✮

❚❤✐s ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r ❝♦❧♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✢❛✈♦r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✱ q✉❛r❦s ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡

❛♥t✐✲tr✐♣❧❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

s❡①t❡t ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ s♣✐♥ ③❡r♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t q✉❛r❦s ♣❛✐r

✐♥ ❛♥ ❛♥t✐✲tr✐♣❧❡t ✢❛✈♦r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ✢❛✈♦r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

〈q q〉 ∈ ¯[3]
A
c ⊗ ¯[3]

A
f ✭✹✳✹✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ✢❛✈♦r ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

〈q q〉 ∝ ǫαβaǫijbΦ
b
a ✭✹✳✺✮

❚❤❡ 3× 3 ♠❛tr✐① Φba ♥♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ✢❛✈♦r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❜❛s✐s✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ q✉❛r❦s ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❧♦rs ❛♥❞ ✢❛✈♦rs ❛r❡

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r

♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s Φba = δba ❬✸✷❪✳ ❚❤✐s ❞✐q✉❛r❦ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❜r❡❛❦s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣

GQCD ❞♦✇♥ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ✢❛✈♦r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✿

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R × U(1)B → SU(3)c+L+R × Z(2) ✭✹✳✻✮

❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡r♠❡❞ ❝♦❧♦r✲✢❛✈♦r

❧♦❝❦✐♥❣ ✭❈❋▲✮ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜❣r♦✉♣ Z(2) r❡✢❡❝ts t❤❡

✶✶■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r ✐♥ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ◗❈❉ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❣❧✉♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❝❡ss ❛t ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✱ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✲ ♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
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❝♦♦♣❡r ♣❛✐r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❈❋▲✱ ✇❡ ❧✐st ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✿

❼ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ U(1)B ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❛ss❧❡ss ●♦❧❞✲

st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❣❛♣♣❡❞ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇❡✐❣❤t ❬✸✸❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡

●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✱ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t

♦♥❧② ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳

❼ ❈❋▲ ❜r❡❛❦s ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✭✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②

s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈❋▲ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✽ ❧✐❣❤t ✭♣s❡✉❞♦✮✲●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦♥ ♦❝t❡t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t②

◗❈❉ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②

❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ♣✐♦♥s✱ ❦❛♦♥s ❛♥❞ t❤❡ η ♣❛rt✐❝❧❡✶✷✳ ❚❤❡ ♠❡s♦♥ ♦❝t❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡t

st❛t❡ η′ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ U(1)A✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥♦♠❛❧②✱ t❤❡ η′ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss

❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤❡r❡❛s ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❜❡❝♦♠❡s

❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✳ ❚❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✮ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡s t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ✭❡①❛❝t✮ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ U(1)B ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ ❈❋▲ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ǫ < ∆✳

❼ ❚❤❡ 8⊕ 1 ✭♣s❡✉❞♦✮ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡s ✐♥ ❈❋▲ ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ♥✐♥❡ ❣❛♣♣❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳

t❤❡ q✉❛r❦✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s✮ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛ ❣❛♣ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ 2∆ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡✐❣❤t

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ∆ ❬✸✵❪✳

❼ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ SU(3)c ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜r♦❦❡♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ▼❡✐ss♥❡r ♠❛ss❡s ❢♦r ❛❧❧ ❣❧♦✉♥s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢❛✈♦r ❣r♦✉♣

T em ⊂ SU(3)L+R
✶✸ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❈❋▲✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r T̃em ⊂

SU(3)c+L+R r❡♠❛✐♥s ✉♥❜r♦❦❡♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❧❧ ❞✐q✉❛r❦ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❝❛rr② ③❡r♦ ♥❡t U(1)T̃em✲

❝❤❛r❣❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r♦t❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ T̃em ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧✉♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r T8 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇

❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ r❡❛❞s Ãµ = cos(θ)Aµ − sin(θ)G8
µ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱

♦♥❡ ♠❛② s❛② t❤❛t t❤❡ ✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ♣❤♦t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝q✉✐r❡ ❛ ▼❡✐ss♥❡r ♠❛ss ❛♥❞ ❈❋▲ ✐s ♥♦t ❛♥

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✳

✶✷❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❋▲ ❛♥❞ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ q✉❛r❦✲❤❛❞r♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪ ❛♥❞ ❬✸✻❪✳

✶✸❚❤✐s ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚♦ ❝♦✉♣❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs✱ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ❣❡♥❡r❛t♦r Q = diag(2/3, −1/3, ✲✶✴✸✮ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µe✳



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✷✹

❆ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈❋▲ ♣❤❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❈❋▲ ♣❤❛s❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿ ◗❈❉

✐s ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛r❡ ❛r❡ ❝✉t ♦✛ ❜② t❤❡ ▼❡✐ss♥❡r ♠❛ss❡s ♦❢

t❤❡ ❣❧✉♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ◗❈❉ ❛r❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❜② ▲❛♥❞❛✉ ❞❛♠♣✐♥❣ ❬✷✾❪✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♠❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❈❋▲ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r∆ ♦❢ ❈❋▲ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❇❈❙ t❤❡♦r② ❛r❡ r❡❧✐❛❜❧❡

❛t ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❜♦✉t 108 ▼❡❱✶✹ ❬✸✼❪ ✭r♦✉❣❤❧② ✶✺ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥s✐❞❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✮✳ P❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❬✸✽❪✿

∆ ∝ µe−c/g ✭✹✳✼✮

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ ❈❋▲ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇❈❙ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❣❛♣

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−µ/g
2

✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❧✐❦❡ ❢♦✉r✲❢❡r♠✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❣❧✉♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s µ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥

exp(−c/g) ❞❡❝r❡❛s❡s ❬✷✾❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ µ✳ ❚❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❈❋▲ ❞❡✈✐❛t❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 21/3 ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇❈❙ r❡s✉❧t

TC ≃ 21/3 · 0.57∆T=0 . ✭✹✳✽✮

❆s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❇❈❙ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ③❡r♦

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣❛♣✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛t ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr② ❛ ❜♦❧❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡♥s✐t✐❡s

❡①✐st✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◗❈❉ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵✵

▼❡❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ g ∼ 3.5 ✭♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛t ❛❧❧ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❣❛♣

✭❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ ▼❡❱ ✲ ❛❜♦✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t

st❛r ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r t❤❡✐r ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ s❡❡♠s ♦❢

❝♦✉rs❡ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t②

r❡❣✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❏▲ ✭◆❛♠❜♦ ❏♦♥❛ ▲❛s✐♥✐♦✮ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

❬✸✾❪✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝♦❧♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ❛t ❧❡❛st str♦♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢

♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳ ❲❤❛t r❡❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ◗❈❉ ♦♥❝❡ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡

s❛✈❡ ❣r♦✉♥❞s ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛s ♦✉r ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❙♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛r t❤❡♦r② ✭✉♣✇❛r❞s ✐♥ ❞❡♥s✐t②✮ ♦r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱

✶✹■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❇❈❙ ❣❛♣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✲ t❤❡ ❣❛♣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ◗❈❉ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r✲✢❛✈♦r ❧♦❝❦❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❇♦t❤✱ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ❛♥❞
t❤❡ ❈❋▲ ♣❤❛s❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦ ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s
❛ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❈❋▲ ✐t ✐s ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ♦❢ q✉❛r❦s✳ ❖♥❧② ❛t ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s µ ∼ 108▼❡❱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋▲ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞ ❛♥❞ ✐t
s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ✏♣✉r❡✑ ❈❋▲ ✇✐❧❧ s✉r✈✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❤❛❞r♦♥✐❝
♠❛tt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ str♦♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❢r♦♠ ❈❋▲ ✭❞♦✇♥✇❛r❞s ✐♥ ❞❡♥s✐t②✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ▼♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts

❢r♦♠ ❤❡❛✈② ✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ✭♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❢✉t✉r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r

❢❛❝✐❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ◆■❈❆ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡

❡✛♦rt t♦ ❡①t❡♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❬✹✶❪✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡

st✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❛s t❤❡ ♦♥❧② ✏❧❛❜♦r❛t♦r②✑ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥

♥❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡✳
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✹✳✶✳✷ ❍✐❣❤✱ ❜✉t ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s

❚✇♦ ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❝❡ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✿

❼ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t r❡♥❞❡rs ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r

❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❢♦r q✉❛s✐✲q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ❬✹✷❪ ♦r r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❬✹✸❪✳ ■♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛❦❡s ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥ ❋❡r♠✐ ❧✐q✉✐❞ ❡✛❡❝ts ❛t ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣❛♣ ❬✹✹❪✱ ❬✹✺❪✳

❼ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ str❛♥❣❡ q✉❛r❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t✉♠ kF,s =
√

µ2s −m2
s ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✲

❞♦✇♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣✶✺✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ✸✲✢❛✈♦r

❈❋▲✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛r❣❡

♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ ❜❡t❛ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✶✻ ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■♥ ✉♥♣❛✐r❡❞ q✉❛r❦

♠❛tt❡r✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛♥❣❡ q✉❛r❦s ✭❝❤❛r❣❡

−1/3✮ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♣✲q✉❛r❦ ✭❝❤❛r❣❡ +2/3✮ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥✲q✉❛r❦ ✭❝❤❛r❣❡−1/3✮ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t② ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❡ ❬✸✵❪✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ kF,s < kF,u < kF,d✳ ❚♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ ms ♦♥❡ ✜♥❞s

❛♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ δkF = m2
s/4µ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs✳ ■♥ ❈❋▲ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✱ t❤❡

♣❛✐r✐♥❣ ❧♦❝❦s t❤❡ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t❛ t♦❣❡t❤❡r ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦st ♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s

❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs✳ ❆s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② µ2δk2F ∝ m4
s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✐s ∆2µ2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ♣❛✐r❡❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ∆ & m2
s/µ✳ ■t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❈❋▲✿ ❧❡ss s②♠♠❡tr✐❝

♣❛✐r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r ❛s ms ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t✇♦

✢❛✈♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✮ s✉✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ❢❛t❡ ♦❢ str❡ss❡❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❬✹✻❪✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡

❡st✐♠❛t❡s✱ ✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ✇❤❡t❤❡r ❈❋▲ ✐s r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡

✇❛② ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ♦r ♥♦t✳

✶✺❋♦r t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µ1 ❛♥❞ µ2✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❡ts ✐♥
❛t δµ = 1

2
(µ1 − µ2) = ∆/

√
2✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r✲❈❧♦❣st♦♥ ♣♦✐♥t✳

✶✻■♥ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✱ β ❞❡❝❛② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② d→ u+e+ ν̄e✱ s→ u+e+ ν̄e ❛♥❞ u+e→ d+νe✱
u + e → s + νe r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧❡♣t♦♥✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s + u ←→ d + u ✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦ µd = µe + µu ❛♥❞ µs = µe + µu ✭❛s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s✮✳
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❙②st❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣

♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✱ ❈❋▲ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② r❡❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❬✹✼❪✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r

❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ❢♦r ♠❡s♦♥s ✐♥ ❈❋▲ ✜rst ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✇♦r❦s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❝❤✐r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✿ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ❣r♦✉♣

Gχ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❛❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❛r❡ s♠❛❧❧

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝❤✐r❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②

❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥t fπ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❬✹✽❪ t♦

f2π =
21− 8 ❧♦❣ 2

18

µ2

2π2
. ✭✹✳✾✮

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r❡❛❦s ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞s θa ❛♣♣❡❛r t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ✜❡❧❞ Σ ∈ SU(3)✱

Σ = ❡①♣(iθaλ
a/fπ) , ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ λa ❛r❡ t❤❡ ●❡❧❧♠❛♥♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ θa ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦❝t❡t ♦❢ ♠❡s♦♥s (π± , π0 ,K± ,K0 , K̄0 , η ) ✉♥❞❡r

t❤❡ ✉♥❜r♦❦❡♥ SU(3)c+L+R s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ± ❛♥❞ 0 ♥♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ Q̃ ❝❤❛r❣❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✭r❡❣✉❧❛r✮ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡s♦♥s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡s♦♥s✿ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ✐♥ ❈❋▲ ❧❡❛❞s t♦ ♠❡s♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ q̄q̄qq ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② q✉❛r❦✴❛♥t✐✲

q✉❛r❦ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t q✉❛r❦ ✢❛✈♦rs ✐♥ ❈❋▲ ❛r❡ ♣❛✐r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❛♥t✐✲tr✐♣❧❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✹✳✹✮✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ q✉❛r❦s ✇✐t❤ ❛♥t✐✲q✉❛r❦s ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ✇❤✐❧❡

♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ✢❛✈♦r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ (u → d̄s̄, d → ūs̄, s → ūd̄) ♦r

(ū → ds, d̄ → us, s̄ → ud)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✢❛✈♦r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢✱ s❛②✱ ❛ ♥❡✉tr❛❧

❦❛♦♥✱ ♦♥❡ t❤❡♥ ❤❛s t♦ r❡♣❧❛❝❡ K0 ∝ s̄d ✇✐t❤ K0 ∝ ūs̄du✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛s t❤❡ q✉❛r❦ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡

✏❈❋▲✲♠❡s♦♥s✑ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡s♦♥s✱ s♦ ✇✐❧❧ t❤❡✐r ♠❛ss ♦r❞❡r✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②♠♠❡tr②

❣r♦✉♣ ✉♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② SU(3)L × SU(3)R ×U(1)A✳ ❚❤❡ ❝❤✐r❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛ss

♠❛tr✐① tr❛♥s❢♦r♠ ✉♥❞❡r ❝❤✐r❛❧ r♦t❛t✐♦♥s (L,R) ∈ SU(3)L × SU(3)R ❛s Σ → LΣR† ❛♥❞ M → LMR†✳

❚❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ♣❡❝✉❧✐❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ M ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐r❛❧

s②♠♠❡tr② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ q✉❛r❦ ♠❛ss❡s✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r ❛ ❝❤✐r❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ t❤❡♦r②✱ ✐t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ♣❛ss✐✈❡ ✉♥❞❡r ❝❤✐r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜✉t tr❛♥s❢♦r♠s

❛s LMR†✳ ❯♥❞❡r U(1)A tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ✜❡❧❞ Σ tr❛♥s❢♦r♠s ❛s exp(−i4ηa)Σ✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱

t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛①✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ M ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛s exp(−2iηa)M ✳
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❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r ♠❡s♦♥s

✐♥ ❈❋▲ r❡❛❞s

Leff =
f2π
4
Tr
[

D0ΣD0Σ
† − v2π∂iΣ∂iΣ

†
]

+ a
f2π
2
detM Tr

[

M
−1(Σ + Σ†)

]

, ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ vπ = 1/3 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t a ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡♠❡♠❜❡r

t❤❛t t❤❡ ♠❡s♦♥s ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ Σ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♣r❡s❡♥t t♦ ❛♥② ♦r❞❡r✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❤♦✇♥ ❬✹✼❪ t❤❛t µR = M †M/(2kF ) ❛♥❞ µL = MM †/(2kF ) ❛❝t ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❢♦r r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ SU(3)L × SU(3)R ❝❛♥

❢♦r♠❛❧❧② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ D0Σ✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛ss t❡r♠s t❤❡♥ ❡♥t❡r t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s t❤❡

③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✿

D0Σ = ∂0Σ+ iµLΣ− iµRΣ ✭✹✳✶✷✮

■❢ ✇❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ SU(3)L × SU(3)R s②♠♠❡tr②✱ t❤❡s❡ t❡r♠s ✇♦✉❧❞ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

♠❛ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ U(1)A ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥

Leff ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ M ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

♠❛ss t❡r♠s s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✾❪✮✳ ❚❡r♠s ❧✐♥❡❛r ✐♥ M ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢

Leff ❛s t❤❡② ❜r❡❛❦ t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② U(1)A✳ ■♥ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤✐r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ✐s str♦♥❣✱ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ B
[
MΣ† +M †Σ

]
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡

U(1)A ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a ✐♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ❲❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♠❡

❢♦r a ❛♥❞ B ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇ t❤❛t B ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ µ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t

✇❤✐❧❡ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳

❉✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss t❡r♠s ♦❢ ✭✹✳✶✶✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❡s♦♥s ✐♥

❈❋▲ ✐s r❡✈❡rs❡❞✶✼ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡s♦♥s ❬✹✾❪ ✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✐♥ ❈❋▲ ❦❛♦♥

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ♦✈❡r ♣✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✐s

❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧②✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❋▲ ❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ✇✐t❤ t❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢❛r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣

r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳

❚♦ st✉❞② ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ❛❧❧ ♠❡s♦♥ ✜❡❧❞s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❦❛♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢

Σ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ θaλ
a ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❦❛♦♥s ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞

ϕK0 = (K0, K̄0)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ΦK0 := 〈ϕK0〉 ❢r♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

ϕK0 ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ ✉♣ t♦ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s❬✺✵❪✿

✶✼■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ η′ ♠❡s♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ U(1)A ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ♠❡s♦♥
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✷✾

LK0 → −UK0 (ΦK0) + L(2)
ϕ + L(3)

ϕ + L(4)
ϕ ✭✹✳✶✸✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ϕ4 t❤❡♦r②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t

❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♣❛rt ■■✳ ❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✿

UK0 =
m2
K0 − µ2K0

2
Φ2
K0 +

1

4
λK0Φ4

K0 ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ❛s✿

m2
K0 = amu (ms +md) , µK0 =

m2
s −m2

d

2µ
, λK0 =

4µ2K0 −m2
K0

6f2π
. ✭✹✳✶✺✮

❚❤❡ ♠❛ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a ∝ ∆2/f2π ∝ exp(−const/g) ✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥ ♠❛ss r❡s✉❧ts ✐♥ m2

π0 ∝ ms (mu +md) ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❦❛♦♥ ♠❛ss✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♦❜✈✐♦✉s ✇❤② ❈❋▲ ✇✐t❤ ✭♥❡✉tr❛❧✮ ❦❛♦♥

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✭❈❋▲✲K0✮ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✭♣✉r❡✮ ❈❋▲ ♦♥❝❡ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss ❞♦✇♥✇❛r❞s

✐♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ str❛♥❣❡ q✉❛r❦ ♠❛ss ♦♥ ✉♥♣❛✐r❡❞ q✉❛r❦

♠❛tt❡r ✐♥ β ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ str❛♥❣❡ q✉❛r❦s ✐♥t♦ ♠♦st❧② ❞♦✇♥ q✉❛r❦s✳ ■♥

❈❋▲ ♠❛tt❡r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ q✉❛s✐✲q✉❛r❦s ❛r❡ ❣❛♣♣❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ r❛t❤❡r ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss

✇✐t❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❞♦✇♥ q✉❛r❦s ❛♥❞ str❛♥❣❡ ❤♦❧❡s ✭✐✳❡✳ ❦❛♦♥s✮✳ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss✳ ❙✐♥❝❡ m2
K0 ∝ msmu exp(−const/g) ❛♥❞ µK0 ∝ m2

s/µ✱ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧

❦❛♦♥s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ µ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ms ❛♥❞ g✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts

❛❧s♦ ❛♣♣❧② t♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❦❛♦♥s K+✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❞✐s❢❛✈♦rs ❛ K+ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❬✺✵❪ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t µ = 500 ▼❡❱ ②✐❡❧❞s

TC ≃ 60 ▼❡❱✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦r ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❈❋▲✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t µK0 > mK0 ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱

❈❋▲ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss

SU(3)L+R+C ⊇ U(1)s → 1,

✇❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s ♣❤❛s❡ t♦ ❜❡ ❛ ❦❛♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ U(1)s ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠✐❧❞ ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✮ ●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥ ♦❢ ✺✵ ❦❡❱ ❬✸✵❪ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳
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gas liquid

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ◗❈❉✳ ■t s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❈❋▲ ✇✐❧❧ ♣❡rs✐st ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ t♦
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛t
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡r♠❡❞ ✏♥♦♥✲❈❋▲✑✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤✐❝❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t
st❛rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳

●✐✈❡♥ t❤❡ r❛t❤❡r ❡①♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ⋍ 108 ▼❡❱ ❛t ✇❤✐❝❤ ❈❋▲ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✱ ✐t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥

✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♣❤❛s❡ ✭✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ♠❡s♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮ r❡❛❧❧② ❡①t❡♥❞s ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ t♦ ♣❤❛s❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✳ ❖t❤❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✇✐t❤ t✇♦✲✢❛✈♦r

♦r s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ♣❛✐r✐♥❣s✱ ❙♣✐♥✲✶ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t

❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✾❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t♦♦❧s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❧❡❛✈❡s ✉s

❜❡❤✐♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❝r♦ss✐♥❣ t❤✐s ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❣✐♦♥ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜✲

❛❜❧❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✲ ❛t ❧❡❛st ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s ✲ ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❜② ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❛♥❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛t

❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ µ ≃ 300 ▼❡❱✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❆t ❤✐❣❤❡r

❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ♠✐❣❤t ❜❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ U(1)B t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ❞❡♥s❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❛s
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❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② ✐♥ ❛♥② ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❙✐♥❝❡

✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ◗❈❉✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢r♦♠

✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❜✉t ❤❛✈❡ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡s♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❧✉♦♥s✶✽✳ ■♥ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s

♣❛✐r ✐♥ t❤❡ 1S0 ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ 2S+1LJ t♦ s♣❡❝✐❢② t♦t❛❧ s♣✐♥

S✱ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J ✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤r❡❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❤❛♣♣❡♥s ✐♥

t❤❡ 3P2 ❝❤❛♥♥❡❧ ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✷❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✮✳

❆❧s♦ ♠❡s♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

♦❢ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✮ ❦❛♦♥s✳ K− ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❡❞✐✉♠

❡✛❡❝ts ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ♠❛ss ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦❛♦♥ ♠❛ss ✐s

r❡❞✉❝❡❞ ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✸❪✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s

❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❦❛♦♥s t♦ ❝♦♥❞❡♥s❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❋❡r♠✐ s♣❤❡r❡

❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❦❛♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ❧❛r❣❡ ♠♦♠❡♥t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❦❛♦♥s ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

✭p + e− → n + νe✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞❡❝❛② ✭n → K− + p✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❡s❝❛♣✐♥❣ t❤❡ st❛r✳

❆s ❛ ♥❡t r❡s✉❧t✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞

♠♦r❡ ✐s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr✐❝✳

❍②♣❡r♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ❛t ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s ♥✉❝❧❡❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✶✾ ρ0

❬✺✸❪ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉♣❡r✲

✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ Λ ❛♥❞ Σ− ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡② ❛r❡

❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✜rst ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r②

♦❢ ❛ t✇♦✲s♦❧❛r✲♠❛ss ♥❡✉tr♦♥ st❛r ❬✺✹❪ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❤②♣❡r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞✴♦r ♠❡s♦♥

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs s✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤②♣❡r♦♥s s❡❡♠s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ♠❛ss ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r t♦ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♥s✐t②

✶✽❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❲❛❧❡❝❦❛ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ✈❡rs✐♦♥✱
♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r σ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ω ♠❡s♦♥ ✭s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✶❪✮✳

✶✾◆✉❝❧❡❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ③❡r♦ ♣r❡ss✉r❡✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❜✉t r❛t❤❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡
♦❢ ♠❛tt❡r ♦❢ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ str♦♥❣ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ n0 = 0.153 ❢m−3 ✭■❢ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥✉❝❧❡♦♥s
❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n0✮✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥ ✐s E0 = −16.3▼❡❱✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛s ❧❛r❣❡
❛s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♥✉❝❧❡❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
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t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❤②♣❡r♦♥s s❡❡♠s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳ ❚❤✐s s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❤②♣❡r♦♥ ♣✉③③❧❡✑ ✐s ❝✉rr❡♥t❧②

❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❤❡❛✈✐❧② ❞❡❜❛t❡❞ ✐ss✉❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ♣❤②s✐❝s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♣♦ts ❛♥❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❞❡♥s✐t✐❡s

✐♥ ❝♦❧❞ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛tt❡r ✿

❼ ❈❋▲ ✐s ❛ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞ s✐♥❝❡ ✐t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s ❜❛r②♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ U(1)B✳ ❚❤❡

s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♣❛rt ■■ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦

s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❣❛♣✳ ❊①♣❡❝t❡❞

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❼ ❆t ❤✐❣❤ ❜✉t ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t ❈❋▲ ✇✐❧❧ ♠♦st

❧✐❦❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ CFL−K0 ✐s ❛ ❜♦s♦♥✐❝

s✉♣❡r✢✉✐❞ s✐♥❝❡ ✐t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss U(1)s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r②

❢♦r ❦❛♦♥s ✐♥ ❈❋▲ ✭✹✳✶✶✮ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛s ✇❡

❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣

❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ U(1)s ❤❛♣♣❡♥s ✏♦♥ t♦♣✑ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❈❋▲✳ ❆ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❈❋▲ ❛♥❞ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✿ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t✇♦

s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛ q✉❛r❦ ❛♥❞ ❛ ❦❛♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✮✱ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt ■❱✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✳

❼ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❛t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦t♦♥

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♠✐❣❤t ❝♦❡①✐st✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

❜♦s♦♥✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡

♣r♦t♦♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ U(1) s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡

s②♠♠❡tr②✳ ■❢ ❝♦❡①✐st✐♥❣ ❤②♣❡r♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥

❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥✲❤②♣❡r♦♥

s✉♣❡r✢✉✐❞s ❤❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪✮✳
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✹✳✷ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r ♦r q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❤❛r❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ❛♥❞

t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡

q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ ❛str♦♣❤②s✐❝✐sts✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢r✉✐t❢✉❧ s②♠❜✐♦s✐s✿ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t

st❛rs ✇❤❡r❡❛s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

♠♦❞❡❧s✳ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥

t❤✐s r❡s♣❡❝t✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ❬✺✻❪✱ s❡❡

✜❣✉r❡ ✹✳✹❀ ❆t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❝r✉st✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✳ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡

✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❦✐❧♦♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝♦r❡✿ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r

❝♦r❡✱ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ t✇♦ t✐♠❡s ρ0 ❛♥❞ ♠❛tt❡r ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛❞♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠✉♦♥s

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♠✉♦♥s ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❢♦r♠ ❛♥

✐❞❡❛❧ ❋❡r♠✐ ❧✐q✉✐❞✱ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❋❡r♠✐ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦st

❧✐❦❡❧② ✐♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✭s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✮ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤

✉♣ t♦ ✶✺ t✐♠❡s ρ0✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛r❡ ❈❋▲ ❛♥❞ ❈❋▲✲K0 ❛s ✇❡❧❧

❛s ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✐♦♥ ♦r ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦r ❤②♣❡r♦♥s✳ ❚❤❡ ❝r✉st ✐s ❛❣❛✐♥ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❝r✉st✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❝r✉st ✐s ❛ ✈❡r② t❤✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞

♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❡❧♦✇ 0.5 ρ0 ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳ ■♥ ❞❡❡♣❡r ❧❛②❡rs✱

t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ✉❧tr❛r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ str♦♥❣❧②

❝♦✉♣❧❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ s②st❡♠ ✭❛ ❧✐q✉✐❞ ♦r ❛ s♦❧✐❞✮✳ ❆t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝r✉st✱ ♥❡✉tr♦♥s st❛rt t♦

❞r✐♣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ▼❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝r✉st t❤✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❢r❡❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞

❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ r✐❝❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♥❡✉tr♦♥s

✐♥ t❤❡ ❝r✉st ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✏❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✑ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜♦✉♥❞ t♦

♥✉❝❧❡✐✳ ❆ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♥❡✉tr♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ ❬✺✼❪✱ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✉♥t✐❧ ♥✉❝❧❡✐ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r

❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ❧❛②❡r ✭❛t♠♦s♣❤❡r❡✮ ✐s ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t❤✐♥

♣❧❛s♠❛ ❧❛②❡r ✭❛t ♠♦st s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs t❤✐❝❦✮ ❛♥❞ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❜② t❤❡ st❛r✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✇✐t❤ q✉❛r❦ ❝♦r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✾❪✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❜❛r❡ q✉❛r❦ st❛r✳ ❆ ❜❛r❡ q✉❛r❦ st❛r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡
❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② t❤✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♦❢ r♦✉❣❤❧② ❛❜♦✉t ✶ ❢♠ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t✲✢♦✇✐♥❣ e+/e− ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤
❧✉♠✐♥♦s✐t② ✭s❡❡ ❬✺✾❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❜❡st

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✷✵ r❡❧❛t✐✈✐t②✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥

❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ ❋❡r♠✐ ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✷✶✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❝♦♠♣❛❝t

st❛rs ❝❛♥ r❡❛❝❤ r♦t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦ ❢.✶ ♠s−1✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r

♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✉♣ t♦ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❆ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞

❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷✵❲❡ s❤❛❧❧ ✐❣♥♦r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r
✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳

✷✶❚❤✐s ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② tr✉❡ ❢♦r ❞❡❝♦♥✜♥❡❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ◆✉❝❧❡♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r✉st ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ✏❜♦r❞❡r❧✐♥❡✑ ❛t
✇❤✐❝❤ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤✐❧❡ ♥✉❝❧❡♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛❧❧②✳



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✸✺

❼ P✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s ❛r❡ s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ♦❢ ❛ ♣✉❧s❛r✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐s ❡①♣❡❝t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ s❧♦✇❧② ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② t♦

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ✇✐♥❞s✮✳ ❚❤❡②

❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣✉❧s❛rs ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ❢r♦♠ ❞❛②s t♦ ②❡❛rs ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ∆Ω/Ω =

10−6 − 10−8 ✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞

♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❝r✉st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✿ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s

q✉❛♥t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt❡① ❧✐♥❡s ✭s✐♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②

✈❛♥✐s❤❡s✮✳ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ s♣✐♥♥✐♥❣ ♣✉❧s❛r t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈♦rt❡① ❧✐♥❡s ✭t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✏♠♦✈❡ ❛♣❛rt✑✮ ❥✉st ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❧✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r✉st ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥

❞r✐♣ ❞❡♥s✐t②✱ ❢r❡❡ ♥❡✉tr♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝♦❡①✐st ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✉st ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✽❪

❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✴❝r✉st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ■❢ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡

✐♠♠♦❜✐❧✐③❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✏♣✐♥♥❡❞✑ t♦ t❤❡ r✐❣✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉st✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✇✐❧❧

r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r✐s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛t s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛ s✉❞❞❡♥ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠

❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ t♦ t❤❡ ❝r✉st ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✏✉♥♣✐♥♥✐♥❣✑ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈♦rt❡① ❧✐♥❡s

♠✐❣❤t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ✈♦rt❡① ❧✐♥❡s t❤❡♥ ♠♦✈❡ ♦✉t✇❛r❞s ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞

✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ✏r❡✲♣✐♥✑✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞♦✉❜t t❤❛t ♥❡✉tr♦♥ ✈♦rt✐❝❡s r❡❛❧❧② ♣♦ss❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ✏r❡✲♣✐♥✑ ✭s❡❡ ❬✷✾❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳

❼ ❆ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❤❛s ❛ ✈❡r② r✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛✐♥ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭s❡❡ ❬✻✵❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❖❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛r❡

s♦ ❝❛❧❧❡❞ r✲♠♦❞❡s ✭♦r ❘♦ss❜② ♠♦❞❡s✮ ✇❤♦s❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈♦r✐♦❧✐s ❡✛❡❝t✳ ❘✲

♠♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤

t❤✐s ♠♦❞❡ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✐s s♣✉♥ ✉♣ ❜② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tt❡r✱ ✐ts s♣✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦rq✉❡ ❞✉❡ t♦ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ r✲♠♦❞❡✳ ❋❛st s♣✐♥♥✐♥❣ st❛rs ❛r❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t t❤❡ r✲♠♦❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❛♠♣❡❞ ❜② s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s

✈✐s❝♦✉s ❞❛♠♣✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❝r✉st ❛♥❞ ❝♦r❡ ❛r❡ s✉s♣❡❝t❡❞

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r✲♠♦❞❡s r❡q✉✐r❡s

❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

st❛r✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✱ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ♠✉st

❜❡ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✏♦r❞✐♥❛r②✑ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ r✲♠♦❞❡s ❬✻✶❪✳



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✸✻

❆♥♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ∆ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ st❛r✳ ❖♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐♥ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛✱ ✐t

❜❡❝♦♠❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ ♥❡✉tr✐♥♦ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ◆❡✉tr✐♥♦s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦r ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢

②❡❛rs✳ ❚❤r❡❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ st❛r✿ t❤❡

❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡

❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✲

✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭t❤❛t ✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✮✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1011 ❑✳ ❲✐t❤✐♥ ❞❛②s✱ t❤❡ st❛r ❝♦♦❧s ❞♦✇♥ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ 1010 ❑ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ♠♦st

♦❢ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ s✉st❛✐♥ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ 107❑ ❛♥❞ 109❑✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❋▲✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❝❛♥ r♦✉❣❤❧② ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵

▼❡❱ ∼ 1011❑✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❢♦r ✭❛❧♠♦st✮ ❛♥② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛t❡✱ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ■♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❝❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✻✷❪ ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 5.5 · 108 ❑ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✲ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❣❡s ♦❢

t❤❡ st❛r✳

▼♦st ♠❛tt❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r tr❛♥s♣♦rts ❤❡❛t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

✐s♦t❤❡r♠❛❧ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞

❜② t❤❡ ❧❛②❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✳ ❆s ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❧❛r❣❡✱ ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣✉r❡ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ♠✐❣❤t ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ♠✉♦♥s ❞✉❡ t♦ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳ ■♥ ❈❋▲ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥♦

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇

♠✐❣❤t ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♥❡✉tr✐♥♦ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❞✐r❡❝t ❯r❝❛✑ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡❝❛② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❬✸✵❪ t❤❛t ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s

✇✐❧❧ ♦♥❧② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❆t

❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ❯r❝❛ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r✳

■❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t

❯r❝❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❛❦❡ ♦✈❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛ s♣❡❝t❛t♦r ♣r♦t♦♥ ♦r ♥❡✉tr♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡



✹ ❈❖▼P❆❈❚ ❙❚❆❘❙ ❋❘❖▼ ❆ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✸✼

t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦

◆✰♥→◆✰♣✰❡✰ν̄e ✇❤❡r❡ ◆ ❞❡♥♦t❡s ❡✐t❤❡r ❛ ♥❡✉tr♦♥ ♦r ❛ ♣r♦t♦♥✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✱ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡❛❦ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❯r❝❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♥❣❧❡ q✉❛r❦s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✮✳ ■♥

❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡♥❡r❣② t♦ ❜r❡❛❦ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ ❯r❝❛ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❡①♣(−∆/T ) ✇❤✐❝❤

♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ♠❛tt❡r ❡①✐sts ✐♥ ❛

❝♦♠♣❛❝t st❛r✿ ❛♥② s❤❡❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛tt❡r ✐s ♥♦t s✉♣❡r✢✉✐❞✱ ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣✳

■❢ ❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❛r❡ ❣❛♣♣❡❞✱ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✐t s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧②

t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✳
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❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

✺ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣❧❛❝❡ ●❛❧✐❧❡❛♥

✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞

♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆ r❡❧❛t✐✈✐s✲

t✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s r❡q✉✐r❡s t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s s✉❝❤ ❛s✿ ✏❍♦✇ ❞♦❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❄✑✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ t❤❡

♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✷✷✱ ❜✉t r❛t❤❡r s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②

r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐t② ✲ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏♠❛st❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✑ ✲ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛rs

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❣♦❡s ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r❡❛❦ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡♦r② ✲ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦♥❡ ✲ ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡❛❞ t♦ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st❧②

♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡

❢♦✉r✲✈❡❝t♦r kµ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ǫk = k0 = f(~k)✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t

❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ r❡s✉❧ts ❝♦✈❛r✐❛♥t❧② ❛t ❛♥② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡

✇✐❧❧ ❛t ❧❡❛st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✲ ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐ts ❛s ✇❡

s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✳✶✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇✱ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡

❜❛s✐s ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈✐♦❧❛t❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✷❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ r❛t❤❡r ❧♦♥❣ ❞❡❜❛t❡ ❤♦✇ t♦ s❡t ✉♣ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✸❪✳



✺ ❘❊▲❆❚■❱■❙❚■❈ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❈❙ ❆◆❉ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■❈❙ ✸✾

✺✳✶ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t

❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

▲❡❜❡❞❡✈ ❛♥❞ ❑❤❛❧❛t♥✐❦♦✈ ❬✻✹✱ ✻✺❪ ❛♥❞ ❈❛rt❡r❬✻✻❪✳ ❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧s ✲ t❡r♠❡❞ ✏♣♦t❡♥t✐❛❧✑ ❛♥❞ ✏❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✑

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✲ ❞✐✛❡r ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞

✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✻✼✱ ✻✽❪✳ ❆s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ s❡t ✉♣ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱

ǫ+ P = µn+ Ts . ✭✺✳✶✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠

s✉❝❤ ❛s ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t✐❡s✮ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡

❜✉❧❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

t✇♦ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs jµ ❛♥❞ sµ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ n ❛♥❞ s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡✐r ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡

♠❛♥♥❡r ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ µ ❛♥❞ T ✐♥ t❤❡✐r ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

❢♦✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ∂µψ ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ jµ✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝❛s❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞

❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ ∂µψ ❞❡♥♦t❡s s♦♠❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✢♦✇ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ sµ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Θµ✳ ❚❤❡

❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥ts ❛s ❜❛s✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✺✳✶✮ t❤❡♥ r❡❛❞s✿

Λ +Ψ = j · ∂ψ + s ·Θ , ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ ❜② j · ∂ψ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ jµ∂
µψ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳ Λ ❛♥❞ Ψ ❞❡♥♦t❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ✭❍❛♠✐❧t♦♥✮ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭▲❛❣r❛♥❣❡✮ ❞❡♥s✐t② ✭✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡

Λ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏♠❛st❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✑✮✳ ❇♦t❤ Λ ❛♥❞ Ψ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❛ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✺✳✷✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

♠♦♠❡♥t❛✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✇❤❡r❡

t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ r❡❞✉❝❡s t♦ Λ + Ψ = j · ∂ψ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❛

❞✐r❡❝t ❝♦✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
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♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❋♦r ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛t tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ✐❞❡♥t✐❢②

ΨT=0 = LT=0 ✭t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

π0 = ∂L/∂ (∂0ψ) → πµ = ∂L/∂ (∂µψ) ,
H = π0∂0ψ − L → Λ = πµ∂µψ − L.

❚❤✐s ❛♥❛❧♦❣② ✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤♦✇ t♦

❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ Θµ t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t♦ ❝♦♥str✉❝t Λ ♦r Ψ ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ♦r t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

Λ = Λ[j2 , s2 , j · s], Ψ = Ψ[∂ψ2 ,Θ2 , ∂ψ ·Θ] . ✭✺✳✸✮

❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ Λ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ✇❤✐❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ Ψ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✿

dΛ = ∂µψdj
µ +Θµds

µ, dΨ = jµd (∂
µψ) + sµdΘ

µ . ✭✺✳✹✮

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Λ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

∂µψ =
∂Λ

∂jµ
= B jµ +A sµ , ✭✺✳✺✮

Θµ =
∂Λ

∂sµ
= A jµ + C su , ✭✺✳✻✮

✇✐t❤✿

A =
∂Λ

∂ (j · s) , B =
∂Λ

∂j2
, C =

∂Λ

∂s2
. ✭✺✳✼✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Ψ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛s✿

jµ =
∂Ψ

∂ (∂µψ)
= B̄ ∂µψ + ĀΘµ , ✭✺✳✽✮

sµ =
∂Ψ

∂Θµ
= Ā ∂µψ + C̄Θµ , ✭✺✳✾✮

✇✐t❤✿

Ā =
∂Ψ

∂ (Θ · ∂ψ) , B̄ =
∂Ψ

∂ (∂ψ2)
, C̄ =

∂Ψ

∂Θ2
. ✭✺✳✶✵✮
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❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥✱

C =
B

BC − A2
, B =

C
BC − A2

, A = − A
BC −A2

. ✭✺✳✶✶✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ♦♥❧② t✇♦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ✉♣ t♦ ✉s

✇❤✐❝❤ t✇♦ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t♦ s❡t ✉♣ ♦✉r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❊✈❡♥ ❛ ✏♠✐①❡❞ ❢♦r♠✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡

♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ✭❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ▲❛♥❞❛✉❵s

t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② s✉❝❤ ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✦✮ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ ❛ ✈❡r②

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢✉✐❞s✿ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❖♥❡ r❛t❤❡r ✜♥❞s t❤❛t ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥ts ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❡r♠❡❞ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛s ✇❡

❝❛♥ s❡❡✱ ✐t ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t A ✭♦r Ā✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞

❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✷✸✳ ❈✉rr❡♥ts ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s ❡♥t❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❊♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡✛❡❝t✱ ✐t r❛t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥② s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✭♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❤❡❛t✮ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t✳

■t ✇❛s ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❆♥❞r❡❡✈ ❛♥❞ ❇❛s❤❦✐♥ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐t ✐s st✐❧❧

♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❆♥❞r❡❡✈✲❇❛s❤❦✐♥ ❡✛❡❝t✮ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛

♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ 4❍❡ ❛♥❞ 3❍❡ ❬✻✾❪✳ 3❍❡ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ♦❜❡② ❋❡r♠✐ st❛t✐st✐❝s ♥❡❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❈♦♦♣❡r

♣❛✐r✐♥❣ ✜rst ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦♥❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ 4❍❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠

t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s

♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✢♦✇✳ ❊♥tr❛✐♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ 3❍❡ ❛t♦♠ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ 4❍❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ 3❍❡ ♠❛ss ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡

✢♦✇ ♦❢ 3❍❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡r❡❢♦r❡ tr❛♥s♣♦rts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 4❍❡ ❛t♦♠s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

t❤❛t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐s ❛ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ✢✉✐❞s ✐s ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s

t♦ ❡q✉❛❧✐③❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✭s❡❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✵❪ ♦r ❬✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸❪✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✢✉✐❞s ✭❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s ❛ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t✱ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞

♣r♦t♦♥ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✮✿ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞r❡ss❡❞

✷✸❚❤❡ ❧❡tt❡r A ♦r✐❣✐♥❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✏❛♥♦♠❛❧♦✉s✑✳ ■t ❤❛s s✐♥❝❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐s ❛ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦st
♠✉❧t✐✲✢✉✐❞ s②st❡♠s✳ B ❛♥❞ C ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❝❛❧♦r✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❧♦✉❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

m∗
n = mn + δm∗

nn + δm∗
np , ✭✺✳✶✷✮

m∗
p = mp + δm∗

pp + δm∗
pn ,

✇✐t❤ δm∗
np = δm∗

pn ∼ 0.5mp ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✲✜❡❧❞s

~gn = ρnn~vn + ρnp~vp , ✭✺✳✶✸✮

~gp = ρpp~vp + ρnp~vn ,

❛r❡ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮✳ ❆♥ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢

♥✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞ ❤②♣❡r♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✺❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡

t❤❡♦r② ❢♦r ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♣❛rt ■❱✳

❊♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❬✺✽❪✿ t❤❡②

❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛r

❝♦r❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦♥ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡

❞♦♠✐♥❛♥t ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✲ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r

❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ st❛r✱ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡ ❛ ✢♦✇ ♦❢

♣r♦t♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✈♦rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✉❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛❜♦✉t 1014 ●

❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦rt❡① ❧✐♥❡✳ ❊❧❡❝tr♦♥s t❤❡♥ s❝❛tt❡r ♦♥ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠✉t✉❛❧

❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❛♠♣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✢♦✇

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❢❛✈♦r ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡

♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✉❝❧❡♦♥s ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♥❡✉tr♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❝r✉st ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ ❛

str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s ❬✼✹❪✳

❋♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✉♣❡r✢✉✐❞s

♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞❡① x ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Λ = Ψ− s ·Θ−
∑

x

jx · ∂ψx . ✭✺✳✶✹✮

❋r♦♠ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♥♦✇ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
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❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s Λ ❛♥❞ Ψ✱ s❛② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✷✹ ❬✻✽❪✿

δIfluid = δ

ˆ

d4x
√−gΛ = 0 . ✭✺✳✶✺✮

■♥ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✿

∂µj
µ = 0, ∂µs

µ = 0 , ✭✺✳✶✻✮

❛s ✇❡❧❧ ❛s t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✿

jµ (∂µpν − ∂νpµ) = 0, sµ (∂µΘν − ∂νΘµ) = 0 . ✭✺✳✶✼✮

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ jµ ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡♥♦t❡❞ ❛s pµ✳ ■♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝❛s❡✱ pµ = ∂µψ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❛t❡r ❛♥❞ ✉s❡

✐t t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ s♦✉♥❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②

✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥

✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ s✐♥❝❡ ❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss t❤❡ ♠❛st❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✉✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛st❡r❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✿

Tµν = −Ψgµν +
∂Ψ

∂ (∂µψ)
∂νψ +

∂Ψ

∂Θµ
Θν = −Ψgµν + jµ∂νψ + sµΘν . ✭✺✳✶✽✮

❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ ✭tr❡❡ ❧❡✈❡❧✮ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✭s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ Ψ ✇✐t❤ L✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ Tµν ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥❞✐❝❡s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥ts ❜② t❤❡✐r ❝♦♥❥✉❣❛t❡

♠♦♠❡♥t❛ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✽✮✱✭✺✳✾✮ ✭♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ Tµν ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦

❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s

Λ = Tµµ + 3Ψ . ✭✺✳✶✾✮

✷✹❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲❍✐❧❜❡rt ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ♥♦t ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ Λ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♠❡tr✐❝ g✳
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❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

0 = ∂µT
µν = −∂νΨ+ (∂µj

µ) ∂νψ + (∂µs
µ)Θν + jµ∂

µ∂νψ + sµ∂
µΘν . ✭✺✳✷✵✮

❲✐t❤ ∂νΨ = jµ∂
ν∂µψ + sµ∂

νθµ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✱ ✇❡ ✜♥❞✿

0 = ∂µT
µν = (∂µj

µ) ∂νψ + jµ(∂
µ∂νψ − ∂ν∂µψ) + (∂µs

µ)Θν + sµ(∂
µΘν − ∂νΘµ) . ✭✺✳✷✶✮

❯s✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥tr♦♣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮ ✐s

③❡r♦ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

Tµν ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C ✐♥ t❡r♠s ♦❢

✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ sµ✱ jµ✱ Tµν ❛♥❞ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r Λ ❬✺✶❪✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥tr❛❝t ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✺✳✺✲✺✳✾✮ ✇✐t❤ jµ ❛♥❞ sµ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

∂ψ · s = B j · s+A s2, ∂ψ · j = B j2 +A s · j , ✭✺✳✷✷✮

θ · s = A j · s+ C s2, θ · j = A j2 + C s · j .

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ A ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ B✿

B =
(j · s) ∂ψ · s− s2∂ψ · j

(j · s)2 − j2s2
.

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠✐①❡❞ t❡r♠s ✐♥ ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦

t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s sµsνT
µν − s2Λ✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛② ✇❡

♦❜t❛✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

B =
sµsνT

µν − s2Λ

(j · s)2 − j2s2
, A = −jµsνT

µν − (j · s) Λ
(j · s)2 − j2s2

, C =
jµjνT

µν − j2Λ

(j · s)2 − j2s2
. ✭✺✳✷✸✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✿

B̄ =
ΘµΘνT

µν −Θ2Λ

(∂ψ ·Θ)2 − σ2Θ2
, Ā = − ∂µψsνT

µν − σ2Λ

(∂ψ ·Θ)2 − σ2Θ2
, C̄ =

∂µψ∂νψTµν − σ2Λ

(∂ψ ·Θ)2 − σ2Θ2
. ✭✺✳✷✹✮
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✺✳✷ ❆ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❋r♦♠ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥st❡❛❞

♦❢ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥ts jµ ❛♥❞ sµ✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t jµ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞

✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

jµ = jµn + jµs = nsv
µ
s + nnu

µ , ✭✺✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ♥❡✐t❤❡r jµs ♥♦r jµn ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♦♥ ✐ts ♦✇♥✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞

❜② uµ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❝❛rr✐❡s ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞

✈❡❧♦❝✐t② ❛s✿

uµ =
1

s
sµ, s =

√
sµsµ . ✭✺✳✷✻✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② uµ = (1,~0) ♦r ~s = ~0✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞ ∂µψ✿

vµs =
1

σ
∂µψ, σ =

√

∂µψ∂µψ. ✭✺✳✷✼✮

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ vµv
µ = 1 ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡

❜❛s✐❝ ✢✉✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■♥ t❤❡ str✐❝t s❡♥s❡ ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ▲❛♥❞❛✉❵s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ~s = ~0✱ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞

✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ t❤r❡❡✲❝✉rr❡♥t ~j ❜✉t r❛t❤❡r ❜② ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ t❤r❡❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ~∇ψ = ~0✳

❖♥❧② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ~j = ~js = ns~∇ψ/σ ❜♦t❤ r❡st ❢r❛♠❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♦✉r ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮✳ ▲❛♥❞❛✉❵s ♠✐①❡❞

❢♦r♠ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡✈♦t❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ❤♦✇ ♣✉r❡

❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛② t♦ jµ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❜② ❛❞❞✐♥❣

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t✇♦ ✐❞❡❛❧✲✢✉✐❞ t❡♥s♦rs✿

Tµν = (ǫs + Ps) v
µ
s v

ν
s − gµνPs + (ǫn + Pn)u

µuν − gµνPn . ✭✺✳✷✽✮

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡ Tµν ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ǫ ❛♥❞ P ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ t❤✐s ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✢✉✐❞s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r T ij ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ ✇❤✐❝❤

❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ T ij ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲

✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✳✷✺✮
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❛♥❞ ✭✺✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✼✾❪✳ ❚♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ t❤❡

♣✉r❡ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❬✼✽❪✮✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✻✮✱ ✭✺✳✽✮ ❛♥❞ ✭✺✳✾✮✿

jµ =
1

B ∂µψ − A
B sµ , ✭✺✳✷✾✮

Tµν = −gµνΨ+
1

B ∂µψ∂νψ +
BC − A2

B sµsν , ✭✺✳✸✵✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✐♥ ✐ts ♠❛♥✐❢❡st❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢r♦♠✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✺✳✷✺✮✱ ✭✺✳✷✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✿

ns =
σ

B , nn = −As
B , ǫs + Ps =

σ2

B , ǫn + Pn =
BC − A2

B s2 . ✭✺✳✸✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s Ψ ❛♥❞ Λ r❡❧❛t❡ t♦ ǫs, ǫn, Ps, ❛♥❞Pn✳ ❋r♦♠ ✭✺✳✶✽✮ ♦♥❡

❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❬✺✶❪

Ψ =
1

2

[
s · ∂ψ(sµ∂νψ + sν∂µψ)− s2∂µψ∂νψ − σ2sµsν

(s · ∂ψ)2 − s2σ2
− gµν

]

Tµν . ✭✺✳✸✷✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✐♥ ✐ts ♠✐①❡❞ ❢♦r♠ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✽✮ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s

❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞

Ψ = Ps + Pn . ✭✺✳✸✸✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡st ❢r❛♠❡s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r Λ

Λ = ǫs + ǫp . ✭✺✳✸✹✮

✺✳✸ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

❆s ❡❧❡❣❛♥t ❛s t❤❡ ✇❛② ❤♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❡r❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛② ❜❡ ✲ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ tr② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱

✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ■♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜❡

✈✐♦❧❛t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ♣❡r❢❡❝t❧②

▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■♥ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ τ = i t✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦✇ r❡q✉✐r❡ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s ϕ(τ, ~x) t♦ ✈❛r② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ τ ✱ ✐✳❡✳ ϕ(0, ~x) = ϕ(β, ~x) ✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ exp(iωnβ) = 1 ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❜♦s♦♥✐❝✮ ▼❛ts✉❜❛r❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωn = 2inπ/T ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞

t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ♠❛❞❡ ❛♥② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ②❡t ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ T ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳

❆ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇❛② t♦ s❛② ✇❤② ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t♦

♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡st ❢r❛♠❡✱ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤✳

❚❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✈❛♥✐s❤❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♥❡t ❡♥tr♦♣② s0 ❜✉t ♥♦ ❡♥tr♦♣② ✢♦✇ ~s✳ ❆t t❤✐s

♣♦✐♥t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡

❤❡❛t ❜❛t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ~s = ~0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✳ ❯s✉❛❧❧② ♦♥❡

❝❛♥ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ✭s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✽✵❪ ♦r ❬✽✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✳✶ t❤✐s ✐s

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✜♥✐t❡ ❞❡♥s✐t② ❜r❡❛❦s ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞

t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ r❡st✮✳ ■♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✭◆♦❡t❤❡r✮ ❝✉rr❡♥t jµ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ϕ4 t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Z =

ˆ

periodic
DϕDϕ∗

ˆ

DπDπ∗exp
ˆ β

0
dτ

ˆ

d3x
[
π∗∂0ϕ+ π∂0ϕ

∗ −H+ µj0
]
. ✭✺✳✸✺✮

❍❡r❡✱ π ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ π = ∂L/∂(∂0ϕ)✳ ❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ✐♥

t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ π̃ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✳

❚❤✐s r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❡❛rs s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂0ϕ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② (∂0 − iµ)ϕ✮✳ ❚❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✽✷❪✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ♠❛❞❡ ❛♥② st❛t❡♠❡♥t ❤♦✇

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r②

❢♦r t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µ1 ❛♥❞ µ2✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ∂0ϕk ✇✐t❤ (∂0 − iµk)ϕk ✇❤❡r❡ k = 1, 2 ✭t❤❡ ♣r♦✈❡ ♦❢ t❤✐s

st❛t❡♠❡♥t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❧❛t❡r✮✳

❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② T = Θ0 ❛♥❞ µ = ∂0ψ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡

t❤❛t T ❛♥❞ µ ❛r❡ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧

❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✳✶✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ❧❡ss s❡✈❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ■t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ ❤♦✇ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ~j
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♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t ✭❝♦♥❥✉❣❛t❡ t♦ µ✮ ❡♥t❡r ♦✉r ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧

♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t ~s ✭❝♦♥❥✉❣❛t❡

t♦ T ✮ ❡♥t❡r ♦✉r ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s t❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛❧s♦

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❛r❡

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ~vs = ~0 ✱ ❜✉t t❤✐s s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦✇ ❜♦t❤

✢✉✐❞s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✽✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐s ③❡r♦ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ✈❡❧♦❝✐t②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ~vs ❛♥❞ ~vs = ~0 r❡❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳

✺✳✹ ❋r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡r♠♦✲ ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

✢✉✐❞✱ ✐t ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Tµν ❛♥❞ jµ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧

❧❛t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs ∂µψ ❛♥❞ Θµ ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥✱ s❛②✱

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢r❛♠❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② vµ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

vµΘµ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

s✉♣❡r❢r❛♠❡ : ∂µψ =
(

∂0ψ,~0
)

, Ts =
1

σ
∂µψΘ

µ, µs =
1

σ
∂µψ∂

µψ = σ , ✭✺✳✸✻✮

♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✿ sµ =
(

s0,~0
)

, Tn =
1

s
sµΘ

µ, µn =
1

s
sµ∂

µψ . ✭✺✳✸✼✮

❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ T 00 ✐♥ ❡✐t❤❡r r❡st ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ Ψ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✮✱ ✭✺✳✶✽✮

❛♥❞ ✜♥❞

T 00 = Λ−~j · ~∇ψ + ~s · ~Θ , ✭✺✳✸✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❛❞ ♦✛✳ ❋♦r T i0 ✇❡

✜♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮

T i0 = ji∂0ψ + siΘ0 . ✭✺✳✸✾✮

❘❡♠❡♠❜❡r✱ t❤❛t t❤❡ str❡ss ❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ ✐s ♥♦t ♠❛♥✐❢❡st❧② s②♠♠❡tr✐❝✳ ■t

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✻✮ ♦r ✭✺✳✽✮✱ ✭✺✳✾✮ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ♠♦t✐♦♥✿
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♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡

❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② j0 nn + ns
∂0ψ

σ
ns + nn

s0

s

s♣❛t✐❛❧ ❝✉rr❡♥t j
∂0ψ

σ
nsvs

s0

s
nnvn

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② T 00 Λ− j · ∇ψ Λ + s ·Θ

♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② T 0i ji∂0ψ Θis0

❧♦♥❣✳ ♣r❡ss✉r❡ T|| Ψ− j · ∇ψ Ψ+ s ·Θ

tr❛♥s✈✳ ♣r❡ss✉r❡ T⊥ Ψ Ψ

T 00 + T⊥ − T|| Λ Λ

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st
❢r❛♠❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ∂0ψ ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ s0 t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❛♥❞ Θ0 t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡
nn ❛♥❞ ns ❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡st ❢r❛♠❡s
❛♥❞ ~vn = ~s/s0 ✭~vs = −~∇ψ/∂0ψ✮ t❤❡ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭s✉♣❡r✢✉✐❞✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✭♥♦r♠❛❧✮ r❡st ❢r❛♠❡✳ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

s✉♣❡r❢r❛♠❡ : T‖ =
sisj
~s2

T ij , T⊥ =
1

2

(

δij −
sisj
~∇s2

)

T ij , ✭✺✳✹✵✮

♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✿ T‖ =
∂i∂j
~∇ψ2

T ij , T⊥ =
1

2

(

δij −
∂i∂j
~∇ψ2

)

T ij , ✭✺✳✹✶✮

❚❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✺✳✷✺✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛r❡

✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ nn ❛♥❞ ns✳ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✾✮✱

✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A ❛♥❞ B✳✮ ❙✐♥❝❡ nn ❛♥❞ ns ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡st ❢r❛♠❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r✱ ✐✳❡✳✱ ns ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ∂0ψ/σ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮ ✐♥

t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ nn ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② s0/s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s t✐♠❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③



✺ ❘❊▲❆❚■❱■❙❚■❈ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❈❙ ❆◆❉ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■❈❙ ✺✵

s❝❛❧❛rs Ψ = Ps + Pn ❛♥❞ Λ = ǫs + ǫn ✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡

q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝✉rr❡♥t✱ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ✳ ❚❤❡

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② T 00 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡

t❡r♠ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❢r❛♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s T 00 + T⊥ − T|| ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Λ ✳



✻ ❚❍❊ ▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ P❖■◆❚ ❖❋ ❱■❊❲ ✲ ❲❍❆❚ ▼❆❑❊❙ ❆ ❙❯P❊❘❋▲❯■❉❄ ✺✶

✻ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✲ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞❄

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✇❛♥t t♦ ❞❡r✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥

✜♥❛❧❧② t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳ ❖✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦

♠❛tt❡r ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✏❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✑ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✿ ❛t

❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛♥② s✉❜st❛♥❝❡ ♠✉st ❣♦ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥❵s

r❡❧❛t✐♦♥ S = kB ❧♥Ω✱ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

Ω = 1 ✭✐✳❡✳ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤✐s ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮✳

❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s t❤❛t ♠❛tt❡r ❞♦❡s♥✬t s♦❧✐❞✐❢② ❛t ✈❡r② ❧♦✇

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ▲♦♥❞♦♥ ✇❤♦ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣s ❯♥❝❡rt❛✐♥t② Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡

❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧②

✜①❡❞ t♦ t❤❡✐r ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s ✲ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡

❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞ ❜② ✇❡❛❦ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❧❧s ❢♦r❝❡s✱ t❤❛♥ ❡✈❡♥ t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♥❞❡r

t❤❡ s♦❧✐❞ ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❡❧ts ✉♥❞❡r ✐ts ♦✇♥ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②✦ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s✿ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ P❛✉❧✐

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r❜✐❞s t❤❛t ❛♥② t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ st❛t❡s ✉♣ t♦ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✭t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✮ ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❋♦r ❜♦s♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ s✉❝❤ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② st❛t❡ ❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❤❛t ✐s s♣❡❝✐❛❧ ❛❜♦✉t ❇♦s❡ ❣❛s❡s ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤✐s ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ s✉❞❞❡♥❧② s❡ts ✐♥ ❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc > 0✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ 4❍❡✱

t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 2.17 ❑ ❛t ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❆❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✮ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs t❤✐s st❛t❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r♦❜✉st✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr②

❜r❡❛❦✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✉♠❡s ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❡❛❞ t♦

t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t❡r♠s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❤✐❝❤

❞❡s❝r✐❜❡s ♦✉r s②st❡♠ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s

♥♦t✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡

❛s q✉❛♥t✉♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❞r✐✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❧❛✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳ ❖❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✐s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❆❜♦✈❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦✱ ❛❧❧ s♦rts ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈✐✲

❜r❛t✐♦♥s ♦r s♣✐♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜st❛♥❝❡✳

❙✉❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❣❛s ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞✲

❡r❛t✐♦♥✷✺✳ ■♥ s✉❜st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡

t②♣✐❝❛❧❧② r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✉♣ t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s✐♠♣❧② ✏❢r❡❡③❡ ♦✉t✑ ❛s

✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❛♣♣❡❞✳ ■♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤♦✇❡✈❡r✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡✳ ◗✉✐t❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❛♠❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤♦♥♦♥ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡r♠

♣❤♦♥♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r t❤❡♦r②✳

■♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●♦❧❞st♦♥❡❵s

t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr②✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s②♠♠❡tr②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❲❡

✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s♣✐♥✱ ♦✉r s②st❡♠ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♣✐♥✲✵

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤♦♥♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❣❛♣♣❡❞ ♠❛ss✐✈❡

♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s

♦❢ ❜♦t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧

❡♥❡r❣✐❡s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤② t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞✐ss✐♣❛t❡✳ ❚❤❡

❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ▲❛♥❞❛✉❵s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇✳

✻✳✶ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❢r✐❝t✐♦♥✱ ▲❛♥❞❛✉ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s✉✲

♣❡r✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ~v t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛♣✐❧❧❛r② ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ❛♥ ❡♥❡r❣② ǫp ❛♥❞ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ~p✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡

E = Ekin + ǫp + ~p · ~v . ✭✻✳✶✮

✷✺■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ❞♦❡s♥✬t ♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❤♦✇❡✈❡r r❡s❡r✈❡ t❤❡ t❡r♠
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✮✳
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ε(p)

no critical velocity

     free particle

p p

ε(p)

roton
phonon

finite critical velocity

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❇♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳

▲❛♥❞❛✉❵s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ●❛❧✐❧❡❛♥

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥♦✇ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ❧♦s❡s ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

ǫp + ~p · ~v < 0 . ✭✻✳✷✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ~p ❛♥❞ ~v ❛r❡ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧✳

❖♥❡ t❤❡♥ ✜♥❞s✿

|vc| = min
ǫp
|p| . ✭✻✳✸✮

❚❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦

0 =
∂(ǫp/p)

∂p
→ ∂ǫp

∂p
=
ǫp
p
. ✭✻✳✹✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ✜rst✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣❧♦t t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ǫp−p ♣❧❛♥❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ r♦t❛t❡s ✐t ✉♣✇❛r❞s✳ ■❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦ s♦ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❇♦s❡ ❣❛s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ǫp = p2/2m ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞ ▲❛♥❞❛✉

t♦ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ 4❍❡ ♠✉st ❜❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ r♦t♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t

❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s 3❍❡✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧②

♠❡❛s✉r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇❈❙ t❤❡♦r②✱ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣ ❧❡❛❞s
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t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ∆ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦

❛ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐♥ 3❍❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡r♠❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛♥② s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡②

✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✇❡ s❤❛❧❧

❜❡❣✐♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜✲

❧✐s❤❡❞✱ r❡✈✐❡✇ ✐t ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐t ❛s ❡①♣❧✐❝✐t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝ r❡s✉❧ts

❢♦r ❛❧❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✉♣ t❤❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❲❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛

♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡

Ψ ❛t ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

ϕ4 ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✮ ✇✐t❤ ❛ ❯✭✶✮ s②♠♠❡tr② t❤❛t ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ ❜② ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❝❛❧❛rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st✉❞② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧

❝❛rr② ♦✉t ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r②

✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✽✸❪ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞

❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❬✺✶❪ ❝♦♥♥❡❝ts ✐t

✇✐t❤ ❛ ❲❛❧❡❝❦❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✐♥ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r✱ ❛♥❞ ❬✽✹❪ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛

✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❬✽✺❪✱ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥❧❡ss✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✢✉✐❞✱ ♦✉r st✉❞② ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ st✉❞②

tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽✻❪✳
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         U(Φ)

Φ

         U(Φ)

Φ

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚r❡❡ ❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r µ < m ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ µ > m ✭r✐❣❤t✮✳

✻✳✷ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② t♦ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs t♦

❝♦♠❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞

❡q✉❛t✐♦♥s✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ϕ4 ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✭r❡♣✉❧s✐✈❡❧②✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♣✐♥✲✵ ❜♦s♦♥s ✇✐t❤ ♠❛ss m

❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ > 0 ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮

L = |(∂0 − iµ)ϕ|2 −
∣
∣
∣~∇ϕ

∣
∣
∣

2
−m2 |ϕ|2 − λ |ϕ|4 . ✭✻✳✺✮

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ❯✭✶✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ϕ → eiαϕ ✭♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r

✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❯✭✶✮ s②♠♠❡tr②✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ϕ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2)✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ③❡r♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠♦❞❡

ϕi → ϕi + φi ✇❤❡r❡ ❢♦r s②♠♠❡tr② r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t φ1 = 0 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ φ2 := φ✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U(φ)✳ ❋r♦♠ ✭✻✳✺✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥

U(φ) =
m2 − µ2

2
φ2 +

λ

4
φ4 . ✭✻✳✻✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ > 0 ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ▼✐♥✲

✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ φ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡ss✉r❡✮✳ ❋♦r

|µ| < m✱ t❤❡ ♦♥❧② ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ φ = 0✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ |µ| > m✱ ✇❡
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✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♥♦♥③❡r♦ φ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✱

φ2 =
µ2 −m2

λ
. ✭✻✳✼✮

❙✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ U(1) ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s t❤❡ U(1) s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ φ1 = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ φ1✲ φ2

♣❧❛♥❡✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

✭✐✳❡✳ t❤❡ t❡r♠ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ϕ(x)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❛s❡

✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮

S−1
0 =

(

−k2 +m2 + 3λφ2 − µ2 −2ik0µ

2ik0µ −k2 +m2 + λφ2 − µ2

)

. ✭✻✳✽✮

❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ S0 ✭♦r t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❞❡t S−1
0 ✮

ǫ±k =

√

~k2 +m2 + 2λφ2 + µ2 ∓
√

4µ2(~k2 +m2 + 2λφ2) + λ2φ4 . ✭✻✳✾✮

Goldstone mode

radial mode

U(Φ)

Φ

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

ϕ4 ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠❛ss❧❡ss ●♦❧❞✲

st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♠❛ss✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❣❛♣❧❡ss

●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r t♦ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r

✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ k

ǫ+~k
≃
√

µ2 −m2

3µ2 −m2
|~k|, ǫ|~k|=0

= 0 , ✭✻✳✶✵✮

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ǫ−✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s r❡✲

s✉❧t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s✉✲

♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s

✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs t♦ ❝♦♠❡✳ ❇② ♥♦✇✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❝❡s✲

s❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ s✉♣❡r✲

✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r②

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ φ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r

t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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✼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❖✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

L = ∂µϕ∂
µϕ∗ −m2|ϕ|2 − λ|ϕ|4 , ✭✼✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

µ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡✮ ♣❤❛s❡

♦❢ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ s❡t t❤❡ ♠❛ss m t♦ ③❡r♦ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱

ϕ(x) =
eiψ(x)√

2

[
ρ(x) + ϕ′

1(x) + iϕ′
2(x)

]
. ✭✼✳✷✮

❍❡r❡✱ ρ(x) ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ψ(x) t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

φ(x) =
1√
2
ρ(x)eiψ(x) .

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ϕ′(x)✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ②✐❡❧❞s

L = −U + L(1) + L(2) + L(3) + L(4) , ✭✼✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

U = −1

2
∂µρ ∂

µρ− ρ2

2
(∂µψ∂

µψ −m2) +
λ

4
ρ4 ✭✼✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠s✱ ❧✐st❡❞ ❜② t❤❡✐r ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r t♦ q✉❛rt✐❝✱

L(1) = ∂µψ(ρ∂
µϕ′

2 − ϕ′
2∂

µρ) + ρ(∂µψ∂
µψ −m2 − λρ2)ϕ′

1 + ∂µϕ
′
1∂

µρ , ✭✼✳✺✮

L(2) =
1

2
[∂µϕ

′
1∂

µϕ′
1 + ∂µϕ

′
2∂

µϕ′
2 + (ϕ′2

1 + ϕ′2
2 )(∂µψ∂

µψ −m2) ✭✼✳✻✮

+2∂µψ(ϕ
′
1∂

µϕ′
2 − ϕ′

2∂
µϕ′

1)− λρ2(3ϕ′2
1 + ϕ′2

2 )] ,
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L(3) = −λρϕ′
1(ϕ

′2
1 + ϕ′2

2 ) , ✭✼✳✼✮

L(4) = −λ
4
(ϕ′2

1 + ϕ′2
2 )

2 . ✭✼✳✽✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿

❼ ❆t str✐❝t❧② ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ❣✐✈❡♥ ❜②

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✮✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ✭st❛t✐❝✮ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ∂U/∂ρ = 0✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳

❼ ❋♦r ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s

q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s L(1) ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✲

✉♣ t♦ ❛ t♦t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ✲ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ ❛♥❞ ✭✽✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤✉s

❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦♥✲s❤❡❧❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ L(2)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡

♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✶P■✮ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Γ[ρ] ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❢♦r t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s ❢r♦♠ L(3) ❛♥❞ L(4)✱

t❤❡② ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s✳ ❚❤❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ✏❧❡❣❧❡ss✑ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s✱

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♣r♦♣❡r ✈❡rt✐❝❡s✑✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ(T ) ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ δΓ[ρ]/δρ = 0✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ρ ❜② ✐ts tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳

❼ ❚♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✷P■✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

■♥ t❤❡ ✷P■ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ L(3) ❛♥❞ L(4) ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆❧❧

❞✐❛❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s

❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V2 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲❜✉❜❜❧❡✑ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡

❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ L(4)✳ ❋r♦♠ L(3) ❛❧♦♥❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✷P■ ❞✐❛❣r❛♠✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐♥ L(3) ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❡❛❝❤

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ λ−1/2✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♦r❞❡r λ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ L(3) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡

✼✳✶✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✾✳ ❚❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

S✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s δΓ[ρ, S]/δρ = 0 ❛♥❞ δΓ[ρ, S]/δS = 0 ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s❡❧❢

❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
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3 + 3V  =2 

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ✷P■ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V2 ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✷P■ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
L(3) ❛♥❞ L(4)✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ✳ ❇♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ♦r❞❡r λ t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥❛✐✈❡❧② ❡①♣❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦❢ ♦r❞❡r λ2✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✦ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✴✷ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
L(3)✳

❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✵❪✮✿ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤

♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♥♦ s✉♣❡r✢♦✇✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✾✮ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡

❢♦r♠

ǫ±~k =

√

~k2 +m2 ∓ µ .

❈♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r m < µ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ǫ+ ❛❝q✉✐r❡s ❛♥ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆

♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ φ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ φ2 ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ s❡❡ ✭✻✳✽✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✭✻✳✾✮ ❛r❡ t❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡✲♠♦♠❡♥t❛ ~k ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠❡❧t ❛✇❛② ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ♦❝❝✉r ❢♦r

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐❢ t❤❡ ♠❛ss r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s

❢♦r ♠❛ss ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳
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✽ ❩❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ❙✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐♥t♦ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t tr❡❡✲❧❡✈❡❧✱

✐❣♥♦r✐♥❣ ❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✺❪✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳

✽✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ρ ❛♥❞ ψ ❛r❡

�ρ = ρ(σ2 −m2 − λρ2) , ✭✽✳✶✮

0 = ∂µ(ρ
2∂µψ) . ✭✽✳✷✮

❚❤❡ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛r❡

jµ =
∂L

∂(∂µψ)
= ρ2∂µψ , ✭✽✳✸✮

Tµν =
2√−g

δ(
√−gL)
δgµν

= 2
∂L
∂gµν

− gµνL = ∂µρ ∂νρ+ ρ2∂µψ∂νψ − gµνL . ✭✽✳✹✮

❋♦r t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛

❣❡♥❡r❛❧ ♠❡tr✐❝ g ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❡ s❡t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ✢❛t ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t Tµν ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❙✐♥❝❡ jµ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂µj
µ = 0 , ∂µT

µν = 0 , ✭✽✳✺✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ◆♦❡t❤❡r✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ψ✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ψ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❯✭✶✮ s②♠♠❡tr②✳ ❆s

❛♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡
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ψ = pµx
µ +Re

∑

~k

δψ~k e
i(ωt−~k·~x) , ✭✽✳✻✮

ρ =

√

p2 −m2

λ
+Re

∑

~k

δρ~k e
i(ωt−~k·~x) . ✭✽✳✼✮

■♥ t❤✐s ❛♥s❛t③✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∂µψ ❛♥❞ ρ ❛r❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ♣❛rt ♣❧✉s s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞

✐t✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♠♦❞❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②

✢♦✇✐♥❣ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ pµ✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♣✉r❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ♥♦t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ x✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ pµ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐❢② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐♥❞s ❛r♦✉♥❞ ❛s ✇❡ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡s✐❞❡s✷✻✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞ t✇♦ ♠♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥s ω(~k) ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐s t❤❡

♠❛ss❧❡ss ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ✏r❛❞✐❛❧✑ ♠♦❞❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r②

♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r♠❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧❛❝❡ ♥♦

❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♠♦❞❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛

s♣❛❝❡✲t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♣❡r✢✉✐❞ ✢♦✇ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ♥♦♥③❡r♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ δψ~k ❛♥❞

δρ~k✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❲❡ ❝❛♥

✉s❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭✶✵✳✷✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r②

♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✽✳✶✮✱ ✭✽✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥s❛t③

✭✽✳✻✮✱ ✭✽✳✼✮✳ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ψ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱

❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ♠♦❞❡

ω(~k) ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ s❡t δψ~k = δρ~k = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ pµ = ∂µψ✱

✷✻❯s✉❛❧❧②✱ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢

ϕ(xµ) = ϕ(0) +
∑

kµ 6=0

ϕ(kµ)eik·x .

❚❤✐s ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ kµ = pµ ♠♦❞❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

ϕ(xµ) = ϕkµ=pµe
ip·x +

∑

kµ 6=pµ

ϕ(kµ)eik·x .

ϕkµ=pµ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✽✮✳
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❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ρ =

√

σ2 −m2

λ
. ✭✽✳✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❣✐✈❡s

L = −U =
(σ2 −m2)2

4λ
. ✭✽✳✾✮

■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r

❝✉rr❡♥t tr❡❡✲❧❡✈❡❧ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❡❛rs ❢♦r |σ| > m ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜rst ❤✐♥t t❤❛t σ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■t

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ♦❢

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✳

✽✳✷ ❩❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✿ ▲❛♥❞❛✉❵s ❢♦r♠❛❧✐s♠

❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡✿

jµ = nsv
µ , ✭✽✳✶✵✮

Tµν = (ǫs + Ps)v
µvν − gµνPs , ✭✽✳✶✶✮

✇❤❡r❡ vµ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s vµv
µ = 1✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ns✱ ǫs✱ ❛♥❞ Ps ✇❡ ❣♦

t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ vµ ❂ ✭✶✱✵✱✵✱✵✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✢♦✇ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ❡♥❡r❣②✱ ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✿

ji = T 0i = 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ j0 = ns✱ T
00 = ǫs✱ T

ij = δijPs✱ s♦ ns✱ ǫs✱ ❛♥❞ Ps ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡❀ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ✭❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ρs ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥t❧② ✈✐❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱

ns =
√

jµjµ = vµjµ , ǫs = vµvνT
µν , Ps = −1

3
(gµν − vµvν)T

µν . ✭✽✳✶✷✮



✽ ❩❊❘❖ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊✿ ❙■◆●▲❊ ❋▲❯■❉ ❋❖❘▼❆▲■❙▼ ✻✸

❚♦ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✳✸✮✱

✭✽✳✹✮✳ ❋♦r ns ❛♥❞ v
µ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②

ns = σ
σ2 −m2

λ
, vµ =

∂µψ

σ
= γ (1, ~vs) , ✭✽✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ~vs ✐s t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✸✲✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r γ = ∂0ψ/σ = 1/
√

1− ~v2s ✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②

t❤❡ ❢❛❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ns ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✶ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ~vs = −~∇ψ/∂0ψ✷✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♦❢

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✽✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✼✮ ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡

s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ψ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❋♦r ǫs ❛♥❞ Ps ✇❡ ✜rst ✉s❡ ✭✽✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✽✳✹✮ t♦ ♦❜t❛✐♥

♣❛rt❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

ǫs = vµ∂
µψ ns − L , Ps = L+ (vµ∂

µψ − σ)ns . ✭✽✳✶✹✮

❋r♦♠ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r vµ ✐♥ ✭✽✳✶✸✮ ✇✐t❤ ∂µψ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t vµ∂µψ = σ❀ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥ Ps = L✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ σ✿ ✉s✐♥❣ t❤❡

③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ǫs + Ps = µsns✱ ✇❡ ✜♥❞

µs = σ = vµ∂µψ , ✭✽✳✶✺✮

s♦ σ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ µs t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ρ ✭✽✳✽✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❇♦s❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ❢♦r µ2s > m2✳

❯s✐♥❣ ✭✽✳✾✮ ❛♥❞ ✭✽✳✶✹✮ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡

♣r❡ss✉r❡✱

Ps =
(σ2 −m2)2

4λ
, ǫs =

(3σ2 +m2)(σ2 −m2)

4λ
. ✭✽✳✶✻✮

◆♦t❡ t❤❛t m ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♠❛ss s❝❛❧❡ ✐♥ ♦✉r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r Tµµ =

ǫs − 3Ps = m2ρ2 ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r m = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ρs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

✐♥ s♠❛❧❧ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s

T 0i = ρsvsi +O(|~vs|3) , T 00 =
ǫs + Ps~v

2
s

1− ~v2s
= ǫs + ρs~v

2
s +O(|~vs|4) , ✭✽✳✶✼✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢♦r♠

ρs = ǫs + Ps = σ2
σ2 −m2

λ
. ✭✽✳✶✽✮

✷✼❚❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✸✲✈❡❧♦❝✐t② ~vs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ✹✲
✈❡❝t♦r vµ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ~∇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✹✲✈❡❝t♦r ∂µ✱ ✐✳❡✳✱∂

µ = (∂t,−~∇)
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✽✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡♣❡❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱

✐t ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② jµ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ∂µψ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tµν = −gµνΨ+ jµ∂νψ , ✭✽✳✶✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Λ ≡ Tµµ + 3Ψ = −Ψ+ jµ∂µψ . ✭✽✳✷✵✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡Ψ = Ψ[σ2]✱ Λ = Λ[j2] ❛♥❞ j2 = jµj
µ = n2s✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✢✉✐❞ ❝❛s❡ Ψ

❛♥❞ Λ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✺✮✱ Ψ = Ps = L✱ Λ = ǫs✳ ■♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

♠♦♠❡♥t✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s

∂µψ =
∂Λ

∂jµ
= B jµ , B ≡ 2

∂Λ

∂j2
, ✭✽✳✷✶✮

❛♥❞

jµ =
∂Ψ

∂(∂µψ)
= B ∂µψ , B ≡ 2

∂Ψ

∂σ2
, ✭✽✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② r❡❛❞ ♦✛

B̄ = B−1 =
σ2 −m2

λ
. ✭✽✳✷✸✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

♣❤②s✐❝s ✐s ♠❛❞❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ∂µψ ❛s t❤❡ ❢♦✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✳✶✸✮ ✲✭✽✳✶✻✮ ✇❡ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s

❡♥t❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t B ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✽✳✶✺✮ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿

❼ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✭❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✏▼❡①✐❝❛♥ ❤❛t✑ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳
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❼ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❼ σ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ σ = (∂µψ∂
µψ)1/2✳ ■♥ ❝❛s❡

~vs = ~0 t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ σ = ∂0ψ✳ ■♥ ❝❛s❡ ~vs 6= 0 ✇❡ ❤❛✈❡ σ = (∂oψ)
′√1− ~v2s ✳ ❍❡r❡ ✇❡

❤❛✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ∂0ψ ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✈❛❧✉❡ t♦ (∂0ψ)
′✇❤❡♥

♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r ✐♥ σ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤✐s

❝❤❛♥❣❡ s✉❝❤ t❤❛t σ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✽✳✷✳✷ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✭❢♦r ❛

❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✻✼❪✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡

❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▲✐❢s❝❤✐t③ ❬✽✼❪ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ǫ = mn0 + ǫ′✳ ❍❡r❡ n0 ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡

✢✉✐❞✳ ❚♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ✭✐✳❡✳ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ n0 ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ n✮✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ❛s ✷✽✿

ǫ = mn
√

1− ~v2 + ǫ′ ≃ mn−mn~v2/2 + ǫ′ . ✭✽✳✷✹✮

■♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Tµν ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

T00 =
ǫ+ P ~v2

1− ~v2
, T ij =

P
[(
1− ~v2

)
δij + vivj

]
+ ǫvivj

1− ~v2
, T 0i = − ǫ+ P

1− ~v2
vi . ✭✽✳✷✺✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡ γ ❢❛❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ vµ✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞

✐♥s❡rt✐♥❣ ǫ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✹✮✱ T00 r❡❛❞s

T00 = mn+ ǫ′ +
(mn

2
+ ǫ′ + P

)

~v2 +O(v4) ≃ mn+ ǫ′ +
mn

2
~v2 +O(~v4) . ✭✽✳✷✻✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

r❡st ❡♥❡r❣②✿ ǫ′, P ≪ ρ = mn ✳ ❆❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ρ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t

T ′
00 = ǫ′ +

ρ

2
~v2 . ✭✽✳✷✼✮

✷✽❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❡ st✐❧❧ ♦♠✐t ❢❛❝t♦rs ♦❢ c ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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◆❡①t✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ T 0i ✉♣ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✐♥ v r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

T0i = −mnvi +
[

ǫ′ + P +
(mn

2
+ ǫ′ + P

)

~v2
]

vi ≃ −mnvi −
(

ǫ′ + P +
mn

2
~v2
)

vi +O(|~v|5) , ✭✽✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ǫ′, P ≪ ρ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t r❡❛❞s✿

T ′
0i = −ρvi . ✭✽✳✷✾✮

■♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② Ti0 ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✢✉① T0i ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥

T0i✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ t❡r♠ ρvi ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ✜rst ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

T ′
i0 = −

(

ǫ′ + P +
ρ

2
~v2
)

vi . ✭✽✳✸✵✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

T ′
ij = δijP + ρvivj . ✭✽✳✸✶✮

■❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛rt✐♥❣ r✐❣❤t ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ r❡✲

♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳ ❚❤❡ ϕ4 t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ ❬✽✽❪✳
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✾ ❚❤❡ ✶P■ ❛♥❞ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✶P■✮ ❛♥❞ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✷P■✮ ❢♦r♠❛❧✲

✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛r❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♣r❡s❡♥t t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s ✐s r❡✲

s✉♠♠❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② t✐♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ✏str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✑ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆s ❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✶P■

❞✐❛❣r❛♠s✳

✾✳✶ ❋✉❧❧✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❜❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② S0
ij ✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❜② γijk... ❛♥❞ s♦✉r❝❡s

✭s✐♥❦s✮ ❜② Ji✳ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t ✐♥❞❡① i r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ xµ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ 2× 2 ✐♥t❡r♥❛❧ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②

t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ i, j, k, .. ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✶P■

❛♥❞ ✷ P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❜♦s♦♥✐❝ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ❜② ϕ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧

✜❡❧❞ ❜② φc✳ ▲❛t❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝t✉❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ s✐♠♣❧② ❜②

φ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ s♦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳

P❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡❞ ❜② ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ♥✲♣♦✐♥t ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲♦r❞❡r❡❞ ✈❛❝✉✉♠

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs 〈0 |T [ϕ̂(x1)...ϕ̂(xn)]| 0〉 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠

♦❢ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✶✳

❚❤❡ ❉②s♦♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t t❤❡ ❉❙❊ ✐s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①❛❝t ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ❞✐❛❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡

r❡s✉♠♠❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥❡✈❡r t❤❡ ❝❛s❡✮✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❉❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✽✾❪✮✳ ❲❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Z[J ] ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ ✈❛❝✉✉♠ ●r❡❡♥➫s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss

✇✐t❤ m ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ✭❙✐♥❝❡ Z ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳✮ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ◆ ♣♦✐♥t ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❛❝t✐♥❣ ♦♥ Z ✇✐t❤ N



✾ ❚❍❊ ✶P■ ❆◆❉ ✷P■ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❆❈❚■❖◆ ✻✽

1/2 1/3!

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❉②s♦♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ Pr♦♣❛❣❛t♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛t t❤❡
❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥
❡✐t❤❡r ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❛t ❛❧❧ ♦r ✐♥t❡r❛❝t ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✱ t✇✐❝❡✱✳✳❡t❝✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❉②s♦♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝❛❧ ♣r❡❢❛❝t♦rs ❛r❡
❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❊ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♣♣❡❛rs ❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡
❉❙❊ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✳

✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✿

Z[J ] =
∞∑

m=0

1

m!
Gi1i2...imJi1Ji2 ...Jim , Gijk.. =

δ

δJi

δ

δJj

δ

δJk
(...)Z[J ] |J=0 . ✭✾✳✶✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❉❙❊ ❛s✿

δ

δJi
Z[J ] = S0

ij

[

Jj +
1

2
γjkl

δ

δJk

δ

δJl
+

1

3!
γjklm

δ

δJk

δ

δJl

δ

δJm
+ ...

]

Z[J ] ✭✾✳✷✮

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❜❛r❡ ✭✐♥✈❡rs❡✮ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ϕ

S[ϕ] = −1

2
ϕi
(
S0
ij

)−1
ϕj + SI , SI [ϕ] =

∑

m

γijk..l
ϕiϕj ...ϕl

m!
, ✭✾✳✸✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣✿

δS

δϕi

[
δ

δJ

]

:=
δS[ϕ]

δϕi

∣
∣
∣
∣ϕ= δ

δJ
= −

(
S0
ij

)−1 δ

δJj
+

1

2
γijk

δ

δJj

δ

δJk
+

1

3!
γijkl

δ

δJj

δ

δJk

δ

δJl
+ .... ✭✾✳✹✮

✇❡ ❝❛♥ ❡❧❡❣❛♥t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❉❙❊ ❢♦r ❛♥② ❢✉❧❧ ♥✲♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s✿

(
δS

δϕi

[
δ

δJ

]

+ Ji

)

Z[J ] = 0 . ✭✾✳✺✮
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1/2

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❋✐rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❊ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

δS[ϕ]/δϕi |ϕ=φc = −Ji . ✭✾✳✻✮

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❊ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✷✳ ❆s

✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ✇❛② ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛❧❧ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❆♥② ❢✉❧❧ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐③❡s ✐♥ ❛

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❛r❦ ❣r❛② ✏❜❧♦❜✑✮ ❛♥❞

❛ ❢✉❧❧ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✲

✉r❡ ✾✳✸✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ◆✲♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s✿

δ

δJi
Z[J ] =

δW [J ]

δJi
· Z[J ] , ✭✾✳✼✮

✇❤❡r❡W [J ]✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s G(c)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡①✲

❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s Z[J ] ✭✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① m

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ s♦✉r❝❡

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥✮✿

W [J ] =

∞∑

m=1

1

m!
G

(c)
i1i2...im

Ji1Ji2 ...Jim . ✭✾✳✽✮



✾ ❚❍❊ ✶P■ ❆◆❉ ✷P■ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❆❈❚■❖◆ ✼✵

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ✶P■ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♣❡r s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✱ ❤❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Πij ✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✼✮ r❡❧❛t✐♥❣ Z ❛♥❞ W ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

Z[J ] = eW [J ] . ✭✾✳✾✮

❯s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❉❙❊ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s ❢r♦♠ ✭✾✳✺✮✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡

1

Z

δ

δJ
(
δ

δJ
Z[J ] · f [J ]) =

(
δ

δJ
W [J ] +

δ

δJ

)

f [J ] ,

✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡❣❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❊ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥➫s ❢✉♥❝t✐♦♥s

(
δS

δϕi

[
δ

δJ
W [J ] +

δ

δJ

]

+ Ji

)

= 0 . ✭✾✳✶✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

✭✶P■✮ ♦♥❡s✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✶P■ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧✐♥❡ ✐s ❝✉t✳

■❢ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❡♥❞s ✉♣ ♦♥ ❛ ✶P■

❞✐❛❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❤❛s ③❡r♦✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rt ❛♥❞

✇❤♦s❡ ❝✉tt✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❛t tr❡❡ ❧❡✈❡❧✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❞ ✉♣ ❛t ❛ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠ ❛t

❛❧❧✮✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤✐s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✾✳✹✳

❚❤❡ ✶P■ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛♥② ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♣❡r s❡❧❢ ❡♥❡r❣② Πij ✭❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s✮ ❛♥❞

♣r♦♣❡r ✈❡rt✐❝❡s Γijk.. ✭❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✜❡❧❞ φci =
δ
δJi
W ✱ ❛

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣ ❛tt❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ϕ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡



✾ ❚❍❊ ✶P■ ❆◆❉ ✷P■ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❆❈❚■❖◆ ✼✶

φc =
〈0 |ϕ| 0〉 |J
〈0 |0〉 |J

. ✭✾✳✶✶✮

❆❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✹ ❛s

φci = S0
ij

(

Jj + Γj +Πjkφ
c
k +

1

2
Γjklφ

c
kφ

c
l + ....

)

. ✭✾✳✶✷✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡r s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ❛s Πij =
(

S0
ij

)−1
+ Γij ✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✐s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✶✷✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐s ③❡r♦✿

0 = Ji + Γi + (−
(
S0
ij

)−1
+Πij)φ

c
j +

1

2
Γijkφ

c
jφ
c
k + ... = Ji + Γi + Γijφ

c
j +

1

2
Γijkφ

c
jφ
c
k + ... . ✭✾✳✶✸✮

❆❣❛✐♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

Γ[φc] =
∞∑

m=1

1

m!
Γi,j...mφ

c
iφ
c
j ...φ

c
m , ✭✾✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ Γ ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s φc = [{φci}]✳ ❆❝t✐♥❣ ✇✐t❤ δ/δφci δ/δφcj ...
♦♥ Γ[φc] ❣❡♥❡r❛t❡s ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s ✲ ✉♥❧✐❦❡ ❢✉❧❧ ♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✶P■ ●r❡❡♥❵s

❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥

r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✶✸✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

0 = Ji +
δΓ[φc]

δφci
, φci =

δW [J ]

δJi
. ✭✾✳✶✺✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✳✶✺✮ r❡✈❡❛❧ t❤❡ tr✉❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✶P■ ❣r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

W [J ] ❛♥❞ Γ[φc] ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠

W [J ] = Γ[φc] + φciJi . ✭✾✳✶✻✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❛t W ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ φc ❛♥❞ Γ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ J

δW

δφci
= Ji +

δΓ[φc]

δφci
= 0 ,

δΓ

δJi
= φci −

δW [J ]

δJi
= φci − φci = 0 . ✭✾✳✶✼✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❉❙❊ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ J ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

✐♥ ❢❛✈♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ φc✿

δ

δJi
=
δφcj
δJi

δ

δφcj
=
δ2W [J ]

δJiδJj

δ

δφcj
, ✭✾✳✶✽✮



✾ ❚❍❊ ✶P■ ❆◆❉ ✷P■ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❆❈❚■❖◆ ✼✷

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✉s❡ Ji = −δΓ[φc]/δφci ❛♥❞ φci = δW [J ]/δJi t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ {J, δJ}✇✐t❤ {φc, δφc} ✐♥ t❤❡ ❉❙❊

✭✾✳✺✮✿

δΓ[φc]

δφci
=

δS

δφci

[

φc +W ′′[J ]
δ

δφc

]

. ✭✾✳✶✾✮

❚❤❡ ✶P■ ❉❙❊ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✶✺✮ st✐❧❧ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦t✐♦♥✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✶✾✮✱ Γ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✶P■ q✉❛♥t✉♠ ❉❙❊ ✭✾✳✶✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ W ′′✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ W ′′ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❧♦♦♣s✳ ✷✾

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Z ♦❢ ❢✉❧❧ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡♣❧❛❝❡ S[ϕ] ✇✐t❤ Γ[ϕ]

❛♥❞ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ϕ→ φc ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t r❡s✉❧t✳

❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ✶P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜② ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛✲

t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ϕ ✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❏ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦

δΓ

δϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

= 0, φc 6= 0 . ✭✾✳✷✵✮

✾✳✷ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ϕ ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥s

Z[J ] = eW [J ] =

´

DϕeS[ϕ]+
´

Jϕ

´

DϕeiS[ϕ]
. ✭✾✳✷✶✮

✷✾❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✾✳✶✾✮ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ W ′′✳ ■t ✐s ❛ tr❡❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

φc
i = S0

ij

(

Jj +
δS[φc]

dφc
j

)

= S0

ij

(

Jj +
1

2
γjklφ

c
kφ

c
l +

1

6
γjklmφc

kφ
c
lφ

c
m + ...

)

.

❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞✐❛❣r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✿

C

C

CC
C

C

C

C

...

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ✶P■ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s γijkl.. ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ✶P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✈❡rt✐❝❡s Γijkl.. ✱ ✐✳❡✳ t❤❡② s✐t ✐♥ t❤❡ s♣♦t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✳



✾ ❚❍❊ ✶P■ ❆◆❉ ✷P■ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❆❈❚■❖◆ ✼✸

◆❡①t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥

eΓ[φ
C ] = ei(W [J ]−

´

φCJ) =

´

Dϕe(S[ϕ]+
´

J(ϕ−φc))
´

DϕeiS[ϕ]
, ✭✾✳✷✷✮

❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ S ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛t❤

✐♥t❡❣r❛❧

S[ϕ] =

ˆ

L(ϕ) =
ˆ

L(φc) + (ϕ− φc)
︸ ︷︷ ︸

δϕ

δS

δϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

+
1

2

ˆ

δϕi
δL

δϕiδϕj

∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

δϕj

︸ ︷︷ ︸

one loop correction

+... . ✭✾✳✷✸✮

❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦

Γ[φC ] ∼
ˆ

L[φc] +
ˆ

δϕ

(

J +
δS

δϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=φC

)

︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

2

ˆ

δϕi
δL

δϕiδϕj

∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

δϕj . ✭✾✳✷✹✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✾✳✷✷✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧✸✵ ②✐❡❧❞s

eΓ[φ
C ] ∼ e

´

L[φc] · ❞❡t
(

δ2L
δϕiδϕj

)−1/2
∣
∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Γ[φc] ≈

ˆ

L[φc] + 1

2
❚r ❧♥

(
δ2L

δϕiδϕj

)∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

=

ˆ

L[φc] + 1

2
❚r ❧♥S−1

0

∣
∣
∣
∣
ϕ=φc

, ✭✾✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ❞❡t ▼❂❡①♣❬❚r ❧♥ ▼❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡

✭✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✶✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

δϕ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭✻✳✽✮✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡✇

✈❡rt✐❝❡s t♦ ♦✉r t❤❡♦r②✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Γ[φc] ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❧❧ ♦♥❡

❧♦♦♣ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s✉♠♠❡❞

t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ✐♥ λ ✐♥ ✭✾✳✷✺✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ G0✱ S
−1
0 = G−1

0 +λφ2cξ

✇❤❡r❡ ξ ✐s ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♣❛❝❡✸✶✳

✸✵❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s❤✐❢t ✐♥ ϕ→ ϕ− φc ❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳

✸✶❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ♦✉r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❧❡❞✱ G0 ❛♥❞ ξ ❣✐✈❡♥ ❜②

G−1

0 =

(

−k2 +m2 − µ2 2i k0µ
−2i k0µ −k2 +m2 − µ2

)

, ξ =

(

3 0
0 1

)

.

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥❝❡ ✇❡ tr❡❛t ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭s❡❡
❛❧s♦ ✭✼✳✻✮✮ ❛s S−1

0
❜❡❝♦♠❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳
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❚❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❧♥S−1
0 = ❧♥G−1

0 + ❧♥
(
1 + λG0φ

2
c ξ
)
.

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

❚r ❧♥
(

1 + λG0 (φ
c)2 ξ

)

= −
∑

n

(

−λ (φc)2
)n

❚r [G0 ξ]
n .

❉✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s s❡r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ✷✱ ✹✱ ✻✳✳ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭❝♦♥✲

❞❡♥s❛t❡s✮ ❛tt❛❝❤❡❞✿

+ + + ...

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✶P■ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❆ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇❛② t♦ s❛② t❤✐s✱

✐s t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣s ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Γ[φc]✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜❡✐♥❣ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ ♠✉st ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧

♠♦♠❡♥t❛✳

✾✳✸ ❚✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶P■ ❝❛s❡✳ ❆s

❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ●r❡❡♥❵s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦

s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ϕ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦♣❛❣❛t♦r S✿

Z = Z[J,K] = exp(iW [J,K]) =

ˆ

Dϕexp
(

S[ϕ] + Jiϕi +
1

2
Kijϕiϕj

)

✭✾✳✷✻✮

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t✇♦ ♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣r♦♣❛❣❛t♦r✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✿

δW [J,K]

δJi
= φci

δW [J,K]

δJiδJj
= Scij , ✭✾✳✷✼✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ Kij r❡s✉❧ts ✐♥

δW [J,K]

δKij
=

1

2

(
φciφ

c
j + Scij

)
.

❇❡❢♦r❡ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Z[J,K] ✭✾✳✷✻✮✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ K ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧②
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❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✏♠❛ss✑ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✭s✐♥❣❧❡✮ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞✿

ΓK [φc] = W [J,K]− φc
iJi , ✇✐t❤

δW [J,K]

δJi
= φc

i . ✭✾✳✷✽✮

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

❚r❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ φc
i ❛♥❞ Sc

ij

Γ[φc, Sc] = W [J,K]− φc
iJi −

1

2
φc
iKijφ

c
j −

1

2
Sc
ijKij . ✭✾✳✷✾✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φc ❛♥❞ Sc ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

δΓ

δφc
i

= −Ji −KijJj , ✭✾✳✸✵✮

δΓ

δSc
ij

= −1

2
Kij . ✭✾✳✸✶✮

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✷✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✭✾✳✷✾✮✱ ✐t ✐s ❛❣❛✐♥ ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t δΓ[φc, Sc]/δJi =

0 ❛♥❞ δΓ[φc, Sc]/δKij = 0✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s♦✉r❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

❝❛s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥s t✉r♥ ✐♥t♦

δΓ

δϕi

∣
∣
∣
∣
ϕi=φc

i

= 0,
δΓ

δS0
ij

∣
∣
∣
∣
∣
S0

ij
=Sc

ij

= 0 , ✭✾✳✸✷✮

✇✐t❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r φc
i 6= 0 ❛♥❞ Sc

ij 6= 0✳ ❲❤❛t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡

st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✳✸✷✮✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❉❙❊ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❧❡✈❡❧✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ❢❛❝t ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❇❈❙ t❤❡♦r②✱

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ✐♥ ❛

✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧

s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ♣❛t❤✲✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✷P■ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

eΓ[φ
c,Sc] =

´

Dϕ ❡①♣
[

S[ϕ] +
´

J(ϕi − φc
i ) +

1
2

´ ´

Kij(ϕiϕj − φc
iφ

c
j − Sc

ij)
]

´

Dϕ ❡①♣ [S[ϕ]]
.

❲❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ st✉❞② t❤❡ ❧♦♦♣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✾✳✷✽✮ ✭✐✳❡✳

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ W [J,K] ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✷✻✮ ❜✉t ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ J✮✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ t❤❡ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ϕiϕj ❛s ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss t❡r♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ S[ϕ]✳ ◆♦✇ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ S[φc]
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❜② S[φc] +Kijφ
c
iφ

c
j ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ S

−1

0 ❜② S−1
0 +K

✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✾✳✷✸✮ ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t r❡❛❞s✿

ΓK [φc] = S[φc] +
1

2
❚r ❧♥

[

S
−1
0 +K

]

+
1

2
Kijφ

c
iφ

c
j .

❋r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✾✳✷✾✮ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷P■

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

Γ[φc, Sc] = S[φc] +
1

2
❚r ❧♥

[

S
−1
0 +K

]

− 1

2
❚r[KSc] .

❚♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❛②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♦✉r❝❡ K ✐♥

❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ Sc✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ δΓ/δK = 0 ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭❛t ❧♦✇❡st

❧♦♦♣ ♦r❞❡r✮ Sc−1

= S−1
0 +K ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Γ[φc, Sc] = S[φc] +
1

2
❚r ❧♥ (Sc)−1 +

1

2
❚r

[(

Sc−1 − S−1
0

)

Sc
]

❚♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V2 ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ✷P■ ❞✐❛❣r❛♠s

✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❧♦♦♣s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r Sc✿

Γ[φc, Sc] = S[φc] +
1

2
❚r ❧♥ (Sc)−1 +

1

2
❚r

[(

Sc−1 − S−1
0

)

Sc
]

+ V2 . ✭✾✳✸✸✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t✇♦✲❧♦♦♣ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳
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✶✵ ❚✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✶✵✳✶ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✶P■ ❛♥❞ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝✲

t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥③❡r♦✲

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✭❤♦♠♦✲

❣❡♥❡♦✉s✮ s✉♣❡r✢♦✇❀ t❤✐s r❡♥❞❡rs t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

t♦ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s t❤♦r♦✉❣❤❧②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼ t❤❛t ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣✉r❡❧② ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣ δΓ/δρ = 0✱ ❛♥❞ r❛t❤❡r ✇♦r❦

✇✐t❤ ✐ts ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ∂U/∂ρ = 0✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t

❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠s ✇❡ ❛r❡ ❦❡❡♣✐♥❣✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛❝t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ λµ2T 2 ✐♥ t❤❡ ♣r❡s✲

s✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ T 4 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥ T ✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s

♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ T 2 ≫ λµ2✱ ✐✳❡✳✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s ❛ ✏❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ T = 0

❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❜②

❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t λ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥

Γ = −V
T
U(ρ, σ)− 1

2

∑

k

Tr ln
S−1
0 (k)

T 2
, ✭✶✵✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠

s♣❛❝❡ S−1
0 (k) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✻✮✳ ❚❤❡

tr❛❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ 2× 2 s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✱ ❛♥❞

t❤❡ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❢♦✉r✲♠♦♠❡♥t❛ kµ = (k0, ~k)✱ k0 = −iωn ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ▼❛ts✉❜❛r❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

ωn✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤r❡❡✲♠♦♠❡♥t❛✱ ❤❡r❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ t❤✉s ♦✈❡r ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦♠❡♥t❛✱
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❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❆t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✽✮✱

✇❡ ❤❛✈❡

S−1
0 (k) =





−k2 + 2(σ2 −m2) 2ik · ∂ψ

−2ik · ∂ψ −k2



 . ✭✶✵✳✷✮

❍❡r❡✱ k2 ≡ kµk
µ✱ k · ∂ψ = kµ∂

µψ ❛♥❞ σ = ∂µψ∂
µψ ✳ ■♥ ❛❧❧ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡

t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s✉♣❡r✢♦✇✱ s♦ ✇❡ t❛❦❡ ∂µψ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ σ✮ t♦ ❜❡

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✸✷✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡♠♣❧♦② ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ |~k| ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

T

V
Γ =

(σ2 −m2)2

4λ
+

1

6

T

V

∑

k

|~k|❚r
[

S0(k)
∂S−1(k)

∂|~k|

]

=
(σ2 −m2)2

4λ
− 2

3

T

V

∑

k

~k2(k2 − σ2 +m2) + 2k · ∂ψ~k · ~∇ψ
detS−1

0 (k)
, ✭✶✵✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ 2× 2 tr❛❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ρ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣

t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❛s

T

V
Γ ≃ (σ2 −m2)2

4λ
−
ˆ

d3~k

(2π)3

F (ǫ
1,~k
,~k)

(ǫ
1,~k

+ ǫ
1,−~k

)(ǫ
1,~k

+ ǫ
2,−~k

)(ǫ
1,~k

− ǫ
2,~k

)
coth

ǫ
1,~k

2T
, ✭✶✵✳✹✮

✸✷❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ S−1

0
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❜♦♦st✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ s❡t

~∇ψ = ~0 ✐♥ ✭✶✵✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜♦♦st ❡✈❡r② ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r kµ ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡❧♦❝✐t② ~v✿

kµ′ → Λµ
ν (v)k

ν .

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥

S−1′
0 →





−k2 + 2(σ2 −m2) −2iσ k0−~k·~v√
1−v2

2iσ k0−~k·~v√
1−v2

−k2





■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ~v = −~∇ψ/∂0ψ ❛♥❞ σ =
√

∂µψ∂µψ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛t ✭✶✵✳✷✮✳
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✇❤❡r❡ F (k0,~k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✮

F (k0, ~k) ≡ −2

3

[

~k2(k2 − σ2 +m2) + 2k · ∂ψ~k · ~∇ψ
]

, ✭✶✵✳✺✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ǫ
1/2,~k

❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤♦s❡ s♠❛❧❧✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡

ǫ
1,~k

=

√

σ2 −m2

3σ2 −m2
ζ(k̂) |~k|+O(|~k|3) , ✭✶✵✳✻✮

ǫ
2,~k

=
√
2

√

3σ2 −m2 + 2(~∇ψ)2 +O(|~k|) . ✭✶✵✳✼✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞

ζ(k̂) ≡





√

1 + 2
(~∇ψ)2 − (~∇ψ · k̂)2

3σ2 −m2
− 2∂0ψ~∇ψ · k̂√

σ2 −m2
√
3σ2 −m2





[

1 +
2(~∇ψ)2
3σ2 −m2

]−1

. ✭✶✵✳✽✮

✇✐t❤ θ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ~k ❛♥❞ ~∇ψ✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ǫ
1,~k

✳ ❚❤✐s

✐s t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✻✮ ❝♦♥✜r♠s✱ ✐s ♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞

♦❢ ✭✜rst✮ s♦✉♥❞ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♣❛rt ■■■✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ζ(k̂) = 1✱ ❛♥❞ t❤✉s✱

✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t m = 0✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1/
√
3✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ζ(k̂) ✐♥t♦ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ✐♥t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ❛♥❣✉❧❛r✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✇r✐t❡ t❤❡

r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛② s✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ∂µψ ❛♣♣❡❛r s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆♥♦t❤❡r

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♠✐①✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ✭❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✮ ❞✉❡

t♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢❛❝t♦r ❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t

s✉♣❡r✢♦✇✳ ■t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❛t

❝❛s❡✱ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✲❤♦❧❡s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞

t❤❡♦r❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t✳
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✶✵✳✷ ❙tr❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✱ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲❝✉rr❡♥t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦✉r

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡ ♣♦ss❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡❝✐♣❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡♠ ❢r♦♠ ✜❡❧❞

t❤❡♦r②✿

Tµν =

〈
2√−g

δ(
√−gL)
δgµν

〉

, jµ =

〈
∂L

∂(∂µψ)

〉

. ✭✶✵✳✾✮

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜r❛❝❦❡ts ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡

♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r②✱

〈A〉 ≡ 1

Z

ˆ

Dϕ′
1Dϕ′

2A exp

(
ˆ

d4x
√−gL

)

, ✭✶✵✳✶✵✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Z ❞❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t 〈1〉 = 1✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s

❧❡♥❣t❤② ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡❛❞s

Tµν = −
(

2
∂U

∂gµν
− gµνU

)

− T

V

∑

k

❚r

[

S(k)
∂S−1(k)

∂gµν
− gµν

2

]

, ✭✶✵✳✶✶✮

jµ = ∂µψ
σ2 −m2

λ
− 1

2

T

V

∑

k

❚r

[

S(k)
∂S−1(k)

∂(∂µψ)

]

. ✭✶✵✳✶✷✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡s✉❧t✳ ❆ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s r❡q✉✐r❡❞✳ ❆s ❛ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

Tµν ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ǫ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P ✱

T 00 = ǫ , T ij = δijP . ✭✶✵✳✶✸✮

❚❤❡♥✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✳

❲❡ ❞♦ s♦ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❢❛❝✐❧✐t❛t❡

t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞ ♣✐❝t✉r❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

Ψk ≡ Ψk(σ
2, k · ∂ψ, k2) ≡ −1

2
❚r ln

S−1
0 (k)

T 2
, ✭✶✵✳✶✹✮
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❛♥❞

Ak ≡ ∂Ψk

∂(k · ∂ψ) = 4
k · ∂ψ
detS−1

0

, Bk ≡ 2
∂Ψk

∂σ2
=

2k2

detS−1
0

, Ck ≡ 2
∂Ψk

∂k2
= −2(k2 − σ2 +m2)

detS−1
0

. ✭✶✵✳✶✺✮

■♥ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

♣r❡ss✉r❡ Ψ✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✹✮ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Γ

✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s

❥✉st✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s Ak✱ Bk✱ Ck ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ A✱ B✱ C✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✺✳✶ ✭✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t B ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✢✉✐❞

tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛s

✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮

T

V
Γ = −U − 1

3
(gµν − uµuν)

T

V

∑

k

(Ckkµkν +Akkµ∂νψ) , ✭✶✵✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ uµ = (1, 0, 0, 0)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❜❡❝♦♠❡

Tµν = −
(

2
∂U

∂gµν
− gµνU

)

+
T

V

∑

k

[Ckk
µkν +Bk∂

µψ∂νψ +Ak(k
µ∂νψ + kν∂µψ) + 2uµuν ] ,

✭✶✵✳✶✼✮

jµ = ∂µψ
σ2 −m2

λ
+
T

V

∑

k

(Bk∂
µψ +Akk

µ) . ✭✶✵✳✶✽✮

❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✜rst❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛② ❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡②

❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ jµ ✇✐t❤ ∂µψ ❀ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ kµ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ ❜✉t ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t

t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛st ✐♥ ❛ ♠♦r❡

✏♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✑ ❢♦r♠✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r uµ ✐s ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s

♦♥❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✐t

r❡❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳
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■t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✸✮ ✇❡

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜♥❞

Tµ
µ = m2

[

ρ2 + 2
T

V

∑

k

k2

detS−1(k)

]

, ✭✶✵✳✶✾✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛❝❡ ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ✇❡ s❡t m = 0✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳

✶✵✳✸ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r② t♦ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡r❡

✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ∂µψ ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ jµ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✜❡❧❞

t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧ts ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥t jµ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ❡♥❡r❣②

t❡♥s♦r Tµν ✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞

t❤❡♦r❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖✉r ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷ ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛

s✉♠ ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥

✺✳✸✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞

r❡st ❢r❛♠❡ ✭♦r t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② uµ = (1, 0, 0, 0)✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ✱ T ❛♥❞ ~vs ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ▲❛♥❞❛✉❵s

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮

jµ = nnu
µ + ns

∂µψ

σ
,

❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② uµ = (1, 0, 0, 0)✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ jµ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② n = nn +

∂ψ0 ns/σ ✇❤❡r❡ ∂0ψ/σ = 1/
√

1− ~v2s ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢

t❛❜❧❡ ✶✮✳ ❲❤✐❧❡ σ ✐s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ∂0ψ ❝❧❡❛r❧② ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡

♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡

♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ~vs = −~∇ψ/∂0ψ✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st

❢r❛♠❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ✇❡

❤❛✈❡ s✐♠♣❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✭~vs = ~0✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡
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t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✭~vs 6= ~0✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠

♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ■♥ ❝❛s❡

♦❢ ~vs = ~0 ✱ ❜♦t❤ ✢✉✐❞s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡st ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ µs = σ = ∂0ψ = µn✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❢r♦♠

♥♦✇ ♦♥ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❜② µ r❛t❤❡r t❤❛♥ µn ✭✇❡ ❤❛✈❡

✉s❡❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✸✻✮ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜♦t❤ r❡st ❢r❛♠❡s✮✳

❆s ❛ s✐❞❡ r❡♠❛r❦✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ jµ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞

r❡st ❢r❛♠❡✱ ❝♦♥tr❛❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ~∇ψ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❢♦r ns✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

ns = −σ
~∇ψ ·~j
(~∇ψ)2

. ✭✶✵✳✷✵✮

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♥♦✇ ♣✉r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ψ✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡r ✉s❡ ❛ ♠♦r❡

s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ A✱ B ❛♥❞ C ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳✶✳

✶✵✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ = ∂0ψ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ~vs = −~∇ψ/µ
✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ ❛♥❞ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ∂µψ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ Θµ✳

❲✐t❤ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✭✺✳✶✽✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ uµ = sµ/s ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

Ψ =
1

3
(gµν − uµuν)(jµ∂νψ − Tµν) . ✭✶✵✳✷✶✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Tµν ✳ ❲✐t❤ Tµν ❛♥❞ jµ

❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✳✹✮✱ ✭✽✳✸✮ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

1

3
(gµν − uµuν)(jµ∂νψ − Tµν) = −U − 1

3
(gµν − uµuν)

T

V

∑

k

(Ckkµkν +Akkµ∂νψ) . ✭✶✵✳✷✷✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ uµ = (1, 0, 0, 0)✱ ✇❤✐❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✶✮ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❢♦✉r✲

✈❡❧♦❝✐t✐❡s uµ✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r (gµν−uµuν) ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r

♦♥t♦ t❤❡ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ uµ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡

❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② ♣r♦♠♦t❡ uµ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦✉r✲✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥ ♦✉r ♣r❡s❡♥t tr❡❛t♠❡♥t
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❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ uµ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦✉r ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ ♠❛♥♥❡r ♦❢ s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡ ❛r❡ ✏st✉❝❦✑ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❇✉t✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ s✐♥❝❡ Ψ ✐s ❛

▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ❢r❛♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Ψ✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✻✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✷✮ ✐s ❡①❛❝t❧② ✭T/V t✐♠❡s✮ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t✱

Ψ =
T

V
Γ . ✭✶✵✳✷✸✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛♥❞ ❛t tr❡❡✲

❧❡✈❡❧✮✱ Ψ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆t ♥♦♥③❡r♦

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✮✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ✭✐s♦tr♦♣✐❝✮ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✸✮ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚❤✐s

♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✹✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡

Ψ = −U +
T

V

∑

k

Ψk . ✭✶✵✳✷✹✮

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ Λ = −Ψ+j ·∂ψ+s·Θ✳ ■♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞

r❡st ❢r❛♠❡✱ sµ = (s0, 0, 0, 0) ❛♥❞ t❤✉s s ·Θ = s0Θ0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r❛♠❡✳ ❚♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t②✱

s =
∂Ψ

∂T
=

1

V

∑

k

(
Ψk + 2 + Ckk

2
0 +Akk0∂0ψ

)
, ✭✶✵✳✷✺✮

✇✐t❤ Ak ❛♥❞ Ck ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ✭Ψk ❛♥❞ ✷✮ ❝♦♠❡ ❢r♦♠

t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t T ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r T/V ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ 1/T 2 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ s ·Θ ✈✐❛ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞

s ·Θ = Λ+Ψ− j · ∂ψ

=
T

V

∑

k

[

Ψk + Ckk
2
0 +Akk0∂0ψ − (Ckk

2 +Bkσ
2 + 2Akk · ∂ψ) +

2m2k2

detS−1

]

, ✭✶✵✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ Λ = Tµ
µ + 3Ψ ✱ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✭✶✵✳✶✾✮✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥

✭✇❤✐❝❤ ✐s Ψ✮ ✭✶✵✳✶✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✭✶✵✳✶✽✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭❈✳✸✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s

✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛s T t✐♠❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✺✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✐t② Θ0 ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ■♥ t❤✐s

❢r❛♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❇② ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥t❡r♣r❡t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡

s❤❛❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✶✵✳✹ ❊①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❢♦r s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

T

V

∑

k

F (k)

detS−1
0 (k)

, ✭✶✵✳✷✼✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ F (k) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✺✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣②

t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ F (k) ❜②

Fµν(k) ≡ 2
[
−(k2 − σ2 +m2)kµkν + k2∂µψ∂νψ

]
✭✶✵✳✷✽✮

+ 2
[
2(k · ∂ψ)(kµ∂νψ + kν∂µψ) + uµuνdetS−1

0 (k)
]
,

Fµ(k) ≡ 2(k2∂µψ + 2k · ∂ψ kµ) , ✭✶✵✳✷✾✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✶✼✮✱ ✭✶✵✳✶✽✮✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡s✉❧t

♦❢ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✶✵✳✹✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ coth[ǫ
1,~k
/(2T )] = 1 + 2f(ǫ

1,~k
) ✇✐t❤ t❤❡

❇♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) = 1/(ex/T − 1)✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣

t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❛ ✜♥✐t❡ t❡r♠ r❡♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ♦♥❡

♣♦✇❡r ♦❢ λ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡r♠ ∝ λ−1 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❇♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞

✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳✸✸❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①

✸✸❚❤❡ s✉❜❧❡❛❞✐♥❣ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❤❡r❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r✲

✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❆t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞
❞❡♥s✐t②✱ n(T = 0) = ns✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s µρ2 ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ✱ ♠✐❣❤t ❜❡
s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ♦✉r ❧❡❛❞✐♥❣✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
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❉✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ ~∇ψ = ~0

❛♥❞ ✉s❡ ∂0ψ = µ✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦ ǫ
1,~k

= ǫ+~k
✱ǫ
2,~k

= ǫ−~k ✇✐t❤

ǫ±~k =

√

~k2 + 3µ2 −m2 ∓
√

4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2 , ✭✶✵✳✸✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✻✳✾✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ǫ+~k
✐s t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ǫ−~k t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ s♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡

♣r❡ss✉r❡ t♦ ♦r❞❡r T 6 ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✸✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r m✮

P =
T

V
Γ(|~∇ψ| = 0) ≃ (µ2 −m2)2

4λ
+

(3µ2 −m2)3/2

(µ2 −m2)3/2
π2T 4

90
− µ6(3µ2 −m2)1/2

(µ2 −m2)7/2
4π4T 6

63µ2
. ✭✶✵✳✸✶✮

❚❤❡ T 4 t❡r♠ ❤❛s t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳ ❋✐rst❧②✱ ✐❢ ✇❡ s❡t m = 0✱ t❤❡ µ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞r♦♣s ♦✉t✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ T 4/µ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ m✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ T 4/µ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r s♠❛❧❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂2P/∂µ2 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱

t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳✮ ❚❤❡ T 6 t❡r♠ ❤❛s ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❡✈❡♥ ❢♦r m = 0 ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ T 6/µ3 t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♥♦✇

✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ~∇ψ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❋♦r

❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ s❡t m = 0 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② t♦ ♦r❞❡r T 6

T

V
Γ ≃ µ4

4λ
(1− ~v2s)

2 +
π2T 4

10
√
3

(1− ~v2s)
2

(1− 3~v2s)
2
− 4π4T 6

105
√
3µ2

(1− ~v2s)
2

(1− 3~v2s)
5
(5 + 30~v2s + 9~v4s) . ✭✶✵✳✸✷✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r ~vs = 0 ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ m = 0 ❧✐♠✐t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✈❛❧✐❞

t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ |~vs|✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✇❡ ✉s❡
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µ4

4λ
(1− v2

s)
π2T 4

10
√
3

1− v2
s

(1− 3v2
s)

3

4π4T 6

105
√
3µ2

1− v2
s

(1− 3v2
s)

6

T

V
Γ 1− v2

s (1− v2
s)(1− 3v2

s) −(1− v2
s)(1− 3v2

s)(5 + 30v2
s + 9v4

s)

T 00 3 + v2
s 3− 20v2

s + 9v4
s −(15− 160v2

s − 774v4
s + 432v6

s + 135v8
s)

T 0i 4vsi −8vsi 2vsi(95 + 243v2
s − 135v4

s − 27v6
s)

T⊥ 1− v2
s (1− v2

s)(1− 3v2
s) −(1− v2

s)(1− 3v2
s)(5 + 30v2

s + 9v4
s)

T|| 1 + 3v2
s 1− 12v2

s + 3v4
s −(5− 180v2

s − 582v4
s + 324v6

s + 81v8
s)

µ j0 4 −8v2
s 2(5 + 105v2

s + 147v4
s − 81v6

s)

µ j 4vs −8vs 2vs(95 + 243v2
s − 135v4

s − 27v6
s)

❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Γ✱ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r Tµν ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞
❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t jµ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r T 6 ❢♦r m = 0✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
❝♦❧✉♠♥❀ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ µ4✱ T 4✱ ❛♥❞ T 6/µ2 t❡r♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇✱ ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ~vs✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❡s✉❧ts ❢♦r ~v2s → 1/3✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ▲❛♥❞❛✉✬s ❝r✐t✐❝❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳

T⊥ ≡ 1

2

[

δij −
∂iψ∂jψ

(∇ψ)2
]

Tij , ✭✶✵✳✸✸✮

T|| ≡ ∂iψ∂jψ

(∇ψ)2 Tij . ✭✶✵✳✸✹✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳ ❆❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❆t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐t ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r σ = µ
√

1− ~v2s ✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ T⊥ = σ4/(4λ)✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
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❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡st

❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s µ✱ T ✱ ❛♥❞ ~vs ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇♥

❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ tr✐✈✐❛❧ ▲♦r❡♥t③ ❜♦♦sts ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜♦♦sts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❝t♦r kµ✱ s❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡

❜❡❧♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✮ ✮✳

❲❡ ♠❛② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡

✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝❤❡❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞

tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ −~j ·∇ψ = µ~j ·~vs✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② T i0 ✐s ✐♥❞❡❡❞ ∂0ψ = µ

t✐♠❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ji✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t T⊥ = T
V Γ✱ ✇❤✐❝❤✱ s✐♥❝❡ T⊥ = Ψ✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Ψ = T
V Γ✳

❲✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ Tµν ✐♥ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ρs ✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❧✐♠✐t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ns✱ nn ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥✉♠❜❡r

❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ❲✐t❤ T 0i = ji∂0ψ✱ ~j = −ns~∇ψ/σ✱ ❛♥❞ ~vs = −~∇ψ/∂0ψ ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

T 0i = (∂0ψ)2
ns
σ
vsi = ρsvsi +O(|~vs|3) ,

✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ρs = σ2/B✳✮ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t ✭✽✳✶✽✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ T 00 = Λ+ ρs~v
2
s +O(|~vs|4)✳

✶✵✳✹✳✶ ❊♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ = ∂0ψ✱

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = Θ0✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t② ~vs = −~∇ψ/µ✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲

✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ si = 0✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❣✐✈❡♥ ✽

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✻ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✹ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs jµ✱ sµ✱ Θµ✱ ∂µψ ♦❢ t❤❡

t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ jµ✱ s0✱ ❛♥❞ Θi✳ ❋♦r t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t jµ ❛♥❞

t❤❡ ❡♥tr♦♣② s0 ✇❡ ❤❛✈❡ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r Θµ✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Ψ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛rs

σ2✱Θ2✱ ❛♥❞ Θ · ∂ψ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❢♦r♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r Ψ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✽✮ ❛♥❞
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A s0

∂0ψ

η

η + v2
ss

0Θ0
A ∂0ψ

s0j · ∇ψη

B 1

(∂0ψ)2
j0∂0ψη − j · ∇ψs0Θ0

η + v2
ss

0Θ0
B −(∇ψ)2

j · ∇ψ

C v2
s(s

0)2

η + v2
ss

0Θ0
C −j

0∂0ψη − j · ∇ψs0Θ0

(s0)2 j · ∇ψ

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts jµ✱ sµ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ∂µψ✱ Θµ✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✏♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝✑ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t jµ✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ∂µψ✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Θ0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t② s0✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲
✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ η = ~v2sj

0∂0ψ + ~j · ~∇ψ✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r A✱ B✱ C ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✻✮✲✭✶✵✳✸✽✮✳

✭✺✳✾✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ❢♦r Θi ❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

♣❛rt ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s A✱ B✱ C✱ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts

✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜♥❞

~Θ = −A
B
~∇ψ =

~∇ψ
s0

[

j0 + ∂0ψ
~j · ~∇ψ
(~∇ψ)2

]

. ✭✶✵✳✸✺✮

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡

❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✭❢♦r m = 0 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✮

A ≃ 4π2T 3

15
√
3µ

1− ~v2s
(1− 3~v2s)

2
− 16π4T 5

315
√
3µ3

1− ~v2s
(1− 3~v2s)

5
(25 + 78~v2s − 27~v4s) , ✭✶✵✳✸✻✮

B ≃ µ2

λ
(1− ~v2s)−

4π2T 4

15
√
3µ2

1− ~v2s
(1− 3~v2s)

3
+

8π4T 6

315
√
3µ4

65 + 256~v2s − 402~v4s + 81~v8s
(1− 3~v2s)

6
, ✭✶✵✳✸✼✮

C ≃ 2π2T 2

15
√
3

1− ~v2s
1− 3~v2s

+
8π4T 4

315
√
3µ2

5− 59~v2s + 27~v4s + 27~v6s
(1− 3~v2s)

4
. ✭✶✵✳✸✽✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A ❛♥❞ C ✈❛♥✐s❤ ❛t T = 0✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ♦✉r ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② B ✇❛s ♥♦♥③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✶✵ ❚❲❖✲❋▲❯■❉ ❋❖❘▼❆▲■❙▼ ■◆ ❚❍❊ ▲❖❲✲❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ✾✵

❞❡♥s✐t✐❡s ns✱ nn ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥s❡rt A ❛♥❞ B ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ns✱ nn ✐♥t♦ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ t♦ ❣❡t ❛❧s♦ C ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ns✱ nn✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✉s❡❢✉❧

tr❛♥s❧❛t✐♦♥

A = −σnn
sns

, B =
σ

ns
, C =

σn2n
s2ns

+
µnn + sT

s2
. ✭✶✵✳✸✾✮

✭❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✿ s✱ T ✱ µ✱ nn ❛r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ns ✐s t❤❡

s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s nsµ/σ✳✮ ❆s ❛ ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t B ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛s

B = σ/ns ✇✐t❤ ns ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✵✮✳ ■t ✐s ♥♦✇ ♦❢ ❝♦✉rs❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❛❧s♦

❡①♣r❡ss A✱ B✱ C ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ns ❛♥❞ nn✳ ■♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞

♥♦r♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✱ ❜❡❝♦♠❡

ns
µ

σ
≃ µ3

λ
(1− ~v2s)−

4π2T 4

5
√
3µ

1− ~v2s
(1− 3~v2s)

3
+

8π4T 6

105
√
3µ3

1− ~v2s
(1− 3~v2s)

6
(95 + 243~v2s − 135~v4s − 27~v6s) ,

✭✶✵✳✹✵✮

nn ≃ 4π2T 4

5
√
3µ

(1− ~v2s)
2

(1− 3~v2s)
3
− 16π4T 6

35
√
3µ3

(1− ~v2s)
2

(1− 3~v2s)
6
(15 + 38~v2s − 9~v4s) . ✭✶✵✳✹✶✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❣✐✈❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② j0 ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✷✳ ❆s

❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r T = 0 ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡

s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♠❡❧ts✳ ❘❡♠❡♠❜❡r

t❤❛t t❤✐s ♠❡❧t✐♥❣ ✐s✱ ✐♥ ♦✉r ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ns ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ✢✉✐❞s✳ ❆s ❛♥ ❛s✐❞❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ~vs = ~0 t❤❡ T 4 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s

❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①❛❝t❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❧♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✶✮ ✇❤❡r❡ ✇❡

❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ m = 0 ❧✐♠✐t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ T 4 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣r❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛rs✳ ❚❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

✐♥str✉❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣✐✈❡s Ψ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳
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❖✉r q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ T ✱ µ✱ ~vs ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ▲♦r❡♥t③

s❝❛❧❛rs σ2✱ Θ2✱ ∂ψ ·Θ ✈✐❛

σ2 = µ2 − (~∇ψ)2 = µ2(1− ~v2s) , ✭✶✵✳✹✷✮

Θ2 = T 2 − A2

B2
(~∇ψ)2 = (1− ~v2s)(1− 9~v2s)

(1− 3~v2s)
2

T 2 +O(T 4) , ✭✶✵✳✹✸✮

∂ψ ·Θ = µT − A
B (~∇ψ)2 =

1− ~v2s
1− 3~v2s

µT +O(T 3) . ✭✶✵✳✹✹✮

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r T ✱ µ✱ ❛♥❞ ~vs ❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✉♣ t♦

❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛s

Ψ(σ2,Θ2,Θ · ∂ψ) ≃ σ4

4λ
+

π2

90
√
3

[

Θ2 + 2
(∂ψ ·Θ)2

σ2

]2

. ✭✶✵✳✹✺✮

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s GµνΘµΘν ✇✐t❤ t❤❡ ✏s♦♥✐❝ ♠❡tr✐❝✑ Gµν ≡ gµν+2vµvν ✱

s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✾✮ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✸❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t T 4 t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ T 2 → GµνΘµΘν ✐♥ t❤❡ T 4 t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥

t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✷✲✶✵✳✹✹✮

t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ T 6 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛②

♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❇✉t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t

❛s ❢♦r t❤❡ T 4 t❡r♠✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦ s✉r♣r✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦♥✐❝ ♠❡tr✐❝ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧❡❧② ❢♦r s②st❡♠s ❢♦r ❛

●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ T 6 t❡r♠ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❦♥♦✇s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉❜✐❝ t❡r♠ ✐♥ t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥❧❡ss ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛

❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t t✇♦✲

✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❣♦❛❧s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r r❡str✐❝t❡❞ ♦✉r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♠ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳
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✶✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ϕ4 t❤❡♦r②✳ ❚❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡

❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛ st❛t✐❝✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉♣❡r✢♦✇✮✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡

♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❲❤✐❧❡ s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✱ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ U(1) ❝✐r❝❧❡ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ✉♥✐t

❧❡♥❣t❤✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞

str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣✱

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡r♠s ✉♣ t♦ s✐①t❤ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❤❛s

❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✳

✷✳ ❚❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡

❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥❧❡ss ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❋♦r

❜♦t❤ ❝✉rr❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛✳ ◆♦✇✱ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐s ✭❢♦✉r✲✮♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐ts ♦✇♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡s

❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t

♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✺✳✷ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✏♠✐①❡❞✑ ❛♥❞ ✏♣✉r❡✑ ✈❛r✐❛❜❧❡

s❡ts ✇❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❛♥❞

r❡❧❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s

nn ❛♥❞ ns ✭✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥ts ❛r❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥❧❡ss ❝❛s❡✱ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞✮✳

✸✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠

t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ▲♦r❡♥t③

s❝❛❧❛rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥t♦ ✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t

r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❈❡rt❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ②✐❡❧❞ nn ❛♥❞ ns✳ ❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
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t❤❛t ns ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❞❡♥s✐t②✿ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ns ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t

nn ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛s ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥❛✐✈❡❧② ❡①♣❡❝t❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♥✉♠❜❡r

❣♦❡s ❧✐❦❡ T 3 ❢♦r s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✾✵❪✮✱ nn ∝ T 4/µ✳
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✶✶ ❚❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛r❜✐tr❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❡①t❡♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ ❛♥❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐t ❜② r❡s✉♠♠✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs

✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ st✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞

s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✷✲♣❛rt✐❝❧❡

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✷P■✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸❪ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦r♥✇❛❧❧✲❏❛❝❦✐✇✲❚♦♠❜♦✉❧✐s ✭❈❏❚✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦r Φ✲

❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠

✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t t✇♦✲❧♦♦♣ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ s②st❡♠s ✇✐t❤ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♠♦♥❣

♠❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❡s♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❋▲ ♣❤❛s❡ ❬✾✹✱ ✺✵✱ ✾✺❪✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ❛ s✉♣❡r✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐s

r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❜❡❝❛✉s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ st❛r ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ❤✐❣❤❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ✐ts ❡❛r❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❣❡s✳

✶✶✳✶ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❏❚

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✳✶✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Γ[ρ, S] ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢

t❤❡ ✭♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡✮ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r S✱ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ Ψ✳ ❘❡♠❡♠❜❡r

t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ✏❝✑ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭T/V t✐♠❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✮ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✾✳✸✸✮✮

Ψ[ρ, S] = −U(ρ)− 1

2

T

V

∑

k

❚r ln
S−1

T 2
− 1

2

T

V

∑

k

❚r[S−1
0 (ρ)S − 1]− V2[ρ, S] , ✭✶✶✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ 2 × 2 s♣❛❝❡ ❛♥❞ V ✐s t❤❡ t❤r❡❡✲✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

V2[ρ, S] ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t✇♦✲❧♦♦♣✱ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡

✼✳✶✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

U(ρ) = −ρ
2

2
(σ2 −m2) +

λ

4
ρ4 , ✭✶✶✳✷✮
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❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

S−1
0 (k) =





−k2 − σ2 +m2 + 3λρ2 2ikµ∂
µψ

−2ikµ∂
µψ −k2 − σ2 +m2 + λρ2



 . ✭✶✶✳✸✮

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✉♥r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ δΨ

❧❛t❡r✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❚❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s❡❧❢

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ❜✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠✑ ✭❧❡❢t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ V2 ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✏s✉♥s❡t ❞✐❛❣r❛♠✑ ✭r✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❲❡

❛r❡ t❤✉s ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ t✇♦✲❧♦♦♣ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛rt✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤♦s❡

❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

V2[S] ≃
λ

4

(
T

V

)2 ∑

K,Q

{

❚r[S(K)]❚r[S(Q)] + ❚r[S(K)S(Q)] + ❚r[S(K)S(Q)T ]
}

. ✭✶✶✳✹✮

❍❛❞ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✏s✉♥s❡t ❞✐❛❣r❛♠✑ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ V2 ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞

❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ ρ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ s❤♦✇ ✇❤❡t❤❡r ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ s♠❛❧❧✳ ◆❛✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✈❡rt❡① s✉❣❣❡sts t❤❛t ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛ss

m ♦✉r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s t❤❛t s❤♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❡

♥❡❣❧❡❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s✱

✉♥♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✾✻✱ ✾✼✱ ✾✽❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇❤❡♥ ✇❡

♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✹✳

■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Σ ≡ 2
δV2
δS

≃ λ
T

V

∑

k

❚r[S(k)] + λ
T

V

∑

k

[S(k) + S(k)T ] , ✭✶✶✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐①✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡❛s✐❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥

V2[S] =
1

4

T

V

∑

k

❚r[ΣS(k)] . ✭✶✶✳✻✮

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛❝t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ❛♥❞
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S ❛♥❞ s❡t t❤❡s❡ t♦ ③❡r♦✱

0 =
∂U

∂ρ
+

1

2

T

V

∑

k

❚r

[
∂S−1

0

∂ρ
S

]

, ✭✶✶✳✼✮

S−1 = S−1
0 +Σ . ✭✶✶✳✽✮

❲✐t❤ ❛♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✇❡ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✳ ❲✐t❤✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s ❬✺✵❪

S−1(k) =





−k2 − σ2 +M2 + δM2 2ikµ∂
µψ

−2ikµ∂
µψ −k2 − σ2 +M2 − δM2



 , ✭✶✶✳✾✮

✇✐t❤ t✇♦ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rsM ✱ δM ✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♥s❛t③✱ t❤❡

♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉②s♦♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✽✮ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡ ❛r❡

❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✽✮✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡

✜rst ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✼✮✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦✴❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭②❡t ✉♥r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ρ✱ M ✱ ❛♥❞ δM ✱

M2 + δM2 − σ2 = 2λρ2 , ✭✶✶✳✶✵✮

M2 = m2 + 2λρ2 + 2λ
T

V

∑

k

[S11(k) + S22(k)] , ✭✶✶✳✶✶✮

δM2 = λρ2 + λ
T

V

∑

k

[S11(k)− S22(k)] , ✭✶✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡ S11(k) ❛♥❞ S22(k) ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r S✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡

❛❧r❡❛❞② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ ✐s ♥♦♥③❡r♦ ✭t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ρ = 0 ✇❤✐❝❤ ✇❡

❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✻✮

❛♥❞ ✭✶✶✳✽✮✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψstat = −U − 1

2

T

V

∑

k

❚r ln
S−1

T 2
− 1

4

T

V

∑

k

❚r[S−1
0 S − 1] . ✭✶✶✳✶✸✮
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✶✶✳✷ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡

❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✾✹✱ ✾✺✱ ✾✽✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳ ❋♦r ♦✉r

♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✾✹✱ ✾✺✱ ✶✵✸❪ ❛r❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧✳ ❲❤✐❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❬✶✵✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ✏❞✐r❡❝t❧②✑ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❬✾✹✱ ✾✺❪ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞

♦♥ ❬✶✵✶✱ ✶✵✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ❜② ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✏❞✐r❡❝t✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✶✵✸❪✳ ❆❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❍❡r❡ ✇❡ s✐♠♣❧② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛❞❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✮✱ ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs δm2✱ δλ1✱δλ2✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs

δλ1✱ δλ2 ❢♦r t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇✱ ❛❢t❡r r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣

t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

δm2✱ δλ1✱ δλ2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs m2✱ λ✱ ❛♥ ✉❧tr❛✲

✈✐♦❧❡t ❝✉t♦✛ Λ✱ ❛♥❞ ❛ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ✳ ❆♥❞✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ µ✱ T ✱ ❛♥❞ ~∇ψ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞

t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ✐❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ❜❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈✐❛

m2
bare

= m2 + δm2✱ λ1/2,bare = λ+ δλ1/2✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s

1

λ
=

1

λ1,bare
+

1

4π2
ln

Λ2

ℓ2
=

1

λ2,bare
+

1

8π2
ln

Λ2

ℓ2
,

m2

λ
=

m2
bare

λ1,bare
+

Λ2

4π2
. ✭✶✶✳✶✹✮

❋♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❡ ✉s❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡r✬s ♣r♦♣❡r t✐♠❡ r❡❣✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✶✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ Λ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡

✐♥t❡❣r❛❧ t♦ 1/Λ2✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ ❛ ✏✈❛❝✉✉♠✑ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t

✐♥t❡❣r❛❧s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ✏✈❛❝✉✉♠✑ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✳ ❚❤✐s t❡r♠

✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❛ ✈❛❝✉✉♠ t❡r♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss

M ✭❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ µ✱ T ✱ ❛♥❞ ~∇ψ✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ♠✉st ❜❡ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮

♠❡❞✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ ✇❡ ❡✈❡♥ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s

❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ ~∇ψ✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❊✳✹✳

❚♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜r❡✈✐❛✲

t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠s✱

I± ≡ T

V

∑

k

[S11(k)± S22(k)] , J ≡ −1

2

T

V

∑

k

❚r ln
S−1

T 2
. ✭✶✶✳✶✺✮
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❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✵✲✶✶✳✶✷✮ ❛r❡

M2 + δM2 − σ2 = 2λρ2 , ✭✶✶✳✶✻✮

M2 = m2 + 2λρ2 + 2λI+
finite

, ✭✶✶✳✶✼✮

δM2 = λρ2 + λI−
finite

, ✭✶✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠s ❛r❡

I+
finite

=
M2

8π2
(γ − 1) +

M2 + δM2

16π2
ln
M2 + δM2

ℓ2
+
M2 − δM2

16π2
ln
M2 − δM2

ℓ2
✭✶✶✳✶✾✮

+
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

{
2[(ǫe~k

)2 − ~k2 −M2 + σ2][1 + 2f(ǫe~k
)]

(ǫe~k
+ ǫe−~k

)(ǫe~k
+ ǫ−e

−~k
)(ǫe~k

− ǫ−e
~k

)
− 1

2ωe
~k

}

,

I−
finite

=
δM2

8π2
(γ − 1) +

M2 + δM2

16π2
ln
M2 + δM2

ℓ2
− M2 − δM2

16π2
ln
M2 − δM2

ℓ2
✭✶✶✳✷✵✮

+
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

{
2δM2[1 + 2f(ǫe~k

)]

(ǫe~k
+ ǫe−~k

)(ǫe~k
+ ǫ−e

−~k
)(ǫe~k

− ǫ−e
~k

)
− e

2ωe
~k

}

,

✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ❝♦♥st❛♥t γ ≃ 0.5772✱ t❤❡ ❇♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) = 1/(ex/T − 1)✱

❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ǫe~k
t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ detS−1 = 0✳ ❚❤❡

❡♥❡r❣✐❡s

ωe
~k
=

√

(~k + e∇ψ)2 +M2 + eδM2

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✏✈❛❝✉✉♠✑ s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ✭♠❡❞✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✮

✜♥✐t❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✶✳✷✵✮ ❛♥❞ t♦ ✭♠❡❞✐✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✐♥✜♥✐t❡

t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛ss✳

❚❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ✐s

Ψstat =
ρ2

2
(µ2 −m2)− λ

4
ρ4 + Jfinite +

(M2 −m2 − 2λρ2)2

8λ
+

(δM2 − λρ2)2

4λ
, ✭✶✶✳✷✶✮

✇✐t❤ M ✱ δM ✱ ❛♥❞ ρ ❜❡✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✻✲✶✶✳✶✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠
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Jfinite =
M4 + δM4

64π2
(3− 2γ)− (M2 + δM2)2

64π2
ln
M2 + δM2

ℓ2
− (M2 − δM2)2

64π2
ln
M2 − δM2

ℓ2

− 1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

[

ǫe~k − ωe
~k
+ 2T ln

(

1− e
−ǫe~k

/T
)]

. ✭✶✶✳✷✷✮

✶✶✳✸ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡

❚❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ǫe~k
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ detS−1✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦

t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ detS−1
0 ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✭✶✵✳✻✮✱ ✭✶✵✳✼✮ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♦♥❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞

♦♥❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❢✉❧✜❧❧s k0 = 0 ❛t ~k = 0✳ ❙❡tt✐♥❣ ~k = 0 ✐♥ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭✶✶✳✾✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t k0 = 0 ✐s ♦♥❧② ❛ ③❡r♦ ♦❢ detS−1 ✐❢ M2 − σ2 − δM2 = 0

✭♦r ✐❢ M2 − σ2 + δM2 = 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ✐♥

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✶✳✶✽✮ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② M2−σ2− δM2 = −2λI−
finite

✱ ✇❤❡r❡ I−
finite

♠✐❣❤t ❜❡ s♠❛❧❧ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

❬✺✵✱ ✾✹✱ ✾✺✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✻✱ ✶✵✽✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳ ❋♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐t

✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✽✮✱ t❤❡r❡❜② ❣✐✈✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❡①❛❝t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

❬✺✵✱ ✶✵✹❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✉❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛ ♣♦✐♥t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢

t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥t♦ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✏●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥ts✑

♦♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✳ ❆ s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t

♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

s✉❜s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❖✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②

❡q✉❛t✐♦♥s ♥♦✇ r❡❞✉❝❡ t♦ t✇♦ tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧✱

δM2 = λρ2 =M2 − σ2 , ✭✶✶✳✷✸✮

2σ2 −m2 = M2 + 2λI+
finite

. ✭✶✶✳✷✹✮

❚❤❡ t✇♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ǫ±~k ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠

0 = detS−1 = k2[k2 − 2(M2 − σ2)]− 4(kµ∂
µψ)2 , ✭✶✶✳✷✺✮
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ad hoc modification

approx. 2 PI

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✿ ▼✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❬✶✵✽❪ t❤❛t t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠
✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ρ ❛♥❞ S✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✷P■
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐❡s s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❛t ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ t✇♦✲❧♦♦♣ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❛t ❝✉r✈❡✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡
●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❡①❛❝t ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✸✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ δM ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡s ❜❡❧♦✇ Tc✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡✐r ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ✐s t♦♦ ❧❡♥❣t❤② t♦

✇r✐t❡ ❞♦✇♥✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡

♠♦❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r M ✭t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✭✶✵✳✻✮ ✐❢ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r M ✐s ✐♥s❡rt❡❞✮

ǫ+~k
=

√

(M2 − σ2)(M2 + σ2 + 2[(~∇ψ)2 − (k̂ · ~∇ψ)2])− 2∂0ψ k̂ · ~∇ψ
M2 + σ2 + 2(~∇ψ)2

|~k|+ . . . . ✭✶✶✳✷✻✮

❋♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ σ = µ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

ǫ+~k
(~∇ψ = 0) =

√

M2 − µ2

M2 + µ2
|~k|+ . . . . ✭✶✶✳✷✼✮

■❢ ✇❡ ✇♦r❦ ❛t ❛ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭✶✶✳✷✶✮✳ ❲❡
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r❛t❤❡r ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ✑●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥t✑✳ ❋♦r t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✐♥✜♥✐t✐❡s

❝❛♥❝❡❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛❜♦✈❡✱ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳✸ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥❀ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t

t❤❡ ❵✑●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥t✑ ✇❡ t❤❡♥ ✜♥❞

ΨGold =
(M2 − σ2)(3σ2 −M2 − 2m2)

4λ
+ Jfinite +

(M2 − 2σ2 +m2)2

8λ
− λ

4
(I−

finite
)2 . ✭✶✶✳✷✽✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ρ ❛♥❞ δM ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✹✮✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭✶✶✳✷✽✮ ❛r❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s♦❧✈❡ t❤❡

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss M ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

✈✐❛ λρ2 =M2 − σ2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✳

❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

✶✶✳✹ ❈r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❚♦ ❣❡t st❛rt❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✶✳✷✹✮ ❢♦r T ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t M2 = σ2 − 2(∇ψ)2 ✲ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ M ✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✸✷✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞ |~∇ψ| ❛s ✇❡❧❧ ❛s λ✱ m✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ M

❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ T = 0 ❛♥❞ T = Tc ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✶✳✷✹✮✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ M ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ

t❤r♦✉❣❤ λρ2 = M2 − σ2✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r

t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡t m = 0✱ ❜✉t

t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✶✳✹✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s

❜❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐❢ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞

t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡✳

❆s t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✿ ❈♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r m = |∇ψ| = 0 ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts
λ = 0.005 ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ λ = 0.05 ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✜rst ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ❛r❡ ❜❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❧❛r❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♠♦r❡✱ ❜✉t st✐❧❧ ♦♥❧② ♠✐❧❞❧②✱ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ℓ✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✱
ℓ = 0.1µ✱ µ✱ 10µ ❢♦r t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ✭❜❧✉❡✮✱ s♦❧✐❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ✭r❡❞✮ ❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
t❤✐♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✾✮✲
✭✶✶✳✸✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ❞r♦♣s ♦✉t✳

t✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥✱ t♦ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ✉s✐♥❣✸✹

I+
finite

≃ 4
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

(ǫe~k
)2 − ~k2 −M2 + σ2

(ǫe~k
+ ǫe−~k

)(ǫe~k
+ ǫ−e

−~k
)(ǫe~k

− ǫ−e
~k

)
f(ǫe~k) , ✭✶✶✳✷✾✮

I−
finite

≃ 4
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
δM2

(ǫe~k
+ ǫe−~k

)(ǫe~k
+ ǫ−e

−~k
)(ǫe~k

− ǫ−e
~k

)
f(ǫe~k) , ✭✶✶✳✸✵✮

❛♥❞

Jfinite ≃ −T
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
ln
(

1− e
−ǫe~k

/T
)

. ✭✶✶✳✸✶✮

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧♦♦♣ ❞✐❛❣r❛♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧

r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ ✐s ❣♦♥❡ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ℓ✳

✸✹■♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ I±
finite

(T, µ, ℓ) = I±
vac,finite(ℓ)+I

±
µ (0)+I±T (µ) ≃ I±T (µ)

❛♥❞ Jfinite(T, µ, ℓ) ≃ JT (µ)✳
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❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s✉❜❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞r♦♣♣❡❞ ❞♦ ♥♦t ✈✐s✐❜❧② ❝❤❛♥❣❡

❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❡ s❤♦✇✱ s❡❡ ❛❧s♦ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

λ = 0.005 ❛♥❞ m = 0✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥ ǫ+~k
✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✢❛t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥

t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ♥♦t ②❡t ♠❡❧t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❖♥❧② ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦ ✭✐❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❛✈❡ ❛♥

❡①❛❝t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

ǫ+~k
✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ k✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡

s❤♦✇ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✻✮✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ st❛t❡ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♦r ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✶✶✳✷✻✮ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧

r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ~k ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ~∇ψ ♦♥❧② ✐❢ M2 − σ2 > 2(~∇ψ)2✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ2 = (M2 − σ2)/λ ❝❛♥♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❯s✐♥❣

σ2 = µ2 − (~∇ψ)2 ❛♥❞ ~v = −~∇ψ/µ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✐♥str✉❝t✐✈❡✱ ❢♦r♠

v <

√

M2 − σ2

M2 + σ2
. ✭✶✶✳✸✷✮

❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② v✳ ✭❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t M ✐s ❛

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t②✳✮ ❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧✐♥❡✱ ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✸✷✮✱

✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✹✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✳✸✷✮✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t v = 0✱ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡

♠♦❞❡ ❛t v = 0✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✼✮✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ▲❛♥❞❛✉✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐t② ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✿ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭✐♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t ❛ ●❛❧✐❧❡✐ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛t v = 0 ✭✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s r♦t♦♥s ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞

❤❡❧✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✮✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✉s t❤✐♥❦ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ t❤❡ v = 0
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭k‖ > 0✮ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ✭k‖ < 0✮ t♦ t❤❡

s✉♣❡r✢♦✇ ❢♦r ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② v = 0.5/
√
3 ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤ Tc(v) ❜❡✐♥❣

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ǫ+~k
✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ s❧♦♣❡

u(θ) ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✱ ǫ+~k
≃ u(θ)|~k|✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✱

θ = 0✱ ❛♥❞ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧✱ θ = π✱ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡②♦♥❞
✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❡❧t❡❞ ❛✇❛②✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② Tc ≡ Tc(v = 0)✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ≃ 0.29 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧✱ ✐✳❡✳✱ T ≃ 0.86Tc ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ Tc(v) ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡t λ = 0.005
❛♥❞ m = 0✳

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s

♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②❀ ✐t ✐s ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s

❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❜❛❝❦✲r❡❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ v ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ M ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✸✷✮✳ ❋♦r

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ✭✐♥❝♦rr❡❝t✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ v = 0 ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛s ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s✉❧t ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡

✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛ ▲♦r❡♥t③ ❜♦♦st✮

♦♥ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧ ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t T = 0 t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s 1√
3
✱ ✐♥ ❡①❛❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t v = 0✳ ❋♦r

❛ s✐♠✐❧❛r r❡❝❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶✷❪ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣❤❛s❡

❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻ ♦❢ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st ❛ ✭str♦♥❣✮ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡

❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ Tc ✭Tc ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✮✱ t❤❡ s②st❡♠ st✐❧❧ ✏✇❛♥ts✑ t♦ ❝♦♥❞❡♥s❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s✉♣❡r✲
✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ ♦✉r ❛♥s❛t③✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
●♦❧❞st♦♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t v = 0 ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✇s ✲ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✲ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐❢
t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ♦♥❧② ❛❝t❡❞ ❛s ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳

✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ❛❧s♦ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱

t❤✐s ✐s s❡❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r M ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ρ = 0✱ s❡❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✶✹✮✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ~∇ψ✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r s✐♥❝❡ ψ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ s♦ t❤❡

✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ~∇ψ✳ ❋♦r s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

ρ = 0 st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ µ✱ ❜✉t ❛t s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

M ✐s ❧❡ss t❤❛♥ µ✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ǫe~k
=

√
~k2 +M2 − eµ✱ s♦ ǫ+k ❜❡❝♦♠❡s

♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t❛ ✐❢ M < µ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ Tc✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡✱ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥s❛t③✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥str✉❝t ❛ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✹✮✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✈♦rt❡① ❝r❡❛t✐♦♥ ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❛t

r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❬✶✶✸❪✱❬✶✶✹❪ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲❝♦❧❞ ❜♦s♦♥✐❝ ❬✶✶✺❪ ❛♥❞

❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❬✶✶✻❪ ❣❛s❡s✳ P♦ss✐❜❧②✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❛❧r❡❛❞②

r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉♣❡r✢✉✐❞ ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡❧♦✇ ♦✉r ❝r✐t✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✇❡

❤❛✈❡ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ✉♥st❛❜❧❡
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s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✇♦✲str❡❛♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✶✶✼❪✳

✶✶✳✺ ❚✇♦✲✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

✶✶✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❇❡s✐❞❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ T ✱ µ✱ ❛♥❞ |~∇ψ| t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞

♠♦❞❡❧✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ✜rst ❛♥❞

s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ❞♦ s♦ ✐s ✈✐❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❋✐rst ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ Ψ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t

r❡s♣❡❝ts t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❛❝t❧②

❢✉❧✜❧❧❡❞✮ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✈✐❛ M ♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

Ψ = Ψ[M(T, µ, |~∇ψ|), T, µ, |~∇ψ|] , ✭✶✶✳✸✸✮

❛♥❞ ❡❛❝❤ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❧s♦ s❡❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ M ✳

✭❍❛❞ ✇❡ ♦♥❧② ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❤❛❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✲ s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✲ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦

t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❛ss ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈❛♥✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳✮ ❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜② x, y ∈ {T, µ, |∇ψ|}✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡

dΨ

dx
=

∂M

∂x

∂Ψ

∂M
+
∂Ψ

∂x
, ✭✶✶✳✸✹✮

d2Ψ

dxdy
=

∂2M

∂x∂y

∂Ψ

∂M
+
∂M

∂x

∂M

∂y

∂2Ψ

∂M2
+
∂M

∂x

∂2Ψ

∂y∂M
+
∂M

∂y

∂2

∂x∂M
+

∂2Ψ

∂x∂y
. ✭✶✶✳✸✺✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ M ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✹✮✳ ❲r✐t✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s 0 = g(M,T, µ, |∇ψ|)✱ ✇❡ ✜♥❞



✶✶ ❚❍❊ ❚❲❖ ❋▲❯■❉ ▼❖❉❊▲ ❆❚ ❆❘❇■❚❘❆❘❨ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊❙ ✶✵✼

∂M

∂x
= −∂g

∂x

(
∂g

∂M

)−1

, ✭✶✶✳✸✻✮

∂2M

∂x∂y
= −

(
∂g

∂M

)−1 [ ∂2g

∂M∂y

∂M

∂x
+

∂2g

∂M∂x

∂M

∂y
+

∂2g

∂M2

∂M

∂x

∂M

∂y
+

∂2g

∂x∂y

]

. ✭✶✶✳✸✼✮

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✿

❼ ❈❤♦♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞ |~∇ψ| ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ m✱

❛♥❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ✳

❼ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✹✮ ❢♦r T ❛t t❤❡

♣♦✐♥t M2 = σ2 − 2(~∇ψ)2 ✳

❼ ❋✐♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rM ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✹✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

0 < T < Tc✳

❼ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞s ♦❢ I±
finite

❛♥❞ Jfinite ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦M ✱

T ✱ µ✱ ❛♥❞ |~∇ψ|❀ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s st❡♣ ❛s ✇❡

❡①♣❧❛✐♥ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t

✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞♦ ❛❧❧ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡t ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

❼ P❡r❢♦r♠ t❤❡ t❤r❡❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦✈❡r ❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

st❡♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞s ✭I+
finite

✱ I−
finite

✱ Jfinite✮ ❛♥❞ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭M ✱ T ✱ µ✱ |~∇ψ|✮✱
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ 3 × 4 = 12 ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ 3 × 10 = 30 ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛t ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡❀ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥t❛✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧✳

❼ ❯s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✸✹✲✶✶✳✸✼✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ❛♥❞ s♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢

t❡r♠s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Ψ

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ✱ µ✱ ❛♥❞ |~∇ψ|✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t❡r♠s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❜✉t t❤✐s ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦ ❢♦r ❛

❝♦♠♣✉t❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❝❧❡❛♥❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡rr♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❼ ■♥s❡rt t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ns✱nn✱ A✱

B✱ C ✳
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✶✶✳✺✳✷ ▲✐♠✐t ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢②

❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t |∇ψ| → 0✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ❛♥❞ µ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ~∇ψ = 0 str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✳ ❇✉t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ns ❛♥❞ nn

✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ns ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✵✳✷✵✮✳ ❚❤❡s❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ~∇ψ → 0✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞

❞❡♥s✐t② ❢♦r ~∇ψ → 0 ❛s

ns

∣
∣
∣
~∇ψ=0

= −µ
(

∂2Ψ

∂|~∇ψ|2

)

~∇ψ=0

, ✭✶✶✳✸✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ Ψ ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❢♦r s♠❛❧❧ |~∇ψ|✳ ■♥ t❤✐s s❡r✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞r♦♣♣❡❞ t❤❡

❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ~j✮ ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r |~∇ψ| = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s

♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ |~∇ψ|
❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ǫe~k
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ I±

finite
❛♥❞ Jfinite✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✾✮✱ ✭✶✶✳✷✵✮ ❛♥❞

✭✶✶✳✷✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ǫe~k
❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢

∂ǫe~k
∂|~∇ψ|

∣
∣
∣
∣
∣
~∇ψ=0

=
2µk‖

(ǫe~k
)2 − ~k2 −M2 − µ2

✭✶✶✳✸✾✮

∂2ǫe~k
∂|~∇ψ|2

∣
∣
∣
∣
∣
~∇ψ=0

=
(ǫe~k

)2 + 2k2‖ − ~k2

ǫe~k
[(ǫe~k

)2 − ~k2 −M2 − µ2]
+

8µ2k2‖

ǫek[(ǫ
e
k)

2 − ~k2 −M2 − µ2]2
✭✶✶✳✹✵✮

−
4µ2k2‖[3(ǫ

e
~k
)2 − ~k2 −M2 − µ2]

ǫek[(ǫ
e
k)

2 − ~k2 −M2 − µ2]3
,

✇❤❡r❡ k‖ = |~k| cos θ ✇✐t❤ θ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ~∇ψ ❛♥❞ ~k✱ ❛♥❞

ǫe~k ≡ ǫe~k(
~∇ψ = 0) =

√

~k2 +M2 + µ2 − e

√

4~k2µ2 + (M2 + µ2)2

❛r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✶✵✳✸✵✮ ✐❢M(T = 0, |~∇ψ| =
0) = 2µ2 − m2 ✐s ✐♥s❡rt❡❞✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✸✾✱✶✶✳✹✵✮ ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
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Λ=0.005 Λ=0.05
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡
❞❡♥s✐t② n✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s λ = 0.005 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ λ = 0.05 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❧❡❛❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s T/Tc ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ❢♦r s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✷P■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✹✵✮✱ ✭✶✵✳✹✶✮ ❢♦r λ = 0.005✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ③❡r♦✱ |~∇ψ| = m = 0✳

❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶✷✳✶✳

✶✶✳✺✳✸ ❙✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C ✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉♣ t♦

t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✳ ❆s

❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛t T = 0 ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②

✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♥t✐❧ ✐t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s

t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❧❡❛❞ t♦

❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❧♦t✱ Tc ≃ 24.5µ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤♦s❡♥

❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ λ = 0.005✱ ✇❤✐❧❡ Tc ≃ 7.71µ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ λ = 0.05 ✭t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱

t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦ts✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ µ2/λ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✱ λ = 0.005 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ λ = 0.05
✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t A ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✻✮ ❢♦r λ = 0.005✳ ❆s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✱ |~∇ψ| = m = 0✳

t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Tc ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✭s♠❛❧❧✮ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✷P■ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✭✶✵✳✹✵✮✱ ✭✶✵✳✹✶✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s

tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t ♦r❞❡r T 4 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t ♦r❞❡r T 6✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ tr✉♥❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ T ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② s❧♦✇❧②✳ ❇♦t❤ tr✉♥❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❣♦♦❞

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s✉❧t ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦r T . 0.002Tc✳

◆❡①t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B✱ C ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✻✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡

s❛♠❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦t ♦♥❧② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣

❜② µ2 ✭s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r λ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ B ✐s ✶ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t✳ ❆t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ A = C = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥tr♦♣②

❝✉rr❡♥t✱ sµ = 0✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡✲✢✉✐❞ s②st❡♠✳ ❆t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜♦t❤ ❝✉rr❡♥ts

❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❢♦r B✱ C✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥t A ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦❡r
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❝♦✉♣❧✐♥❣ λ = 0.005✱ A ❜❡❤❛✈❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T & 0.5Tc✳ ❚❤❡

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✸✻✮✱ ✭✶✵✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✶✵✳✸✽✮✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢

✜❣✉r❡ ✶✶✳✻ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r A ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s✉❧t✳ ❆s

❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ③♦♦♠ ✐♥ t♦ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Tc ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s✉❧t✳

✶✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✉r st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❜♦s♦♥✐❝ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞ t♦ ❛❧❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✼✱ ✽ ❛♥❞

✶✵✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡ ❢♦r♠❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛s

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❼ ❋♦r♠❛❧✐s♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇

✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡♠✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡

❛r❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss❡s✳ Pr❡s✉♠❛❜❧② s✉❝❤ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛❜s❡♥t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞

♦✉t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ t✇♦✲❧♦♦♣ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠

❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♠❛ss t♦ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

♠❛ss❧❡ss♥❡ss ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥t♦ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣

❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❜✉t ❛t ❛ ♣♦✐♥t s❧✐❣❤t❧② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❛t ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❛t ✏●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥t✑✳

❚❤✐r❞❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
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❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✲

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲

s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❜❡❝♦♠❡s ✜rst ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♣r❡❞✐❝ts ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❤❛s❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❝❛s❡ t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s s♠❛❧❧✱ ❛s ✐s t❤❡

s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦✉r ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✳

❼ P❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ▲❛♥❞❛✉❵s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷P■

❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭♥❡❣❛t✐✈❡

❡♥❡r❣②✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡✲

❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♦✉r ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞❛✉✬s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▲♦r❡♥t③ ✭♦r ●❛❧✐❧❡✐✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t ✜♥✐t❡

s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ♥♦t ❥✉st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ s✉♣❡r✢♦✇ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♥✲

❞❡♥s❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② s✐③❛❜❧② ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡

♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛

s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s t✇♦ ✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✭✐✳❡✳ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲

✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞

❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥tr♦♣② ❝✉rr❡♥t✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧② ✐s t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡

❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝✉rr❡♥t r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♦t❤❡r ❝✉rr❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ✳
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❙♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ▲❛♥❞❛✉❵s t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦✲

✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥♦t ♦♥❧② ♣r❡❞✐❝t ❛♥ ✏♦r❞✐♥❛r②✑ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s✐t②

✭♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♦r ❡♥tr♦♣②✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡r♠❡❞

s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥

❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ✭✈❡r②✮ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉♣❡r✢♦✇ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ~vs✳ ❘❡❧❛t❡❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛t♦♠✐❝

❣❛s❡s ❬✶✶✽✱ ✶✶✾✱ ✶✷✵✱ ✶✷✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❬✶✷✷✱ ✶✷✸✱ ✶✷✹❪✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉♣❡r✢♦✇✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

✢✉✐❞ ✭❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛s ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ s❤♦✇✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬✶✷✺❪ ✇❤❡r❡✱

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❛♥❞

✇✐t❤♦✉t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞

s♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❜✐❝ t❡r♠s ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✜r♠ ▲❛♥❞❛✉❵s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞

s♦✉♥❞ u2 ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ u2 = u1/
√
3 ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♦✉♥❞

✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ Tc✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✶✶✳✺✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛

r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t✿ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ ♣✉r❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❡r♠ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss

✐t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳



✶✷ ❉❊❘■❱❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❲❆❱❊ ❊◗❯❆❚■❖◆❙ ✶✶✹

✶✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✺✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✼✮✱ t❤❛t ✐s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡♥tr♦♣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❬❖❢

❝♦✉rs❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳❪

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r dΨ ❢r♦♠ ✭✺✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ µ = ∂0ψ✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t② ~vs ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ~∇ψ = −µ~vs✮✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

T = Θ0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ t❤r❡❡✲✈❡❧♦❝✐t② ~vn✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t s♠❛❧❧

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ T → T + δT (~x, t)✱ µ→ µ+ δµ(~x, t)✳ ❲❡

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞

✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s ❛ ✭❧❛r❣❡✮ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ ~vs → ~vs + δ~vs(~x, t)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦✱ ~vn → δ~vn(~x, t)✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞

✈❡❧♦❝✐t② δ~vn(~x, t) ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ r❡st ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✈❛♥✐s❤✳

❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡

✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

✈❡❧♦❝✐t②✱ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ T ❛♥❞ µ ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ~∇ψ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ µ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ∂0~∇ψ = ~∇µ✮✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s q✉✐t❡ ❧❡♥❣t❤②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✶✳ ❖♥❡

♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

0 ≃ w

s

(
∂n

∂T
∂20µ+

∂s

∂T
∂20T

)

− nn∆µ− s∆T ✭✶✷✳✶✮

+

[

ns
σ
− w

s

∂(ns/σ)

∂T
+
nn
s

∂n

∂T
− ∂n

∂µ
− 2µ

∂n

∂(~∇ψ)2

]

~∇ψ · ~∇∂0µ

+

[

nn
s

∂s

∂T
− ∂s

∂µ
− 2µ

∂s

∂(~∇ψ)2

]

~∇ψ · ~∇∂0T ✭✶✷✳✷✮

−
[

nn
s

∂(ns/σ)

∂T
− ∂(ns/σ)

∂µ
− 2µ

∂(ns/σ)

∂(~∇ψ)2

]

(~∇ψ · ~∇)2µ ,
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0 ≃
(

µ
∂n

∂µ
+ T

∂n

∂T

)

∂20µ+

(

µ
∂s

∂µ
+ T

∂s

∂T

)

∂20T − n∆µ− s∆T ✭✶✷✳✸✮

+

[
ns
σ
− µ∂(ns/σ)

∂µ
− T ∂(ns/σ)

∂T
+
nn
s

∂n

∂T
− ∂n

∂µ

]

~∇ψ · ~∇∂0µ+

(
nn
s

∂s

∂T
− ∂s

∂µ

)

~∇ψ · ~∇∂0T

−
[
nn
s

∂(ns/σ)

∂T
− ∂(ns/σ)

∂µ

]

(~∇ψ · ~∇)2µ ,

✇❤❡r❡ w ≡ µnn + sT ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✲ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ T ❜② δT (~x, t) ❛♥❞ µ ❜② δµ(~x, t) ✲ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❢❛❝t♦r

t❤❛t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s T ✱ µ✱ ❛♥❞ ~∇ψ = −µ~vs✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❧❡t ✉s

✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ❧❡t ✉s s❡t T = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✈❛♥✐s❤❡s✱ nn = 0✱ ❛♥❞ t❤✉s n = nsµ/σ✳ ❲✐t❤ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ns = σ3/λ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ ✭✇❡ s❡t m = 0 ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✮ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

❛❧❧ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✷✳✶✮ ✈❛♥✐s❤✱ ❛♥❞ ✭✶✷✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

0 ≃ (gµν + 2vµvν)∂µ∂νµ . ✭✶✷✳✹✮

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s♦♥✐❝ ♠❡tr✐❝ Gµν = gµν + 2vµvν ✱ s❡❡ r❡♠❛r❦ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡

✭✶✵✳✹✺✮✳ ❲✐t❤ δµ = δµ0e
ik·x ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Gµνkµkν = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ♦❢ ❬✽✸❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✾✮ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✵❪✮✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ω = u1|~k|✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢

✜rst s♦✉♥❞ u1✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✸✳✶✮✱ ✭✶✸✳✷✮ ✭❛s ✇❡

s❤❛❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❜② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣✮✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ ~∇ψ = ~0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡s ♦❢

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✸✮ ❛r❡ ♥♦♥✈❛♥✐s❤✐♥❣✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤ δµ = δµ0e
i(ωt−~k·~x) ❛♥❞ δT = δT0e

i(ωt−~k·~x) ✇❡

♦❜t❛✐♥ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s δµ0✱ δT0✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① t♦ ✈❛♥✐s❤✳ ❆❢t❡r ❛ ❜✐t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✉s✐♥❣

n = ns + nn ✭✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❢♦r ~∇ψ = ~0✮ ❛♥❞ ∂n
∂T = ∂s

∂µ ✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

0 = µwT

(
∂s

∂µ

∂n

∂T
− ∂n

∂µ

∂s

∂T

)

ω4 − nss2T |~k|4 +
[

s2µ
∂n

∂µ
+ (µn2n + wns)

∂s

∂T
− 2µsnn

∂s

∂µ

]

Tω2|~k|2 .
✭✶✷✳✺✮

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❡①❛❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✾✮ ✲ ✭✷✷✮ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✽❪✳ ◆♦✇

t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ω = u1,2|~k|✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s u1✱ u2✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s✳ ❆s ❛ ❝❤❡❝❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✺✮

❛r❡ t❤❡ ~vs = 0 ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✭❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ r❡s✉❧ts ✭✶✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✸✳✷✮✳
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✶✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ s♦✉♥❞ ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣

µ ❛♥❞ T ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s δµ = δµ0e
i(ωt−~k·~x)✱ δT = δT0e

i(ωt−~k·~x) ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ u = ω/|~k|✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✸✮ ❝♦♠♣❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r♠

0 =
[

a1u
2 + (a2 + a4|~∇ψ|2 cos2 θ) + a3|~∇ψ|u cos θ

]

δµ0 +
(

b1u
2 + b2 + b3|~∇ψ|u cos θ

)

δT0 ,

✭✶✷✳✻✮

0 =
[

A1u
2 + (A2 +A4|~∇ψ|2 cos2 θ) +A3|~∇ψ|u cos θ

]

δµ0 +
(

B1u
2 +B2 +B3|~∇ψ|u cos θ

)

δT0 ,

✭✶✷✳✼✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛✲

t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✶✮✱ ✭✶✷✳✸✮ ✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳ ❘❡q✉✐r✐♥❣

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✼✮ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r δµ0✱ δT0 ②✐❡❧❞s ❛ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r

u ✇✐t❤ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s✱ t✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳ r❡❛❧ ❛♥ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞

s♦✉♥❞ u1 ❛♥❞ u2✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❜② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❢♦✉rt❤ s♦✉♥❞ ❬✶✷✻❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡✳ ■t ✐s t❤✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛❢t❡r ❞r♦♣♣✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✶✹❪❬✼✾❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡t❤❡r ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❤❡❛t ♦r ❛ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

δT0
δµ0

= −a1u
2 + (a2 + a4|~∇ψ|2 cos2 θ) + a3|~∇ψ|u cos θ

b1u2 + b2 + b3|~∇ψ|u cos θ
. ✭✶✷✳✽✮

❋♦r ❡❛❝❤ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✻✮✱ ✭✶✷✳✼✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t

❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ δµ0✲δT0 ♣❧❛♥❡✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❛t ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

δµ0 ❛①✐s✱

α ≡ arctan
δT0
δµ0

. ✭✶✷✳✾✮
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❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ❛♥❣❧❡ t❡❧❧s ✉s ✇❤❡t❤❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✭α > 0✮

♦r ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ✭α < 0✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ α ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ α = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞

|α| = π/2 t♦ ❛ ♣✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s r❛t✐♦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✹ ❢♦r ❛❧❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ❞❡♥s✐t②

❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P

dP = ndµ+ sdT − ns
σ
~∇ψ · d~∇ψ , ✭✶✷✳✶✵✮

✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✮ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ ♦❢ δn0/δs0

δn0
δs0

=

[

∂n

∂µ
+
|~∇ψ| cos θ

u

∂(ns/σ)

∂µ
+
∂s

∂µ

δT0
δµ0

][

∂n

∂T
+
|~∇ψ| cos θ

u

∂(ns/σ)

∂T
+
∂s

∂T

δT0
δµ0

]−1

. ✭✶✷✳✶✶✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡

❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✱ |~∇ψ| → 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a3✱

a4✱ b3✱ A3✱ A4✱ B3 ❜❡❝♦♠❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✭❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t |~∇ψ| → 0

s❡❡ ✭✶✷✳✺✮✮✱ ❛♥❞

a1 =
w

s

∂n

∂T
, a2 = −nn , b1 =

w

s

∂s

∂T
, b2 = −s , ✭✶✷✳✶✷✮

A1 = µ
∂n

∂µ
+ T

∂n

∂T
, A2 = −n , B1 = µ

∂s

∂µ
+ T

∂s

∂T
, B2 = −s .

❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r u2✱

0 = (a1u
2 + a2)(B1u

2 +B2)− (A1u
2 +A2)(b1u

2 + b2) . ✭✶✷✳✶✸✮

■t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s t❤❛♥ µ ❛♥❞

T ✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ s❡t t❤❡ s✉♣❡r❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ③❡r♦✱

~∇ψ = m = 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s Ψ = T 4h(T/µ) ✇✐t❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ h✱

❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ❬✼✽❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ♥♦✇ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ✜♥❞ A1 = 3n✱ B1 = 3s✳ ❚❤❡♥✱

♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✶✸✮ ❢♦r u2✱

u21 =
1

3
, u22 =

nss
2

w

(

n
∂s

∂T
− s ∂n

∂T

)−1

. ✭✶✷✳✶✹✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✳ ❲❡ ✜♥❞
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δT0
δµ0

∣
∣
∣
∣
u1

= − δn0
δs0

∣
∣
∣
∣
u2

=
T

µ
,

δn0
δs0

∣
∣
∣
∣
u1

= − δT0
δµ0

∣
∣
∣
∣
u2

=
n

s
. ✭✶✷✳✶✺✮

❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ δT0 ❛♥❞ δµ0 ♦r δn0 ❛♥❞ δs0✱ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s

❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡

❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❆t T = 0✱ ✇❤❡r❡

❛❧s♦ s = 0✱ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❛♥❞ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t②✮ ✇❛✈❡✱ ✇❤✐❧❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ❛

♣✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛♥❞ ♣✉r❡ ❡♥tr♦♣②✮ ✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■❢ ❛t t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ≫ µ ❛♥❞ s ≫ n✱ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✈❡rs❡ ✉♣♦♥

❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❢r♦♠ T = 0 t♦ T = Tc✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇❤❡♥

✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳

✶✸ ❚❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✶✷✳✼✮ ②✐❡❧❞ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞

✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉♣ t♦ ♦r❞❡r T 6 ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ♦♥❡

❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ω ❢❛❝t♦r✐③❡s ✐♥t♦ t✇♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t ♦✉r tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡r✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

♦❢ ♦r❞❡r T 4 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡

❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❋✳✷✺✮✱ ✭❋✳✷✻✮ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ T 6 t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡

❢r♦♠ t❤❡ |~k|3 t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥

♦♥❧② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ u2✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts ❛r❡

u1 =

√

3− ~v2s(1 + 2 cos2 θ)
√

1− ~v2s + 2|~vs| cos θ
3− ~v2s

+O(T 4) , ✭✶✸✳✶✮

u2 =

√

9(1− ~v2s)(1− 3~v2s) + ~v2s cos
2 θ + |~vs| cos θ

9(1− ~vs)
✭✶✸✳✷✮

+
4

63

(
πT

µ

)2
[

9(5− 4~v2s − 46~v4s + 36~v6s + 9~v8s)− 4(5− 2~v2s − 15~v4s)~v
2
s cos

2 θ

(1− ~v2s)(1− 3~v2s)
3
√

9(1− ~v2s)(1− 3~v2s) + ~v2s cos
2 θ

−4(5− 2~v2s − 15~v2s)|~vs| cos θ
(1− ~v2s)(1− 3~v2s)

3

]

+O(T 4) ,
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✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ~vs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~k✳ ❆s

❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t u1 ✐s t❤❡ ✭m = 0 ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡✮ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❢r♦♠ ✭✶✵✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ■♥ t❤❡

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✶✮✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ u2 ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡s θ ❛s s♦♦♥ ❛s |~vs| > 1/
√
3✳ ❚❤✐s

✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ▲❛♥❞❛✉❵s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s❡❡ ❛❧s♦ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ T 2 t❡r♠ ♦❢ u2 ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛s |~vs| ❛♣♣r♦❛❝❤❡s 1/
√
3✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❤✐❜✐t t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t♦♦✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❛t t❛❜❧❡

s❤♦✇ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ T 6 t❡r♠ ✭s❛②✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② T 00✮ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

t♦ ♦r ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ T 4 t❡r♠ ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✭❛♥❞ ❜❡❧♦✇✮ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② 1/
√
3✱ ❡✈❡♥ ✐❢ T ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧

♦r❞❡rs ✐♥ T ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡❧✐❛❜❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤✐s ❝❧♦s❡✲t♦✲❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ■♥

❛♥❛❧♦❣②✱ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛t ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡

❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ r❡s✉♠♠❡❞ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t tr✉st t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❲❡ ♣❧♦t t❤❡ t✇♦ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥♦♥③❡r♦

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♦♥❧② s❤♦✇♥ ✉♣ t♦ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❡ T = 0 t❡r♠✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡

s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆t T = 0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t

❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ s❡r✐♦✉s❧② ❢♦r ❛❧❧ |~vs| < 1/
√
3✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ✏❜❛❝❦✇❛r❞✑ ❛♥❣❧❡s π/2 < θ < 3π/2 ✭✇❤✐❧❡ t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ♦♥❧② ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✱ θ = π✮✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝t ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢

s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐t ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ❤❛s t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲✐t❤✐♥ ♦✉r

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❡❡ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ❛t ♥♦♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠❛ss m✳ ❆ ✜♥✐t❡ ♠❛ss ✐s ♦❢

✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❡✛❡❝t ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡

❝❛♥ ✉s❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r②

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐❢ ❜♦t❤ m ❛♥❞ v ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ~vs = ~0✳ ❲❡ ❞❡❢❡r ❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳✸✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✉♣ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✿ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ u1✱ u2 ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✶✮✱ ✭✶✸✳✷✮ ❢♦r s✐① ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② |~vs| ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 1/

√
3✳ ❆❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲

✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣♦❧❛r ♣❧♦ts✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❀
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ r✐❣❤t❀ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ T = 0 ❬✭❜❧❛❝❦✮ s♦❧✐❞❪✱ T/µ = 0.02
❬✭❜❧✉❡✮ ❞❛s❤❡❞❪✱ T/µ = 0.04 ❬✭r❡❞✮ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞❪✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② s❤♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r T = 0✳
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u1 =

√

µ2 −m2

3µ2 −m2
+O(T 4) , u2 =

1√
3

√

µ2 −m2

3µ2 −m2
+

(
πT

µ

)2 20
√
3µ6

7(3µ2 −m2)3/2(µ2 −m2)3/2
+O(T 4) .

✭✶✸✳✸✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✭✶✵✳✻✮ ✲ ❛t ❧❡❛st ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❛t

③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s✐♠♣❧② 1/
√
3 t✐♠❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ✲ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ▲❛♥❞❛✉❵s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛ssm✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❲❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉♣ t♦ Tc ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡✳

✶✹ ❙♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ u1 ❛♥❞ u2 ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✺✳✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶ ✭s♦✉♥❞

✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✮✱ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✷ ✭s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✸ ✭s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❙♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐♠✐t✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞

s✉♣❡r✢♦✇✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s u1 =
1√
3
❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ s❡❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶✳ ❚❤✐s

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶ ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✭✶✷✳✶✹✮✳

❋♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤✐s s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋♦r

❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦

❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s✱ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❖♥❧② ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐ts ❞♦ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r m✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst

s♦✉♥❞ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❜✉t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❤✐❣❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ≫ m✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ µ ❢♦r ❜♦t❤

❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛t

③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛ss ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ Tc✿ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ✇❡

❤❛✈❡ m ≃ 0.03Tc✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ m ≃ 0.1Tc✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② u1
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶✿ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧s✿ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇✱ ~∇ψ = ~0✱
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t m = 0 ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ✭❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣✮
t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t m = 0.6µ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱
λ = 0.005 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ λ = 0.05 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♠❛❣♥✐✜❡s
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳
▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧s✿ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ α ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✷✳✾✮✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛♥❞ m✳ P♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢
α ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥✲♣❤❛s❡ ✭♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡✮ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ |α| = π/2 ✭α = 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✉r❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ✇❛✈❡✳
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2 
T )

m=0

v=0.087

2PI

OHT2

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
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0.33

0.34

0.35

0.36

0.37

0.38

0.39

T�TcHvL

u
2

)

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✷✿ ❙♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❧♦✇✲
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞m = 0.6µ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♠❛ss ❛♥❞ v = 0.15√

3
≃ 0.087 ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✱ λ = 0.005✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✸✳✷✮ ✭❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✸✮ ✭❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞
✇❛✈❡✱ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭✉♣♣❡r♠♦st ❝✉r✈❡✮ t♦ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❧♦✇❡r♠♦st ❝✉r✈❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭❞❛s❤❡❞✮
❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳

❛♣♣❡❛rs t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛❧✉❡ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❙♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧② ❛t

❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✸✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✈❡r②

❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss str♦♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡

❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✶✮✱ ✭✶✸✳✷✮✱ ✭✶✸✳✸✮ t❤❛t t❤❡ T 2 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t✱ t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ u2 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛r♣ ✭♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛❧❡

T/Tc✮ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✐s ❜♦r♥❡ ♦✉t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶✳

■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ♦❢ ♦✉r ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✹✱ ✐♥ ♦✉r

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧②

③❡r♦ ❛t ♦✉r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ u2 ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ ❛t Tc✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s

❡✛❡❝t s✐♥❝❡ ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ t♦ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✸✿ ❙❛♠❡ ❛s ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ v = 0.15√
3
✱ ✐✳❡✳✱

✶✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t m = T = 0✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢♦r m = 0 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧ ❢♦r m = 0.6µ✳ ❊❛❝❤ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭✉♣♣❡r♠♦st ❝✉r✈❡s✮ t♦ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❧♦✇❡r♠♦st
❝✉r✈❡s✮ ✐♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t st❡♣s ♦❢ π/6 ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ π/2✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥
t♦ ❜❡ λ = 0.05✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦❡st✱ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✭❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ t♦ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶✳
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❘♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s✱ ✇❡ ✜rst ♥♦t✐❝❡

t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ s♦✉♥❞ s❤♦✇ ❛ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ❛♥ ✏❛✈♦✐❞❡❞ ❧❡✈❡❧ ❝r♦ss✐♥❣✑ ✐♥ q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r m✱ s❡❡

✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ③♦♦♠❡❞ ✐♥s❡t ✐♥ t❤✐s ♣❛♥❡❧✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ✜rst ♥♦r s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ♣♦ss❡ss❡s ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❜✉t t❤❛t ✐s r❛t❤❡r ✏❤❛♥❞❡❞

♦✈❡r✑ ❢r♦♠ ✜rst t♦ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛❧♠♦st t♦✉❝❤✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤✐s

♣r♦♣❡rt② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ α ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✾✮ t❤❛t

✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ✐♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t u1 ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α > 0 ✇❤✐❧❡

u2 ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α < 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡t❤❡r ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ❛

❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡ ♦r ❛♥ ❡♥tr♦♣② ✇❛✈❡ ✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t❡♠❡♥t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡

s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✶✺✮✳ ■♥

❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ u1 tr❛♥s❢♦r♠s ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡ ❛t T = 0 t♦ ❛ ♣✉r❡ ❡♥tr♦♣② ✇❛✈❡ ❛t

T = Tc ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r u2✳ ❚❤✐s r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ❜❡❝♦♠❡s s❤❛r♣❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r m ❛♥❞✴♦r s♠❛❧❧❡r λ✱

✐✳❡✳✱ ✐t ✐s s♠♦♦t❤❡st ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛t str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ s❡❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡

✶✹✳✶✳ ✭❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ✏str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✑ ✐s

λ = 0.05✳✮

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ m ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❣♦ ❝♦♥t✐♥✲

✉♦✉s❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t m = 0 t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧❛r❣❡ m ✭❛❧✇❛②s ❦❡❡♣✐♥❣

m s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ µ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶ ❛r❡

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ m = 0.6µ✱ ❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts✱

✐s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❛❧✉❡❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ m t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❛t

❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s st✐❧❧ ❛❜♦✉t ✺✵ ✪ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst

s♦✉♥❞ ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❛❜♦✉t 240m/s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❜♦✉t 10−8 t✐♠❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

❛❧r❡❛❞② ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ✇❡ ✜♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡s✉❧ts

♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷✵❪ s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋✐❣✳ ✻ ✐♥ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ s❤❛r♣ r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛t ❛ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ✐♥ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ❛ str♦♥❣❡r

❝♦✉♣❧✐♥❣ s♠♦♦t❤s ♦✉t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶✹✳✸ ❛♥❞ ✶✹✳✹ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✷✵❪ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇ ✭❋♦r ❛ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇ ✐♥ 4❍❡ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷✺❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✹✿ ❙❛♠❡ ❛s ✜❣✉r❡ ✶✹✳✸✱ ❜✉t ❛t ✇❡❛❦❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ λ = 0.005✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢♦r
m = 0 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❢♦r m = 0.6µ✳
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❖✉r r❡s✉❧ts ✭❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷✵❪✮ ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❬✷❪✱ ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❛ ✭✉♥✐t❛r②✮ ❋❡r♠✐ ❣❛s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❞♦❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ 4❍❡✱ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✇❛✈❡ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ r❡❣✐♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ ❢r♦♠ ✭✶✷✳✶✹✮ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐♠✐t

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐♥ 4❍❡ ✐s ❛ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡

✇❤❡r❡ r♦t♦♥s st❛rt t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❬✷❪✱ ❬✶✹❪✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s r✐s❡

t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ✇❤♦s❡ ♠❛ss ✐s ǫ−k=0
=
√
6µ ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ r♦t♦♥s ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❛t ③❡r♦ ♠♦♠❡♥t✉♠✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ m = v = 0 t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

♠❛ss ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ǫ−k=0
= 0.1Tc ✭❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ = 0.005✮ ❛♥❞

ǫ−k=0
= 0.3Tc ✭❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ = 0.005✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞

❜② t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ♦♥❧② ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ≪ 0.1Tc ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ♠❛ss✐✈❡

♠♦❞❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞r♦♣ ✐♥ u2 ❛t t❤❡

♦♥s❡t ♦❢ t❤❛t ♠♦❞❡✳

◆♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦✱ ✉♥✐❢♦r♠ s✉♣❡r✢♦✇ ✲ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣❡r✲

✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡ ✲ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✸✳✶ ❛♥❞ ✶✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ✶✹✳✸ ❛♥❞ ✶✹✳✹ ✭λ = 0.05 ❛♥❞ λ = 0.005✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✇❡

♣❧♦t t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ~vs✱ ❢r♦♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✭✉♣♣❡r♠♦st ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛❧❧ ♣❛♥❡❧s✮ t❤r♦✉❣❤ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛❧❧ ♣❛♥❡❧s✮ t♦

✉♣str❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❧♦✇❡r♠♦st ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛❧❧ ♣❛♥❡❧s✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞s ❛r❡ ❢❛st❡r ✐♥

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇

~∇ψ✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r m✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ u1

❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛❧✉❡✱ ❛t ❧❡❛st ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✱ u1

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✭❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✮ ❢♦r ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠

✭✉♣str❡❛♠✮ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t ✶ ✪

♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ |~∇ψ| ∼ 0.01Tc(|~v|) ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✸✱ ❛♥❞ t♦ ❛❜♦✉t

✵✳✹ ✪ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✹✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡

Tc(|~v|) ≃ 7.62µ [6.04µ] ❢♦r λ = 0.05 ❛♥❞ m = 0 [0.6µ] ❛♥❞ Tc(|~v|) ≃ 24.2µ [19.23µ] ❢♦r λ = 0.005 ❛♥❞

m = 0 [0.6µ]✳



✶✹ ❙❖❯◆❉ ▼❖❉❊❙ ❋❖❘ ❆▲▲ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊❙ ✶✷✽

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✸✳✷✮

❢♦r t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ❝❛s❡ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✳✸✮ ❢♦r ✜♥✐t❡ ♠❛ss ♠ ✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✷✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r u2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❢♦r u1✳

❆t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐③❛❜❧❡ ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✳ ■♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ♦✉r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❘❡♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✹ t❤❛t Tc(v) ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛❜❧❡

✉♥✐❢♦r♠ s✉♣❡r✢✉✐❞✱ s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✹✳ ❆t t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡

❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ✭❛♥❞ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t u2 t♦ ❣♦ t♦ ③❡r♦✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✜❣✉r❡s ✶✹✳✸ ❛♥❞ ✶✹✳✹ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ✇❡❛❦❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞s ❛❣❛✐♥ t♦ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✭✶✹✳✹✮✱ ✇❤❡r❡

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✛❡❝t ♥♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❛

✇❡❛❦❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ t♦ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s

st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣❡♥❡r❛❧✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

s❡❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡s ✶✹✳✸ ❛♥❞ ✶✹✳✹✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛

s✐③❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ ❛ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ s❡♥t ♦✉t ✐♥ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐s ❛❧♠♦st ❛ ♣✉r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛✈❡ ✇❤✐❧❡ s❡♥t ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐t

✐s ❛❧♠♦st ❛ ♣✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛✈❡ ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡ ✜rst s♦✉♥❞✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

❢♦r ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ✐t ❣❡ts ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜②

❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧②

♦❝❝✉r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ❛t ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✱ ❜✉t

❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✭♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❝❛s❡ ❛t ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✳
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✶✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞

❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳ ■♥ ❛

✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✳ ✭❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❛❧✇❛②s r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧

s✉♣❡r✢♦✇❀ ❜② ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇ ✇❡ ♠❡❛♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✳✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♥♦♥ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐t ❤❛s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❈✉❜✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❣✐✈❡ r✐s❡

t♦ T 6 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ r❡♠❛✐♥s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ Tc ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷P■ ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡

✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

❛♥❞ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❛ s❡♠✐✲

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡

♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❡❣✐♠❡ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✱ λ = 0.005✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ✷P■ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✵✳✶ ✪ ♦❢ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡

♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦✉r t❤❡♦r② ✭❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ r♦t♦♥ ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠✮❀ t❤❡

♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦s♦♥ ♠❛ss m ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇

~∇ψ✳ ❋♦r m = |~∇ψ| = 0 t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❛❧✉❡ 1√
3
❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱

✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② m ❛♥❞✴♦r |~∇ψ|✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❋♦r

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t s❝❛❧❡ ❜✉t st✐❧❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✐❢ s✉❝❤ ❛ r❡❣✐♠❡

❡①✐sts✮ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✜rst s♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s 1√
3
✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✈❡♥ ❢♦r m = |~∇ψ| = 0✳ ■♥ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♠♦❞❡❧ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❢♦r❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ s❡ts ✐♥✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✐❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✐s ③❡r♦✳

❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❢♦r ❛❧❧
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ✜rst s♦✉♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡✐r ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛

❣✐✈❡♥ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ♦r ❡♥tr♦♣② ✇❛✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡✈❡rs❡ t❤❡✐r r♦❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ✭♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡✮ ♠♦❞❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ✭❡♥tr♦♣②✮ ✇❛✈❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣✉r❡ ❡♥tr♦♣② ✭❞❡♥s✐t②✮ ✇❛✈❡ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ st✉❞✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ t❤✐s r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❝❝✉rs r❛t❤❡r ❛❜r✉♣t❧②

✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦

❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ r♦❧❡

r❡✈❡rs❛❧ ❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r✢♦✇✱ t❤❡ ✜rst s♦✉♥❞ ✐s ✭❛❧♠♦st✮ ❛ ♣✉r❡

❡♥tr♦♣② ✇❛✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ❛♥❞ ✭❛❧♠♦st✮ ❛ ♣✉r❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡

✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❛t ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
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P❛rt ■❱

❆ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞s

✶✻ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ t✇♦✲✢✉✐❞ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡✿ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❛ s✉❝❤ ❛ ♠✐①t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞♦ s♦ str✐❝t❧② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ❛ st✉❞② ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✇❤❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t

❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♠✐①t✉r❡s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ 3❍❡ ❛♥❞ 4❍❡ ♦r ❝♦❧❞ ❛t♦♠s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✷✼❪✱

❬✶✷✽❪✮✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✻✾✱ ✶✷✾❪✱ ❢♦r

❛ ♠♦❞❡r♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉♣❡r✢✉✐❞s s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✽❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t

✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✲ ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝❛♥

❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧s ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡

❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛②✱ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t jµ1 ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s 1 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐❡s ✱ s❛② ∂µψ1 ❛♥❞ ∂µψ2✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣

✇✐❧❧ ❜❡ t✉♥❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ12✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛❦❡s ❛ r✐❣♦r♦✉s r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥❝❡r♥ t♦ t❤❡

③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❆t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

❝✉t♦✛ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱

t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡st ❢r❛♠❡s ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①✐st✳ ❲❡ s❤❛❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✺ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t❤❡♦r②

L = ∂µϕ1∂
µϕ∗

1 −m2
1 |ϕ1|2 − λ1 |ϕ1|4 + ∂µϕ2∂

µϕ∗
2 −m2

2 |ϕ2|2 − λ2 |ϕ2|4 + Lint , ✭✶✻✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

Lint = −
1

2
λ12ϕ1ϕ

∗
2∂µϕ

∗
1∂

µϕ2 + h.c. . ✭✶✻✳✷✮
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❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥s ♠❛♥✐❢❡st❧② U(1)1×U(1)2 ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭t❤❡ ✏❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞❡①✑ i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

s♣❡❝✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ∂L/∂∂µϕi ❛♥❞
∂L/∂∂µϕ∗

i ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛ ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ1,2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❜✉t r❛t❤❡r ❤❛s ❞✐♠[λ12] = m−2✳ ■♥ ❝♦♠♣❧❡t❡

❛♥❛❧♦❣② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2

ϕ1(x) →
1√
2
eiψ1(x) (ρ1(x) + ϕ11(x) + iϕ12(x)) , ✭✶✻✳✸✮

ϕ2(x) →
1√
2
eiψ2(x) (ρ2(x) + ϕ21(x) + iϕ22(x)) .

❋♦r ♦✉r tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ϕij ❛♥❞ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

U(ρ1, ρ2) = −L(ρ1, ρ2) =
m2

1 − σ21
2

ρ21 +
m2

2 − σ22
2

ρ22 +
1

4
λ1ρ

4
1 +

1

4
λ2ρ

4
2 +

1

2
λ12σ12ρ

2
1ρ

2
2 . ✭✶✻✳✹✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s σ21 = ∂µψ1∂
µψ1✱ σ

2
2 = ∂µψ2∂

µψ2 ❛♥❞ σ12 = ∂µψ1∂
µψ2✳

❋♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ λ12σ12 ✐s ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❧❡ss✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ❢♦r ψ1 ❛♥❞ ψ2 ❛r❡

∂µ
∂L

∂∂µψ1

= ∂µ

[

ρ21

(

∂µψ1 −
1

2
λ12ρ

2
2∂

µψ2

)]

= 0 , ✭✶✻✳✺✮

∂µ
∂L

∂∂µψ2

= ∂µ

[

ρ22

(

∂µψ2 −
1

2
λ12ρ

2
1∂

µψ1

)]

= 0 . ✭✶✻✳✻✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✳✺✮ ❛♥❞ ✭✶✻✳✻✮✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ρ1 ❛♥❞ ρ2 ❛r❡

∂L
∂ρ1

= ρ1
(
−m2

1 + σ21 − λ1ρ✷1 − λ12σ12ρ22
)
= 0 , ✭✶✻✳✼✮

∂L
∂ρ2

= ρ2
(
−m2

2 + σ22 − λ2ρ✷2 − λ12σ12ρ21
)
= 0 . ✭✶✻✳✽✮
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✶✼ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Ā✱ B̄ ❛♥❞ C̄ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✳✺✮ ❛♥❞ ✭✶✻✳✻✮✱

jµ1 = B̄ ∂µψ1 + Ā ∂µψ2 , ✭✶✼✳✶✮

jµ2 = Ā ∂µψ1 + C̄ ∂µψ2 . ✭✶✼✳✷✮

✇❤❡r❡✿

B̄ = ρ21, C̄ = ρ22, Ā = −1

2
λ12ρ

2
1ρ

2
2 .

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡✲❣r❛❞✐❡♥ts ∂µψi ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛

t♦ jµ,i ❛s ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❝❛s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r r❡❛❞s✿

Tµν = 2
∂L
∂gµν

− gµνL

= ρ21∂
µψ1∂

νψ1 + ρ22∂
µψ2∂

νψ2 + λ12ρ
2
1ρ

2
2∂

µψ1∂
νψ2 − gµνL , ✭✶✼✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦✲✢✉✐❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tµν = −gµνΨ+ jµ1 ∂
νψ1 + jµ2 ∂

νψ2 . ✭✶✼✳✹✮

❆❢t❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ gµν ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡♥s✐t②✱

Ψ = −1

4
(gµνT

µν − j1 · ∂ψ1 − j2 · ∂ψ2) . ✭✶✼✳✺✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✼✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ✐ts ♥❛t✉r❛❧

❢♦r♠ ❡①♣r❡ss❡❞ s♦❧❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ∂µψi

Ψ = Ψ[σ21, σ
2
2, σ12] = −

m2
1 − σ21
2

ρ21 −
m2

2 − σ22
2

ρ22 −
1

4
λ1ρ

4
1 −

1

4
λ2ρ

4
2 −

1

2
λ12σ12ρ

2
1ρ

2
2 . ✭✶✼✳✻✮

❚❤✐s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✳✹✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

♥♦✇ r❡❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✭tr❡❡ ❧❡✈❡❧✮ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛❝t✐♦♥✿

Ψ = −U = LT=0 . ✭✶✼✳✼✮
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❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Ψ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Ā✱ B̄ ❛♥❞ C̄ ❢r♦♠

B̄ = 2
∂Ψ

∂σ21
, C̄ = 2

∂Ψ

∂σ22
, Ā =

∂Ψ

∂σ12
, ✭✶✼✳✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Λ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✳✸✮ ❛♥❞ ✭✶✼✳✻✮ ✱

Λ = Tr[T ]− 3Ψ =
3

2
(j1 · ∂ψ1 + j2 · ∂ψ2)−

1

2
Tµµ

=
1

2

[

ρ21
(
σ21 +m2

1

)
+ ρ22

(
σ22 +m2

2

)
+

1

2
λ1ρ

4
1 +

1

2
λ2ρ

4
2 − 3λ12σ12ρ

2
1ρ

2
2

]

. ✭✶✼✳✾✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝✉rr❡♥ts✳ ❆ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♦❢ Λ = Λ
[
j21 , j

2
2 , j1 · j2

]
✐s ❞✐✣❝✉❧t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ρi ❛r❡

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✳✽✮ ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥

❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✭λ12 = 0✮ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ s✉♠ t✇♦ ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❡♥❡r❣②✲❞❡♥s✐t✐❡s ✭❝♦♠♣❛r❡

t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✻✮✮

Λ[λ12 = ✵] =
∑

i

ǫs,i =
∑

i

(3σ2i +m2
i )(σ

2
i −m2

i )

4λi
. ✭✶✼✳✶✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❛t ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

r❡❧❛t✐♦♥

Ψ+ Λ = j1 · ∂ψ1 + j2 · ∂ψ2 , ✭✶✼✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ∂µψi ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ t♦ jµi ✳

✶✼✳✶ ❋r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s

◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s s❡t ✉♣✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ∂µψi✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✺✳✸ ❛♥❞ ✶✵✳✹✳✶ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡

✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡st ❢r❛♠❡✱ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ✭♦r

❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮✳ ■❢ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ12 t♦ ③❡r♦✱

✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♣❡r✢✉✐❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶

❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ σi ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡st ❢r❛♠❡

♦❢ ❡❛❝❤ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡ ∂0ψi ❛♥❞ ~vi = −~∇ψi/∂0ψi ❛r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥

t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s st✐❧❧
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r❡♠❛✐♥ ✐♥t❛❝t ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ12 ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥t❡rs t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳ ∂0ϕ → D0ϕ = ∂0ϕ − iµ✮✳ ❚❤❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ψ1 ❛♥❞ ψ2 ❛♣♣❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

✐♥ ✶✻✳✶✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ● ✇❡ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡♠❛✐♥s

✐♥t❛❝t ✭✐✳❡✳ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ12 t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❜② ∂0ϕi − iµi✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❞♦✉❜t t❤❛t ✇❡

❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ∂0ψi ❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µi ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ r❡st ❢r❛♠❡✳

▲❡t❵s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ∂µψi✳ ❇② s❡tt✐♥❣ ~∇ψ1 = ~0 ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

s✉♣❡r✢✉✐❞ ✶ ✐s ❛t r❡st ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ❛♥❞ ♦♥❧② s✉♣❡r✢✉✐❞ ✷ ✐s ✐♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②

♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡ ❛s Ψ1 = Ψ(~∇ψ1 = ~0)✳ ❚❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❤✉s ❛r❡ T1⊥ ❛♥❞ T1‖ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ~∇ψ2✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦♣❡r❛t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r❛♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✮✿

T1⊥ =
1

2

(

δij −
∂iψ2∂

jψ2

~∇ψ2
2

)

T ij1 = Ψ1 , ✭✶✼✳✶✷✮

T1‖ =
∂iψ2∂

jψ2

~∇ψ2
2

T ij1 = Ψ1 − ~j2,1 · ~∇ψ2 . ✭✶✼✳✶✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ ❢♦r Λ1 = Λ(~∇ψ1 = ~0)

Λ1 = T 00
1 + T1⊥ − T1‖ . ✭✶✼✳✶✹✮
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✶✽ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✶✽✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ρ1 ❛♥❞ ρ2 ♠✐❣❤t ❜❡

❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② µ1✱ µ2✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s λ1✱ λ2✱ λ12✱ t❤❡

✈❡❧♦❝✐t✐❡s |~v1|✱|~v2| ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❜❡t✇❡❡♥ ~v1 ❛♥❞ ~v2✳ P♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ρ1 ♦r ρ2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t

❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s U(0, 0)✱ U(ρ1, 0)✱ U(0, ρ2) ❛♥❞ U(ρ1, ρ2)✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✶✻✳✹✮✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✉st ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞

❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ρ1 ❛♥❞ ρ2✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲

❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s 1

4
λ1ρ

4
1 +

1

4
λ2ρ

4
2 +

1

2
λ12σ12ρ

2
1ρ

2
2✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✜①❡❞ ρ2✱ λ1 ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s λ1 > 0 ❛♥❞ λ2>0✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

λ12✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❝❛s❡ λ12σ12 > 0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❛❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ λ12σ12 < 0✱

✇❡ ❞❡✜♥❡✿

P1 =
1

4
λ1ρ

4
1 +

1

4
λ2ρ

4
2 , ✭✶✽✳✶✮

P2 =
1

2
|λ12σ12| ρ21ρ22 .

❆❧♦♥❣ t❤❡ ρ1 ❛♥❞ ρ2 ❛①❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ P2 ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ P1✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝

s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ③❡r♦ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❆♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❝❝✉rs✱ ✐❢ |λ12σ12| ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ λ1 ❛♥❞ λ2 ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s P1 ❛♥❞ P2 t♦ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✭P1 = P2✮

ρ22 = ρ21




|λ12σ12|
λ1

±

√
(
λ12σ12
λ1

)2

− λ2
λ1



 . ✭✶✽✳✷✮

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦t t♦ ♦❝❝✉r✱ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♠✉st ❜❡❝♦♠❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s

❢♦r

λ1λ2 > λ212σ
2
12 . ✭✶✽✳✸✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t λ12σ12 = λ12µ1µ2 (1− ~v1 · ~v2) ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts s✐❣♥ ✐❢ ❡✐t❤❡r λ12 ♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t µ1µ2

❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ❢❛❝t♦r (1− ~v1 · ~v2) ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
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♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µ1 ❛♥❞ µ2 ❛♥❞ ✐s

t❤✉s ♣r❡s❡♥t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✭✐✳❡✳ ~v1 = ~v2✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✇✐❧❧

❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② µ1 ❛♥❞ µ2 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ1✱ λ2✱ λ12✱|~v1|✱|~v2| ❛♥❞ θ ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❆♥②

♣❤❛s❡ ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿

✶✳ ❚❤❡ ✭♠✐♥✐♠✐③❡❞✮ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♠✉st ❜❡ r❡❛❧✳

✷✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✸✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss❡ ♠❛tr✐① H(ρ1, ρ2) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st

❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ H = H(ρ1, ρ2) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H(ρ1, ρ2) =

(

m2
1 − σ21 + 3λ1ρ

2
1 + λ12σ12ρ

2
2 2λ12σ12ρ1ρ2

2λ12σ12ρ1ρ2 m2
2 − σ22 + 3λ2ρ

2
2 + λ12σ12ρ

2
1

)

. ✭✶✽✳✹✮

◆♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✭ρ1 = 0 ❛♥❞ ρ2 = 0✮✳ ❚❤❡

❍❡ss❡ ♠❛tr✐① ✭✶✽✳✹✮ t❛❦❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠

H(0, 0) =

(

m2
1 − σ21 0

0 m2
2 − σ22

)

. ✭✶✽✳✺✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ r✐❣❤t ❛✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡

σ21 < m2
1 , ✭✶✽✳✻✮

σ22 < m2
2 . ✭✶✽✳✼✮

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✽✳✻✮✱ ✭✶✽✳✼✮ ❛r❡ ♠❡t✱ U(ρ1, 0)✱ U(0, ρ2) ❛♥❞ U(ρ1, ρ2) ❛r❡ ❛❧❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

③❡r♦ ❛♥❞ U(0, 0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❙✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ρ1 6= 0 ❛♥❞ ρ2 = 0 ✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ρ2 6= 0 ❛♥❞ ρ1 = 0 ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞❡① ✶ ✇✐t❤ ✷✳ ❚❤❡ ❍❡ss❡ ♠❛tr✐① r❡❛❞s

H(ρ1, 0) =

(

m2
1 − σ21 + 3λ1ρ

2
1 0

0 m2
2 − σ22 + λ12σ12ρ

2
1

)

. ✭✶✽✳✽✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s st✐❧❧s ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ρ2 ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳
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❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ21 −m2
1

λ1
= ρ21 , ✭✶✽✳✾✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② H(ρ1, 0)✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✮ t❤❡♥ r❡❛❞✿

σ21 > m2
1 , ✭✶✽✳✶✵✮

σ22 < m2
2 +

λ12σ12
λ1

(
σ21 −m2

1

)
, ❢♦rλ12σ12 > 0 , ✭✶✽✳✶✶✮

σ22 < m2
2 −
|λ12σ12|
λ1

(
σ21 −m2

1

)
, ❢♦rλ12σ12 < 0 , ✭✶✽✳✶✷✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✳✾✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✶✵✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ U(ρ1, 0)

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❞s

U(ρ1, 0) = −
1

4

(σ21 −m2
1)

2

λ1
. ✭✶✽✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ U(0, 0)

✭❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✶✽✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✶✷✮ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✮✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ρ1 ❛♥❞ ρ2✳

❈♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡✳ ■❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❍❡ss❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H(ρ1, ρ2) = 2

(

λ1ρ
2
1 λ12σ12ρ1ρ2

λ12σ12ρ1ρ2 λ2ρ
2
2

)

. ✭✶✽✳✶✹✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✶✻✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✳✽✮ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❍❡ss❡ ♠❛tr✐① ✭✶✽✳✹✮✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t♦

ω1,2 = (λ1ρ
2
1 + λ2ρ

2
2)±

√

(λ1ρ21 + λ2ρ22)
2 − 4ρ21ρ

2
2(λ1λ2 − λ212σ212) . ✭✶✽✳✶✺✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ λ1λ2 ≤ λ212σ212 ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t ♦♥❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♦t❤❡r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✮✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r λ1λ2 > λ212σ
2
12✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✽✳✸✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✶✻✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✳✽✮ ❢♦r ρ1 ❛♥❞

ρ2 ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
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ρ1 =
1

N

√

σ21 −m2
1

λ1
− λ12σ12

λ1λ2

(
σ22 −m2

2

)
, ✭✶✽✳✶✻✮

ρ2 =
1

N

√

σ22 −m2
2

λ2
− λ12σ12

λ1λ2

(
σ21 −m2

1

)
, ✭✶✽✳✶✼✮

N =

√

1− λ212σ
2
12

λ1λ2
. ✭✶✽✳✶✽✮

❯s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✽✳✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛tN ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦rs ♦❢ ρ1 ❛♥❞ ρ2✿

σ22 < m2
2 +

λ2
λ12σ12

(
σ21 −m2

1

)
, ✭✶✽✳✶✾✮

σ22 > m2
2 +

λ12σ12
λ1

(
σ21 −m2

1

)
, ✭✶✽✳✷✵✮

λ12 > 0 .

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ λ12σ12 ❛♣♣❡❛rs q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✽✳✸✮✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❧✐♥❡❛r

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✷✵✮✳ ■♥ ❝❛s❡ λ12σ12 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

σ22 > m2
2 −

λ2
|λ12σ12|

(
σ21 −m2

1

)
, ✭✶✽✳✷✶✮

σ22 > m2
2 −
|λ12σ12|
λ1

(
σ21 −m2

1

)
, ✭✶✽✳✷✷✮

λ12 < 0 .

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ1 ❛♥❞ µ2✳ ■♥ q✉❛❞r❛♥t ■ ❛♥❞ ■■■✱

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✷✵✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r λ12 > 0 ✇❤✐❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✷✷✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r

λ12 < 0✳ ■♥ q✉❛❞r❛♥ts ■■ ❛♥❞ ■❱ ✐t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳❚❤❡ ❢✉❧❧

♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❞s✿

U(ρ1, ρ2) = −λ2
(σ21 −m2

1)
2

4(λ1λ2 − λ212σ212)
− λ1

(σ22 −m2
2)

2

4(λ1λ2 − λ212σ212)
+ λ12σ12

(σ21 −m2
1)(σ

2
2 −m2

2)

2(λ1λ2 − λ212σ212)
. ✭✶✽✳✷✸✮

❋♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ λ12✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t✇♦ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s

U(ρ1, ρ2, λ12 = 0) = −(σ21 −m2
1)

2

4λ1
− (σ22 −m2

2)
2

4λ2
. ✭✶✽✳✷✹✮
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❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✭✶✽✳✷✸✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♣❤❛s❡s✱ ✇❡ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡

t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r

U(ρ1, ρ2) = −(σ21 −m2
1)
[
λ2(σ

2
1 −m2

1)− λ12σ12(σ22 −m2
2)
]

4(λ1λ2 − λ212σ212)
✭✶✽✳✷✺✮

− (σ22 −m2
2)
[
λ1(σ

2
2 −m2

2)− λ12σ12(σ21 −m2
1)
]

4(λ1λ2 − λ212σ212)
. ✭✶✽✳✷✻✮

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡

❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✶✽✳✶✾✮✲✭✶✽✳✷✷✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛s❦ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡s

U(ρ1, 0) > U(ρ1, ρ2) ✭✶✽✳✷✼✮

✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❜♦t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✷✺✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

λ12σ12(σ
2
1 −m2

1)
[
λ12σ12(σ

2
1 −m2

1)− λ1(σ22 −m2
2)
]

< λ1(σ
2
2 −m2

2)
[
λ12σ12(σ

2
1 −m2

1)− λ1(σ22 −m2
2)
]

→ λ12σ12(σ
2
1 −m2

1)− λ1(σ22 −m2
2) < 0 .

❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ σ2 t♦ ❜❡ r❡❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ U(ρ2, 0) > U(ρ1, ρ2) ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞

r❡❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (σ22 −m2
2)λ12σ12 − λ2(σ21 −m2

1) > 0✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ✱ ✐t ✐♥❞❡❡❞

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣♦s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ U(ρ1, 0) < U(ρ1, ρ2) ✇❤✐❝❤ ✐s

♦❜✈✐♦✉s❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

λ1(σ
2
2 −m2

2)− λ12σ12(σ21 −m2
1) > 0 ,

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ρ1✮✳

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡♣❡❛t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ U(0, ρ2) ✇✐t❤ U(ρ1, ρ2)✳
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✶✽✳✷ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✽✳✻✮✱ ✭✶✽✳✼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭✶✽✳✶✵✮✲✭✶✽✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✶✾✮✲✭✶✽✳✷✷✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s

λ1 > 0, λ2 > 0 ❛♥❞ λ1λ2 > λ212σ
2
12 ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② µ1 = ∂0ψ1 ❛♥❞ µ2 = ∂0ψ2✱ ✇❡

t✉r♥ ❛❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ s♦❧✈❡ ❢♦r µ2 = µ2(µ1)✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ |~v1| ✱|~v2|
❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❛s t✉♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♣❤❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ U(ρ1, 0) = U(0, ρ2) ❢♦r µ2✳ ❙✐♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ❝✉❜✐❝ ✐♥ µ2✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❛r❡

U(0, 0)✱ U(ρ1, 0) ✱ U(0, ρ2) ❛♥❞ U(ρ1, ρ2) ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤✐s ♦❢

❝♦✉rs❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮✲✭✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡

❞✐❛❣r❛♠✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ♦❜t❛✐♥

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜✉t r❛t❤❡r ❛✐♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✏❝✉t ♦✉t✑ ❜② st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r

♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ λ12 = 0✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✽✳✷✹✮ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡

❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐❢ σ21 > m2
1 ♦r σ22 > m2

2✳ ■♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞

t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✶✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s♣❡❝✐❢②✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐ts t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µi ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛s t❤✐s

✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ st✉❞②✳

❖♥❝❡ ✇❡ s✇✐t❝❤ ♦♥ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡

str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ♦❢ σi = ±mi r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ λ12 = 0 ❝❛s❡ ❜❡❝♦♠❡ ❞❡❢♦r♠❡❞

❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✭✶✽✳✶✵✮✱ ✭✶✽✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✽✳✶✾✮✲✭✶✽✳✷✷✮ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤

♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡ st✐❧❧ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② σi < ±mi✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✶✽✳✸✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ s❡❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❧❡❛❞ t♦ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ σ1✱ σ2 ❛♥❞ σ12 ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ~vi ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ 1/
√
3✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

✲ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛♥

✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❥❡❝t ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐❣♥ ♦❢ λ12 ✭♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ λ1 > 0 ❛♥❞ λ2 > 0✦✮✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µi✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣❧♦t ❛❧❧ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts



✶✽ P❍❆❙❊ ❉■❆●❘❆▼ ❆❚ ❩❊❘❖ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ✶✹✷

0

0

-5

-5

 5

 5

ȝ1 

ȝ
2
 

unstable for Ȝ < 012 
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unstable for Ȝ > 012 

unstable for Ȝ > 012 

stable 

0

0

-5

-5
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 5

μ1 

μ
2
 

COE

COE COE

COE

ρ1
ρ1

ρ2

ρ2

❋✐❣✉r❡ ✶✽✳✶✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µ1 = ∂0ψ1

❛♥❞ µ2 = ∂0ψ2 ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s λ12✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐s ♣❧♦t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ m1 = 1, m2 = 2, λ1 = 0.2, λ2 = 0.5, |λ12| = 0.03, |~v1| = |~v2| = 0✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ♦✉t❧✐♥❡
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✱
λ12 = 0✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② µi = ±miγi = ±mi/
√

1− ~v2i ✭✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t♦ µi = ±mi ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✮✳

■♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✇❤❡r❡ µ1 < m1 ❛♥❞ µ2 < m2✱ ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡
♣❤❛s❡ ✭❈❖❊✮ ❡①✐sts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ µ1 > m1 ❛♥❞ µ2 > m2✳ ❙✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♣❤❛s❡s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛ss✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s λ12 ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞

✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✷✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✶✽✳✶✾✮✲✭✶✽✳✷✷✮✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ λ12 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❛ 90➦ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✷✱ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡

♣❤❛s❡ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ❧❛r❣❡r r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ q✉❛❞r❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✽✳✸✮ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛❞r❛♥t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♣❤❛s❡s ✭λ12 > 0✮✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ q✉❛❞r❛♥t✱ ✇❡ ✜♥❞ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❋♦r λ12 < 0✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✏r♦t❛t❡❞✑ ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛❞r❛♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r

λ12 ✭❡①❝❡♣t λ12 = 0✮ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■t

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ ❤❛❞

❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞s ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Lint = g |ϕ1|2 |ϕ2|2 ,

✇✐t❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ g✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ λ1λ2 > g2✳ ❚❤✐s
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✳✷✿ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ λ12 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇
❣✐✈❡♥ ❜② λ12 = 0.01 ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ λ12 = −0.01 ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✽✳✸✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦❢ s✐❣♥ ♦❢ λ12 ✏r♦t❛t❡s✑ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜② ✾✵➦✳

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s µi ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛♥② ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡

♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ λ12 ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❆t ❛ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢

λ̄12 =

√
λ1λ2

m1m2

, ✭✶✽✳✷✽✮

✭❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t ~vi = ~0✮ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

µ1 = ±m1 ❛♥❞ µ2 = ±m2 ❛♥❞ t❤❡ ✏❜✉❜❜❧❡✑ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ r❡s✐❞❡s ✐♥ q✉❛❞r❛♥ts ■

❛♥❞ ■■■ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✭λ12 > 0✮✳ ■♥ q✉❛❞r❛♥ts ■■ ❛♥❞ ■❱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡

♣❤❛s❡ ♣❡rs✐sts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ12 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✸✮✳

✶✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞

t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s φi ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛

♠♦❞✉❧✉s ρi ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ψi✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t U(1)1×U(1)2

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s✱ ✇❤✐❝❤



✶✽ P❍❆❙❊ ❉■❆●❘❆▼ ❆❚ ❩❊❘❖ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ✶✹✹

unstable

unstable

COE
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0

0

 5

 5

-5
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✳✸✿ ❙❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✳✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦✇ s❡t t♦ λ̄12✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✳✷✽✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ q✉❛❞r❛♥ts ■
❛♥❞ ■■■✳ ■♥ q✉❛❞r❛♥ts ■■ ❛♥❞ ■❱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ♣❡rs✐sts
❡✈❡♥ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ12 ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ψ = Ψ[σ21, σ
2
2, σ12] ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ψi ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts jµi ✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡

❝✉rr❡♥ts jµ1 ❛♥❞ jµ2 ❡①❤✐❜✐t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

µ1µ2 t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❡✐t❤❡r ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r λ12

❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ1 ❛♥❞ µ2✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡

❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r λ12 ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ t✇♦

♦✉t t❤❡ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳
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P❛rt ❱

❖✉t❧♦♦❦

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s

♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✱ ❛

s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐s

♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❡r♠❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ♣❡rs✐st✳ ❚❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②

✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t♦ st✉❞② s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s②♠♠❡tr② ❜② ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ♣❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆♥❛❧②t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡

❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❛

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t st✉❞② ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❡r❡

st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❛❞✲

❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡r♠❡❞ ✏s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✑✳ ❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤✐s s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s

❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✿ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✉♥❞❡r❣♦ ✇❤❛t ✇❡ t❡r♠❡❞

✏r♦❧❡ r❡✈❡rs❛❧✑ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst s♦✉♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ♣✉r❡ ♣r❡ss✉r❡

✭❞❡♥s✐t②✮ ✇❛✈❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ ♣✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❡♥tr♦♣②✮ ✇❛✈❡ ❢♦r ❤✐❣❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡ ❜❡❤❛✈❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞

t❤❡ ♥❡❛r✲♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s

s✉❝❤ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦❧❞ ❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✺✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢

♦♥❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✻✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥②

❡①✐st✐♥❣ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲✈✐s❝♦✉s s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ♣✉t s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s

♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❛str♦♣❤②s✐❝s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♥❡①t
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st❡♣ ✐s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r✐❝❤

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs r❡q✉✐r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

❼ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✭❡✳❣✳ ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❞❡♥s❡ q✉❛r❦

♦r ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ✇✐t❤ ♠❡s♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❡t❝✳✮✳ ■♥ ♣❛rt ■❱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛

❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❧❡❛st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t

✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❢r♦♠

Ψ = Ψ[∂ψ2
1, ∂ψ

2
2, Θ

2, ∂ψ1 · ∂ψ2, Θ · ∂ψ1, Θ · ∂ψ2] .

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❝❤❛♣t❡rs ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ❛❧❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

✜❡❧❞✲t❤❡♦r❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✐t❤❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❼ ❆ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ s②♠♠❡tr② ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦

st✉❞② ♣r♦t♦♥✲s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✮✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❯✭✶✮ s②♠♠❡tr② ❧❡❞ t♦ ❛ ♠❛ss❧❡ss ●♦❧❞st♦♥❡

♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ▼❡✐ss♥❡r✲♠❛ss ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥✳

❼ ❆❝t✉❛❧❧② ♠♦st s✉♣❡r✢✉✐❞s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ✭❜❡ ✐t ♥❡✉tr♦♥s✱ ♣r♦t♦♥s ♦r

❡✈❡♥ q✉❛r❦s✮✳ ❚❤✉s✱ ❇❈❙ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧♦✇

❡♥❡r❣② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❛♣♣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ r❡❝❡♥t ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t Tc ∼ 5.5 · 108 ❑ ✭s❡❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡② ❛ ❜♦r♥ ✐♥ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛s

❤✐❣❤ ❛s Tstar ∼ 1011K.

❼ ❚❤❡ ❦❛♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str❛♥❣❡♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r♦❦❡♥

❞✉❡ t♦ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥s❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐ts s✉♣❡r✢✉✐❞

❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❡r♠ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❈❋▲✲K0✳

❼ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts✳ ■♥

❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❡r♠s t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢✉✐❞ t♦ ❛ ✈✐s❝♦✉s ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞



✶✹✼

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s

t❤❛t ♠♦r❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❡❛r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

t♦ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡✱ t❤r❡❡ ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r✳ ❋♦r ❛

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✻❪✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❈❋▲ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❛r❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✸✵❪✳ ❇✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ❦❛♦♥✲❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❝♦❧♦r✲✢❛✈♦r ❧♦❝❦❡❞ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸✶❪✳ ❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs✱ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ❛r❡

❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r✲♠♦❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✿

❼ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞

✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡

s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s✮ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛❧s♦ t❡r♠❡❞ ✏t✇♦✲str❡❛♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✑ ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♣✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆ st✉❞②

♦❢ t❤❡ t✇♦✲str❡❛♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❬✶✶✼❪ ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✸✷❪ ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t✇♦ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤r❡❡ ✢✉✐❞ s②st❡♠ ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧

s❤♦✇ ❛♥ ❡✈❡♥ r✐❝❤❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s✳

❼ ❖❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✉st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

♠♦st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❳✲r❛② ❜✉rsts✱ ♠❛❣♥❡t❛r ✢❛r❡s ♦r ♣✉❧s❛r ❣❧✐t❝❤❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r✉st ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡

✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡s❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝r✉st ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❣✐♥ ❛s t❤♦s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✿ ✐t ✐s s♣❡❝✉❧❛t❡❞ t❤❛t ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❝❛tt❡r❡❞

❜② t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ❬✺✼✱ ✺✽❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ♠✐❣❤t

❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ♦❢ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡

✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✉st✳

❼ ❆♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞② ❛r❡ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ t❤❛t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r ❞✉❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❈❋▲ ✐t ♠✐❣❤t ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
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❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❧s♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t✮ ✉♥❞❡r ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ♠✐❣❤t s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳

▼❛♥② ♠♦r❡ ♣r♦❥❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤✐s ❧✐st✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st✉❞✐❡s ❛r❡

❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❛ ✏♦♥❡ ✇❛② r♦❛❞✑ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② t♦ ❛str♦♣❤②s✐❝s✳ ▼✉❝❤ ♠♦r❡✱ ❛

❢r✉✐t❢✉❧ s②♠❜✐♦s✐s ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✿ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡♥s❡

❤❛❞r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ✇❤❡r❡❛s

❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡st✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✿ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱

♦♥❧② ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✱ q✉❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s✱ ❛ r✐❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠

❛r❡ t❤❡ ❈❋▲✲K0 ♣❤❛s❡✱ t✇♦✲❝♦❧♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡s✳ ❊✈❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ q✉❛r❦ t♦ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

♥♦t ❜❡ ❛tt❛❝❦❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❤❡❛✈② ✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧

t♦♦❧s t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❜✉t t❤❡✐r

❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t st❛rs ❛s t❤❡ ♦♥❧② ✏❧❛❜♦r❛t♦r②✏

✇❤❡r❡ s✉❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡

❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❛r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❞❡❝♦♥✜♥❡❞ q✉❛r❦

♠❛tt❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s❡s ❛r❡

♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ t❤❡

♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ t✇♦✲str❡❛♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦r t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✭③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦✲❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦❧❞

❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s ♦r ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ s❝✐❡♥t✐st✳



✶✹✾

P❛rt ❱■

❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✭✶✵✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥

❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠ ✐♥ ✭✶✵✳✸✮✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ✐ts ③❡r♦s✱

S−1
0 (k) = (k0 − ǫ+

1,~k
)(k0 − ǫ−

1,~k
)(k0 − ǫ+

2,~k
)(k0 − ǫ−

2,~k
) .

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✢♦✇ ~∇ψ✱ t❤❡ ③❡r♦s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥

k0 ✐♥ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ❜✉t ✈❡r② ❧❡♥❣t❤②

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ǫ±
i,~k
✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ǫ±
1,~k

= ±
√

σ2 −m2

3σ2 −m2
ζ±(k̂)|~k|+O(|~k|3) , ✭❆✳✶✮

ǫ±
2,~k

= ±
√
2

√

3σ2 −m2 + 2(~∇ψ)2 +O(|~k|) , ✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡

ζ±(k̂) ≡





√

1 + 2
(~∇ψ)2 − (~∇ψ · k̂)2

3σ2 −m2
∓ 2∂0ψ~∇ψ · k̂√

σ2 −m2
√
3σ2 −m2





[

1 +
2(~∇ψ)2
3σ2 −m2

]−1

.

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠

T
∑

k0

F (k0, ~k)

detS−1(k)
= −1

2

∑

e=±

∑

i=1,2

F (ǫe
i,~k
, ~k)

(ǫe
i,~k
− ǫ−e

i,~k
)(ǫe

i,~k
− ǫe

j,~k
)(ǫe

i,~k
− ǫ−e

j,~k
)
coth

ǫe
i,~k

2T

✇✐t❤ j = 2 ✐❢ i = 1 ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ F (k0,~k) ✭✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

k0 ♣❧❛♥❡✮✳ ❋♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ F (k0, ~k) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✵✳✺✮✱ ❢♦r t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡
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❝✉rr❡♥t s❡❡ ✭✶✵✳✷✽✮✱ ✭✶✵✳✷✾✮✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①

❉✱ ✇❡ ♠❛② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t❡r♠s ✐♥ t❤❡

s✉♠ ✇❤❡r❡ i = 2✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿ ❧❛t❡r✱ ❛❢t❡r ✇r✐t✐♥❣ coth[ǫe
i,~k
/(2T )] = 1 + 2f(ǫe

i,~k
) ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦s❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f ✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✱

✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧ ✭❞✐✈❡r❣❡♥t✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦

❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s s✉❜❧❡❛❞✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t λ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥❡❣❧❡❝t ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

T

V

∑

k

F (k0, ~k)

detS−1(k)
≃ −1

2

ˆ

d3~k

(2π)3

F (ǫ+
1,~k
,~k)

(ǫ+
1,~k
− ǫ−

1,~k
)(ǫ+

1,~k
− ǫ+

2,~k
)(ǫ+

1,~k
− ǫ−

2,~k
)
coth

ǫ+
1,~k

2T

− 1

2

ˆ

d3~k

(2π)3

F (ǫ−
1,~k
,~k)

(ǫ−
1,~k
− ǫ+

1,~k
)(ǫ−

1,~k
− ǫ+

2,~k
)(ǫ−

1,~k
− ǫ−

2,~k
)
coth

ǫ−
1,~k

2T

= −
ˆ

d3~k

(2π)3

F (ǫ+
1,~k
,~k)

(ǫ+
1,~k

+ ǫ+
1,−~k)(ǫ

+

1,~k
+ ǫ+

2,−~k)(ǫ
+

1,~k
− ǫ+

2,~k
)
coth

ǫ+
1,~k

2T
,

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ~k → −~k✱ ❛♥❞
❤❛✈❡ ✉s❡❞ F (k0, ~k) = F (−k0,−~k) ❛s ✇❡❧❧ ❛s

ǫ+
i,−~k = −ǫ

−
i,~k
.

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❆✳✶✮✱ ✭❆✳✷✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡

❢✉❧❧ r❡s✉❧ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ~k✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ǫ−
i,~k

❤❛✈❡ t❤✉s ❞r♦♣♣❡❞

♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ǫ+
i,~k
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

s✐♠♣❧② ❞❡♥♦t❡❞ ǫ
i,~k
≡ ǫ+

i,~k
❛♥❞ ζ(k̂) ≡ ζ+(k̂)✳

❇ P❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

✭❣r❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✵✮✮

〈A〉 ≡ 1

Z

ˆ

Dϕ′
1Dϕ′

2 Â exp

(
ˆ

d4xL
)

. ✭❇✳✶✮
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❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Z ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss

✜rst✳ ▲❛t❡r ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✳

❇✳✶ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

Z =

ˆ

Dϕ(k)Dϕ†(k) e
− 1

2

∑

k
ϕ†(k)S(k)ϕ(k)

. ✭❇✳✷✮

❇② k ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦✉r ✈❡❝t♦r kµ✱ ϕ(k) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦✉❜❧❡t ✜❡❧❞ ❛♥❞ S(k) ❛

❤❡r♠✐t✐❛♥ 2× 2 ♠❛tr✐①✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛❝❡ ϕ(x) ✐s r❡❛❧✱ ✇❡ s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s ϕ(k) ❛♥❞ ϕ†(k)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦

♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r k

1

2

∑

k

ϕ†(k)S(k)ϕ(k) =
1

2

[
∑

k>0

ϕ†(k)S(k)ϕ(k) +
∑

k<0

ϕ†(k)S(k)ϕ(k)

]

. ✭❇✳✸✮

❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠

∑

k<0

ϕ†(k)S(k)ϕ(k) =
∑

k>0

ϕ†(−k)S(−k)ϕ(−k) =
∑

k>0

ϕT (k)S(−k)ϕ∗(k) , ✭❇✳✹✮

✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❞ ✉♣ t♦

1

2

∑

k

ϕ†(k)S(k)ϕ(k) =
∑

k>0

ϕ†(k)S(k)ϕ(k) ✭❇✳✺✮

❚❤✐s ✐❞❡♥t✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✜♥✐t❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉♣❡r✢♦✇ ✇❤❡r❡ S ✐s ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠

S(k) =

(

A(k2) −iC k
iC k B(k2)

)

. ✭❇✳✻✮

❋♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∏

k

dϕ(k) =
∏

k>0

dϕ(k) dϕ†(k) . ✭❇✳✼✮
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❲❡ ♥♦✇ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ S

Sdiag = V S V −1 = diag(λ1, λ2) . ✭❇✳✽✮

❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① V ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ✱

λ2✳ ❆❢t❡r r❡✐♥s❡rt✐♥❣ V
−1SdiagV ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭❇✳✷✮✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ϕ(k) ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

♠❛tr✐① V ✿

ϕ → ϕ̄ = V ϕ ,

ϕ† → ϕ̄† = ϕ†V −1 .

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ✜♥❞✿

∏

k>0

ˆ

dϕ(k)dϕ†(k) e−ϕ
†(k)S(k)ϕ(k) =

∏

k>0

ˆ

dϕ̄(k)dϕ̄†(k) e−ϕ̄
†(k)Sdiag(k) ϕ̄(k) . ✭❇✳✾✮

❆❢t❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s ✐♥t♦ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✭ϕ1 = u + iv ✱ ϕ2 = p + iq✮ ❛♥❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥

J = det

(

∂(ϕ1, ϕ2, ϕ
†
1, ϕ

†
2)

∂(u, v, p, q)

)

= 4 , ✭❇✳✶✵✮

✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛❧❧ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦✇ s✐♠♣❧❡ s❝❛❧❛r ●❛✉ss

❢✉♥❝t✐♦♥s✮✿

4
∏

k>0

ˆ

du(k)dv(k)dp(k)dq(k) e−λ1(u
2+v2)−λ2(p2+q2) =

∏

k>0

(2π)2

λ1(k)λ2(k)
✭❇✳✶✶✮

=
∏

k>0

(2π)2

det(Sdiag(k))
=

∏

k>0

(2π)2

det(S(k))
. ✭❇✳✶✷✮

■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❞❡t(Sdiag) = ❞❡t(V S V −1) = ❞❡t(S) ❞❡t(V V −1) = ❞❡t(S)✳ ❋✐♥❛❧❧② ✉s✐♥❣

∏

k

❞❡t(S(k)) =
∏

k>0

❞❡t(S(k)) ❞❡t(S(−k)) =
∏

k>0

❞❡t(S(k))2 , ✭❇✳✶✸✮

✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t
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ˆ

Dϕ(k)Dϕ†(k) e
− 1

2

∑

K
ϕ†(k)S(k)ϕ(k)

=
∏

k

(2π)2
√

❞❡t(S(k))
. ✭❇✳✶✹✮

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2π ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ✜❡❧❞s ϕ ❛❣❛✐♥ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r N ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤

✐♥t❡❣r❛❧✳

❇✳✷ ❚❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t

◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮✳ ❲❡ ✐♥s❡rt ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Â ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Tµν ❛♥❞ jµ✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ Tµν ❢r♦♠ ✭✶✵✳✾✮✱ ✇❡

✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s

ϕ→ eiψ(x)(
1√
2
ρ+ ϕ(x)) =

1√
2
eiψ(x)(ρ+ ϕ1(x) + iϕ2(x)) , ✭❇✳✶✺✮

❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡♠ ✐♥t♦

L = |∂0ϕ|2 −
∣
∣
∣~∇ϕ

∣
∣
∣

2

−m2 |ϕ|2 − λ |ϕ|4 . ✭❇✳✶✻✮

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥

ϕ2
1 → 1

2
[∂20 − ∂2i + (∂0ψ)

2 − (~∇ψ)2 −m2 − 3λρ2] ✭❇✳✶✼✮

ϕ2
2 → 1

2
[∂20 − ∂2i + (∂0ψ)

2 − (~∇ψ)2 −m2 − λρ2]

ϕ1ϕ2 → (∂0ψ)ϕ1∂0ϕ2 − (∂0ψ)ϕ2∂0ϕ1 − ϕ1(~∇ψ · ~∇ϕ2)− ϕ2(~∇ψ · ~∇ϕ1)

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡♥♦t❡ L(2) ✭t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ϕ(x)✮ ✐♥ t❤❡ 2 × 2 s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞

❜② {ϕ1(x), ϕ2(x)}

−1

2
(ϕ1(x), ϕ2(x))

(

−←−→∂µ∂
µ − ∂µψ∂µψ +m2 + 3λρ2 −2∂µψ∂µ

2∂µψ∂
µ −←−→∂µ∂

µ − ∂µψ∂µψ +m2 + λρ2

)(

ϕ1(x)

ϕ2(x)

)

✭❇✳✶✽✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ϕ1

←−→
∂µ∂

µϕ1 ❞❡♥♦t❡s ∂µϕ1∂
µϕ1 ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇

t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t t♦ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ P❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥

s♣❛❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Z =

ˆ

Dϕ ❡①♣[−1

2

ˆ

x
ϕT S−1 ϕ] , Ψ =

T

V
❧♥Z . ✭❇✳✶✾✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ str❡ss ❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✐♥ ❢r♦♠

Tµν = 2
δΨ[ψ]

δgµν
− gµνΨ[ψ] . ✭❇✳✷✵✮

❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Tµν

〈Tµν〉 = −1

2
Z−1

ˆ

DϕϕT Âµνϕe−
1

2

´

x ϕ
T S−1 ϕ = ✭❇✳✷✶✮

= −1

2
Z−1

ˆ

Dϕ

[

ϕT
(

2
δS−1

δgµν
− gµνS−1

)

ϕ

]

e−
1

2

´

x ϕ
T S−1 ϕ . ✭❇✳✷✷✮

❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦♣❡r❛t♦r r❡❛❞s

Âµν =

(

2(−←−→∂µ∂ν − ∂µψ∂νψ)− gµνS−1
11 −2(∂µψ∂ν − ∂νψ∂µ)− gµνS12

2(∂µψ∂ν − ∂νψ∂µ) + gµνS12 2(−←−→∂µ∂ν − ∂µψ∂νψ)− gµνS−1
22

)

. ✭❇✳✷✸✮

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡

ϕ1(x) →
1√
TV

∑

p

e−ip·xϕ1(p) , ✭❇✳✷✹✮

ϕ2(x) →
1√
TV

∑

q

e−iq·xϕ2(q) .

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠✐♥❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t❤❛t ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡s ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t

∂µψ∂
µψ = λρ2 +m2 = const , ✭❇✳✷✺✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦♣❡r❛t♦r t❤✉s r❡❛❞s

✭t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡ ✐t
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❛s A ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Â✮

Aµν = f(k̄ · x)Aµν(p, q) . ✭❇✳✷✻✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① Aµν ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Aµν =

(

(pµqν + pνqµ)− 2∂µψ∂νψ − gµνm1(p · q) −2i(∂µψ qν − ∂νψ qµ) + 2iqµ

2i(∂µψ qν − ∂νψ qµ)− 2iqµ (pµqν + pνqµ)− 2∂µψ∂νψ − gµνm2(p · q)

)

,

✭❇✳✷✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

f(k̄ · x) = e−i(p
µ+qµ)xµ ,

m1(p · q) = p · q − σ2 +m2 + 3λρ2 ,

m2(p · q) = p · q − σ2 +m2 + λρ2 .

❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧

´ ∏

k dϕ(k)

[

∑

p,q(ϕ1(p), ϕ2(p))A
µν(p, q)

(

ϕ1(q)

ϕ2(q)

)

e−i(p+q)·x
]

e−
1

2
ϕT (−k)S−1ϕ(k)

´ ∏

k dϕ(k) e
− 1

2
ϕ†(−k)S−1ϕ(k)

. ✭❇✳✷✽✮

▲❡t ✉s ♣✐❝❦ ♦✉t ♦♥❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r p ❛♥❞ q ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✭✇❡ s❤❛❧❧ s✉♣♣r❡ss

t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮

dϕ(k1)...dϕ(kn) [A11 ϕ1(p1)ϕ1(q1) +A22 ϕ2(p1)ϕ2(q1) + ...] ❡①♣

(

−1

2
ϕ†(−k1)S−1ϕ(k1)

)

✭❇✳✷✾✮

...❡①♣

(

−1

2
ϕ†(−kn)S−1ϕ(kn)

)

.

❚❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ p1 = k1 ❛♥❞

q1 = −k1✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ϕ(ki) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s

✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ pi ❛♥❞ qi✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤

∑

k

´

dϕ(k)

[

(ϕ1(−k), ϕ2(−k))A (k, −k)
(

ϕ1(k)

ϕ2(k)

)]

e−
1

2
ϕT (−k)S−1ϕ(k)

´

dϕ(k) e−
1

2
φ+(−k)S−1φ(k)

. ✭❇✳✸✵✮
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❚♦ r❡str✐❝t k t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r A12(−k) = −A12(k)

∑

k

[A11ϕ1(−k)ϕ1(k) +A22ϕ2(k)ϕ2(−k)] = 2
∑

k>0

[

A11ϕ1(k)ϕ
†
1(k) +A22ϕ2(k)ϕ

†
2(k)

]

,✭❇✳✸✶✮

∑

k

[A12ϕ1(−k)ϕ2(k) +A21ϕ1(k)ϕ2(−k)] = 2
∑

k>0

A12

[

ϕ1(k)ϕ
†
2(k)− ϕ

†
1(k)ϕ2(k)

]

.

P❛r❛♠❡tr✐③✐♥❣ ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

8

ˆ

du dv dp dq
[
A11(u

2 + v2) +A22(p
2 + q2)− 2A12(vp− uq)

]
e−(S11(u2+v2)+S22(p2+q2)−2S12(vp−uq)) .

✭❇✳✸✷✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s u, v, p, q ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

8

ˆ

du dv dp dq [...] = − 8π2

((S−1
12 )

2 − S−1
11 S

−1
22 )

2
(S−1

22 A11 + S−1
11 A22 − 2S−1

12 A12) . ✭❇✳✸✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S ❛♥❞ A ❛r❡

✐♠❛❣✐♥❛r②✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❧ ✭S12 ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❧♦✇

♥♦✇ r❡❢❡rs t♦ ■♠[S12]✳✮ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ✉s❡

S =
1

❞❡tS−1

(

S−1
22 −S−1

12

−S−1
21 S−1

11

)

, ✭❇✳✸✹✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦

Tr[S ·A] = 1

❞❡tS−1

[
S−1
22 A11 + S−1

11 A22 − 2S−1
12 A12

]
, ✭❇✳✸✺✮

❛♥❞

8

ˆ

du dv dp dq [...] =
8π2

detS−1
Tr[SA] . ✭❇✳✸✻✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❇✳✸✵✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t♦

´ ∏

k dϕ(k)
[
∑

p,q ϕ
T (p)Aϕ(q)e−i(p+q)·x

]

e−
1

2
ϕT (−k)S−1ϕ(k)

´ ∏

k dϕ(k) e
− 1

2
ϕ†(−k)S−1 ϕ(k)

= 2
∑

k>0

Tr[SA] =
∑

K

Tr[SA] . ✭❇✳✸✼✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✱ r❡✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ S′ = δS/δgµν

∑

k

Tr[SAµν ] =
∑

k

Tr[2S · (S−1)′µν − gµνS · S−1] =
∑

k

2Tr[S · (S−1)′]µν − 2gµν , ✭❇✳✸✽✮
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✇❡ ✜♥❛❧❧② ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✭✶✵✳✶✶✮

〈Tµν〉 = −1

2

T

V

∑

k

Tr[SA] = −T
V

∑

k

[
Tr[S · (S−1)′]µν − gµν

]
. ✭❇✳✸✾✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱

〈jµ〉 = δΨ[ψ]

δ(∂µψ)
= −1

2
Z−1

ˆ

Dϕ

[

ϕ† δS
−1

δ(∂µψ)
ϕ

]

e−
1

2

´

X ϕTS−1ϕ = −1

2

T

V

∑

K

Tr[S ·Aµ] . ✭❇✳✹✵✮

❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Aµ =
∂S−1

∂(∂µψ)
= 2

(

2∂µψ 2ikµ

−2ikµ 0

)

, ✭❇✳✹✶✮

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✭✶✵✳✶✷✮

Tr[S ·Aµ] = 2 [2S11∂
µψ − i(S12 − S21)kµ] =

2

∆

[
2S−1

22 ∂
µψ − i(S12 − S21)kµ

]
✭❇✳✹✷✮

= − 4

∆

[
k2∂µψ + 2(K · ∂ψ)kµ

]
,

✇✐t❤ ∆ = ❞❡tS−1✳

❈ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r

❲✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψk ❢r♦♠ ✭✶✵✳✶✹✮ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✮ ❛s

T

V
Γ = −U +

T

V

∑

k

Ψk . ✭❈✳✶✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✳✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

T

V
Γ = −U +

1

3

T

V

∑

k

(

Ck~k
2 −Ak~k · ~∇ψ

)

✭❈✳✷✮

= −U − 1

3
(gµν − uµuν)T

V

∑

k

(Ckkµkν +Akkµ∂νψ) ,
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✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r uµ = (1, 0, 0, 0) ❛♥❞ Ak✱ Bk✱ Ck ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✵✳✶✺✮✳ ❆ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Ak✱

Bk✱ Ck ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧

♣r♦♣❛❣❛t♦r✱

1 =
k4 − 2k2(σ2 −m2)− 4(k · ∂ψ)2

detS−1
0

= −1

2
[Ckk

2 +Bkσ
2 + 2Ak(k · ∂ψ)] +

k2m2

detS−1
0

. ✭❈✳✸✮

◆❡①t✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✳ ❲✐t❤

−T
V

∑

k

❚r

[

S0
∂S−1

0

∂gµν

]

= 2
T

V

∑

k

∂Ψk

∂gµν
✭❈✳✹✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❢r♦♠ ✭✶✵✳✶✶✮ ❛s

Tµν = −
(

2
∂U

∂gµν
− gµνU

)

+
T

V

∑

k

[Ckk
µkν +Bk∂

µψ∂νψ +Ak(k
µ∂νψ + kν∂νψ) + gµν + Y µν ] ,

✭❈✳✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ψk ✭✶✵✳✶✹✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡♥s♦r Y µν

✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s T 00 = ǫ ❛♥❞ T ij = δijP ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ♥♦✇ s❡t ~∇ψ = 0 ❛♥❞ ∂0ψ = µ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢

✭❈✳✷✮✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P = T
V Γ ❜❡❝♦♠❡s

P = −U +
1

3

T

V

∑

k

Ck~k
2 . ✭❈✳✻✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ǫ = −P + µn+ Ts ✇❡ ♥❡❡❞

n =
∂P

∂µ
= −∂U

∂µ
+
T

V

∑

k

(Bkµ+Akk0) , ✭❈✳✼✮

s =
∂P

∂T
= −∂U

∂T
+
P

T
+
T

V

∑

k

(

2 +Ak
µk0
T

+ Ck
k20
T

)

, ✭❈✳✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭❈✳✶✮ ❛♥❞ ∂k0/∂T = k0/T ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
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ǫ =
T

V

∑

k

(
Bkµ

2 + 2Akk0µ+ Ckk
2
0 + 2

)
. ✭❈✳✾✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ❛r❡✱ ❢r♦♠

✭❈✳✺✮✱

T ij =
(µ2 −m2)2

4λ
δij +

T

V

∑

k

(

Ck
~k2

3
δij − δij + Y ij

)

, ✭❈✳✶✵✮

❛♥❞

T 00 =
(3µ2 +m2)(µ2 −m2)

4λ
+
T

V

∑

k

(
Bkµ

2 + 2Akk0µ+ Ckk
2
0 + 1 + Y 00

)
, ✭❈✳✶✶✮

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✭❈✳✶✵✮ ✇✐t❤ ✭❈✳✻✮ ❛♥❞ ✭❈✳✶✶✮ ✇✐t❤ ✭❈✳✾✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Y µν = diag(1, 1, 1, 1)✳

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭❈✳✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛s

Tµν = −
(

2
∂U

∂gµν
− gµνU

)

+
T

V

∑

k

[Ckk
µkν +Bk∂

µψ∂νψ +Ak(k
µ∂νψ + kν∂µψ) + 2uµuν ] , ✭❈✳✶✷✮

✇✐t❤ uµ = (1, 0, 0, 0)✳

❉ ❙♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✱ ❛♥❞

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱

❜✉t t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ |~k|✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ✉♣ t♦ T 6✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✶✵✳✹ ❛s

F (ǫ
1,~k
,~k)

(ǫ
1,~k

+ ǫ
1,−~k)(ǫ1,~k + ǫ

2,−~k)(ǫ1,~k − ǫ2,~k)
≃ a1|~k|+

a2
σ2
|~k|3 , ✭❉✳✶✮

❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

ǫ
1,~k
≃ c1|~k|+

c2
σ2
|~k|3 , ✭❉✳✷✮



❉ ❙▼❆▲▲✲❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ❊❳P❆◆❙■❖◆ ✶✻✵

✇❤❡r❡ a1✱ a2✱ c1✱ c2 ❛r❡ ❛♥❣✉❧❛r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = c1|~k|/T ✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ T/σ✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r y ②✐❡❧❞s

T

V
Γ ≃ (σ2 −m2)2

4λ
+

2π2T 4

45

ˆ

dΩ

4π

[
a1
c41

+
40π2

7c61

(
a2
3
− 2a1c2

c1

)
T 2

σ2

]

, ✭❉✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

ˆ

∞
0 dy

y3

ey − 1
=
π4

15
,

ˆ ∞

0

dy
y5

ey − 1
=

8π6

63
,

ˆ ∞

0

dy
y6ey

(ey − 1)2
=

16π6

21
. ✭❉✳✹✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ ~∇ψ = 0✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡❝♦♠❡s tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇✐t❤

∂0ψ = µ✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✸✵✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

c1 =

√

µ2 −m2

3µ2 −m2
, c2 =

µ6
√

µ2 −m2(3µ2 −m2)5/2
, ✭❉✳✺✮

❛♥❞

a1 =
c1
4
, a2 =

3c1
4
. ✭❉✳✻✮

❲❡ t❤✉s ✜♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

P =
T

V
Γ ≃ (µ2 −m2)2

4λ
+
π2T 4

90c31
− 4c2π

4T 6

63µ2c61

=
(µ2 −m2)2

4λ
+

(3µ2 −m2)3/2

(µ2 −m2)3/2
π2T 4

90
− µ6(3µ2 −m2)1/2

(µ2 −m2)7/2
4π4T 6

63µ2
. ✭❉✳✼✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r✢♦✇ ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❡♥❣t❤② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts

✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t m = 0 ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳
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❊ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷P■

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷P■ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ■ts ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✭✶✶✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψ =
ρ2

2
(µ2 −m2)− λ

4
ρ4 + J +

M2 −m2 − 2λρ2

2
I+ +

δM2 − λρ2
2

I− − λ

2
(I+)2 − λ

4
(I−)2 , ✭❊✳✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞

J ≡ −1

2

T

V

∑

k

❚r ln
S−1

T 2
, I± ≡ T

V

∑

k

[S11(k)± S22(k)] . ✭❊✳✷✮

❋♦r t❤❡ ❚r [S−1
0 S − 1] t❡r♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭✶✵✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭✶✶✳✾✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r V2 ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✶✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ S12 = −S21✳
❲❡ s❤❛❧❧ ❛❞❞ ❛ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ δΨ t♦ Ψ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡

st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳ ■t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✢✉✐❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱

t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

❝❛s❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ s✉♣❡r✢♦✇✳

❊✳✶ ❯♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ✭s♣✉r✐♦✉s✮ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞

❋✐rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♥♦♥✲s✉♣❡r✢✉✐❞✱ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✜❡❧❞ ~∇ψ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

~∇ψ✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss❡s M

❛♥❞ δM ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

S−1(K) =





−k2 +M2 − σ2 2ikµ∂
µψ

−2ikµ∂µψ −k2 +M2 − σ2



 . ✭❊✳✸✮

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s

ǫe~k =

√

(~k − e~∇ψ)2 +M2 − eµ , ✭❊✳✹✮
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✇❤❡r❡ µ = ∂0ψ✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢

♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ s❤✐❢t❡❞ ❜② ~∇ψ✱ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✶✮ ✇✐t❤ ρ = 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss M ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ δM = 0 ❛♥❞ I− = 0✱

Ψ = J +
M2 −m2

2
I+ − λ

2
(I+)2 . ✭❊✳✺✮

❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ✐♥✜♥✐t✐❡s ✐♥ J ❛♥❞ I+✱

δΨ = −δm
2

2
I+ − δλ

2
(I+)2 . ✭❊✳✻✮

❚❤❡ r❡❝✐♣❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ ✇❡ ❛❞❞ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s δm2 ❛♥❞ δλ t♦ ❡❛❝❤

♠❛ss sq✉❛r❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❊✳✺✮ ✭♥❡✐t❤❡r J ♥♦r I+ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ m ♦r λ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❜✐t ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤❛❧❧

♥❡❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s δλ1 ❛♥❞ δλ2✱ s❡❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ δm2 ✐s ♦❢

♦r❞❡r λ✱ ✇❤✐❧❡ δλ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r λ2✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞

✇✐t❤ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s δm2 ❛♥❞ δλ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ δΨ ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❝❛✉s❡ I+ ❛♥❞ J ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ µ✱ T ✱ ❛♥❞ ∇ψ✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t

♠❛ss M ✱

M2 = m2 + δm2 + 2(λ+ δλ)I+ . ✭❊✳✼✮

■♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❧✐❦❡ I+ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜s❝r✐♣t❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s s✉❜tr❛❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❛t ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ③❡r♦✱

Ix(A) ≡ I(x,A)− I(0, A) . ✭❊✳✽✮

❯s✐♥❣ t❤❛t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ I+ ✐♥t♦ ❛ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛rt t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉t♦✛

Λ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt I+T t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ T ❜✉t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s T → 0 ❛♥❞ ✐s ❝✉t♦✛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱

I+(T,Λ) = I+(0,Λ) + I+T , ✭❊✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ µ, M, ~∇ψ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛ s✉♠✱ ✇❡ ✜♥❞
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I+ I− J

❯❱ ❞✐✈✳ k − M2

2k
−δM

2

2k
−k3 −

[

M2 +
2

3
(∇ψ)2

]
k

2
+
M4 + δM4

8k

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❯❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡❣r❛♥❞s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡✲
❣r❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❚❤❡
❧✐♠✐t ❝❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ δM = 0 ✭✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❝❛s❡✮
❛♥❞ ∇ψ = 0 ✭❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇✮✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❡✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡r❣❡♥t t❡r♠s ♦❢ J ✳

I+(0,Λ) =
1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
1

√

(~k − e~∇ψ)2 +M2

, I+T ≡
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

f(ǫe~k
)

√

(~k − e~∇ψ)2 +M2

,

✭❊✳✶✵✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❇♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡❣r❛♥❞ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❝✉t♦✛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹ ✭✇✐t❤ δM = 0 ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞

❝❛s❡✮✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥t❡❣r❛❧ I+(0,Λ) ✈✐❛ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✶✶❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

r❡❧❛t✐♦♥
1

xa
=

1

Γ(a)

ˆ ∞

0

dτ τa−1e−τx , ✭❊✳✶✶✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ x = (~k − e~∇ψ)2 +M2✱ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ~k ❛♥❞ τ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡ ~k

✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥♦✇ ✜♥✐t❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ~∇ψ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❝✉t♦✛ Λ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ 1/Λ2✳

❚❤✐s ②✐❡❧❞s

I+(T,Λ) =
Λ2

8π2
− M2

8π2
ln

Λ2

ℓ2
+ I+

finite
(T, ℓ) , ✭❊✳✶✷✮

I+
finite

(T, ℓ) =
M2

8π2

(

γ − 1 + ln
M2

ℓ2

)

+ I+T , ✭❊✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ℓ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ γ ≃ 0.5772 ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐

❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐♥s❡rt t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✼✮✱ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡

✐t ✐♥ t♦ ❛ ❝✉t♦✛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt

M2 = m2 + 2λI+
finite

(T, ℓ) , ✭❊✳✶✹✮
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❛♥❞ ❛ ❝✉t♦✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt

0 = δm2 +
λ+ δλ

4π2

(

Λ2 −M2 ln
Λ2

ℓ2

)

+ 2δλ I+
finite

(T, ℓ) . ✭❊✳✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

s❝❛❧❡ ℓ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ δm2 ❛♥❞ δλ✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ I+
finite

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❊✳✶✹✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ M2✳ ❇♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ✈❛♥✐s❤ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s

❢♦r δm2 ❛♥❞ δλ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

δλ =
λ2

4π2
ln

Λ2

ℓ2

(

1− λ

4π2
ln

Λ2

ℓ2

)−1

, δm2 = δλ

(
m2

λ
− Λ2

4π2

)

− λ Λ2

4π2
. ✭❊✳✶✻✮

■❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛r❡ ♠❛ss m2
bare

= m2 + δm2 ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ λbare = λ+ δλ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

1

λ
=

1

λbare
+

1

4π2
ln

Λ2

ℓ2
,

m2

λ
=
m2

bare

λbare
+

Λ2

4π2
. ✭❊✳✶✼✮

◆❡①t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ❝❛♥❝❡❧ ❛❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ Ψ+ δΨ✳

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡

J(T,Λ) = J(0,Λ) + JT , ✭❊✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ µ, M, ~∇ψ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡✱ ❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ▼❛ts✉❜❛r❛

s✉♠ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

J(0,Λ) = −1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
ǫe~k , JT = −T

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
ln
(

1− e−ǫ
e
k̃
/T
)

. ✭❊✳✶✾✮

Pr♦♣❡r t✐♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝✉t♦✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ~∇ψ✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞

J(T,Λ) =
Λ4

32π2
− M2Λ2

16π2
+

M4

32π2
ln

Λ2

ℓ2
+ Jfinite(T, ℓ) , ✭❊✳✷✵✮

Jfinite(T, ℓ) =
M4

32π2

(
3

2
− γ − ln

M2

ℓ2

)

+ JT . ✭❊✳✷✶✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ Ψ+ δΨ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✼✮ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ I+✱ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❊✳✶✼✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ Ψ+ δΨ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤
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Ψ+ δΨ =
Λ4

32π2
− m4

8λ
+
m4

bare

8λbare
+

(M2 −m2)2

8λ
+ Jfinite(T, ℓ) .

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ✱ T ✱

❛♥❞ ~∇ψ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✳

❊✳✷ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇

❆s ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ✜rst ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r❝✉rr❡♥t✱ ~∇ψ = ~0✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ✇✐t❤ µ = ∂0ψ✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s ✸✺

S−1(k) =





−k2 +M2 + δM2 − µ2 2ik0µ

−2ik0µ −k2 +M2 − δM2 − µ2



 , ✭❊✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s

ǫe~k =

√

E2
~k
+ µ2 − e

√

4µ2E2
~k
+ δM4 , ✭❊✳✷✸✮

✇❤❡r❡

E~k ≡
√

~k2 +M2 . ✭❊✳✷✹✮

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ ✭❊✳✻✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦

δΨ = −δm
2

2
ρ2 − 2δλ1 + δλ2

4
ρ4 − δm2 + 2δλ1ρ

2

2
I+ − δλ2ρ

2

2
I− − δλ1

2
(I+)2 − δλ2

4
(I−)2 .

■♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s δλ1 ❛♥❞ δλ2 ❢♦r t❤❡ t✇♦

str✉❝t✉r❡s I+ ❛♥❞ I− ❬✶✸✸❪✸✻✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣✉t ❛♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ρ4 t❡r♠✱

❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤✐s ❝♦✉♥t❡rt❡r♠ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

δλ1 ❛♥❞ δλ2✳

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ ❬✶✸✸❪✱

✸✺❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t M2 ± δM2 ✐s ❥✉st ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss❡s✱ ❛s ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✵❪✱ ✐✳❡✳✱ δM2

s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠✳
✸✻■♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✸✸❪✱ δλA ≡ 2δλ1 − δλ2✱ δλ

B ≡ δλ2✳
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0 = µ2 − (m2 + δm2)− (λ+ 2δλ1 + δλ2)ρ
2 −

[
2(λ+ δλ1)I

+ + (λ+ δλ2)I
−] ,✭❊✳✷✺✮

M2 + δM2 = m2 + δm2 + (3λ+ 2δλ1 + δλ2)ρ
2 + 2(λ+ δλ1)I

+ + (λ+ δλ2)I
− , ✭❊✳✷✻✮

M2 − δM2 = m2 + δm2 + (λ+ 2δλ1 − δλ2)ρ2 + 2(λ+ δλ1)I
+ − (λ+ δλ2)I

− , ✭❊✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①tr❡♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞

t❤❡ t❤✐r❞ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉②s♦♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✭❊✳✷✻✮ ✐♥t♦

✭❊✳✷✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ✭❊✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭❊✳✷✼✮ t♦✴❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ s✐♠♣❧❡r

s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

M2 + δM2 = µ2 + 2λρ2 , ✭❊✳✷✽✮

M2 = m2 + δm2 + 2(λ+ δλ1)(ρ
2 + I+) , ✭❊✳✷✾✮

δM2 = (λ+ δλ2)(ρ
2 + I−) , ✭❊✳✸✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s ✐ts ✜♥❛❧✱ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❊✳✽✮✱ ✇❡

r❡✇r✐t❡ I± ❜② ✜rst s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦✛ t❤❡ T ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦✛ t❤❡ µ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t

T = 0✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ µ = T = 0 ✈❛❝✉✉♠ t❡r♠ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱

I±(T, µ,Λ) = I±(0, µ,Λ) + I±T (µ) , ✭❊✳✸✶✮

I±(0, µ,Λ) = I±(0, 0,Λ) + I±µ (0) , ✭❊✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ❤❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ (M, δM) ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥✳ ❆s ✐♥ ❬✶✸✸❪✱ ✇❤❡♥

✇❡ s❡t µ ♦r T t♦ ③❡r♦ ✇❡ ❦❡❡♣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r M ❛♥❞ δM ✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ r❡❛❧✐t② t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ µ ❛♥❞ T ✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭❊✳✸✶✮✱ ✭❊✳✸✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✭❊✳✷✮ ❛♥❞

✭❊✳✷✷✮✱ t❤❡ T = 0 ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡

I+(0, µ,Λ) =
1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
1

ǫe~k



1− 2eµ2
√

4µ2E2
~k
+ δM4



 , ✭❊✳✸✸✮

I−(0, µ,Λ) = −1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
1

ǫe~k

eδM2

√

4µ2E2
~k
+ δM4

. ✭❊✳✸✹✮

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s I±T (µ) ❛r❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② I±(0, µ,Λ) ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r 2f(ǫe~k
) ✐♥ t❤❡

✐♥t❡❣r❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs t❤❡♠ ❝✉t♦✛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s
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I±(0, 0,Λ) =
1

2

ˆ

d3~k

(2π)3

(

1
√
~k2 +M2 + δM2

± 1
√
~k2 +M2 − δM2

)

, ✭❊✳✸✺✮

❛♥❞ ✐ts ❝✉t♦✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹ ✭❛❢t❡r s❡tt✐♥❣ ~∇ψ = ~0✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡r✲t✐♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

I+(0, 0,Λ) =
Λ2

8π2
− M2

8π2
ln

Λ2

ℓ2
+ I+

vac,finite(ℓ) , ✭❊✳✸✻✮

I−(0, 0,Λ) = −δM
2

8π2
ln

Λ2

ℓ2
+ I−

vac,finite(ℓ) , ✭❊✳✸✼✮

I±
vac,finite(ℓ) ≡

M2

8π2
(γ − 1) +

M2 + δM2

16π2
ln
M2 + δM2

ℓ2
± M2 − δM2

16π2
ln
M2 − δM2

ℓ2
.

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rts I±
finite

♦❢ I± ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

I±
finite

(T, µ, ℓ) = I±
vac,finite(ℓ) + I±µ (0) + I±T (µ) , ✭❊✳✸✽✮

✇❤❡r❡ I±µ (0) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ✭❊✳✸✷✮✱ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ I±(0, µ,Λ) − I±(0, 0,Λ)✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

t❤❡♠ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝✉t♦✛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s

✭❊✳✷✽✲❊✳✸✵✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛♥②♠♦r❡✳ ❲✐t❤ ✭❊✳✷✾✮ ❛♥❞

✭❊✳✸✵✮ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✿ ✇❡ ✐♥s❡rt ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✸✻✮

❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

M2 = m2 + 2λ[ρ2 + I+
finite

(T, µ, ℓ)] , ✭❊✳✸✾✮

δM2 = λ[ρ2 + I−
finite

(T, µ, ℓ)] . ✭❊✳✹✵✮

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ρ ❛♥❞ I±
finite

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭❊✳✸✾✮✱ ✭❊✳✹✵✮ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡ ♠❡❞✐✉♠✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s ❢r♦♠ t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ M2 ❢♦r

❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✷✾✮ ❛♥❞ δM2 ❢♦r ✭❊✳✸✵✮✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❛❧❧ ✐♥✜♥✐t✐❡s ❝❛♥❝❡❧ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

δλ1 =
λ2

4π2
ln

Λ2

ℓ2

(

1− λ

4π2
ln

Λ2

ℓ2

)−1

, δm2 = δλ1

(
m2

λ
− Λ2

4π2

)

− λ Λ2

4π2
, ✭❊✳✹✶✮

δλ2 =
λ2

8π2
ln

Λ2

ℓ2

(

1− λ

8π2
ln

Λ2

ℓ2

)−1

,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t δλ1 ❛♥❞ δλ2 ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❜❛r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

λ1/2,bare = λ + δλ1/2 ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r❡ ♠❛ss m2
bare

= m2 + δm2 ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤✐s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t

✇❛②✱
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1

λ
=

1

λ1,bare
+

1

4π2
ln

Λ2

ℓ2
,

m2

λ
=

m2
bare

λ1,bare
+

Λ2

4π2
,

1

λ
=

1

λ2,bare
+

1

8π2
ln

Λ2

ℓ2
. ✭❊✳✹✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥❝❡❧✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ J ✐♥

✭❊✳✶✮✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ I±✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ T ❛♥❞ µ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠

t❡r♠✱ ✇r✐t✐♥❣

J(T, µ,Λ) = J(0, µ,Λ) + JT (µ) , ✭❊✳✹✸✮

J(0, µ,Λ) = J(0, 0,Λ) + Jµ(0) .

❚❤❡ T = µ = 0 ✏✈❛❝✉✉♠✑ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s

J(0, 0,Λ) = −1

2

ˆ

d3~k

(2π)3

(√

~k2 +M2 + δM2 +

√

~k2 +M2 − δM2

)

. ✭❊✳✹✹✮

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r✲t✐♠❡ r❡❣✉❧❛t♦r ✇❡ ✜♥❞

J(0, 0,Λ) =
Λ4

32π2
− Λ2M2

16π2
+
M4 + δM4

32π2
ln

Λ2

ℓ2
+ Jvac,finite(ℓ) , ✭❊✳✹✺✮

Jvac,finite(ℓ) ≡
M4 + δM4

64π2
(3− 2γ)− (M2 + δM2)2

64π2
ln
M2 + δM2

ℓ2
− (M2 − δM2)2

64π2
ln
M2 − δM2

ℓ2
.

✭❊✳✹✻✮

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ J ✐s t❤❡♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s t❤❡ µ ❛♥❞ T ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱

Jfinite(T, µ, ℓ) = Jvac,finite(ℓ) + Jµ(0) + JT (µ) . ✭❊✳✹✼✮

❇② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭❊✳✸✵✮ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ I+ ❛♥❞ I− ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ψ+ δΨ =
ρ2

2
(µ2 −m2)− λ

4
ρ4 + J − δm2

2
ρ2 − 2δλ1 + δλ2

4
ρ4 ✭❊✳✹✽✮

+
(M2 −m2

bare
− 2λ1,bareρ

2)2

8λ1,bare
+

(δM2 − λ2,bareρ2)2
4λ2,bare

.

❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✭❊✳✹✷✮ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱



❊ ❘❊◆❖❘▼❆▲■❩❆❚■❖◆ ■◆ ✷P■ ✶✻✾

(M2 −m2
bare
− 2λ1,bareρ

2)2

8λ1,bare
=

(M2 −m2 − 2λρ2)2

8λ
− m4

8λ
+
m4

8λ1
+
M2Λ2

16π2
✭❊✳✹✾✮

− M4

32π2
ln

Λ2

ℓ2
+
δm2

2
ρ2 +

δλ1
2
ρ4 ,

(δM2 − λ2,bareρ2)2
4λ2,bare

=
(δM2 − λρ2)2

4λ
− δM4

32π2
ln

Λ2

ℓ2
+
δλ2
4
ρ2 . ✭❊✳✺✵✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❤❡r❡ ❝❛♥❝❡❧ ❛❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❢r♦♠ J ✐♥ ✭❊✳✹✺✮ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

M ❛♥❞ δM ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡

Ψ+δΨ =
Λ4

32π2
−m

4

8λ
+
m4

bare

8λ1,bare
+
ρ2

2
(µ2−m2)−λ

4
ρ4+Jfinite(T, µ, ℓ)+

(M2 −m2 − 2λρ2)2

8λ
+
(δM2 − λρ2)2

4λ
.

✭❊✳✺✶✮

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ

❛♥❞ T ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s❀ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❡❡✲❧❡✈❡❧

♣♦t❡♥t✐❛❧❀ t❤❡♥✱ Jfinite ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❚r lnS−1 t❡r♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡

r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❡r♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❚r [S−1
0 S − 1] ❛♥❞ V2✳

❊✳✸ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✸✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ♦✉r

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①❛❝t ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞✐✜❡❞

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ♦✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

✇❤❛t t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ♥❡✇ ✏●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥t✑ ✐s ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✛ t❤❡ ✏st❛t✐♦♥❛r②

♣♦✐♥t✑✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✺✶✮ ✐s t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❛t

♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✷✽✲❊✳✸✵✮ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ✜♥✐t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥✜♥✐t❡

♣❛rts✳ ■t s❡❡♠s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ r❡❞♦ ♦✉r ✇❤♦❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✏●♦❧❞st♦♥❡ ♣♦✐♥t✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡

♠❛② s✐♠♣❧② ❞♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✹✵✮ t♦

δM2 = λρ2 , ✭❊✳✺✷✮

❜✉t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭❊✳✸✾✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
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✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭❊✳✸✵✮ ❛s t❤❡② ❛r❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ❛r❡ st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜②

✭❊✳✹✶✮✳ ❆❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡❀ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✐♥✜♥✐t✐❡s ✐♥

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❊✳✶✮ ❜②

t❤❡✐r ✜♥✐t❡ ♣❛rts✱ ❛♥❞ ✉s❡ ✭❊✳✸✾✮ ❛♥❞ ✭❊✳✺✷✮ t♦ ✜♥❞

Ψ+δΨ =
Λ4

32π2
−m

4

8λ
+

m4
bare

8λ1,bare
+
ρ2

2
(µ2−m2)−λ

4
ρ4+Jfinite+

(M2 −m2 − 2λρ2)2

8λ
−λ
4
(I−

finite
)2 . ✭❊✳✺✸✮

❊✳✹ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r✢♦✇

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ❊✳✷✱ ✇❡ ✜rst s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s I± ❛♥❞ J ✐♥t♦ t❤❡✐r t❤❡r♠❛❧

♣❛rts I±T (µ) ❛♥❞ JT (µ) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s✸✼

I+(0, µ,Λ) = 2
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

(ǫe~k
)2 − ~k2 −M2 + σ2

(ǫe~k
+ ǫe−~k)(ǫ

e
~k
+ ǫ−e−~k)(ǫ

e
~k
− ǫ−e~k )

, ✭❊✳✺✹✮

I−(0, µ,Λ) = 2
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
δM2

(ǫe~k
+ ǫe−~k)(ǫ

e
~k
+ ǫ−e−~k)(ǫ

e
~k
− ǫ−e~k )

, ✭❊✳✺✺✮

✇❤❡r❡ ǫe~k
❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✶✶✳✷✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢

t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ I±(0, µ,Λ) ❛♥❞ J(0, µ,Λ)✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s I±(0, µ,Λ) s❤♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✢♦✇ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❊✳✷✳ ■♥ J(0, µ,Λ)✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ ~∇ψ✳ ❚❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s

❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❝❛s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❊✳✶✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ~∇ψ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s s♣✉r✐♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥

♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❞✐❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ~∇ψ ❛♥②♠♦r❡✳

❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ s✉❜tr❛❝t t❤❡ s❛♠❡

✐♥t❡❣r❛❧s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t µ = T = 0, ~∇ψ = ~0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ~∇ψ
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✉s ✇❡ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t µ = T = 0

✇✐t❤ ~∇ψ ❦❡♣t ✜①❡❞✱ ✐✳❡✳✱ J(0, µ,Λ) = J(0, 0,Λ) + Jµ(0)✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s

✸✼❋♦r ❡①♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

(ǫe~k + ǫe
−~k

)(ǫe~k + ǫ−e

−~k
)(ǫe~k − ǫ−e

~k
) = 4

{

ǫe~k

[

(ǫe~k)
2 − ~k2 −M2 − (∂0ψ)

2 − (∇ψ)2
]

− 2∂0ψ~k · ~∇ψ
}

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡✇❡r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
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J(0, µ,Λ) = −1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
ǫe~k(µ = 0)− 1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
[ǫe~k − ǫ

e
~k
(µ = 0)] , ✭❊✳✺✻✮

❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r I±(0, µ,Λ)✳ ❚❤❡ µ = 0 ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡

ǫe~k(µ = 0) =

√

~k2 +M2 + (∇ψ)2 ∓
√

4(~∇ψ · ~k)2 + δM4 . ✭❊✳✺✼✮

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ sq✉❛r❡ r♦♦ts ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡♥❞❡rs ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣❡r t✐♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❲❡ ♥♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ tr❡❛t t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

♣r♦♣❡r t✐♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✏❣✉❡ss✑ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡r♠s

t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱

I+(0, µ,Λ) =
1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
1

ωe~k
+
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3




2
[

(ǫe~k
)2 − ~k2 −M2 + σ2

]

(ǫe~k
+ ǫe−~k)(ǫ

e
~k
+ ǫ−e−~k)(ǫ

e
~k
− ǫ−e~k )

− 1

2ωe~k



✭❊✳✺✽✮

I−(0, µ,Λ) =
1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
e

ωe~k
+
∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3

[

2δM2

(ǫe~k
+ ǫe−~k)(ǫ

e
~k
+ ǫ−e−~k)(ǫ

e
~k
− ǫ−e~k )

− e

2ωe~k

]

✭❊✳✺✾✮

❛♥❞

J(0, µ,Λ) = −1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
ωe~k −

1

2

∑

e=±

ˆ

d3~k

(2π)3
(ǫe~k − ω

e
~k
) . ✭❊✳✻✵✮

❍❡r❡✱

ωe~k ≡
√

(~k + e~∇ψ)2 +M2 + eδM2 ✭❊✳✻✶✮

✐s s✐♠♣❧② t❤❡ µ = 0 ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ~∇ψ✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✹✮✱

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rsM2+δM2 ❛♥❞M2−δM2✳ ■t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ µ = 0 ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ~∇ψ✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✸✺✮✱ ✇✐t❤ ~∇ψ ❛❞❞❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲

♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✺✽✮ ❛♥❞ ✭❊✳✺✾✮ ❛r❡ ✜♥✐t❡✳ ❆♥❞✱ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❥✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ~∇ψ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞r♦♣s ♦✉t s✐♥❝❡

t❤❡ ♣r♦♣❡r t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✏✐❣♥♦r❡✑ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉t♦✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rts I±(ℓ)vac,finite✱ J(ℓ)vac,finite ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❊✳✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s ❛s ❣✐✈❡♥
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✐♥ ✭❊✳✹✶✮✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② t❤✐s t❡r♠

✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs

t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ ✭❊✳✺✻✮✲✭❊✳✺✼✮ ♦r ✭❊✳✺✽✮✲

✭❊✳✻✶✮ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡r② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ~∇ψ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t✇♦ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❤♦✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❍❡r❡

✇❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦✉t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✳ ■t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t ♦✉r ♣❤②s✐❝❛❧

r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s t❡r♠s

❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✹✳

■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊✳✺✽✮✲

✭❊✳✻✶✮✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✻✮✲✭✶✶✳✶✽✮ ❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✶✶✳✷✶✮ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳

❋ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❋✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

0 = ∂µj
µ , ✭❋✳✶✮

0 = ∂µs
µ , ✭❋✳✷✮

0 = sµ(∂
µΘν − ∂νΘµ) . ✭❋✳✸✮

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ P ≡ Pn+Ps = Ψ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥

✇r✐t❡ ✇✐t❤ ✭✺✳✹✮

dP = jµd(∂µψ) + sµdΘµ ✭❋✳✹✮

= ndµ+ sdT − ns
σ
~∇ψ · d~∇ψ +

nn
s
~s · d~∇ψ − ~s · d

(nn
s
~∇ψ
)

− ~s · d
(w

s2
~s
)

,

✇❤❡r❡ j0 = n✱ s0 = s✱ ∂0ψ = µ✱ Θ0 = T ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ~j ❛♥❞ Θ ❜② ✉s✐♥❣

jµ = nnu
µ + ns

∂µψ

σ
, Θµ = −nn

s
∂µψ +

w

s
uµ , ✭❋✳✺✮
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✇❤❡r❡ w ≡ ǫn+Pn = µnn+sT ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉✐❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

~s t✐♠❡s ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ~s = s0~vn ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ~vn ✇✐t❤

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

dP ≃ ndµ+ sdT − ns
σ
~∇ψ · d~∇ψ . ✭❋✳✻✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛♥② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

♦❢ T ✱ µ✱ ❛♥❞ ~∇ψ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ∂0n = ∂0
∂P
∂µ = ∂

∂µ∂0P ❡t❝✳ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✉s❡❢✉❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱

∂0n =
∂n

∂µ
∂0µ+

∂s

∂µ
∂0T −

∂(ns/σ)

∂µ
~∇ψ · ~∇µ , ✭❋✳✼✮

∂0s =
∂n

∂T
∂0µ+

∂s

∂T
∂0T −

∂(ns/σ)

∂T
~∇ψ · ~∇µ , ✭❋✳✽✮

∂0

(ns
σ
∂iψ
)

= − ∂n

∂(∂iψ)
∂0µ−

∂s

∂(∂iψ)
∂0T +

∂(ns/σ)

∂(∂iψ)
~∇ψ · ~∇µ+

ns
σ
∂iµ , ✭❋✳✾✮

~∇ ·
(ns
σ
~∇ψ
)

= − ∂n

∂(∂iψ)
∂iµ−

∂s

∂(∂iψ)
∂iT +

∂(ns/σ)

∂(∂iψ)
∂jψ∂i∂jψ +

ns
σ
∆ψ , ✭❋✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ∂0ψ = µ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❋✳✶✮ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡❝♦♠❡s

0 ≃ ∂0n+ nn~∇ · ~vn − ~∇ ·
(ns
σ
~∇ψ
)

, ✭❋✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ~u ≃ ~vn ❛♥❞ ~∇ · (nn~vn) ≃ nn~∇ · ~vn✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✭❋✳✼✮ ❛♥❞ ✭❋✳✶✵✮ ✐♥t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱

t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② µ ②✐❡❧❞s

0 ≃ µ
∂n

∂µ
∂20µ+ µ

∂s

∂µ
∂20T − ns

µ

σ
∆µ+ µnn~∇ · ∂0~vn − µ

∂(ns/σ)

∂µ
~∇ψ · ~∇∂0µ ✭❋✳✶✷✮

+ µ
∂n

∂(∂iψ)
∂0∂iµ+ µ

∂s

∂(∂iψ)
∂0∂iT − µ

∂(ns/σ)

∂(∂iψ)
∂jψ∂i∂jµ .

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t②✮ × ✭s❡❝♦♥❞

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮✱ s✐♥❝❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t✇♦ ✜rst s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❋✳✷✮ r❡❛❞s

0 ≃ ∂0s+ s~∇ · ~vn . ✭❋✳✶✸✮
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■♥s❡rt✐♥❣ ✭❋✳✽✮✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② T

②✐❡❧❞s

0 ≃ T ∂n
∂T

∂20µ+ T
∂s

∂T
∂20T − T

∂(ns/σ)

∂T
~∇ψ · ~∇∂0µ+ sT ~∇ · ∂0~vn . ✭❋✳✶✹✮

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❞ ✭❋✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭❋✳✶✹✮

0 ≃
(

µ
∂n

∂µ
+ T

∂n

∂T

)

∂20µ+

(

µ
∂s

∂µ
+ T

∂s

∂T

)

∂20T −
[

µ
∂(ns/σ)

∂µ
+ T

∂(ns/σ)

∂T

]

~∇ψ · ~∇∂0µ ✭❋✳✶✺✮

+ w~∇ · ∂0~vn + 2µ
∂n

∂(∇ψ)2
~∇ψ · ~∇∂0µ+ 2µ

∂s

∂(∇ψ)2
~∇ψ · ~∇∂0T − 2µ

∂(ns/σ)

∂(∇ψ)2 (
~∇ψ · ~∇)2µ− ns

µ

σ
∆µ ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ∂iψ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

(~∇ψ)2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❋✳✸✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s

0 = ~s · (~∇T + ∂0~Θ) . ✭❋✳✶✻✮

❲❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❡r♠s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

✇✐t❤ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡

0 ≃ s(∂0~Θ+ ~∇T ) ≃ s~∇T + w∂0~vn + s∂0

(nn
s
~∇ψ
)

, ✭❋✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ~Θ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❋✳✺✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♥❡❡❞s s♦♠❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱

s∂0

(nn
s
~∇ψ
)

= −nn
s
~∇ψ ∂0s+ ∂0(nn~∇ψ) = −

nn
s
~∇ψ ∂0s+ ∂0(n~∇ψ)− ∂0

(

ns
µ

σ
~∇ψ
)

✭❋✳✶✽✮

= −nn
s
~∇ψ ∂0s+ ~∇ψ∂0n+ n~∇µ− ns

σ
~∇ψ∂0µ− µ∂0

(ns
σ
~∇ψ
)

.

■♥s❡rt✐♥❣ ✭❋✳✼✮✱ ✭❋✳✽✮ ❛♥❞ ✭❋✳✾✮ ✐♥t♦ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t♦ ✭❋✳✶✻✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

0 ≃ nn∆µ+ s∆T + w~∇ · ∂0~vn −
ns
σ
~∇ψ · ~∇∂0µ−

[

nn
s

∂n

∂T
− ∂n

∂µ
− 2µ

∂n

∂(~∇ψ)2

]

~∇ψ · ~∇∂0µ ✭❋✳✶✾✮

−
[

nn
s

∂s

∂T
− ∂s

∂µ
− 2µ

∂s

∂(~∇ψ)2

]

~∇ψ · ~∇∂0T +

[

nn
s

∂(ns/σ)

∂T
− ∂(ns/σ)

∂µ
− 2µ

∂(ns/σ)

∂(~∇ψ)2

]

(~∇ψ · ~∇)2µ .
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❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ~∇·∂0~vn ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡

r❡s✉❧t ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❋✳✶✹ ②✐❡❧❞s✱ ❛❢t❡r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✇✐t❤ w/(Ts)✱ ✭✶✷✳✶✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ✭❋✳✶✺✮ ②✐❡❧❞s ✭✶✷✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛❧❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✳✶✮✱ ✭✶✷✳✸✮ ❜② δµ = δµ0e
i(ωt−~k·~x) ❛♥❞ δT = δT0e

i(ωt−~k·~x)✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❜❡❝♦♠❡

0 ≃
[
a1ω̃

2 + (a2 + a4µ
2~v2s cos

2 θ) + a3µ|~vs|ω̃ cos θ
]
δµ0

+ (b1ω̃
2 + b2 + b3µ|~vs|ω̃ cos θ) δT0 , ✭❋✳✷✵✮

0 ≃
[
A1ω̃

2 + (A2 +A4µ
2~v2s cos

2 θ) +A3µ|~vs|ω̃ cos θ
]
δµ0 ✭❋✳✷✶✮

+ (B1ω̃
2 +B2 +B3µ|~vs|ω̃ cos θ) δT0 ,

✇❤❡r❡ cos θ ≡ k̂ · v̂s✱ ω̃ ≡ ω/|~k|✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞

a1 ≡ w

s

∂n

∂T
, a2 ≡ −nn , a3 ≡

ns
σ
− w

s

∂(ns/σ)

∂T
+
nn
s

∂n

∂T
− ∂n

∂µ
− 2µ

∂n

∂(∇ψ)2 , ✭❋✳✷✷✮

a4 ≡ −
[
nn
s

∂(ns/σ)

∂T
− ∂(ns/σ)

∂µ
− 2µ

∂(ns/σ)

∂(∇ψ)2
]

, b1 ≡
w

s

∂s

∂T
, b2 ≡ −s ,

b3 ≡ nn
s

∂s

∂T
− ∂s

∂µ
− 2µ

∂s

∂(∇ψ)2 ,

A1 ≡ µ
∂n

∂µ
+ T

∂n

∂T
, A2 ≡ −n , A3 ≡

ns
σ
− µ∂(ns/σ)

∂µ
− T ∂(ns/σ)

∂T
+
nn
s

∂n

∂T
− ∂n

∂µ
,

A4 ≡ −
[
nn
s

∂(ns/σ)

∂T
− ∂(ns/σ)

∂µ

]

, B1 ≡ µ
∂s

∂µ
+ T

∂s

∂T
, B2 ≡ −s ,

B3 ≡ nn
s

∂s

∂T
− ∂s

∂µ
.

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❋✳✷✵✮✱ ✭❋✳✷✶✮

②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ω̃✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s
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ai = a
(4)

i T 4 + a
(6)

i T 6 , Ai = A
(0)

i +A
(4)

i T 4 +A
(6)

i T 6 , ✭❋✳✷✸✮

bj = b
(3)

j T 3 + b
(5)

j T 5 , bj = b
(3)

j T 3 + b
(5)

j T 5 , Bj = B
(3)

j T 3 +B
(5)

j T 5 .

✇❤❡r❡ i = 1, 2, 3, 4✱ j = 1, 2, 3✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦rs ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦✇❡rs ♦❢ T ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ~vs✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r T 6✱ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r T 7

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♠✉st ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ Ai✬s ❝♦♥tr✐❜✉t❡

✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t T = 0✳ ◆♦✇✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✱ ♥❛♠❡❧② Aibj ❛♥❞

aiBj ✱

Aibj = T 3[A
(0)

i +A
(4)

i T 4 +A
(6)

i T 6][b
(3)

j + b
(5)

j T 2] = T 3A
(0)

i [b
(3)

j + b
(5)

j T 2] +O(T 7) , ✭❋✳✷✹✮

aiBj = T 7[a
(4)

i + a
(6)

i T 2][B
(3)

j +B
(5)

j T 2] = O(T 7) .

❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ O(T 7) t❡r♠s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ b
(7)

j T 7 t❡r♠ ✐♥

bj ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ T 7 t❡r♠ ✐♥ Aibj ✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ b
(7)

j ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠✉st ♥❡❣❧❡❝t

❛❧❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ ♦r❞❡r T 7 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s❡t ai ≃ Bi ≃ 0 ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ T = 0 r❡s✉❧ts ❢♦r Ai✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ω ❢❛❝t♦r✐③❡s ✐♥t♦ t✇♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

0 ≃ A
(0)

1 ω̃2 + (A
(0)

2 +A
(0)

4 µ2~v2s cos
2 θ) +A

(0)

3 µ|~vs|ω̃ cos θ , ✭❋✳✷✺✮

0 ≃ [b
(3)

1 + b
(5)

1 T 2]ω̃2 + [b
(3)

2 + b
(5)

2 T 2] + [b
(3)

3 + b
(5)

3 T 2]µ|~vs|ω̃ cos θ . ✭❋✳✷✻✮

❆❢t❡r ❞✐✈✐❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❢❛❝t♦r T 3 ♦❢ t❤❡ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✷✱ ✐✳❡✳✱ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❧✐❛❜❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✉♣ t♦ T 2✳

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛s ♥♦ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢

✜rst s♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ T 2 ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b
(5)

i ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r✐s❡ ❢r♦♠

t❤❡ T 5 t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ t❤❡ T 6 t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❍❛❞ ✇❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♦✉r ❡①♣❛♥s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ♦r❞❡r T 4✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭❋✳✷✺✮✱ ✭❋✳✷✻✮✱ ω = u1,2|~k|✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s u1✱ u2 ✇❡ ♥❡❡❞ ns ❛♥❞ nn ❢r♦♠ ✭✶✵✳✹✵✮ ✭✶✵✳✹✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣②

s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ Ψ = T⊥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✷✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

❛r❡ s❤♦✇♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✸✳✶✮✱ ✭✶✸✳✷✮ ✳
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❋✳✸ ❙♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♠

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✭✶✸✳✸✮ ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✳ ❆s ✐♥♣✉t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ✭❛♥❞ m 6= 0✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡

ρ2 ≃ σ2 −m2

λ
, ✭❋✳✷✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

Ψ ≃ (σ2 −m2)2

4λ
− T
ˆ

d3~k

(2π)3
ln
(

1− e−ǫ~k/T
)

, ✭❋✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ǫ~k ✐s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇❀ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡

♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✸✽✮

✇❡ ✇r✐t❡

ns = µ
µ2 −m2

λ
− µ
ˆ

d3~k

(2π)3







(

∂ǫ~k
∂|~∇ψ|

)2
f(ǫ~k)[1 + f(ǫ~k)]

T
−

∂2ǫ~k
∂|~∇ψ|2

f(ǫ~k)







|~∇ψ|→0

. ✭❋✳✷✾✮

❯s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ǫ~k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧

♣r♦♣❛❣❛t♦r S0✱

S−1
0 = −k2[−k2 + 2(σ2 −m2)]− 4(kµ∂

µψ)2 , ✭❋✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ✭❋✳✷✼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞

∂ǫ~k
∂|~∇ψ|

∣
∣
∣
∣
∣|~∇ψ|=0

= −
2µk‖

√

4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2
,

∂2ǫ~k
∂|~∇ψ|2

∣
∣
∣
∣
∣|~∇ψ|=0

=
ǫ2k − 2k2‖ − k2

ǫk

√

4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2
+

8µ2k2‖

ǫk[4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2]
+

4µ2k2‖(3ǫ
2
k − ~k2 − 3µ2 +m2)

ǫk[4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2]3/2
.

❍❡r❡✱ k‖ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢♦✇✱ ❛♥❞

ǫ~k =

√

~k2 + 3µ2 −m2 −
√

4µ2~k2 + (3µ2 −m2)2 ✭❋✳✸✶✮

✐s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✉♣❡r✢♦✇✳ ◆♦✇ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
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✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦✈❡r k2‖✱

k2‖ =
|~k|2
3
.

❋♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥ ✭❋✳✷✾✮ ❢♦r s♠❛❧❧ k✳ ❲❡ ✜♥❞

µ2
ˆ

dΩ

4π

(

∂ǫ~k
∂|~∇ψ|

)2

|~∇ψ|=0

≃ q1|~k|2 +
q2
µ2
|~k|4 , µ2

ˆ

dΩ

4π

(

∂2ǫ~k
∂|∇ψ|2

)

|~∇ψ|=0

≃ p1|~k|+
p2
µ2
|~k|3 ,

✇✐t❤

ǫ~k ≃ c1|~k|+
c22
µ2
|~k|3 , ✭❋✳✸✷✮

❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

q1 =
4µ4

3(3µ2 −m2)2
, q2 = −

16µ8

3(3µ2 −m2)4
, ✭❋✳✸✸✮

p1 = − 2µ2(4µ2 −m2)

3(µ2 −m2)1/2(3µ2 −m2)3/2
, p2 =

2µ6(5µ4 − 6µ2m2 + 2m4)

(µ2 −m2)3/2(3µ2 −m2)7/2
,

c1 =
(µ2 −m2)1/2

(3µ2 −m2)1/2
, c2 =

µ6

(µ2 −m2)1/2(3µ2 −m2)5/2
.

❚❤✐s ②✐❡❧❞s

ns ≃ µ
µ2 −m2

λ
− π2T 4

6µc41

[
1

5

(
4q1
c1
− p1

)

+
8π2T 2

µ2c21

(
2

7

q2 + p1c2
c1

− 2q1c2
c21
− p2

21

)]

, ✭❋✳✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

ˆ ∞

0

dy
y3

ey − 1
=

π4

15
,

ˆ ∞

0

dy
y4ey

(ey − 1)2
=

4π4

15
, ✭❋✳✸✺✮

ˆ ∞

0

dy
y5

ey − 1
=

8π6

63
,

ˆ ∞

0

dy
y6ey

(ey − 1)2
=

16π6

21
,

ˆ ∞

0

dy
y7ey(ey + 1)

(ey − 1)3
=

16π6

3

❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡ y = c1k/T ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ ✭❋✳✸✸✮ ✐♥t♦
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✭❋✳✸✹✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②

ns ≃ µ
µ2 −m2

λ
− π2T 4

9µ

[

µ2(12µ2 −m2)(3µ2 −m2)1/2

5(µ2 −m2)5/2
− 8

7

(
πT

µ

)2 µ6(57µ4 − 24µ2m2 + 2m4)

(µ2 −m2)9/2(3µ2 −m2)1/2

]

.

✭❋✳✸✻✮

❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭✶✵✳✸✷✮✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t |~∇ψ| = 0 ❜❡❝♦♠❡s

Ψ ≃ (µ2 −m2)2

4λ
+
π2T 4

90

[

(3µ2 −m2)3/2

(µ2 −m2)3/2
− 40

7

(
πT

µ

)2 µ6(3µ2 −m2)1/2

(µ2 −m2)7/2

]

. ✭❋✳✸✼✮

❚❤✐s ✐s ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✿ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② t❛❦❡ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ✈✐❛ nn = n− ns✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡ r❡s✉❧ts

✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

● ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s

■♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✭✐✳❡✳ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✮ r❡♠❛✐♥s ✐♥t❛❝t ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

L = ∂µϕ1∂
µϕ∗

1 −m2
1 |ϕ1|2 − λ1 |ϕ1|4 + ∂µϕ2∂

µϕ∗
2 −m2

2 |ϕ2|2 − λ2 |ϕ2|4 + Lint , ✭●✳✶✮

✇✐t❤

Lint = −
1

2
λ12ϕ1ϕ

∗
2∂µϕ

∗
1∂

µϕ2 + h.c. , ✭●✳✷✮

❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞s ϕi ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②

ϕ1 =
1√
2
(ϕ11 + iϕ12) , ✭●✳✸✮

ϕ2 =
1√
2
(ϕ21 + iϕ22) . ✭●✳✹✮

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s
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Lkin =
1

2
(∂µϕ11∂

µϕ11 + ∂µϕ12∂
µϕ12 + ∂µϕ21∂

µϕ21 + ∂µϕ22∂
µϕ22) ✭●✳✺✮

❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s

Lint = − (A+A∗) (∂µϕ11∂
µϕ21 + ∂µϕ12∂

µϕ22)− i (A−A∗) (∂µϕ11∂
µϕ22 − ∂µϕ12∂

µϕ21)✭●✳✻✮

−2Re (A) (∂µϕ11∂
µϕ21 + ∂µϕ12∂

µϕ22) + 2Im (A) (∂µϕ11∂
µϕ22 − ∂µϕ12∂

µϕ21)

✇✐t❤ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥

A =
1

8
λ12 [(ϕ11 + iϕ12) (ϕ21 − iϕ22)] . ✭●✳✼✮

❆❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ✭●✳✶✮ ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛

πij = ∂L/∂(∂0ϕij) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿









π11

π12

π21

π22









=









1 0 −2R 2I

0 1 −2I −2R
−2R −2I 1 0

2I −2R 0 1

















∂0ϕ11

∂0ϕ12

∂0ϕ21

∂0ϕ22









, ✭●✳✽✮

✇❤❡r❡

2R = 2Re(A) =
1

4
λ12 (ϕ11ϕ21 + ϕ12ϕ22) , ✭●✳✾✮

2I = 2Im(A) =
1

4
λ12 (ϕ12ϕ21 − ϕ11ϕ22) . ✭●✳✶✵✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ t♦









∂0ϕ11

∂0ϕ12

∂0ϕ21

∂0ϕ22









= N









1 0 2R −2I
0 1 2I 2R

2R 2I 1 0

−2I 2R 0 1

















π11

π12

π21

π22









✭●✳✶✶✮

✇✐t❤

N =
1

1− 4 |A|2
=

1

1−
(
λ12
4

)2 (
ϕ2
11 + ϕ2

12

) (
ϕ2
21 + ϕ2

22

)
.

❚❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
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jµ1 = i (φ∗1∂
µφ1 − φ1∂µφ∗1)− i

1

2
λ12 |φ1|2 (φ∗2∂µφ2 − φ2∂µφ∗2)

= (ϕ12∂
µϕ11 − ϕ11∂

µϕ12)−
1

4
λ12
(
ϕ2
11 + ϕ2

12

)
(ϕ22∂

µϕ21 − ϕ21∂
µϕ22) ,

jµ2 = i (φ∗2∂
µφ2 − φ2∂µφ∗2)− i

1

2
λ12 |φ2|2 (φ∗1∂µφ1 − φ1∂µφ∗1)

= (ϕ22∂
µϕ21 − ϕ21∂

µϕ22)−
1

4
λ12
(
ϕ2
21 + ϕ2

22

)
(ϕ12∂

µϕ11 − ϕ11∂
µϕ12) .

◆♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ ❢r♦♠ ✭●✳✶✶✮✱ t❤❡ ③❡r♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡

❝✉rr❡♥ts s✐♠♣❧② r❡❛❞✿

j01 = π11ϕ12 − π12ϕ11 , ✭●✳✶✷✮

j02 = π21ϕ22 − π22ϕ21 . ✭●✳✶✸✮

❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ L ♦♥ ∂0ϕij ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ πij ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ L

π11∂0φ11 + π12∂0φ12 + π21∂0φ21 + π22∂0φ22 = N
[
π211 + π212 + π221 + π222 ✭●✳✶✹✮

+4R (π11π21 + π12π22) + 4I (π12π21 − π11π22)]

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r λ12 → 0 t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ π211 + π212 + π221 + π222✳ ❋r♦♠ ✭●✳✺✮ ❛♥❞ ✭●✳✻✮ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛❧❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ϕij ✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

H =
∑

ij(πij∂0ϕij)− L ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛rr② ❛❧♦♥❣ t❡r♠s ✐♥ ~∇ϕij t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✮✱ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ πij ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

H− µ1j01 − µ2j02 =
1

2
N
(
π211 + π212 + π221 + π222

)
− µ1 (π11ϕ12 − π12ϕ11) ✭●✳✶✺✮

−µ2 (π21ϕ22 − π22ϕ21) + 2N [R (π11π21 + π12π22) + I (π12π21 − π11π22)] .

❚❤✐s ✐s ♥♦t ②❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✺✳✸✺✮✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞

π11∂0ϕ11 + π12∂0ϕ12 + π21∂0ϕ21 + π22∂0ϕ22 −H+ µ1j
0
1 + µ2j

0
2 . ✭●✳✶✻✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭●✳✶✷✮✱ ✭●✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭●✳✶✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s



● ❈❍❊▼■❈❆▲ P❖❚❊◆❚■❆▲ ■◆ ❆ ❙❨❙❚❊▼ ❖❋ ❚❲❖ ❈❖❯P▲❊❉ ❙❯P❊❘❋▲❯■❉❙ ✶✽✷

1

2
ΠT AΠ+ ξTΠ ,

✇❤❡r❡

A = −N









1 0 2R −2I
0 1 2I 2R

2R 2I 1 0

−2I 2R 0 1









, ξ =









∂0ϕ11 + µ1ϕ12

∂0ϕ12 − µ1ϕ11

∂0ϕ21 + µ2ϕ22

∂0ϕ22 − µ2ϕ21









, Π =









π11

π12

π21

π22









. ✭●✳✶✼✮

A ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭●✳✽✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r (−1) ❜❡❝❛✉s❡ −H ❛♣♣❡❛rs ✐♥

❢♦r♠✉❧❛ ✭●✳✶✻✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡

1

2
ΠT AΠ+ ξTΠ = −1

2
ξTA−1ξ +

1

2
Π′TAΠ′ ✭●✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ✜❡❧❞s Π′

Π′ = Π+A−1ξ . ✭●✳✶✾✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭●✳✶✽✮ ✐s ♥♦✇ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♠♦♠❡♥t❛

❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t ✭t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❤✐❢t ❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ Dπ✮✳ ❚❤❡

✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡✇ s❤✐❢t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦

Lkin = (∂0ϕ11)
2 + (∂0ϕ12)

2 + (∂0ϕ21)
2 + (∂0ϕ22)

2 + µ21
(
ϕ2
11 + ϕ2

12

)
+ µ22

(
ϕ2
21 + ϕ2

22

)

+2µ1 (ϕ12∂0ϕ11 − ϕ11∂0ϕ12) + 2µ2 (ϕ22∂0ϕ21 − ϕ21∂0ϕ22) , ✭●✳✷✵✮

❛♥❞

Lint = −2R [∂0ϕ11∂0ϕ21 + ∂0ϕ12∂0ϕ22 + µ1 (ϕ12∂0ϕ21 − ϕ11∂0ϕ22)]

+ 2R [µ2 (ϕ21∂0ϕ12 − ϕ22∂0ϕ11)− µ1µ2 (ϕ11ϕ21 + ϕ21ϕ22)]

+ 2I [∂0ϕ11∂0ϕ22 − ∂0ϕ12∂0ϕ21 + µ1 (ϕ11∂0ϕ21 + ϕ12∂0ϕ22)]

− 2I [µ2 (ϕ21∂0ϕ11 + ϕ22∂0ϕ12) + µ1µ2 (ϕ12ϕ21 − ϕ11ϕ22)] ✭●✳✷✶✮

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♣r❡❝✐s❡❧② t♦

Lkin = [(∂µ − iA1µ)ϕ1] [(∂
µ + iAµ1 )ϕ

∗
1] + [(∂µ − iA2µ)ϕ2] [(∂

µ + iAµ2 )ϕ
∗
2]

❛♥❞

Lint = −
1

2
λ12ϕ1ϕ

∗
2 [(∂µ + iA1µ)ϕ

∗
1 (∂

µ − iAµ2 )ϕ2] + c.c.
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✇✐t❤

Aµ1 = (µ1,~0), Aµ2 = (µ2,~0) .

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✽✹

❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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