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Kurzfassung

Eine sehr einfache Frage auf dem Gebiet der Primzahlen ist die nach den Abstén-
den zwischen Primzahlen. Betrachtet man die ersten Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37, ... entdeckt man schnell, dass es auffillig viele Primzah-
len mit Abstand 2 gibt. Die Vermutung, dass es unendlich viele Primzahlpaare mit
Abstand 2 gibt, ist naheliegend, kann jedoch bis heute nicht bewiesen werden. Zu
dieser Vermutung und zu weiteren Abwandlungen bzw. Verallgemeinerungen gibt
es unzéhlige Teilergebnisse.

Ein groBer Schritt gelang 2005 mit dem Artikel von Goldston, Pintz und Yildirim
[9]. Aufbauend auf diesem Artikel iiberraschte Zhang im Jahr 2014 mit dem Be-
weis, dass es unendlich viele Primzahlen mit Abstand maximal 70.000.000 gibt
[33]]. Ausgehend von diesem Ergebnis entstand ein online organisierter Zusam-
menschluss (Polymath8), der dieses Ergebnis in vielen Details verbesserte [[18}{19].

Eine weitere naheliegende Frage ist die nach besonders grofen Abstinden zwi-
schen Primzahlen. Einige Ergebnisse lassen sich mit sehr einfachen Siebmethoden
erreichen und stammen bereits aus der Antike. Doch auch auf diesem Gebiet gab es
in letzter Zeit eine bedeutende Weiterentwicklung von Ford, Green, Konyagin und
Tao [8]].

Diese Arbeit beginnt mit einigen theoretischen Grundlagen, auf welchen die nach-
folgenden Kapitel aufbauen. Danach wird ein kurzer Uberblick iiber die geschicht-
lichen Ereignisse gegeben. Als Ausgangspunkt fiir die Resultate aus [9] werden wir
ausgewihlte Methoden aus der Siebtheorie betrachten. Mit Hilfe dieser Grundlagen
werden wir die Ideen und Zusammenhénge von [9, 8] und [33]] erarbeiten. Abschlie-
Bend werden auch noch diverse daraus resultierende Verbesserungen angegeben.
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Abstract

A simple question in the field of prime numbers is about prime gaps. If one looks
at the first primes 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... there are a lot of
primes with difference 2. The twin prime conjecture is not far to seek, but has yet
to be proven. However, there are a lot of different partial results and conjectures
concerning this topic.

A big leap forward was the paper from Goldston, Pintz and Yildirim in 2005 [9]].
It also was a starting point for Zhang who surprised everybody with his paper in
2014, stating that there are infinite many primes with gap at most 70.000.000 [33]].
Based on this result an online collaboration among mathematicians (Polymath8)
improved this bound with many different techniques [18, (19].

Another interesting question is about large gaps between primes. Some results are
based on simple sieve methods and date back to ancient times. However, there were
also some major improvements very recently by Ford, Green, Konyagin and Tao [8]].

This thesis begins with some theoretical ground work as basis for the following
chapters. After that a short overview over historical events is given. As a starting
point for the results from [9]] we will look at selected methods from the field of sieve
theory. Using these basic techniques we will develop some of the ideas and connec-
tions from [9} |8]] and [33]]. In the end some resulting improvements are presented.
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KAPITEL

Grundlagen

Dieses Kapitel dient als Grundstein fiir die folgende Arbeit. Es werden grundsétzli-
che Definitionen, Sitze und erste Zusammenhénge erldutert, auf die in den folgen-
den Kapiteln immer wieder zuriickgegriffen werden wird. Es kdnnen jedoch nicht
alle Sitze bewiesen werden, da dies den Umfang der Arbeit sprengen wiirde. Alle
Definitionen sowie die hier ausgelassenen Beweise und weitere Details lassen sich
leicht in [22} (16} 4} [24] |6l |1} |14]] nachschlagen.

1.1 Zahlentheoretische Funktionen

Definition 1.1 (Zahlentheoretische Funktion)
Eine zahlentheoretische oder arithmetische Funktion a ist eine Funktion, die
jeder positiven natiirlichen Zahl eine komplexe Zahl zuordnet.

Jede zahlentheoretische Funktion entspricht einer Dirichletreihe.

Definition 1.2 (Dirichletreihe)

Eine Reihe der Form .

Als) = Z a(n)

n N

n=1

mit s = a + ib € C wird Dirichletreihe genannt.
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Definition 1.3 (Dirichletprodukt)
Seien a und b zwei zahlentheoretische Funktionen, dann definiert man auf die-
sen das Dirichletprodukt wie folgt:

c(n) = (a* b)(m = Y a(@)b (g) = Y a@)-bdy.

d|n di-dy=n

Dem entspricht die Dirichletsche Reihe:

e o]

o) - a(d))b(d,) _
C(s)_; pr _;d;:n ad = A(s) - B(s).

Definition 1.4 (Multiplikativ)
Eine zahlentheoretische Funktion f hei3t multiplikativ, wenn

f(nyny) = f(n)) f(ny)

und
S=1

fiir alle teilerfremden n,, n, € N gilt.

Gilt diese Definition ohne die Bedingung teilerfremd, erhilt man die Definition von
vollstdndig multiplikativ.

Definition 1.5 (Vollstindig multiplikativ)
Eine zahlentheoretische Funktion f heif3t vollstindig multiplikativ, wenn

f(nyny) = f(n)f(ny)

und
S)=1

fiir alle ny, n, € N gilt.

Oft wird statt vollstindig multiplikativ auch der Begriff streng oder stark multipli-
kativ verwendet.
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Satz 1.6
Eine multiplikative Funktion a ist durch die Werte bestimmt, die sie fiir Primzahl-
potenzen a(p*), p € P,k > 1 annimmt. Ist n = p’f‘ . p,I;’” so gilt:

a(n) = a(p,") ... a(pyy).

Fiir die Dirichletreihe gilt:

e 2
A(s)=2a’5’:)=H<1+aI()f)+a )+...>.

25
n=1 peP p

Satz 1.7
Eine vollstindig multiplikative Funktionen a ist durch die Werte a(p), p € P wohl-

definiert. Es gilt:
k k
a(pll Py = a(pl)/q a(pm)km'

Fiir die Dirichletreihe gilt:

) s 1
A(s)=za::)=H<1+a;f)+<al()f)> +> =11
peP

n=1 peP

Diese Produktdarstellung heiflit Eulersches Produkt.

1.2 Grundlegende Funktionen und Siitze

1.2.1 Eulersche @-Funktion

Die Eulersche @-Funktion gibt fiir jede natiirliche Zahl n an, wie viele zu n teiler-
fremde natiirliche Zahlen existieren, die nicht groBer als n selbst sind.

Definition 1.8 (Eulersche ¢-Funktion)
Fiir n € N ist:

on) :=|{aeN|l1 <a<nAggl(an) =1}|.
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Die Eulersche @-Funktion ist eine multiplikative zahlentheoretische Funktion. Es
gilt:

Satz 1.9

Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen m und n gilt:

@(m - n) = @(m) - p(n). (1.1)

Satz 1.10
Sei n € N dann gilt:

(p(n)=]'[p"f1<p—1)=n1'[<1—%>. (12)

pln pln

Wobei k, die Anzahl ist, wie oft der k-te Primfaktor in der Zahl n vorkommt.

1.2.2 Mbobiusfunktion

Definition 1.11 (Quadratfreie Zahl)
Eine natiirliche Zahl heiflit quadratfrei, wenn in ihrer eindeutigen Primfaktor-
zerlegung

n=p;-... D,

keine Primzahl mehr als einmal auftritt.

Die Mobiusfunktion ist wie folgt definiert:

Definition 1.12 (Mobiusfunktion)
Fiir n € N ist:

o : { (=¥ wennn quadratfrei, k ist die Anzahl der Primfaktoren
M n p—
0 sonst.

Auch die Mobiusfunktion ist eine multiplikative zahlentheoretische Funktion.
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Satz 1.13
Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen m und n gilt:

p(m - n) = pu(m) - u(n). (1.3)

Satz 1.14
Fiir die summatorische Funktion der Mobiusfunktion gilt:

1 =1
Zﬂ(d)={ . (1:4)
sonst.

dln

Die Mobius Umkehrformel bzw. die duale Mobius Umkehrformel erlaubt es, aus
einer zahlentheoretischen Funktion ihre summatorische Funktion zu rekonstruie-
ren. Wir bendtigen in weiterer Folge die duale Mobius Umkehrformel:

Satz 1.15
Sei D C N und fiir jedes d € D gilt, dass auch alle e|d in D sind. Dann ist
gm = f(d) (1.5)
nld
genau dann wenn
d
fon =Y e@u (). (1.6)
n|d

Beweis (siehe [23]]):

Sei

_ 1 d=n
Ya=n = 0 sonst.
Fiir d € D gilt laut (1.5):

>u(S)e=Y u(2)Y re.

n|d n|d dle
deD deD eeD

Fiir die nichste Umformung betrachten wir e. Dieses lduft fiir ein fixes d von 1d, 24, ...
das heifit tiber ¢ - d fiir ¢ aus den natiirlichen Zahlen.

=Y u(2) X X 1Ot

nld ¢ reD
deD cdeD
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Als néchstes setzen wir % = m und erhalten durch das Vertauschen der Summen:

=200 D um) Y et

réD m
mneD cmneD
=Y f() Y uim.
reD mlﬁ

Aus der Definition der Mébiusfunktionfolgt direkt, dass nur der Term mit % =1
iibrig bleibt. Es folgt die Behauptung:

> s@n (L) = ro. (1.7

nld

O

1.2.3 Mangoldtfunktion

Eine weitere wichtige zahlentheoretische Funktion, benannt nach dem Mathemati-
ker Hans von Mangoldt, ist:

Definition 1.16

Fiir n € N ist:
| falls n sich als n = p* darstellen lisst,
)
Am) =4 %P wobeipe Pund k e N*
0 sonst.

Die summierte Mangoldtfunktion wird auch Chebyshev Funktion genannt.

Definition 1.17 (Chebyshev y-Funktion)
Fiir n € N ist:

w(n) := ) AG).
i=1

Als néchstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen der Mangoldtfunktion und
der Mobiusfunktion herstellen.
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Satz 1.18
Es gelten die folgenden Summenformeln:

« Y u <§>logd = A(n).

dln

° Z A(d) = logn.

dln

1.2.4 Integrallogarithmus

Definition 1.19 (Integrallogarithmus)

Fiir x > O ist:
X

dr

li = .
i) Int

0

Die Funktion ﬁ hat bei x = 1 eine Singularitit und deshalb muss /i fiir x > 1

iiber einen Grenzwert definiert werden:

1-¢ x
. dr dr
lix) 1= 1 Ly
i) sir(l)]+ /lnt /lnt
0 1+e

Eine weitere Definition fiir x > 1 ist:

Li(x) :=1li(x) = 1i(2) = / lfl_tt
2

1.2.5 Partielle Summation

Satz 1.20
Sei ¢y, ¢y, ... eine Folge von komplexen Zahlen und sei
Sex) =) e,
n<x
Weiters sei ng eine positive natiirliche Zahl. Wenn ¢; = 0 fiir j < ny und
f i [ng, 00) = C eine stetige Ableitung in [ny, 00) hat, dann gilt fiir x > ng € N :
x

chf(n)=S(X)f(X)—/S(I)f’(t)dt-

n<x
ng
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1.2.6 Chinesischer Restsatz

Satz 1.21 (Chinesischer Restsatz)

Seien my, ..., m, paarweise teilerfremd, ay, ..
enzensystem
= aq (mod m)
= a, (mod m,)
= aq, (mod m,,)

stets losbar, und die Losung ist eindeutig mod mym, ... m

1.2.7 Satz von Mertens

ne

., a, beliebig. Dann ist das Kongru-

Der Satz von Mertens bezieht sich auf Ergebnisse beziiglich des asymptotischen

Verhaltens von Reihen.

Satz 1.22
Sei p € P:

Mit:

]
3 222 togx +0(1).

P<X

> 1 loglog x + O(1).

p=x

p=x

n
. 1
y_}LTO<;E—logn>.

H 1_1 _e7+o(1)
p)  logx

(1.8)

1.9

(1.10)
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1.3 Primzahlen

Bereits im antiken Griechenland beschiftigte man sich mit Primzahlen und ent-
deckte einige ihrer Eigenschaften. Die wohl wichtigste Frage nach der Anzahl der

Primzahlen wurde bereits von Euklid beantwortet:

Satz 1.23
Es existieren unendlich viele Primzahlen.

Beweis:  Angenommen es gibt endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Betrachte:

X=p;:py...-p+1

Es ist nicht moglich x durch p; mit i < n zu teilen, da immer Rest 1 bleibt. Da jede
Zahl eine Primfaktorzerlegung haben muss, ist die urspriingliche Liste der Prim-
zahlen unvollstandig.

O

1.3.1 Primzahlsatz

Definition 1.24
Die Anzahl der Primzahlen p < x ist:

z(x) :=#{peP|p<x}.

Bereits Gaul3 (1792) und Legendre (1798) vermuteten, dass

w(x) ~
log x

gilt. Einige Zeit spiter bewies Chebyshev (1852) eine schwache Form dieser Ver-

mutung, ndmlich:

Satz 1.25

Es existieren a, b € R mit:

ax bx
< 7m(x) <
log x log x

fiir x > 2.
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Mit den numerisch gefundenen Werten a = 0,921 und b = 1, 106 war ein starkes
Indiz fiir die Giiltigkeit des Primzahlsatzes gefunden. Der Beweis folgte jedoch erst
im Jahr 1896 und wurde unabhiéngig von De la Vallée-Poussin und Hadamard er-
bracht [32]].

Satz 1.26 (Primzahlsatz)
Sei x € N, dann gilt:

z(x) ~ /—d ~ fiir x —
logt logx

oder die dquivalente Formulierung:

lim ()

n—oo x/]ogx

=1.

Eine genauere Approximation, die jedoch asymptotisch gleich ist, liefert:

7(x) = Li(x) + E(x). (1.11)
Fiir jedes A > 0 gibt es eine Konstante C(A) > 0 mit:

B < CA—=r

Aus praktischen Griinden wird auch oft statt des Integrals im Primzahlsatz folgende

Funktion verwendet:

Definition 1.27 (Chebyshev #-Funktion)
Sei x € N, dann ist:

0(x) := )’ logp.

peP
P=Xx

Satz 1.28
Folgende Aussagen sind dquivalent:

° TC(X) logx

e O(x) ~ x.
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Beweis (siehe [2]]): Laut Definition @] gilt:

a(x)= Y 1= ) logp L

P=x p<x log p

Mit Hilfe der partiellen Summation aus Satz [I.20|erhalten wir:

X

= 0(x) ! +/€(t) 12 dr.
log x 4 tlog”t

Es lasst sich zeigen (vgl. [2])), dass

01)
—=0W)

und
X

dr X x
roiab i) k1
log"t log" x log"™" x

2
7(x) = 9 Lo —X
log x log2 x

0(x) = n(x)logx + O (L) .
log x

gilt. Damit erhalten wir

und somit

1.3.2 Primzahlsatz fiir arithmetische Folgen

Auf den ersten Blick kann man davon ausgehen, dass es unendliche viele Primzah-
len p der Form p = a(mod ¢) gibt. Man kann sogar vermuten, dass die Primzahlen
gleichmiBig iiber die @(q) relativ primen Aquivalenzklassen verteilt sind [|32]. Wir
schreiben:

Definition 1.29
Die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x, fiir die p = a mod g mit
(a,q) =1 gilt, ist:

n(x;q,a) :=#{p € P|p < x,p =amod g}.
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Satz 1.30 (Dirichlets Satz iiber arithmetische Folgen)

Wenn d < 2 und a # 0 ganze teilerfremde Zahlen sind, dann enthdlt die arithmeti-
sche Folge

a,a+d,a+2d,a+3d, ..

unendlich viele Primzahlen.

In Bezug auf Dirichlets Satz bewies De la Vallée-Poussin das folgende Resultat:

Satz 1.31 (Primzahlsatz fiir arithmetische Folgen)

Es gilt:
. w(x;q,a) 1
lim = .
x>0 77(X) o(q)
Das heifit:
7(x;q,a) ~ 1 x
T @) logx’
Analog zu (I.11) gilt:

7(x;q,a) = LLi(x) + E(x;q,a).
®(q)

Fiir jedes A > 0 gibt es eine Konstante C(q, A) > 0, sodass der Fehlerterm mit

X

|E(x;q,a)| < C(g, A)log(x)A

beschrdinkt werden kann.

Beispiel 1.32
Betrachtet man die Restklassen (mod 10), so enthalten diese bis zu einer gewissen
Schranke ungefihr die gleiche Anzahl an Elementen [[12]:

11 31 41 61 71 101 131 151 181 191 211 241 ..

3 13 23 43 53 73 83 103 113 163 173 193 223 233
17 37 47 67 97 107 127 137 157 167 197 227

19 29 59 79 &9 109 139 179 199 229 239
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Analog zu Definition gilt:

Definition 1.33

Seien x, g,a € N, dann ist:

0(x;q,a) := Z log p.

peP
p<x
p=a(mod q)

Die folgende Aussage folgt aus dem Primzahlsatz fiir arithmetische Folgen (vgl.

Satz[[.28):

Satz 1.34
Es gilt:

0(x;q,a) ~ = fiir alle (a, q) = 1. (1.12)
»(q)

1.4 Riemanns Ideen

Bei seiner Arbeit mit Reihen betrachtete Euler eine Funktion, die zu einer der wich-
tigsten mathematischen Funktionen zéhlt. Heute ist diese Funktion jedoch nicht als
,.EBulers {-Funktion* sondern als ,,Riemannsche {-Funktion* bekannt [|10]].

1.4.1 Riemannsche {-Funktion

Definition 1.35 (Riemannsche ¢-Funktion)
Fiir s € C mit Re(s) > 1 ist:

Euler entdeckte mit dem folgenden Satz eine wichtige Verbindung zwischen den
Primzahlen und der {-Funktion.
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Satz 1.36 (Eulers Produktformel)
Fiir s € C mit Re(s) > 1 gilt:

-1
wIl(-2)"

peP

Satz 1.37

Die Riemannsche {-Funktion ldsst sich in die Halbebene Re(s) > 0 meromorph
(d.h. bis auf Pole holomorph) fortsetzen. Diese Fortsetzung ist dort holomorph bis
auf einen einfachen Pol an der Stelle 1 mit dem Residuum 1; auflerdem ist sie in
Re(s) > 1 nullstellenfrei [5|].

Betrachtet man die {-Funktion in ihrer analytischen Fortsetzung, so hat diese Funk-
tion triviale Nullstellen (s = {-2, -4, —6, ...}) und andere schwer zu berechnende
Nullstellen.

1.4.2 Riemannsche Vermutung

In einer formlosen Bemerkung postulierte Riemann ohne Beweis folgende Vermu-
tung:

[Riemannsche Vermutung]
Der Realteil aller nicht trivialen Nullstellen der {-Funktion ist 1/2.

Die {-Funktion ist Teil der Klasse der L-Funktionen. Die verallgemeinerte Rie-
mannsche Vermutung beschéftigt sich mit dieser Klasse an Funktionen und enthilt
die Riemannsche Vermutung als Spezialfall.

1.4.3 Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung

Fiir die Formulierung der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung bendtigen

wir zuerst einige Definitionen.

Definition 1.38
Ein Dirchilet-Charakter modulo k ist ein Homomorphismus

1t (Z/kZ)* - CF
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d.h. eine komplexwertige Funktion auf (Z/kZ)* mit
=1
Xi(ab) = yi(a@) x;(b)

fiir alle a, b € (Z/kZ)* [24].

Ein Dirichlet-Charakter heif8t trivial, wenn dieser konstant 1 ist.

Definition 1.39
Sei y, ein Dirchilet-Charakter modulo k. Dieser wird auf natiirliche Weise
durch folgende Definition zu einer Funktion auf Z:

xn+kzZ) falls(n k) =1
x(n) 1=
0 sonst.

Mit Hilfe der Multiplikation wird die Menge der Dirichlet-Charaktere zu einer abel-
schen Gruppe mit dem trivialen Charakter € als neutrales Element.

wy L (Z/kz) - C*
v (a) = y(@y(a)
Weil
a?™ =1

fiir jedes a € (Z/kZ)* gilt, nimmt ein modulo k definierter Dirichlet-Charakter
genau die Werte der ¢(k)-ten Einheitswurzel an. Deshalb existieren zu jedem k nur
endlich viele Dirichlet-Charaktere modulo k.

Betrachtet man k = p € P, so ist die Gruppe (Z/pZ)* zyklisch. Ist g ein Erzeu-
ger der Gruppe, das heif3it eine primitive Wurzel modulo p, so sind die Dirichlet-
Charaktere eindeutig durch die (p — 1)-ten Einheitswurzeln festgelegt.

Fiir ein beliebiges k € N gilt:

Satz 1.40
Es gibt genau @(k) Dirichlet-Charaktere modulo k. Zu jedem a € (Z/kZ)*,a # 1
gibt es einen Dirichlet-Charakter modulo k mit y,(a) # 1.
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Wir wollen als ndchstes die Dirichletsche L-Reihe definieren:

Definition 1.41 (Dirichletsche L-Reihe)
Jedem Charakter modulo k& konnen wir eine Dirichletsche L-Reihe zuordnen:

Ls ) 1= 3, 2,

n=1

[Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung|

Der Realteil aller nicht trivialen Nullstellen von L(s, y;) ist 1/2.

Wie bereits erwihnt, enthilt die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung die Rie-
mannsche Vermutung, da

L(s,11)=C(S)H<1—[%>

pln

gilt und somit in der Halbebene Re(z) > 0 de gleichen Nullstellen wie bei { auftre-
ten.

In Satz hingt die Konstante C(g, A) von g ab. Der Fehlerterm ist also nur
aussagekriftig, wenn man ¢ als fix und x — oo betrachtet. Wenn man die verall-
gemeinerte Riemannsche Vermutung voraussetzt, erhdlt man fiir x > ¢ folgende

Aussage:
|E(x;q,a)|] < Cx'*logx.

1.5 Der Satz von Bombieri-Vinogradov

Fiir viele Anwendungen benétigt man die starke Aussage der verallgemeinerten
Riemannschen Vermutung nicht, um den Fehlerterm aus dem Primzahlsatz fiir arith-
metische Folgen (Satz[I.3T)) abzuschitzen. Oft reicht es, folgenden Satz zu verwen-
den:

Satz 1.42 (Bombieri-Vinogradov)
Fiir jede positive Konstante A existieren Konstanten B und C, sodass

2, max |E(y:q)| < C (1.13)
y<x

X
9<0 = (log x)*



1.5. DER SATZ VON BOMBIERI-VINOGRADOV 17

x'/
" (logx)®
und
E(x;q) 1= max |E(x;q,a)|
(a,9)=1
gilt.

Die Konstante B kann im Gegensatz zu C explizit berechnet werden. Zum Bei-
spiel ist B = 24 A + 46 giiltig. Eine Verbesserung dieses Satzes kann bis jetzt nicht
bewiesen werden. Es wurde jedoch folgende Vermutung aufgestellt.

[Elliott-Halberstam Vermutung
Sei die Fehlerfunktion:

n(x;q,a) — x)

E(x;q) := max .
(a.9)=1 »(q)

a.9)=

Dann wird vermutet, dass fiir 0 < 1 und A > 0 eine Konstante C > 0 existiert,

sodass CA.a)
, Q)X
Y, Exg < —Aq

1<g<x? log” x

gilt.

Die Zahl 6 wird in diesem Zusammenhang als Parameter fiir die Verteilung der
Primzahlen (,,level of distribution‘) verwendet.

Mit dem Satz von Bombieri-Vinogradov erhilt man eine Verteilung von 6 = 1/2,
was bedeutet, dass die Primzahlen tiber die Restklassen (mod ¢q) dann gleich verteilt
sind, wenn g < x"/2 ist. Das heiBt es braucht fiir ein fixes g sehr viele Primzahlen
bis diese annihernd gleich iiber die Restklassen verteilt sind.

Wiirde man (I.13)) fiir

0 =x"mito > 12 (1.14)

zeigen, konnte man sofort auf beschriankte Abstéinde zwischen Primzahlen schlie-
Ben (vgl. Kapitel ).






KAPITEL

Primzahltupel

Wenn sowohl p als auch p + 2 Primzahlen sind, nennt man dieses Tupel Primzahl-
zwillinge. Dieses Konzept l4sst sich auf mehrere aufeinanderfolgende Primzahlen
mittels sogenannter k-Tupel verallgemeinern. In diesem Kapitel wollen wir erst den
Spezialfall der Primzahlzwillinge betrachten und einige naheliegende Beobachtun-
gen festhalten. Zusitzlich soll ein kurzer geschichtlicher Uberblick gegeben wer-
den. In weiterer Folge betrachten wir die Verallgemeinerung auf k-Tupel.

Quellen fiir dieses Kapitel: [22} 23, |11} 12} 31]].

2.1 Primzahlzwillinge

Die kleinsten Primzahlzwillinge sind (3, 5), (5, 7) und (11, 13). Die groten bekann-

ten Zwillinge sind:
(3756801695685 - 2606569 _ 1 3756801695685 - 2606569 4 1),

Diese wurden im Jahr 2011 vom PrimeGrid Projekt gefunden [20].

Definition 2.1
Fiir x € N sei:
mx) =#p<x:p+2€P}

[Primzahlzwillings Vermutung|

Es existieren unendliche viele Primzahlzwillinge.

19
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Im Jahr 1949 wurden Primzahlzwillinge von Clement wie folgt charakterisiert:

Satz 2.2
Es sei n > 2. Die Zahlen (n,n + 2) bilden genau dann ein Primzahlzwillingspaar,
wenn

4((n—=1)!+ 1)+ n = 0(mod n(n + 2)). 2.1

Diese Charakterisierung hat jedoch keinen praktischen Wert bei der Bestimmung
von Primzahlzwillingen, da die Berechnung von n! zu aufwendig ist.

Satz 2.3 (Brunsche Konstante)
Brun bewies 1919 folgendes wichtiges Ergebnis:

o (1, 1

p:p+2€P

Wiire die Summe divergent, konnte man sofort die Primzahlzwillings Vermutung
beweisen. Aus der Beschrianktheit kann man jedoch weder schliefen, dass es end-
lich, noch, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

2.1.1 Heuristik

Laut dem Primzahlsatz ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Zahl p <
x bzw. p + 2 < x eine Primzahl ist 1/logx. Wenn man annimmt, dass diese zwei
Wahrscheinlichkeiten unabhiéngig sind, erwartet man fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass sowohl p als auch p + 2 Primzahlen sind:

N N
logx logx log(x)?’

Das Problem ist jedoch, dass man diese Wahrscheinlichkeiten nicht als unabhiingig
annehmen kann, da zum Beispiel im Fall p gerade auch p + 2 gerade sein muss. Um
diese Abhingigkeit in unserer Heuristik zu korrigieren, betrachtet man die Wahr-
scheinlichkeit, dass p und p + 2 nicht durch g € P teilbar sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ eine beliebige Zahl p teilt ist 1/4. Daraus folgt, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass g die beiden unabhiingig gewihlten Zahlen p und p+2

nicht teilt
1 2
(-3)
q
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ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ weder p noch p + 2 teilt, ist gleich zur Wahrschein-
lichkeit
p # 0(mod ¢) oder p # —2(mod gq).
Wenn g > 2, dann kann p in jeder der g — 2 verschiedenen Restklassen (mod ¢) mit

der Wahrscheinlichkeit

-2
q

sein. Das zufillig gewéhlte p ist jedoch mit der Wahrscheinlichkeit % entweder in
der Restklasse (mod 0) oder der Restklasse (mod — 2). Der Korrekturfaktor fiir
,durch 2 teilbar ist also gesamt:

2
1
(1 - 5)
Analog ist der Korrekturfaktor fiir ,.teilbar durch q*:

1—2
q

Da die Wahrscheinlichkeit, dass verschiedene Primfaktoren g in einer zufélligen
Zahl p enthalten sind, unabhéngig ist, kann man diese Wahrscheinlichkeit multipli-
zieren und erhailt:

1—2
q
I
qgeP (1 _ l)
q=3 q
Mit Hilfe folgender kurzer Umformung

1 =2

_2
q q
2H 1 2 - 2H q2—24+]
qeP <1 — _) qeP —— —
q q23 a

2
q-—2q
=2 _—
Hq2_2q+1

q23
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erhilt man die beriihmte Primzahlzwillingskonstante.

Definition 2.4 (Primzahlzwillingskonstante)

L — 1 IanA
G =] (1 s 1)2> ~ 0.66016

peEP
p>2

Der Wert wurde bereits 1961 von Wrench berechnet.

[Quantitative Primzahlzwillings Vermutung|

Man vermutet, dass gilt:

X

(log x)?

7[2()() ~ C2

Im Weiteren benétigen wir folgende Definition:

Definition 2.5
Fiir jede Primzahl £ € [P sei v,4(¢) gleich der Anzahl der verschiedenen Rest-
klassen (mod ¢), die von den Elementen aus A besetzt werden.

Wenn n und n + 2 teilerfremd sein sollen, dann darf » nicht in den Restklassen
{0, =2}(mod #) sein. Das heif3t, dass n in einer von £ — v »,(¢) Restklassen liegt.
Die oberen Argumente lassen sich zu folgender berithmten Vermutung erweitern:

[Hardy-Littlewood Vermutung|

Sei H = hy, ..., hy eine Menge positiver natiirlicher Zahlen mit
(-22)
¢
S(H) := —— #0
IZI (1 — l)k
¢
dann gilt:

#n<x:n+h, .. n+h €P}~SH) ——.
(log x)k
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2.2 Primzahl k-Tupel

Ahnlich zu den Primzahlzwillingen lassen sich andere Muster definieren. Es ist
klar, dass es nur ein Primzahlpaar mit Abstand 1 geben kann - nimlich (2,3) -
da fiir jede andere Zahl der direkte Nachfolger immer durch 2 teilbar ist. Daraus
folgt direkt, dass Primzahlpaare immer aus zwei Primzahlen p und p + A mit ei-
nem A = 0(mod 2) bestehen miissen. Fiir 4 = 2 ergibt dies die Primzahlzwillinge.
Fiir die Primzahldrillinge der Form p, p + 2 und p + 4 gibt es aus dem gleichen
Argument wie oben nur eine Moglichkeit - ndmlich (3,5,7) - da in jedem weiteren
Tripel eine der Zahlen durch 3 teilbar ist. Dies kann man wie folgt verallgemeinern.

Sei H = (hy, ..., hy ) ein ky-Tupel mit h; < h; firalle 0 < i < j < k. Wann
ist es moglich unendlich viele Folgen der Formn+H = (n+ hy,....,n+ hy ) zu
finden, die ausschlieBlich aus Primzahlen bestehen?

Definition 2.6
H :=(hy, ..., h) mit h; € Nist giiltig, wenn mindestens eine Restklasse fiir
ein beliebiges p € P nicht getroffen wird.

DaH = (hy, ..., hy) auf jeden Fall fir p > k, giiltig ist, muss man fiir die Giil-
tigkeit nur endlich viele Primzahlen iiberpriifen. Zum Beispiel ist (0, 2, 6) giiltig,
jedoch (0, 2, 4) ungiiltig, da alle Restklassen modulo 3 getroffen werden.

Fiir ky = 1 erhilt man eine zu Satz[1.23]4dquivalente Aussage und fiir k, = 2 erhilt
man die Primzahlzwillings Vermutung.

1904 stellte Dickson folgende Vermutung auf:

[Dicksons Primzahl k-Tupel Vermutung]|

Wenn (x + hy, ..., x + hy, ) ein giiltiges Tupel ist, dann gibt es unendlich viele
Zahlen n, sodass (n+ hy,...,n+ hy ) nur aus Primzahlen besteht [12)].

Die heute iibliche Vermutung ist etwas schwicher und lautet:

[Primzahlmehrlings Vermutung|

Falls kg > 2 und (b, b,, ..., bko) ein giiltiges Tupel ist, dann gibt es unendlich
viele Primzahlen p derart, dass alle p,p+ b, ...,p + bko prim sind [22)].
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Eine weitere, in der Literatur gebrduchliche Vermutung, ist nach Dickson-Hardy-
Littlewood (DHL) benannt:

IDHL[%(,2] Vermutung|
Wenn H ein giiltiges ky-Tupel ist, dann existieren unendlich viele n + H, die

zumindest 2 Primzahlen enthalten.

Umso kleiner k, ist, desto schwerer wird diese Vermutung zu beweisen. Fiir ky = 2
wiren alle Félle der Primzahlmehrlings Vermutung und insbesondere die Primzahl-
zwillings Vermutung enthalten.



KAPITEL

Siebmethoden

Die erste Siebmethode geht bereits auf Eratosthenes im 3. Jahrhundert v. Chr. zu-
riick. Die moderne Siebtheorie hat ihren Beginn um 1920 und wurde von Viggo
Brun entwickelt. Doch erst Selberg konnte mit seiner einfachen Idee iiberzeugen.
Sein Sieb ist Ausgangspunkt fiir viele moderne Uberlegungen und Erkenntnisse. In
diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die Ideen von Eratosthenes, Selberg

und Brun gegeben werden, auf denen in weiterer Folge viele Ergebnisse aufbauen.

3.1 Das Sieb des Eratosthenes

Das Sieb des Eratosthenes ist ein Algorithmus zur Bestimmung von Primzahlen. Da
die Multiplikation eine einfachere Operation ist, hatte Eratosthenes im 3. Jahrhun-
dert v. Chr. die Idee des ersten Siebverfahrens. Es dient dazu, simtliche Primzahlen
sowie die Faktorisierungen der zerlegbaren Zahlen bis zu einer gegebenen Schran-
ke zu bestimmen.

Quellen fiir dieses Kapitel: 6} 25].

Fiir das Sieb des Eratosthenes schreibt man alle Zahlen bis zu einer gewéhlten
Schranke » auf. Im ersten Schritt streicht man alle Vielfachen der Zahl 2. In den
folgenden Schritten wihlt man die erste nicht eliminierte Zahl und streicht die Viel-
fachen dieser. Man ist fertig, wenn fiir die gewihlte Zahl p gilt, dass p* > n.

25
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1 2 3 4 5 & 7 8 89 MW
11 X 13 M 1 1 17 I 19 29
223 M 26 29 28 29 3Q
31 32 038 M 36 37 3R 39

Abbildung 3.1: Sieb des Eratosthenes.

Abbildung 3.1]zeigt das Sieb des Eratosthenes ausgefiihrt bis zur Schranke n = 40.
Hierbei sind die Vielfachen von 2 schwarz, von 3 blau und von 5 griin markiert. In-
nerhalb von 3 Schritten werden die Primzahlen 2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23,29, 31, 37
(rot makiert) gefunden.

Diese Methode wurde von Legendre 1808 wie folgt formalisiert:

Definition 3.1
Fiir x, z € N ist:

e ®O(x,z) :=#{n < x : nistnicht teilbar durcheinp e P : p < z}.

e P(2) :=Hp.

p<z

Es gilt:

O(x,z)= Y 1

n<x
(n,P(z2))=1

u(d) 3.1)

n<x  d|(n,P(2))

= D ud) Y1

d|P(z) n<x
d<x d|n
X
-3 ol
d|P(z)
d<x
= y(d)g +0O(1). (3.2)
d|P(z)
d<x

In weiterer Folge wollen wir die Bedingung d < x eliminieren. Zuerst stellen wir
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fest, dass gilt:

P(z)=Hp§Hz=zz.

p<z p<z

Um die Bedingung d < x zu eliminieren, wihlen wir nun

log x
z< ———
loglog x

woraus

1 1
log P(z) < log z° = zlog z < ﬂm( g >

~ loglog x loglog x
1 1

< 08X log o X =logx 3.3)
loglog x 1

folgt. P(z) ist also sicherlich kleiner als x, womit wir die Bedingung d < x in (3.2)
weglassen konnen.

Es folgt also fiir (3.2):

®(x,z) < x Z @+0< Z 1>. (3.4)

d|P(z) d|P(z)

Weiters gilt fiir jede multiplikative Funktion a

Y ad) =[] (1+a@ +... + ap))

d|D plD

woraus folgt, dass

2 r=105)

d|P(z) d p<z

gilt. Da die Anzahl der Teiler d|P(z): 27 kleiner gleich 27 ist, folgt fiir den Feh-

lerterm
(9( > 1) = Q2%
d|P(z)

und somit konnen wir aus (3.4) Folgendes folgern:

D(x, z) < xH (1 - %) + O2%).

p<z

Mit Definition 3.1l erhalten wir:

a(x)—n(z)=#{peP :z<p<x} <D(x,2).
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Es folgt direkt:
n(x) < D(x, z) + n(2).
Man kann wie folgt nach oben abschitzen:

7(x) < D(x, z) + z. 3.5

Weiters gilt:

H<1—%>_1=H<1+%+%+...>ZZ%NlogZ.

p<z p<z

Gesamt erhalten wir nun:
7(x) < —— + OQ2%) + z.
log z

Da wir in (3.3) z < lolgol% gewihlt haben, konnen wir aufgrund des Fehlerterms

fiir 7(x) keine bessere Schranke als

X

(X)) K ——
loglog x

angeben. Das Sieb des Eratosthenes liefert somit nur eine schwichere Schranke als
der Primzahlsatz. Die Schranke und die hier ausgefiihrten Schritte bieten jedoch
einen guten Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen.

3.2 Selbergs Sieb

1947 hatte Atle Selberg durch seine Forschung iiber die Nullstellen der Riemann-
schen ¢-Funktion eine neue Siebmethode entdeckt. Seine Siebmethode ist ein wich-
tiger Bestandteil der heutigen Zahlentheorie und wird fiir uns ein wichtiger Start-
punkt fiir weitere Uberlegungen sein. In diesem Kapitel werden wir, ausgehend vom
Sieb des Eratosthenes, Selbergs Ideen erarbeiten und diese spiter direkt auf k-Tupel
anwenden. Abgesehen davon, dass wir so ein direktes Ergebnis erzielen, wird die-
se Anwendung der Ausgangspunkt fiir Uberlegungen zu den Methoden von Pintz,
Janos und Yildirim sein.

Quellen fiir dieses Kapitel: 6, [26].
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3.2.1 Einfiihrung

Selbergs Idee war, die Mobiusfunktion in (3.1)) mit einer quadratischen Form zu
ersetzen. Fiir jede Folge 1, € R mit 4, =1 gilt:

2
mes<2@>- (3.6)

dlk dk

Wendet man dies auf (3.1) an erhilt man:

2
Mm@gZ( D M)
n<x \d|(n,P(z))

Z Z /ldl Adz

n=<x | dy|(n,P(z))
do|(n,P(z))

S( 3 )
n<x \[d;,d,]|(n,P(z))

> haha, DL (3.7)

d,d,|P(z) n<x
[dy.d,]|n

Wir wissen, dass folgende Gleichung gilt:

#{n<x:n=0(modd)) = GJ - §+ o).

Mit dieser Gleichung folgt aus (3.7) sofort die Ungleichung:

ﬂd Ad
O(x.2)<x Y [dll’ d;_] +O <d1,dz%’(z) |,1d1| |/1d2 ) :

dy,dy| P(2)

Mit der Wahl von A; = O fiird > z kann man die Ungleichung wie folgt verbessern:

/ld j'd
O(x.z)<x Y m +0O <d%“sz ‘/1d1| |/1d2 ) . (3.8)

dy,d,<z

Es gilt:
1. de o(d) =n.
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Daraus folgt:

Aa,%a, @) Ad, Ad, . d)

= —— 4,4,
dy,d,<z d}. ] dy,d,<z dyd,
(1.) Ag, A,

= z —_ z @(0)
d
dy.dy<z 192 5|(d).dy)

Ad Ad
=Y 06 ) e

6<z dy,dy<z
sl(dy.dy)
2
=Y 0] 2 (3.9)
6< d |’ '
<z d<z
sld
Mit der so erhaltenen Transformation
Aq
= — 3.10
“= 2 (3.10)
<z
sld

haben wir das urspriingliche Problem diagonalisieren kénnen:

=) o(d)n. (3.11)

6<z

Das nichste Ziel ist es, diese Diagonalform zu minimieren. Aus (I.6) erhalten wir:

As Z d
% ,u(—)ud. (3.12)
6 4H NG
Laut Definition gilt, dass us = O fiir 6 > z und aus 4; = 1 folgt:
> u@us = 1. (3.13)
6<z
Sei )
u(5)
V(z) .= .
@(5)
Es folgt aus (3.13):
D u@us —1=0.

6<z

Durch erweitern mit —%z) erhilt man:

Z_2ﬂ(5)u5+ 2 _
= Ve V()
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Es folgt direkt:

y WO 1 06)
V(z)  V(z2) u)?

6<z

Mit der Definition von V' (z) erhilt man:

2_2/4(5)”5 1 N u(6)?

= (3.14)
= V@ V@ @)V (2)?
Aus (3.14) und (3.T1) folgt dann:
2p(S)us 1 u(8)?
Sl = S’ —
(é(p( Yu gz(p( R R e
2u(S)us 1(8)? ) 1
= & [ u? -
2.0 (”5 POV (@ e@var) Ve
2
o
=Y 08| us - H®) +sz).
6<z |/1d, | |’1d2| p()V(2)
(3.15)
Man sieht sofort, dass (3.11)) bei
wo= MO
°T BV (2)
das Minimum % annimmt. Mit (3.12) erhalten wir:
d
u (%) uo)

sld

Somit folgt fiir (3.8):

D(x,z2) < x% +0O (d §< |/1d1| |,10,2

> . (3.17)
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Wir analysieren jetzt noch den Fehlerterm. Wegen (3.16) gilt:

u(4)ue

d<z (p(5)

_ o HOu(B)
‘522 @(15)

l

H(D)?u(8)

s
Z;<ﬂ&¢m

(za) 1

@ u(t)?
o 1 —_— . 3.18
UH( o1 ) Z o) ©-18)

plé 1<%
t,6)=1
——
=V(2)
Daraus folgt, dass
V(2IlAs] <V (2)]
ist und somit
[A5] <1 fiir alle 6.

Alles zusammen ergibt also:

Satz 3.2
Fiir x, z - oo gilt:

X 2
D(x,z) < m + O(z°)

u(d)?
V(z) i= :
@ 2;¢M)

Die Wahl von 4, hitte auch von Anfang an einfach angegeben werden konnen. Die
oberen Rechnungen sollen die Wahl jedoch motivieren und werden im weiteren

Kontext dieser Arbeit verfeinert.
Aus Satz[3.2]konnen wir direkt folgende obere Schranke ableiten:

Satz 3.3
Fiir x € N gilt:

7(x) <« X
log x
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Beweis: Wie in @ konnen wir mit folgender Ungleichung starten:

w(x) < D(x, z) + z.

Um Satz [3.2)zu verwenden, miissen wir eine untere Schranke fiir

pu(dy
= o)

finden. Wir beginnen mit folgender Abschitzung:

(@7 (@7
Lo =L

d<z d<z

Zj -, ist dabei die Summe tiber nicht quadratfreie d € N. Wegen Satz wissen
wir:

> % =log z + O(1).

d<z

Weiters konnen wir folgende Abschétzung machen:
#

yic

= d ™~

Durch Umformung mit den Rechenregeln fiir Logarithmen erhalten wir

4>|~
. M=
&I»—

2
> HAY S Jogz - %logz+(9(1)

= eld)
=logz — i(logz—log4)+(9(l) 3.19)
und konnen direkt folgende Schranke angeben:
d 2
ud) > log z.
= p(d)
Damit gilt:
z(x) < X422
log z
Wir wihlen jetzt

1/2
) X
Z P
<1ogx>

und erhalten so unsere Behauptung.

O

Wir erhalten wie beim Sieb des Eratosthenes die obere Schranke */log z, jedoch mit

einem besseren Fehlerterm.
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3.2.2 Anwendung auf k-Tupel

Um Selbergs Sieb zu illustrieren, suchen wir eine obere Schranke fiir die Anzahl
von primen k-Tupel. Sei (n+ Ay, ...,n+ hy) mit x < n < 2x fiir groBe x. Die Idee
ist, eine geeignete Funktion a(n) zu finden, die 1 ist, wenn alle (n + A, ... ,n+ h;)

prim sind und sonst nicht negativ. Dann ist

x<n<2x
eine obere Schranke fiir die Anzahl von primen k-Tupel. Analog zu oben wihlen
wir fiir a(n):

Definition 3.4
Sei A, eine Folge von reellen Zahlen, sodass

Ay=1und A, =0fiird > R

und

a(n) ;= > (4g)*. (3.21)
d|(n+hy),....(n+hy)

Die optimale Wahl fiir 4, ist hier:
k
log (g )

ha = )| o

Grundsitzlich wollen wir R so grofl wie moglich zulassen, da dann mehr Freiheit
bei der Wahl von A, moglich ist. Wenn R jedoch klein gewihlt wird, ist die Aus-
wertung von (3.20) leichter, da weniger Teiler d aus (3.21) beriicksichtigt werden
miissen. In diesem Kontext stellt sich heraus, dass R ungeféhr die Gré8enordnung
von \/; haben kann.

Mit dieser Festlegung erhélt man folgende obere Schranke:

Satz 3.5

Sei n € N, dann gilt:
X

(log x)k’

a(n) < 2Kk1S(H)
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Diese Schranke ist ca. das 2€k!-fache aus der Hardy-Littlewood Vermutung [26].
Weitere Details wiirden den Umfang dieser Arbeit sprengen und sind in [9] zu fin-
den.

Wir haben nun mit Hilfe von Selbergs Sieb ein direktes Ergebnis erreicht. Die Defi-
nition wird in weiterer Folge Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen von Pintz,
Janos und Yildirim sein.

3.3 Bruns Sieb

Brun entwickelte zwischen 1917 und 1924 eine eigene Siebmethode. Seine Mo-
tivation war es, die von Formel von Legendre fiir das Sieb des Eratosthenes zu
vereinfachen.

Quelle fiir dieses Kapitel: [32].

Bruns Ausgangspunkt war (3.2)) mit:

ox,2)= Y ud) EJ .

d|P(z)
d<x
Wir haben bereits gezeigt, dass die Bedingung d < x in weiterer Folge weggelas-
sen werden kann. Brun verbesserte diese Formel indem er statt (d) eine Funktion
suchte, welche 6fter verschwindet, jedoch trotzdem eine obere Schranke fiir ®(x, z)
liefert.

pe .o
y y und fiir

die erste Umformung setzen wir n = ¢ - d. Daher gilt:
Ox,2)= Y ) uld)
dP(z) 1<%

= D ud.
nsx  d|(n,P(z))

Wir interpretieren nun FJ als die Anzahl der natiirlichen Zahlen ¢ <

Im Weiteren bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 3.6
w(d) bezeichnet die Anzahl der unterschiedlichen Primfaktoren von d. Speziell
ist (1) = 0.
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Wir betrachten nun die innere Summe und fassen die Werte zusammen, die dieselbe
Anzahl an Primfaktoren haben. Dabei ist K = w((n, P(z))):

K
ud) = Z(—U"(I,f)

d|(n,P(z)) k=0
=(1-DK
1 K=0
= (3.22)
0 K >0.

Anstatt nun die komplette Summe zu berechnen, betrachten wir nur die partielle
Summe, die wir mit Hilfe einer binomischen Identitit vereinfachen konnen:

(K, ufK-1
kzg( 1) <k>—< 1)( l )

Wir definieren die Funktionen:

Definition 3.7
Sei d € N, dann ist:
u(d) fir w(d) <2r+1
() = .
0 fir w(d)>2r+1
d fir w(d) <2s
wo(dy =4 #@ - old) (3.23)
0 fir w(d) > 2s.

So erhilt man folgende Aussage fiir r, s € N:
X X
> @ |3 o< ¥ m@]|X.
J d d
|P(2) d|P(z)

Wir sind nun bei einem Optimierungsproblem angelangt, welches von diversen Ma-
thematikern quasi gelost wurde. Eine exaktere Formulierung und Anwendungen

von Bruns Sieb finden sich in [6].



KAPITEL

Abstiande zwischen Primzahlen

Nach dem Primzahlsatz ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig gewi#hlte Zahl
x prim ist, ungefidhr 1/iogx. Betrachtet man nun die durchschnittliche Liicke von
groflen Primzahlen, erhilt man log x. Naiv betrachtet erwartet man also, dass die
Liicke mit dem x entsprechend mitwichst, was jedoch nur im Durchschnitt gilt. Im
Speziellen konnen die Liicken jedoch sowohl kleiner als auch grofler sein. Im fol-
genden Kapitel wollen wir uns zuerst mit gro3en und danach mit besonders kleinen
Abstinden zwischen Primzahlen beschiftigen.

Quellen fiir dieses Kapitel: [26} 31,22, (9,27} 8} [10].

4.1 GrofBle Abstinde zwischen Primzahlen

Zuerst halten wir einige sehr einfache Ergebnisse fest. Diese sollen als Motivation

fiir die folgenden Verfeinerungen dienen. Beginnen wir mit folgender Aussage:

Satz 4.1
Seid, = p,,1 — p, der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen.
Dieser Abstand d, kann beliebig grof3 werden.

Beweis: Fiir jedes n > 1 sind die Zahlen
nl+2,n+3,...,n+n

zusammengesetzt, da n! + 2 durch 2, n! + 3 durch 3 usw. teilbar ist. Da n beliebig
grof} gewiahlt werden kann, folgt der Satz.

(]

37
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In Satz[.Thaben wir eine erste Aussage iiber eine Liicke zwischen Primzahlen ge-
macht, die jedoch nicht gut ist, denn fiir m = 15 wiirde man laut dem Primzahlsatz
bereits eine Liicke von log(m!) = 27 und nicht nur 15 erwarten. Man kann Satz
sofort verbessern:

Satz 4.2
Sei P(x) :=2-3-...-p,_y - p, die aus den Primzahlen p, < x zusammengesetzte
Zahl, dann sind die Zahlen

Px)+2,P(x)+3,....,P(x)+n
nicht prim.

Beweis:  P(x) + k mit k < n ist immer durch einen der Primfaktoren p, < k
teilbar, da dieser sowohl in N als auch in k enthalten ist und somit aus P(x) + k

herausgehoben werden kann.

O

Der hier gefundene Abstand ist besser als der durch Satz {.1] gefundene Abstand,
jedoch immer noch nicht besser als der Durchschnitt aus dem Primzahlsatz.

In den 30er Jahren fanden Mathematiker einige bessere Abschétzungen fiir diesen
Abstand. Die beste gelang Rankin [21]] mit:

Satz 4.3
Es existiert eine Konstante c, sodass fiir unendlich viele Primzahlen p, folgende

Ungleichung gilt:

(loglog p,) loglogloglog p,

Pny1 — Pn > CIngn (41)

(logloglog p,)*
Der Bruch in (@.1)) wichst und somit gilt:
li Dn+1 — DPn _
imsup ——— = ©
n—oco  lOgp,

Ranking konnte fiir (4.1) explizit die Konstante ¢ = % angeben.
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4.1.1 Die Methoden von Green, Ford, Konyagin und Tao

Im Jahr 2016 erschien der Artikel von Green, Ford, Konyagin und Tao [8]], der zum
ersten Mal das Ergebnis aus Satz .3 bedeutend verbesserte. Es wurde folgender
Satz bewiesen:

Satz 4.4
Die Schranke in Satz |43\ gilt fiir ein beliebig grofies ¢ > 0.

Dafiir wurden bereits existierende Techniken mit einem Zufallsmodell fiir Prim-
zahlen in arithmetischen Progressionen kombiniert. Im Folgenden wollen wir einen
kurzen Uberblick iiber den Beweis geben.

Betrachten wir Satz[4.2] dann stellen wir fest, dass die Konstruktion deshalb funk-
tioniert, da das Intervall [2, n] von den Restklassen 0 mod p fiir p < n gesiebt wird
und jede dieser Zahlen in zumindest einer dieser Restklassen liegt. Wir verallgemei-
nern diese Methode indem wir ein Intervall [y] := {n € N : n < y} betrachten,
welches komplett von den Restklassen a, mod p fiir jedes p < x gesiebt wird. Dann
sind die Zahlen

m+1,...,m+y

zusammengesetzt, wenn m > x mit m = —a, mod p fiir alle p < x, da jedes m + i

P
mit i < y durch ein p < x teilbar ist. Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes kann

man ein m mit m < x + P(x) finden. Mit dieser Methode und dem Primzahlsatz
kann man untere Schranken fiir den Abstand zwischen Primzahlen finden. Wenn

man im Speziellen ein grof3es x findet mit dem man [y] komplett mit den a, mod p

»
fiir p < x sieben kann, dann kann man die Schranke (4.1]) herleiten. Dabei hat y die

GroBenordnung:
log x(log log log x)
~c X

(loglog x)? 42)

Die Frage ist, wie man dieses sehr einfache Sieb des Eratosthenes (0 mod p) ver-
bessern kann. In [[8] wurde folgender Weg gewihlt. Zuerst wurden die Primzahlen
p < x in vier verschiedene Klassen unterteilt:

e Stufe 1 Primzahlen: sehr kleine Primzahlen p < log x und mittlere Primzah-

len zwischen z und x/4 , wobei z zu einem spiteren Zeitpunkt gewahlt wird.
e Stufe 2 Primzahlen: kleine Primzahlen die zwischen log x und z liegen.

e Stufe 3 Primzahlen: sehr grofle Primzahlen die zwischen x/2 und x liegen.
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e Stufe 4 Primzahlen: grole Primzahlen die zwischen x/4 und x/2 liegen.

Es soll nun ein [y] mit der GroBe (@.2) Schritt fiir Schritt gesiebt werden.

Stufe 4

Betrachten wir zuerst den letzten Schritt dieser Siebmethode. Angenommen es wur-
den in den ersten drei Stufen bereits so viele Primzahlen gesiebt, dass die {ibrigen
Elemente von [y] weniger als die Anzahl der Stufe 4 Primzahlen sind. Nach dem
Primzahlsatz sind das weniger als (1/5 + o(1))*/logx Primzahlen. Dann kann man
das Verfahren beenden, indem man die Stufe 4 Primzahlen p zum sieben verwendet
und damit jeweils eines der iibrigen Elemente von [y] entfernt.

Stufe 1

Um Primzahlen der Stufe 1 zu sieben, verwenden wir die klassische Methode vom
Sieb des Eratosthenes (0 mod p). Die Elemente von [y], die nach diesem Schritt
ibrig bleiben, sind nicht durch Stufe 1 Primzahlen teilbar. Fiir ein verbleibendes
Element treten folgende zwei Fille auf:

1. teilbar durch eine kleine Stufe 2 Primzahl

2. enthdlt mindestens einen Primfaktor grofer als x/4 und keine Primfaktoren
kleiner als log x

Im ersten Fall muss das Element eine z-glatte Zahl sein und im zweiten Fall eine
Primzahl im Intervall (x/4, y].

Die Frage ist: Wie viele verbleibende Elemente existieren?

Satz 4.5
Sei 1 < z <y, wobei y und z sehr grofs sind. Wiihle
. logy
u:= .
log z
Angenommen es gilt:
logu = o(log z). “4.3)

Dann ist die Anzahl von z-glatten Zahlen in [y] hdchstens:

ylogz
eilogu+O@)
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Beweis: Sei (0 < p < 1. Fiir eine z-glatte Zahl n kleiner als y gilt:

Daraus folgt direkt, dass die Anzahl der z-glatten Zahlen in [y] mit

y Z 1
P 1-
Yy n<y n-r
z—glatt

beschrinkt ist. Vernachldssigt man die Bedingung n < y, so lésst sich die Summe
als Eulerprodukt schreiben:

y 1 1 )
- 1+ —+ +...]. “4.4)
yﬂ 2z < pl—P pz(l—ﬂ)
Wihlt man
ulogu
p =
logy
dann gilt:
ulogu
yP =yoay

ulogu
=exp <log <y logy >> .

Mit log a® = blog a erhilt man:

In weiterer Folge kann man (#.4)) abschitzen:

y 1 1 ) y 1
e I+ —+——+... | < exp — . (4.5)
yP ez < pl—p p2(1—p) etlogu (psz pl—p>

Aus (I.9) erhalten wir
exp Z )= logz
<z P

und konnen (@.5) wie folgt umformen:

log z 1 1
4 lg exp Z — -
etlogu <y p -p

hS]
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Direkt aus der Definition von u folgt

_ulogu logu

logy logz

und somit:

ylogzeX 11 _ylogz pr—l
etlogu p = pl—p p eltlogu =

logu
log z logz — ]
= yuloggu eXp 2 £
¢ p<z p
exp (logplog“> -
log z 1
= | Y e . (46
etlogu = p

Da folgende Ungleichung fiirc > Ound 0 <t <1 gilt

exp(ct) — 1 < (exp(c) — ),

logp,

bekommt man fiir ¢ = logu und ¢t = oz

1 1
exp <1og<u> o ) — 1 < (expllogu) — ot

log z
lo
<uEP 4.7)
logz
Wegen des Primzahlsatzes gilt:
Io
3 2P«
= log x
Somit gilt, dass die Anzahl von z-glatten Zahlen in [y] hochstens
ylogz
el log u+0O(u)
ist.
O

Dabei ist es moglich den Faktor log z auf Kosten des Fehlerterms zu eliminieren.
Dieser erhoht sich dann auf O(u log log(3u)). Grundsitzlich soll z so gro3 wie mog-
lich gewihlt werden, wobei nur @ (%/log x) z-glatte Zahlen in [y] enthalten sein sol-
len. Folgende Wahl stellt sich als gut heraus:

loglogl
Z .=exp 0808 08X logx ). 4.8)
4loglog x
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Sei Q die Menge der Primzahlen im Intervall (¥/4, y], dann miissen alle Primzahlen
bis auf (1/54+0(1))*/10g x mit Hilfe der Stufe 2 und Stufe 3 Primzahlen gesiebt werden,
damit das oben beschriebene Verfahren fiir Stufe 4 funktioniert.

Stufe 2

Fiir das Sieben der Stufe 2 Primzahlen wird eine Zufallskonstruktion gewéhlt, in-
dem a,mod p gleichverteilt fiir jede Stufe 2 Primzahl angenommen wird. Man kann
erwarten, dass die iibrigen Elemente um den Faktor y reduziert werden. Sei

1 ,g(l_;_’>

p

y =
p<logx
Diese Produkte lassen sich mit (I.10) wie folgt anschreiben:

e~ 7+O()

logz

—

loglog x

_ loglog x
" logz

Mit der oberen Wahl von z (siehe (4.8))) erhilt man:

4(log log x)?

e log x logloglog x
Mit @.2)) erhdlt man dann:
yy ~ 4cx. 4.9)
Im Speziellen erwartet man sogar, dass Q zu einer Zufallsmenge der Grofie 4¢(*/log x)

wird. In weiterer Folge soll ¢ jedoch grof3 gewihlt werden konnen, was ein weiteres
Argument benotigt.
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Stufe 3

Die Anzahl der Stufe 3 Primzahlen ist nach dem Primzahlsatz ungefihr %@, al-
so kleiner als die 4¢(*/logx) iibrigen Primzahlen. Die Stufe 3 Primzahlen miissen
somit moglichst viele verbleibende Elemente aus [y] sieben. Dieser Schritt gelingt
mit einer technischen Verbesserung der Methoden aus [13]], welche auf zwei weite-
ren Vermutungen basieren, die inzwischen bewiesen wurden. Das Ergebnis ist also
uneingeschrinkt giiltig. Da der Beweis fiir Stufe 3 Primzahlen den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde, wird hier auf die Literatur [[13][8]] verwiesen.

4.2 Kleine Abstinde zwischen Primzahlen

Im Weiteren wollen wir nur noch kleine Abstinde zwischen Primzahlen betrachten,
da es auf diesem Gebiet in den letzten Jahren einige bedeutende Verbesserungen

gab.
Da der durchschnittliche Abstand zwischen zwei Primzahlen log p ist, gilt:
liminf 22— Pn <
n— oo ]()g Dy

Erdos war der Erste der dieses Ergebnis in [[7] festhielt. Diese Schranke wurde zwar
mit der Zeit auf 0, 24 verbessert, ein Durchbruch lies jedoch langer auf sich warten.

4.2.1 Die Resultate von Goldston, Pintz und Yildirim

Im Jahr 2009 machten Goldston, Pintz und Yildirim mit ihrem Artikel ,,Primes in
Tuples I [[9] einen entscheidenden Schritt. Sie bewiesen, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt, sodass der Abstand zur nédchsten Primzahl verglichen mit dem
durchschnittlichen Abstand zur nidchsten Primzahl, beliebig klein werden kann. Das

heif3t:
lim inf 21— Pn

=0.
p=e logp,

Dieses Ergebnis lieferte den Grundstein fiir viele weitere wichtige Entdeckungen.
Unter der Annahme, dass die Elliott-Halberstam Vermutung (S. gilt, konnte
sogar folgendes Ergebnis bewiesen werden:

liminf(p,,, — p,) < 16.
n—oo

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die Idee des Beweises gegeben
werden.
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Satz 4.6
Angenommen die Elliott-Halberstam Vermutung ist giiltig, dann gilt:

liminf(p,,, — p,) < 16.
n—>oo

Beweis: Seik > 2 € Nund H = {h; < ... < h} mit &(H) # 0. Daes
unendlich viele Primzahlen gibt, folgt sofort, dass zumindest eine der Zahlen n +
hy,...,n+ h fiir unendlich viele n eine Primzahl ergibt. Das heilt zumindest eine
arithmetische Progression enthilt unendlich viele Primzahlen. Die Frage ist, ob man
zeigen kann, dass immer zwei dieser Zahlen unendlich oft prim sind. Dafiir muss

man sich iliberlegen, wie man zwei Primzahlen in n + hy, ... ,n + h; findet. Sei x
gro} und x < n < 2x. Angenommen man findet eine nicht negative Funktion a(x)
fiir die gilt:
> a(n) > + Y am) j=1,... k. (4.10)
k
x<n<2x x<n<2x
n+hj€|]:D
Wenn man dann iiber j = 1, ..., k summiert wiirde folgen, dass
Y #l<j<k:n+h €Plam)> Y aln)
x<n<2x x<n<2x
sodass fiir eine Zahl n zwischen x und 2x zumindest 2 Primzahleninn+h,, ... ,n+

h,, sein miissen. Die Frage ist also, wie man ein a(n) findet fiir das (4.10)) gilt. Ana-
log zu Selbergs Sieb wihlen wir a(n) so wie in (3.21).

Um das Problem zu 16sen, muss man nun das Verhéltnis

D a(m /< > a(n)> 4.11)

x<n<2x x<n<2x
n+hj€ﬂ3’

maximieren. Es handelt sich dabei wieder um quadratische Formen, die jedoch nicht
beide gleichzeitig diagonalisiert werden konnen (vgl. (3.11))). Zuerst wihlen wir

hier
logR/d
log R > ’
Das Ziel ist es, ein Polynom zu finden, welches das Verhiltnis (@.1T) maximiert.
Man erreicht schlieflich fiir den Zahler in (4.11):

Y am )~ —E k) /1 T pwog e
(log R)¥ k- 1! ey
0

Ag = u(d)P <

x<n<2x
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Um den Nenner in (4.11)) zu behandeln, erweitern wir das Quadrat in (3.21)) zu

Z Ag, A, Z 1.

dy,d,<R x<n<2x
[dy,dy]|n+hy,....n+hy
n+h,eP
Die Bedingung [d},d,] | n+hy, ..., n+h; bedeutet wie in (3.7), dass nin f([d,, d,])
arithmetischen Progressionen (mod [d;, d,]) liegt. Fiir jede dieser Progressionen
muss man die n zihlen, sodass n+h ; prim ist. Fiir manche Progressionen f([d,, d;])
kann es jedoch passieren, dass diese einen gemeinsamen Faktor mit [d,, d,] haben
und deshalb nicht prim sein konnen. Angenommen es gibt g([d,, d,]) Progressio-
nen, sodass n+h; teilerfremd zu [d, d, ] ist. Fiir jede dieser sind nun die Primzahlen
zwischen x und 2x zu zéhlen. Aus dem Satz iiber arithmetische Folgen erhalten wir,
wenn wir die Fehlerterme ignorieren, dass die Summe iiber » ungefihr

7(2x) — 7(x)
o(ld,, dy])
ist. Dabei zdhlt ¢([d,, d,]) die Anzahl der Restklassen (mod [d;, d,]). #(2x) — 7 (x)
konnen wir mit Hilfe des Primzahlsatzes abschitzen und so gelangen wir zu

g([d,,d,])

X Z Py g(ld,,d,])
logx , 4. "2 (ld). dy))

fiir den Zéhler aus @.T1).

Betrachten wir nun g([d,, d,]): Wenn n + j, prim sein soll, dann muss eine Rest-
klasse n = —h ; (mod p) leer sein. Deshalb gibt es nach Definition @ (vygp) = 1)
Restklassen, die belegt sein diirfen. Aus dem Chinesischen Restsatz folgt, dass g
multiplikativ definiert ist:

gd;,d,) =[] @uw)-D.

plld;.d,]

Aufgrund des Satzes von Bombieri-Vinogradov und seiner Giiltigkeit bis zu \/;,
kénnen wir fiir [d,, d, ], der bis zu R? wiichst, die Schranke fiir R auf x'/* festlegen.

Mit weiteren Standardumformungen erhilt man fiir den Nenner aus (.T1)) schlief3-
lich

e log x log(R)k—1
n+hj€[P’

1
k—2
> am|~ —— &) / G P
0
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und gesamt ist (4.11)) also:

1
logR r ¥ Hk=1)01 _ 22
logx (k—2)!P (1 —y)dy

4.12)

1
k—1
[ G PO - vy

Mit Hilfe von Betaintegralen und mit P(y) = y**" fiir » € N kann man (4.12)) zu

log R 2Q2r+1)

logx \(r+1k+2r+1)

——\ ~ -
<(1/4) <(4/k)

umformen. Dieses Verhiltnis ist am groBten, wenn r bei Vk/2 ist. Mit dieser Wahl
von r gelangt man fiir den zweiten Bruch zu einem Wert knapp unter 4/k und mit der
Wahl von R knapp unter x"/* erhalten wir fiir den ersten Bruch einen Wert knapp
unter 1/4. Die Schranke von 1/k wird so jedoch knapp nicht erreicht.

1/2-¢

Mit der Elliott-Halberstam Vermutung kdnnen wir R = x setzen und erhalten

mit k =7 und r = 1 fiir ein Verhéltnis von 1’—]?5 > i Wihlen wir also eine
Menge H mit 7 Elementen und ©(H) # 0, so erhalten wir fiir unendlich viele # in
n+ hy,...,n+ hy; zumindest zwei Primzahlen.

Mit einer etwas besseren Wahl von P(x) kann man sogar k = 6 erreichen. Das
heil3t also, dass ©({7,11,13,17,19,23}) # 0 und somit kann man unter Annahme
der Elliott-Halberstam Vermutung unendlich viele Primzahlen mit Abstand kleiner

gleich 16 finden.

(]

4.2.2 Weiterentwicklungen und offene Probleme

Goldston, Pintz und Yildirim fassten in ihrem Artikel [9] vier bedeutende Fragen
zusammen. Diese waren zu diesem Zeitpunkt ungeklirt.

1. Kann man ohne Voraussetzungen zeigen, dass es unendlich viele beschrinkte
Abstinde zwischen Primzahlen gibt?

2. Ist 8 = 1/2 eine echte Schranke fiir Primzahltupel (vgl. (1.14))?

3. Kann man mit Hilfe der Elliott-Halberstam Vermutung zeigen, dass es drei
oder mehr Primzahlen innerhalb eines k-Tupels gibt?
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4. Ist es mit Hilfe der Elliott-Halberstam Vermutung und den heute bekannten
Approximationen moglich, die Primzahlzwillings Vermutung zu zeigen?

Die erste Frage wurde von Zhang in [33|] beantwortet. Die Fragen zwei und drei
wurden von Maynard in [15] gelost. Die letzte Frage ist bis heute ungeklirt.



KAPITEL

Beschrinkte Abstinde zwischen
Primzahlen

In seinem Artikel ,,Bounded gaps between primes‘ [33]] bewies Yitang Zhang, dass
es eine endliche Schranke H gibt, sodass es unendlich viele Paare p,, p,,; mit
DPp+1 — P, < H gibt. In diesem Kapitel wollen wir die wichtigsten Sétze und Ideen
kurz zusammenfassen. In einem weiteren Unterkapitel werden wir kurz die kollek-
tiven Verbesserungen von Zhangs Arbeit betrachten.

Quellen fiir dieses Kapitel: [11}12}|31} 33} 28]].

5.1 Der Satz von Zhang

Satz 5.1 (Beschrinkte Abstdnde zwischen Primzahlen)
Es existiert eine natiirliche Zahl H, sodass es unendliche viele Primzahlen p und q
gibt mit |p—q| < H.

Zhang erreichte eine Schranke von 70.000.000 fiir H. Um diese Schranke zu be-
weisen, fiihrte Zhang drei Schritte aus, die hier in umgekehrter Reihenfolge wie-
dergegeben werden.

Satz 5.2 (DHL [k, 2])
Wenn H ein giiltiges kq-Tupel ist, dann existieren unendlich viele n +H die zumin-
dest zwei Primzahlen enthalten.

Zhang erreichte k, = 3.500.000. Mit dieser Schranke ldsst sich sofort Satz|5.1|ab-
leiten, denn H muss aus verschiedenen Primzahlen groBer als k, zusammengesetzt
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sein und es gilt:
7(70.000.000) — 7(3.500.000) > 3.500.000.

Eine wichtige Technik fiir Zhangs Ergebnis ist das Identifizieren von beschriankten
Abstinden zwischen Primzahlen. Dies geschieht mit Hilfe der folgenden einfachen
Uberlegung die bereits von Goldston, Pintz und Yildirim stammt.

Sei
Spi= ) v
x<n<2x
und
k
S, = ) < 9(n+h,.)> v(n)
x<n<2x \i=1
mit
1 P
0(n) = { ogn ne
0 sonst.
Wenn
S, > (log 3x)S, 5.1
gilt, dann folgt, dass
ko

D 0(n+ h,) > log 3x
i=1

fiir x < n < 2x und ein hinreichend groBes x gelten muss. Daraus folgt, dass zu-
mindest zwei Terme in dieser Summe ungleich O sind und somit zwei Indices i,
und i, mitn + h; € P und n+ h;, € P existieren miissen. So konnen beschrénkte
Abstinde zwischen Primzahlen gefunden werden.

Das Problem ist jedoch die richtige Wahl fiir v(n). In [9] verwendeten Goldston,
Pintz und Yildirim ein v(n) der Form:

2
v(n) 1= < Z /I(d)>
d|P(n)

mit
Pm) :=m+h)n+hy)...(n+ hy).
Dabei ist y
3 1 (logR/a "
M) = ud)— < oo R )



5.1. DER SATZ VON ZHANG 51

mitm = k + [ und d € D. Dabei ist D eine Teilmenge der quadratfreien Zahlen
{1,..., R} mit R < x"/*. Der Ausgangspunkt fiir Zhang war natiirlich [9]. Zhang
verbesserte viele der dort verwendeten Methoden. Eine von Zhangs Neuerungen
war, dass er an dieser Stelle fiir D nicht die quadratfreien Zahlen, sondern die B-
glatten Zahlen verwendete.

Definition 5.3 (Glatte Zahlen)
Sei B € N. Eine Zahl m € N heilit B-glatt, wenn jede Primzahl p € P, die m
teilt, kleiner gleich B ist:

p|lm=p<B.

Die Frage ist jetzt, wie man D wihlt und ob man den hier nicht angegebenen Feh-
lerterm beschrinken kann. Zhang verwendete hierfiir folgende Vermutung. Diese
wurde von ihm, jedoch auch unabhéngig davon von Motohashi and Pintz aufgestellt.
Aus diesem Grund wird die folgende Vermutung MPZ Vermutung genannt:

MPZ[tw, 5] Vermutung|
Sei H ein giiltiges ky-Tupel und h; ein Element von H. Weiters sei x grof3. Wir

definieren:
D = x|/4+’w
P = H p
p:p<x®
P(n) := [Jn+h
heH

Fiir jede natiirliche Zahl d sei
Cd):={cezZ/dZ : (c,d)=1;P(c — h;) =0(mod d)}

und fiir jede Funktiony : N — C sei
1
Aid.oy= Y ym——— ) v

x<n<2x (p(d) x<n<2x
n=c(mod d) (n,d)=1
mit
logn neP
0(n) = { g
0 sonst.
Dann gilt:

A(B;d,c)| < xlog™ x.
YD 1A®:d.o)l g

d<D? c€Ci(d)
d|P
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Ignoriert man einen exponentiell kleinen Fehlerterm «, stellt sich heraus, dass man
aus MPZ[w, 6] den Satz DHL [k, 2] ableiten kann. Man benétigt dazu eine glatte
Funktion g : [0, 1] — R, die bei Ordnung k im Punkt 1 verschwindet, mit:

1 1

ko=2 4 ko1
k (ko=1) (52 X dx > / (ko) (x)> ———dx.
O/g O =™ T5dm | & D o™
0 0
Wihlt man nun .
e S — 1 _ k0+lo
g(x) Ve + lo)!( x)

fiir einen reellen Parameter /, > 0 und ignoriert den Fehlerterm «, so erhilt man
aus MPZ[w, 6] den Satz DHL [k, 2], wenn man

ko > (\/1+4w—1>2 (5.2)

hat. Die Details dazu finden sich in [31].

Das wichtigste, jedoch auch am schwierigsten zu beweisende Ergebnis von Zhang
ist:

Satz 5.4

MPZ |w,w] gilt fiir alle 0 < w < ﬁ.

Um dieses Ergebnis in Satz zu erreichen, wihlte Zhang in seinem Beweis ein
beliebiges @ > 0 und argumentierte am Schluss, dass der Beweis nur dann funk-
tioniert, wenn

M 3w <1-2
32 2

gilt, was dquivalent zu @w < 1/1168 ist. Setzt man das nun in (5.2) ein, erhélt man
ky = 341.640 und somit bereits eine leicht bessere Schranke als die von Zhang
angegebene.

5.2 Die Methode von Goldston, Pintz und Yildirim

Die in diesem Abschnitt beschriebene Vorgangsweise beruht zu groflen Teilen auf
dem Artikel [9]] von Goldston, Pintz und Yildirim und wurde von Zhang fiir seinen
Artikel [33]] bedeutend verfeinert. Da es im Zuge dieser Arbeit ohnehin weder mog-
lich ist den kompletten Beweis von Satz [4.6] (Goldston, Pintz und Yildirim) noch
von Satz |5.1|{(Zhang) wiederzugeben, soll zumindest ein Uberblick verschafft wer-
den. Wie bereits erwihnt, war eine der wichtigen Verbesserungen von Zhang die
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Betrachtung von glatten Zahlen anstatt der von Goldston, Pintz und Yildirim ver-
wendeten quadratfreien Zahlen. Die weiteren Uberlegungen funktionieren jedoch
sowohl fiir die glatten als auch fiir die quadratfreien Zahlen.

Quellen fiir dieses Kapitel: [11} 12} |33]].

Beginnen wir mit der Ungleichung (5.1). Es folgt direkt, dass

k
> v (Z 6(n + h;) — log 3x> >0

x<n<2x i=1

gilt. Man kann diese Summe wie folgt erweitern:

k

Y AdDidy|Y, D b(m+h)-logdx Y 1|.  (53)

d,d,<R i=1 x<n<2x x<n<2x
D:=[d,,d,] D|P(n) DI|P(n)

Sei nun Q(D) die Menge der Kongruenzklassen m (mod D) mit D|P(m). Weiters
sei ,(D) die Menge der Kongruenzklasse m € (D) mit (D, m + h;) = 1. Dann
ergibt sich fiir den geklammerten Ausdruck in (5.3):

D bmn+h)—log3x Y YL (5.4)

i=1 meQ;(D) x<n<2x meD x<n<2x
n=m(mod D) n=m(mod D)

k

Diese Umformung entspricht dem Ubergang von D|P(n) in die bei Definition
verwendete Sichtweise. Es gilt:

Y 1= 400 (5.5)
D
x<n<2x
n=m(mod D)

Hierist D := [d,,d,] < d;d, < R*>. Da R < x>~ gewihlt wurde, ist der Feh-

lerterm fiir die ndchsten Berechnungen irrelevant.

Aus Formel (1.12)) wissen wir:

> 0+ k) =6@x:D.m+hy) — 0(x; D.m + hy)

x<n<2x
n=m(mod D)

- X
o(D)

(5.6)
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Der hier auftretende Fehlerterm kann durch den Satz von Bombieri-Vingradov (Satz
1.42) beschriinkt werden, da D < x>~ Fiir die folgenden Uberlegungen igno-
rieren wir diese Fehlerterme.

Die Mengen (D) und Q;(D) konnen mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes (Satz
konstruiert werden, wenn D € P. Wenn w(D) := |Q(D)|, dann ist w(-) eine
multiplikative Funktion. Wenn auerdem jedes |€2;(p)| = w(p) — 1 =: »*(p) und
jedes |Q,(D)| = w*(D) ist, so ist @* ebenfalls multiplikativ und wir erhalten fiir

(5.4) mit Hilfe von (5.3)) und (5.6):
* X X
20) (D)_<p(D) — (log 3x)a)(D)B. (5.7)

Dies kann man weiter zu

w*(D) (D)
X <k (p(D) - (10g 3X)T>

umformen. Setzen wir nun in (5.3) ein, erhalten wir

Z A(d ) Adp)x <kw*(D) — (log 3x)—w(1;))>

dy <R ¢(D)
D:=[d, d,]
und damit:
@*(D w(D
il X (i L) -aoesn ¥ (aanian™?)
dy. <R »(D) d.d,<R
D:=[d,.d] D:=[d d,]
(5.8)

Da der Ausdruck (5.7) typischerweise kleiner als Null ist, konnen die Gewichte 4,
und A, nicht alle positiv gewihlt werden. Um die Summen iiber 4; und 4, auszu-
werten, gibt es mehrere Moglichkeiten. Davon werden einige in [12] behandelt. An
dieser Stelle wollen wir nur eine Methode wiedergeben.

5.2.1 Auswertung der Summen mittels Perrons Formel

Das Auswerten der Summen in (5.8) ist wie bereits erwihnt deshalb schwierig, da
sowohl positive als auch negative Terme auftreten und es deshalb zu Aufthebungen
kommt. Perrons Formel erlaubt es, mit Hilfe von komplexer Analysis, Ungleichun-
gen auszuwerten.
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Satz 5.5 (Perrons Formel)

Es gilt:
. i 1 fiiry>1
y
S —ds = 1 1 =
T S s /2 firy=1
2—ico 0 fiir0<y<1.

Um herauszufinden, ob d < R ist, berechnet man das Integral mit y = R/a. Der
Fall, dass d = R ist, hat in unseren Summen einen vernachlédssigbaren Effekt. Die
zweite Summe in (5.8) lésst sich wie folgt anschreiben:

2+ico 2+ico
D R/4.)51 R/4.)52
Ty L/(/l) @, L_/(/o as,|.
) D |2xi 51 2ri Sy
1422 2—ico 2—ic0
D:=[d,,d]
Das ist dquivalent zu:
1 / MADAd) (D) | povyds2dss oo
Qriy? ool dydy D Sy S
e Lot

Um die innere Summe zu berechnen, widmen wir uns dem Spezialfall A(d) = u(d),
da der allgemeine Fall analog zu behandeln ist. Wir haben also:

Z u(du(d,y) o([dy, d,])
di'd?  ldn.dy)] )

dy.dy>1

Der Summand besteht ausschlieBlich aus multiplikativen Funktionen und kann da-
her fiir jede Primzahl p einzeln ausgewertet werden. Sollte p? entweder d; oder
d, teilen, folgt sofort wegen Definition dass der Summand 0 ist. Wir miissen
daher die folgenden vier Fille betrachten:

1. ptd,undp+td,
2. pldyundptd,
3.ptdyundp|d,
4. pldyundp|d,

Der p-te Faktor ist deshalb:

1 w(p) 1 o(p) 4 1 w(p)
pvop  p2op  pithe op o
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Fiir hinreichend grof3es p gilt w(p) = k und somit:

-k __k & (5.10)

p51+1 ps2+l ps1+s2+l ’

-1
Laut Satz|1.36|ist der p-te Faktor der {-Funktion (1 — #) , womit wir (5.10) wie
folgt approximieren konnen:

-k k k
1- 1 1 - ! 1- ! .
p1+51+52 p1+sl pl+52

Zusammengefasst haben wir fiir die innere Summe von (5.9) folgendes erreicht:

Z u(d)u(d,) w(ld,,d,]) NH(] B 1 >_k <1_ 1 >k<1 B 1 )k
dy.dy>1 d;l d;z [d1 , d2] 2P p1+s1+s2 p1+s1 p1+s2

1+ s, + 5,k

= . 5.11
C+ sRE(L + sp)k ( )
Wir erhalten also fiir (5.9):
k
1 g(l +5+ SZ) G(Sl,Sz)RSH_SZ%& (512)
(2mi)? C(1+ sk + 57)k Sy 1
Re(s;)=2
Re(s,)=2
mit:

U+ )R+ )
Glor02) 3= C(1+ 51+ sk <1_

Lo 1op 1 w(p)>
p p p2 p  ptR op
(5.13)

Um den Wert des Integrals (5.12) zu bestimmen, sind noch eine Reihe von weiteren
Schritten notwendig, die wir hier kurz skizzieren wollen. Eine genaue Abfolge und
Erkldrung dieser Schritte findet sich in [[17]].

Zuerst wird der Integrationsweg auf Re(s;) = </logU und Re(s,) = </(2logU) mit
U = exp( \/IOE) verschoben. Auflerdem wird das s; Integral auf | Im(s,)| < U
und das s, Integral auf | Im(s,)| < U/2 begrenzt. Wir wollen diese neuen Inte-
grationswege in weiterer Folge L, und L, nennen. Da durch das Verschieben des
Integrationsweges keine zusitzlichen Pole auftreten, reicht es das neue Integral zu
bestimmen. Mit mehreren Abschitzungen lisst sich folgende Ungleichung zusam-
mensetzen:

1+ s, + 5,k
C + sKE(1 + sp)k

G(sy,5,) R | < exp(cy/log x).
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Mit Hilfe dieser Abschitzung ldsst sich der Fehler, der durch das Begrenzen ent-

steht, mit exp(—c log x) beschrianken. Wendet man nun den Residuensatz auf das
Integral (5.12) an, folgt:

L <§gg(g(sl, 57)) + sligssz(g(sl, Sz))) dsy + O(exp(—cy/logx))  (5.14)

2mi
L,
mit .
C(I+s;+s7) Rs1+%2
g(sy, 8p) 1= kl 2 -G (51, 5)——|-
(1 + s+ 57) 5152
Durch diverse Abschitzungen und Umformungen fiir Res erhilt man fiir (5.14):
S1==S5,
L es(g(sy, 52))ds, + (loglog x)°V (log x)k+!="/2 (5.15)
27mi 51=0
L,

wobei k eine groB3e natiirliche Zahl, / eine wesentlich kleinere natiirliche Zahl und

E(1+ 5, + 8,)(s + s2)>k

z2(s1,8,) 1= G(sy, 85) ( CA+s)DC +s5)

ist. Durch eine weitere Verschiebung des Integrationsweges von L, auf

c U
Ly = {Re(sz) = @,Im(@) < 3}

erhilt man fiir (5.15):

Rsl+s2

Res Res z(s1, $5)
5,=0 5,=0 1-22 (515))FH+1 (5, + 55)K

1 Rs1+s2 o i

= z(s1, s ds,ds,+(log log x)°D(log x)k*+-"/2,
i / / (51 2)(s1s2)k+1+1(s1 IR (loglog x)™ " (log x)
[s2l=p|s11=2p

Dabei ist p eine kleine positive Konstante. Durch weitere Umformungen erhilt man

schlieBlich

z(0,0)

= i <21> (log R**?' + O(log N**?'~!1oglog N*).

)






KAPITEL

Aktueller Stand der Dinge

Nach dem Erscheinen von Zhangs Arbeit dauerte es nur wenige Tage bis die ers-
ten offensichtlichen Verbesserungen der Schranke 70.000.000 gefunden wurden.
Durch diverse Techniken schafften auf der einen Seite Maynard und unabhéngig
davon das Polymath Projekt, welches spéter in zwei Subprojekte gegliedert wurde,
bedeutende Verbesserungen. Durch die zeitliche Nidhe von Maynards Artikel und
dem Polymath8a Projekt wurden die Verbesserungen vom Polymath8a Projekt zu
einem grof3en Teil obsolet. Die zwei verschiedenen Ansétze wurden schlieBlich im
Polymath8b Projekt zum aktuell besten Ergebnis von H = 6 kombiniert.

Quellen fiir dieses Kapitel: [29, 15|30, (18} |19].

Zuerst verallgemeinern wir die Definition von H (vgl. Definition [2.6)):

Definition 6.1
Fiir m, n € N sei:

H, :=liminf(p,,,, — p,)
n—oo
und
H = Hl'

Das heiit H,, ist die kleinste Zahl, sodass es unendlich viele Intervalle der Linge
H,, gibt und diese Intervalle mindestens m + 1 Primzahlen enthalten. Wir haben
bereits in den vorangehenden Kapiteln die Primzahlzwillings Vermutung kennen-
gelernt. Diese ist dquivalent zur Vermutung, dass H; = 2 gilt.
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6.1 Uberblick

e Polymath8a: ,,Bounded gaps between primes* [18]] beschiftigte sich mit dem
Verbessern der Schranke H; von Satz|5.1|und endete mit H; = 4680.

e Maynard verbesserte in [[15] Zhangs Schranke erheblich auf H; = 600.

e Polymath8b: ,,Bounded intervals with many primes* [19] beschiftigte sich
mit der weiteren Verbesserung von 7{,. Hierfiir wurden die Ergebnisse von
Maynard und Polymath8a kombiniert und man erreichte 7{; = 246. Unter
der Annahme der verallgemeinerten Elliott-Halberstam Vermutung erreichte
man sogar H,; = 6. Das Projekt beschiftigte sich auBerdem mit dem auffinden
von Werten fiir H,, und erreichte auf diesem Gebiet eine ganze Reihe von
Ergebnissen.

6.2 Die Ergebnisse von Maynard

Wenn man nach beschrinkten Intervallen sucht, die mehr als zwei Primzahlen ent-
halten, kann man die Goldston, Pintz und Yildirrm Methode weder in ihrer ori-
ginalen, noch in der von Zhang verbesserten Form verwenden. Selbst unter der
Annahme der Elliott-Halberstam Vermutung ist das beste verfiigbare Ergebnis aus
[91: B
liminf 22221 _

= logp,
Maynard konnte in [15]] ohne die Elliott-Halberstam Vermutung zeigen, dass es
Intervalle mit beliebig vielen Primzahlen gibt. Er erreichte das folgende wichtige

Ergebnis:

Satz 6.2

Sei m aus den natiirlichen Zahlen, dann gilt
liminf(p,,,, — p,) < Cm’e*™
n—>oo
fiir eine Konstante C.

Dieser Satz wurde laut Maynard unabhéngig auch von Terence Tao bewiesen. Er
schrieb dazu in [15]]: ,,Terence Tao (private communication) has independently pro-
ven Theorem 1.1 (with a slightly weaker bound) at much the same time.*

Aus diesem Grund wird dieser Satz teilweise als ,,Satz von Maynard-Tao “‘ bezeich-
net.
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Maynard erreichte in [15]] auch folgendes explizites Ergebnis:
Satz 6.3

liminf(p,,.; — p,) < 600
Also H; < 600.

Es ist wichtig zu bemerken, dass Maynard dieses Ergebnis ohne die von Zhang ent-
wickelten Techniken beweisen konnte. Er verwendete nur den Satz von Bombieri-
Vinogradov.

6.3 Das Polymath Projekt

Das Polymath Projekt wurde 2009 von Timothy Gowers als Experiment gegriindet.
Er wollte herausfinden, ob es moglich ist, Forschung im Bereich der Mathematik
als online organisierte Community zu betreiben. Das achte Projekt in dieser Reihe
wurde von Terence Tao administriert und war ein grof3er Erfolg.

6.3.1 Polymath8a

Im Polymath8a Projekt: ,,Bounded gaps between primes* [[18] ging es darum, die
Schranke H = H; und die neuen Techniken von Zhang zu verbessern. Das Pro-
jekt endete mit H; = 4680. Da Maynard zur gleichen Zeit mit seinem Artikel [|15]
ein wesentlich besseres Ergebnis mit weniger komplexen Methoden erreichte, wur-
de ein Teil des urspriinglichen Artikels tiberfliissig. Man veroffentlichte schlieBlich
nur einen Teil der Methoden, die fiir das Ergebnis verwendet wurden. Dieser Teil
befasst sich hauptséchlich mit arithmetischen Progressionen mit grofen Moduln,
bei welchen die Restklasse nicht fix ist. Der wichtigste Satz dabei ist:

Satz 6.4
Sei
1 7
0=-+—
2 300
und seien € > O und A > 1 fixe reelle Zahlen. Fiir alle Primzahlen p sei a,, eine fixe

invertierbare Restklasse modulo p und fiir ¢ > 1 quadratfrei sei a, die eindeutig

invertierbare Restklasse modulo q mit

!
a, = aymod p
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wobei p'|q. Dann existiert ein 8 > 0, welches nur von € abhdngt, sodass fiir x > 1

Z ‘w(x,q,aq)—i < —
i @(q) log” x

q<x
q xP—glart
q quadratfrei

gilt. Dabei hdngen die Konstanten nur von A, € und 6 ab, jedoch nicht von den

Restklassen a »

Hier ist y iiber die Mangoldtfunktion (vgl. Definition [1.16]) wie folgt definiert:

viga) = Y A

n<x
n=a mod ¢

6.3.2 Polymath8b

Im Polymath8b Projekt: ,,Bounded intervals with many primes* [19]] ging es darum,
den Wert von H; weiter zu verbessern. AuBlerdem versuchte man moglichst gute
Werte fiir verschiedene H,, zu finden, indem man die Techniken aus Polymath8a
mit denen von Maynard [|15]] kombinierte. Das Projekt endete mit H; = 246 und
diversen Werten fiir spezielle ,,,.

Im Polymath8b Projekt spielt die verallgemeinerte Elliott-Halberstam Vermutung
eine wichtige Rolle.

Definition 6.5
Fiir jede Funktion o : N — C mit endlichem Tréger und fiir eine Restklasse

a(q) gilt:

[Verallgemeinerte Elliott-Halberstam Vermutung|
Sei x¢ < N, M < xl_gﬁlr ein fixes € > 0 so, dass NM ~ x und seien a,
Koeffizientenfolgen in der Grifie von N, M. Dann gilt

sup  |A(a * f;a(q)] < xlog_A x

oo AEZ /4Ly

fiir jedes fixe A > 0. Dabei bezeichnet * das Dirichletprodukt (siehe Definition

[7:3).
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Diese Vermutung wurde bereits 1986 in [3]] aufgestellt und kann mit einer modi-
fizierten Variante des Satzes von Bombieri-Vinogradov fiir 0 < 6 < 1/2 gezeigt
werden.

Tabelle[6.T]listet die aktuell besten gefundenen Werte von 7, auf. Dabei ist EH die
Elliott-Halberstam Vermutung (siehe S.[I7) und VEH die verallgemeinerte Elliott-
Halberstam Vermutung (siehe S. [62).

H, ‘ vermutet ‘ mit EH ‘ mit VEH ‘ ohne EH
H, 2 12 6 246

H, 6 270 252 395.106
H, 8 52.116 - 24.462.654
H, 12 474.266 - 1.404.556.152
H;s 16 4.137.854 - 78.602.310.160

Tabelle 6.1: Die besten Ergebnisse fiir 7, [19].

Diese Ergebnisse entsprechen nicht denen im originalen Artikel [[19]], da die Schran-
ken nach der Veroffentlichung weiter verbessert werden konnten.
AuBerdem wurden folgende Sétze bewiesen:

Satz 6.6
Es gilt:

28

H, < Cme(4_ﬁ>m

fiir alle m > 1 und eine Konstante C.

Mit Hilfe der Elliott-Halberstam Vermutung kann das Ergebnis wie folgt verbes-
sert werden:

Satz 6.7
Angenommen die Elliott-Halberstam Vermutung gilt fiir alle 0 < 0 < 1, dann gilt:
H, < Cme™™

fiir alle m > 1 und eine Konstante C.

Ein weiterer wichtiger Satz ist der ,,near miss *“ Beweis fiir die Primzahlzwillings
Vermutung.
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Satz 6.8
Angenommen es gilt die Elliott-Halberstam Vermutung fiir alle 0 < 0 < 1, dann

gilt mindestens eine der folgenden Aussagen:
1. H, =2 (Primzahlzwillings Vermutung).

2. Wenn n ein geniigend grofies Vielfaches von 6 ist, dann ist zumindest n oder

n — 2 als Summe von zwei Primzahlen darstellbar.

Die gleiche Aussage gilt auch, wenn man n — 2 mit n + 2 ersetzt.



Bezeichnung
(a,b)

A(x) ~ B(x)

P

[dy,d,]

[x]

C

S < g(x)

Pn

#A

Re(x)

Liste verwendeter Symbole

Beschreibung
GroBter gemeinsamer Teiler von a und b

Fiir zwei Funktionen A und B bedeutet ~, dass % = 1 fiir x - oo gilt.
k-te Ableitung von P

Kleinstes gemeinsames Vielfaches von d; und d,
max{k € Z | k < x}

Menge der komplexen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, ...}
Menge der Primzahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Es existiert eine Konstante ¢ > 0 mit f(x) < cg(x).
n-te Primzahl

Anzahl der Elemente in A

Fiir eine komplexe Zahl x = a + ib ist der Realteil Re(x) = a.
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66 Liste verwendeter Symbole

Bezeichnung Beschreibung

alb a teilt b ganzzahlig

athb a teilt b nicht ganzzahlig

H H :=(hy,..., ) mith; €N

Z# Summe iiber nicht quadratfreie Elemente
2/ Summe iiber quadratfreie Elemente

A" Die Einheitengruppe des Ringes A



Liste der Vermutungen

DHL[k,2] Vermutung

Dicksons Primzahl k-Tupel Vermutung
Elliott-Halberstam Vermutung
Hardy-Littlewood Vermutung

MPZ|[w, 5] Vermutung

Primzahlmehrlings Vermutung [23]
Primzahlzwillings Vermutung

Quantitative Primzahlzwillings Vermutung
Riemannsche Vermutung

Verallgemeinerte Elliott-Halberstam Vermutung

Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung
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