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Zusammenfassung

Die Schrodingergleichung ist eine der fundamentalen Gleichungen der Quantenmechanik und hat
als solche zahlreiche Anwendungen in der Physik. Traditionell ist sie als Anfangswertproblem auf
dem gesamten Raum R? gestellt. Fiir viele numerische Verfahren ist es nétig, das Problem auf
ein beschrinktes Gebiet zu reduzieren. Fiir den dadurch eingefiihrten kiinstlichen Rand werden
passende Randbedingungen bendétigt, fiir welche sich die damit erhaltene Losung so wenig wie
moglich von der Losung des Ganzraumproblems unterscheidet.

Da es sich bei der Schrédingergleichung um ein zeitabhéingiges Problem handelt, miissen geeig-
nete Verfahren verwendet werden, um eine Folge von Approximationslosungen zu berechnen.
Zeitdiskretisierungen teilen sich in zwei Familien auf: die Mehrschrittverfahren sowie die Runge-
Kutta-Verfahren. Diese Arbeit beschéftigt sich damit, transparente (oder nicht-reflektierende)
Randbedingungen fiir die Folge von semidiskreten, das heift von zeitlich diskreten aber rdumlich
noch kontinuierlichen, Losungen herzuleiten und auf ihre numerische Stabilitéit zu untersuchen.
Die dabei verwendete Methode stellt sich als dquivalent zu einer Diskretisierung von transpa-
renten Randbedingungen der kontinuierlichen Losung mittels Faltungsquadratur heraus.

Fiir den Fall, dass fiir die Zeitdiskretisierung ein Mehrschrittverfahren verwendet wird, gibt es in
der Literatur zahlreiche Arbeiten, in welchen entsprechende Randbedingungen hergeleitet und
untersucht werden. Einen Uberblick liefert etwa [AAB*08]. In dieser Arbeit werden nun auch
fiir Runge-Kutta-Verfahren entsprechende Randbedingungen hergeleitet und sowohl theoretisch
wie auch numerisch untersucht. Die vorliegende Arbeit konzentriert sich dabei auf den Fall der
eindimensionalen Gleichung. Am Ende werden dann Moglichkeiten zur Verallgemeinerung auf
hohere Raumdimensionen mittels Randelementmethoden kurz angesprochen.
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1. Einfiihrung

Die Schrédingergleichung ist in einer Raumdimension gegeben durch:
Finde u(x,t), sodass

{igtu(x,t) = —u(w,t) + V(@)u(z,1), z€R, 1€ (0,00) (1.1)

u(+,0) = up.
Wir schreiben die Gleichung auch oft als

iuy = Hu (1.2)

mit dem Hamilton-Operator

2

(Hu) (z,t) := z,t) + V(x)u(z,t). (1.3)

~ oz

Fiir den Rest der Arbeit stellen wir einige Anforderungen an die Gleichung.
Fiir das auftretende Potential gelte:

o V(z)e R VzeR,

e der zu V gehorige Hamilton-Operator H ist ein dicht definierter selbstadjungierter Ope-
rator von L2(R) nach L?(R) im Sinne von Definition 1.3,

o V(z)=V, fir x <z und V(z) =V, fiir x > z,, wobei V,V, € R.

Wir interessieren uns fiir die Approximation der Losung auf einem kompakten Intervall [z, x,].
Fiir die Anfangsbedingung ug gelte:

® Supp ug C [xla'IT]a

e vy € dom (H).

1.1. Selbstadjungierte Operatoren

Fiir die Theorie der Schrodingergleichung ist der Begriff des unbeschrénkten selbstadjungierten
Operators aus der Funktionalanalysis von grofler Bedeutung. Wir wiederholen daher hier die
wichtigsten Definitionen und einige fiir den speziellen Fall der Schrodingergleichung wichtige
Resultate. Die folgenden Aussagen sind aus [Wer(07] iibernommen. Dort findet sich auch eine
detailliertere Einfithrung in die Theorie zusammen mit den genauen Beweisen. Im Folgenden
bezeichne H stets einen komplexen (nicht notwendigerweise separablen) Hilbertraum.

Definition 1.1. (a) Ein Operator T : H D dom (T') — H ist eine lineare Abbildung, deren
Definitionsbereich dom (7") ein (i.a. nicht abgeschlossener) Unterraum von H ist.



(b) Ein Operator S : H D domS — H heiit Erweiterung von T, falls dom (T') C dom (5),
sowie Sz = Tz fiir alle z € dom (T'). Wir schreiben T' C S.

(¢) Zwei Operatoren sind gleich, T'= S, falls T C S und S C T.
Definition 1.2. Ein Operator T : H D dom (T') — H heifit
(a) dicht definiert in H, falls dom (T') = H ist;

(b) abgeschlossen, falls der Graph von T als Teilraum von H x H abgeschlossen ist;

(c) symmetrisch, falls

(Tz,y)yg = (2, Ty)y Vz,y € dom (7).

Definition 1.3. Sei T dicht definiert. Wir betrachten den Unterraum
dom (T7):={y € H : o — (Tz,y)y ist stetig auf dom (T') }.
Dann ist durch die Eigenschaft
(Tz,y)yg = (2, Ty) g Vo € dom (T) ,y € dom (T)

ein Operator 7% : H D dom (7*) — H wohldefiniert. Wir nennen 7% den zu T adjungierten
Operator. Gilt aulerdem 7' = T™, so nennen wir 1" selbstadjungiert.

Als Letztes bendtigen wir noch die Definition des Spektrums eines unbeschrankten Operators.
Definition 1.4. Sei T : H D dom (T') — H dicht definiert. Wir definieren:

(a) p(T):={AeC:(A\—T):dom (T) — H ist bijektiv und
(A —T)~! ist ein beschrénkter Operator auf H }

heifit die Resolventenmenge von T,
(b) o(T) :=C\ p(T') heifit das Spektrum von T.
Satz 1.5. Sei T': H D dom (1) — H dicht definiert. Dann gilt:
(a) T* ist abgeschlossen,
(b) T ist symmetrisch, genau dann wenn T C T*,
(c) fiir selbstadjungierte T gilt o(T) C R.
Ein wichtiges Resultat iiber selbstadjungierte Operatoren ist der folgende Satz:

Satz 1.6 (Spektralsatz, Multiplikationsoperatorversion). Sei H ein Hilbertraum, T : H D
dom(T') — H selbstadjungiert. Dann existieren ein (im separablen Fall o-endlicher) Mafiraum
(Q,%, 1), eine mefbare Funktion f : Q — R, sowie ein unitirer Operator U : H — L?(u) mit:

(a) € dom (T) < f -Ux € L*(u).
(b) UTU p = f - ¢ =: My(p) fir ¢ € dom(M;y) :={¢ € L*(n) : fop € L*(1)}-
Beweis. Dieser Satz findet sich in [Wer07] als Satz VIL.3.1. O



Bemerkung 1.7. Fiir den Spezialfall, dass das Potential V' (z) konstant ist kann auf die An-
wendung der Spektraltheorie verzichtet werden. Die im obigen Satz auftretende unitéare Trans-
formation U kann dann durch Fourier-Transformation realisiert werden. f wird dann zu |z|2+V,
und der Mafiraum ist R mit dem Lebesgue-Maf3.

Als letztes betrachten wir noch Bedingungen dafiir, dass der in der Schrédingergleichung auf-
tretende Hamilton-Operator selbstadjungiert ist.

Satz 1.8. Der Operator —A (im distributionellen Sinn) ist auf L*(R?) selbstadjungiert mit
Definitionsbereich H?(R?).

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Wer07] als Beispiel VIL.2 (d). O

Satz 1.9 (Kato-Rellich). Sei T selbstadjungiert. Ist A ein symmetrischer Operator, der zusdtzlich
T-beschrinkt mit Konstante kleiner 1 ist, d.h. es existieren Konstanten a > 0 und b < 1, sodass
gilt: dom(A) D dom T und

|Aul| < al|ul| + b ||Tul| Vu € dom (T,
dann ist T + A selbstadjungiert.
Beweis. Dies ist Satz X.12 in [RS75]. O

Korollar 1.10. Wir interessieren uns fir Operatoren der Gestalt v — —Au + V(z)u auf
L*(R%). Die Voraussetzungen des vorigen Satzes sind insbesondere fiir beschrinkte Potentiale
V(z) gegeben. Aber auch das Coulomb-Potential V(x) := ﬁ im R? erfiillt die Voraussetzungen.

Fiir Details sei auf [Wer07, Seite 388] bzw. [RS75] verwiesen.

1.2. Die Schrédingergleichung als C,-Halbgruppe

Bevor wir Diskretisierungen und Randbedingungen fiir die Schrédingergleichung diskutieren,
betrachten wir sie zunéichst noch auf dem kontinuierlichen Level iiber einen passenden funktio-
nalanalytischen Zugang. Die Theorie hierfiir sind stark stetige Halbgruppen (Cy-Halbgruppen).
Wir beziehen uns wieder auf [Wer07]. X sei im Folgenden stets ein komplexer Banachraum.

Definition 1.11. Eine stark stetige Operatorhalbgruppe (oder Cp-Halbgruppe) ist eine Familie
T : X — X, t > 0, von stetigen linearen Operatoren auf einem Banachraum X mit folgenden
Eigenschaften:

(1) To =1d,
(2) Tsqt = TsT; fiir alle s,t > 0,
(3) limyo Thx = z fir alle x € X.

Definition 1.12. Sei (T3)¢>o eine Cp-Halbgruppe auf X. Der infinitesimale Erzeuger oder
infinetismale Generator von (1) ist der Operator

T —
Az := lim Lht T
h—0 h
auf dem Definitionsbereich
T —
dom (A) = {x € X : lim % existiert} .

h—0



Der Zusammenhang zwischen Schrodingergleichung und Cy-Halbgruppen wird durch folgende
Resultate hergestellt:

Satz 1.13. Sei A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (1) und sei xo € dom (A). Dann ist die
Funktion u : [0,00) — X, wu(t) := Tyxg stetig differenzierbar, dom (A)-wertig und lést das
folgende Anfangswertproblem:

u = Au, u(0) = zg.

Ferner ist u die einzige Losung dieses Problems mit den obigen FEigenschaften und u(t) hingt
stetig vom Anfangswert xqo ab.

Beweis. Dieses Resultat findet sich in [Wer07] als Satz VII.4.7. O

Losbarkeit von Anfangswertproblemen der obigen Form wird durch den folgenden Satz sicher-
gestellt:

Satz 1.14 (Satz von Stone). Sei A ein dicht definierter, im Allgemeinen unbeschrinkter Ope-
rator auf X. Dann gilt: 1A ist selbstadjungiert, genau dann wenn A der Erzeuger einer stark
stetigen Halbgruppe, bestehend aus unitdren Operatoren ist.

Beweis. [Wer07] formuliert diesen Satz als Aufgabe VII.5.39. Ein vollstdndiger Beweis findet
sich etwa in [Kal], Korollar 5.4.6. O

Angewendet auf die Schrodingergleichung (1.2) bedeutet das mit X = L%(R) und i4 := H,

Satz 1.15. Fiir einen Anfangswert ug € dom (H) C H%(R) hat die Schrédingergleichung (1.1)
bzw. (1.2) fir alle Zeiten t > 0 eine eindeutige Losung im Sinne von Satz 1.13. AufSerdem gilt,
dass die L?-Norm in der Zeit erhalten bleibt:

lul 2@y = luoll 2wy VE>0.



2. Mehrschrittverfahren

Zunéchst betrachten wir den einfacheren Fall, dass fiir die Semidiskretisierung ein A-stabiles
lineares Mehrschrittverfahren (LMV) mit konstanter Schrittweite At verwendet wird.

Das Verfahren ist gegeben durch die reellen Koeffizienten o, 3;, j = 0,... K, wobei die Koeffi-
zienten «yq, Bg # 0 sind, das heifit wir betrachten nur implizite Verfahren. Die Approximationen
un () = u(x,nAt) sind dann gegeben als Losungen von

L Z auI = Zﬁj (—8% +V)u" Vn > K. (2.1)

Wir nehmen an, dass die fiir das Verfahren notigen Startwerte u°,...u~! € dom (H) gegeben
sind, und suppw’ C [z, z,] erfiillen.

Definition 2.1. Ein Mehrschrittverfahren heifit A-stabil, wenn gilt:
Aus R(\) < 0 folgt, die numerische Losung von 3 = Ay ist beschriinkt.

Im Weiteren bendttigen wir des 6fteren folgendes bekannte Resultat:

Lemma 2.2 (Diskretes Gronwall Lemma). Sei (y,), (fn), (gn) drei Folgen nicht-negativer Zah-
len mit

Un < fat D Gk Uk
0<k<n

Dann gilt

n—1 .
Un < fut Y Frgpei=i+1 9,

0<k<n

Wird in jedem Schritt nur auf den Vorginger zugegriffen, gilt folgende verschérfte Variante:
Es gelte

Yn+1 < (]— + 5n)yn + M.

Dann gilt
n—1 .
Yn < | Yo + an 250 %
=0

Beweis. Ein Beweis der ersten Aussage findet sich etwa in [Hol|. Die verschérfte Variante ist
ein einfacher Induktionsbeweis. O



Lemma 2.3. Sei das Potential V' zusdtzlich zu den allgemeinen Voraussetzungen aus Kapitel
1 noch beschrinkt. Dann existieren Konstanten C' und A, die unabhdngig von n und At sind,
sodass fir die Approximationen aus (2.1) gilt:

K-1
n < An H k’ 2.9
Ju HL2(R)—C€ kZ:O u 2R (2.2)
K-1
n < An H kH ) 9.
™|l 1.y < Cle kZ:O o (2.3)

Beweis. Wir mochten zunichst die L?-Norm der u” beschrénken. Hierzu gehen wir von der
Gleichung (2.1) aus und betrachten das L?-innere Produkt mit der Funktion Zfio Bru™k:

L (X K K K
= —k —; —k
AL § a;u", E B u" = E BiHu", § Bru™
=0 =0 =0 k=0

L2(R) L2(R)

K K
= (BB ) B
§=0 k=0

Der Operator H ist symmetrisch, daher ist der Ausdruck auf der rechten Seite rein reell. Be-
trachten des Imaginérteils liefert damit:

1 K K
n—j n—=k _
E?R Zaju J,Zﬁku =0.
j=0 Jj=0 L2(R)

L2(R)

Hervorheben der Terme mit u™ ergibt:
K

K
aofo HUTLH%Q(R) — Z Z Ozjﬁké]% (un_j, u"—k) .

j=1 k=1
K . .
+ > cofR (u”, u") pagy + B (" u") -
j=1

Wendet man auf die in der rechten Seite auftretenden inneren Produkte die Cauchy-Schwarzsche
und die Youngsche Ungleichung mit hinreichend kleinen Gewichten fiir die 4™ Terme an, so erhélt
man durch einfache Rechnung;:

K
lu 32y < C 3 [0 oy
j=1

Die diskrete Variante des Gronwall Lemmas (Lemma 2.2) liefert daraus dann die Behauptung
fiir die L2-Normen mit fj, := HukHiz(R) , k=0,..., K—1, fp =0Vk > K und g; :=C.
Die H' Abschitzung verliduft dhnlich. Wir beginnen wieder mit der urspriinglichen Gleichung,
testen aber mit Zszo agu™~* und erhalten:

2

. K k
ﬁ Z aju”*j _ Z Z Oéjﬁk (Hun*j, unfk> L2(R). (2.4)

§=0 [2r) =0 k=0



Wir betrachten den Realteil der Gleichung und erhalten somit:

K k
0= Z Z a; BN (Hu" 7, u”_k>L2(R). (2.5)

§=0 k=0

Fine einfache Nebenrechnung ergibt:
(Huj,uk> = / —02Iuk 4V (z)uuk = / Dptid - Dpub + V (x)ul uk
R R

und somit

(510, 0)] < 0 Ly o] g+ 7 e 0 g ] -

Zuriick in Gleichung (2.5) erhalten wir, da (Hu™, u™);2 reell ist, durch einfaches Umformen und
Anwenden der Dreiecksungleichung;:

K

Boao (Hu",u") pogy < Y oy Byl

j=1,k=1

(Hun—j7 un—k>L2(R)
K . .

+5" 1Bol || ((Hunﬂ,un)mm] + 18] o] \(Hun,uﬂﬂ)LQ(R)].
j=1

Verwenden wir nun die Resultate aus unserer vorigen Nebenrechnung, so ergibt sich mit Hilfe
der Cauchy-Schwarzschen und der Youngschen Ungleichung:

Bocwo ’UH|H1 < ClZH“n ]HLQ +C?Z‘” |12LII(R)
7=0

K
O " s sy [ ey + IV ooy 1 gy 109 o
j=1

Verwendet man fiir die Terme mit |u"|;1 die Youngsche Ungleichung mit hinreichend kleinem
Gewicht, so ergibt sich fiir eine Konstante v > 0:

7 [u” ’Hl <6’32Hu" ]HLQ(]R —|—C4Z|u" ]‘Hl
7=0 7=1

Der L? Anteil lisst sich mit Hilfe des ersten Teils des Beweises kontrollieren, und mit f :=
|uk‘iﬂ Vk=0,...K, fi := Ce™ Vk > K sowie g, := C, folgt die Behauptung durch einfache
Rechnung aus dem diskreten Gronwall Lemma (Lemma 2.2). d

2.1. Methode der erzeugenden Funktionen

Die Folge von Losungen u™ ist rekursiv durch (2.1) definiert. Diese Darstellung ist schlecht da-
zu geeignet, einen Ausdruck fiir die Randwerte herzuleiten. Wir werden daher stattdessen die
erzeugende Funktion, oder Z-transformierte, der Folge verwenden. Dieser Abschnitt dient dazu,
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die verwendeten Notationen einzufiithren und die wichtigsten Eigenschaften aufzulisten. Anstel-
le der meist tiblichen Definition fiir reelle Folgen verwenden wir eine etwas verallgemeinerte
Variante wobei wir Folgen in Banachrdumen (im speziellen Fall (L2(Rd))m oder (H 1(]Rd))m)
zulassen.

fiir den Rest des Abschnitts bezeichne V' stets einen Banachraum und B(V,V) den Raum aller
beschriankten Linearen Operatoren von V nach V.

Definition 2.4. Sei (u")22, eine Folge in V. Dann ist die Z-Transformierte von u definiert als:
[e.@]

i(z) = Z(W")(z) := Y _u"z"  fiir 2 € C, |2 < R(Z(u")) (2.6)
n=0

wobei R(Z(u")) den Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet. Wir schreiben auch oft 4 :=
Z(u™).

Diese mit der Laplace-Transformation eng verwandte Transformation hat die Eigenschaft, dass
ein Index-Shift n — n — 1 zu einer Multiplikation mit der freien Variable z und Anfangstermen
wird. Das wird uns erlauben einen geschlossenen Ausdruck fiir die erzeugende Funktion der
Losungsfolge u™ zu erhalten.

Im restlichen Abschnitt sind die wichtigsten Eigenschaften der Transformation und der darin
auftretenden Potenzreihen kurz zusammengefasst.

Satz 2.5. Ist der Konvergenzradius zy von zwei Z-Transformierten Z(u™), Z(v™) grofer als 0
und gilt u(z) = 0(z) fir alle |z| < zg, so folgt

u =v.

Satz 2.6. Fir u, € V ist der Konvergenzradius der Z-Transformierten gegeben durch
B 1
limsup {/[un|’

Fiir alle |z| <1 < R konvergiert die Rethe (2.6) absolut und gleichmdjsig.

R(Z(u"))

Satz 2.7. Seien (u™) eine Folge in'V und (A™) eine Folge in B(V,V'). Es existiere u fir |z| < R,
und A fiir |z| < Ra. Definiert man die Faltung der beiden Folgen als

(A" x "), = i Ay =k,
k=0
dann existiert die Z-Transformierte der Faltung Z(A™ x u™) fir |z| < min(R,, Ra) und es gilt:
Z(A" s u™) = A(2)(z). (2.8)
Satz 2.8. Die Inverse Z-Transformation Z~1 ist gegeben durch die Cauchysche Integralformel:

- : n—1
2mi -

dz (2.9)

wobei v einen Kreis mit einem Radius kleiner als R, bezeichnet.

11



Wir wollen nun fiir den kiinstlichen Rand Bedingungen in Form einer Dirichlet-to-Neumann-
Map herleiten. Wir folgen hierzu dem Vorgehen in [AABT08, Abschnitt 2.3].

Wir beginnen mit der semidiskreten Gleichung (2.1):

. K K
ﬁ Y ot =Y gHETT, Yn> K. (2.10)
=0 §=0
Multipliziert man diese Gleichung mit 2™ und summiert iiber alle n = K, ..., N fiir ein N € N
so erhélt man
N i K ‘ N K )
Z A Zozju"_]z” =H Z Z,Bju"_Jz" . (2.11)
n=K " j=0 n=K j=0

Wir interessieren uns fiir den Grenzfall N — oco. Wir bemerken zunéchst, dass aufgrund von
Lemma 2.3 gilt:

o (e.@)
D 2wy S C D2 < oo fiir [2] < A,
n=0 n=0

Das heifit die L?-wertige Potenzreihe Y o/ u"z™ konvergiert absolut fiir |z| < A.
Daraus folgt unmittelbar, dass fiir |z| < \ folgende Grenzwerte im L? Sinn existieren:

N K K 0o
TN = E E Bju" 2" | — g szjg ut I | =,
j=0 n=K

n=K j=0

sowie wegen der Gleichung fiir die Hx y:

H,IN = E JE— E ajun_]zn —_ — E OéjZ‘] § un_]zn_] =:y.
At “ At 4
n=K j=0 j=0 n=K

Da H als selbstadjungierter Operator insbesondere abgeschlossen ist, muss gelten y = Hx, und
wir erhalten

i K > S K [ o
AL Z a;z’ Z u" I = HZsz] (Z u”_]z”_7>. (2.12)
Jj=0 n=K j=0 n=K

Setzt man nun die Definition der Z-Transformation (Definition 2.4) ein, so erhélt man auflerhalb
von [z, x,], da die u?, ... uf~1 dort verschwinden:

K A L
Z Ktozjz]ﬁ(z) = Z Bz Hi(z). (2.13)
5=0

j=0
(2.14)

12



Setzen wir nun wieder die Definition des Hamiltonoperators ein, so erhalten wir eine Differen-
tialgleichung fiir :

. K K

1 . P 9 R .

Eu(z) E 0 a2l = (=05 + V)i E . Bz (2.15)
j= =

Daraus ergibt sich die Gleichung

<iii) + 62 — V> a(z) =0 fiir|z] < A, (2.16)

wobei die erzeugende Funktion des Mehrschrittverfahrens §(z) gegeben ist durch:

K . K .
§(z) = Zajzj / Zﬁjzj . (2.17)
j=0 Jj=0

Die Z-Transformierte der Losungen ist also die Losung einer Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in x.

Betrachten wir zunéchst die Losung am rechten Rand des Intervalls [z, ... Dort gilt V(z) = V..
Die allgemeine Losung der obigen Gleichung ist gegeben durch

. .8(2) i [36(2)
a(z) = At(z) VI TV T L AT () VIR TV T g > g, (2.18)

wobei in dieser Arbeit /2 immer den Hauptzweig der komplexen Wurzel bezeichne, das heifit
jenen Zweig der Wurzel, fiir welchen R(1/z) > 0 gilt.

Um im Folgenden einen der beiden Zweige der Losung ausschlielen zu kénnen, benétigen wir
noch folgendes Lemma:

Lemma 2.9. Fiir die erzeugende Funktion eines A-Stabilen Mehrschrittverfahrens gilt:
R(O(2) >0 V|z| <1 (2.19)

Beweis. Betrachtet man die beiden charakteristischen Polynome des Verfahrens p(z) = Z?:o oz
und o(2) =327, B;z5%=7 (die hier gegebene Definition der charakteristischen Polynome weicht
formal von der in [HW10] gegebenen leicht ab, da die Koeffizienten «; dort in anderer Reihen-
folge definiert werden), so lésst sich §(z) fiir z # 0 schreiben als

(e = om0 7 _ (S0 ) )
NicoBi# ok (S, gK)  o(/2)

Sei ¢ € C und sei p := % mit R(p) < 0. Dann folgt aus einfacher Rechnung:

p(C) = no(¢) = 0.
Das Stabilitétsgebiet eines Mehrschrittverfahrens ist nach [HW10] gegeben durch

S :={p € C: Alle Nullstellen von p(¢) — po(¢) erfiillen
IC| < 1V (|¢] = 1A ist einfache Nullstelle)}.
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Da aufgrund der A-Stabilitdt p im Stabilitdtsgebiet liegt, folgt || < 1.
Somit folgt fiir ¢ :==1/z mit |z] <1, dass R (5%2) > 0, was zu zeigen war.

Sei nun y := 6(0). Da wir nur Verfahren mit Sy # 0 betrachten ist §(z) in einer Umgebung
von 0 analytisch und daher offen. Es existiert daher eine Umgebung U der 0 und eine offene
Kugel B, mit Radius r > 0 fiir die gilt, dass §(U) = B,(y). Da nun aber nach voriger Rechnung
B, (y) \ {y} in der rechten Halbebene liegt, muss auch R(y) > 0 gelten. O

Als Grenzwert von L2-Funktionen muss auch @& € L?(R) gelten. Aus obigem Lemma wissen wir,
dass gilt,

50
_ v >0, 1.
3?( Wiy V> >0 Yz >

Dies bedeutet fiir die Gleichung (2.18), dass der Koeffizient A~ (z) verschwinden muss.
Differenziert man nun die Losung nach z, so erhélt man

.0(2)
Y
Wir mochten nun Z-Transformation und Differentiation in = vertauschen, um eine Gleichung
fiir die Ableitungen von u™ herzuleiten. Hierzu benotigen wir, dass die Z-Transformierte der u™
nicht nur im L? Sinn konvergiert, sondern sogar im H'(R). Diese Aussage erhalten wir wieder
aus Lemma 2.3. Damit gilt dann

Z(0pu™)(2) =) (Opu” <Zu"z"> =i ‘L)—VZ( ") (z) .

n=0

Or0(z) = — Veu(z).

Die Funktion z +— i\/i% — V, ist holomorph in z und lédsst sich daher in eine Potenzreihe
entwickeln. Satz 2.7 liefert somit fiir die inverse Z-Transformation:

n

Z T) u"F(x), fiir fast alle z >
k=0

wobei die w}gr) definiert sind durch
L [i0G)
(wk ) (2) =iy fi% = Vi) (2.20)

Da die u" in H?(R) liegen koénnen wir diese Gleichung punktweise an z,. betrachten und erhalten
somit die Randbedingung:

n

Zr)nk

k=0

Analoges Vorgehen am linken Randpunkt ergibt somit folgendes Randwertproblem fiir n > K:

K » K »
At 2jmg U = %ZO Bi(-0;+V)ur, xeq, (2.21)
Onu™ () =>4, @Z)Ig Murk (), T =T, Tp.

Dabei definieren wir die Normalableitung durch 9, := —0, an x = x; und 9, := 0, an = = x,.

14



Satz 2.10. Sind die ersten K Werte u” ... u" =1 vorgegeben, hat die Folge von Randwertpro-
blemen (2.21) eine eindeutige Losung. Diese stimmt mit der Einschrinkung der Ldsung des
Ganzraumproblems (2.1) auf das Intervall [z, x,] diberein.

Beweis. Die transparenten Randbedingungen waren genau so gewéhlt, dass das Ganzraumpro-
blem diese erfiillt. Somit bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen.

Seien (u") und (v") zwei Folgen von Funktionen die (2.21) 16sen. Wir setzen w” := u™ —v™. Die
Aussage, dass die Losung eindeutig ist, ist dann dquivalent dazu, dass

"=0 VneNlN.

Wir fithren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach n.

Fiir n < K gilt die Aussage trivialerweise, da sowohl u™ als auch v™ den gegebenen Anfangs-
werten entsprechen.

Gilt nun w; = 0 Vj = 0...n — 1, dann vereinfacht sich die Differentialgleichung im n-ten
Schritt zu:

Aitao w™ = Py ( 0% — V(w)) w™.

Die Randbedingungen werden fiir w™ zu

Zw = w (),

Z¢ @Z)o w" (@)

Multipliziert man die obige Differentialgleichung mit w™, integriert von z; bis x,, und integriert
partiell, so ergibt sich
i

oo [ =g [0t V) e = g (6 ot ) 05 P (e2).
x] Zy

Betrachtet man nur noch den Imaginérteil der Gleichung erhélt man
l
A " ey = =80 (S(67) e (@) + S (67 fu? (21))

Entscheidend fiir den Beweis der Aussage ist das Vorzeichen von 8(%””). Aus der Definition

der ¢,(§l’r) in (2.20) erkennt man vy als fithrenden Term der Potenzreihe. Man erhélt es also
durch Auswerten der definierenden Funktion an 0. Eine einfache Rechnung ergibt

ar)y . |. @o
11}0 - IBOAt - V(lﬂ")'

Da laut Lemma 2.9 §(0) = ap/Bo > 0 gilt und da V[;,) € R iiberlegt man sich leicht, dass
%(wé”)> > 0.
Somit sieht man insgesamt, dass

™2 <.

15



Dieses Resultat erlaubt es nun, Konvergenz- und Stabilitatsresultate direkt aus dem Ganzraum-
problem zu iibernehmen. So erhélt man etwa aus der allgemeinen Theorie zur Approximation
von stark stetigen Halbgruppen:

Satz 2.11. Sei u™ die Approximationslésung gegeben durch (2.21) fiir ein A-stabiles Mehr-
schrittverfahren der Ordnung p, und sei die Anfangsbedingung ug im Definitionsbereich von
HPT1 enthalten. Dann erfillt die Differenz der Losungen die Abschitzung

lu(tn) = u™| L2z, 2y < CtaAEP HHP+1u0||L2( (2.22)

CEZ,CC',«) ’

Beweis. Die Abschitzung fiir das Ganzraumproblem folgt beispielsweise aus Theorem 1 in
[Cro87]. Durch Einschrianken unter Beriicksichtigung von Satz 2.10 iibertrigt sich das Resultat
auf das Randwertproblem mit transparenten Randbedingungen. 0

2.2. Stabilitat und Konvergenz fiir volldiskrete Verfahren

Als néchstes untersuchen wir, wie sich die Losungen verhalten, wenn die Koeffizienten v, durch
numerische Quadratur berechnet werden und die partielle Differentialgleichung in (2.21) durch
ein passendes numerischen Verfahren, z.B. Finite Elemente approximiert wird.

Im Folgenden werden wir eine zusétzliche Voraussetzung an das verwendete Mehrschrittverfah-
ren machen:

d(z) hat keinen Pol auf dem Einheitskreis. (2.23)

Diese Voraussetzung wird beispielsweise vom impliziten Euler- oder dem BDF2 Verfahren erfiillt,
nicht aber vom Crank-Nicholson Verfahren.
Die Koeffizienten 1y sind als Koeffizienten einer Potenzreihe definiert. Nach dem Cauchyschen
Integralsatz lassen sie sich berechnen durch:

1 . [16(2) —k—1
=— \/ - 2.24
Ok = o /63,\ o VAL Viry 27 dz (2.24)

mit A € (0,1) beliebig.

Um diese Koeflizienten ndherungsweise zu berechnen, diskretisieren wir obiges Integral mit der
summierten Trapezregel und erhalten die gestérten Koeffizienten . Sei @ die Anzahl der
Quadraturpunkte, dann sind die Koeflizienten durch

A&
Yy, = 0+l > iy/isi = V& (2.25)
1=0

mit Q41 = e @1 und s = — A (2.26)

gegeben.
Als néchstes Untersuchen wir Stabilitit und Approximationseigenschaften der Koeffizienten 1)y.
Die folgenden zwei Resultate basieren dabei auf den entsprechenden Sétzen in [BS0S].

Lemma 2.12. Die exakten Koeffizienten vy, erfillen die Stabilititsbedingung

mit einer Konstante C, die nur vom verwendeten Verfahren, nicht aber von k oder At abhdngt.

16



Beweis. Fiir A € (0,1) gilt mit f(s) :=1i,/is — Vg

I O 1
|1/Jk—27r/0 f( Al >>\ e "Wdyp
§ (Ae'?)
<\ .
< f( - ) (2.27)
C[0,27]
Es gilt

|f(8)‘2 = |i8 - Vv(l,r)‘ < ‘3‘ + “/(l,r)| .

Nach Voraussetzung (2.23) hat §(z) auf dem Einheitskreis keinen Pol. Somit existiert eine
Konstante Cs mit |d(z)| < Cs fiir alle |z| < 1. Dies ergibt fiir At < C fiir ein beliebiges Cp > 0:

s\ [F o c
‘f( At >| _At+“/(lr‘_

Wiéhlt man nun in (2.27) A = e, S0 ergibt sich insgesamt:

\EC_ele

2
el < =X < Ar

Als néchstes betrachten wir den Approximationsfehler, der durch die Trapezregel entsteht.

Lemma 2.13. Seien iy, und iy, wie in (2.24) und (2.25) definiert. Dann existiert eine Kon-
stante C' unabhdngig von k, A und At, sodass fir k < Q + 1 gilt:

2@+

m. (2.28)

— mit q =

Beweis. Wir setzen zunéchst die Definitionen der ¢ und ¢k fir £ < 0 auf die offensichtliche
Weise fort und definieren ay, := Ny, ag := A\F wk Damit ergibt sich aus der Definition, dass
fir £ < @ + 1 die a5 der Approximation der a; durch die diskrete Fourier Transformation

entsprechen, siche hierzu etwa Kapitel 3.1 in [Hen79]. Zum Abschétzen des Fehlers verwenden
wir das dortige Theorem 2a und erhalten:

‘wk — | <

o0 [ee]
> k@i + aj-1@rn| < Y |akiuqs|
=1 =1

<N N g ] <3 = ey ZAZ ey
= VAL

la, — ag| =

Iy JO @+
T VAL = \@H

Wobei wir in der obigen Rechnung verwendet haben, dass die negativen Koeffizienten der Lau-
rent Reihe aufgrund der Holomorphie der Funktion verschwinden, sowie die Stabilitéitsabschiatzung
aus dem vorigen Lemma. Multipliziert man diese Ungleichung wieder mit A% folgt die Behaup-
tung. O

17



Die beiden obigen Resultate ergeben zusammen eine Stabilitdtsaussage fiir die diskreten Koef-
fizienten y:

Korollar 2.14. Es gilt:

R C _ \@+1
Beweis.
N N C C C
< — Y|+ <——q¢+—=<(1+q¢——.
‘wk‘ < ‘¢k W‘ k| < \/EQ TS ( Q)\/A—t
O

Mit diesen Hilfsresultaten ist es nun moglich die Stabilitéit der transparenten Randbedingungen
zu untersuchen.
Der einfacheren Notation wegen schreiben wir im Folgenden 1, fiir das Paar (1#,(:),@02) und

fassen es als Operator auf dem Rand von [x;,z,] auf mit Ypu = (1/1,?)u(xl),¢,(:)u($r)>. Im

Folgenden werden wir fiir das klassische Euklidische Skalarprodukt und deren induzierte Norm
(-,-)p bzw. |||l schreiben, um hervorzuheben, dass die auftretenden Terme von Randwerten
von Funktionen stammen. Wir werden in diesem Kontext fiir H'-Funktionen hiufig u™ mit
dem Paar (u"(z;),u"(x,)) identifizieren. Dies trégt auch der speziellen Struktur der Randwerte
fiir das 1D-Problem als Zahlenpaar Rechnung. In héheren Dimensionen verallgemeinert sich die
Notation auf natiirliche Weise zu L2-Produkten bzw. H~'/2 x H'/2-Dualititspaaren am Rand.
Auflerdem fiihren wir fiir € > 0 die Kurzschreibweise H|UH|§ = ||UH%2(R) + eAt ’Uﬁ{l(R) ein.
Um auch eine Ortsdiskretisierung zulassen zu kénnen, betrachten wir die schwache Formulierung
der Probleme, das heiflt wir vergleichen die Losungen «"™ und 4" von

K K
@ (un_j’ U)LQ(:Bl,a:,«) = At Z ﬁj (8xun_j’ axv)Lz(xl,z,«) — At Z <8”un_j’ U>1"

j=0 =0
K .
+ At Z (Vu"7,v) L2 (a0 Vo € HY(xy, ) (2.30)
j=0
wobel 0,u™ zu ersetzen ist durch:
n
anun _ Z wl(clﬂ“)un—k7
k=0
sowie
K ‘ K ' K ‘
i) 05 (8777,0) oy ) = ALY B (00, 000) 12,y — ALY (Ond" )
j=0 j=0 =0

K
+ Atz (V ﬂn—j’ U)LQ(xz zr) 7n (V) Yo € H' (1, zr)  (2.31)
7=0
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und statt 04" mit
n
Ot =3k,
k=0

Dabei bezeichnen wir mit 74, : H'(z;,7,) — R den Konsistenzfehler, der durch eine Ortsdis-
kretisierung entsteht. Im Folgenden werden wir den Fehler in den L&sungen, der durch die
Diskretisierung der Randbedingungen entsteht mit e, := u™ — 4™ bezeichnen.

Lemma 2.15. Das Potential V sei beschrinkt. AufSerdem seien die folgende Voraussetzungen
an die Diskretisierung erfillt:

o zur Zeitdiskretisierung der Schridingergleichung wird das implizite Eulerverfahren wver-
wendet,

o dic 1[% approximieren die 1y hinreichend gut, das heif$t es gilt:

n+1
> vk — | < ca

k=0

fiir eine hinreichend kleine Konstante C (Dies ist fiir eine summierte Trapezregel mit @
Quadraturpunkten nach Lemma 2.13 bereits fiir moderate Q) gegeben),

o der Konsistenzfehler der Ortsdiskretisierung erfillt fir alle n € N:

a1 (ent1)| < Tinsllentalle + Tom+1 llenll 2, 00 (2.32)
fiir Konstanten To p+1, Ti.n+1 > 0 und ein e ~ At hinreichend klein.

Dann ezistiert ein C' > 0, sodass fir nAt < T gilt:

n
lenl 72z 20y + (A8 lenl B gy ) < C (IIeoHia(xl,M + (A [eolF1 (a2 + D I +g§>
k=0
mit

n 2

> (wk - W) u"k

k=0
g,% = At! (7'37,? + 7'12’k) .

=)

Y

T

Das heifit, der Fehler, der durch die Diskretisierungen entsteht hdingt auf stabile Weise vom
Quadraturfehler, der Genauigkeit der Ortsdiskretisierung und der Stabilitdt des semidiskreten
Problems ab.

Beweis. Das implizite Eulerverfahren ist in starker Form fiir (2.30) gegeben durch:

;
i ("t — ™) = 02"t + Vart, z € (21, 2y),
n+1
Ot = Z YpuTE am Rand
k=0
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und analog fiir die gestorten Probleme 4”. Zieht man die schwache Form der Randwertprobleme
von »" und 4" voneinander ab, so erhélt man, dass e, folgende Gleichung l6st:

i(€n+17U)L2(a:,,xT) —i (en,v)Lg(%xr) = At (Oreni1, va)Lz(%zT) — At (Opeén+1,0)p
+ AL (V en+t1,0) 12(4, 2,) T Tnt1(V) Yo € H' (2, z,.),

sowie fiir die Randterme:

n+1 n+1

Oneni1 = (W - @k) u TS kentak
k=0 k=0
n+1 A n+1 . n+1
=> (1/% - 1/%) w4y (¢k - ?,Dk) Enti—k + Y Vkenii—k
k=0 k=0 k=0
=gl + Ons1 + s, (2.33)

mit folgenden Abkiirzungen

n

M= <¢k - wk) u Tk,

k=0

Hn = Z (@Ek - wk) Cn—k»
k=0

Tn = Z¢k€n—k :
k=0

AuBlerdem verwenden wir im folgenden die Notation g := "
Wir 16sen zunéchst folgende Hilfsprobleme im Auflenraum: Sei ¢g := 0. Fir n € N finde
Pnt1 € Hz(R\ [xla xr])a sodass
i
A (Pl —¢n) = —03pni1+ V(x)pns1  auf R\ [z, 2],

On+l = €n+1 am Rand.

Da das Potential beschriankt (es ist sogar stiickweise Konstant) und reell ist, kann man leicht
nachrechnen dass die zu der schwachen Formulierung des obigen Problems gehorige Bilinearform
koerziv und beschrinkt auf H'(R) ist. Die Existenz, Eindeutigkeit und H?-Regularitiit folgt
dann aus der Theorie der elliptischen Differentialgleichungen.

Eine analoge Rechnung wie bei der Herleitung der transparenten Randbedingung fiir «” in
Kapitel 2 zeigt, dass fiir die ¢, gilt:

n n
an(/)n = - Zwk@nfk = - Zwkenfk = ~In-
k=0 k=0
Wir betrachten nun eine neue Funktion auf ganz R, die sich wie folgt zusammensetzt:

E,(x):= {6”(x> € [z, 2] '
Son($) T € R\ [xl,xr]
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Nach Konstruktion ist E, stetig an z;, z, und erfiillt die folgende Gleichung;:

i(Eny1, U)LZ(]R{) —i(En, U)LQ(R) = At 0z En1, 8IU)L2(JR) — At <[8nEn+1],v>F
+ At (VEn+1,U)L2(R) + Tn41 (’U’(Ith)) Yv € Hl(R),

wobei sich fiir die auftretenden Randterme nach dem Einsetzen der Randbedingungen ergibt:

<[anEn+1]7v>F = <anen+1vv>r + (OnPn+1, U)F
= <77n+1 + Ony1 + Ynt1s U>F — (Yn+1, U>F
= (g1 + Ont1,0)p -

Wir wihlen nun als Testfunktion v := E,, 1. Damit erhalten wir
HIEnt1 122y = 1 (Bns En1) p2g) = At | Enta |31 ) + At (VEnt1, Bnt1) 2w
— At (g1 + O, €n+1>p + Tnt1(€nt1)

bzw. aufgeteilt nach Realteil und Imaginérteil

At Epy1l @) + A (VEni1, Bnit) 2y = S (Bny Bot1) 2y + AR (Mas1 + 01, eng)p
+ By (Tn+1(en+1)) . (234)

HEn+1H%2(R) = R (En, Ent1) p2®) = —AS (M1 + 01, enst)p + S (Tnga(entr))  (2.35)

Wir beginnen mit der Abschéitzung im Realteil. V' ist nach unten beschrinkt, d.h. es gilt V' (z) >
—Cly fiir ein Cy > 0. Somit ergibt sich:

At|Epi |1 gy < At (|En+1|12L11(R) +((V+ CV)En-i-l’En-i-l)L?(]R))
2.34)
< Bl o) 1Entall L2 @) + At (nnsille + 10n41lip) llentallp
+ OV AL || Enpall72gmy + [Tnt1(ens)] -
Aus dem Imaginérteil (2.35) ergibt sich folgende Abschétzung:
1Bns1ll72y < IEall 2y Bl 2y + At (141 lle + 10nr1llp) lensillp + [Tt (ensa)] -
Wir betrachten nun eine gewichtete Kombination der beiden obigen Ungleichungen:

HEn+1H%2(R) + €At |En+1|12L11(R) < (L4 €) 1Enll 2 1 Entill 2wy + €Cv AL ||En+1”%2(]R)

+ (1 +€) At ([mm+1llp + 10n+1llp) len+allr
+ (1 +€) |7ns1 (eny1)] - (2.36)

In ||0p+1]|p kommt noch ein Ausdruck der Form qq - ep41 vor. Wir betrachten diesen Term
getrennt, und setzen én+1 = Oy — (1/;0 — 1/10> en+1. Die Norm von E,;; am Rand ldsst sich
nach [AF03, Theorem 5.8] durch

2
lewsr2 < C llentlgs o amy lensill oo (2.37)
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abschéitzen. Mit Hilfe der Young-Ungleichung erhilt man daraus:
2
lentillt < Cllentill 2y o0 len+1ll 1 @m0 < ClEnsill 2wy 1Entill gy

1
<0 (04 55) IBnsaliae + 51Bmlinge ) (239)

Um eine passende Gewichtung der beiden Ausdriicke zu erreichen, fordern wir, dass fiir ein
v > 0 gilt:

1
5—1—5

0 = yAte

Die Losung davon ist gegeben durch § = /ﬁ bzw. v = (4|1 — Ate| Ate)™Y2. Wir erhalten
damit

lens1ll? < O (I1Bns1 32 + Ate | Bni i gy) - (2.39)
Damit folgt mit ay := (1 4 €)AtqoC (4|1 — Ate| Ate)™ 2 fiir (2.36):

(1— a1 = eAtCv) || Bntal[f2gm) + (1 — @1)eAt | Enta|fn g

< (L + ) | Enll 2y | Ensill 2y + (1 +€) At (||77n+1||1“ +

]| ) lensalle + (14 €) [rusa(ensa)]

Wir fordern, dass € und ¢y hinreichend klein sind, sodass as := €At Cy 4+ a1 < 1. Damit wir am
Ende die Stabilitidt zeigen konnen sei auflerdem oo = O(e). Dann gilt:

1+e€
1o il < 7= (1B oy 1Bt ey + A (Il + || | ) lensalle + s (enr)])
(2.40)
Wir betrachten nun die rechte Seite der Ungleichung (ohne den Vorfaktor 1+€2) genauer.

Zunichst folgt fiir die ersten beiden Terme aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Sum-
men:

~

]| ) lensalle

1Enllz2 | Entallpe + At (H%HHF +

AtCy A
s\/HEn\|%z+ o (ral+ [ yEwia+ SE ena
AtC . 2
< \/ IBulls + =0 (Wnwiall + i) VI B0 Uil + At By

= a || Bnpall-

Wobei wir am Ende die Spurungleichung fiir Sobolev-Funktionen, |[e,11/|2 < Cir [lent1]/ 3
verwendet haben.
Auflerdem erinnern wir uns an die Abschitzung fiir den Konsistenzfehler:

(xl 73:7‘)

[(Tnt1s ent1)| < Tinsalllentalle + 7o+ lenll L2, 0, - (2.41)
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Das heiflt, fiir die rechte Seite aus (2.40) gilt mit © := 1“2 die Abschétzung

11—«

2
IEntallle < © (@ + m1n40) [1Bnsalle + © 1041 | Enll 12

a+T 2 E 2 @2 e || Enl?
copletmae)  UBwille | O clEnl:
2 2 2 2 2
a I\ Ting1 | [ Enalle | ©7 5 € || Enllz2
<O*(1+e)—+0*(14+-)—= - L
<O ( +e)2+ < +6) 5 T T o Tt

Bringt man den Term mit || Ep1[|, auf die linke Seite und multipliziert mit 2, erhélt man

Tg +1 2
Ko}
)L e[ Ealle

C
IBneall? < (14 as)a? + (14 aa) Crdpy + (1 + as
wobei ap = O(e) gilt. )
SchlieBlich betrachten wir noch den in a auftretenden Term 6,17, um auch dafiir auf die
Form ||Ey ||, zu kommen. Wir verwenden wieder die gewichtete Spurungleichung fiir Sobolev-
Funktionen:

n+1 n+1
9n+1” < Z(]ken-i-l—k < max ||€k||rZ|Qk|
T k=0...n
k=1 r k=1

n+1
< max C(Ate) 4| Egll ey + Ate | Bl ey > bl

Das heifit insgesamt:

2
Fordern wir nun an die Approximation der Quadraturgewichte, dass %C’ (Ate)~1/2 ( i ]qk|)> <

€, dann erhalten wir insgesamt

9 n+1 2
| < (At 12 2
]| < C(AM) (un) Jmax [ B

k=1

AtCly

< (1 ct) (1B + € e IEGIE ) + (14 ) S0

AtCyy

< (1+€At) (mmm? e max mEkmf) (14 A g |2

Atctr 2
I llr -

< (1+eAt)(1+¢) max I ExI? + (1 + eAt)
=0,...,n

Fasst man die vorigen Abschitzungen zusammen, so erhilt man insgesamt

2 2
1Bl < (1) max B2+ £2,0+ 020,

mit
AtCYy,
f 1= (1 ag)(1+ eAt) == [l .
C
g = . (Tg,k +T12,k) )
v = O(e).
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Das Gronwall Lemma, angewendet auf die GroBe vy, := maxp—o_ . p H|Ek|\|f liefert dann die
endgiiltige Abschétzung:

n
2 2
Enalle < (!HEoH\E +Y fi+ gi) e

k=0

Ist insbesondere € ~ At, so gilt fiir eine von At unabhéingige Konstante C:

n
2 2 C
[ Ensalle < <H|Eo|||e +y JF +913> .

k=0
Ul

AbschlieBend méchten wir noch die Voraussetzung an die Ortsdiskretisierung aus dem vorigen
Lemma fiir den Fall, dass zur Diskretisierung der Gleichung ein Galerkinverfahren verwendet
wird iiberpriifen. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.16. Sei V), ein endlich-dimensionaler Teilraum wvon Hl(ml,:rr). Fiir alle n € N 1ist
die Galerkin-Approzimation 4" € V}, gegeben als Losung von

i (ﬂ’ﬂ-i-l B ﬂn’ U) L2(z),xr)

= At (az,&n+17 axv) — At <8nﬂ"+1, U>F + At (‘/an—H7 U)

L2(zy,@r) L2 (xy,xr)

fiir alle v in V, wobei

n+1
Ottt = Z@bkﬁ”_k am Rand von (z;, x,).
k=0

Ist das Potential V' beschrinkt, dann erfillt 4" " die Voraussetzungen aus (2.41) mit

T1,n+1 < c Hun—i—l - UhHHl )
n+1

Ton+1 < C'Hu _UhHLz

fiir beliebige v, € Vi, mit v, = v"*t! an x = x;,z,. Das heifit der Konsistenzfehler hingt nur

von der Approximierbarkeit der semidiskreten Ldsung durch den Raum Vi ab.

Beweis. Der Konsistenzfehler 7 aus (2.31) ergibt sich fiir das Galerkinverfahren zu

,&n-{-l

— 4", v) — At (02", 9,v) + At {9,0"t, v)

Tn—&—l(”) =i ( L2(zp,2r) T

— At (Vamtt v)

LQ(‘TZJ'T)
LZ(xlva") ’

Aus der Definition der Galerkin-Losung folgt, dass 7(vy) = 0 fiir v, € V3. Daher gilt fiir ein
beliebiges vy, € Vj, mit zusétzlich vj(x;) = v(z;) und vp(x,) = v(z,) aufgrund der Linearitét
VO Tp41:

Tat1(V) = Tny1(v — vp)

=1 (11”“ —a" v — vh)

— At (Vﬂ"H, v — vh)

— At (0,2" T, 0pv — 9pup,)

L2(zy,xr) L2(2p,mr)

LZ(J?Z#UT) ’
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Wir subtrahieren die schwache Form der kontinuierlichen Gleichung (2.30) und erhalten

Tat1(v) =i (8" — ™ — 0" o - Uh)L?(mz,zr)

— At (BIQ"H — Opu™tt By — ngh) — At (V (ﬂ"“ — u”‘H) ,U — vh)

L2(zp,xr) L2(2y,r)
Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt mit ey, := u* — @*:
Tn41(0)] < (lentallpe + llenll2) [lo = vnll 2 + At [ensa] g [v — vnl g

+ At [Vl oo llen+1ll g2 (v — vall 2

< Cllentallpz [lv = vall g2 + At ental g [v = vnl g + llenll g2 v — vnll 2

< C\/Henﬂ\\%z + (A2 [entltn [0 = vnll g + llenll 2 v = onll 2
Wir sind am Konsistenzfehler fiir v = e,;1 interessiert. Setzen wir v, := 4"*! + 9y, wobei
oy € V)T = {v € V1 v = u™! am Rand}, dann ist e,,+1 — vy = u™ — 4, und es folgt die
Behauptung. O

Korollar 2.17. Sei insbesondere V), ein Finite-Element-Raum der Ordnung p zur Gitterwei-
te h. Auflerdem gelte fiir die erakten semidiskreten Lisungen u™, dass u™ fir alle n € N in
HPTY (2, ,) liegt. Dann gilt

Ton+1 < C AP [u™|| g

T17n+1 S Chp ||un||Hp+1 .

Beweis. FEin Beweis der entsprechenden Approximationseigenschaft fiir Finite Elemente findet
sich in jedem Lehrbuch zum Thema, etwa [Bra07]. O

Somit erhalten wir insgesamt fiir das volldiskrete Eulerverfahren:

Satz 2.18. Sei At hinreichend klein und nAt < T.

Fiir die Diskretisierung der Schridingergleichung werde ein implizites Fulerverfahren verwendet,
die Koeffizienten %ZAJk werden durch Approzimation der Cauchy-Integrale zu beliebigem Radius A €
(0, 1) mittels Trapezregel mit Q@ > n Quadraturpunkten berechnet, und fir die Ortsdiskretisierung
komme eine Finite-Elemente-Methode der Ordnung p zum FEinsatz. Sei ug € dom (H2) Die
exakte semidiskrete Lisung u™ liege fiir alle n in HPTY(zy, x,), und wir fordern, dass [|u™|| gp+1 <
C ol g1

Dann gilt mit t,, :== nAt:

u(tn) = 0" L2y 0,) < CTAL [HPul| 5,

T3/2 2@+
cven p e LLLESTRISE

Ty, Tr

hP
+ OVT ol s 0y,

das heifst, das volldiskrete Verfahren liefert fiir quadratische finite Elemente und h ~ At zumin-
dest in der L?-Norm die optimale Konvergenzrate.

Beweis. Einschieben der semidiskreten Losung liefert

Hu(tn) — anHLQ(xlﬂ?r) S ”u(tn) — un”L2(l’l,l‘r> + ||un — anHLz(xla-l"r) . (242)
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Der erste Summand ldsst sich mit Satz 2.11 abschétzen. Fiir den zweiten Term verwenden wir
Lemma 2.15. Dort ergibt sich, da ug = @¢ mit Hilfe des vorigen Korollars:
2

n
(% - wj) u I+ AT A+ T
k=0

n k
~ 2
[u™ = a5, < C
k=0 |[j=0 r
L 2
HHl(xlvxT)
il
Hp+1l’

u

.12
< Cn® max ‘T/Jk — ¢k‘ Cyr max
0,...,n k=0,....n

u

+ AtilnC’fem (h2p+2 + h2p) max
k=0,...,n
2
<

Aus Lemma 2.13 folgt, dass der Quadraturfehler exponentiell abnimmt, mit max ‘wk — gﬁk

2
) . Der Finite-Element-Fehler wird dominiert durch den h?? Term. Wir erhalten:

] <ﬂ
At \ 1-)\Q+1
1 )\Q+1 2 P 2
n ~n 2 3 )
1 2\@+1 hP 2
3/2 h? 5
=¢ (T (At)? <1 - )\Q+1> +VT (At)) l|uo | zpt1 -

Wir verwenden nur den L?-Anteil der linken Seite und kénnen damit insgesamt in (2.42)

abschétzen,
1 >2 A@+H1

N hP
lu(tn) = 8"l 2,0,y < CTAL |[Huo| + C\/TE ol 1 + CT?/2 <At
]
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3. Runge-Kutta Verfahren

In diesem Kapitel werden wir nun versuchen, das Vorgehen zum Herleiten von transparenten
Randbedingungen auf den Fall zu verallgemeinern, bei dem zur Semidiskretisierung in der Zeit
kein Mehrschrittverfahren sondern ein Runge-Kutta Verfahren verwendet wird. Dies hat den
Vorteil, dass im Gegensatz zu Mehrschrittverfahren, welche im A-stabilen Fall nur Ordnung 2
zulassen (2. Dahlquist Schranke) Verfahren beliebiger Ordnung zur Verfiigung stehen.

Wir beginnen damit, die Schrédingergleichung auf dem Ganzraum durch ein A-stabiles Runge-
Kutta Verfahren, gegeben durch das Butcher-Tableau A € R"*™ b € R™, ¢ € R™ (fiir Beispiele
Siehe Anhang C) in der Zeit zu diskretisieren. Wir fordern zusétzlich zur A-Stabilitdt des
Verfahrens die Invertierbarkeit der Matrix A.

Fiir die Schrodingergleichung

iuy = Hu

ist die Approximation zum Zeitpunkt t,11 = ¢, + h gegeben durch:

"=, +h Zaw ~iHU?) i=1,...,m, (3.1)
Upy1 = Up + hz b; (—iHUY). (3.2)
j=1

Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir den Matrix-Hamiltonian

H
H
H :=diag(H,..H) = . ,
H

sowie den Einsvektor

1:=(1,1,...,1)7T.
Damit lasst sich (3.1) schreiben als

U" = u, -1 —ihAHU™. (3.3)

Da wir nur Verfahren mit invertierbarer Matrix A betrachten, kénnen wir die Gleichung fiir
Upy1 vereinfachen, indem wir die Gleichung der U™ einsetzen. Es ergibt sich:

U1 = (1 =b"A7 ') u, + b7 ATTU" (3.4)

Definition 3.1. Ein Runge-Kutta Verfahren heifit A-stabil, falls fiir alle z € C mit £(z) <0
die Matrix I — zA nicht singulér ist, und die Stabilitdtsfunktion

R(z) =1+ 2b" (I — zA)™ 11 (3.5)
dort die Abschitzung |R(z)| < 1 erfiillt.
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Fiir Verfahren mit invertierbarem A besitzt die Stabilitdtsfunktion auch folgende Darstellung,
welche wir 6fters verwenden werden (ein Beweis fiir die Aquivalenz findet sich etwa in [BLM11]):

Rz)=(1—-b"A7"1)+ 6747 (1 —24)"" 1. (3.6)

Lemma 3.2. Fir die Koeffizientenmatriz A eines A-stabilen Runge-Kutta Verfahrens gilt, falls
A invertierbar ist:

g(A) c{AeC: R(\) > 0}.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt 0 ¢ o(A).
Fiir A # 0 mit ®(X\) < 0 gilt:

A—/\I——)\<I+§\A>

Es gilt
1 A
R{-)=R[—=] 0.
() =2 () =
Da das Verfahren A-stabil ist, ist (I+ ;A) daher invertierbar und somit A ¢ o(A). O

Es gelten folgende a-priori Schranken, welche wir fiir die Existenz und die Differenzierbarkeit
der Z-Transformierten der Losungsfolge benttigen werden.

Lemma 3.3. Sei das Potential V' zusdtzlich zu den allgemeinen Annahmen aus Kapitel 1 auch
noch nach unten beschrankt, d.h. V(z) > —C Vx € R.

Dann existieren die Approximationslésungen fir ein A-stabiles Runge-Kutta Verfahren. Sie
erfillen U™ € domH C (HQ(R))m Es gelten die folgenden Abschitzungen:

HUnHL?(R) = HUOHLQ(R)’ (3.7)

IU 2y < C lluoll p2(ry » (3-8)
C

HUnHHl(]R) = ﬁ Hu0||L2(R) ) (3.9)

wobei die Konstanten C vom verwendeten Verfahren, aber nicht von n oder der Schrittweite h
abhdngen.

Gilt zusdtzlich ug € domH sowie V' € L>®(R), so gilt eine analoge Abschditzung mit einer
Konstante unabhdingig von h. Es gilt:

Hu" ([ 2 ry < [Huol[p2(g) (3.10)

sowte

10" 71y < € (Il 2y + [HLuoll 2qgy ) - (3.11)

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Abschétzung fiir die u,,. Da H selbstadjungiert ist kénnen wir
den Spektralsatz (Satz 1.6) anwenden. Um Verwechslungen mit den Approximationslgsungen
zu vermeiden bezeichnen wir die unitdre Transformation mit 7. Es ist einfach einzusehen (die
entsprechende Rechnung verlduft analog zu der spiter im Beweis von Lemma 3.9 vorgefiihrten,
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wobei dort aber noch zusétzliche Schwierigkeiten zu beachten sind), dass die transformierte
Variable 41 := T'un4+1 gegeben ist durch

iina(s) = (1= 67 A7) i (5) + (T — ihf()4) ™" (itn(s)1)
= R(~ihf(s)) finsa ()

wobei wir fiir die Stabilitdtsfunktion des RK-Verfahrens R(z) die Darstellung aus (3.6) verwen-
det haben.

Da das verwendete Verfahren A-stabil ist, gilt |R(it)] < 1 V¢ € R. Daher gilt aufgrund der
Unitaritdt von 1"

[untill ey = llntall L2y = 1R (1hf () @n ()l p20) < lnll 2 @) = lunllp2w) -
Induktiv folgt damit sofort

[tnt1ll 2@y < lluoll 2 -
Auflerdem gilt:

(THun 1) (s) = (THT tiny1) (s) = f(8)lny1(s) = f(s)R (—ihf(s)) tn(s).

Fiir die Norm ergibt sich somit:
[Fup 1|22 ) = ITHutnsr |22 0 = /Q F($)R (—ihf(5)) i ]? dpu(s)
< /Q F(5)iinl? dpa(s) = | T (B |22y = (B |2z -

Ist also |[Hug|[ 2(ry < 0o so folgt induktiv der letzte Teil des Satzes.
Als niichstes zeigen wir, dass wir die L?-Norm der Zwischenstufen gleichméBig in n beschrinken

konnen. Wir starten dabei von (3.3), multiplizieren mit A~! und bringen die Matrix auf Jordan-
Normalform, A=! = XJX 1
(A7 +inH) U" = up, A1

— X (J+itH) X 'U" = u, A" "1

— (J+ihH) X 'U" = u, XA 11
Zur einfacheren Notation setzen wir V := X! U" und v := u,, XA~ '1.
Da J Jordan-Normalform hat und H ein Diagonaloperator ist, kénnen wir uns im Folgenden auf
das Betrachten eines einzelnen Jordan-Késtchens beschrinken. Sei also J; ein Jordan-Késtchen

der Grofle k zum Eigenwert );, und seien V7 sowie v? die dazugehérigen Teilvektoren von V/
bzw. v. Dann hat die obige Gleichung die Gestalt:

A1 H

VI +ih B Vi =l

Wir mochten nun induktiv zeigen, dass gilt:

vi

L2(R) <C “UjHL2(R) :
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Fiir die letzte Zeile gilt:
Aj V] + 1hHVk = 'vk, (3.12)

Da der Operator H selbstadjungiert ist, ist sein Spektrum rein reell. Das heifit % Aj ist in der
Resolventenmenge enthalten und der Operator auf der linken Seite stetig invertierbar. Daraus
sieht man, dass die obige Gleichung eine Losung hat mit Vi € domH C H?(R).

Existiere nun eine Losung fiir den [ 4 1-ten Eintrag. Wir zeigen: sie existiert auch fiir den [-ten.
Die [-te Zeile der Gleichung ist nach einfacher Umformung

A\ 1
<h+H>V{—ih( V{H) (3.13)

Wieder kann der Operator auf der linken Seite stetig invertiert werden, und es ergibt sich mit
Hilfe der Induktionsvoraussetzung die Existenz von V4 € domH C H?*(R).
Transformiert man die V' nun wieder zuriick, so erhélt man eine Losung U™ € domH C H 2(R).

Multiplizieren wir Gleichung (3.12) mit Vi und integrieren so erhalten wir:

Aj HviH;(R) MR <HV£7V£>L2(R) - (’Ui’vi>L2(R).

H ist ein selbstadjungierter Operator. Daraus folgt, dass das auftretende Skalarprodukt reell
ist. Wenn wir nun also nur noch den Realteil der Gleichung betrachten gilt:
1

HV‘,’;\ ;(R) =Ry " (”i’VDLZ’(R) =

J
k

STk 1R L]
ROl L2 @) L2(R)
Das heifit, die Abschatzung gilt fiir die k-te Zeile. Gelte die Abschétzung nun fiir den [ + 1-ten
Eintrag. Wir zeigen, dass sie auch fiir den I-ten gilt:

Die [-te Zeile der Gleichung ist

NV + Vi +ihHV] = 0]

Ganz analoges Vorgehen zum vorigen Fall liefert dann:

va‘ ;(R) B é)“3(1)\3) " (”{= V{)L?(R) CROY) " (V{“’ V{)L?(R)

%(1 (H ‘ L2(R) + HV{'HHLQ(R)> HV{‘

Kiirzen und Einsetzen der Induktionsvorraussetzung liefert dann die Behauptung.
Da V und v durch von n unabhéngige Transformationen aus U" bzw w, hervorgehen folgt
damit aus dem ersten Schritt:

1

L2(R)

1U™ [ L2y < Cllunllpz@y < Clluoll 2w -

Als letztes bleibt noch, die H'-Norm abzuschitzen. Wir beginnen wieder mit der urspriinglichen
Gleichung fiir die U™:

(A7 +ihH) U" = u,1.
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Das bedeutet fiir die j-te Komponente:

hHU = u, — (ATU"), =

ih (=O2U} + V(2)U}") = up — (A7'U") .

Wir multiplizieren mit Ui}l, integrieren partiell und erhalten

. n|2 . n|2 — n TN
1h/R|81Uj‘ +1h/RV(x)}Uj\ :/R<un(A 'um),) U7

Da das Potential nach unten beschrinkt ist, mit V' (z) > —C, ldsst sich weiter abschétzen:

n|2 n|2 1 - n T
/R\axUj\ :—/RV(x){Uj\ —i—ih/R(un—(A U )j) U;
<C HUJ' Hi?(m) + h 1™ | 22 ) HUj HL?(R) - h A 1” 1" |2 @) HUj HL2(R)
< C(h) lluol 72 m)
wobei die letzte Abschitzung aus den vorigen Schritten folgt.

Um die gleichméBige Abschiitzung in A zu bekommen, gehen wir zuriick zu Gleichung (3.12)
bzw. (3.13). Fiir den j-ten Eintrag gilt:

1 . , .
HV] = = (v} = Vi, - Vi)

Wir multiplizieren mit ih und dann dem komplex Konjugierten der rechten Seite und integrieren

iiber R. Somit erhalten wir:

i (17, (o = Vi = 3V1)) g = o = V= 03) [,

Das heifit der Imaginérteil der Gleichung erfiillt:
n (BVY, (v] = VI, - Ajvg))LQ(R) —0.
Aus der Selbstadjungiertheit von H folgt:

R(A) (Hvlj’ Vlj>L2(R) - gFl\"<Vlj’HUZ]A)L?(JR) - ((va, VZZFI)LQ(R) '

Einsetzen der Definition von H und partielle Integration liefert zusammen mit der Cauchy-
Schwarz Ungleichung:

Hvl

IV @y V7]

% = T 17 e | 2
Pl = RO 2w L2(R)

|§R(1)\j)] QW‘HI(R) ‘WH‘HI(R) IV o) HW‘ L2(R) HVZ{H‘ Lz(R)> '

Setzt man die bereits bekannten Abschidtzungen zusammen mit (3.10) ein, so erhélt man, in-
dem man wieder mit Hilfe der Youngschen Ungleichung den H'-Term mit hinreichend kleinem
Gewicht auf die linke Seite bringt

L2(R

_l’_

.2
< O fJuo 32z + Ca [Buolaqey + Cs Vi |

Vj’
7’ l H(R)

2
H(R)

31



Fiir [ = k gilt die selbe Aussage, wobei der Term von Vlj_s_1 verschwindet. Dadurch lésst sich
wieder induktiv die Aussage fiir die anderen [ gewinnen. O

Mit diesen Abschitzungen kénnen wir nun wieder iiber die Methode der erzeugenden Funktion
die transparenten Randbedingungen fiir die Losungsfolge U™ herleiten. Wir betrachten zunéchst
die Gleichung fiir die Zwischenstufen U™".

Multiplikation mit z™ und Summation iiber alle n = 1... N liefert:

N N N
Z U™ = Zunz" 1 —ih ZAEZ”U".
n=0 n=0 n=0

Wir méchten wieder die Abgeschlossenheit von H ausnutzen und bringen die Gleichung daher
auf die explizite Form:

.A,I N .Afl N N
! . z”U”—lTZunznll :ﬂZz”U".
n=0 n=0

n=0

Aus den a-priori Schranken erhalten wir, dass sowohl die Reihe Zg:o 2"U™ als auch die gesamte

linke Seite der Gleichung fiir alle |z| < 1 (im L?-Sinn) konvergiert. Wir kénnen also wegen der
Abgeschlossenheit von H den Grenziibergang durchfithren und erhalten als Gleichung fiir die
Z-Transformierten

iAh_l (U() —az) - 1) = HO(:), (3.14)

beziehungsweise durch einfache Umformung

A

U(z) = i(z) - 1 — ihAHU (2). (3.15)
Aus Gleichung (3.2) erhilt man:
Unt1 = up —ih b HU™,
Multipliziert man mit 2" ergibt sich:
27t (un+1 z"“) = uy, 2" — ihbT H2"U".

Es ist einfach einzusehen, dass b" HU™ auch geschricben werden kann als Hb” U™. Da H abge-
schlossen ist, konnen wir analog zum vorigen Vorgehen iiber alle n summieren, den auftretenden
Grenziibergang mit H vertauschen und den Operator wieder auf die Form " H bringen.
Einsetzen der Definition der Z-Transformierten ergibt dann:

271 (6(2) — ug) = 0(z) — ihbTHU (2).

ug verschwindet auflerhalb von (x;, z,.), das heifit dort gilt:

<1 - Z> i(z) = —ihbTHU (2).

z
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Setzt man diesen Ausdruck in die obige Formel fiir die Zwischenstufen U ein, so ergibt sich:

U(z) = ———ih (b"HU(2)) - 1 — ihAHU ().
1—2z
Hebt man U heraus, erhélt man:

0= <I+ih <11-bT z +A>H) U(2).

1—2z

Definiert man die Matrixfunktion A(z) als:

-1
A(z) == <A+]1bT1 & ) : (3.16)
—z
ldsst sich die obige Gleichung einfacher schreiben als:
A X
(1}53) —H> Ulx,2) =0  V|2| <1, Va¢ |z, (3.17)

Setzen wir die Definition des Hamilton-Operators ein und betrachten zunéchst nur den rechten
Randpunkt x,, so erhalten wir

35(7(2’) _ (iAIEz)

Die allgemeine Losung des obigen Gleichungssystem lésst sich wie im Fall von Mehrschrittver-
fahren als Linearkombination von Exponentialfunktionen schreiben. Es gilt:

~ . JiA(z) . JiA(z)
Uz,z) =V r Togt )y e Von Ve g () (3.19)

- m) U(2). (3.18)

mit
AF(z) eC™, (3.20)

wobei die Wurzel aus einer Matrix noch passend definiert werden muss. Wir verwenden hierzu
den Riesz-Dunfordschen Funktionalkalkiil fiir holomorphe Funktionen:

Definition 3.4. Sei U eine offene Menge, A € C™*™, sodass o(A) C U. Fiir eine auf U
holomorphe Funktion f definiert man:

F(A) = ;m/rf(z) (2D — A) " dz, (3.21)

wobei I' einen stiickweise C'-Weg in U bezeichnet, der das Spektrum von A einmal positiv
umlduft.
Fiir manche Anwendungen ist es praktischer eine dquivalente Charakterisierung iiber die Jordan-

Normalform von A zu verwenden. Sei XAX ! = diag(Jy,..., Jp) die Jordan-Normalform von
A mit Jordan-Késtchen der Groflen m; und Gestalt
D L ¢
0 XN 1 :
JZ — . . .
S
0 0 N
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Dann gilt

f(A) = X diag(f(J1),-.., f(Jp) X°H (3.22)
mit
FO) FOy L S
0 f\) . :
fh) =1 - ; : (3.23)
: : oo Gy
0 T Y

Fiir diagonalisierbare A ist die obige Definition dquivalent ist zu:
F(A) = f(IDIY) == T f(D) J !

mit
f(D) := f(diag(Ar, ... An)) = diag(f (M), - -+, F(An))-

Fiir eine Einfithrung und Herleitung der wichtigsten Eigenschaften dieses Funktionalkalkiils
siehe zum Beispiel Kapitel 11.1 in [GL96].

Wir brauchen noch folgende Information iiber das Spektrum von A(z):
Lemma 3.5. Fir ein Runge-Kutta Verfahren mit invertierbarer Matriz A gilt fir |z| < 1:
o(A(z)) Co(AHYU{w e C: R(w)z =1}

wobei R(z) die Stabilititsfunktion des Verfahrens bezeichnet (siehe (3.5)).
Insbesondere gilt fiir A-stabile Verfahren, dass o(A(z)) innerhalb der offenen rechten Halbebene
{z € C: Rz > 0} liegt.

Beweis. Dieses Lemma findet sich als Lemma 2.6 in [BLM11] O

Somit folgt fiir die im Exponenten auftretende Matrix:

- (iAIEZ) - m) _ %a (A(z)) = V; € {w e C: S(w) > 0}

Die Wurzel der Matrix ist also wohldefiniert, wenn man im Skalaren den Hauptzweig wahlt,
und es gilt, da o(f(A)) = f(c(4)):

o ( IATZ — V,J) C{weC: R(w) > 0,I(w) > 0}. (3.24)

Da fiir die Matrix-Exponentialfunktion die selben Rechenregeln wie im Komplexen gelten, folgt
direkt, dass (3.19) tatséichlich die allgemeine Losung ist.

Genauso wie fiir Mehrschrittverfahren mochten wir nun schlieflen, dass eine der beiden Kom-
ponenten der Losung verschwinden muss. Dazu bené6tigen wir folgendes Resultat iiber das Ver-
halten der Matrixexponentialfunktion:
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Lemma 3.6. Sei A € C™*™ dann gilt fir jeden Vektor v # 0:
(i) Ist o(A) C {z € C: R(z) < 0} dann ist eA%v € L2(]0,0)).

(ii) Ist o(A) C {z € C: R(2) > 0} dann ist e*%v ¢ L*([0, 00).

Es gilt sogar limy,_, o HeAva =00

Beweis. ad (i): Sei A\g > 0 so, dass sogar o(A) C {z € C: R(z) < —Ao}. Wir verwenden die
Darstellung der Exponentialfunktion als Cauchy-Integral und berechnen:

AwH — ’ M (A— N\~ d)\H < max’e)‘m )(A — )\)_IHZ(F)
el
el

Somit folgt sofort:

[l ol an < [T et P ol a < Clolf [T e < o
0 0 0

ad (ii): Fiir die zweite Aussage betrachten wir zunéchst den Fall dass A diagonalisierbar ist,
sich also schreiben lisst als A = X DX ! mit D = diag(A1, ..., Ay ). Wir betrachten wieder ein
Ao > 0. Diesmal so, dass 0(A) C {z € C: R(z) > Ao} Es gilt:

2

e = || xePex "o |* > [P X"

X 1H2 |

Sei w := X~ 'v, dann gilt weiter:

H A H — HX 1“22‘ )\x

— 62)\01

Jw;|* >

QZ 207 |ay; |
1X-1]

— ||w]|I”.

”X_IHQ |

Fiir w # 0, d.h. v # 0 geht dieser Ausdruck fiir x — oo gegen Unendlich.

Der nicht-diagonalisierbare Fall verlduft d&hnlich. Wir betrachten die Jordan-Normalform von
A, A= XJX . Wieder gilt e* = Xe/? X1,

Betrachtet man die Exponentialfunktion fiir ein einzelnes Jordan-Késtchen J; = A\; + N der
Grofle k gilt

erm,w _ e)xixeNk;tw
mit
2 k—1
T T
Lz 5 (k—1)!
0 :
eNkZ — ﬁ
2
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Somit gilt
2
HeJiwaQ _ He)\imekawH _ 629?(&) ‘P(l‘)|2 > e2Mo |P(gj)’2’

wobei P(z) := HeNk‘”wH ein Polynom in z ist, welches nur fiir w = 0 konstant gleich 0 ist.

Ji@”w”2 = 0.

Somit gilt lim,_, ‘e
Das bedeutet, dass, sobald v auf einem der Hauptrdume nicht verschwindet, die Losung bereits
unbeschrénkt wird und somit wieder v = 0 gelten muss. 0

Aus diesem Resultat folgt aufgrund von (3.24), dass in (3.19) der Term A~ verschwinden muss.
Am linken Rand fiihrt die analoge Argumentation dazu, dass A" verschwindet.
Fiir den rechten Randpunkt folgt somit durch Ableiten von (3.19):

OU(xyr,2) =1 P Vi Uz, 2). (3.25)

Da nach Lemma 3.3 die Potenzreihe von U auch im Raum H' (R) konvergiert, konnen wir
wieder Ableitung und Z-Transformation vertauschen, und wir erhalten

1AG)

2 (0.0 () (2) = =

—V,I Z(U(z,)) (2). (3.26)

Die Funktion z +— i4/ % — V. I ist fiir |z| < 1 als Zusammensetzung holomorpher Funktio-

nen wieder eine holomorphe Funktion. Wir kénnen sie also in eine Potenzreihe entwickeln und
erhalten:

: 1A<Z) = (r) mn
1,/h—v7,1:;:;\11nz . Yz <1, (3.27)

mit Koeffizienten \IJ%T) e Cmxm,
Mit Hilfe von Satz 2.7 lisst sich (3.26) zuriicktransformieren und wir erhalten die Randbedin-

gung:

0. U"(z,) = > U () . (3.28)
k=0

Wieder erhilt man durch analoge Rechnung die (bis auf das Vorzeichen) selbe Aussage auch
fiir den linken Randpunkt x;. Zusammenfassend ergibt sich in jedem Schritt also folgendes
Randwertproblem:

(I +ihAH)U"(z) = un(x)1 x € (xr, ),
0,UM(x) =0 WUk (z) oz (a3}, (3.29)
Up+1 = Up +h Z;n:1 bj (—IHU?)

Satz 3.7. Die Liosung von (3.29) ist eindeutig. Sie stimmt auf [z;, x,] mit der Lisung des
Ganzraumproblems (3.1) - (3.2) iiberein.
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Beweis. Wie bereits im Fall der Mehrschrittverfahren bleibt nach Konstruktion der transparen-
ten Randbedingungen nur die Eindeutigkeit zu zeigen.

Wir betrachten erneut Folgen von Funktionen U™, V" 4™ v", welche (3.29) erfiillen, und setzen
W" .= U" — V™", w" := u" — v". Es bleibt zu zeigen, dass W™ = 0 fiir alle n € N. Wir
fithren den Beweis durch vollstéindige Induktion. Fiir n = 0 erfiillen sowohl u° als auch v° die
Anfangsbedingung, d.h. w® = 0.

Sei nun nach Induktionsvoraussetzung W7 = 0 fiir j = 0,...n— 1 sowie w’ = 0 fiir j =0, ...n.
Wir zeigen, dass W™ = 0 und w"*! = 0.

Die Randbedingungen fiir die Zwischenstufen vereinfachen sich durch die Induktionsvorausset-
zungen zu:

O W™ = Z U, Wk = g wn.
k=0

Da ¥ der fithrende Term in der Potenzreihenentwicklung in (3.27) ist, erhdlt man ihn durch
einsetzen von z = 0 in die erzeugende Funktion. Somit gilt

. [1A(0) V. s
\I/[) = 1\/ n — VY(ZW) I=i — VY(Z,T) I.

Sei zuniichst A diagonalisierbar, d.h. wir kénnen es schreiben als X DX ~! mit D = diag(\1, ..., An).
Die Gleichung fiir die Zwischenstufen wird dann zu:

(XX ' +ihXDXTH)W" =0,
bzw. da der Diagonaloperator H mit der konstanten Matrix X vertauscht
X (I +ihDH) X 'W™ = 0.
Schreibt man nun V := X ~'W so erhélt man ein Gleichungssystem in Diagonalgestalt
(I +ihDH)V =0.
Die Randbedingung transformiert sich dhnlich, es gilt:

OV = X' Uu" = X 1wy Xxvn

o
— x! i\/X <1 . —V(M)I> X-1 xv"

| (iD! .
_1\/< ; —VW)I> 18

Das heifit auch in der Randbedingung sind die einzelnen Komponenten voneinander entkoppelt.
Wir kénnen die Gleichungen also fiir jede Komponente getrennt voneinander betrachten. Sei V;
die j-te Komponente von V". Multipliziert man die Gleichung mit W und integriert von x;
bis x, so ergibt sich:

[N i HVT ds =0,

Ty
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sowie nach Einsetzen der Definition von H und partielle Integration:

Tr

/‘MmﬁﬂmmWﬂﬂmwmmﬁm@mﬁwmww) = 0.

xy
Ty
T
cy—1

iy
=—h|INPS # — V| V(@)

xy

Davon der Realteil erfiillt somit

W%MWW;ZRGM%FVqu>

Das Spektrum von A liegt aufgrund der A-Stabilitéit in der rechten Halbebene, somit sind sowohl

.)\._1
R(A;) als auch I : i— — Viur | positiv. Wir erhalten also ||Vj[|;, = 0 fiir jede Komponente

j und daher V =0 bzw. W™ = XV = (.
Betrachten wir nun den Fall dass A nicht diagonalisierbar ist. Wir multiplizieren die definierende
Gleichung der W" mit A~! und erhalten, dass W™ das folgende Problem 16st:

{(A—l +ihH) W™ =0, in (a1, ),

W = \[AZ Vs IW", 1z =2,

Wir bringen A~! auf Jordan-Normalform und schreiben A=! = X.JX ~!. Damit ergibt sich, da
H mit X kommutiert:

(XJX ' +ihXHX ) W" =0
und durch einfache Umformung mit V := X 'W™:
(J+ihH)V = 0.

Transformiert man auch die Randbedingung auf V', so wird diese zu:

iXJx-1

0,V = X1 XV = X—l\/ -

iJ
— /== Vyn V.
h (lﬂ‘)

J hat blockweise Diagonalgestalt, V(;,) und H sind sogar diagonal. Wir konnen die einzelnen
Jordan-Késtchen also unabhéngig voneinander betrachten. Bezeichne J; ein Jordan-Késtchen
der Grofle k und V; den zugehorigen Teilvektor von V. Dann werden die Gleichungen zu:

VI XV

(Ji +ihH) V; = 0.

Die Wurzel aus einem Jordankéstchen hat die explizite Darstellung (3.23). Insbesondere hat die
Matrix obere Dreiecksgestalt. Wir konnen also schreiben:

a1 12 ... O
[iJ; Qe - gy

V= ? - ‘/(l,r)I V= . : Vi,
ALl
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mit Qg5 = \/i)\# — ‘/(l,r)'
Wir betrachten zunéchst die letzte Zeile der Gleichung. Es gilt:

)\ij +ihH Vi, = 0, in (xl,:cr),
OnVi = i Vie, @ € {xy, 2},

wobei wir V;, fiir den k-ten Eintrag von V'; schreiben.
Wir multiplizieren die Gleichung mit Vj, integrieren iiber das Intervall [z, z,] und integrieren
partiell. Das ergibt
Lr Tr T
0_/ Ai [Vl dx—Hh/ —8§Vkadm+ih/ Vi) |Vi|? da

xy x Ty
a

o +ih/ V(z) |Vi|? da.

Z

= N [Vill32 + ik [Vil3n — b (ViVR)

Der Realteil dieser Gleichung ist nach Einsetzen der Randbedingung:
l r
RO [Vl 72 = =h (S Vil () + S(af) VP () -

Die Eigenwerte A; haben Realteil grofler 0. Genauso besitzen die agy, positiven Imaginérteil und
daher folgt ||Vx| = 0.
Da Vi somit gleichméflig verschwindet ergibt sich fiir die k — 1-te Zeile die Gleichung:

0=AVi1+ Vi +ihHV}_4
= A\iVi—1 +ihHV}_q,

sowie wegen der Dreiecksstruktur der Matrix in den Randbedingungen:
OnVi—1 = ap—1 k=1 Vi—1 + 16V = 01 -1 Vi—1.

Man ist also wieder in der selben Situation wie fiir die k-te Zeile und schliefit auf analoge Weise
Vi—1= 0.

Induktiv kann man nun schlielen, dass alle V; gleich Null sein miissen. Daher muss auch das
urspriingliche W" bereits verschwinden.

Aus der Definition der w41, der Tatsache dass nach Induktionsvoraussetzung w, = 0 und dass
nach obiger Rechnung W™ = 0 gilt, folgt sofort, dass auch w,4+1 = 0. 0

3.1. Stabilitat

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Stabilitéit des Systems (3.29), wenn die Koeffizienten
\Il,(f’r) durch numerische Quadratur bestimmt werden. Um die Notation etwas zu vereinfachen sei

Vi = Vi und somit \Il,(j) = \Il,(:) =: W,. Fiir den Rest des Kapitels fordern wir fiir das Potential
V zusitzlich, dass es nach unten beschrinkt ist, d.h. V' (z) > —C. Wir betrachten also folgende
zwei Gleichungssysteme:

(I +ihAH)U™(z) = upy(x)1, x € (xy,2y),

8nU”(x) = Ezzo \IlkUn_k(x)7 x € {xla xr}a (330)
Up+1 = Up + h Z;nzl bj (—IHU?) .
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Auflerdem betrachten wir das gestorte System

(I +ihAH)U" () = G, (2)1, z € (g, 2,),
~n ~ ~n—k
WU (z)=>1_o¥: U (), x € {x;, 2}, (3.31)
1 = i+ A by (—IHOY ).
Dabei sind die Matrizen \Ilk Approximationen von Wj. Wir setzen Q, := \Ilk — Wy Dugch
Abziehen der Gleichungen (3.30) und (3.31) erhilt man, dass die Differenzen E" :=U" — U,

€n = Uy — Uy, das folgende Problem 16sen (wir verwenden die vereinfachte Darstellung der e,,41
aus (3.4)):

(I +ihAH) E"™(z) = en(2)1, x € (z1, ),

n n— n = ~n—k
O E™(z) = Yp_y U U F(z) = Y0 00" (@), x € (o2}, (3.32)
ent1=(1—b"A7 1) e, + bTATLE™

Den Randterm spalten wir nun genau wie in Kapitel 2.2 in mehrere Ausdriicke auf. Es gilt:

_ zn: TLU () — Zn: 3,0 "
k=0 k=0

n n n
= (xyk — \i:k,) Uk _ (xyk - \i:k) E"F Y @B
k=0 k=0 k=0
="My + e'ﬂ + In

mit

k=0
n -~
0, =~ (0~ &) B,
k=0
n
~,, = \I,kEnfk
k=0

Wir setzen die Losung wieder auf den ganzen Raum fort, indem wir folgende Dirichletprobleme
im AuBenraum I6sen:

(I +ihAH) W™ (z) = wy(z)1, x € R\ (x7,z,),
W"(x) = E™(x), x € {x,x}, (3.33)
Wpi1 = (1 —bT A7) w, + b7 ATTW™

Analog zur Herleitung der transparenten Randbedingungen erhalten wir, dass die W™ an z,
x, erfiillen:

W™ (x Z\pkwn *(a Zq:kE” Fz) = —
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Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Funktion, die durch Zusammensetzen von E™ und
W™ entsteht, wieder mit E™. Wir erhalten also eine Funktion auf ganz R, die stiickweise in H?
liegt und global stetig ist. Sie erfiillt:

(I +ihAH) E"(z) = en(z)1, z € R\ {z, z,},
[anEn] =MNp+ 0, T e {1‘1, xr}: (3'34)
ent1 = (1—b"A7'1)e, + bTATIE",

wobei [0, E"] (x) := Op, E™ 4+ 0,,, W" den Sprung der Normalableitung tiber z; bzw. z, bezeich-
net.

Ziel der néchsten Sétze ist nun, passende Abschéitzungen fiir die E™ und e, herzuleiten.

Wir beginnen mit einer relativ groben Abschitzung fiir die Zwischenstufen.

Lemma 3.8. Es existieren Konstanten Cy und Cs, die nur vom verwendeten Runge-Kutta
Verfahren abhdngen, sodass gilt:

1B 3aey + 1B By < Cullenlagey + Coh (1013 + I, ) (3.35)

Beweis. Wir beginnen damit, die Gleichung der Zwischenstufen mit A~! zu multiplizieren und
bringen A~! auf Jordan-Normalform, A=! = XJX ~!. Somit gilt:

X (J+ihH) X 'E" = ¢, A7'1.
Setzen wir F" := X~ 'E", f" :=¢,JX 1, so gilt:
(J +ihH) F" = f",
sowie am Rand von [z, z,]:
(0, F") = X 'n, + X160, = o™

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir nur den Fall, dass J aus einem einzigen
Jordan-Késtchen der Grofle m zum Eigenwert A besteht. Dann gelten die skalaren Gleichungen:

)\an+E7n+1+1hHF}n:ffa j:l,...,m—l,
sowie
AE" +1ihHEF) = f.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit Ff, integrieren iiber R und integrieren partiell.

nl12 n n . n|2 : n m : n on
MIEF 2y + (Fiens ) oy + 10 1 [y — 1007 ) + 30 (V@) S ) oy
= (" F}') 2@y (3.36)
Der Realteil dieser Gleichung liefert:
n 2 n n n n n
MEF 2y = =R (Ffaas FT) pa ey + R (75 F7) oy — B S(S B

<H +1HL2 + HfJnHm(R)) |’FJnHL2(R) +h H(anHF Cir HFJn“Hl(R)
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Aus dem Imaginérteil der vorigen Gleichung ergibt sich

STV Dol e

e+ R IE;

2 (VB ) o = R ET) 4 ST )~ S ET)

Da das Potential nach unten beschrinkt ist (V(x) > —Cy), gilt:
WIE} 3 < (SO + RO |75 4+ 307 o |7 + (15702 + 1 Efal2) 17

Kombinieren wir nun diese Abschitzungen, so ergibt sich:

S(A) + hCy

n n 1 n n n
I+ 017 < (SR (gl 157 0) U s+ 0 Cor 7

103 g o N7 s+ (17N + 1Bl ) 17

< Cr (1l s + 1710 ) 1o+ Com 1

2

fn

(1+h) HFJR 2

2
+h‘Fﬂ
L2 J H1

|
2

>+h()§

L Tr

2
<yt (Jeml;
Kiirzen liefert damit:

1E NSy + B F ey < O WOT (1 ElFagey + 157 [y ) + (L MR CE (1577

Fiir die letzte Zeile gilt dieselbe Aussage, aber der Term fiir

Fiy H Verschwindet. Somit

lasst sich induktiv von unten nach oben die folgende Ungleichung zelgen

1E7 ey + 2 1T ey < O™ G2y + RCa 118"
bzw.

[F™ gy + B By < O [ £ + hCa |87

Transformiert man nun wieder zuriick auf E” und e,, so erhilt man die Behauptung. O

Lemma 3.9. Es existiert eine Konstante C die nur vom RK-Verfahren abhingt, sodass
lent1ll 2y < llenll 2y + C R (|mlp + [16nllr) - (3.37)

Beweis. Wir beginnen wieder mit der Gleichung der Zwischenstufen aus (3.32). Da die erste
Ableitung von E™ bei z; und z, springt, liegt die Funktion global nicht in H? und der Ausdruck
HE" ist stiickweise auf [z;,z,] und R\ [z;,z,] zu verstehen. Um H als selbstadjungierten
Operator auf L?(R) auffassen zu kénnen, multiplizieren wir die Gleichung zunichst mit einem
W € domH C (H*(R))"™, welches wir spéiter konkret wihlen werden, und integrieren zweimal
partiell. Da W € H?(R), entsteht dabei nur ein Randterm, und wir erhalten:

(En’ W)LQ(R) + (ihAEnvﬂw)LQ(R) —1ih <A[871En]7 W>F = (en]l’ W)LQ(R) :

Wir wenden nun Satz 1.6 auf den Operator H an. Wir schreiben im Folgenden U := diag(U, ..., U).
AuBlerdem verwenden wir fiir die transformierten Funktionen die Notation X := UX, bzw. fiir
skalare Funktionen & := Uxz. Damit erhalten wir aufgrund der Unitaritéit von U:

/ B(s)" (U (I - ihATH) W) (s) dyu(s) = /Q e 1TW dpu + ih (A[DLE"], Wy
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Wir betrachten den auftretenden Operator genauer. Es gilt:
(U (1= ihATH) W) (5) = W(s) - ih (UATHU"W ) (5)
— W(s) — ihAT (mw) (s)
= W(s) — ihAT ( f(s)W(s))
= (T—inf(s)A") W(s),

wobei wir verwendet haben, dass UU* = I, sowie, dass der Operator U mit A7 kommutiert,
da er Diagonalgestalt hat mit einem festen Operator U als Eintrag.
Wir wéhlen nun W von spezieller Gestalt als

W= (I- ihATﬂ)_l (wA™d), fur ein w € C3°(R),

bzw. (wie man mit Hilfe der obigen Gleichung leicht nachrechnet) nach der unitéren Transfor-
mation:

W(s) := (1—ihf(s)AT) " (i(s)A~Tb).

Wir erhalten somit die Gleichung:
/ E(s)TwA Tbdu(s) = / en1” (1= ihf(s)AT) ™" (A7) dp(s) + ih (A9, E"], W)y
Q Q
Durch einfache Umformung folgt:

/Q (5747 B()) wdn(s) = /Q n (5747 (L= ihf(5)) 1) i du(s)
ih (A[D,E"), W),

wobei wir die duflersten Transpositionen auch weglassen kénnen, da die auftretenden Ausdriicke
skalar sind.

Wir addieren auf beiden Seiten den Ausdruck fQ (1 — bTA_lll) énw dp und erhalten durch ein-
faches Umformen:

/ ((1 —b"A e, + bTA—lE") W dp = /
Q

Q
+ih (A[0,E"], W)y .

Auf der linken Seite erkennt man genau den unter U transformierten Ausdruck fiir e,41 aus
(3.34). Auf der rechten Seite erkennt man genau die Stabilitdtsfunktion R(z) des RK-Verfahrens
aus (3.6). Das heifit obiger Ausdruck ldsst sich schreiben als

[ enriodi = [ ealo)R(-h1(5)) ) dils) + ih (A0, B", Wy
Q Q

Da das betrachtete RK-Verfahren A-stabil ist, gilt |R(it)| < 1 fiir alle ¢ € R. Da f nur Werte in
R annimmt, gilt somit:

/ énﬂwdu\ < [ Jeals)(6)] duts) + b I(ADLE", W),
Q Q

43

é (1 ~bTATL 4 BT AL (I — ihf(s)A) 11) W dp(s)



bzw. zuriicktransformiert nach L?(R):

[Cent ) agey | < llenllze Ny + b 1(AIGRE"], Wy
W erfiillt die Gleichung

(I —ihATH)W = wA™"b.
Wir bemerken, dass fiir Losungen u € H?(R) von Gleichungen der Form (A — ihA +ihV)u = w
mit w € L?(R) folgende einfache Abschiitzungen gelten:

ullaggy < e ol

B = o] e

hluli g < Clwlag
Fiir die erste Abschétzung testen wir die Gleichung mit u und integrieren partiell. Dann gilt:

()\Uau)m(R) +1h (Vu, VU)L2( )+1h (Vu, U)L2(R) (w, U)L2(]R)

Betrachtet man nur den Realteil davon, erhélt man, da das Potential rein reell ist:
2
RN [[ullz2my = (w,u) 2Ry -

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert dann die erste der Ungleichungen. Fiir die H'-Abschitzung
betrachten wir stattdessen den Imaginérteil der vorigen Gleichung und verwenden dass das Po-
tential nach unten Beschrénkt ist mit V(z) > —Cy:

hlulfn gy = SO [[ull7zm) — PV, u) 2w + S(w, w) 2
< (=S(N) +hCv) [lullZomy + w2y Il 22y
Einsetzen der L?-Abschitzung liefert dann die Behauptung.

Durch Bringen auf Jordan-Normalform von A und #hnliche Argumente wie im vorigen Lemma
oder der A-priori Schranke aus Lemma 3.3 erhilt man damit leicht, dass

IWIZ2my < C lwllia)

C
W@y < W w72 gy

Somit erhalten wir durch die Ungleichung (2.37) bzw. [AF03, Theorem 5.8] die Abschétzung:

(ent1, ) 2y < llenll 2y lwll 2wy + RIAN [0 E"] I C\/HwHL2(R) h=12 |[w|| 2 )

Fiir w haben wir bisher nur gefordert, dass es in C§°(R) liegt. Betrachten wir nun eine Folge
wy, € Cg°(R) welche im H L_Sinn gegen e, ;1 konvergiert, so erhalten wir im Grenzfall:

len+1l72my < llenll oy llentillagey +h** AN E I C llensl 2wy
Kiirzen durch [len1[| 2z sowie Einsetzen fiir [0, E"] ergibt dann die Behauptung. O

Diese zwei Lemmata erlauben zusammen eine schirfere Aussage iiber die Stabilitat. Wir setzen
IE™ 1 := | E"|[72(g) + b |E" 71 ) - Es gilt:
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Satz 3.10. Sei nh < T, ||Qnaell = maxp—1. » [|Qkll < ChP~12 fiir ein p > 0, wobei Q) =
W, — W, Dann existieren Konstanten C > 0, > 0, sodass gilt

. -1
lenllpe@) < € <H60||L2(R) RS ||TIkHr> i
k=0

Beweis. Wir setzen s, := > ;_ || E"™|| fiir n > 0 sowie s_; := 0.

Wir betrachten zuniichst, wie wir die Randterme von EF durch die in s, auftretenden ge-
wichteten Sobolev-Normen abschéitzen konnen. Wie in Lemma 2.15 verwenden wir erneut die
Abschitzung HEkHi < HEkHLQ(R) HEkHHl(R)' Damit folgt, in analoger Rechnung zum Fall
der Mehrschrittverfahren, wieder mit der Young Ungleichung

o] <
r— tr

Ek‘

< (|5 el )

< (A1 =nlh) V2 (s = sn_1)? =t p* - (s — 5n_1)>.

L2(R) H kHHl(R)

Dabei ist p:= (4|1 — h|h)"V/* < Ch=Y/4,
Aus der Definition der 8,, folgt damit nun,

n n
10l < 21l |[B*| < 1Quacll 0 Y- || 2|
k=0 k=0

= [1Qmazll o sn-

Damit erhalten wir aus (3.35)
(0 su1)? = BV < C lleallFaqay + Ca (100l + [, 2)

2
< (V@1 llenll gy + Vb2 00l + v/ Csh /2 [m, 1)

Daher gilt:

Sn = Sp—1 S v Cy ||67’LHL2(R) T Cth/Qp HQmazH Sp + C3h1/2 HnnHF
(1 -V C2h1/2p ||Qmaz||> Sp < V Cl ||enHL2(]R) + Sp—1+ vV C3h1/2 ||77nHF :

Sei vVC32h?p ||Q,muell < co < 1, dann gilt fiir eine neue Konstante C:

sn—1+ ChY? I, I (3.38)

sp < C ||6nHL2(R) +

1
1- \% CZhl/gp HQmaxH

Fiir den Vorfaktor von s, gilt:

1 14 1-1+ V CZhl/Qp ”Qmaz”
11— \/@hl/Qp HQma;vH 1- @hl/Q}O HQmax”

A1 1/2
<14 Cah p”Qmax”
- 1—co

=1+ Ch1/2p ”Qmax” :

Sei € > 0, wobei wir es spéter speziell wihlen werden. Auflerdem definieren wir den h#ufig
auftretenden Faktor qo := h'/?p ||Q,,azll- Wir betrachten die GréBe ||le, 11| + € s, und wenden
darauf das Gronwallsche Lemma an.
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Aus (3.37) und der vorigen Abschitzung folgt nun
lens1ll + esn <lleall 2y + CH¥* 18ally + CH¥ 1+ €sn
<lenlliz@ + (CR 0 |1Quuaell + €) s+ CH/* |y I
< llenllaqe) + (ChY a0 + €) (C lleall 2z + (1 + Cao) sn—1 + CHY i, 1)
+ CR¥ |

Chl/4
s@+cmﬂ%+00wwp®+e(?+e

(1+ CQO)> Sp—1
+C (n¥gy + en'/? + B4 [ln, |
< (1 +Ch' g0 + CG) lenll L2 (r) + € (1 +Cqo + ChMge (1 + CQO)) Sn—1
+C (B0 + e/ + 3/Y) g,
Wir wihlen € := y/hl/4qy. Dann erhalten wir:
lent1]| + €5 < (14 €+ C1€?) lenll 2y + (1 +Co eV 4 Oy e> €Sn—1
+C (¥ g0 + ehM2 + 13/1) | -
Sei v := max (6 + C1€2, Cy2hY4 4 ¢y 6). Damit gilt dann:
lensall+ esn < (1+) (llenll 2 + €sn1)
+C (B0 + e/ + 3/Y) g,

Wir betrachten den Vorfaktor fiir ||n,,|| genauer. Es gilt:

1/2
< C|Quanll? H3/1.

1/2
chl/2 — (qoh1/4h) <C <||Qmaac|| RL/2 p—1/4 p1/4 h)
Das heift der h3/4 Term dominiert. Wir erhalten:
lensoll+€sn < (1 +7) (el ey + €snt) + CH* iy -

Aus dem Gronwall Lemma (Lemma 2.2) folgt damit:

n n
len+llz2 + esn < (\eonL2+—s—1+-cvﬁ/4§Ej\nnur)‘aq>(§£3v)

k=0 k=0

< (IeoIIL2 +Cah* Y ||nn|!p> exp ((n+1)7).

k=0

Ist ||@Q, 0. ]l < Ch?~1/2 fiir ein p > 1, Dann gilt

1/2 1/2
1= (e en ) < Ce< o (WIRPN Q) < 0 (I 12)
< ChP.
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Dies ergibt insgesamt:

n
lenillz + esn < (|eo||L2 + ORIy ||nnup> exp (CTHY).
k=0
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4. Zusammenhang zur Faltungsquadratur

Ein alternativer Zugang zur Herleitung transparenter Randbedingungen ist es, die Randbedin-
gung bereits auf dem kontinuierlichen Level einzufiihren, und dann zusammen mit der Differen-
tialgleichung zu diskretisieren. Dieser Zugang wird etwa in [Sch02a] ausfiihrlich behandelt. Wir
mochten hier nur die wichtigsten Resultate wiedergeben und auf den Zusammenhang mit dem
vorher hergeleiteten semidiskreten Zugang eingehen.

Auf kontinuierlicher Ebene ist die Schrodingergleichung mit transparenten Randbedingungen
gegeben durch:

2

iau(x,t) = —@u(x,t) + V(x)u(z,t), (z,t) € (u,u,) x (0,00), (4.1)
t
Opu(z,t) = / ft —7nu(z, 1) dr, T =z, T t >0, (4.2)
0
u(z,0) = ug(z). (4.3)
mit L(f)(s) = F(s) = —/—is + V(i)
Da in der zitierten Arbeit bei der Herleitung der Randbedingungen eine leicht andere Losungsbasis
fiir die Differentialgleichung y” = —\y verwendet wurde als in dieser Arbeit, bemerken wir noch,

dass fiir ®s > 0 gilt:

e Vi =i Vi

Dies sieht man leicht ein, da das Quadrat beider Ausdriicke iibereinstimmt und beide Ausdriicke
nichtnegativen Realteil besitzen.

Diskretisieren durch ein Mehrschritt- oder Runge-Kutta Verfahren iiberfiihrt die erste Gleichung
in die entsprechenden Gleichungen in (2.21) bzw. (3.29). Interessanter ist die Diskretisierung der
Randbedingungen. Die Gestalt der Randbedingung als Faltungsintegral, von dessen Kernfunk-
tion nur die Laplace-Transformierte bekannt ist, legt nahe, zur Diskretisierung die Methode der

Runge-Kutta/Mehrschritt
Verfahren Zeitlich diskrete
Gleichungen auf R™

Schrédingergleichung auf R™

FEinschrinkung Einschrankung
auf [z, z,] auf [z, z,]
Faltungsquadratur
Kontinuierliche transparente fir die Randbedingung Semidiskrete transparente
Randbedingungen Randbedingungen

Abbildung 4.1.: Verschiedene Vorgehen fiir transparente Randbedingungen
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Faltungsquadratur, welche von Lubich fiir Mehrschrittverfahren in [Lub88|, sowie im Fall von
Runge-Kutta Verfahren von Lubich und Ostermann in [LO93] eingefiihrt wurde, zu verwenden.
Verwendet man zur Diskretisierung ein Mehrschrittverfahren mit Schrittweite h, so ist die Ap-
proximation des Faltungsintegrals

t
= — d 4.4
v [ He=m(r) ar (4.4)
gegeben durch

wi= 3 wilh)g(t - jh), (4.5)

0<jh<t

wobei die w;(h) definiert sind als Koeffizienten der Potenzreihe

F(8(6)/h) =) w;()€. (4.6)
§=0

Dabei ist (&) definiert wie in (2.17).
Den Zusammenhang zwischen den beiden Zugéngen fiir transparente Randbedingungen stellt
der folgende Satz her:

Satz 4.1. Diskretisiert man (4.1) durch ein Mehrschrittverfahren und die Randbedingung mittels
Faltungsquadratur zum selben Verfahren, so stimmt diese Losung mit der aus dem semidiskreten
Problem (2.21) gewonnenen Ldsung tiberein.

Beweis. Nach Konstruktion der Approximationslosung erfiillt diese die Differentialgleichung
und die Anfangsbedingung in (2.21). Betrachtet man (4.4), so ist d,v durch die selbe Formel
gegeben wie in (2.21). Das heifit, die Probleme stimmen {iberein. O

Auch im Fall, dass fiir die Approximation jeweils ein Runge-Kutta Verfahren verwendet wird
gilt ein dhnliches Resultat. Sei ein m-stufiges Runge-Kutta Verfahren durch sein Tableau A, b, ¢
gegeben. Es sei A-stabil und zusitzlich gelte b7 A~ = (0,0,...,1). Dann ist die Approximation
von v(t) = fg f(t —7)g(7) dr zu den Zeitpunkten t,, + ¢;h gegeben durch:

n g(tj + clh)
=Y Wri(f) : :
J=0 g(tj + th)

Un1

Unm

wobei th( f) € R™*™ gegeben ist durch:

(57 - iW}‘(f) .

Dabei ist A(z) durch (3.16) definiert und f <¥) im Sinne von Definition 3.4 zu verstehen.

Verwendet man dieses Verfahren zur Diskretisierung der Randbedingung in (4.1), so ergibt sich:

U™ => "wh_ u"
=0
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mit

S Wl = —\/—iA(z) + VI
n=0 h 7

Dies entspricht der Randbedingung aus (3.29). Das heifit auch im Fall von Runge-Kutta Verfah-
ren sind die beiden Zugénge zu transparenten Randbedingungen #dquivalent, oder mit anderen
Worten, das Diagramm aus Abbildung 4.1 kommutiert.
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5. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt geht es darum, die in den vorigen Kapiteln bewiesenen Resultate zu Kon-
vergenz und Stabilitdt numerisch zu iiberpriifen. Wir wenden daher eine Reihe verschiedener
Runge-Kutta Verfahren auf ein Modellproblem mit bekannter exakter Losung an und verglei-
chen die Resultate.

Wir betrachten den Fall der freien Schrodingergleichung, d.h. verschwindendem Potential V' (z) =
0, und Gaufischer Anfangsbedingung. Fiir Parameter z., kg € R ist diese gegeben durch:

up(z) = il/zexp (—(z — ) + iko(z — 2)) Vo e R. (5.1)

Man iiberpriift dann leicht, dass die exakte Losung der Schrodingergleichung (1.1) gegeben ist
durch:

2 /i —i(x — )% — ko(z — z.) + K2t
Uez (T, 1) = Q/; O ( a4 ). (5.2)

Wir betrachten das Problem auf €2 := (—12,3), und zentrieren die Anfangsbedingung bei x. =
—6 mit kg = 0.5. Als Endzeit wird T = 4 gew&hlt. In Abbildung 5.1 ist der Realteil der exakten
Losung zum Anfangs- sowie zum Endzeitpunkt dargestellt. Man sieht, wie sich die Glocken-
Kurve aus dem Intervall (z;, x,) bewegt und die Randbedingungen daher entscheidend sind.

Re(u(x,t=4))

1 0.3
0.8} 0.2
0.1
0.6
0.
0.4}
-0.1
0.2}
0.2
0 -0.3
02 : : : 04
A5 -10 -5 0 5 20 20
X X

Abbildung 5.1.: Exakte Losung der freien Schrodinger Gleichung zum Anfangs- und
Endzeitpunkt

Abbildung 5.2 zeigt einen Vergleich von verschiedenen Runge-Kutta Verfahren angewendet auf
das obige Modellproblem, wobei das Maximum iiber die L?-Fehler in den einzelnen Zeitschritten
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10* . . . . .

gauss m=1
— = on?
0% b s . gauss m=2
h - —-omn™
o gauss m=3
10 11— — -on™
gauss m=5
» - —-om?
5 10 7 radaullA m=1
5 - —-omM
o 4 + radaullA m=2
10 11— — on™
+ radaullA m=3
10° ||——-on™
lobattollIC m=2
- = on™
108 | | O lobattolllC m=3
- = on™
sdirk m=3
107 — — o

16 64 256 1024 4096
Anzahl Zeitschritte

Abbildung 5.2.: Vergleich RK-Verfahren

als Indikator fiir den Gesamtfehler verwendet wurde. Die gestrichelten Linien stellen dabei
jeweils die erwartete Ordnung der einzelnen Verfahren dar.

Um die Approximation mit n Zeitschritten, fiir ein Verfahren der Ordnung p zu erhalten, wurde
fiir die numerische Quadratur jeweils (p+1)n-Quadraturpunkte verwendet. Fiir die Ortsdiskreti-
sierung wurde eine Finite-Elemente-Methode p-ter Ordnung mit jeweils n Elementen verwendet
um den Ortsdiskretisierungsfehler vernachlissigbar zu halten. Aus der Abbildung ist ersichtlich,
dass alle Verfahren die jeweils vorhergesagte optimale Rate erreichen.

Als néichstes mochten wir die Abhéngigkeit des Approximationsfehlers von der Genauigkeit der
Quadratur untersuchen. In Abbildung 5.3 vergleichen wir verschiedene Quadraturordnungen
fiir ein dreistufiges Gauiverfahren. Um die Fehler durch die Ortsdiskretisierung zu vermeiden
wurde eine Finite-Elemente-Approximation der Ordnung 4 mit jeweils n Elementen verwendet.
Bezeichne ) die Anzahl Quadraturpunkte, welche fiir die summierte Trapezregel verwendet
werden. Man sieht, dass fiir ) > n das Verfahren optimal konvergiert, wihrend fiir @ < n
der Fehler stark ansteigt. Dies liegt aber nicht an der Instabilitdt der Schrédinger Gleichung,
sondern, wie die rechte Abbildung zeigt, liefert bereits die numerische Quadratur in diesem Fall
keine zufriedenstellende Genauigkeit. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Voraussetzungen
von Lemma 2.13.

In Lemma 2.13 haben wir die Voraussetzung, dass die Anzahl Quadraturpunkte grofier als
die Anzahl Zeitschritte n ist. Aus Abbildung 5.4 ist ersichtlich, dass diese Forderung bereits
ausreichend ist, um auch fiir Verfahren hoherer Ordnung (in der Abbildung ein dreistufiges
GauBverfahren der Ordnung 6) die volle Konvergenzordnung zu erhalten.

52



Verfahren Stufen Ordnung
Gauss 1 2
2 4
3 6
5 10
RadaullA 1 1
2 3
3 5
Lobatto III C 2 2
3 4
SDIRK 3 4
Tabelle 5.1.: Die in Abbildung 5.2 Verwendeten Runge-Kutta Verfahren (siche auch Abschnitt
C)
1010 . . . . . . . . . 1010 . . . . . .
S S &
g=2 l
g=4 5 5 |
48 10 10 T
q=16 1
a=32 | _ : 5 /
~+ —g64 |2 : Lo }
— 4+ —qg=128 |£10 o 510 b
« : = I
g=256 | - : § ;
g=512 : e} /
- — —omn® ; :
107 - 107 a ,‘f'
5 | L
: = e N
10—10 o ; ; ; ; ; ; 5\ ; 10—10 ; 5 ﬁz 5+ 5 ; ; ; ;
2 4 8 16 32 64 128 256 512 2 4 8 16 32 64 128 256 512

Anzahl Zeitschritte Anzahl Zeitschritte

Abbildung 5.3.: Vergleich Stabilitiat beziiglich Quadraturordnung
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g=0.7n
0g=0.75n
g=0.8n
g=0.85n
g=0.9n
g=9.5n
g=n
g=1.05n
g=2n
— = —on™)

+ 4+ +

©)

10

10°

10°

L2 Fehler

10

10°

10

10’

10°

Anzahl Zeitschritte

Quadraturfehler

10 R
10°
10°
107° +¢jitt¢
-+ jf%t#ﬂi#
00000000000
107"°

10’ 10°
Anzahl Zeitschritte

Abbildung 5.4.: Vergleich Stabilitét beziiglich Quadraturordnung
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6. Der Hoherdimensionale Fall

Zum Abschluss werden wir noch kurz skizzieren, wie sich die in den vorigen Kapiteln prisentierten
Resultate auch auf héhere Raumdimensionen {ibertragen lassen. Der wesentliche Unterschied

liegt darin, dass die Gleichungen (2.16) bzw. (3.18) sich nicht mehr analytisch 16sen lassen.

Stattdessen konnen die daraus resultierenden Beziehungen zwischen Funktionswert und Norma-

lableitung am Rand des Gebietes {2 aber durch Methoden der Randelementmethode berechnet

werden.

In d Raumdimensionen ist die Schrodingergleichung gegeben durch,

iOu(x,t) = —Au(z,t) — V(x)u(x,t), xRy t>0, (6.1)
u(x,t =0) = up(x).

Der mehrdimensionale Hamilton-Operator ist gegeben durch
(Hu)(x) := —Au(x) — V(x)u(x). (6.3)

Sei im folgenden € ein beschrinktes Gebiet in R mit Rand T.
Erneut machen wir eine Reihe von Annahmen an das Potential:

e V(r)eR VxeRY

e der zu V gehorige Hamiltonian H ist ein dicht definierter selbstadjungierter Operator auf
L*(RY),

o V(z) = Vo € R fiir v € Q¢ :=RI\ Q.
Fiir die Anfangsbedingung ug gelte im Folgenden:
e suppug C €2,

e uy € dom (H), sodass das obige Problem wohlgestellt ist.

6.1. Mehrschrittverfahren

In mehr als einer Raumdimension ergibt analoges Vorgehen zu Kapitel 2.1, dass die Z-Transformierte
die Differentialgleichung

<15A(i) —H)ﬂ:()

16st, wobei (z) wieder wie in (2.17) definiert ist.
Einsetzen der Definition des Hamiltonians liefert

~Ad+ <i‘x> - vm) i =0. (6.4)
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Das heifit, die Z-Transformierte ist Losung einer Helmholtz Gleichung und liegt als Grenzwert

von L? Funktionen wieder in L2. Da & (1%?) > 0 ist dies bereits hinreichend um aus der

Asymptotik der Hankelfunktionen eine passende Abstrahlbedingung zu erhalten.

Die Randelementmethode liefert eine Moglichkeit die Dirchlet-to-Neumann Beziehung dieser
Losung sowohl analytisch als auch numerisch zu berechnen. Wir geben das Vorgehen hierzu nur
skizzenhaft wieder. Fiir Details zu Randelementmethoden sei etwa auf [SS10] verwiesen.

Definition 6.1. Die Greensche Funktion fiir die Hemlholtzgleichung zur Wellenzahl s ist gege-
ben durch

L (sle —yl), d=2,
G(:E7y7 S) = {iismoz d _ 3

dr|z—y|’

(6.5)

wobei Hél) die Hankelfunktion 1.Art der Ordnung 0 bezeichnet.
Wir definieren damit den Einfachschichtoperator V(s) zumindest fiir glatte Funktionen ¢ durch

(V(s)p) (z) := FG(ﬂfvy;S)@(y)dS(y), zel. (6.6)
y€E

Der Doppelschichtoperator K (s) ist definiert als

(K (s)e) (@)= [ 9. v:5) o pas(y),  zer. (6.7)

yel’ 8V(y)

Als Losung einer Helmholtzgleichung erfiillt @ die folgende Beziehung;:

v ( i‘Z) - v0> Opi(z) = (—;Id VK ( i‘l? - %)) a(2). (6.8)

Wir entwickeln die auftretenden Operatoren in Potenzreihen beziiglich z, d.h. wir setzen:

i6(z) L n —1/2 py1/2
V(\/ N Vo) _.n;)xpnz, U, € B(HY2, HY?),

i0(2) L - n 1/2 r1/2
K( A Vo) —-Z:Onnz . m € BHY? H'Y?),

Damit wird (6.8) zu

() (Ee) - () ()
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Ausmultiplizieren der Reihen und Koeffizientenvergleich liefert nach der Cauchyschen Produkt-
formel

n n 1
Z U0, u" " = Z npu "k — Eu"
k=0 k=0
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U=V MSA(?) — V0> ist ein koerziver Operator und kann daher stetig invertiert werden. Dies

ergibt:

n n
1
du™ =Wyt <— Z Uo,u" " + anu”_k - 2u”> . (6.9)
k=1 k=0

Wir haben somit wieder eine explizite Form fiir die Dirchlet-to-Neumann-Abbildung gefunden,
welche auch fiir numerische Berechnungen verwendet werden kann. Das numerische Verhalten
dieser Methode wurde beispielsweise in [Sch02b] untersucht.

6.2. Runge-Kutta Verfahren

Im Runge-Kutta Fall erfiillt die Z-Transformierte die Gleichung (3.18):

16(z)
h

—AU(z) = — ( - VOI> U(2),

wobei wir um Verwechslungen mit dem Laplace-Operator zu Vermeiden §(z) fiir die Matrix-
funktion

5(z) = <A+]le1 : )_1

—Z

schreiben. ‘
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass (@ — Vol ) diagonalisierbar ist. Dann kann diese

Gleichung auf die skalare Helmholtzgleichung zuriickgefiihrt werden.
Sei # — VoI ;== JDJ~ !, D =diag(\1,...,\,) und W := J~'U. Dann l6st W komponenten-

weise
—AWj = —-\;Wj.

Damit ldsst sich der Dirichlet-to-Neumann Zusammenhang wieder schreiben als:

VRO, = (K(/3) - 51a) W,

Zusammengefasst zu Operatoren V(z) = diag (V(vVA1),..., V(VAn)), K(z) = diag (K(vVA1), ..., K(vVAm))
ergibt sich damit:

V()W = (K(z) _ ;m) W

Setzt man dann noch V(z) := J~'V(2)J und K(z) := J~'V(z).J, dann erhélt man eine analoge
Gleichung zu (6.8):

V.00 - (K - 310) UG
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Es sei analog zu vorhin
(e}
V(z) =: Z\I'nz”, U, € B(HV? H'Y?),
n=0
[e.e]
K(z) = Znnz", me € B(HY? HY?).
n=0

Damit kann man die obige Gleichung vo6llig analog zuriick transformieren und erhélt mit

n n 1

n—k __ n—k n
> nAUF =Y U - SU
k=0 k=0

eine Gleichung fiir die Dirichlet-to-Neumann Abbildung.
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B. Notation

Sind X, Y Banachridume, A ein linearer Operator, so bezeichnen wir:

B(X,Y) ... der Raum aller beschrinkten, linearen Operatoren von X nach Y,
a(A) ... das Spektrum von A,

dom (A) ... der Definitionsbereich von A,

Id ... die Identitdtsabbildung auf X.

Fiir Matrizen benutzen wir die folgenden Notationen:

o(A) ... Das Spektrum der Matrix A,
diag(A1,...,A\n) ... die n x n Diagonal-Matrix mit Aj,..., A, als Diagonaleintrigen,
I ... Die Einheitsmatrix, diag(1,...,1).

Sei Q C R? offen. Wir verwenden folgende Funktionenriume:

L3(©2) ... der Raum aller quadratintegrierbaren, messbaren Funktionen:
{f:Q — C, messbar mit [, |f[* < oo},

L>Q ... der Raum aller wesentlich beschrankten, messbaren Funktionen:
{f:Q— C, messbar mit [[f| e q) < oo},

C3e(©2) ... der Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager,

H*(Q) ... der Sobolevraum {f € L*(Q) : D*f € L*(Q) V|oz|d§ k}, wobei fiir einen

Multiindex o € Nd der Grad definiert ist als |a| := >°¢_; a; und die Ableitun-
gen D®f im schwachen Sinn zu verstehen sind (siehe [AF03]).

Sei u eine messbare Funktion von 2 nach C, z € C, dann schreiben wir:

suppu ... der Triager von u: {x € Q: u(x) # 0},
R(2) ... der Ralteil von z,
I(z) ... der Imaginérteil von z.

Fiir die verschiedenen Normen und inneren Produkte verwenden wir die folgende Notation:

[ull pee(y == nH{M € R: [u| < M fast-iiberall },
HUHLQ(Q) = \/mv

(W, )12y = Jquv da,

lallimg = /St 1Pl 20y,

ulgry = \/Zm:k IDu|72 -
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C. Verwendete Runge-Kutta Verfahren
C.1. Gauss-Verfahren
Ordnung= 2m
11
m=1 2 2
1
1_ V3 1 1_ V3
2 6 4 4 6
_ 1 V3|1 V3 1
m=2  +%|1+% 1
1 1
2 2
V15 1 5 15 2 15 5
—0 t3 36 —5 t5 —30 T3
1 15 5 2 15 5
=3 2 24 T 36 9 ~21 T 36
Vvis | 1 V15 5 15 |, 2 5
o T2 |3 t3w 15 1TH 36
5 4 5
18 9 18
C.2. Radau-Il1A-Verfahren
Ordnung=2m — 1
11
m=1
1
1|5 _1
3 12 12
me2 1]§ 1
3 1
4 4
1 2 7 11 169 37 1 2
—oV6+ 2| —gigVO+ i3 —1s0 VBt a5 V0 — o5
1 2 169 37 7 11 1 2
m—3 wVo+: | Vot s Vitsm Ve
1 4 1 4 1
1 —35V0+35 5% V6+5 9
1 4 1 4 1
—5 V6 + 35 3 Vo+3 9

C.3. Lobatto IIIC-Verfahren

Ordnung= 2m — 2
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1
2
1
2
1
2

ot -4 4
r+1 5 1

m =3 216 12 12
14 3
2 1

6 3 6

C.4. Andere Verfahren

SDIRK-Verfahren der Ordnung 4:

Y gl 0 0
2 | vt o0
1—7 27 —4y+1 =
5 —264+1 §

Mit
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