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Kurzfassung

Das Verstédndnis mikromagnetischer Phdnomene und Prozesse gewinnt zunehmend an Bedeutung
als Schliisseltechnologie in unserer Informationsgesellschaft. Ferromagnetische Materialien sind wich-
tiger Bestandteil in vielfiltigen modernen Anwendungen, u.a. in magnetischen Sensoren oder Spei-
chermedien. Mit dem technischen Fortschritt geht auch ein Interesse und Bedarf an zuverldssigen
Simulationen mikromagnetischer Phdnomene einher.

Allgemein anerkannte Grundlage aller quantitativen numerischen Simulationen ist das Modell von
LANDAU und LIFSHITZ, bei dem die Gesamtenergie

= m.’L‘2£U mixr X — ) -ml\x X 1 562517
B(m) = o [ V(@) do+ [ o(m@) do— [ t@) ma)dot 5 [ @R )

iiber Magnetisierungen m : Q — R? zu minimieren ist, die die nicht-konvexe Nebenbedingung
|m| = 1 fast iiberall erfiillen. Die Gesamtenergie ist die Summe von vier Gebietsintegralen, die als
Austauschenergie, anisotrope Energie, dufSere Energie und Streufeldenergie bezeichnet werden. Die
Anisotropiedichte ¢ : RY — R>q modelliert Materialeigenschaften auf kristalliner Ebene, f : Q —
R? beschreibt ein angelegtes #uferes Feld, und das Streufeld H : R? — R? ist mit m {iber die
Mazwellschen Gleichungen gekoppelt.

Aufgrund der beschriankten Rechnerkapazitéiten — auch bei modernen Rechnern — mufl man bei der
Simulation eines makroskopischen Koérpers ) zunéchst den singuldren Limesfall & = 0 betrachten
und dann aus dieser Kenntnis heraus robuste Verfahren konstruieren. Das Modell bedarf einer
Relaxierung, um die Losbarkeit zu garantieren. Eine Relaxierung durch Konvexifizierung fiihrt
auf das folgende Problem: Man finde eine Magnetisierung m € L2?(€2;RY) und einen Lagrange-
Multiplikator A € L?(§2) derart, da8 fast iiberall in § gilt

Vu+ D¢**(m) + Am = f,

m[<1, A>0, A(l—|m|)=0. 2)
Dabei ist ¢** die Konvexifizierung von ¢, und das Streufeld —Vu = H € L?(R%;RY) ist Losung von
(=Vu+m; Vv)2pagsy =0 fiir alle v € D(RY). (3)

Die numerische Simulation steht vor drei Schwierigkeiten: Zum einen ist die Magnetisierung m geeig-
net zu diskretisieren, zweitens ist die konvexe Nebenbedingung |m(x)| < 1 numerisch zu realisieren,
und drittens ist fiir jedes diskrete my, die Gleichung (3) im Vollraum zu 16sen, und dies involviert
einen nicht-lokalen Integraloperator £. In der vorliegenden Arbeit werden zunéchst die analytischen
FEigenschaften dieses Operators untersucht und diese Kenntnis bei der Diskretisierung von m einge-
bracht: Es wird vorgeschlagen, die Magnetisierung my, in einem L?-Galerkin-Verfahren stiickweise
konstant anzusetzen und die Nebenbedingung durch Penalisierung zu beriticksichtigen. Dieses Vorge-
hen wird durch die entsprechende a priori Analysis gerechtfertigt. Die Losung Vuy, von (3) kann fiir
gegebenes diskretes my, exakt berechnet werden. Adaptive Algorithmen zur numerischen Simulation
des konvexifizierten Modells werden vorgestellt und durch a posteriori Fehleranalysis mathematisch
fundiert. Dies erlaubt eine durch Indikatoren gesteuerte adaptive Netzverfeinerung. Der Aufbau der
benotigten Daten — im wesentlichen zur Berechnung von Vuy, sowie der Verfeinerungsindikatoren
— wird durch hierarchische Matrizen und panel clustering effizient realisiert. Schliellich werden die
erzielten Resultate anhand von numerischen Experimenten fiir d = 2,3 bestétigt. Dabei werden
uniachsiale Materialien wie z.B. Kobalt betrachtet, die besonders in Speichermedien ihre Anwen-
dung finden, weil ihre Magnetisierung ,,stark®, d.h. gegeniiber wechselnden &ufleren Feldern relativ
stabil ist.
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Abbildung 1: Diskrete Magnetisierung my, als Lisung des konvexifizierten diskreten penalisierten
Modells (links) und zugehdriges magnetischen Potential up, = Lmy, (rechts) auf einem adaptiv
generierten Netz mit N = 206 Elementen im uniaxialen Fall mit e = (1,0) und konstantem dufleren
Feld £ = (.5,.5). Die Ldange |my,| des Vektorfeldes sowie der Funktionswert des Potentials up sind
farbig dargestellt. In der rechten Abbildung sind einige Potentiallinien weifS eingezeichnet.

Einleitung

Zielsetzung. Das Verstindnis mikromagnetischer Phinomene und Prozesse gewinnt zunehmend
an Bedeutung als Schliisseltechnologie in unserer Informationsgesellschaft. Ferromagnetische Ma-
terialien sind wichtiger Bestandteil in vielfidltigen modernen Anwendungen, u.a. in magnetischen
Sensoren oder Speichermedien. Mit dem technischen Fortschritt geht auch ein Interesse und Bedarf
an zuverlissigen Simulationen mikromagnetischer Phdnomene einher.

Mathematisches Modell. Allgemein anerkannte Grundlage aller quantitativen numerischen
Simulationen ist das Modell von LANDAU und LIFSHITZ, bei dem die Gesamtenergie

= ml'QLL' m(xr xXr — I)-mixr)axr l ZL‘2IL‘
B(m) = o [ [Vm(@) do+ [ o(me) do— [ t@) ma)dot 5 [ @R 0

iiber Magnetisierungen m : @ — R zu minimieren ist, die die nicht-konvexe Nebenbedingung
|m| = 1 fast iiberall erfiillen. Magnetisierung m und Streufeld H sind dabei tiber die Maxwellschen
Gleichungen gekoppelt.

FEine Grundannahme jeder stationdren mikromagnetischen Simulation ist, dafl der Korper 2 ma-
gnetisch geséttigt ist, d.h. die Linge der Magnetisierung |m| auf Q wird durch eine Funktion f
beschrieben, die nur noch von der Temperatur 6 abhéngt,

lm(z)| = f(0) fir alle x € Q.



Liegt die Temperatur 6 oberhalb des Curie-Punktes 0y, so ist f(6) = 0. Im folgenden wird eine
konstante Temperatur 8 < 6y vorausgesetzt und deshalb ohne Beschriankung der Allgemeinheit
|m(z)| = 1 fiir fast alle x € Q angenommen. Das Problem (P) besteht also darin, eine Minimalstelle

m € A:= {m € L*(;R?) | lm| =1 fast {iberall in Q} (2)
von F in A zu finden, d.h.

E(m) = min E(m). (3)

- meA

Hierbei ist fiir a > 0 der Term |Vm| geeignet zu interpretieren bzw. die Menge der zuléssigen
Funktionen A weiter einzuschrianken. Die Maxwellschen Gleichungen involvieren im stationéiren
Fall lediglich das Streufeld H und die magnetische Induktion B(xz) = H(z) +m(z) und lauten dann

divB(z) =0 und curlH(z)=0 inR% (4)
Mit Hilfe des Satzes von Stokes kann H = —Vu geschrieben werden mit einer Funktion u €
H} (R%). Gleichung (4) vereinfacht sich damit zu

div(~Vu+m) =0 inR< (5)

Die Gesamtenergie F(m) besteht nach (1) aus vier Anteilen. Der erste Summand ist die soge-
nannte Austauschenergie, die skaliert mit einem Faktor o > 0 zur Gesamtenergie beitrigt. Die
Austauschenergie bevorzugt offensichtlich Magnetisierungen m, die in moglichst groflien Bereichen
von §2 konstant sind oder zumindest wenig oszillieren. Der Austauschparameter « ist in praxi sehr
klein, und der Anteil der Austauschenergie an der Gesamtenergie ist bei Betrachtung eines grofieren
Korpers € verschwindend, vgl. DESIMONE [26] und HUBERT-SCHAFER [36], so daf8 er hdufig bei
den Energiebetrachtungen weggelassen wird. Dies wird auch dadurch bedingt, dafl die derzeitigen
Rechnerkapazitéiten nicht ausreichen, um die Magnetisierung makroskopischer Kérper zu berech-
nen. Auf elementarer Ebene sorgt der Austauschenergieterm aber dafiir, daf sich Teilgebiete von (2
herausbilden, in denen die Magnetisierung m quasi konstant ist. Man bezeichnet diese als Weiss-
Gebiete. Sie werden durch sogenannte Bloch-Winde getrennt, an denen m rapide die Richtung
wechselt.

Im zweiten Integral ist die Anisotropiedichte ¢ : Sg — R>0 gegeben, von der im Modell gefordert
wird, daB sie eine glatte gerade Funktion ist, d.h. ¢(—z) = ¢(z) fiir alle 2 € S§. Die anisotrope
Energie beschreibt Materialeigenschaften des Korpers auf kristalliner Ebene. Man unterscheidet
zwischen uniachsialen und multiachsialen Materialien. Bei uniachsialen Materialien wie z.B. Kobalt
existiert eine sogenannte easy avis e € S¢ mit ¢(+e) = 0 und ¢(x) > 0 fiir alle x € S¢ mit = # +e.
Die Anisotropiedichte von Kobalt ist z.B. durch

d(coy(x) = C (1= (z-€)?) (6)
gegeben, SCHREFL [56]. Bei multiachsialen Materialien existieren demgegeniiber mehrere Richtun-
gen e ... e ¢ Sg, die von der anisotropen Energie favorisiert werden, d.h. ¢(+e;) = 0. Zu den

multiachsialen Materialien gehort zum Beispiel Eisen mit n = d. Die anisotrope Energie begiinstigt
also bestimmte Richtungen fiir Magnetisierungen, die besonders energiearm sind.

Der dritte Summand, die sogenannte duflere Energie, favorisiert Magnetisierungen, die in Rich-
tung des duBeren Feldes f liegen. Die magnetostatische Energie (oder Streufeldenergie) schlieflich
verschwindet, wenn die Magnetisierung m divergenzfrei ist.
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Young-Maf3-Losungen. Fiir @ > 0 kann man zeigen, dafl das Minimierungsproblem zu F(m)
eine Losung besitzt. Geht man aber mit DESIMONE [26] zur makroskopischen Betrachtung tiber,
d.h. zu a = 0, so wird das Infimum im uniachsialen Fall in der Regel nicht mehr angenommen, vgl.
JAMES-KINDERLEHRER [37, 38], da die anisotrope Energie nicht schwach folgenunterhalbstetig ist.
Die Funktionen aus einer Infimalfolge haben immer feiner werdende Oszillationen, und schwache
Limites von Teilfolgen nehmen die infimale Energie nicht an. Auflerdem erfiillen die schwachen
Limites nicht notwendig die Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall. Wie iiblich existieren Losungen
dann in generalisierter Form, und die beobachteten Mikrostrukturen werden durch Young-Mafle
charakterisiert, vgl. TARTAR [59], PEDREGAL [49], ROUBICEK [53]. Eine Form der Relaxierung, die
im folgenden mit (P"M)) bezeichnet wird, besteht darin, zu einem verallgemeinerten Energiefunk-
tional

20w = [ swdnide— [ 1) me) e+ [ P ™)

iiberzugehen mit m(z) := fsg ydvg(y) fur fast alle z € Q und dem Streufeld H wie oben, vgl.
DESIMONE [26], PEDREGAL [49]. Dieses Funktional nimmt dann auf

AYM) . — {v = (V)zeq | v Young-MaB} (8)

sein Minimum an, und es gilt min  EY™)(y) = inf E(m). Diskretisierung und numerische Ex-
ve AY M) meA

perimente zur Young-Maf-Relaxierung finden sich zum Beispiel in KRUZIK-PROHL [40], KRUZIK-
ROUBICEK [41, 42] und PROHL [51]. In dieser Arbeit wird der effizientere Zugang iiber die Konve-
xifizierungen bevorzugt.

Relaxierung durch Konvexifizierung. Eine andere Moglichkeit zur Relaxierung im Fall
a = 0 wird nach DESIMONE [26] dadurch gegeben, dafl man die Anisotropiedichte ¢ durch ihre
konvexe Hiille

¢ (z) ;= sup p(z) fiir z € BY mit  := {o: R? — R konvex | < qb\sg} 9)
ped

ersetzt,

E©) (m) ::/ng**(m(:n))da:—/gf(x)~m(x)dx+%/Rd H2 da, (10)

und die Menge der zuldssigen Magnetisierungen konvexifiziert,
A©) = {m e L*(Q;RY) | lm| <1 fast {iberall}. (11)

Dieses konvexe Minimierungsproblem wird im folgenden mit (P(“)) bezeichnet. Die Direkte Methode
der Variationsrechnung liefert die Existenz von Losungen m € A(©) mit

E©(m)= min E©)(m).
meA(©)

DESIMONE [26] zeigt, daB einerseits zu jeder Infimalfolge (my,) in A zu E ein m € A©) existiert,
so daBB m der schwache Limes einer Teilfolge von (my) ist und umgekehrt auch jede Minimalstelle
m ¢ A von E©) die Existenz einer Folge (my) in A nach sich zieht, die F infimiert und
schwach gegen m konvergiert. Der schwache Grenzwert beschreibt statistische Mittelwerte, und die
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Oszillationen einer Infimalfolge (my) zum Ursprungsproblem treten bei einer Minimalstelle m von
E(©) nicht auf. Das zugehérige Young-Maf v kann aber aus der Kenntnis von m gewonnen werden
und stimmt dann mit einer Losung des Problems (P(YM)) iiberein.

Ein Vorteil bei der Betrachtung des konvexifizierten Problems (P(©)) ist, daB dieses dquivalent
durch die zugehorigen Fuler-Lagrange-Gleichungen

Vu+ D¢*™*(m) + dm = f,

m <1, A>0, A(l-|m|)=0. 12)

beschrieben werden kann. DESIMONE [26] zeigt, da8 fiir alle Losungen m von (12) die magnetischen
Potentiale u {ibereinstimmen, auch wenn die Magnetisierung m im allgemeinen nicht eindeutig zu
sein braucht. Im uniachsialen Fall (6) ist aber auch die energieminimierende Magnetisierung m
eindeutig, vgl. CARSTENSEN-PROHL [24] fiir d = 2 bzw. Kapitel 2 fiir d = 3. Der Beweis in
CARSTENSEN-PROHI basiert im wesentlichen auf der Helmholtz-Zerlegung fiir d = 2 und iibertragt
sich daher nicht direkt auf den dreidimensionalen Fall. Der hier gegebene Beweis ist elementarerer
Art und beruht lediglich auf Glattungstechniken, die dann die Eindeutigkeit fiir d = 2,3 beweisen
lassen.

Diskretisierung des konvexifizierten Problems. Bei der numerischen Simulation wird
die Magnetisierung m regelméfig als 7 -stiickweise konstant angesetzt, wobei 7 eine Triangulierung
von (2 sei. Die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| < 1 wird dabei durch einen Penalisierungsansatz
beriicksichtigt. Das diskrete Problem (RF ) lautet damit zunéchst wie folgt: Zu gegebenen Daten
Q, ¢, f, einer Triangulierung 7 und einem Penalisierungsparameter £ > 0 finde man my, € £°(7;RY)
mit

(Vuy, + D¢* (my,) + A\ymy, ; my) = (f; my)  fiir alle my, € £0(T;RY), (13)
wobei u;, das magnetische Potential von my, sei (bzw. eine Approximation davon),

-1
)\h = 671 max{|mh| 70} (14)
|my |

und die duale Klammer (- ; -) das L2-Skalarprodukt bezeichne. Eine erste mathematische Rechtfer-
tigung fiir diesen Ansatz in Form von a priori und a posteriori Analysis findet sich in CARSTENSEN-
PROHL [24] fiir d = 2 und eine regulire Triangulierung von 2 in Dreiecke sowie — in unmittelbarer
zeitlicher Folge jener Arbeit — in FUNKEN-PROHL [29] fiir d = 2,3. In diesen Arbeiten betrachten
die Autoren anstelle des Vollraums R? in (12) ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet Q3 Q und for-
dern u € H&((AZ) anstelle der korrekten Ausstrahlungsbedingungen. Dabei tritt natiirlich ein weder
mefB- noch kontrollierbarer Fehler auf, der bereits bei der Visualisierung des Streufelds Hj, zu einer
diskreten (7 -stiickweise konstanten) Magnetisierung my, in der Verzerrung der Feldlinien sichtbar
wird, vgl. CARSTENSEN-FUNKEN [17]. Erstmalige Beachtung bei der numerischen Behandlung von
(P(©)) findet der Vollraum fiir d = 2 bei CARSTENSEN-FUNKEN [17], die eine FEM-BEM-Kopplung
vorschlagen und die a priori und a posteriori Analysis dazu geben. In allen drei Arbeiten werden
dabei sowohl die Magnetisierung als auch das zugehorige Potential diskretisiert.

Aufbau der Arbeit und zentrale Resultate. In der vorliegenden Arbeit wird der Vollraum
R? bei den Maxwellschen Gleichungen betrachtet. Zu gegebener diskreter, 7 -stiickweise konstanter
Magnetisierung my, wird das zugehorige, bis auf eine additive Konstante eindeutige magnetische
Potential uj, als Losung von

(=Vu+my, ; Vo) =0 fiir alle v € D(RY). (15)
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exakt berechnet. Zu einer glatten Magnetisierung m € D(R?; R?) ist nimlich mit dem Newton-Kern
G : RN\ {0} — R die Funktion

u=Lm:= Z 895] (16)

die bis auf Konstante eindeutige Losung von (15), und der Operator kann mit Hilfe der Theorie
von CALDERON und ZYGMUND zu einem stetigen linearen Operator £ von LQ(Rd;Rd) in einen
geeigneten Banach-Raum WZ2(R?) fortgesetzt werden. Hier bezeichnet W2(R?) den Raum aller
H} -Funktionen, deren Gradient in L?*(R%R?) liegt, welcher modulo der konstanten Funktionen
und versehen mit der H'-Halbnorm zu einem Banach-Raum wird. Raume dieser Art treten auch

bei der analytischen Untersuchung der Navier-Stokes-Gleichungen auf, vgl. GALDI [30].

Kapitel 1 studiert den Operator L. Es zeigt sich, daf fiir d = 2 im allgemeinen nur u € H eloc(R2)
mit u ¢ L?(R?), aber Vu € L?(R? R?) gilt. Fiir d = 3 gilt hingegen u € H'(R?), sofern der
Korper Q beschréinkt ist. Die letzte Aussage fiir d = 3 ist in der Literatur hinreichend gewtirdigt,
aber offenbar nirgendwo explizit bewiesen worden, vgl. JAMES-KINDERLEHRER [37, 38|, LUSKIN-
Ma [43], DESIMONE [26]. Das Resultat wird in der Literatur mehrfach falsch zitiert, und es wird
behauptet, dal das Potential auch fiir d = 2 in H!(R?) liege. M A [44] untersucht zwar den Operator
L, sein Beweis scheint aber unvollstindig zu sein und zeigt auch nicht, daf§ das magnetische Potential
fiir d = 3 bereits in H'(R3) liegt und nicht nur in H}, (R3).

Ausgehend von diesem mathematischen Resultat wird in Kapitel 2 ein Galerkin-Verfahren zur Dis-
kretisierung von (12) vorgestellt, das fiir die Magnetisierung ebenfalls einen 7 -stiickweise konstanten
Ansatz vorschldgt, dann aber zu gegebenem my, das Potential uj, mittels (16) exakt berechnet. Das
diskrete Modell (RP. ) lautet also wie in (13) nur, dafl das magnetische Potential u}, zusammen
mit der diskreten Magnetisierung my, die Gleichung (15) erfiillt. Die Galerkin-Elemente (Vuy, ; mp,)
werden analytisch berechnet. Dies involviert Randintegrale vom Typus des Einfachschichtpotenti-
als, die in der Literatur zur Randelementmethode wohlbekannt sind und exakt berechnet werden
konnen, vgl. MAISCHAK [47, 48], CARSTENSEN-PRAETORIUS [23], HACKBUSCH [34]. Analog zum
kontinuierlichen Fall 148t sich beweisen, dafl das diskrete Problem eine Losung besitzt, das magneti-
sche Potential uy, fiir alle diskreten Losungen my, iibereinstimmt und die Losung my, im uniachsialen
Fall (6) eindeutig ist.

Die Analysis fiir die nachfolgenden a priori Abschitzungen orientiert sich an der Arbeit von
CARSTENSEN-PROHL [24]. Studiert wird im wesentlichen der uniachsiale Fall (6). Im Fall m, Am €
H'(Q;R?) gilt die a priori Fehlerabschitzung

IVu = Vup|| 2 (ga;gay + [[D¢™ (m) — D™ (my)|| p2(qrey + [|Am = Apmip || 12 ;pay = O(e + 1)

und damit lineare Konvergenz fiir glatte Daten und ¢ = h — 0. Fiir die hier vorgeschlagene
Diskretisierung gilt also dasselbe a priori Resultat wie fiir die diskreten Modelle aus CARSTENSEN-
PRrROHL [24], FUNKEN-PROHL [29] und PROHL [51]. Ferner wird in Kapitel 2 die Fehlerabschitzung

IVu = Vup| p2(ra;ray + | D™ (m) — D™ (my) || 12(0;ra)y
S (mp| = V2 + [(Imp| = D) {(f = £1) — (Vup — (Vup) )}Hi/f(Q Ra) (17)
+ ((f — £7) — (Vup, — (Vup)7) ; m — myg)'/?

bewiesen. Hierbei bezeichnet der Index (-)7 fiir eine Funktion g € L2?(€;R?) das elementweise
Integralmittel gr|p := JCT gdr. Das L%-Skalarprodukt im letzten Term der rechten Seite von (17)
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kann stets durch 2 ||(f — f7) — (Vup, — (Vug) 1) || 11 (rey majorisiert bzw. fiir glattes m elementweise
mit einer Poincaré-Ungleichung abgeschitzt werden, so dal man a posteriori Abschatzungen erhélt.
Durch diese Abschitzungen werden lokalisierbare zuverldssige Fehlerschétzer u bzw. n bereitgestellt,
die dann eine indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerung motivieren.

Die Degeneriertheit des Problems fiihrt dazu, dafl man a priori nur Konvergenz von D¢**(mj,)
gegen D¢™(m) beweisen, aber keine Konvergenzaussagen iiber ||m — myp||;2(q,r4) machen kann.
Im uniachsialen Fall (6) fir d = 2 zeigt PROHL [51] erstmalig, dal man bei Betrachtung des
Problems nach CARSTENSEN-PROHL [24] — d.h. Betrachtung von € anstelle des Vollraums R2
in (15) — und unter Hinzunahme geeigneter Stabilisierungsterme fiir Diskretisierungen hoherer
Ordnung das a priori Resultat |[m — mp||p2(qre) = O(h'/?) erhilt. Ein analoges Resultat konnte
fiir die vorgeschlagene Diskretisierung leider nicht verifiziert werden — auch wenn die numerischen
Beispiele zumindest fiir d = 2 zeigen, dafl sowohl in z-Richtung als auch in Richtung der easy axis
die L?-Konvergenz vorliegt.

In Kapitel 3 wird die Implementierung fiir die nachfolgenden numerischen Experimente erldutert.
Das diskrete Modell fithrt aufgrund der nicht-linearen Nebenbedingung auf eine nicht-lineare Glei-
chung, deren Losung mit Hilfe des Newton-Verfahrens berechnet wird. Ein adaptiver Algorith-
mus, basierend auf den a posteriori Abschitzungen aus Kapitel 2, wird vorgestellt. Die Berech-
nung der Fehlerindikatoren erfolgt durch numerische Integration. Dies erfordert den Nachweis,
dafl die involvierten Integranden stetig sind und damit punktweise ausgewertet werden kénnen.
Sowohl das Bereitstellen der Daten fiir das Newton-Verfahren als auch die punktweise Auswer-
tung des Streufelds Vuy(z) zur diskreten Magnetisierung m;y, involviert vollbesetzte Matrizen, in
deren Aufbau der wesentliche Anteil der Rechenzeit liegt. Es empfiehlt sich daher, diese Matri-
zen nicht vollstindig exakt zu berechnen, sondern geeignet zu approximieren. Auf experimentel-
ler Basis wird nachgewiesen, daf3 der Aufbau dieser Matrizen durch panel clustering effizient und
gleichzeitig hinreichend exakt durchgefiithrt werden kann, vgl. SAUTER [55], BORM-GRASEDYCK-
HACKBUSCH [10], HACKBUSCH-MELENK [35]. SchlieBllich werden noch zwei Ansétze aus der Finite-
Elemente-Literatur auf das konvexifizierte Problem zum Mikromagnetismus iibertragen und em-
pirisch getestet: Im Kontext der Finite Elemente Methoden gilt als gesichert, dafl mit anisotro-
pen Netzen gearbeitet werden mufl, um fiir diskrete Losungen die optimale Konvergenzrate zu
erhalten. Deshalb wird ein weiterer Algorithmus vorgeschlagen, der die Triangulierung adaptiv
anisotrop verfeinert. Schliefilich wird noch ein Gléattungsschitzer ¢ auf Basis des ZZ-Schdtzers vor-
gestellt. Glattungsschitzer bewihren sich im Finite-Elemente-Kontext bei vielfdltigen Problemen
und zeichnen sich insbesondere dadurch aus, daf} sie bei Modellbeispielen den Fehler regelméBig
duBerst akkurat schétzen: Oft koinzidieren die entsprechenden Kurven von exaktem Fehler und
Glédttungsschétzer, vgl. ALBERTY-CARSTENSEN [2], BARTELS-CARSTENSEN [6, 7, 8], CARSTENSEN-
FUNKEN [18, 19, 20], VERFURTH [60], ZIENKIEWICZ-ZHU [63].

Im abschliefenden Kapitel 4 werden die vorgestellten Verfahren fiir d = 2,3 numerisch getestet.
Das Hauptaugenmerk liegt zunéchst auf der experimentellen Verifikation der a priori Ergebnisse
zu (RP. ) aus Kapitel 2 und der Diskussion iiber die optimale Wahl des Penalisierungsparame-
ters ¢ = h® mit einer Konstante s > 0. Die a priori Analysis empfiehlt die Wahl von s > 1.
In den numerischen Beispielen wird der uniachsiale Modellfall (6) betrachtet. Es zeigt sich, daf§
eine Wahl s > 1 angebracht scheint, falls der Lagrange-Multiplikator A aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen (12) zum konvexifizierten Problem (RP) unstetig ist. Der Aufwand zur Berechnung
einer diskreten Losung hingt nicht kritisch von der Wahl von s ab, sondern wéchst lediglich mo-
derat mit s. Ferner zeigen die Beispiele erwartungsgeméfl, dafl sich bei uniformer Netzverfeinerung
im allgemeinen nicht die optimale Konvergenzordnung O(h) fiir die a priori Terme einstellt. Die-
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ser Defekt 148t sich aber durch n- bzw. u-gesteuerte Netzadaption beheben. Jede dieser adaptiven
Strategien fithrt experimentell auf optimales Konvergenzverhalten. Ferner zeigt sich in den Expe-
rimenten, dafl im uniachsialen Fall fiir d = 2 sogar volle L?>-Konvergenz von my, gegen m vorliegt,
und diese zumindest bei adaptiver Netzverfeinerung auch von optimaler Ordnung ist.
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Kapitel 1

Newton-Potential und Maxwell-Gleichung

In der Aufgabenstellung des Mikromagnetismus ist ein Energiefunktional E(m) fiir gewisse, spiter
behandelte Magnetisierungen m : 2 — R3 zu minimieren. Dabei tritt als Teilproblem die Lésung
der Maxwellschen Gleichungen

diviH+m) =0 und curlH =0 in R? (1.1)

auf, um den magnetostatischen Anteil an der Gesamtenergie auszurechnen. Das erste Kapitel wid-
met sich dem Studium dieser Gleichungen. Im ersten Abschnitt erfolgt die Definition der involvier-
ten Hilbert-Riaume W2(R?). Dabei handelt es sich um Sobolev-Riume, die dadurch gekennzeichnet
sind, da man zu v € W?2(R%) nur noch die Ableitungen der Ordnungen 1 bis n in der L?-Norm
kontrollieren kann, u selbst aber nur noch lokal eine L2-Funktion ist. Gleichung (1.1) kann im
schwachen Sinn im Hilbert-Raum W23 (RY) wie folgt #quivalent formuliert werden: Zu vorgegebener
Magnetisierung m € L2(R%;R%) ist eine Funktion u € WZ(R%) gesucht, so daf

div(~Vu+m) =0 in D'(R%) (1.2)

gilt. Der Hilbert-Raum W2(R?) garantiert eindeutige Losbarkeit von (1.2) in W2(R?). Soweit basiert
das Ergebnis nur auf abstrakter Hilbert-Raum-Theorie. In den folgenden Abschnitten erfolgt die
Herleitung einer analytischen Darstellung des Losungsoperators £ : L2(R%RY) — WZ(R?), der
einer Magnetisierung m das zugehorige magnetische Potential w = £m zuordnet. Gleichung (1.2)
schreibt sich némlich fiir eine hinreichend glatte Magnetisierung m in starker Form als

Au=divm in R (1.3)

Bezeichnet G den Newton-Kern, so 148t sich fiir solch glattes m = (my,...,my) das magnetische
Potential u also direkt als Summe gewisser Faltungen schreiben,

£m:G*divmzza—q*mj, (1.4)

und diese Darstellung bleibt auch fiir m € LP(R%; R%) bestehen. Abschnitt 1.1 definiert die involvier-
ten Banach-Riaume W} (2) und untersucht deren elementare Eigenschaften. Im Anschluff daran wie-
derholt Abschnitt 1.2 die Eigenschaften von Faltungen, so daf in Abschnitt 1.3 die Aquivalenz von
(1.1) und (1.2) bewiesen werden kann. Abschnitt 1.4 wiederholt den Begriff des Newton-Potentials.
Im fiinften Abschnitt werden die klassischen Abbildungseigenschaften des Newton-Potentials her-
geleitet, um spéter bei der Implementierung v und Vu fiir stiickweise konstantes m exakt berechnen

1



KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

zu konnen. Aulerdem wird gezeigt, daf (1.4) fiir glattes m tatséchlich eine Losung von (1.3) defi-
niert. Der Abschnitt 1.6 behandelt einen Ausschnitt aus der Theorie von Calderén und Zygmund
und zeigt, daf sich Faltungsoperatoren, wie sie in Gleichung (1.4) auftreten, von den Testfunktionen
DR%RY) auf L2(RY R?) fortsetzen lassen. Dadurch kann dann schlieBlich in Abschnitt 1.7 eine
analytische Darstellung des Operators £ aus (1.4) bewiesen werden. Dabei wird ferner verifiziert,
daB (1.2) fiir beliebiges 1 < p < oo und m € LP(R?%; RY) eine eindeutige Losung u € W7 (1) besitzt.

1.1 Die Banach-Riume W?(Q)

Fiir ein (moglicherweise) unbeschrinktes Gebiet @ C R? und 1 < p < oo sei

L2 (QRY) = {f € LP(RY) [ Fu e WP (Q) Vu=f}
der Unterraum aller Funktionen f in LP(£2; Rd), die sich als schwacher Gradient einer Wélo’f -Funktion
darstellen lassen.

Lemma 1.1. LY (Q;RY) ist ein abgeschlossener Teilraum von LP(Q;RY). Fir 1 < p < oo ist der
Banach-Raum LX, (€ RY) reflexiv, L% (Q;R?) ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Sei (f,)nen eine Folge in L%(Q;Rd), die gegen ein f € LP(;RY) konvergiert. Nach
Definition ist die Existenz eines u € Welo’f () mit f = Vu zu zeigen. Zunéchst sei (u,)nen eine
Folge in Welo’f(Q) mit £, = Vu,.

Sei g €  ein beliebiges Element. Fiir j € N bezeichne (2; die Zusammenhangskomponente von
QNU(xo,7), die zg enthilt. Fiir fixiertes j € N definiere nun v,, := u,, — t’(‘Qj u,, dz. Nach Poincaré-

Ungleichung konvergiert (v, )neny in WHP(Q;) gegen eine Funktion v € WHP(€;). Insbesondere
konvergieren die Gradienten in L”, und damit folgt f|o; = Vv. Durch die Definition

u?) =y —][ vdx
1951

erhilt man eine Funktion ) € W' (Q;) mit Vul) = flo, und o, ul) dz = 0. Wegen
vuU-1 — f|Qj_1 — Vu(j)|Qj_1

existiert eine Konstante ¢ € R mit uU~1) = U(j)’Qj71 + c. Diese verschwindet aber wegen der
Normierung auf €y,

c= wI () — w0 (2 T = wI () dx — w9 (z) dz = 0.
@@ 0@ de = [ w0 V@) [ wO)ar =0

Insgesamt wird also wegen ) = Uj’;l €1; durch
w(z) = u (z) fiir z € Qund j €N

eine Funktion u € W,;”(Q) wohldefiniert, und diese erfiillt Vu = f. Damit ist gezeigt, da L2 (Q; R?)
ein abgeschlossener Teilraum von LP(€;R?) ist. Fiir 1 < p < oo ist L, (€2; R?) insbesondere reflexiv,
da sich Reflexivitdt auf abgeschlossene Teilrdume vererbt. |

Fiir ein Gebiet 2 C R% und 1 < p < oo bezeichne
WE(Q) := {u € WP(Q)| Vu € LP(;RY)}.

Die folgende Bemerkung ist die Wiedergabe eines Standardresultats iiber schwache Ableitungen,
welches sich unmittelbar auf die Rdume WY () iibertréigt.
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1.1. DIE BANACH-RAUME W ()

Bemerkung. Fiir u,v € WP(Q) gilt genau dann Vu = Vv, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt mit
u=7v+c. O

Also erhélt man durch die Definition

lullwr ) == Vull Lo (;ra) (1.5)
und durch Herausfaktorisieren

WP(S) = WP(Q)/R (1.6)
der konstanten Funktionen einen Banach-Raum.

Lemma 1.2. Es sei Q C R? ein Gebiet und 1 < p < oo. Durch (1.5) wird eine Norm || - lw )
auf dem Faktorraum WY (Q) definiert, die WY (Q) zu einem Banach-Raum macht. Fir 1 < p < oo
ist WP(Q) reflexiv und fiir p = 2 sogar Hilbert-Raum. Des weiteren definiert der Gradient V :
WP(Q) — LE (4 RY) einen isometrischen Isomorphismus.

Beweis. Der Beweis folgt sofort durch die Feststellung, da V : WF(Q) — L% (9; R?) gerade nach
Definition isometrisch und bijektiv ist. ]

Die Testfunktionen D(£2) und die klassischen Sobolev-Riaume W1 (R?) sind auf natiirliche Weise in
den Raum W7 (R?) eingebettet, indem jeder Funktion ihre Aquivalenzklasse zugeordnet wird. Als
Schreibweise wird dafiir vereinfachend idpq) : D(Q) — W (Q) baw. idy1sq) : WHP(Q) — W{(Q)

verwendet.

Bemerkungen. (a) D(Q2) kann als Unterraum von W} (Q) aufgefait werden, denn die Einbettung
idp(q) ist stets injektiv.

(b) Ist Q C R? ein (insb. unbeschrinktes) Gebiet mit Lebesgue-MaB |Q| = oo, so ist die Einbettung
idy1p(q) : WHP(Q) — W{(Q) injektiv und stetig. O

Bei der klassischen Untersuchung der Rdume W?(Q) tritt natiirlich unmittelbar die Frage auf, ob
und welche Dichtigkeitseigenschaften die eingefiihrten Rédume besitzen. Im (spéiter wesentlichen)
Spezialfall W2(RY) kann die Dichtigkeit der Testfunktionen mit Hilfe der Fourier-Transformation
leicht gezeigt werden.

Lemma 1.3. Die Testfunktionen D(R?) liegen in WZ(RY) dicht.

. . ———WZ(R%) . . 2 rmpd . .
Beweis. Es sei H := D(R?) der Abschlufl der Testfunktionen in W (R®). Dann ist H ein
abgeschlossener Teilraum des Hilbert-Raums Wf(Rd). Also gilt die Orthogonalzerlegung W3 (RY) =
H @ H*, und es ist nur noch H+ = {0} zu zeigen. Fiir u € H' gilt nach Definition

0= (u;v)wzre = y Vu - Vodz fiir alle v € H D D(RY),

d.h. u (bzw. jeder Reprisentant) ist harmonisch. Insbesondere ist f := du/dz; € L*(R?) harmo-
nisch. Wegen LP(R?%) C S'(R?) fiir alle 1 < p < oo kann f als temperierte Distribution verstanden
werden, siche WERNER [61, Seite 356f.]. Die Fourier-Transformation

F:S(RY) - §'(RY
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ist linear und bijektiv und erfiillt in Multiindex-Notation
F(D%) = (—i)llz®Fv  fiir alle v € S'(R?) und alle Multiindices a € Ng.
Wegen Af = 0 ergibt sich

d

=F(Af) =D F(0°f/0%x;) ZmQ}"f z>Ff, also Ff=0 inS'(RY).

j=1
Andererseits ist nach Satz von Plancherel F : L?(R%) — L?(R%) ein (isometrischer) Isomorphismus.
Es gilt also 0 = Ff € L2(R?) und damit schlieBlich f = 0 in L2(R?). [ |

Daf3 sich das Ergebnis nicht so einfach auf den allgemeinen Fall iibertriagt, zeigen die folgenden
elementaren Beispiele.

Beispiel. Fiir p = 1 = d liegt u := arctan € W{(R) nicht im Abschlu8 der Testfunktionen, d.h.
D(R) ist nicht dicht in Wi (R).
Beweis. Auf W{(R) wird durch

D(v) := / v'(z)dx  fiir v e WEH(R)
R
ein lineares, stetiges Funktional ® € Wi (R)* gegeben. Fiir jede Testfunktion v € D(R) gilt ®(v) = 0.
Andererseits folgt aus u/(x) = 1/(1 + x2) sofort
uwe€ WLHR) und ®(u) > 0.
Aus Stetigkeitsgriinden kann w damit nicht im Abschlufl der Testfunktionen liegen. |

Beispiel. Fiir ein beschriinktes Gebiet 2 C R und 1 < p < oo ist D(Q) nicht dicht in WP (Q),
denn der Abschluf von D(Q2) beziiglich der Gradientennorm ||V (-)[| ,»(q;ra) ist nach Definition (bzw.

Friedrichs-Ungleichung) gerade WP (Q). SchlieBlich folgt Wegen W, (£2) C WP (Q) c Wi(Q) die
Behauptung.

Beweis. Wegen LP(Q)) C L1(€) gilt definiert die Abbildung ® aus dem vorausgegangenen Beispiel
ein lineares, stetiges Funktional ® € WF(Q)*, und ®(u) verschwindet fiir jede Testfunktion u €
D(2). Da aber fiir die Identitéit auf Q trivialerweise id € WP (Q) gilt, folgt die Behauptung. [ |

Die Betrachtung der Banach-Rdume W?(Q) wird durch den folgenden Satz motiviert, der fiir p = 2
die eindeutige Losbarkeit der Maxwell-Gleichung in Wf(Rd) garantiert. In diesem Sinn ist also
W2(R?) der richtige Raum.

Satz 1.4. Zu m € L2(R%RY) eistiert ein eindeutiges u = um € WZ(RY) mit
div(=Vu+m) =0 in D'(R?). (1.7)

Der Operator £ : L>(R%RY) — WE(RY), m +— uy, ist linear und stetig mit Operatornorm ||L|| = 1.
Die Komposition

VoL : L*(R%;RY) — L (R%RY) € L2 (RYRY)
ist die L?-Orthogonalprojektion auf L2 (Rd'Rd), und es gilt
LY (RE RN = {m € H(div; R?) | divm = 0 in D'(R%)}.
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Beweis. Nach Holder-Ungleichung definiert

®(v) == (m ; Vo) fiir v € WZ(R?)
ein lineares, stetiges Funktional ® € WZ(R?)* mit Norm [|®| < |m| 12(Rara), und (1.7) lautet
umformuliert

(us v)wzgsy = P(v) firallev e D(RY).
Wegen Lemma 1.3 und der Stetigkeit von ® kann D(R?) dabei durch den vollen Raum WZ(R?)
ersetzt werden. Der Darstellungssatz von Riesz liefert die eindeutige Existenz einer Losung v = Lm.
Die Linearitdt des Operators L ist offensichtlich. Mit Holder-Ungleichung folgt

lull iz ey = ®(u) = (Vu; m) < m|l 2 gaga) [ullwz e
und deshalb |[Lmlly2gae) < [|m[p2(ge,pa). Die Operatornorm erfiillt also [[£]| < 1. Nun seien

m € L (R%RY) und u € WE(RY) mit Vu = m. Nach Definition von L£m gilt

|

(£m s v)y2rey = (m; Vo) = (Vu; Vo) = (u; v)yp2rey i alle v € W2(RY).
Insbesondere folgt also £m = u in W2(R?) und damit V(£m) = Vu = m. Also wirkt V o £ auf
L% (R4 RY) als Identitit und ist damit eine Projektion. Nach Definition der Normen gilt

1< |VorL: L*(RERY) — L2 (RERY)|| = ||£: L2 (R RY) — WE(RY)| < 1.
Folglich ist V o L eine Projektion mit Operatornorm 1 und Bild L%(Rd;Rd). Also mufi Vo L

die Orthogonalprojektion auf diesen Raum sein. Die Charakterisierung des Orthogonalraums von
L% (R4 RY) folgt unmittelbar aus der Definition von H(div; R?) und Lemma 1.3.

LL(RERY)E = {f € L2RERY) | Yu e WER?Y)  (f; Vu) =0}
= {f e > (R4 RY) |Vu e D(R?) (f; Vu) =0}
= {f € H(div;R%) | divf = 0 in D'(R%)}. |
Bemerkung. Da die Einbettung id : H'(R?) — W2(R?) injektiv ist, gibt es hochstens eine Losung

u € HY(RY) von (1.7). In den nichsten Abschnitten wird sich zeigen, wann fiir d > 3 die eindeutige
Losung u € W2(RY) bereits durch eine H'-Funktion repriisentiert wird. O

Fiir die Untersuchung der Regularitdt von u definiert man analog zu den gewthnlichen Sobolev-
Réumen die Riume W, (Q) fiir 1 < p < oo und m € N. Dazu wird zunéchst wieder fiir ein Gebiet
Q C RY der Vektorraum

WE(Q) = {u € WP(Q) | Vu e W™ 1P(Q;RY)}
eingefiihrt und dann zum Quotientenraum
WE(Q) := WE(Q)/R

iibergegangen, indem man nach den konstanten Funktionen faktorisiert. Induktiv erhélt man aus
dem bereits bewiesenen Lemma fiir m = 1 die Vollsténdigkeit von W, () unter der Norm

lullwe, @) = [IVullwm-—1.p@;ra)- (1.8)

Lemma 1.5. Fiir jedes Gebiet Q C R? und 1 < p < oo ist Wh(Q) ein Banach-Raum. Dieser ist fiir
1 < p < oo reflexiv und fiir p = 2 ein Hilbert-Raum. Der Gradient V : WE(Q) — Wg“’p_l(Q;Rd)
definiert einen isometrischen Isomorphismus zwischen Wk, (Q) und

WP RY) o= {f € WP (QRY) [Fu € WP(Q) Vu= f}. "
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1.2 Eigenschaften von Faltungen

Fiir hinreichend glatte Funktionen u, v : R? — R ist die Faltung u * v durch

(ws o)) = [ ule =)y (1.9
definiert. Eine Substitution der Integrationsvariable zeigt die Kommutativitét
Uk V=D kU,

wobei die linke Seite genau dann wohldefiniert ist, wenn es die rechte ist.

Satz 1.6 (MCLEAN [45, Seite 59f.]). Fiir 1 < p,q,r < oco mit 1/p+1/q=1+1/r, u € LP(R?)
und v € LY(R?) existiert die Faltung u v in L™(R?), und es gelten

Jws vl ey < vl Loayl|vllLoray  und  supp(u *v) C supp(u) + supp(v). (1.10)
Fiir g = p' ist uxv € L®(R?) gleichmifig stetig, d.h. insbesondere gilt

uxv € Cy(RY). (1.11)
Im Fall g = p' fiir 1 < p < oo gilt sogar u* v € Co(R?). [
Bemerkung. Fir 1 < r < oo im vorausgegangenen Satz gilt stets 7 > max{p, ¢} mit Gleichheit

genau dann, wenn min{p, ¢} = 1 gilt, denn triviale Abschétzung liefert 1/r =1/p+1/qg—1<1/p,
also r > p mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ = 1 gilt. O

Korollar 1.7. Fir1<p<oo,u€ L) (RY) undv e 74 (RY) ist die Faltung wohldefiniert, und es
gilt u* v € C(RY).

Beweis. Es sei R > 0 mit supp(v) C B(0, R). Fiir z € B(0,R) und y € R? mit |y| > 2R gilt
nach Dreiecksungleichung |z — y| > |y| — || > R und damit insbesondere v(z — y) = 0. Mit
U= UuXB(0,2R) € LP(R%) gilt dann

(uxv)(z)= /Rd v(x —y)uly)dy = /B(O,QR) v(x —y)u(y)dy = (u=v)(z) fur alle x € B(0, R).

Nach Satz 1.6 ist die Faltung u v global gleichmé&Big stetig. Insbesondere ist u v stetig in B(0, R).

Fiir R — oo folgt die Behauptung. ]

Satz 1.8 (MCLEAN [45, Seite 62]). Firk € Ng, 1 <p < oo, u € LP(RY) und v € CE(RY) gilt
wxv € CF(RY) mit 9%(u+v) = u* (%), (1.12)

wobei o € N¢ ein Multiindex ist mit || < k. Fir 1 < p < oo ist u x v € CE(RY). [ |

Korollar 1.9. Es seien k € N und 1 < p < co. Gelten entweder

(i) ue L

Loc

(RY) und v € CE(RY) oder



1.2. EIGENSCHAFTEN VON FALTUNGEN

(i) u € LE(RY) und v € CF(RY),
so folgt fiir jeden Multiindex o € Ng mit |a| < k
wxv € CH(RY) mit 0%(u +v) = u* (0%). (1.13)

Beweis. Nach Holder-Ungleichung ist u * v in beiden Féllen punktweise wohldefiniert. (i) Es
sei R > 0 beliebig mit supp(v) C B(0, R). Fiir # € B(0, R) und beliebiges y € R? mit |y| > 2R
folgt |z — y| > |y| — |z| > R, also x — y € B(0, R) und insbesondere v(x — y) = 0. Es folgt

(uxv)(z)= /Rd v(z —y)uly)dy = /B(O,ZR) v(x —y)u(y)dy = (uxv)(x) fir alle z € B(0, R)

mit u = uxpo2r) € LF (RY). Auf @ * v 1aBt sich Satz 1.8 anwenden und liefert die Behauptung
zunéichst nur innerhalb der Kugel B(0, R). Fiir R — oo folgt aber (1.13). (ii) Ein analoges
Vorgehen liefert in diesem Fall (u *v)(z) = (u*v)(z) fiir € B(0, R) D supp(v), wobei v € C¥(R?)
eine Fortsetzung von v|p( o) sei. Die Existenz einer solchen folgt aus der Existenz einer Zerlegung
der Eins, sieche FORSTER [28, Seite 23]. Dieselben Argumente wie oben liefern das Ergebnis. |

Satz 1.10. Ist Q C RY offen und beschrinkt und u € LY(Q), so erfillt fir v € C(RT\{0}) die
Faltung u x v € C(R\Q).
Beweis. Es sei zg € RN\Q und p := dist(xg, Q) > 0. Fiir x € B(zg, 1/2) und y € Q gilt dann
[z —y| = [0 —y| — |z — z0| = p/2.
Deshalb ist mit w := Q x B(xg, 11/2) die Funktion
P20 = RAU(0, 5/2), (3,2) — 2 —

wohldefiniert. Also ist die stetige Komposition w := voi auf dem Kompaktum w gleichmiBig stetig.
Damit existiert zu beliebigem & > 0 ein § > 0, so daB |w(y,z) — w(y',2")| < &/[|ull 1) fiir alle
(y,2),(y,2") € wmit |(y,z) — (¢, 2")| < 0 gilt. Fiir z € B(xg,d) ergibt sich damit

|(uxv)(xo) — (uxv) |—‘/ y){v(zo—y) —v(z—y }dy‘
_‘/ y){w(y, zo) (y,x)}dy‘

< Jullpr @) sup [w(y, zo) — w(y,z)| < e,
yeN

denn fiir y € Q gilt |(y, z0) — (y,z)| = |zo — x| < 0. [

Satz 1.11. Es seien Q C R offen und beschrinkt, u € L'(Q) und v € CL(RN{0}). Dann erfiillt
die Faltung u* v € CY{RINQ), und fir die partiellen Ableitungen gilt
aij (uv)(z) = (u * %) () fir € RAQ.
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Beweis. Fir 1 < j < dund z € RN\Q wird zunichst gezeigt, daf8 die partielle Ableitung in
e;-Richtung existiert. Dazu sei p := dist(z, Q) > 0 und w := Q x (—p/2, 1/2). Definiere

itw—RY (y,\) =z —y+ e
Dann gilt wegen
[z —y+Aej| = |w—y| = [A[ 2 p/2 fir (y,A) €w

sofort w := v oi € C'(w), und damit sind alle partiellen von w gleichmiBig stetig auf dem Kom-
paktum w. Die Kettenregel fiir partielle Ableitungen liefert

d
ov 8% . ov .
k=1 ‘%/—/
=5k
und insbesondere

v ow .
8—953-(:1; —y) =55 w,0) firyeq.

Da wy := dw/I\ gleichméiBig stetig ist auf w, existiert zue > 0 ein d > 0 mit |wy(y, A) —wx(y', \)| <
e/llull 1 fiir alle (y, A), (¢, \') € wmit [(y, A) — (¥, \')| < 6. Nun sei A € R mit [A| < J. Dann gilt

\(uw)(wﬂej) B (s ) )

Oz,
‘/ x—y—l—/\e)j\)—v(x—y)_(%i(x_y)}dy‘
(1.14)
= | [ (PR o} ay

(y7 A) — w(y7 0)
A

w
< lullz1 (@) Sup‘ —wy(y, 0)’.
yeQ

Fixiere ein beliebiges y € Q. Nach Mittelwertsatz in 1D existiert ein £ € R mit [£] < |A| <6 und

wr(,6) = 22y, = YN 00

Deshalb ergibt sich

w(yv )‘) ; w(y7 0) _ w}\(% 0)

= |wa(y, &) —waly, 0)] < e/ llull L1 (-

Zusammen mit (1.14) ist damit gezeigt, da u * v in z;-Richtung auf R4\Q partiell differenzierbar
ist, und es gilt O(u * v)/0z; = u * (Ov/0z;). Mit dem vorausgegangenen Satz ist diese partielle
Ableitung wegen dv/dx; € CH(RH\Q) sogar stetig, und, da j beliebig war, folgt u*v € CH(RY\Q2).1

Der folgende Satz bendtigt die Existenz von sog. Mollifier-Funktionen: Zu gegebenem ¢ > 0 sind
dies Funktionen ¢, € D(R?) mit

e >0, suppy. = B(0,e) und Ve dx = 1. (1.15)
R4



1.3. MAXWELL-GLEICHUNGEN UND DER SATZ VON STOKES

Die Existenz solcher Funktionen wird im wesentlichen auf

v _Jexp (le%e) fir |z] <e,
(7)==
0 sonst

zuriickgefiihrt.

Satz 1.12 (MCLEAN [45, Seite 63]). Fir 1 < p < oo und u € LP(R?) gelten die Abschitzungen

—0
’W’e * uHLP(R'f) < HUHLI’(Rd) und \Ws *U— UHLP(Rd) < wp(uaf) =0 (1.16)
mit
» 1/p
wplwe) = sup ([ July - @) ) dy) " m
z€B(0,¢) R4

Korollar 1.13. Definiert man u; := uxp(j) und uje := P * uj, so zeigt Satz 1.12, daf D(RY)
dicht ist in LP(R?) fiir 1 < p < oo. [ |

1.3 Maxwell-Gleichungen und der Satz von Stokes

Die schwache Formulierung der Maxwell Gleichungen in LP(R?;R%) fiir einen Magneten Q und
1 < p < oo lautet wie folgt. Es seien Q C R? ein Gebiet fiir d = 2,3 und m € LP(R?;RY) eine
Magnetisierung mit

m(z)] = {0 fiir 2 ¢

1 fiir x € Q.

Gesucht ist ein magnetisches Feld H € LP(R?; R?) mit

cur = mn ZW. ; ,
1H=0 in D' (R?) bzw. D'(R3: R?

) ] g (1.17)
div( H+m) =0 in D'(R%).
Hierbei ist die Distribution curl H durch
curl H := %I;f y %I;h CDR) rd =2 (1.18)
T OH OHy OH OH3 OH OH 3.3 - _ .
(28— g ol o o2 9§ € pURARY) furd =3

definiert, vgl. CARSTENSEN-BARTELS-JANSCHE [5], GIRAULT-RAVIART [31]. Die erste wesentliche
Feststellung ist, da H € L*(R% R?) mit curl H = 0 dank des Satzes von Stokes als Potential
geschrieben werden kann, H = —Vu fiir eine geeignete Funktion u € ngo’f (R9).

Lemma 1.14 (Satz von Stokes auf R?, d = 2,3). Fiird = 2,3 und 1 < p < oo gilt die Gleichheit
LB (RGRY) = {f € LP(RY;RY) | curlf = 0},

d.h. f € LP(R%RY) erfillt genau dann im distributionellen Sinn curlf = 0, wenn es eine Funktion
U € ngo’f(Rd) mit f = Vu gibt. Das Potential u ist bis auf konstante Verschiebung eindeutig.

9



KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

Der Beweis wird mit Hilfe des klassischen Satzes von Stokes fiir einfachzusammenhéngende be-
schriinkte C'-Gebiete erbracht.

Satz 1.15 (Satz von Stokes, KONIGSBERGER [39, Seite 193f.]). Es seien Q C R, d = 2,3,
ein sternformiges, beschrinktes C'-Gebiet und £ € C*(Q; R?) mit curl f = 0 punktweise in Q. Dann
existiert eine Funktion u € C*(Q2) mit £ = Vu. Das Potential u ist bis auf konstante Verschiebung
eindeutig. |

Des weiteren bedarf der Beweis der folgenden Notation. Fiir eine skalarwertige Distribution f :
2 — R bezeichne ferner

of of A
curl f = <8_x2’_8_x1> e D' ((;R).

Mit dieser Notation zeigt elementares Rechnen mit Distributionen fiir f : Q — R¢
(curlf ; v) = (f ; curlwv)
fiir alle Testfunktionen v € D(2) im Fall d = 2 bzw. v € D(Q;R?) im Fall d = 3.

Beweis von Lemma 1.14. Zunichst gelte f = Vu fiir eine Funktion u € Welo’f (R?), und es ist

curlf = 0 zu zeigen. Ohne Einschriankung wird nur der Fall d = 2 betrachtet, d = 3 folgt analog
durch vektorweises Vorgehen. Fiir eine beliebige Testfunktion v € D(R?) gilt nach Definition der
distributionellen Ableitung

(curl Vu 5 v) = (curl(u1,u2) ; v) = (w21 — w125 v) = (w21 ; v) — (w12 ; V)
=(u;v21)—(u;vi2) =0
wegen vo1 = v,12. Nun gelte umgekehrt curlf = 0 in R? im distributionellen Sinn. Es bezeichnen

e fiir € > 0 die Mollifier-Funktionen, die in Abschnitt 1.2 eingefithrt worden sind. Nach Satz 1.8
gilt 1. x f € C;)’O(]Rd; R4), und mit Satz 1.12 konvergiert 1. * f gegen f in LP(R?;RY).

Nun sei j € N. Im ersten Schritt zeigt man, dafi auf Q := U(0,j) die distributionelle Gleichheit
curl(y. * f) = 0 gilt. Sei v € D(Q)* mit k = 1 fiir d = 2 bzw. k = 3 fiir d = 3. Dann gilt fiir die
Translation trivialerweise v(- +y) € D(RY) fiir alle y € RY. Es folgt

(curl(vpe * ) ; v) = (e x f ; curlv) = /Rd(wa «f)(x) - curlv(z) dx

(1.19)

= / Ye(y)f(x — y) - curlv(z) dy dz.
Rd JRA

Ferner gilt

/Rd /]Rd [V (y)f(z — 5) - curlv(z)| dy dz < /Rd /]Rd [ ()| |f(x — y)| | curlv(z)| dy dx
= [ (el s @)t o) d

<[] * [£]ll oo ) |l CurlUHLl(Q;Rd) < 00,

10
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und deshalb kann im folgenden der Satz von Tonelli-Fubini angewandt werden. Damit folgt aus
Gleichung (1.19) unter Anwendung der Translationsinvarianz des inneren Integrals

(curl(¢e x f) ; v) = /Rd Ye(y) /Rd f(z —y) - curlv(x) dx dy
_ /B o V) /R (o —y) - curlo(z) du dy
- / 1/15(3/)/ f(x) - curlv(z + y) do dy.
R4 R4

Fiir fixiertes y € RY ist v(- 4 y), wie oben erwiihnt, eine Testfunktion mit Tréiger in R4 (anstelle
von 2 = U(0, 5)). Das innere Integral verschwindet daher,

/]Rd f(z) - curlv(z + y) de = (f ; curlv(- +y)) = (curlf ; v(- + y)) = 0.

Insgesamt folgt wie behauptet curl(y. * f) = 0 in D'(U(0, 5)). Wegen 9. x f € C(U(0,j)) erhilt
man damit aber auch curl(y. *x f) = 0 punktweise in U(0,j) aus dem Fundamentallemma der
Variationsrechnung. Nach dem klassischen Satz von Stokes 1.15 existiert auf U(0, j) ein eindeutiges
glattes Potential u;. mit 1. * f|U(07j) = Vu;. und fU(O,l) uje = 0. Es gilt Vu; . = 1. * f|U(07j) —
f]17(0,5) in LP(Q;; R?) fiir e — 0. Insbesondere ist (Vu; ). eine Cauchy-Folge in LP(U(0, j); R?), und
nach Poincaré-Ungleichung ist (u;.). damit eine Cauchy-Folge in W1P(U(0, j)). Also existiert ein
u; € WHP(U(0, 7)) mit uj = lime_guj. in WHP(U(0,7)). Es gelten zum einen Vu; = flu(0,5) und
zum anderen fU(o,l) uj dr = 0 aus Stetigkeitsgriinden.

Wegen Vu; = fluoy) = Vujriluo,y) ist wjp1 — uy auf U(0,5) konstant, und die Normierung
fU(O 1) Wi dr=0= fU(O 1) Ui+ dz impliziert u; = u;y1|y(0,5)- Insgesamt definiert

u(z) :=wuj(z) firzeU(0,j) und j € N

eine Funktion u € Wélo’f (R?) mit Vu = f in R%. [

Bemerkung. In Korollar 1.33 kann des weiteren gezeigt werden, da8 fiir d = 3 und f € L'(R%; R%)N
L?(R% R%) mit curl f = 0 sogar ein eindeutiges v € H'(RY) mit f = Vu existiert. O

1.4 Definition des Newton-Potentials

Definiere den Newton-Kern G : R?\{0} — R durch

1 i —
o) = 5] log |x| fiir d = 2,

1 1 .
@5 ez frd>2,

(1.20)

wobei |S¢| das Oberfliichenmaf der euklidischen Einheitskugel B = B(0, 1) in R? bezeichne,

1S9] — d|Bg) mit |BY) — 27 (L21)
21 — 2 mi 2 _dr(d/2)’ .

11
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sieche FORSTER [28, Seite 145]. Hier ist I' die Gauf-Funktion, d.h. insbesondere gelten |B$| = r fiir
d = 2 und |BY| = 4r/3 fiir d = 3 wegen I'(z + 1) = 2'(z), ['(1) = 1 und I'(1/2) = /7. Fiir die
beiden spiter interessanten Fille gilt also |S3| = 27 sowie |S5| = 47 und damit

—L log|z| fiird=2

2w ’
G(x):{jLLL fiir d = 3
I Tal iir d = 3.

Der Kern G ist auBerhalb der 0 beliebig glatt, d.h. G € C>®(R%\{0}), und elementares Ableiten
liefert fir t Z0und 1 < 5,k <d

0 o 1 Z 5 82 . 1 5jk‘$’2 — dxjxk
~——G(z) = —@ W un 78%8ka($) = |Sg| |w’d+2 )

(1.22)

wobei d;;, das Kronecker-Symbol bezeichne. Insbesondere ist der Newton-Kern G also harmonisch,
d.h. AG =0 in R?. Des weiteren bestehen die trivialen Abschitzungen

0 1 1 0? d | 4
— < — d |—— < — . 1.2
| MjG(x)\ < gy bl wd [5Gl < o e (1.23)

Eine elementare Rechnung mit Polarkoordinaten liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.16. Fir o € R und die Funktion u : R\{0} — R,z + |z|* gelten die beiden folgenden
Aussagen

(i) Es gilt genau dann u € L}, (R?), wenn a +d > 0 ist. In diesem Fall erhdlt man

Sd
/ |z|% dx = cl——i|d et fir alle e > 0.
B(0,e)

(ii) Fire > 0 gilt genau dann v € LY(R\B(0,¢)), wenn o +d < 0 ist. In diesem Fall ergibt sich

d
/ |z|* dz = _ 15l et fiir alle e > 0.
R4\ B(0,¢) a+d

Fiir a > 0 erfiillt die Funktion u(z) := (log |x])“

d
we L}, (RY) mit / (log|z|)* dx = \Sg[%(log(ea) -1). [ |

B(0,e)
Die Anwendung des vorausgegangenen Lemmas auf den Newton-Kern zeigt fiir 1 < p < oo

(RY) fiir d < 2 —L—

p—1
9 P d . p
B—%GELZOC(R ) furd<ﬁ,
8_2 G¢LP (RY
Oz j0xy, toc '

GelP

Loc

12
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Ferner gelten

/ ) da = { 20108 ~1) & fird =2,
B(0,¢) 1

2 ..
2(2-d) © fiir d > 2, (1.24)
/ o G(:c)‘ dr <e.
B(0,e) | 0T;
Fiir Q C R? und eine hinreichend glatte Dichte f : Q — R definiert
wi@) = [ Ga—niwdy  (@eR) (1.25)

formal das Newton-Potential. Die Abbildungseigenschaften von f — w werden in den folgenden
Abschnitten untersucht. Das Newton-Potential w einer Funktion f : R® — R ist nach Definition
gerade deren Faltung mit dem Newton-Kern, w = G * f.

1.5 Klassische Abbildungseigenschaften des Newton-Potentials

Um das Newton-Potential strukturell besser zu verstehen, werden im folgenden allgemeiner Funk-
tionen betrachtet, die homogen von einem Grad o € R sind.

Definition . Eine Funktion h : R9\ {0} — R ist homogen vom Grad o € R, falls gilt
h(Az) = X*h(x) fiir alle A > 0,z # 0. O

Mit den Gleichungen (1.22) ist bereits gezeigt worden, daf§ die ersten partiellen Ableitungen des
Newton-Kerns homogen vom Grad (1 — d) und die zweiten partiellen Ableitungen homogen vom
Grad —d sind.

Lemma 1.17. (i) Ist h : RN\{0} — R meflbar und homogen vom Grad a > —d, so ist h €
L) (R9).

Loc

(i) Ist h : RA\{0} — R homogen vom Grad a € R, und existiert die partielle Ableitung r =
Oh/0x;, so ist k homogen vom Grad o — 1.

(iii) Ist h € C(RI\{0}) homogen vom Grad o € Z, so gilt
|h(z)| < er]z]®  fir alle 2 € R1\{0}

mit der Konstante ¢; = max |h(y)| > 0.
y€eSY

Beweis. Die Aussage (i) folgt unmittelbar aus Lemma 1.16, und Behauptung (ii) folgt durch
Hinschreiben des Grenzwertes. Fiir  # 0 und A > 0 gelten

h(Ax + tej) — h(Ax)

k(Azx) = %Er[l)

t
t—0 t
ety At/ e) ~ h()
t—0 t/)\
=\ k().

13



KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

(i) Fiir  # 0 gilt h(z)| = [2]*|h(x/|2])]| < |2]* max [h(y)| u
yeSS

Die beiden folgenden Satze seien zunéchst nur wiedergegeben und im Anschlufl daran durch die
Anwendung auf das Newton-Potential motiviert. Die Beweise finden sich am Ende dieses Abschnitts.

Satz 1.18. Es seien f € LP(RY) und g € CHRN{0}) N L}

toe(RY). Die partiellen Ableitungen
hj := 0g/0x; seien homogen vom Grad 1 —d, und es gelte

lim l9(x)| dz = 0. (1.26)
e—0¢ B(0,e)
Dann folgt
1(md 9 d
gxfeC (R wund %(g*f):hj*fEC(R). (1.27)

J

Satz 1.19. Es seien h € C'(R?\{0}) homogen vom Grad 1 —d, @ C R? offen und beschrinkt und
f€CHQ)N LX) fiir 0 < o < 1. Dann gilt fiir die Faltung h* f € CH(RN\OQ) N C(RY). Fiir die
partiellen Ableitungen gilt in jedem Punkt x € R1\Q

Ist Qo C RY ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit Q C Qo, so gilt fir alle x € Q

Bl = [ 0w -5

(=) dy = f(&) [ b= y)ny(y)ds, (1.29)

Qo

Induktiv erhélt man aus den vorausgegangenen Ergebnissen das folgende Korollar.

Korollar 1.20. Es sei g € C2(R¥\{0}) eine Funktion, deren partiellen Ableitungen dg/0x; homogen
vom Grad 1 — d seien, und es gelte (1.26). Fir k € Ng, 0 < a <1 und f € Ck+*(R?) folgt dann

g* feCHYRY)  und g feCFPRY)  fira > 0. [

Vor den Beweisen von Satz 1.18 und 1.19 sei die Anwendung auf das Newton-Potential diskutiert.
Da G € C*(RN\{0}) N L} (R ist und die partiellen Ableitungen des Newton-Kerns homogen vom
Grad 1 — d sind, lassen sich die beiden vorausgegangenen Sétze anwenden. Insbesondere zeigt die
Anwendung von Satz 1.19, da G die Fundamentallésung des Laplace-Operators ist, d.h. es gilt der
folgende Satz.

Satz 1.21 (GILBARG-TRUDINGER [32, Seite 54f.]). Fiir eine beschrinkte offene Menge Q C R?
und eine Funktion f € L*°(Q) erfillt das Newton-Potential w := G * f

w e CHRY)  und dw _ 9G *
8x]~ 8a;j

f

Unter der stirkeren Voraussetzung f € L(Q) NC*(Q) mit 0 < o < 1 gilt sogar

weC*(QNCHRY und Aw=f inQ. (1.30)

14
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Beweis. Die ersten Aussagen des Satzes folgen unmittelbar fiir g = G und h = 0G//0x; aus den
vorausgegangenen Sitzen, und es ist nur noch die Gleichheit in (1.30) zu zeigen. Aus Gleichung
(1.29) folgt fiir z € Q und Q := B(z, R) mit hinreichend grofiem Radius R

— Y
wa:/ fly) — f(x)) AG(x —y) dy + f(= / ds
@)= [y @~ S 28 —3) \Sd!z "
y] /
ds, I ds
|Sd 2/83 (0,R) |y|d !Sd|Rd ! Z 9B(0,R) i |y| Y
[0B(0, R)|
— 2 ds, = .
=fle )Isled 1/0301%)2‘”3 s = J(@) |59 Rd—1
—_———
=1 =1
Dabei bezeichnet S§ = 9B(0, 1) wieder die euklidische Einheitssphire. [
Korollar 1.22. Fir f € D(R?) gelten w := G * f € C°(RY) und Aw = f in R [

Die hergeleiteten Resultate werden nun auf das Ausgangsproblem angewendet: Zu gegebener Ma-
gnetisierung m : RY — R? ist ein Potential v gesucht, daB die Maxwell-Gleichung

div(~Vu+m) =0 in R? (1.31)
16st.

Satz 1.23. Fiir eine Magnetisierung m = (myq, ..., mq) € D(R%:RY) Iost

u=Lm := Z (%c] : (1.32)

die Mazwell-Gleichung (1.31) in starker Formulierung, d.h. punktweise in R?,
Beweis. Gleichung (1.31) lautet in dquivalenter Formulierung
Au=divm in R%
Nach Korollar 1.22 16st u := G * (divm) diese Gleichung, und mit Satz 1.8 und Satz 1.18 gilt

9 el
u:diV(G*m):E %(G*mj):g 3, ¥ M- [
J

j=1""7 =1
Die Beweise der Sitze 1.18 und 1.19 erfordern das folgende elementare Lemma.

Lemma 1.24. Es seien U C R? offen, 1 < j < d, (wg)ren eine Folge in CY(U) und v,w : U — R
derart, daf

(i) die Folge (wy) punktweise gegen w auf U konvergiert,

(i) die partiellen Ableitungen Owy,/0x; fir alle k € N existieren und stetig sind,
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(iii) die Folge (Owy/0xj)ren der partiellen Ableitungen gleichmdifig gegen v konvergiert auf allen
Kompakta K C U.

Dann ist w partiell differenzierbar nach x;, und v = 0w/0x; ist stetig.

Beweis. Da fiir alle £ € N die Funktionen dwy/0x; stetig sind, ist v als (lokal) gleichméBiger
Limes ebenfalls stetig. Da nun nur noch die partielle Differenzierbarkeit von w nachgewiesen werden
muf}, kann ohne Beschrénkung der Allgemeinheit d = 1 angenommen werden. Damit gilt w) =
Owy,/0x;. Seien z,y € U mit y < x. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt

o) —wely) = [ wi(t)dr

Da z und y fixiert sind, konvergiert die linke Seite gegen w(x) — w(y), und weil die Integranden
wy, auf [y, z] C U gleichmiBig gegen v konvergieren, konvergiert die rechte Seite gegen fyx v(t) dt.
Insgesamt folgt nach Umstellung

v(z) =v(y) + /xv(t) dt.
y

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung beweist nun die Differenzierbarkeit von w
mit w'(x) = v(z). [ |

Beweis von Satz 1.18. Wegen h; € L}, (R?) und f € LP(RY) ist die Faltung
v:=hj* f € C(R)
nach Korollar 1.7 wohldefiniert. Es sei n € C*(R) eine Abschneidefunktion mit
0<n<1, 0<7'<2 n)=0firz<1 und n(z)=1firz>2.
Fiir € > 0 sei die Funktion g. € C'(R?) vermoge
9:(2) := g(a)n(|z|/e) fir = € RY
definiert. Setze w. := g. * f € C'(R?) mit Korollar 1.9. Die Funktionen (w.) konvergieren auf R?

gleichmiBig gegen w := g * f € C(R?). Um dies zu zeigen, nutzt man, daB |g.| < |g| punktweise auf
R? und g(y) — g-(y) = 0 fiir |y| > 2¢ gelten. Daraus folgt fiir 2 € R?

[w(@) — we(@)] = (9 — ge) * F(@)] < || f]l oo (mey /Rd l9(y) — g:(y)| dy

= HfHLOO(Rd)/B , 9(y) — ge(y)| dy (1.33)

)

< £l e / 19(u)| dy,

B(0,2)

und die obere Schranke konvergiert wegen g € L%OC(]Rd) unabhéngig von x mit € gegen null, d.h.
w € C(RY) ist gleichmé#Biger Limes der (w.). Als Nichstes zeigt man, daB auch dw./dz; gleichméBig
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auf R? gegen v konvergiert. Nach Lemma 1.24 folgt dann, daB w als punktweiser Limes von (w,)
stetig nach x; differenzierbar ist mit Ow/dz; = v. Es sei x € R? beliebig. Dann gilt mit Korollar 1.9

- |G+ - (G =)o)

-] (3% - 5%) + )

B ow,
8xj

‘v(x)

)
<[l oo (may /Rd )8—%(9 —gs)(y)‘ dy (1.34)
0
= HfHLOO(B(O,Qa)) /Rd )a—x](g - ge)(y)‘ dy

= Ifllmcoozey [ g2 ({1 = nll/2) o) av

Mit Produktregel und Dreiecksungleichung folgt weiter

J
<3 ' (1.35)

2
<1z / 219()| + 1hy ()] dy.
(0,2¢) €

)

<Wlemon [ |gnolfe) 1o + [1 = nol/2)] |50 d
(0,2¢) ﬁ,—’ J

Also konvergiert das Integral wegen (1.26) und h; € L}, (RY) (unabhingig von x € R?) mit e gegen
null. |

Beweis von Satz 1.19. Mit Satz 1.11 folgen sofort u v € C}(R¥\Q) und (1.28). Damit ist nur
noch die Behauptung in Q zu zeigen, da beide Teile offen sind. Fiir z € Q sei die rechte Seite u(z)
in (1.29) in die folgenden drei Integralanteile zerlegt,

u(x) = —f(x) /Q Oh (o~ yydy + /Q (Fw) — F@) 2w — gy dy

@) /8 hla =y (o) s,

Das erste und das letzte Integral existieren wegen |z — y| > dist(x, 9Q2) > 0. Da f Holder-stetig ist,
folgt aus (1.25), daB auch der Integrand des mittleren Integrals in L'(f2) ist. Insgesamt folgt die
Wohldefiniertheit von u(x). Sei € C'(R) wieder eine Funktion wie im vorausgegangenen Beweis.
Definiere fiir ¢ > 0 und h. € C*(R?), gegeben durch h.(z) := h(z)n(|z|/), die Funktionen

v:=hxfeCRY und wv.:=h*feC{R?).

Mit Korollar 1.9 gilt fiir alle z € R¢

re@= (G )@= [ STy
= [ 00 - 1) G - i+ s [ G

17



KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

Fine partielle Integration zeigt abschliefend

= | ()= 1) G =y = @) [ bl =),

Als Néchstes wird gezeigt, da8 v, /Ox; auf allen Kompakta K C 2 gleichméBig gegen u konvergiert,
um Lemma 1.24 anwenden zu konnen. Fiir eine kompakte Menge K C Q und z € K sei e > 0
hinreichend klein, so daf§ B(x,2¢) C Q und 2¢ < min { dist(z, 092) ’ Ie K} gelten. Fiir y € 00 gilt
dann |z — y|/e > 2, also n(|z — y|/e) = 1, und es folgt mit Blick auf das Randintegral

8’05 ahz—:
S = [ (10~ S Gy 5@ [ =) iy

Damit erhilt man

‘ g;j )_‘/QO )[;Z( —y)—gzz(x—y)}dy‘
= | [ 00~ @) 5 (11 e - it ) a]

Wegen n(|z —y|/e) = 1 fir |x — y| > 2¢ folgt weiter

:‘/QOHB(LQE) (f(y ) ({1— (|l —yl/e) }h (r—y )dy‘
Ausnutzung von B(z,2e) C € ergibt

=| [, G0 = s@) g (=t i ) i

<[l —f<x>\\§({1 ~ iz~ 91/} b — 1) )|y

<flewsy [ = ul g ({1 ntle =t/ phte — )|y

)

S N e ({1— (11/e) () )| .

Mit Produktregel und Dreiecksungleichung folgt schliellich

<Wleso] [ 1w [ntl/e)] ) do

s1/2)} 5 ] a}.

+ / ] {1~ n(
B(0,28) = e
< N e’
B <cly| 4

Die obere Schranke verschwindet nach Lemma 1.16 fiir € gegen null. Damit ist gezeigt, daf§ dv./0x;
auf allen Kompakta in Q gleichmiifiig gegen u konvergiert. Mit Lemma 1.24 folgen v € C(Q2), d.h.
w € C%(Q), und die Giiltigkeit von (1.29) denn v. konvergiert gleichmifig gegen v. Der Beweis
hiervon verlauft wortlich wie oben. |
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1.6 Verallgemeinerte Faltungen

Die zunéchst kurz referierte Theorie geht auf Calderén und Zygmund zuriick. Sie beschéftigt sich
mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen an einen Kern & : RN\{0} — R mit |x(z)| < |=|~¢
durch die Faltung ein stetiger Operator

T € L(LP(RY); LP(RY)), Tf:=rx*f

definiert wird. Dazu wird ein verallgemeinerter Satz von STEIN [58] zitiert, um diesen im Anschlufl
daran auf den Newton-Kern anzuwenden. Zunéchst werden abstrakt die sog. Calderén-Zygmund-
Kerne definiert. Beispiele fiir solche werden gerade durch die zweiten partiellen Ableitungen

0*G

A al’jal’k

des Newton-Kerns gegeben.

Definition . Eine Funktion x : R\ {0} — R heiit Calderén-Zygmund-Kern, falls sie meSbar ist
und eine Konstante co > 0 existiert, so dafi die folgenden Aussagen gelten:

|k(x)] < eolz|~¢  fiir alle x € R\ {0}, (1.36)
/ Ik(y — ) — Kk(y)|dy < ¢y fiir alle 2 € R1\{0}, (1.37)
RNB(0,2|z])
/ k(z)dx =0 fiir alle 0 < r; <17y < 0. (1.38)
B(0,r2)\B(0,r1)

Fiir einen Calderén-Zygmund-Kern x definiert & : R%\ {0} — R mit

f(x) = k(—x) fir z € R)\{0} (1.39)
einen weiteren Calderén-Zygmund-Kern. Des weiteren verwendet man fiir x die Schreibweise

Ke '= KXRd\B(0,c) fire >0 (1.40)

und erhilt s, € LP(R?) fiir alle 1 < p < co.

FErste Beispiele fiir solche Kerne erhélt man, wie oben bereits angemerkt, als partielle Ableitungen
des Newton-Kerns, allgemeiner als partielle Ableitungen von Funktionen, die homogen vom Grad
(1 —d) sind.

Lemma 1.25. Ist h € C?>(R9\{0}) homogen vom Grad (1 —d), so sind die partiellen Ableitungen
kj = Oh/Oz; Calderén-Zygmund-Kerne, und es gilt mit der Einheitssphdire S = 0B(0,1)

/ k(z)dsy = 0. (1.41)
S5

Beweis. k := k; ist homogen vom Grad —d, und damit gilt insbesondere (1.36). Die partiellen
Ableitungen von x sind vom Grad —(d + 1), und es existiert ein Konstante ¢z > 0, die nur von x
und d abhéngt, mit

V()] < CSM%H ( € RY({0)).
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KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

Wegen x € CHR¥\{0}) gilt die Mittelwertungleichung
|6(2) = £(2')] < Vdmax |V(Q)] |2 - 2|
CeEK

fiir jedes konvexe Kompaktum K C RY\ {0} und Vektoren z,z’ € K. Fiir z # 0 und y €
R\ B(0, 2|z|) folgt dann mit K = B(y,|z|)

lk(y — ) — k(y)| < Vd max |Vk(CQ)| |z] < c;;f max el = c3Vd 2

CeB(ylal) B(yfal) [+ (Iyl = |zt
Nun folgt (1.37) mittels Transformation auf Polarkoordinaten

|z]

‘14)d+1 dy

/ Ky — @) — k(y)| dy < c3Vd
R\ B(0,2]a])

R\ B(0,22)) ([Y] —
> 1
203\/gx T’dl/ ————ds.dr
o™ S =T

_CSﬂSQHx\/ 7d

ale (r — |]) d+1

(1 + |x|)d-t
= c3V/d|S5 ||| g (=)™ TUL'B dr.

Wegen |z| < r im Integrationsbereich liefert triviale Abschétzung

(27”)d 1

<C3f|52||x| e dr
> 1

— 03\/E|Sg|2d—1 \x| —dr

||
=1

= C3\/E|Sg|2d71.

Um abschliefend (1.38) zu zeigen, beweist man zuniichst (1.41). Dazu sei n € C1(R) eine Funktion
mit > 0, supp(n) = [1,2] und [pn(¢t)dt = 1. Als Néchstes definiert man p € C*(R) durch
p(t) :=tn(t). Dann gelten

pzo, swplp) = (12 [T a1 [T = o) - pi1) 0.

Mit partieller Integration und Polarkoordinaten folgt

oh
[ x@ptiahdr = [ SE@p(el)de =~ [ ba)o(a) ‘d:c

/ / ez} dsx dr
/ / A () (r)aj ds, dr (1.42)
- / yar) ( /S )y 5) =0

€R
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1.6. VERALLGEMEINERTE FALTUNGEN

Andererseits zeigt sofortige Uberfithrung in Polarkoordinaten

| @ptiean= [~ “/Sd re)plr) ds, dr = [~ st /S ¥)ds, dr
= () ( /3 <>d8m) e
I

=1

und (1.41) folgt aus der Kombination von (1.42) und (1.43). Nun folgt (1.38) ebenfalls aus der
Einfiihrung von Polarkoordinaten,

T2 72
/ k(z)dx = / rdl/ k(rz)dsy dr = (/ rt d'r’) (/ k() dsm) =0. N
B(0,r2)\B(0,r1) rl S¢ rl S

Satz 1.26 (Calderén-Zygmund, STEIN [58, Seite 35ff.]). Fliir einen Calderdn-Zygmund-Kern
r und jede Funktion f € LP(RY) mit 1 < p < oo ist die Faltung k. * f wohldefiniert, und es gilt

[ * fllzomay < cpll fll Lo ra) (1.44)
mit einer Konstante cp, die unabhdngig ist von € und f. Ferner existiert der Limes

Sf = lim(ke* f) in LP(RY), (1.45)
und damit wird ein stetiger linearer Operator

S € L(LP(R?); LP(R?)) (1.46)

mit Operatornorm ||S|| < ¢, wohldefiniert. Da S in diesem Sinn die (i.a. nicht-existente) Faltung
von k mit LP-Funktionen beschreibt, benutzt man die Schreibweise

k# o= S8f=lim(kexf) firalle f € LP(RY). |

Bemerkung. Die Schreibweise x % f ist unabhingig von p im folgenden Sinn: Ist f € LP(RY) N
L9(RY) fiir 1 < p,q < oo, und bezeichnen S, € L(LP(R?); LP(R?)) und S, € L(LY(R%); L4(R?)) die
Operatoren aus Satz 1.26 beziiglich p bzw. g, so folgt S,f = S,f € LP(RY) N LY(RY).

Beweis. Es gelten
Spf = lim (ke * f) in LP(RY),
£—
Syf = lilf%(,‘a;8 « f) in LY(RY).
£—

Da fiir alle 1 < r < oo Funktionenkonvergenz in L" insbesondere fiir fast alle x € RY die punktweise
Konvergenz impliziert, siehe RUDIN [54, Kapitel 3], und die konvergente Funktionenfamilie auf der
rechten Seite beider Gleichungen identisch ist, stimmen also S, f und S, f punktweise fast {iberall
iiberein. |

In dem funktionalanalytischen Rahmen, der mit Lemma 1.2 und Satz 1.26 geschaffen wurde, kann
mit dem folgenden Satz das mathematische Hauptresultat dieses Abschnitts formuliert werden.
Hierbei handelt es sich um die Verallgemeinerung eines Resultats aus MA [46, Seite 21f.]. bzw.
AcMON [1, Seite 154ff.]. Der Satz wird spéter die Existenz von Losungen der Maxwell-Gleichung
liefern.
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Satz 1.27. Gegeben seien eine Funktion h € C?>(R\{0}), die homogen ist vom Grad 1 — d, und
1 < p < oo. Dann ezistiert ein eindeutiger Operator T € L(LP(RY); WT(RY)) mit

Tf=hxf fiir alle f € D(RY), (1.47)

wobei die Gleichheit so zu verstehen ist, daff h+ f € WY (R?) ist und Tf € WJ(RY) reprdsentiert.
Mit der Schreibweise h % f = Tf fir f € LP(R?) sowie

oh
Kj = 9z, und Aj = /Sg h(x)z; ds, (1.48)

gilt im schwachen Sinn

0

a—xj(hif):/fjif—i-)\jf. (1.49)

Insbesondere ezistiert eine Konstante ¢4 > 0, die nur von h (sowie dessen Ableitungen) und p
abhdngt, mit

V(R * )l Le@arey < call fll oo ray- (1.50)
Ferner gelten
(a) hx f=hxf fir f € L*(R?) N LP(RY),
() hxf=h*f fir fec LARHYNL'(RY) mit 1 <g<d<r<ooundq<p<r,
(c) hx feWP(RY) fir f € LY(RY) N LP(RY) und pd > p+d.
Ist Q C RY eine offene Menge und n € N, so erfillt die Restriktion von T auf Wg)"”_l’p(Q)
(d) T e L(Wgﬁl’p(ﬂ); WE(RY)) und deshalb insbesondere T € L(W™ 1P (RY); WE(R?))
Ist Q C RY des weiteren beschrinkt, so gelten fiir die Restriktionen auf LP(Q) und W(’f*l’p(Q) sogar
(e) T € L(LP(Q); WP(RY)) und T € L(Wg_l’p(Q); WmP(RY)), sofern pd > p + d ist.

Bemerkungen. (a) Die ersten partiellen Ableitungen h := 90G/0x) des Newton-Kerns erfiillen
nach (1.22) die Voraussetzung von Satz 1.27. Es gilt in diesem Fall

0 .
Aj = o ah (1.51)
—1/d fir j =k,

denn aus Symmetriegriinden gelten \; = —(1/]59|) fsg zjzpds, = 0 fiir k # j und |S§| =
Z;l:l fsg x? ds, = dfsg x% dsg.

(b) Die Voraussetzungen konnen so abgeschwiéicht werden, dafl h homogen ist vom Grad (1 — d)
und die partiellen Ableitungen von h als Calderén-Zygmund-Kerne existieren.

(c) Die Schreibweise h * f ist wieder unabhéingig von p im folgenden Sinn: Fiir 1 < p, ¢ < oo und
f e LP(RY N LIRY) gilt T, f = T,f € WP(RY) N W{(RY), wobei T, € L(LP(RY); WP (RY)) und
T, € L(L4(R%); W (R%)) die Operatoren gem#fl Satz 1.27 bezeichnen.
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Bewets von Bemerkung (c¢). Nach der Bemerkung zu Satz 1.26 gilt

0

G (Tof) = iy £+ 0,0 = 5 (Tyf) € L/(RY) N LR,
Lj

Es folgt V(T f) = V(T4f)|l 1r (rarey = 0 fiir 7 € {p, ¢}. Nun seien g, € Welof(Rd) und gq € Wzlog(Rd)
Représentanten von T, f bzw. Tp, f. Dann gilt gp,, g4 € WZOC (R%) mit Vg, = V(T,f) = V(T,f) = Vg,
fast tiberall. Also existiert eine Konstante ¢ € R mit g, = g4+ ¢, und damit folgt g,, g, € Welo’z (R9Y),

also T,,f = T,f € WJ(R?) fiir beide 7 € {p, q}. O

Der Beweis von Satz 1.27 benotigt wiederholt das folgende kleine Lemma.

Lemma 1.28. Fir h : R\{0} — R mepbar und homogen vom Grad 1 — d seien hy := hXra\ Bg
und h durch h(x) := h(—z) definiert.

(i) Firl<s<d/(d—1)<t<oo gelten hy € L*(R?Y) und h — hy € L*(R?).

(ii) Fir f € LP(RY) N LYRY) mit 1 <p<oound 1 <q<disthxfe L} (RY).

(i)

(iv)

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus Lemma 1.16. (i) Wegen h — h; € L'(RY) folgt
(h—hy)xf € Lp(Rd) C LY (R?) nach Satz 1.6. Aus q < d ergibt sich ¢’ > d’ = d/(d — 1), und mit

Loc

(i) folgt hy € LY (R?), also hy  f € L®°(R?) C L (R?). Da L} (R?) ein Vektorraum ist, liefert
Summation die Behauptung

(
Fir f € LPRYNLIRY) mit 1 <qg<d<p<ooisthsfec L®RY.
(

Fiir f € LP(RY) N LIRY) mit 1 <g<d<p<ooundge L'(RY) ist (hxf;g)=(f;hxg).

haf=hy*f+(h—h)=felL (RY).
(iil) d < p impliziert d/(d—1) = d' > p/, also h — hy € LP (R%), und es folgt (h — h1) * f € L®(R%).

Wegen hi * f € L®(R?) folgt insgesamt h * f € L>(R?). (iv) |h| ist ebenfalls homogen vom
Grad 1 — d, und damit folgt |h| * |f| € L>°(R?) nach (iii). Nun folgt mit Holder-Ungleichung

/Rd » (W@ = y)f(y)g(x)dyde = (gl 5 |h] * |F]) < lgllpr ey [1A] s LF Il oo (may < oo

Also kann der Satz von Tonelli-Fubini angewendet werden, siehe z.B. KONIGSBERGER [39, Seite
285], und liefert

o i g) = /Rd/Rdhx— V() dyda
= [ [ o=@ dydo = (5 i ). .

Beweis von Satz 1.27. Nach dem vorausgegangenen Lemma gilt h * f € Leoc(Rd) fiir jede
Testfunktion f € D(R?). Nun wird gezeigt, daB8 h * f schwach differenzierbar ist und (1.49) gilt.
Dazu sei zunéchst festgehalten, daBl mit Lemma 1.25 auch Satz 1.26 angewandt werden kann. Fiir
v € D(RY) ist nach Definition

(kj* f+Nifiv)y=—(hxf;0v/0x;)
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zu zeigen. Es sei R > 0 groff genug, so daf supp(f)Usupp(v) € B(0, R) gilt. Wegen h* f € L>(R?)
und dv/dz; € L (R?) gilt

(h* f;0v/0xj) = (f; fz*@v/@acﬁ
0
= [0 [ he =) vtwyd dy

0 1.52
=g [ b=t de dy 152
supp(f) B(0,R) ZLj
= [ swim b — y) o) da dy,
supp(f) =0 BO,R\B(y,e) O

und die letzte Gleichheit folgt aus dem Satz von Lebesgue.

Nun seien y € supp(f) und € > 0 fixiert. Nach Wahl von B(0, R) kann angenommen werden, daf}
e > 0 hinreichend klein ist, so da§ B(y,e) C B(0, R) gilt. Partielle Integration mit Randtermen
liefert

h(z —y) 0

—(z)dx
/Bm,R)\B(y,e) Oz,
=— / ih(:v —y)v(z)dr + / h(z —y)v(x)n;(x) ds,
BO,R)\B(y.e) OTj O(B(0,R)\B(y:e))
=#;(y—=)
_ = Ti—Yj
=— / Rje(y —x)v(z) de — / h(z —y)v(x) —==ds,
B(0,R) S(y.e) €

= (e 00 = [ b=,

In der letzten Gleichheit ist ;. wie in (1.40) definiert, und man beachte, da8 der dufere Norma-
lenvektor auf S(y,e) durch

r—y r—y

le—yl e

gegeben ist. Das negative Vorzeichen des zweiten Integrals wird dadurch hervorgerufen, daf3 der
Normalenvektor von B(0, R)\B(y, ) aber zur Null hin gerichtet ist. Das zweite Randintegral {iber
den ,,Aulenrand®“ von B(0, R)\B(y,¢), d.h. iiber S(0, R), entfillt, da v dort verschwindet.

Der erste Summand konvergiert fiir ¢ — 0 gegen &; * v in LP(R%). Fiir das hintere Integral folgt
mit Transformationen

/ h(z — y)v(az)u ds, = / h(z)v(y + z)ﬁ ds,
S(y,e) € S(0,e) €

:/ e h(ex)v(y + ex)x; ds,
S5
:/ h(z)v(y + ex)xj ds,

S5

= v(y) /Sd h(z)xjdsy + /Sd h(z)z;{v(y +ex) — v(y)} dsa.
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Da Dwv beschrinkt ist, konvergiert v(y + ex) nach Mittelwertungleichung gleichmifig gegen v(y)
fiir x € S und € — 0, also verschwindet das hintere Integral fiir ¢ — 0.

Insgesamt ist damit damit gezeigt, dafl die Gleichheit

lim h(z —vy)

—v(z)dz = —(k; *v)(y) — Aoy
e=0JB(0,R)\B(y.e) Ox; (@) (Rj * v)(y) ju(y)

gilt, und Einsetzen in (1.52) liefert mit Satz 1.26
(hx f 3 00/0xs) = —(f s Kj % v+ Aju) = = Im{f 2 Ky xv) = (F 5 A50)
= i (e % £ 50) — (0 F £ 0)
g LA NS o).

Damit ist gezeigt, dal h* f schwach differenzierbar ist und (1.49) gilt. Aus der Dreiecksungleichung
folgt zunéchst

8 ~
[0 % )]y < 15 # oy + sl vy
und mit Satz 1.26 ergibt sich

< (& + XD F I e (ray:

Summation liefert schliellich

J]=

TR / d /
V0 Dlsrigsza = (3] 50+ ) ) = (e ) I s
Jj=1 1

Wegen [|h % fllyrmay = V(7 )l p(ra;ray 15t damit auch gezeigt, dafi T" einen stetigen, linearen
Operator T € L(D(R?); WF(R?)) definiert, wenn man D(R%) mit der Norm || - || Lr(rd) versieht. Da
D(RY) ein dichter Teilraum von LP(RY) ist, existiert eine eindeutige Fortsetzung

T € L(LP(RY); WP(RY))

mit gleicher Norm. Dabei geht ein, da W?(R?) als Banach-Raum mit seiner Vervollstindigung
iibereinstimmt. Die Ungleichung (1.50) folgt im allgemeinen Fall unmittelbar aus der Stetigkeit der
Fortsetzung:

IV (h % Dl or@ezay = 10 % fllwpeesy = 1T flwp@ay < ITH1Flle@e  fiir alle f € LP(RY).

Damit ist nur noch (1.49) fiir allgemeines f € LP(R?) zu zeigen. Definiere den Operator
o . . .
A: LP(RY) — LP(RY); f — %(h )= (ki % F+ M)
J

Dann gilt Af = (mjoVoT — S — \jid) f mit den stetigen Operatoren

j LP(Q;RY) — LP(Q); f — fis

vV WP(RY) — LP(QRY), u — Vu

S : LP(R?) — LP(RY) gemiB Satz 1.26 fiir &,

id : LP(R?) — LP(R?) identische Abbildung.
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KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

Insbesondere ist A wohldefiniert, linear und stetig. Da (1.49) fiir f € D(R?) bereits gezeigt ist, folgt
A =0 auf D(R?). Wegen der Dichtigkeit von D(R?) in LP(RY) folgt daraus A = 0, was den Beweis
des Hauptteils beschlieft. Nacheinander werden nun auch die Aussagen (a)-(e) gezeigt. [ |

Bewets von Satz 1.27.(a). Nach Korollar 1.13 existiert eine Folge (fn)nen von Testfunktio-
nen f, € D(RY) mit f = lim, f, in L'(R?) und LP(R?). Nun gilt nach Holder-Ungleichung und
Lemma 1.28 fiir beliebiges w € D(R?)

n—oo

(s (f = fa) s )| = |(f = fu s hxw) < || f = anLl(Rd)HiL*wHLw(Rd) —0,

mit anderen Worten lim, (h * f,, ; w) = (h* f ; w). Es bezeichne S; € L(LP(R?); LP(R%)) den
Operator (1.46) zu k; := Oh/0x; gemi Satz 1.26, und A; sei wie oben definiert. Fiir v € D(RY)
und w := Jv/0x; folgt mit Satz 1.27

(hx fi;w)= lim (h* f, ; w) = _nlLHOlO«Sj + ) fn ;s v),

n—oo

und die Stetigkeit von S; liefert schlieflich

=—((Sj+ ) [ ;v).

Nach Definition ist h * f also schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung

0 s
B—J:j(h*f)Z(SjJFAj)f:Hj*fﬂLAjﬁ

d.h. h x f ist Reprisentant von h % f, denn nach Lemma 1.28 gilt bereits h * f € L? (R?). |

Loc

Beweis von Satz 1.27.(b). Nach Lemma 1.28 gilt hx f € LY (R?). Zunichst sei vorausgesetzt,
dafl f > 0 gilt. Definiere

fo=min(f,n)Xp(on) € LR fiir alle n € N,

Nach Definition gelten f — f, > 0 und lim,,(f — f,) = 0 punktweise in R%. Wegen |f — f,| < 2|f]
folgt mit dem Satz von Lebesgue

lim f,=f  in LP(RY), LY(RY) und L"(R%).

Mit Satz 1.6 kann nun gezeigt werden, da8 die Faltungen h * f, in L>®(R%) konvergieren. Wegen
g<d<rgiltr <d/(d—1) < ¢ und deshalb hi € L7 (R%) und h — hy € L" (R%). Es folgt

1w (F = Fi)llpoe ey < I s (F = Fudll ooty + 10 = ) (F = )l oo a
< et g ey 1 = ) Lty + e = Tl o e 1CF = )y

und die rechte Seite verschwindet fiir n — oo. Insbesondere folgt fiir jede Testfunktion w € D(R?)

lim [(hox f5w) = (b fo 5 w)| = T [(hx (f = fa) 5 w)]

n—oo

< Jim [lhx (f = fu)lloo el o1 ray =0
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Fiir v € D(R?) und w := dv/dz; ist damit
(h* f;w)= lm (hx* f, ; w)
n—oo
gezeigt, und mit Anwendung von Satz 1.27.(a) fiir f, € L¥(R?) C LY (R%) N LP(R?) folgt weiter

== lim (5 % fo 4+ Njfo 3 0) = (5 % f+ A5 0)

n

mit x; und A; aus (1.49). Damit ist h* f = h % f fir f > 0 gezeigt. Die Behauptung fiir beliebiges
f folgt nun durch Aufspaltung f = f* — f~ mit f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0):

(hx fiw) = (hxfTiw)—(hxf";w)
= (kg % [N o) = (R * T AN )
= (ki * [+ Nif;v). [ |
Beweis von Satz 1.27.(c). Nach Satz 1.27.(a) ist nur noch h * f € LP(R?) zu zeigen. Mit

Lemma 1.28 gelten h — hy € L'(RY) und h; € LP(R?) wegen p > d’. Nach Satz 1.6 folgen damit
hi* f,(h— h1) * f € LP(RY) und Summation liefert h = f € LP(RY). [

Beweis von Satz 1.27.(d). Fiir f € D(Q) und jeden Multiindex o € N gilt

Da(%(h*f)) - a%-(h* (D*f)).

Nun liefert die Anwendung des bereits Bewiesenen fiir D®f € LP(Q) C LP(R?)

1R fllwe ey < esll fllwn-10()

mit einer Konstante cs, die nur von ¢4 und n abhéngt. Da die Testfunktionen nach Definition in
Wy —lp (Q) dicht liegen, existiert ein eindeutiger stetiger, linearer Operator

T € LWy~ "(Q); WE(RY))

mit 7’ f = hx f fiir alle Testfunktionen f € D(Q). Da die formale Identitit id : W (R?) — WP (R?)
linear, stetig und injektiv ist, folgt aus der Eindeutigkeit von T' und 7" bereits T'f = T'f fiir alle
fe Wy () C LP(RY). |

Teil (e) von Satz 1.27 ist eine Anwendung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen, der mit dem
folgenden Einbettungslemma in den Beweis eingeht.

Lemma 1.29. Es seien X und Y Banach-Rdume und Z ein Hausdorff-Raum, T : X — Y linear
und i : Y — Z stetig und injektiv. Ist die Komposition i oT : X — Z stetig, so folgt bereits
T e L(X;Y).

Beweis. Der Beweis basiert im wesentlichen auf Banachs Satz vom abgeschlossenen Graphen. Es
sei (zp)nen eine Folge in X, so dafl beide Grenzwert z := lim, z, € X und y := lim, Tz, € Y
existieren. Um die Stetigkeit von T zu zeigen, reicht es, y = T'x zu beweisen.
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KAPITEL 1. NEWTON-POTENTIAL UND MAXWELL-GLEICHUNG

Da i o T stetig ist, gilt lim,(i o T)(x,) = (i o T)(x) € Z. Ferner liefert die Stetigkeit von i noch
lim,, i{(Tx,) = iy. Da Grenzwerte konvergenter Folgen in Hausdorff-Rdumen eindeutig sind, ergibt
sich

i(Tx) = (ioT)(x) = lim (ioT)(xy) = lim i(Tx,) =i(y),

n—oo n—oo

und die Injektivitét von ¢ liefert Tax = y. |

Beweis von Satz 1.27.(e). Ist Q C R? beschriinkt und offen, so gilt LP(Q2) € LP(R?) N L' (RY),
also h* f € WP(R?) nach Satz 1.27.(c), d.h. die Restriktion von T € L(LP(R?); WF(R?)) auf LP(1)
bildet X := LP(Q) linear nach Y := WP(R9Y) ab. Mit Z = W}(R?) und i = idyippay 1 Y — Z
wird der abstrakte Rahmen des vorausgegangenen Lemmas anwendbar, und die Restriktion erfiillt

T e L(LP(Q); WhP(RY)). n

1.7 Eindeutige Losbarkeit der Maxwell-Gleichung

Der folgende Abschnitt schliefit das Studium des Operators £ = Ly im wesentlichen ab, der zu
Beginn dieses Kapitels eingefiihrt worden ist,

d
oG 00 y
Lom = Z (8—33) xm; € C°(RY)  fiir m = (my,...,mg) € D(R%GRY). (1.53)
i=1

Mit Satz 1.23 wurde schon gezeigt, dal u = Lom die Maxwell-Gleichung in starker Form
div(=Vu +m) =0 punktweise in R?

16st. Insbesondere 16st u damit auch die Maxwell-Gleichung in schwacher Form (bzw. im Distribu-
tionensinn)

Vu-Vvdr = m - Vodz fiir alle v € D(RY). (1.54)
R4 Rd

Die Anwendung der abstrakten Vorarbeit liefert nun den folgenden Satz, der insbesondere fiir
m € LP(R%GRY) die eindeutige Losbarkeit der Maxwell-Gleichung (1.54) in W/} (R?) zeigt und
verifiziert, dafl deren Losung als Bild v = £,m von m unter einem stetigen linearen Operator £,
gegeben wird. Des weiteren liefert er insbesondere fiir Magnetisierungen mit kompaktem Trager die
klassische Darstellung von £, als Faltungsoperator L.

Satz 1.30. Fir 1 < p < oo besitzt die Mazwell-Gleichung (1.54) hdéchstens eine Lisung u €
Wf(]Rd). Fiir 1 < p < oo existiert ein eindeutiger stetiger Operator

L, € L(LP(R%GRY); WP (R)),

der Lo von D(RYRY) quf LP(RYRY) fortsetzt, und fir m € LP(RYRY) l6st u := L,m die Mazwell-
Gleichung (1.54). Fiir die Darstellung von L,m € WT(RY) gilt im reprasentativen Sinn

(a) £,m = Lom fiir m € L'(R%RY) N LP(RERY),

(b) L,m = Lom fiir m € LY(RERY) N LT(RERY) mit 1 <g<d<r<ooundqg<p<r,
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(c) L,m = Lom € WIP(RY) fir m € LY(R% RY) N LP(RYGRY) und pd > p +d,

wobei die Gleichheit L,m = Lom bedeutet, daf die klassische Faltung Lom in WY (R?) ezistiert
und L,m reprisentiert. Betrachtet man eine beschrinkte, offene Menge Q0 C R?, so erfillt die
Restriktion von L, auf LP(Q;RY)

(d) £, € L(LP(Q;RY); WEHP(RY)) fiir pd > p + d.
(e) Fiir 1< p,q < oo und m € LP(R%RY) N LY(RYGRY) gilt schlieflich L,m = L,m.

Der Beweis, daf8 (1.54) hochstens eine Losung in W/ (R?) besitzt, benétigt das folgende elementare
Lemma, das allein auf Faltungseigenschaften basiert.

Lemma 1.31. Firi € D(R?), 1 < p < oo und u € LP(R?) derart, daf Au € LP(R?) im schwachen
Sinn ezistiert, erfillt die Faltung +u € Co°(RT)NLP(RY) mit A(yxu) = xAu € C°(RY)NLP(RY).

Beweis. Die Aussagen ¢ * u,v * Au € C° (RY) N LP(RY) folgen aus allgemeinen Glittungsei-
genschaften der Faltung, siche Satz 1.6 und Satz 1.8. Gemé&B Definition des (schwachen) Laplace-
Operators ist also nur noch

(% Au ;s v) = (Y u; Av)  fiir alle v € D(R?)

zu zeigen. Diese Gleichheit folgt leicht mit Hilfe des Satzes von Tonelli-Fubini und der Transla-
tionsinvarianz des Lebesgue-Integrals. Fiir v € D(R?) gilt

wraui) = [ o) [ vmaue—y)dyds
= [0t [ o@autz =y dzdy
— [ 6w [ vla +p)dute) de dy

R4 R4

Fiir festes y € R gilt v(- +5) € D(R?), und wegen der Existenz von Au € LP(R?) folgt weiter

— [ 6 [ Aol + yputo) dedy
R4 R4
= /Rd »(y) Av(z)u(r —y) dx dy

R4
= [ @) [ wwuts =y da.

=(¢xu)(x)

was den Beweis beschlief3t. [ |

Beweis von Satz 1.30. Zunichst seien uy,us € WF(R?) zwei Losungen von (1.54). Nach Defi-
nition ist lediglich zu zeigen, daf} die Differenz e = us —u; € WP (R?) verschwindenden Gradienten
hat. Zunéchst gilt

(Ve ; Vo) =0 fiir alle v € D(R?),
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und deshalb gilt (fiir jeden Reprisentanten) e € C*°(R?) mit Ae = 0. Betrachtet man eine partielle
Ableitung f := de/dx; € LP(R?), so ist es nach Satz 1.12 wegen 1 < p < oo hinreichend zu zeigen,
daB ¢ * f = 0 gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R?). Dies folgt aber unmittelbar, denn Af = 0
impliziert dem vorausgegangenen Lemma zufolge A(¢ x f) = 0 und ¢ x f € C?(Rd) N LP(RY).
Nach dem Satz von Liouville ist die beschrinkte harmonische Funktion v * f konstant, und wegen
Y x f € LP(RY) folgt ¥ * f = 0. Also besitzt (1.54) hochstens eine Losung in W7 (R?).

Nun sei 1 < p < oo, und zur Abkiirzung seien h; := 0G/0x; und

d
Lom = Z hj*m; firme ’D(Rd;Rd). (1.55)
j=1

Die Faltungskerne h; € C?(R%\{0}) erfiillen die Voraussetzungen von Satz 1.27, und damit lift

sich £y eindeutig zu einem stetigen Operator £, € L(LP(R%; R%); WF(R?)) fortsetzen. Mit Blick auf
(1.55) ist klar, da8 diese Fortsetzung durch

d
L,m = Z hj%m; fiir m € LP(R%RY)

j=1
gegeben wird. Also ist mit Blick auf die Hauptaussage nur noch zu zeigen, dal u := £,m fiir
gegebene Magnetisierung m € LP(R?; R?) die Maxwell-Gleichung (1.54) 16st.
Da D(R%;R?) in LP(RY;RY) dicht liegt, existiert eine Folge (my)zeny in D(R%RY), die gegen m
konvergiert. Gleichung (1.54) gilt bereits fiir uy, := £,my = Lomy, wie oben angemerkt. Deshalb
folgt mit Holder-Ungleichung und Definition von | - [lyyr ga)

‘/Rd(—vu—m).wczx‘:)/Rd(—vu—m).vvdx—/Rd(—vuk—mk).vudx‘

S’/ (Vu—Vuk)'Vvdx‘—&-’/ (m—mk)-Vvdx‘
R R

< ”VUHLp’(Rd){HV(U — k) || Lo (re;ray + M — M| o Raga) }
= ”VUHLp'(Rd){Hﬁp(m —my)|lwpray + M — mgl| Lo @aga) }

< IV0ll ot gy {1 Cpll + 1} I — g | 1o e

und die rechte Seite verschwindet fiir k& — oo. Damit ist (1.54) fiir m € LP(R%R?) und u := £,m
gezeigt. Die weiteren Aussagen (a)-(d) folgen unmittelbar aus den analogen Aussagen in Satz 1.27,
und (e) ergibt sich aus der zugehorigen Bemerkung auf Seite 22. |

AbschlieBend sei nun konkret der Fall p = 2 betrachtet. Durch Kombination von Satz 1.4 und
Satz 1.30 ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 1.32. Es gibt einen eindeutigen stetigen Operator Lo € L(L?*(R%R?); W2(RY)), der
Lo von D(RYRY) auf L2(RYR?) fortsetzt. Die Operatornorm ist ||La| = 1, und u := Lom ist
fiir gegebene Magnetisierung m € L*(R%RY) die eindeutige Lisung der Mazwell-Gleichung (1.54)
in schwacher Form. Insbesondere stimmen der Operator Lo und der Operator L aus Satz 1.30
iiberein, d.h. ¥V o Lo ist die L?-Orthogonalprojektion auf L%(Rd;Rd), und Lo besitzt die folgenden
Abbildungseigenschaften.

(a) Lom = Lom fir m € L'(R%RY) N L2(R%RY),
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(b) Lom = Lom fiir m € LY(RERH N L (RERY) mit 1 <g<d<r<ooundqg<2<r,
(¢) Lom = Lom € H'(R?Y) fir m € LY(R%RY) N L2(RYRY) und d > 3,

(d) Lo € L(L*(;RY); HY(RY)), falls @ C RY eine beschrinkte offene Menge und d > 3 ist. [

Korollar 1.33 (Satz von Stokes auf R3 fiir p=2). (i) Eine Funktion f € L*>(R3R3) erfillt
genau dann curl f = 0, wenn es eine Funktionu € H} (R3) mit f = Vu gibt, d.h. L% (R3;R3) =
{f € L2(R3;R3) ‘ curlf = 0}. Das Potential w ist in diesem Fall bis auf konstante Verschie-
bung eindeutig.

(i) Istf € LY(R3;R3)NLA(R3;R3) mit curl f = 0, so existiert ein eindeutiges Potentialu € H'(R?)
mit f = Vu.

Bewets. Mit Lemma 1.14 ist nur noch (ii) zu zeigen. Mit dem Operator L2 aus Korollar 1.32
definiere u := Lof = Lof € H'(R3). Wegen curlf = 0 gilt £ € L% (R? R?) nach (i). Da V o £, die
Orthogonalprojektion auf L2 (R3R3) ist, folgt £ = V(Lof) = Vu. Damit ist die Existenz von u
gezeigt. Die Eindeutigkeit ist trivial. |

In den folgenden Abschnitten wird abkiirzend die Schreibweise £ = Lo verwandt, da fiir die nume-
rische Realisation im wesentlichen der Hilbert-Raum-Fall interessant ist.
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Kapitel 2

Das konvexifizierte Modell

Der Fokus dieses Kapitels liegt auf dem in Abschnitt 2.1 definierten konvexifizierten Problem des
Mikromagnetismus (RM P), wie es bei DESIMONE [26] vorgeschlagen wird. Im gesamten Kapitel ist
Q) C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet fiir d = 2 oder d = 3. Die prisentierte Theorie verallge-
meinert die Ergebnisse von CARSTENSEN-PROHL [24] und iibertrigt sie von dem vereinfachenden
Ansatz u € H&((AZ) mit Q € QO € R? auf das cigentliche Problem, bei dem u € W2(R2) bzw.
u € HY(R3) gilt. Abschnitt 2.1 rekapituliert die wesentlichen Ergebnisse aus DESIMONE [26]. Bei
der Formulierung der Euler-Lagrangeschen-Differentialgleichungen (RP) zum relaxierten Minimie-
rungsproblem (RM P) tritt die Bilinearform

a(m,m) := (VLm ; m) fiir m,m e L?(Q;RY)

auf. Diese wird im Abschnitt 2.2 studiert. Insbesondere wird gezeigt, dal a(m, m) fiir stiickweise
konstante Magnetisierungen als Doppelrandintegral berechnet werden kann. Abschnitt 2.3 studiert
einen ersten einfachen Modellfall aus CARSTENSEN-PROHL [24] fiir eine anisotrope Energiedichte,
deren Konvexifizierung durch

ey @ 2)?)2 fiir d = 2,
¢ (x)_{(x'21)2/2+(:v-z2)2/2 fird =3

mit fixierten orthonormalen Vektoren z; € R? gegeben wird. Fiir diesen einfachen, aber in der
angewandten Physik interessanten Modellfall 148t sich fiir d = 2,3 die eindeutige Existenz einer
Losung von (RM P) zeigen.

Beim Ubergang vom urspriinglichen Minimierungsproblem (M P) zum konvexifizierten Problem
wird unter anderem die Nebenbedingung |m| = 1 durch die konvexifizierte Bedingung |m| < 1
ersetzt. Diese geht in Form eines Lagrangeschen Multiplikators A in die zugehorige Differential-
gleichung (RP) ein. Bei der Diskretisierung wird A durch eine Penalisierungsstrategie numerisch
beriicksichtigt. Abschnitt 2.4 erldutert dieses Vorgehen und zeigt die Losbarkeit des penalisierten
Problems (RP. 4). Abschnitt 2.5 fithrt die notwendigen Notationen fiir die Diskretisierung ein, die
zusammen mit der Triangulierung 7 von () stets verwandt werden, und untersucht dann im An-
schluf das penalisierte diskrete Problem (RP.j). Fiir den Modellfall kann wieder die eindeutige
Existenz einer Losung gezeigt werden. In den folgenden beiden Abschnitten 2.6 und 2.7 folgen die
a priori und a posteriori Analysis zur vorgeschlagenen Diskretisierung. Leider involviert die a po-
steriori Abschétzung (2.46) auf der rechten Seite einen a priori Term m — my, wobei m die exakte
Losung und my das 7 -stiickweise Integralmittel bezeichnet. Abgesehen von der rohen punktweisen
Abschitzung |m — my7| < 2, kann dieser Term nur unter hoheren Regularitdtsannahmen effizient
weiter nach oben abgeschétzt werden, siehe (2.50).
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Zusétzlich steht man bei der numerischen Realisierung vor dem Problem, dafl das konvexifizierte
Problem (abgesehen vom Modellfall) nicht notwendig eine eindeutige Losung besitzt. Die Eindeu-
tigkeit der diskreten Losung kann aber zum einen durch die Wahl eines Netzes aus achsenparallelen
Rechtecken bzw. Quadern erzwungen werden, siche Abschnitt 2.5. Zum anderen kann die Eindeu-
tigkeit aber auch durch Hinzufiigen eines Stabilisierungsterms erreicht werden. Die involvierten
Kantenspriinge werden in Abschnitt 2.8 zusammen mit der im weiteren benutzten Notation ein-
gefiihrt. Abschnitt 2.9 untersucht einen Stabilisierungsvorschlag zum diskreten Verfahren, der fiir
den vereinfachten Ansatz von CARSTENSEN-PROHL [24] in FUNKEN-PROHL [29] gegeben wird. Da-
bei wird zunéchst gezeigt, dafl die Stabilisierung die eindeutige Existenz einer diskreten Losung
impliziert. In den beiden anschliefenden Beispielen folgen dann wieder die a priori und a posteriori
Analysis, und Abschnitt 2.12 beschliefit das zweite Kapitel mit der Konvergenzuntersuchung zu den
Stabilisierungstermen.

2.1 Das kontinuierliche Modell (RP)

Im folgenden bezeichnet £ = Ly : L*(R%RY) — W2(RY) den Losungsoperator zur Maxwell-
Gleichung, der in Kapitel 1 eingefiihrt worden ist, und es sei ® € C>(R?; R>0) eine gerade Funktion,
d.h. ®(+x) = &(x) fiir alle 2 € RY, und ¢ := <I>|S,21 sei die betrachtete Anisotropiedichte, vgl. DE-
SIMONE [26].

Minimierungsproblem (MP). Man finde eine Minimalstelle m € L?(£2; S¢) des Energiefunk-
tionals

1
E(m) := / ¢(m(z)) dz — / f(z) -m(x)dr+ —/ |Vu(z)|? d, (2.1)
Q Q 2 Jgd
wobei u := Lm das magnetische Potential zu gegebener Magnetisierung m bezeichne. O

Es ist wohlbekannt, daf in einigen Fillen das Funktional E sein Infimum auf L?(Q;S$) nicht
annimmt, vgl. JAMES-KINDERLEHRER [38]. Aus diesem Grund hat DESIMONE [26] vorgeschlagen,
ein relaxiertes Energiefunktional zu betrachten,

m +— inf { lign inf E(my) ‘ (my)ken Folge in L (Q; Sg) mit my, — m}

— 00

Dieses ist nach Definition gerade schwach unterhalbstetig, und deshalb wird das Infimum auf jeder
schwach abgeschlossenen Menge als Minimum angenommen.

Relaxiertes Minimierungsproblem (RMP). Man finde eine Minimalstelle m € L?((; BY)
des relaxierten Energiefunktionals

1
E*(m) := / ¢ (m(z)) dx — / f(x) m(x)dr+ —/ |Vu(z)|? de (2.2)
0 0 2 Jrd
mit u := Lm und der konvexen Hiille ¢** von ¢, definiert vermoge

¢™* () = sup {p(z) | ¢: R% — R konvex mit gp]sg < ¢}. O (2.3)

Lemma 2.1 (DESIMONE [26, Proposition 3.1]). Die konvexe Hiille ¢** erfiillt folgende Aussagen.
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(i) ¢** : R? — [0, 00] ist konve.
(ii) Fir x € R? gilt ¢**(x) < oo genau dann, wenn x € B gilt.

(iii) Es gelten ¢** € C1(BY) und " |ga = 9.

(iv) ¢**(x) = min { Z;li% Aid(y;) | Aj = 0,y; € S§ mit Z;li% Aj=1und x = Z;li% Ajy;} fir alle
x € BY. n

Die beiden folgenden Lemmata werden unten benétigt, um im konkreten Beispiel zu gegebener
Anisotropiedichte ¢ die Konvexifizierung ¢** zu berechnen.

Lemma 2.2. Es bezeichne G := {Q € 0(d) ‘ poQ = (b} die Menge aller orthogalen Matrizen, die
Symmetrieeigenschaften von ¢ kennzeichnen. Dann ist G (beziiglich der Komposition) eine Gruppe,

und es gilt ¢** o Q = ¢™* fiir alle Q € G.

Beweis. Die Aussage, dafl G eine Gruppe ist, ist offensichtlich, und damit ist nur die zweite
Aussage zu zeigen. Da ¢** konvex und differenzierbar ist auf Bg, gilt nach konvexer Analysis

0" (2) + (y — ) D™ (2) < ¢™(y) fiir alle x,y € By, (2.4)
sieche DACOROGNA [25]. Fiir fixierte Q € G und 2 € BY definiere man die affine Funktion
p(y) = ¢*(2) + (Q 7y — x) - D™ ().

Fiir y € ¢ gilt nach (2.4) und Definition ¢(y) < ¢™*(Q'y) = ¢(Q1y) = ¢(y), also p € & := {¢:
R? — R konvex ‘(p|sg < ¢}. Es folgt ¢ < ¢** := supgeq @. Filr y = Qu € B¢ ergibt sich damit
o™ () = p(Qx) < ¢*™*(Qx). Also ist insgesamt die punktweise Ungleichung

P <P o@ firalle@eg
gezeigt. Nutzt man diese Ungleichung fiir Q~' € G, so folgt die Gleichheit, denn

$"0Q < (¢ oQ HoQ=¢". m
——

2o

Lemma 2.3. Ist A € O(d) eine orthogonale Matriz und ¢ := ¢ o A, so gilt p** = ¢** o A.

Beweis. Es seien wieder
P:={p: R? — R konvex “P‘Sg <¢} und VU:={p: R? — R konvex ‘gb\sg <y}
Fiir p € ® ist ¢ o A € ¥, und damit gilt punktweise

P =sup P >suppo A =¢"" o A
pew ped

Wegen A~! € O(d) zeigt dasselbe Argument ¢** < ¢)** 0 A~! und damit insgesamt ¢** = ¢** 0 A.R
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Definition . Im folgenden bezeichne af(-,-) die durch
a(m,m) := (V(Lm) ; m) fiir m,m € L*(Q;R?) (2.5)

auf L2(€; R?) gegebene Bilinearform. Diese ist wegen £m € W2(R?) wohldefiniert. 0

(Relaxiertes) Problem (RP). Man finde Funktionen m € L2(©; BY) und A € L?(£;R>¢) mit

a(m,) + (D¢**(m) + Am ; -) = (f; ) in LA(QRY)", (2.6)
AMl—|m|)=0 f.ii. in Q. (2.7)
Insbesondere ist A = 0 fiir fast alle € Q mit jm(z)| < 1. O

Bemerkung. (a) Ist (A, m) eine Lésung von (RP), so gilt wegen a(m, ) = (Vu ; ) mit u := Lm
Vu+ D¢*™(m) +dm=f  in L2(Q;RY), (2.8)

und insbesondere gilt die Gleichheit damit fast iiberall in 2.

(b) Nach (2.7) folgt A = 0 punktweise fast iiberall in w := {z € Q| |m(z)| = 1}, und mit (2.6) gilt
Am = f — D¢**(m) — Vu fast tiberall in Q. Somit ist A eindeutig durch (f, m) festgelegt.

(c) Ferner besagt (2.7) gerade, dafl fast iiberall in 2 die Gleichheit A = A\|m| gilt. Insbesondere gilt
also ||\ 2y = ]l 2( e 0

Definition . Eine Folge (my,)ren von Funktionen my € L2(; S9) heiBt Infimalfolge von E, falls
Jim E(my) = inf {E(m) |m € L?(; S9)} gilt. O
— 00

Satz 2.4 (Losbarkeit und Aquivalenz von (RM P) und (RP) [26, Prop. 3.2, Theorem 4.2]).

(i) Die Probleme (RMP) und (RP) besitzen Ldsungen und sind in folgendem Sinn dquivalent:
Eine Magnetisierung m € L%*(Q; BY) ist genau dann eine Lésung von (RMP), wenn ein
Lagrange-Multiplikator A € L?(2;R>q) existiert, so daff (\,m) das Problem (RP) lost.

(ii) Es gilt min { E**(m) ‘ m € L*(Q; BY)} = inf { E(m) ‘ m € L*(; 89)}.

(iii) Fiir jede Losung m € L*(Q; BY) von (RMP) existiert eine Infimalfolge (my)ren von E, die
in L?(;R?) schwach gegen m konvergiert.

(iv) Ist (my)gen eine Infimalfolge von E, so existiert eine schwach konvergente Teilfolge (my, ),
deren schwacher Grenzwert (RM P) [dst.

(v) Insbesondere gilt E**(m) = inf { lign inf E(my,) ‘ (my)ren Folge in L*(€%; S9) mit my, — m}
fiir alle m € L?(Q; BY). [
Satz 2.5 (Eindeutigkeit des magnetischen Potentials DESIMONE [26, Prop. 4.3, Prop. 4.5.]).
(i) Sind m,m € L?(%; BY) Lésungen von (RMP), so gelten Lm = Lm und [y mdz = [, mdz.
(ii) Ist m € L%(Q; BY) eine Losung von (RMP) und (my)gen eine Infimalfolge von E, so gelten

lim Lmy, = Lm in WZ(RY) und klim Jompdr = [omdx. [ |

k—oo
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2.2 Die Bilinearform af(-,-)
Lemma 2.6. Die Abbildungsvorschrift
a(m,m) := (V(Lm) ; m) fir m,m e L?(R%RY) (2.9)
definiert eine stetige, symmetrische Bilinearform auf L>(R%;R?), und es gelten die Abschitzung
Jaom, )] < (1200 gy [ 2 ey < )] ot e 8 2 e e (2.10)
und die elementare Identitdt
a(m, m) = |2 g0y = [V(Lm) | 2z (2.11)

Insbesondere ist a(m,m) = 0 dazu dquivalent, daff m € H(div;R?) mit divm = 0 gilt. Ist
a(m,m) = 0 und supp(m) C R? beschrinkt, so gilt insbesondere [, mdz = 0.

Beweis. Dem zusammenfassenden Korollar 1.32 zufolge ist Vo £ : L2(R%;RY) — L2 (R4 RY)
die L?-Orthogonalprojektion auf L%(Rd;Rd). Da Orthogonalprojektionen symmetrisch sind, vgl.
WERNER [61, Seite 193], ist

a(m,m) = (V(£Lm) ; m) = (m ; V(£m)) = a(m, m) fiir alle m,m € L*(R%RY).

Bilinearitét und Stetigkeit von a(-,-) folgen unmittelbar aus Linearitéit und Stetigkeit von V o L.
Die Abschitzung folgt mit einer Holder-Ungleichung und ||V o £|| = 1. Fiir m € L?(R% RY) gilt

a(m,m) = (V(£m) ; m) = (V(Lm) ; V(Lm)) = [|V(Lm)[|72 (o gay = [£m]§2 ga)-

Gilt also a(m, m) = 0, so folgt V(£m) = 0 und damit m € ker(V o £) = LE(RLRY)L = {f €
H(R?; div) ’ divf = 0}. Nun sei abschlieBend angenommen, daf € := supp(m) beschrénkt ist. Um
zu zeigen, daB w := [(mdr =0 € R? gilt, reicht es v - w = 0 fiir alle v € R? zu zeigen. Zu v € R4
existiert ein ¢ € D(R?) mit V¢|q = v. Damit folgt wegen m|ga\o = 0 und divm = 0 sofort

v-w:/v-ed:c:/ng-mdx: V¢ -mdx =0. |
Q Q Rd

Die Formel (2.12) aus dem folgenden Lemma erméglicht die exakte Berechnung von a(m, m) fiir
Funktionen m, m, die zu gegebener Triangulierung 7 stiickweise konstant sind. Formel (2.12) fin-
det sich fiir d = 3 bei HACKBUSCH-MELENK [35]. Obwohl der Beweis dort den Satz von Cal-
derén-Zygmund umgeht, stimmt die Idee mit dem hier gegebenen Beweis iiberein, da die Autoren
die Fourier-Transformation verwenden, um die Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) zu zeigen. Des
weiteren erlaubt der hier gegebene abstraktere Zugang die leichte Verifikation der zusétzlichen
Symmetrieeigenschaft (2.13).

Lemma 2.7. Fir beschrinkte Lipschitz-Gebiete w,o C R? und Vektoren m, m € R? gilt

a(Xwm, xzm) = —/8 . G(z —y) (n(z) -m) (n(y) - m) dsyds,. (2.12)
Dabei bezeichnen n und n die duferen Normalenvektoren auf Ow bzw. 0w. Ferner gilt stets

a(XUJfﬁ7 X@m) = a(me7 X&fﬁ)a (213)

37



KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

d.h. insbesondere definiert B, := a(xwej, Xxpek) eine symmetrische Matriz B € ngxnﬁl mit
a(x,m, xzm) =m - Bm. (2.14)

Im Fall dist(w,w) > 0 konnen die Koeffizienten Bjj, auch vermdge

/ / 5 ey (@~ V) da (2.15)

berechnet werden.

Beweis. Zunichst einmal gilt trivialerweise

d
a(x,m, xgm) = E mjmy a(Xw€j, Xper) = m - Bm,
. ——_—
Jk=1

=Bk

und damit miissen die Gleichungen (2.12) und (2.13) nur fiir m = e; und m = e, gezeigt werden.
Zur Abkiirzung der Schreibweise definiere im folgenden Kerne hy := 90G/0x,. Diese erfiillen die
Voraussetzungen von Satz 1.27. Ferner bezeichne kj, := 83‘? o die zweiten partiellen Ableitungen
des Newton-Kerns, die gerade Beispiele fiir Calderon—Zygmund Kerne sind. Wegen kj;, = ry; gilt
nach Satz 1.27 und Gleichung (1.51)

oh,;

L = Kik * Xw +)\ij“) =

D, mit >\jk = - jk/d-

Ohy,
8iL‘j
Nach Definition von £ gilt L(x.e;) = h; * Xw, und mit der Definition von x;j * x., ergibt sich

oh;

——(y)dy = / { (K % xw) W) + Nexw(v) } dy

Bji, = (Vo L(xwej) 5 xoek) = o

= tim [ [ iy = s 0 — ) da dy = Gyl

Dasselbe Vorgehen fiir By; zeigt dann die behauptete Symmetrie B;, = Byj wegen kj, = ki;. Um
(2.12) zu verifizieren, beachte zunéchst, dafl wegen Satz 1.27 auch hy * x5 € ngo’f (R9) gilt. Eine
partielle Integration auf dem beschrinkten Lipschitz-Gebiet w liefert dann

/w %(hk * X&) dr = /&d(hk * X@)(@')nj(m) ds,

mit der Notation n = (nq,...,ng). Fiir fixiertes € dw erhélt man durch partielle Integration
oG oG -
(hexxo)(@) = | s—(@—y)dy=— | s—(@—y)dy=— [ Gz —y)n(y)dsy,
& O & Yk 0%

wobei G € Welo’cl(Rd) ausgenutzt wurde. In Kombination mit £(xzer) = hi * x5 ergibt sich
0 0
Bj, = G(Xwej, Xaek) = a(xzek, Xwej) = . (ﬁ(Xaek)) dr = = (hx * xz) dx
w 9T w 81‘j

_/ Gz —y)nj(z)ne(y) dsyds,.
Ow J 0w
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Damit ist nur noch die letzte Aussage zu zeigen. Diese folgt umgehend aus Satz 1.11, denn hy * x5
ist stetig differenzierbar auf RN\G mit d(hy * x3)/0x; = (Ohi,/0x;) * x5. Es ergibt sich wieder mit

‘C(Xwek) - hk *X@

Ohy,
/ L(xzex)dr = /<8 Xw x)dr = /w g 8x]a:k . |

Korollar 2.8. Es seien w,o € R? beschrinkte Lipschitz-Gebiete mit affinem Rand, d.h. 0w und
0w sind endliche Vereinigungen von bis auf Nullmengen paarweise disjunkten, affinen Randstiicken
Fl,...,Fg bzw. Fl,...,rz. Mit

Sik == / | G(z —y)dsyds,
CJTy

und 09, n®) den Guferen Normalenvektoren von w und & auf I'; bzw. fk gilt dann

2
a(xom, xzm) = Z > @Y m)@™ - ) Sy [

Bemerkung. Matrizen der Gestalt S = (5};) sind im Kontext der Randelementmethode wohlbe-
kannt. Sie treten bei der Galerkin-Diskretisierung der Symmschen Integralgleichung mit stiickweise
konstantem Ansatz- und Testraum auf, vgl. MAISCHAK [47, 48], CARSTENSEN-PRAETORIUS [23].
Die einzelnen Eintrége Sj;, konnen fiir d = 2 exakt berechnet werden. Die detaillierte Darstellung
findet sich in Anhang A. Fiir d = 3 kénnen die Eintrdge der Matrix S exakt berechnet werden,
wenn w,w achsenparallele beschrinkte Quader sind, siche MAISCHAK [48] bzw. HACKBUSCH [34].
Die Berechnung dieser ist im Anhang B dargestellt. O

2.3 Ein Modellfall
Lemma 2.9 (CARSTENSEN-PROHL [24, Beweis von Theorem 2.1]). Erfiillen (A1, m;), (A2, ms2)

L3(Q;R>0) x L2(Q; BY) die Bedingung (2.7) des relazierten Problems (RP), so gilt (A\amg —
)\1m1 ;mg—m1> ZO |

Bemerkung. Es ist ein Standardresultat der konvexen Analysis, daf§ die Ableitung D¢** einer
konvexen Funktion ¢** monoton ist, d.h. es gilt punktweise
(D¢** (z) — D™ (y)) - (x —y) > 0 fiir alle z,y € RY,
siche DACOROGNA [25, Seite 39]. Insbesondere folgt fiir beliebige Funktionen my, my : Q — R?
(D¢* (m;) — D¢™ (mg2) ; m; — mgy) > 0. O (2.16)

Die Anwendung des vorausgegangenen Lemmas liefert nun den folgenden Satz, dessen Aussage
bereits oben in Satz 2.5 gegeben worden ist. Der Beweis hier ist alternativ zu dem in DESIMONE [26]
publizierten und iibertrigt sich im folgenden auch auf die Diskretisierungen von (RP).
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Satz 2.10. Sind (A1, my), (A2, mg) zwei Lisungen des kontinuierlichen Problems (RP), so stimmen
die magnetischen Potentiale u; = Lm; beider Losungen tberein, d.h. u1 = ug. Insbesondere ist der
Fehler e := my — my € H(div;R?) divergenzfrei mit Joedz =0.

Beweis. Wie in Gleichung (2.11) bemerkt, gilt fiir die Bilinearform a(-,-)
2
a(e,e) = HEeHWIQ(Rd).
Nutzt man (2.6), so ergibt sich
0 =a(my,e) + (Dp* (my) ; €) + (Aamy ; €)
— {a(ml, e) + (D¢™ (mq) ; €) + (\my ; e>}

= a(e,e) + <D¢**(m2) — D¢**(m1) ; e) + <)\2m2 —Aimy ; e> .

>0 >0

(2.17)

Die Nichtnegativitdt des vorletzten Terms ist ein Standardresultat der konvexen Analysis und
die des letzten Terms die Anwendung von Lemma 2.9. Also verschwinden alle Terme, und mit
a(e,e) = 0 folgt die Behauptung aus Lemma 2.6. [ |

Im allgemeinen ist die Losung (A, m) von (RP) jedoch nicht eindeutig. Hat man aber Kenntnis von
D¢**, so kann in manchen Féllen die Eindeutigkeit bewiesen werden. Ein Beispiel hierfiir ist der
folgende Modellfall. In der Betrachtung von Mikromagnetismus in der angewandten Physik wird
im uniachsialen Fall in der Regel die Anisotropiedichte

p(z) =C(1—(x-e)?) fir v e SY

betrachtet, wobei C' eine Konstante ist, die nur vom Material abhéngt, und e € Sg ist die sogenannte
easy azis, eine kristalline Vorzugsrichtung fiir die Magnetisierung, SCHREFL [56]. Ergénzt man e

zu einer Orthonormalbasis {e, z1,...,24-1} des R?, so gilt nach Parsevalscher Gleichheit
d—1
j2f? = (z-e)® + ) (x-2)™
j=1

Zusammen mit 1 = |z|? ergibt sich also

U

—1
P(x)=C Y (x-2)? firzeSS. (2.18)
1

<.
I

Lemma 2.11. FEs bezeichne ¢** die Konvezifizierung der Anisotropiedichte aus (2.18) gemdfs (2.3).

Dann gilt ¢**(x) = C E?;%(fﬁ - 2j)? fiir x € BY,
o0 anderenfalls.

Beweis. Mit Lemma 2.3 gilt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit z; = e;, denn es existiert eine
orthogonale Matrix A € O(d) mit Az; = e; fiir alle 1 < j < d — 1. Es gilt also

d—1
d(x) =Y |a;* fir x € 59
7=1
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Zuzx e Bg existieren y(M),y(2 e Sg mit x; = yj(-g) fur alle 1 < j < d — 1. Insbesondere existiert ein

0 <A <1mitz=y® +(1—X\)y®?. Hiermit und mit gb**\sg = ¢ folgt

¢ (@) < 2™ () + (1 = V™ (1) = Ao(y™M) + (1 = N (y™?) = ¢(x) < ¢™(x)

und damit die Gleichheit von ¢** und ¢ auf BY. |

Definition . Im folgenden wird wiederholt ein Modellfall betrachtet, bei dem vorausgesetzt wird,

daf die konvexifizierte Energiedichte ¢** durch paarweise orthonormale Vektoren zi, ..., z4_1 € R?
und
1 d—1 2 s d
5 (z) = {5 > i (@ 25) fiir alle x € R (2.19)
00 sonst
gegeben sei. Fiir die Ableitung gilt in diesem Fall D¢**(x) = Zj;i(x - zj)z; fiir |z < 1. O

Der folgende Satz, der fiir den Modellfall (2.19) die Eindeutigkeit der Losung von (RM P) bzw.
(RP) gibt, stammt fiir d = 2 aus CARSTENSEN-PROHL [24]. Der dort gegebene Beweis basiert auf
der Helmholtz-Zerlegung fiir d = 2. Der folgende Beweis ist elementarer Art und basiert nur auf
den standartisierten Glattungstechniken, die dann das Resultat auch fiir d = 3 beweisen lassen.

Satz 2.12. Im Modellfall (2.19) existiert eine eindeutige Losung von (RP) und (RMP).

Lemma 2.13. Fir g € H(div;R?) und ¢ € DR?) gilt ¢ x g € C°(R%GRY) N H(div; RY) mit
div(¢ * g) = ¢ x divg € C°(R?)

Beweis. Die Aussagen ¢ x g € C°(R%RY) N L2(R%GRY) und ¢ * divg € C°(RY) N L2(R?) folgen
aus allgemeinen Glattungseigeschaften der Faltung, siehe Satz 1.6 und Satz 1.8. Damit ist nur noch

(Yxdivg; @) = —(Yxg; V) fiir alle ¢ € D(RY)

zu zeigen. Fiir ¢ € D(R?) gilt

(rdiveso) = [

() | (y)diveg(r —y)dydax
]Rd Rd

— / P(y) o(x) divg(r — y) dx dy,
Rd R4

wobei in der zweiten Gleichheit der Satz von Tonelli-Fubini angewandt wurde. Mit der Transla-
tionsinvarianz des Integrals folgt weiter

— [ 6w [ oo+ y)divgo) do dy
R R4
Da ¢(- + y) fiir festes y € RY ebenfalls eine Testfunktion ist, ergibt sich fiir das innere Integral
[ oo+ 9)divg(a) do = (ive: o0 +1)) = ~(g: Vol +1)

= —/ Vo(z +y) - g(e) d.
Rd
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Erneutes Ausnutzen von Translationsinvarianz und Satz von Tonelli-Fubini zeigen
rdivg; o) =~ [ 0) [ Vol + ) glo)ddy
R? R?
== [ vt [ Vo) gl -y dedy

/ Voto) ([ vwste—y)dy) da

—(Vxg; Vo). |

Lemma 2.14. Ist ¢ € D(R?) eine Testfunktion mit d¢/dx; =0, so gilt bereits ¢ = 0.
Beweis. Zuz € R? betrachte die Funktion ¢, : R — R, t — ¢(x1,...,2j-1,t,Zj11,...,7q). Dann
gelten ¢, € D(R) und ¢!, = d¢p/0x; =0, also ¢, = 0. Insbesondere folgt ¢(x) = ¢ (z;) = 0. [
Beweis von Satz 2.12. Mit Lemma 2.3 gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit

d—1
lz;[* fiir 2 € BY.
j=1

Nach Satz 2.4 ist nur zu zeigen, dafl (RP) hochstens eine Losung besitzt. Zur Abkiirzung der
Schreibweise definiere e = (eq,...,eq) := my — my. Mit Satz 2.10 gelten e € H(div;R?) und
dive = 0. Elementares Ableiten von ¢** liefert punktweise

2 G
(D¢ (mg) — D¢™ (my)) - e = {::1:2 + |eo? izi Z _ 27
Ausnutzen von (2.6) ergibt
ale,-) + (D¢ (my) — D¢™(my) ; -) + (Agma — Aymy 5 ) =0 in L2 (Q;RY)*,
und Einsetzen von e € L?(£; R?) zeigt mit a(e,e) =0

0= (D¢ (my) — Dp* (m1) ; €) + (Aamg — A\jmy ; €) .

>0

(2.20)

Hieraus folgt

lexllZ) fiir d = 2,

0> <D¢**(n’l2) - D(b**(ml) ; e) = { )
"61“%2(51) + H€2H%2(Q) fiird=3

und damit e; = 0 fast {iberall fiir 1 < j < d. Wegen e € L?(R% R%) gilt nach nach Satz 1.12
lim e xe=e in LY(R%RY),
E—>

wobei ¢. € D(R?) die Mollifier-Funktionen gemif (1.15) sind. Um e = 0 zu zeigen, reicht es also
zu zeigen, daB ¢ x e = 0 gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € D(RY). Fiir ¢» € D(RY) gilt ¥ x e €
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H(div; RY) N Cp°(R% R?) mit div(y * €) = 0 nach Lemma 2.13, und wegen supp(e) C Q € R? gilt
sogar 1 * e € D(R?). Ferner folgt aus

bre= (0,1 * e3) fiir d = 2,
© (0,0, xe3)  fiir d = 3,

daB die partielle Ableitung in x4-Richtung verschwindet: 0 = div(y) * e) = (¢ * eq)/0x4. Mit
Lemma 2.14 ergibt sich deshalb v * e = 0 und insgesamt e = 0, d.h. m; = my. Abschlielend folgt
damit auch A; = Ag (fast iiberall). |

2.4 Das penalisierte Modell (RP: 4)

Von nun sei ¢** : R4 — [0,00) eine konvexe, stetig differenzierbare Funktion, d.h. es wird voraus-
gesetzt, daf} sich die konvexe Hiille ¢**| pd von ¢ von der euklidischen Einheitskugel B konvex und

glatt zu einer Funktion auf R fortsetzen liBt. Die Nebenbedingung |m| < 1 fast iiberall in Q aus
(RM P) wird nun mit der Idee der Yosida-Regularisierung durch einen Penalisierungsterm ersetzt.

Penalisiertes Minimierungsproblem (RMP: 4). Es sei A C L?(€;R?) konvex und schwach
abgeschlossen. Fiir fixiertes € > 0 finde man eine Minimalstelle m € A des penalisierten Energie-
funktionals

EX¥(m) := /Qd)** (m(z)) do — /Qf(a:) -m(x) dr + % /Rd |Vu(z)|? d

1 2
+ o A (lm(z)| = 1) da,

(2.21)

d.h. EX*(m) = infzc 4 £X*(m). Hierbei bezeichne wieder v := £m das magnetische Potential zur
Magnetisierung m.

Die folgenden drei Lemmata sind Standardresultate der Variationsrechnung bzw. der konvexen
Analysis. Das erste Lemma beschreibt ein standartisiertes Vorgehen in der Variationsrechnung,
um zu zeigen, dafl ein Infimierungsproblem Losungen besitzt, die sogenannte Direkte Methode
der Variationsrechnung. Das zweite Lemma ist nur ein technisches Hilfsmittel, um die abstrak-
ten Voraussetzungen von Lemma 2.15 auf gidngigere Voraussetzungen zu konkretisieren, das dritte
Lemma klért abstrakt den Zusammenhang vom Infimierungsproblem und den zugehéorigen Euler-
Langrange-Gleichungen.

Lemma 2.15 (Direkte Methode der Variationsrechnung). Es seien X ein reflexiver Banach-
Raum, A eine schwach folgenabgeschlossene Menge und E : A — R U {oco} ein schwach fol-
genunterhalbstetiges Energiefunktional, das auf A koerziv ist, d.h. fir jede Folge (xy) in A mit
lim,, ||z, ||x = oo existiert eine Teilfolge (xy,) von (x,) mit limy E(xy,,) = co. Dann gibt es ein
xo € A mit

E = inf E(z). M
(o) = inf E(z) (M)
Bewets. Es sei (z,) eine E-infimierende Folge in A, d.h. lim, E(z,) = infyca E(z) =: M €
R U {oco}. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt M < oo, da E ansonsten trivial ist. We-

gen der Koerzivitdt von F, ist (z,) dann beschrinkt, und die Reflexivitdt erlaubt es, ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit die schwache Konvergenz von (x,) vorauszusetzen. Der schwache

43



KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

Limes 29 € X von (x,) liegt wegen der schwachen Folgenabgeschlossenheit von 4 ebenfalls in A.
Da FE als schwach folgenunterhalbstetig vorausgesetzt ist, ergibt sich schliefilich M < E(zg) <
liminf,, E(x,) = lim,, E(z,) = M. [

Das folgende Lemma folgt auf elementare Weise aus dem Trennungssatz von Hahn-Banach. Der
klassische Beweis findet sich in jedem Buch zur Funktionalanalysis, z.B. WERNER [61, Kapitel III].
Lemma 2.16. Es sei X ein normierter Raum. Dann gelten

(i) Fine konvexe Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach abgeschlossen bzw.
schwach folgenabgeschlossen ist.

(ii) Ist A C X konvexr und abgeschlossen und f: A — RU{oco} konvex und folgenunterhalbstetig
bzw. sogar stetig, so ist f auch schwach folgenunterhalbstetig. |

Lemma 2.17 (Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen [25, Section 3.1]). Es sei X
ein normierter Raum und FE : X — R Gdteaux-differenzierbar

(i) Ist z9 € X Lésung von (M), so ist xo auch Lésung der Differentialgleichung
DE(z)=0¢€ X* (P)

(ii) Ist E konvex, so list xg € X genau dann (M), wenn es auch (P) ldst. [

Die Anwendung der drei vorgestellten Lemmata auf das Infimierungsproblem (RM P: 4) wird durch
den folgenden Satz ermoglicht, der gerade die notwendigen Eigenschaften von E7* verifiziert.

Satz 2.18. Es bezeichnen E1, By, E3, Ey die vier Summanden von EX* : L?(Q;RY) — R U {oo}
gemdf (2.21). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) By : L2(Q;RY) — [0, 00] ist konver, und die Restriktion auf L>(S;R?) erfillt By : L=°(Q;RY)

— [0, 00) und ist Gateauz-differenzierbar beziiglich || - || 2 mit
(DE1(m))(m) = (D¢™ (m) ; ). (2.22)
(ii) Ey st gleichmafSig stetig beziiglich || - ||z2 auf allen || - || g -beschrinkten Teilmengen von

L?(;R?Y) und insbesondere stetig auf allen endlichdimensionalen Teilrdumen von L (£; R?).

(iii) Fo : L2(Q;RY) — R ist linear und stetig und insbesondere global Fréchet-differenzierbar mit
(DE>(m))(m) = —(f ; m). (2.23)

(iv) Es: L2(;RY) — [0, 00) ist konver, stetig und global Fréchet-differenzierbar mit
(DEs(m)) (5) = a(m, ). (2.24)

(v) Ey: L*(Q;R%) — [0, 00) ist konver, stetig und global Gateaus-differenzierbar mit
(DE4(m))(m) = (Aem ; m), (2.25)
wobei die Funktion A\e € L*°(Q2) durch

m| —1);

Ae 1= 5—1( (2.26)

||

definiert sei.
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(vi) B : L2(Q;RY) — R U {oo} ist konvex und koerziv auf L?(S;RY) und restringiert auf
einen endlichdimensionalen Teilraum von L>®(S;RY) ferner reellwertig, stetig und Gateaua-
differenzierbar mit

DE™(m) = a(m, ) + (D¢**(m) + Aom — £ ;) in L*(Q;RY)*, (2.27)

wobei N\ € L () wieder durch (2.26) gegeben sei.

Korollar 2.19. Auf jedem endlich-dimensionalen Teilraum A von L°°(Q;R?) besitzt das Problem
(RMP: a) Losungen. Ferner sind fir m € A die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) m ist Losung von (RMP: 4).
(ii) m st die Variationsformulierung (RP: 4), die durch
a(m,-) + (D¢™ (m) + Aem ;) = (£ ;) in A7,
wobei N\ € L (Q) wieder durch (2.26) gegeben wird.

Beweis. Der endlich-dimensionale Raum A ist insbesondere reflexiv. EX* ist stetig und konvex
auf A und deshalb schwach folgenunterhalbstetig. Mit der Koerzivitéat von E’* liefert die Direkte
Methode der Variationsrechnung die Losbarkeit von (RMP. 4). Die Aquivalenz von (i) und (ii)
folgt schliefflich direkt mit Lemma 2.17. ]

Der Beweis der Gateaux-Differenzierbarkeit von Fq und E4 bendétigt das folgende Kriterium zur
Vertauschung von Differential und Integral.

Lemma 2.20 (KONIGSBERGER [39, Abschnitt 8.4]). Es seien U C R" eine offene und Q C R?
eine mefSbare Menge und f: 2 x U — R habe die folgenden FEigenschaften:

(a) f(-,y) € LY(Q) fiir alle y € U,
(b) f(z,-) € CY(U) fiir alle z € Q,
(c) es existiert g € LY(Q) derart, daf$ fiir alley € U und 1 < j < n gilt

of

—( < Q.

8yj(,y))_g auf

Dann folgt 5 af (-, y) € Ll( ) fm’ alle y € U, und F(y) == [, f(x,y)dz definiert eine Funktion

FeciU) taF Jo #L u

Bewets von Satz 2.18 (i). Die Konvexitit von E; folgt unmittelbar aus der Konvexitét des
Integranden. Da ¢** € C(R%;Rxq) ist, ist fir m € L®(Q;RY) auch ¢** om € L*°(Q), und wegen
1| < oo folgt E1(m) < co. Um die Gateaux-Differenzierbarkeit von Ey auf L>(Q; R?) und (2.22)
zu verifizieren, ist zu zeigen, daf fiir fixierte m, m € L>(Q;R?) die Funktion

/(b** z) +tm(z))de firte (-1,1)
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differenzierbar ist in 0 mit F'(0) = [, D¢** (m(z)) - m(z) dz. Man definiere
f(z,t) == ¢™*(m(z) + tm(z)) firzeQ, -1<t <1

Dann gilt zunéchst [m(z) + tm(z)| < ||ml|popre) + Ml o@rey =t ¢, dh. m(z) + tm(z) €

= {y € R? ‘ ly| < C}. Da die stetige Funktion ¢** auf dem Kompaktum B ihr Maximum
annimmt, folgt f(-,t) € L°°(Q). Ferner gelten offensichtlich f(z,-) € C'(—1,1) und 2 (95 t) =
D¢** (m(z)+tm(z)) -m(z). SchlieBlich existiert wegen D¢** € C(€2; RY) mit demselben Argument
wie oben eine Konstante C' > 0 mit

8f ~ *k
S t)‘g’m(x)HDqS (m(z) + ti(z))| < C.
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 2.20 erfiillt, und es folgen F' € C(—1,1) und
/ of ( _ _
F'(t) = B —(z,t)dx = qu (x) + tm(:v)) -m(x).
Einsetzen von ¢t = 0 zeigt die Behauptung. |

Beweis von Satz 2.18 (ii). Es seien A C L?(€;R?) eine beziiglich | - | oo (;re) beschrink-
te Menge und ¢ := suppe 4 [[m| foo(ore). Zunéchst wird gezeigt, dal dann die Restriktion E1|4
gleichmifig stetig ist beziiglich [ - || 2(qre). Zundchst einmal ist ¢** auf der kompakten Menge
B = {m € R4 ‘ lz| < c} gleichméflig stetig. Deshalb existiert zu € > 0 ein 1 > 0 mit

VeyeB (le—yl<n = 16"() - 0" W) < 5.

Ferner nimmt die Funktion ¢** auf dem Kompaktum B ihr Maximum an,

M := max ™ (z),

und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann M > 0 vorausgesetzt werden. Man wéhle § :=
2 ~ ~

min{e, 747}, also insbesondere v4M¢ < 7. Es seien nun m,m € A mit |m — ml|;2(qrs) < 6.

Definiere die mefibare Menge w := {z € Q ’ |m(z) — m(z)| < V4Mé}. Dann gilt

62 > |lm — 012 gy > [ — 02220y = / im(z) — m(z)[2 dz > 4AMS|Q\w|

w

>4M§

und deshalb |Q\w| < ﬁ. Damit ergibt sich insgesamt
B3 (m) = Ea(i)] < [ |6 (m(a)) - ¢ ((a) | da
= [ ¢ (wia)) - " (@) do+ [ ¢ (m()) — 6" (@) do
w <v QNw

~~

<2M

£
219
|w| €

<
=02 =€

FOMIQ\w| < ‘;+

N S

Nun sei X}, ein endlichdimensionaler Unterraum von L (£2; ]Rd). Da auf X}, alle Normen &quivalent
sind, reicht es zu zeigen, dafl die Restriktion E|x, stetig ist beziiglich || - ||z. Es seien ¢ > 0,
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m € Xj, ¢ :=2[|ml| poo(qrey und A := {me X, | [m[ foo (raey < c}. Dann gilt m € A, und nach
dem bereits Bewiesenen existiert ein > 0 mit

vine A (|m—m xqpry <5 = |[Ei(m) - Ei(m)| <e),

wobei die Aquivalenz der Normen auf X}, ausgenutzt wurde. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
kann ¢ < ||m|| ;o0 (,rey angenommen werden. Dann folgt fiir m € L>°(£; RY) mit [m—m|20pe) <
6 wegen ||ml| oo (qray < 0 + [|ml| oo (ray < ¢ zunéchst m € A und daraus die Behauptung. [ |

Bewets von Satz 2.18 (tii). Die Linearitédt von Es ist offensichtlich, und die Stetigkeit folgt
unmittelbar aus der Holder-Ungleichung. |

Der Beweis von Satz 2.18 (iv) ist ebenfalls eine direkte Folgerung aus einem wesentlich abstrakteren,
aber elementaren Resultat.

Bemerkung. Es seien X ein Vektorraum und K C R konvex. Ist f : X — K konvex und monoton
wachsend und g : K — R konvex, so ist fog: X — R konvex. O

Lemma 2.21. Es seien X,Y reelle Hilbert-Riume, T € L(X;Y) und ¢(x) := ||Tx||?. Dann ist
die Funktion ¢ : X — Rxq konvez, stetig und global Fréchet-differenzierbar mit (Dy(z))(Z) =
2Tz ; TZ)y fir alle z,7 € X. |

Beweis von Satz 2.18 (iv). Nach Definition gilt F3(m) = %H(Voﬁ)mH%Qm,Rd), und Vo L ist

die (stetige) Orthogonalprojektion von L?(€2; R?) auf L% (€2; R?). Lemma 2.21 impliziert Stetigkeit,
Konvexitit und globale Fréchet-Differenzierbarkeit von E3 : L?(Q;R?) — [0, 00) mit

(DEs(m)) () = (Vo £)m ; (V o £)fi) = a(m, i),
wobei die letzte Gleichheit mit Lemma 2.6 folgt. |

Beweis von Satz 2.18 (v). Zunichst einmal ist die Abbildung L?(Q2) — L%(Q), g — g, stetig,
denn es gilt g+ = (g + |g])/2, und ferner konvex. Folglich ist auch E4 wegen

Ey: LARY) — L2(Q) — L2Q) —  L*Q) - R
m o~ jml e o1 e (m =Dy ((m] = D g

stetig und konvex, denn m — |[|(jm| — 1) ;|| ;2(q) ist konvex, und ¢ — ¢? ist konvex und monoton
wachsend auf R>¢. Damit ist nur noch die globale Gateaux-Differenzierbarkeit von F4 zu zeigen.
Zunéchst einmal ist die Funktion ¢ : R — Rxg,t — ¢2 stetig differenzierbar mit ¢'(t) = 2¢4. Mit
der Kettenregel ist dann auch die Funktion ¥ : R — Rxq,y — 3(|y| — 1)% stetig differenzierbar,
und es gilt V¥(y) = (‘y”%)* y mit V¥(0) := 0. Fiir fixierte m, m € L2(;R%) definiere man die
Funktion

f(z,t) == = (jm(z) + tm(z)| — 1)1 firz e Qund —1<t<1.

N

Dann gelten f(xz,-) € C'(—1,1) sowie f(-,t) € L'(Q) fiir alle x € Q und —1 < ¢ < 1, und mit
Kettenregel folgt

of

_ (jm(z) +tm(z)[ - 1)
a(éﬂ,t) - *

jm(z) + tm(z)]
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Also zeigt eine elementare Abschitzung fiir —1 <¢ <1

of _ - - -

5 @8] < [Im(@) + tia(@)| = 1] [@a@)]| < (m(@)] + @) + 1) @) = g(a).
Mit Lemma 2.20 folgt wegen g € L*(Q) fiir F(t) := [, f(x,t) dz wieder F € C*(—1,1) mit

0 -1 ~

Py = [ Lavyd, aso F0) = / (m@ =D+ oy () da.
o Ot o  |m(z)]

Dies zeigt die Gateaux-Differenzierbarkeit von E4 und die Giiltigkeit von (2.25). [ |

Beweis von Satz 2.18 (vi). Mit den vorausgegangenen Aussagen ist nur noch die Koerzivitit

von EX* auf L?(Q;RY) zu zeigen. Dazu sei zunichst m € L?(Q;R?) mit [m|[2(0re) > 1 und

wm = {z € Q| |m(z)| > 1}. Mit Hélder-Ungleichung gilt zum einen

/f-md:c:/ f-mdx—l—/ £omdy < ||fyL2(Wm.Rd)Hm||L2(Wm,Rd)+/ 1] dx
Q Wm AN\wm ' ' Nwm

< Il L2 (ray Ml L2(piray + £l L1 (iRa)s

und zum anderen zeigt triviale Dreiecksungleichung

/Q (Im| - 1)% dz = / (Im| = 1)2dz = ] - 125,

2
> (Hm”Lz(wm;Rd) - ’wm’1/2)

1/2

= |Im| 72, mey = 2lwm] 2 (mll L2 ey + |wml

> m22, gy — 21202l 2 -

Mit cg := 2|Q|Y/2 + 2¢||£[| L2 (rey und c7 1= 2e||f|[ 11 (q;ray ergibt sich nun

1

E** >7
Sz o |

(|m| 1)idx/f-mdx
Q
1
= %{Hmniz(wm;w) - 2|Q|1/2Hm”L2(wm;Rd)} - ”fHLZ’(Q;Rd)HmHL2(wm;Rd) + ||fHL1(Q;Rd)
1
= 2_€{||m‘|%2(wm;Rd) - CG||mHL2(wm;Rd) + 07}' (228)
Ferner gilt

Iml| 2 oray < Iml 220 re) + 1M 220\ wmire) < M| 2200 R + |Q\wa['/2
< ||m||L2(wm;Rd) + |Q‘1/27
d.h. fiir [[ml|z2(qpe) — oo folgt [[ml[12(,, .re) — o0 und deshalb EZ*(m) — oo aus (2.28). |

Betrachtet man den Modellfall (2.19), so kann Aussage (i) und damit auch Aussage (v) von Satz 2.18
verstérkt werden.

Satz 2.22. Im Modellfall (2.19) ist By : L*(Q;R?) — R sogar reellwertig und global stetig und
Fréchet-differenzierbar. Als Konsequenz hieraus ist EX* : L*(Q;RY) — R reellwertig, konvez, koer-
ziv, stetig und Gateaux-differenzierbar.
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Beweis. Im Modellfall gilt

By (m) — %fQ lm(z) - 21]? do = %Hm . le%Q(Q) fiir d = 2,
%fQ |lm(z) - 21\2 + |m(z) - 22\2 dr = %H(m <21, Mm - 22)]\%2(9;]1{2) fiir d = 3.
Da Tm := m - z; bzw. Tm := (m - z;, m - z3) nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung einen stetigen

linearen Operator
T € L(L*(R?); L*(Q)) bzw. T € L(L*(Q;R?); L2(;R?))

definiert, folgt die Behauptung fiir 4 aus Lemma 2.21. Die Eigenschaften von EX* folgen jetzt
analog zu Satz 2.18. |

Korollar 2.23. Im Modellfall (2.19) besitzt das Problem (RMP: 4) fiir jeden abgeschlossenen Un-
terraum A von L*(Q;RY) Liosungen. Ferner sind fir m € A die beiden Aussagen (i) und (i)
dquivalent.

(i) m ist Losung von (RMP; 4).
(ii) m lost die Variationsformulierung (RP: 4)
a(m,-) + (D™ (m) + Acm ;) = (f; ) in A",

wobei Ae € L™°(Q) durch (2.26) gegeben wird. [ |

2.5 Das diskrete penalisierte Modell (RP:)

Fiir das restliche Kapitel sei 7 = {T1,...,Tn} eine Triangulierung von €. Fiir die Resultate der
folgenden drei Abschnitte 2.5 - 2.7 wird dabei nur bendétigt, dafl die Elemente T € 7 offene,
paarweise disjunkte Mengen sind, deren vereinigter Abschlufl den AbschluB € von € iiberdeckt,
dh.Q=U"T

Bemerkung. Die hiufig geforderte Bedingung der Regularitit einer Triangulierung kann bei der
vorgestellten Analysis entfallen. Hingende Knoten sind damit ausdriicklich zugelassen. Tatséchlich
reicht fiir die Analysis der Abschnitte 2.5 - 2.7 zunéchst, dafl 7 eine Partition von (2 ist. O

Zur gegebenen Triangulierung 7 bezeichne £°(7) den Raum aller 7 -stiickweise konstanten Funk-
tionen mit Werten in R. Fiir eine Funktion g € L?(2) definiere man eine Projektion g7 auf £°(7)
durch

g7 () ::f gy)dy firallex eT eT.
T

Da 7 als Triangulierung von 2 vorausgesetzt ist, ist g7 fast iiberall eindeutig definiert und damit
im L2-Sinn eine Funktion in £°(7). Der Operator

()7 L*(Q) — LXT)

ist die Orthogonalprojektion von L?(§2) auf £°(7). Dieselbe Notation sei auch fiir R%-wertige Funk-
tionen g = (g1, ...,94) durch komponentenweises Vorgehen erklért, z.B. g7 := ((gl)T, e (gd)T)-
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Fiir T € 7 definiert hy := diam(7") die Elementgrofie, und h € L£(7T) bezeichnet die dazugehorige
Funktion mit h(z) := hy fir z € T C Q.

Diskretes penalisiertes (relaxiertes) Problem (RP;}). Zu fixiertem ¢ > 0 finde Funktionen
my, € LO(T;RY) und Ay, € L2(T;R>p) mit
a(myp,-) + (D¢™ (my) + A\pmy, ;) = (£ ) in £9(7;RY)*, (2.29)

Ap=e LA £ in Q. (2.30)

Mit Korollar 2.19 besitzt das Problem (RP; ;) Losungen. Analog zu Abschnitt 2.3 &8t sich wieder
zeigen, daff das magnetische Potential u;, = Lmy, fiir alle Losungen my, von (RP; ;) tibereinstimmt.
Im Modellfall (2.19) ist auch die Lésung m;j, eindeutig. Der Beweis dieser Resultate erfordert das
folgende Lemma, das leicht durch Fallunterscheidungen und diverse Cauchy-Schwarz-Ungleichungen
bewiesen wird.

Lemma 2.24 (CARSTENSEN-PROHL [24, Beweis von Theorem 3.1]). Gegeben seien Tupel
(A1, my), (A2, mg) € LO(T;Rx0) x LO(T;RY), die fir ¢ > 0 jeweils die Bedingung (2.30) erfiillen.
Dann gilt punktweise die Ungleichung

(Aomg — Aymy) - (mg —my) >0 fast iberall in Q. (2.31)

Die Gleichheit tritt in einem Punkt x € Q genau dann ein, wenn die Vektoren mi(z) und ma(x)
linear abhingig sind. Insbesondere gilt fir das L?-Skalarprodukt

()\ng - )\1m1 ; Mo — 1’1’11> Z 0, (232)

und es gilt Gleichheit, wenn die T -stiickweise konstanten Funktionen my, mo auf allen Elementen
T € T linear abhingig sind. |

Satz 2.25. Sind (A1,m1), (A2, my) Liosungen von (RP. ), so gilt fir den Fehler e := my —m; €
H(div; R%) mit dive = 0 und Joedr = 0. Insbesondere stimmen die zugehdrigen magnetischen
Potentiale uj := Lmy; diberein, d.h. u1 = uz.

Beweis. Die Differenz von (2.29) liefert
0= a(e,e) + <D¢**(m2) — D¢**(m1) ; e) + <)\2m2 —Aimy ; e>.

Da alle drei Terme nicht negativ sind, folgt insbesondere a(e,e) = 0 und damit Le = 0. Die
Behauptung folgt nun wieder mit Lemma 2.6. |

Satz 2.26. Im Modellfall (2.19) existiert fiir gegebenes € > 0 eine eindeutige Lisung von (RP: ).

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dafl es hochstens eine Losung von (RPF. ) gibt. Dazu seien
Losungen (A1, my), (A2, m3) von (RP; },) gegeben, und es sei e := my —m;. Nach Satz 2.25 induzie-
ren beide Magnetisierungen m; dasselbe magnetische Potential v = £m;. Die Differenz von (2.29)
liefert

0= <D¢**(m2) — D¢**(m1) ; e) + <)\2m2 —Aimy ; e>

2.33
= ||e . ZH%Q(Q;Rd) + <)\2m2 —A\imjy ; e>. ( )
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Somit verschwinden beide Terme. Mit derselben Argumentation wie im Beweis von Satz 2.12 (dort

ausgehend von (2.20)) folgt wieder m; = mgy. Damit ergibt sich aber auch umge
(2.30).

hend A1 = A9 aus
[ |

Im folgenden wird gezeigt, daf§ die diskrete Losung unter gewissen Voraussetzungen an das Netz
stets eindeutig ist, indem ausgenutzt wird, dafl der Fehler e := ms — m; divergenzfrei ist. Aufler
dieser Tatsache geht nichts weiter in den Beweis ein. Es miissen also keine weiteren Voraussetzungen

an ¢** gestellt werden wie z.B. in Satz 2.26.

Lemma 2.27. Es sei w C R? ein Lipschitz-Gebiet und H eine Hy-
perebene mit Normalenvektor ng, die w in zwei nichtleere Lipschitz-
Gebiete wy,wy teilt. Ist m € H(div;w) eine Funktion mit divim = 0

w1
und m|,, = m; € R?, so folgt my — my L ng.

/!
EQ

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann H = {0} x

RA-1 angenommen werden. Es sei g € wNH. Da w offen ist, existiert
ein achsenparalleler Quader (), der durch H halbiert wird und noch
ganz in w enthalten ist. Wegen H(diviw) C H(div;Q) liefert der
GauBsche Integralsatz

O:/divmdac: m-nds,.
Q oQ

w2

F—

ny
H

Die Werte auf gegeniiberliegenden Seiten £ C 9Q heben sich mit Ausnahme der Seiten E’ und

E", die parallel zu H liegen, gegenseitig weg, da die Normalen auf diesen Seiten
Vorzeichen haben. Es verbleibt wegen |E’| = |E”| > 0

0= m~ndsz:/ m - nds;
oQ E'UE"

= m-ngyds; — m - ngyds,
El E//

= |E/\(m2 — ml) s Npy.

Nun ergibt sich mit (mg —m;) - nyg = 0 die Behauptung.

Satz 2.28. Es seien T eine Triangulierung von ) in lauter Rechtecke
(d = 2) bzw. Quader (d = 3) und m € L°(T;RY) mit divm = 0
in D'(RY). Dann folgt bereits m = 0. Insbesondere ist die Lisung
(An,mp) von (RP: ) eindeutig.

Beweis. Es bezeiche T* := {T € ’T‘m|T # 0} die Menge aller
Elemente, auf denen m nicht verschwindet, und es sei angenommen,
da 7 = {T1,...,ITn} # 0 gilt. Zunéchst wird der Fall d = 2 be-
trachtet. Der Fall d = 3 folgt aber durch analoges Vorgehen. Nach
Voraussetzung an 7 existieren Skalare agj ) agj ),bgj ),bgj ) € R mit
T; = (agj), bgj)) X (agj), bgj)). Es seien T1,...T,, € T* alle Elemente mit
agk) = minj<j<y agk) fiir alle 1 < k < n, und ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei 77 von diesen Elementen wiederum das eindeutige

Eq

o1

entgegengesetztes

Ty




KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

Element mit agl) = mini<j<n a(2 7 Nach Wahl erfiillt die linke Kante von T} = (ay ) b(l)) x(a g ), bél))
= 1o} x [, 03") € 09,

Mit m|p, = ¢ € R? gilt nach Lemma 2.27 ¢ | ng, = (—1,0) und damit ¢; = 0. Fiir die untere
Kante Ey := [agl), bgl)] X {agl)} von T} existiert zumindest ein € > 0 mit

E:=[a",a{" +¢] x {a{"} C 00

und deshalb analog ¢ L ng = ng, = (0,—1). Es folgt co = 0, und mit m|r, = ¢ = 0 ergibt sich ein
Widerspruch zu T7 € 7*. Insgesamt folgt daher mit 7* = () der wesentliche Teil der Behauptung.
Nach Satz 2.25 ist der Fehler e := my — my € £°(7;R?) zweier Losungen (A\;, m;) von (RP. )
divergenzfrei (im schwachen Sinn). Damit folgt e = 0. [

Satz 2.28 iibertragt sich nicht auf beliebige Triangulierungen, auch wenn
der Beweis zeigt, dafl das Resultat im konkreten Beispiel auf viele weitere
Arten von Netzen iibertragen werden kann. Ein Gegenbeispiel 143t sich aber
bereits fiir d = 2 und ein einfaches Dreiecksnetz konstruieren.

Beispiel. Es sei Q := conv{(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)} die ¢3-Einheits-

kugel. Es werde die folgende (reguldre) Triangulierung 7 = {Tl,TQ,T3,T4}

von () betrachtet, wie in der nebenstehenden Abbildung gezeigt, und 7 sei ©, ~1)

die zum Knoten (0,0) gehorige P!-Hutfunktion, die auf allen Elementen

T € T affin ist, auBerhalb Q verschwindet und die Knotenwerte 1(0,0) = 1

n(£1,0) = 0 = n(0,£1) hat. Dann ist n € H'(R?), und damit ist m := curln € L*(R%RY). Da
jeder curl verschwindende Divergenz hat, folgt m € H(div;R%) mit divm = 0, obwohl m nicht
global auf R% verschwindet. O

(0,1)

(=1,0) (1,0)

2.6 A priori Abschitzungen fiir (RP:p)

Lemma 2.29 (CARSTENSEN-PROHL [24, Beweis von Theorem 4.3]). Sind (A, m) und (Ap, mp)
Losungen von (RP) bzw. (RP; ) mit € > 0 fiziert, so gelten die beiden folgenden Abschitzungen

—(Am — A\ymy, ; m—myp) < / edp|my| (Am| — Ap|my|) dz, (2.34)
Qh
€
—(Am — A\ymy ; m—my) < —||)\mHL2 (QniRD) §||)\hth%2(Qh;Rd)' (2.35)
Dabei bezeichnet Qy, die Menge Qy, = {a: XY ‘ () # 0}. [ |

Bemerkung. Der Beweis von Lemma 2.29 benotigt lediglich die Gleichungen (2.7) und (2.30),
durch die A bzw. A\, bestimmt sind, sowie die Nebenbedingung |m| < 1. Insofern 1d8t sich das
Lemma spéter auch fiir das diskrete stabilisierte Problem anwenden. Abschéitzung (2.35) wird fiir
die folgenden a priori Abschéitzungen benétigt, (2.34) findet ihre Anwendung in Abschnitt 2.7 bei
der Herleitung von a posteriori Resultaten. O
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2.6. A PRIORI ABSCHATZUNGEN FUR (RP- )

Satz 2.30. Es seien € > 0 und (A, m) sowie (A, mp) Losungen von (RP) bzw. (RP. ). Dann gilt
mit u:= Lm, up, := Lmy, und Qyp, 1= {m e ‘ An(z) # 0} die a priori Abschdtzung

i = g oy + 20D (m) — D™ (um) 5 m = 10p) + el Ml ey

< |m = m7{[72 g + 2(D¢™ (m) ; m — m7) + 2(Am ; m — m7) + ¢ Am| 72 g, gy

< 3llm — mr | e + D6 (m) = (D™ (00) 7172 00y + X0 = (X)o7 20,
+elmllze g, me

Beweis. Zur Abkiirzung definiere die Funktionen d,dy, : Q — R? durch d := D¢**(m), dj, :=
—D¢**(my,). Mit Holder- und Young-Ungleichung erhélt man zunéchst

||u — uh||12/Vl2(Rd) =a(m —my, m—my)

=a(m—my, m—my)+a(m— my, my — my)
(2.36)

IN

Ju = unllwz e [m — ] 2 @pa) + a(m — mp, mz — my)
1 2 1 2
< 5”” - uh||W12(Rd) + §||m - mT”LQ(Q;Rd) + a(m — mp, M7 — mh)'
Der letzte Term auf der rechten Seiten 148t sich mit der Orthogonalitét
a(m —my, ) + (D¢™*(m) — D™ (mp,) ; -) + (Am — Apmy, ;) =0 in £O(T;RY*, (2.37)

die unmittelbar aus (2.6) und (2.29) folgt, umschreiben. Mit Gleichung (2.37) und Abschétzung
(2.35) ergibt sich fiir den hinteren Term

a(m—my, my —my) = —(d—dp ; m7y —my) — (Am — \ymy, ; my —my,)
=—(d—dp;m—mp) — (Am — A\ymy ; m —my)
+(d—dp;m—mg7)+ (Am — \ymy ; m —mry)

€ €
<—(d-dp;m-—my)+ §H)\mHiz(gh;Rd) - §||>\hth%2(gh;Rd)
+{d—-dp;m—-—m7)+ (Am— A\ymp ; m —my).
Die Kombination beider Abschétzungen liefert
1 €
gl = unlFo gy + (d = dp s m —my) + S lIAm 5 g, o
5 1
< Sl g, gy + 5 lIm = M7z 0 pa)
+{d—-dp;m—-—m7)+ (Am— A\ymy, ; m —myg).

Wegen dj,, A\pymy, € L9(T;R?) folgt mit der Orthogonalprojektion (-)7

€ 1
= S g, ) + im0 = M7l + (A5 m = mr) + (Am; m - my).

Dasselbe Argument zeigt die Gleichheit zu

€ 1
= 5”Am||%2(gh;Rd) + §Hm — m']'”%Q(Q;Rd)
+{d—-dr;m—mys)+ (Am— (Am)7 ; m — my).

Mit Holder- und Young-Ungleichung folgt schliellich auch die letzte Abschitzung. |
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KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

Definition . Fiir die folgende Abschitzung wird zusétzlich bendtigt, daf§ die Ableitung der konve-
xifizierten anisotropen Energiedichte ¢** monoton ist, d.h. es gilt

cs| D¢ () — D™ (2)[* < (D¢™(2) = D¢™(2)) - (x = &) (x,& €RY) (2.38)
mit einer Konstanten cg > 0, die nur von ¢ abhéngt. Insbesondere gilt dann
cs|[Dg™ (m) — D™ (mp) |72 ey < (DO™ (m) — D™ (my) ; m — my) (2.39)

fiir Funktionen m, my, : 2 — R. O

Bemerkung. Im Modellfall (2.19) ist die Monotoniebedingung (2.38) stets erfiillt mit cg = 1 und
Gleichheit. Es gilt ndmlich zunéchst fiir d = 2 die Gleichheit D¢** () = (z - z)z und damit

(ng**(x) ngZ)**(:%)) . (CL‘ — i) = ((:E c2)z—( -z)z) . (xffv) = ((:c cz)—( -z))2
=[{(@-2) = (@ 2)}2|" = |D¢*"(2) - Do (2)|"

In der vorletzten Gleichhung wurde |z| = 1 ausgenutzt. Fiir d > 2 ergibt sich mit der Orthogonalitét
der z;

IS
ISH

@

d—1
(D¢**(x) — D¢**(2)) - (x — &) = ' ((x-25)z — (& 2j)z) - (v — 1)
"
= Z: H(x 25) — (- 2 }ZJ’
" ,
=X Ae ) - @)}y

= |D¢™ (2) - D™ (@)’ :
Satz 2.31. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38). Es seien e > 0 und (A, m)
sowie (Ap,my) Lisungen von (RP) bzw. (RP. ). Dann existiert eine Konstante cg > 0, die nur
von cg und damit von ¢** abhingt, so daf§ mit u := Lm, uy, := Lmy, und Qp, := {x €N ’ An(x) # O}
gilt

ot — un By gy + 1067 (m) — D™ (m) 2y + 1Am — A e
< o (2 2mI24 g, ay + (1 + ) {lm = mr |2 g0+ 1D67 () = (D6 (m) 7 22050
+ [ Am — (Am)ﬂyi?(md)}).

Bemerkung. Falls die Daten m, Am und D¢**(m) hinreichend glatt sind, kénnen die drei letz-
ten Terme auf der rechten Seite mit Poincaré-Ungleichungen elementweise abgeschétzt werden.
Satz 2.31 gibt dann eine Abschitzung der Giite O(e 4+ h). Dies legt fiir die numerische Realisation
des penalisierten Modells die Wahl von € = h* mit a = 1 bzw. a > 1 nahe. O

Die wesentliche Idee zur Verbesserung der Konvergenzordnung liegt in dem folgenden Argument,
das dem Beweis vorangestellt sei.

o4



2.6. A PRIORI ABSCHATZUNGEN FUR (RP- )

Lemma 2.32. Fiir Funktionen f,g € L?(w;R™) auf einer mefbaren Menge w C R? und Konstanten
c,e >0 gilt

1
C{EHfH%Z(w;Rn) - 5||9||2L2(w;Rn)} < CQ{EQHfH%Q(w;R") + 52H9||2L2(w;Rn)} + ng — 9172 (o)
Beweis. Aus der punktweisen Abschéitzung

L1 =191 = (L1 1aD (1 = lgD) < (F1+ 19D If — gl < V20 £ + 192 1f — 9]
erhélt man durch Integration iiber w und Holder-Ungleichung
ey = Nolagumy = | 17 ~lofPda
<V [ (1 +19P) 215 — gl da
<V3( [ 17 +19P dz) I = glznc

= V2122 + 19122 ) 21 = gl z2(oimn.
Hieraus folgt mit einer Young-Ungleichung im letzten Schritt
c <E||f||%2(w;Rd) - 8”9”%2(&);]1@)) < V2 <€2Hf‘|%2(w;Rd) + 52H9H%2(M;Rd)>1/2||f - 9HL2(w;Rd)
< (L1 B + Nolamny) + 51F — gy
Beweis von Satz 2.31. Mit der Orthogonalprojektion (-)7 gilt zunéchst

| Am — )‘hmh||%2(Q;Rd) = (Am — \ymy ; (Am)7r — A\ymy) + (Am — A\ymy ; Am — (Am)7)

= <)\m — \pmy, ; ()\III)T — )\hmh> + H/\m — (/\m)TH%Q(Q;Rd). (2.40)
Und mit d := D¢**(m) und dj, := D¢**(my,) liefert die Orthogonalitét (2.37) fiir das Skalarprodukt

(Am — \pmy, ; (Am)7 — A\pmy)
= —a(m —my, (Am)r — /\hmh) —(d—dp ; (Am)r — A\pmy)
=—(V(u—up)+d—dp; (Am)r — A\pmy) (2.41)
=—(Vu—up)+d—dp; Am— (Am)7)
+(V(u—up) +d—dp; Am — \ymy,).

Nun folgt mit Holder- und Young-Ungleichung
1
<1V 0= )+ d = A2z g + 5 10— Qm) 722 000
1
+ §||)\m — AhthiZ(Q;Rd)'
In Verbindung mit der vorausgegangenen Gleichung (2.40) ergibt sich

1 3
5”}\11’1 - )\hth%Q(Q;Rd) S EH)\m - ()\m)TH%Q(Q,]Rd) + ||V(U - Uh) +d— thiQ(Q;Rd)’
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KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

und mit Dreiecksungleichung und (|a| + |b])? < 2(|a|? + |b]?) folgt

<

N W

IMm — (Am) 7|72 ey + 20V (w = wn)lI72 (.50

Damit ist
[ — A 22 ey < 4(1Am — ) 712 gy + 1= n ey + 1A — a3 )
gezeigt, und es folgt

e = un iy me) + 114 = dnllzzome) + 100 = Aumallzz om0

< 5(”“ - Uh||12/vl2(Rd) +d - dhuiz(Q;Rd) + [[Am — ()‘m)TH%?(Q;Rd))'
Nach Voraussetzung (2.38) existiert eine Konstante c¢19 > 0, die nur von ¢ abhingt, mit
< erollu — nlps gy + 20 — iy m— )+ [Am — ()7 2oy )-
Der Satz 2.30 liefert
< c1o (3Hm - mTH%Q(Q;Rd) +[|d — dTH%Q(Q;Rd) + 2[[Am — ()‘m)THi?(Q;Rd)
o el]Am 22 g, ) — £l 220, ) )- (2.42)

Der Term cqg (€H>\m||%2(ﬂh,Rd) _EH)\hth%Q(Qh'Rd)) kann mit Lemma 2.32 genauer betrachtet werden
und liefert fir f = Am, g = \pmy und w = Qp, die Abschitzung

€10 <5||)‘m|‘%2(9h;Rd) - 5‘|)‘hmh||%2(9h%Rd)> (2.43)
. .
<, <€2H)\mH%Q(Qh;Rd) + EQHAhth%Z(Qh;Rd)> + §Hx\m - )\hthzLa(Q;Rd).

Um die Summe auf der rechten Seiten abzuschétzen, wird erneut Satz 2.30 angewandt. Dies zeigt

5”)‘hmh”%2(9h;]gd) < 3[lm — mTH%?(Q;Rd) +d - dTH%?(Q;Rd) + [[Am — ()‘m)TH%Q(Q;Rd)

+ 5||)\m|]%2(gh;Rd).
Finsetzen in die vorausgegangene Abschétzung ergibt
cro (21Nl g,y — <IN 220, 20
< o (2621l g ) + £{3lm — mr 3 g p0) + 1A — A7l g0

1
= )7 gz ) + g IAm = Al gz
(2.44)
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Die Kombination von (2.42) und (2.44) liefert insgesamt

1
|u — “h||12/V12(Rd) +[|d — thiz(Q;Rd) + §\|)\m - Ahmh”%%g;]&d)
< c10(31m — |2 gm0) + 14— A7l gpe) + 20Am = Am) 720 00 )
+ o (26%1Aml3 o, oy + {3l = mr 3 g 0y + 1A = A2 000

+ A = ()7 2 o } )

Eine grobe Abschitzung der Konstanten zeigt dann die Behauptung. |

2.7 A posteriori Abschitzungen fiir (RP.p)

Lemma 2.33. Ist (\y,my) eine Losung von (RP. ), so gilt mit up == Lmy,
(Vup)r + Do™ (myp) + A\pymy, = fr punktweise in ). (2.45)
Beweis. Esseien x € Qund T € T mit 2 € T. Angewendet auf xre; € L%(7;R?) liefert (2.29)

(Vup)7 () - € + DP™ (mh(x)) ej + Ap(x)my(z) - e

_][ Vuh-ej di’—FJ[ D¢**(mh) -ejdx —i—][ Apmyp - €j dx
T T T

1
- m«vuh P x7e;) + (Do™ (my) 5 xre;) + (Awmy, 5 Xre;))

1
= m<f s xrej) = fr(z) - e;.

In der ersten Gleichheit geht ein, dai A, my und D¢*™* (my) 7 -elementweise konstant sind. [ |

Satz 2.34. Die Energiedichte ¢** erfiille wieder die Monotoniebedingung (2.38), und zu e > 0 seien
(A, m) sowie (Ap, my) Liosungen von (RP) bzw. (RP: ). Dann gilt die a posteriori Abschditzung

lu = unlly2 ey + s D™ (m) = D™ (m1) |72 0
<2((f — 1) — (Vup — (Vup)7) s m — mr) + (14 1/cs) [[(jmp| = 1)1 [|72(0 (2.46)
+ 2[|(jmyp| = 1) {(f — £7) = (Vu, — (Vur) 1)l e

Beweis. Zur Abkiirzung werden wieder die Schreibweisen d := D¢**(m) und dj, := D¢**(my,)
verwandt. Mit (2.8) und (2.45) gilt fast iiberall in ©

f—fr = (Vu—Vup) + (d—dp) + (Am — A\ymy) + (Vup, — (Vup)7). (2.47)
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KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

Durch Multiplikation mit m —my, folgt hieraus mit Hilfe von Lemma 2.29 und Dreiecksungleichung
ot — un By gy + cslld — dn 22 e
< Jlu — unlly2 ey + (d = dp 5 m — my)

= ((Vu —Vup) + (d—dp) ; m —myp)
= <(f - fT) - (Vuh - (Vuh)']') ,m — mh> - <)\m - )\hmh ,ym — mh>

<A((f = fr) = (Vup — (Vup)7) ; m —my,) + /Q€>\h|mh| (Am| = Apmy|) do
< (€~ £) — (Voo (Van)r) s =)+ [ <] [ — Ay do
Q

Fiir die Umformulierung des vorderen Terms wurde die Orthogonalitatseigenschaft von (-)7 ver-
wandt. Im hinteren Term folgt mit (2.47) und Hélder-Young-Ungleichung

/QE)\h|mh] IAm — \pmy,| da
— /Q exnlmy| (£~ £) — (Vu— Vay) — (d — dy) — (Y, — (Vup)r) | de
< /Q5)\hmh| |(f = £7) — (Vup — (Vup)7)| da
+ /QE)\h|mh |(Vu — V)| dz + /Q %)\Mmh\\/@m — dy|dx
< /Q exnlmy| | (£~ £) — (Vun — (Vup)7)| da
+ (1 + i) leAn |72 0 + %HVU - vuhH%Q(Q;Rd) + C_QSHd - th%Q(Q;Rd)'

2 2cg

Umsortieren der letzten beiden Summanden auf die linke Seite liefert

1 C
5l =l ey + 3 1ld = dal 7oz
<{(f —f7) — (Vup — (Vup)7) ; m — mr)

1 1
+ /QE)\h|mh |(f — £7) — (Vun — (Vup)7) | do + 5(1 + ) leAnm[[Z2 0

Cs

wobei [|[Vu — Vup||p2rey < [Vu — Vup||p2gare) = [u — unllyzga) ausgenutzt wurde. Die Be-
hauptung folgt nun aus der punktweisen Gleichheit e\,|mp| = (jmy| — 1)4. [

Bemerkung. (a) Die Abschétzung (2.46) von Satz 2.34 ist eigentlich keine a posteriori Abschét-
zung, da der erste Term auf der rechten Seite von (2.46) die im allgemeinen unbekannte exakte
Losung m involviert. In den Korollaren 2.35 und 2.36 wird dieser Term aber weiter nach oben
abgeschétzt.

(b) Mit einer Konstanten c1; > 0, die nur von der Monotoniekonstante cg abhéngt, gilt
lw = unllwzgay + [D¢™ (m) — D™ (my)|| 2(0;ra)
<en(((f = fr) = (Vup — (Vug)r) s m — mg) 2 4 [|(Jmp| — 1) [ 12(q) (2.48)
1/2
+ (| = D { (£ = £7) = (Var, = (Vun) )} o))
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2.7. A POSTERIORI ABSCHATZUNGEN FUR (RP. y)

Der zweite Term auf der rechten Seite dieser Abschétzung ist von hoherer a priori Ordnung,
denn mit Satz 2.30 gilt

(sl = 1)+l 20y = el Awmullz oz = 2 O(h +/2).

Der letzte Term auf der rechten Seite von (2.48) ist von optimaler a priori Ordnung O(h + €),
denn mit Holder-Young-Ungleichung gilt

[(mp| = 1) {(f = £7) = (Vun = (Vun)7) M 21 @ire)

1 1
< SlI(mn] = D l720) + SIE = 1) = (Vun = (Vun) )2 0m2),

also

(] = 1) {(F = £7) = (Van, = (Vun) )M | i gy = O+ 2). O

Korollar 2.35. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38), und zu e > 0 seien
(A\,m) sowie (Ap,myp) Losungen von (RP) bzw. (RP;. ). Dann existiert eine Konstante ci2 > 0,
die nur von cg abhdngt, so dafs gilt

ot — w2 gy + D67 (m) = D™ (am)| 1250
< e (|(F — 1) — (Vun — (V) D)l s ety + 1 (1mad = D2z (2.49)
(] = D) {(E — £7) = (Vur = (Vur)7) 1 o).

Bewets. Aufgrund der Nebenbedingung (2.7) gilt fast iiberall |m| < 1 und damit auch jm7| <1
fast tiberall. Insbesondere folgt ||m — m7 ||z () < 2. Zusammen mit der Tatsache, dal m und m
ihren Tréger in Q haben, liefert eine Holder-Ungleichung fiir den letzten Term in (2.46)

((f = fr) = (Vun = (Vup)7) s m —mg) <2|(f - fr) — (Vun — (Vup) 1)l 21 (0R0)-
Damit folgt (2.49) mittels grober Abschétzung der Konstanten. [ |

Bemerkung . Die Fehlerabschitzung in Korollar 2.35 ist zuwverldssig, denn sie gibt unter mi-
nimalen Voraussetzungen eine obere Schranke fiir die beiden unbekannten Fehlerkomponenten
lu = unllwzmay und [[D¢™(m) — D™ (mp) || L2(qre)- Es ist jedoch nicht zu erwarten, daB diese
Fehlerabschéitzung auch effizient ist, d.h. bis auf Konstante eine untere Schranke fiir den Fehler.
Denn der erste Term auf der rechten Seite von (2.49) fiithrt dazu, daf§ diese hochstens von der
GroBenordnung O(h'/?) ist, wogegen die a priori Analysis fiir die linke Seite eine Konvergenz der
Ordnung O(e + h) verspricht. O

Korollar 2.36. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38), und zu € > 0 seien
(A\,m) sowie (A, mp) Lésungen von (RP) bzw. (RP. ). Zusdtzich gelte m € W1°°(Q;R?). Dann
existiert eine Konstante c13 > 0, die nur von cg und Vm abhdngt, so dafs gilt

ot — un 2 gty + D6 (m) — D™ (amu,) 1200
< exa(|A{(E ~ £7) — (Vur, — (Vur))} 1 (o) + | (0] = 1)+ P2 gz (2.50)
[l = D {(F — £7) — (Y~ (Vun) ) s m))-

Hierbei bezeichnet h € L°(T) die elementweise konstante Netzweite h|r = hy := diam(T).
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Beweis. Die zusitzliche Glattheitsannahme an die exakte Losung m impliziert auf jedem Element
T € T die Poincaré-Abschitzung

[m — mTHLoo(T;Rd) < ChTvaHLOO(T;Rdxd)

mit einer unabhéngigen Konstante C' > 0. Wie im vorausgegangenen Beweis folgt mit Holder-
Ungleichung die Behauptung. ]

Bemerkung. Die Fehlerabschétzung (2.50) ist unter der schirferen Glattheitsannahme an m zu-
verldssig. Des weiteren ist sie in diesem Fall auch effizient in dem Sinne, daf} sie die richtige Kon-
vergenzordnung zu besitzen scheint. Dies zeigt sich auch im numerischen Experiment mit glatter
Losung m € Wh°(Q; R?), das in Kapitel 4 vorgestellt wird. Es ist aber darauf hinzuweisen, daf
beim aktuellen Stand der Forschung keinerlei Aussagen iiber die Glattheit der exakten Lésung m
von (RP) getroffen werden kénnen. O

2.8 Fastregulire Triangulierungen und Kantenspriinge

Fiir die im folgenden dargestellte Stabilisierung von (RP; ;) miissen weitere Voraussetzungen an
die Triangulierung 7 gestellt werden. Bisher war lediglich vorausgesetzt, dafl 7 eine endliche Menge
von paarweise disjunkten, einfach-zusammenhéngenden, beschrinkten Lipschitz-Gebieten T € T
ist, so daB8 Q = J {T ‘ TeT } gilt. Von nun an sei angenommen, dafl die Elemente T" € 7 (und
damit auch Q) stiickweise polygonalen Rand haben. Die Menge aller Elementseiten sei £, und die
Menge S := | J & bezeichne das Skelett der Triangulierung 7.

Fiir eine Elementseite E € £ bezeichnet hg := diam(FE) die Lange von E.

Die folgende Definition restringiert des weiteren das Auftreten hingender Knoten in 7.

Definition. Es sei T eine Triangulierung von €2, und die Elemente T € 7 seien polygonal berandet.
Eine Seite E € £ ist elementar, falls auf ihr keine héingenden Knoten liegen. Die Triangulierung 7
heifit fastreguldr, falls jede nicht-elementare Seite £ € £ die Vereinigung von Elementarseiten ist.
Ist n € Ny die kleinste natiirlich Zahl, so dafl alle Seiten E € £ die Vereinigung von maximal n + 1
Elementarseiten sind, so bezeichnet man n als Ordnung der fastregulédren Triangulierung 7.

T

Ty T

Ty

Abbildung 2.1: Zwei einfache Triangulierungen, die beide nicht fastrequldr sind.
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15

Abbildung 2.2: FEine nicht fastreguldre Triangulierung und eine mdgliche Verfeinerung, um die
Fastreqularitit sicherzustellen.

Bemerkungen. (i) Nach Definition sind die fastregulidren Triangulierungen der Ordnung 0 ge-
nau die reguldren Triangulierungen.

(ii) Die Seiten E € £ mit E C 01 sind stets elementar.

(iii) Ist 7 fastreguldr zur Ordnung n und d = 2, so liegen auf jeder Kante E € £ hochstens n
héangende Knoten. O

In den weiteren Abschnitten sei 7 als fastregulidre Triangulierung vorausgesetzt. Es bezeichnet
& ={Eec€ ‘ E elementar mit E ¢ 6Q}

die Menge aller elementaren inneren Seiten. Es sei H+(Q) := {g € L*(Q)|VT' € T g|r € HY(T)}
der Vektorraum aller 7 -stiickweisen H'-Funktionen g : Q — R, und HX(Q;R%) bezeichne wieder die
vektorvertige Variante. Fiir solche Funktionen wird im folgenden der Sprung auf den Seiten E € £*
erklart, der in den weiteren Abschnitten zur Stabilisierung des diskreten Verfahrens herangezogen
wird.

Bemerkung. Ist T eine reguldre Triangulierung, so bezeichnet £* die Menge aller inneren Seiten,
d.h. die Menge aller Seiten, die nicht auf dem Rand von € liegen, E Z 0f). |

Vor der Definition der Spriinge sind zunéchst sind fiir alle Elementseiten £ € £* Normalenvektoren
ng wie folgt zu fixieren. Es treten zwei Fiélle auf:

Entweder existieren zwei Elemente Ty, TEI €7 mit £ = Tg NTg, so dal E

sowohl Seite von T4 als auch T, ist.In diesem Fall ist (fiir die spétere Analysis)

das Vorzeichen von ng unerheblich und es wird dadurch fixiert, dafl ng vom

Element 7%, zum Element T];E zeigt.

Im zweiten Fall existiert eine nicht-elementare Seite E € £ mit E - E. Dann
gibt es eindeutige Elemente T’ ,TE € 7, so dafl E eine Seite von T und

E eine Seite von T g ist. Als Normalenvektor ng auf F sei wieder derjenige
gewihlt, der vom Element T, zum Element Tg zeigt.

61



KAPITEL 2. DAS KONVEXIFIZIERTE MODELL

Es

e Ty

Abbildung 2.3: Wahl der Normalen ny und ng im Fall von hingenden Knoten.

Bemerkung. Ist E € £ eine Seite, die nicht auf dem Rand von  liegt, d.h. E Z 99, und sind
Fs, ..., E, Elementarseiten mit F = U;”:l E,,, so existieren eindeutige Elemente 7', T, € T mit

Ej:ﬁﬁT; fir alle 1 < j <n.

Die gewéhlten Normalenvektoren ng; stimmen dann iberein und zeigen alle zum , grofen Element
T E . Abbildung 2.3 skizziert einen Modellfall fiir n = 2 und erldutert diese Wahl noch einmal
anschaulich. |

Fiir £ € £ sei Ty, € T das Element, aus dem ng hinauszeigt und 7' ;5 € 7 das Element, in das ng
hineinzeigt. Fiir eine 7-elementweise H'-Funktion g € HX(Q2), z.B. g € £L°(T), bezeichnet [g] den
Sprung von g, der punktweise durch

[9](x) := Q\TE(UC) — g’TE (z) firzeE

definiert ist. Hierbei bezeichnet g|7(x) die Spur der Sobolev-Funktion ¢ € H'(T) im Randpunkt
x € E C JT. Der Sprung [g] ist im Fall d = 2 damit fiir alle z € S, die nicht Knoten von 7°
sind, d.h. ¢ K, eindeutig definiert. Fiir d = 3 ist er fiir alle x € S, die nicht auf einer Kante
liegen, ebenfalls eindeutig definiert. Fiir vektorwertige Funktionen g € £°(7;R¢) wird der Sprung
komponentenweise verstanden.

Bemerkung. Fiir f,g € HL(Q) ist das Produkt der Spriinge [f][g] unabhingig von der konkreten
Wahl der Normalen ng auf Seiten E € £. O

2.9 Das stabilisierte diskrete Problem (RPf h)

Von nun an sei 7 als fastreguldre Triangulierung von €2 vorausgesetzt. Zur Stabilisierung des diskre-
ten Verfahrens wird der folgende Stabilisierungsterm verwandt. Zunéchst seien fiir alle inneren Ele-
mentseiten F € £* Skalare S > 0 fixiert. Fiir zwei T-elementweise H'-Funktionen m, m :  — R¢
definiere

oa(m,m) := Z ﬁEhE/E[m] - [m] ds. (2.51)

Ec&*

Die Notation [-] bezeichnet hierbei den im vorherigen Abschnitt eingefithrten Sprung.
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Bemerkung. Fiir eine H'-Funktion m € H'(Q;R?) verschwindet der Stabilisierungsterm o (-, -),
da jede H!'-Funktion in achsenparalleler Richtung absolutstetig ist, d.h. [m]|g = 0 fiir jede innere
Seite ' € £* und damit

oa(m,m) =0 fiir alle T-stiickweise H'-Funktionen m € H+(Q;R?). O

Stabilisiertes diskretes penalisiertes (relaxiertes) Problem (RPf’ »)- Zu fixierten fg > 0
und ¢ > 0 finde Funktionen my, € £°(7;R%) und A\; € £L%(7;R>0) mit

a(my, ) + (D™ (myp,) + A\pmy, ; ) +oa(my, ) = (f; ) in £2(T;RY*,  (2.52)

A=t T £ in Q. (2.53)

Bemerkung. Die Galerkin-Orthogonalitit fiir (RPf ,) schreibt sich in £°(7;R%)*
a(m —my, ) = —(D¢™ (m) — D™ (my) 5 -) — (Am — Apmy, ; ) + oA (my, ), (2.54)

wobei (A, m) und (A, my) Losungen von (RP) bzw. (RPfh) seien. Fiir m € H'(;R?) gilt ferner
oa(my, ) = —oa(m —my, ) in L29(T;RY)*. o

Bemerkung. Gilt fg = 0 fiur alle £ € £*, so stimmen (RP.}) und (RPfh) iiberein. Bei der
mathematischen Behandlung von (RP. ) konnte 7 aber als beliebige Triangulierung bzw. sogar
Partition von € gegeben sein. Die Analysis zu (RP£ ,) verlduft im folgenden wie oben. Lediglich
der letzte Term auf der rechten Seite tritt hinzu. Insbesondere ist auch nicht verwunderlich, daf}
die a priori Ergebnisse von derselben Giite sind. O

Der folgende Satz ist das Analogon zu Satz 2.26, wobei nun fiir die Dichte ¢** nicht mehr der
Modellfall vorausgesetzt werden muf.

Satz 2.37. Das stabilisierte Problem (RPfh) besitzt im Fall Bg > 0 fir olle E € £* eine eindeutige
Lisung.

Die Existenz einer Losung von (RPE’B ;) wird analog zu (RP; ;) durch die Betrachtung des zugehori-
gen Minimierungsproblems bewiesen.

Lemma 2.38. Fs seib: X x X — R eine stetige, symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform
auf einem reellen normierten Raum X. Dann ist die zugehorige Abbildung B : X — R,z +— b(z, )
nicht-negativ, konvez, stetig und Fréchet-differenzierbar mit DB(x) = 2b(x, -). [ |

Lemma 2.39. Der Stabilisierungsterm oa(-,-) definiert eine stetige, symmetrische, positiv semi-
definite Bilinearform auf L°(T;RY).

Beweis. Es ist nur die Stetigkeit von o4 (-,-) zu zeigen. Da £°(7T;R?) ein endlichdimensionaler
Raum ist, sind alle Normen auf £°(7'; R?) iquivalent. Der Einfachheit halber betrachte ||-|| Lo (QsRY)-
Ist x € Inn(T) ein innerer Punkt eines Elements T € 7 der Triangulierung, so ist das Punktaus-
wertungsfunktional 0, : £2(7;R?) — R¢, m — m(z) stetig und linear mit Operatornorm ||§,|| < 1.
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Nun wihle zu allen F € £* Auswertungspunkte acg el nn(TE ) und x5 € Inn(Ty ). Da £* endliche
Kardinalitat besitzt, ist

oa(m,m) = Z Behg|E|(m(zf) — m(zy)) - (m(z}) — m(zg))
Ee&

eine stetige Bilinearform mit Norm ||oa(-,-)|| <4 Y. Brhgl|E|. [
Eec&*

Der Beweis der Eindeutigkeit der Lésung von (RP&C8 ,) wird im wesentlichen durch die folgende
Feststellung erbracht.

Lemma 2.40. Sind m € R? und w C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, so dafi im distributio-
nellen Sinn div xy,m = 0 in R? gilt, so folgt m = 0.

Beweis. Zunichst wird ein beschrianktes Lipschitz-Gebiet w, wie im Bild gezeigt, konstruiert.
Dazu seien x € w ein beliebiges Element und £ > 0 mit B(z,e) C w. Das
Gebiet w ist in dem offenen Quader @ := (aj,b1) X - -+ X (aq, by) enthalten,
wobei aj,b; € R durch a; := inf {yj ‘ Yy € w}, bj :=sup {yj } Yy E w} definiert T
seien. Nun definiere den offenen Quader

&::(al—l,xl)x(ag—l,bg—&—l)><~--><(ad—1,bd+1).

Nach Definition gilt einerseits w

N=0vnwC{x1} x(ag—1,bg+1) x -+ x (ag—1,bg+ 1)

und ferner
0 # B(z,e)Now CT.

Also hat das Randstiick I' positives Oberflaichenmaf}, und die Normale auf I' ist durch n = e;
gegeben. Da & C RY ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet ist und x,, € H(R%; div), kann der Gaufsche
Integralsatz im Gebiet @ angewandt werden (GIRAULT-RAVIART [31, Seite 27ff.]) und liefert

0= / div(x,m) dx :/ XoMm-nds; = / m-nds, = |I'|m-e; = |['|m.
w ow r
Damit verschwindet die erste Komponente von m € R?. Analoges Vorgehen fiir die iibrigen Kom-
ponenten verifiziert m = 0. |

Beweis von Satz 2.37. Zunichst wird gezeigt, daf3 (RPf ,) hochstens eine Losung besitzt.

Gegeben seien zwei Losungen (A1,m;j), (A2, ma) von (RPﬁh) und e := my — m; € LO(T;RY).
Bildet man die Differenz in Gleichung (2.52), so erhdlt man

a(e,e) + (Do™ (mgy) — Dp™ (my) ; €) + (Aamo — A\ym;y ; e) +oa(e,e) =0. (2.55)

Nach (2.11), (2.32) und (2.16) sind die ersten drei Terme in der vorausgegangenen Gleichung nicht-
negativ, und dasselbe gilt fiir

oale,e) = Z ﬂEhE/E[e]\st.

Eeg*
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Also verschwinden alle vier Summanden in (2.55), und wegen Sghp > 0 fiir alle Elementseiten
E, verschwindet der Sprung [e] auf allen Seiten F € £*. Da sich Seite £ € £ mit E ¢ 09 als
Vereinigung von Elementarseiten schreiben 148t, verschwindet der Sprung damit auf allen inneren
Seiten. Nach Definition des Sprunges ist e € £%(7;R?) damit konstant in Q. Da m; und my
auBerhalb © verschwinden, existiert also ein Vektor m € R? mit e = yom. Ferner gilt nach
Lemma 2.6 dive = 0 wegen a(e,e) = 0. Mit dem vorausgegangenen Lemma folgt daher m = 0 und
damit m; = my. AbschlieBend impliziert (2.53) damit aber auch A\; = A2, und es ist nur noch zu
zeigen, dafl (RPg ,) 16sbar ist. Betrachte das Energiefunktional

;‘f@(m) = /QQZ)** (m(x)) do — /Qf(:c) -m(z)dr + % /IRd |Vu(z)|? dx
+ 2—16 /Q (\m(:c)] — 1)1 dx 4 op(m, m)
= EI*(m) + oa(m, m)

auf £°(T;R%). Nach Satz 2.18 ist E'* stetig, konvex, koerziv und Gateaux-differenzierbar auf
L9(T;R?). Nach Lemma 2.39 ist m — o4 (m, m) stetig, konvex, nicht-negativ und Fréchet-differen-
zierbar. Insbesondere ist also E;"*ﬁ ebenfalls stetig, konvex, koerziv und Gateaux-differenzierbar auf

L9(T;R%), und die Direkte Methode der Varationsrechnung liefert die Existenz eines m € £°(7;RY)
mit
cp(m) = inf ep(m).

MELO(T;RY)

Aufgrund der Gateaux-Differenzierbarkeit folgt DEX;(m) = 0 € LO(T;R%)*, aber dies ist gerade
dazu dquivalent, daff m das Problem (RPf ,) 1ost. |

2.10 A priori Abschitzungen fiir (RPg b)

Der Stabilisierungsterm o (+,-) ist symmetrisch und positiv semidefinit. Damit gilt die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung fiir oa(+,-), und mit einer Young-Ungleichung folgt dann

Lemma 2.41. Fir m,m € HX(Q;R?) gilt oA(m, m) < Joa(m,m) + Loa(m, m). [
Satz 2.42. Zu gegebenen Parametern € > 0 und Bg > 0 fir E € £* sei (\,m) € L?(;R>q) x

L%(Q; BY) eine Losung des kontinuierlichen Problems (RP), und (A, my) € LO(T;R>0) x L(T;R?)
sei eine Losung des stabilisierten Problems (RPEBh). Dann gilt die a priori Abschditzung

lu = unlfy2gay + 2(D¢™ (m) — D™ (mp) 5 m — 1) + oA (mp, mp) + el Apmnl|72 g za)
< 3|lm — mr[}2 g0 + D6 (m) = (D™ (M) 73200y + X = ()| 00,

+oa(mr, m7) + el|Aml|72 o pay- (2.56)
Die Terme auf der linken Seite von (2.56) sind alle nicht-negativ.
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Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 2.30. Mit der Galerkin-Orthogonalitét
(2.54) und m € H'(Q) gilt fiir die Testfunktion my — my € £°(7;R?) zunéchst

a(m — my, m7 —myp)
=—(d—dj;myr —mp) — (Am — A\pymy, ; m7 —my) + oa(my,, m7 —my)
=+(d —dp; m—m7) + (Am — \ymy, ; m — m7) + o5 (mp, m7)

—(d—dp;m—my) — (Am — A\pymy ; m —my) — oa(my, my).

hier wurde wieder die abkiirzende Schreibweise d := D¢**(m), dj, := D¢*™*(my,) verwendet. Nach
Gleichung (2.36) gilt

|m — mTH%Q(Q;Rd) +a(m —mp, m—mr7).

N| =

5”“ - uthQ/Vl?(Rd) <

Unter Verwendung von (2.35) folgt die Abschétzung

%HU — unlfy2ggay + {d = dn ; m —my) + o (my, my,)
< %Hm — m‘]’”%Q(Q;Rd) +{(d—-dp;m—-—my)+ (Am— \pymy ; m —my)
+ oa(my, m7) — (Am — A\pmy, ; m—my)
- %Hm - mTH%Q(Q;Rd) +{(d—-d7r;m—m7)+ (Am— (Am)7 ; m — m7)
+ oa(mnmr) + 5 A o — 5 Il oz
Anwendung der Holder- und Young-Ungleichung auf den zweiten und dritten Term zeigt
%Hu - uh”%vf([@d) +(d —dp; m—myp) +oa(my, my) + %HAhth%Q(Q;Rd)
< gHm - mTH%Q(Q;Rd) + %Hd - d’TH%Q(Q;Rd) + %H)\m — ()\m)TH%Q(Q;Rd)
+oa(my, my) + guxmy@?(md).
Der Stabilisierungsterm auf der rechten Seite wird mit Lemma 2.41 abgeschétzt. Umsortieren der
Terme liefert dann die Behauptung. |
Lemma 2.43. Ist (A, my) € LO(T;R>0) x LO(T;RY) eine Lisung von (RPgh), so gilt
oa(mp, Apmy,) >0

Beweis. Es bezeichnen [my]g, [\ymy]g € R3 die konstanten Spriinge von my, und A\,my, auf einer
inneren Seite E € £*. Dann gilt

oA(mp, Apmy) = > ﬁEhE/ my] - (M) ds, = Y Behe| El[mg)s - [Aamy) g,

Eee~ E Eeg* 35
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Zu einer fixierten Seite F € £* und Elementen T’ g und T wie in der Definition der Spriinge seien
Mt e R>o und m* € R% die Werte von A\, und m;, auf T . Dann gilt

d
[mi)e - Pl = ) (m] —my)Atmf = A"m;)
j=1

d
= Z {)\+|m;r|2 + )\_|m;|2 — (AT + )\_)mjm;}

j=1
= AT mTP A m P - AT+ A )m" - m™
<|mt|jm~|
> A m* 2+ 27 m™ 2 = A fmF[jm ™| — A7 jm ™ |jm~|

= (AT m "] = A7 m7[)(jm ™| — [m7)).

Einsetzen von \* = 5_1(|m|‘iT_|l)+ geméf (2.53) liefert
(M) - ] > e {(Im™| = 1)1 = (jm™| = 1) }{|jm™| — jm~[}

Sowohl im Fall jm™| > |m™| als auch im Fall jm™| < |m™| ist die rechte Seite der vorausgegangenen
Ungleichung nicht negativ. ]

Satz 2.44. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38), und (Ap, mp) und (A, m)
seien Ldsungen von (RPfh) bzw. (RP). Dann gilt mit Qp, = {z € Q|A(x) # 0} die a priori
Abschdtzung

= wnl2a gty + 106 () = D6™ (03 22 gy + 1AM — A, 2 g
+ oa(mp, my) + oa(my, Apmy,)
< cua(2Am 30, ) + oa (Am) 7, (Am)7)
(14 2){lm — mr ey + D67 (m) — (D6 (m)) 722 1m0
+ ||Am — (Am)T\I%Q(Q;Rd) +oa(m7, mT)})
mit einer Konstante c14 > 0, die nur von cg abhdngt. Alle auftretenden Terme sind nicht negativ.

Beweis. FEs wird wieder die abkiirzende Schreibweise d := D¢*™*(m), dj, := D¢**(my,) verwendet.
Analog zu (2.41) auf Seite 55 folgt mit der Galerkin-Orthogonalitdt (2.54) fiir (RPfh)

(Am — Apymy, 3 (Am)7 — Apmy,)
< 2w — wn g + 21 — dull 2z + 5100 — Om)rl oz
g IAm = Al ey + o (o, )z — Ay,
wobei auf der rechten Seite der Stabilisierungterm hinzukommt. Nach (2.40) gilt stets

IAm = Xy |72 o gy = (Am = Apay, 5 (Am)7 — Apmy) + [[Am — (Am) T |72 gy
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Insgesamt ergibt sich

A = A2
< 4”“ - Uh”%yf(Rd) + 4[|d — dh”%?(Q;Rd) + 4”)\m - ()‘m)TH%Z(Q;Rd)
+ 204 (my, (Am)7r — Apmy).
= 4w — un By gy + Ald — il 2y + 41 Am — (Am) 722 .z
+ 204 (my, (Am)7) — 204 (mp, Apmy,)
< dflu— Uh||12/vl2(Rd) +4/[d - dh”%?(g;]}gd) + 4/[Am — ()‘m)TH%?(Q;Rd)
+ oa(mp, mp) + oa((Am) 7, (Am)7) — 20 (mp, \pymyp,),
In der letzten Ungleichung wurde Lemma 2.41 ausgenutzt. Eine elementare Abschitzung liefert
|u — uh”{%{/f(Rd) +[|d — th%Q(Q;Rd) + || Am — /\hth%z(Q;Rd)
+ oa(mp, mp) + oa(my, Apmp,)
< 5{llu = unlfyagay + 1A = dil 72 pay + oa(mp, my)

+ [Am — (m) 7|22 gp0) + oA (Am) 7, (Am)7) }.

Wegen cgl|d — th%Q(Q;Rd) < (d —dj ; m — my,) existiert eine Konstante c14 > 0 mit

lu — uhH%/Vl?(Rd) +[ld - th%Q(Q;Rd) + [[Am — Ahmh”%ﬁ(Q;Rd)
+ oa(mp, my) + oa(my, Aymy,)
< ciaf|lu— UhH%,Vlz(Rd) +2(d —dp ; m —mp) + oa(mp, my)

+ [Am — (m) 7 22 gume) + oa((Am) 7, (Am)7) }.
Satz 2.42 zeigt dann die obere Abschétzung

< 014{3”111 - mTH%Q(Q;Rd) +[ld - th2L2(Q;Rd) + 2[[Am — ()‘m)TH%Q(Q;Rd)
+oa(mr, m7) + oa((Am)7, (Am)7)}

+era{elAm|To g, 2e) — ellAnmallza g, g }-

Das Argument aus (2.43) kann nun wortlich iibernommen werden, um den zweiten Klammeraus-
druck abzuschétzen. Dies zeigt dann die Behauptung. |

Bemerkung . Die Konvergenz der Stabilisierungsterme wird im Anschlufl an die a priori und
a posteriori Analysis zu (RPSB ,) in Abschnitt 2.12 untersucht. O

2.11 A posteriori Abschétzungen fiir (RPg h

Gegeben seien ein Element 7' € 7 und eine Funktion m € HX (2, R?). Zu einem Punkt = € 0T, der
kein Knoten (d = 2) sei bzw. auf keiner Kante liege (d = 3), fixiere man die Elementseite £ € £*
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mit x € E und die Elemente 77,7~ € 7 gemif} Definition des Sprungterms [m(z)]. Nun definiert
man den Sprung relativ zu T durch

+[m(z)], falls T =T-,
—[m(z)], fallsT =T".

[m(z)]7 = {

Bemerkung. Fiir m,m € HX(Q;R?) gilt [m(z)]-[m(z)] = [m(z)]r [m(z)]r punktweise fiir (fast)
alle z € 0T 0

Bemerkung. Es sei m € HL(Q;R?). Ist E € £* eine Kante und T,T € T Elemente mit E C
0T N AT, so gilt fiir z € E die Gleichheit

[m(z)]7 = ml|z(z) — mlr(z).

Dabei bezeichnen m|7 und m|z die Spuren von m € H'(T;R?) bzw. m € HY(T;RY). Diese explizit
geschriebene Definition wird spéter bei der numerischen Implementierung benétigt. Insbesondere
zeigt sich im folgenden, daff das Programm die gew&dhlten Normalen nicht speichern muf, da le-
diglich Produkte von Sprungtermen auftreten, die dann durch relative Sprungterme [-]7 ersetzt
werden kénnen. O

Lemma 2.45. Es seien (A, my,) eine Ldosung von (RPfh) und up, := Lmy, das magnetische Po-
tential zu my,. Mit der T -stiickweise konstanten Funktion sy € L°(T;R?),

1
Shlr = = ) ﬂEhE/[[mh]]Tde, (2.57)
7] 2 e )
ECOT
qult
fr = (Vup)r + Do™ (my,) + \pmy, + 85, punktweise in €. (2.58)

Ferner gilt fir jede Funktion g € HX-(Q; RY) die Gleichheit (s, ; g) = oa(my,, g7).
Beweis. Es seien T € 7 und z € T. Mit der Abkiirzung dj := D¢**(m;,) gilt dann fiir alle
1<y<d

1

fr(z)-e; = m@ ; XT€;)

1
= m{<vuh ;xrej) + ((dn 5 xre;) + (Awmy 5 xre;) + oa(my, xre;)}

konst. konst.

— (V)7 (z) - &) + () - €; + An(e)mp(z) - e; + 1|0A(mh, xre;).

|T

Der letzte Term berechnet sich dann wie folgt

oa(mpy, xre;) = > ﬁEhE/ my) - [xre;]ds, = Y /BEhE/E[mh] - [xre;]dss

[
Ee&* E Ec&*

ECOT
= > ﬁEhE/[[mh]]T'[[XTej]]TdSm
Bee* E
ECOT
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und fiir x € £ C 0T gilt [xre;]r(x) = —e;. Damit ergibt sich

1
mUA(mhaXTej) |T| Ez; ﬁEhE/[[mh]]T ejds, =sp(x)-e
E *

ECOT

Um die zweite Behauptung zu zeigen, definiere zunéchst fiir gegebene T € 7 und E € £* mit
E C 0T den Skalar d7.p € {£1} durch [my]r|g = 07, g[my]|p. Damit gilt

(sn;8) = Zsh|T/ng$_ > 5EhE(/ mh]leSx) : (][nga:)

TeT TeT Eece*

ECOT
=g7lr
= - Z Z ﬁEhE5TE(/ [my] d8x> - gT|T
TET Eeex
ECOT
=-> > ﬁEhECSTE(/[mh] dS:p) g7
EcE* TeT
ECOT
- Z /8EhE(/ [my,] dS:r:) '(gT|T§ - gT|T];i‘)
Ee&*
=—[e7llE
—+ Y Bohs / [my] - [g7] ds, = oa (m, ). n
Ee€* E
Bemerkung . Der Beweis von Lemma 2.45 zeigt insbesondere
oa(mp, xXTen) = Z ﬁEhE/ [mp]r - e, ds,. (2.59)
Bee*
ECOT
Diese Identitét wird spéter fiir die numerische Realisierung von (RPf ,) verwandt. a

Satz 2.46. Die Energiedichte ¢™* erfiille wieder die Monotoniebedingung (2.38), und zu e > 0 seien
(A, m) sowie (A, my) Losungen von (RP) bzw. (RPfh). Dann gilt mit der Funktion s;, € L%(T;RY)
aus (2.57) die a posteriori Abschdtzung
lu = unlfy2gay + csl D™ (m) — D™ (mp) |72 g gay + o (Mp, mp)
< 2((f — fr) — (Vup — (Vup)7) s m — mz) + (1 + 1/es)|[(jmn] — 1)1 72(q)
+ 2[[(jmp| = 1) {(f — f7) — (Vup — (Vup) 1) + sptl o re

+ UA(mT, mT).

(2.60)

Beweis. Zur Abkiirzung werden wieder die Schreibweisen d := D¢**(m) und dj, := D¢**(my,)
verwendet. Mit (2.8) und Lemma 2.45 gilt fast iiberall in

f—fr = (Vu—Vu,) + (d—dp) + (Am — A\ymy) + (Vup, — (Vup)1) — Sh. (2.61)
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Hieraus folgt zunédchst durch Multiplikation mit m — my,
o= unl e gy + cslld — iz

< lu— UhH%;Vla(Rd) +(d—dj; m—my)

= ((Vu —Vup) + (d—dp) ; m —myp)

=((f —fr) — (Vup, — (Vup)7r) ; m —myp) (2.62)
— (Am — \pmyp, ; m —mp) + (s ; m — my)

=((f —fr) — (Vup, — (Vup)7) ; m — mr)
— (Am — \ymy ; m—my) + (sp ; m—my).

Fiir den letzten Term gilt mit Lemma 2.45 und Lemma 2.41

(sp; m —my) = op(my, (M —my)7) = oa(my, m7 — my)

=oa(my, m7) — oa(my, mp)

1 1

< §UA(mTamT) — §0A(mh,mh)-

Der vorletzte Term in (2.62) 148t sich mit Lemma 2.29 und Dreiecksungleichung abschétzen und
liefert

—(Am — A\ymy ; m—my) < /Qs)\h|mh| Am| — A\p|my|) dz
< /QE)\h|mh] |Am — A\pmy,| dx.
Dies zeigt zunéichst einmal zusammenfassend
|lu — uh||12/V12(Rd) + cs|ld — dh”iQ(Q;Rd) + %O’A(mh, my,)

< (£~ £r) = (Vun = (Vun)7) s m — mr) + Soa(mr, mr)

+ / 6)\h|mh‘ ])\m — )\hmh| dx.
Q
Im hinteren Term folgt mit (2.61) und Dreiecksungleichungen

/ekh\mhl |Am — \pmy,| dx

Q
= /Qs)\hmh| |(f—£7) — (Vu— Vuy) — (d = dy) — (Vup — (Vup)7) + sp| do
< /Qe)\hmh| |(f — f']') — (Vuh — (Vuh)f) + Sh‘ dx

+/a)\h|mh]Vu—Vuh\d:c+/ i)\h|mh’\/&‘d—dh‘d$’.
Q 0 V08

Nun liefern Holder-Young-Ungleichungen fiir die beiden letzten Integrale
< /QE)\hmh| |(f — f']’) — (Vuh — (Vuh)']') + Sh‘ dx

1 1 9 1 9 (&) 2
5 (14 =) oMz + 5119 = Vs sy + 5 14— dulagopo
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Finsetzen und Umsortieren der Summanden ergibt also abschliefend

1 65} 1
5”“ - “h”%vf(u@d) + EHd - th%Q(Q;Rd) + soa(mp, my,)

2
1 1 )
< (£~ £r) = (Vun = (Vun)r) s m = mr) + 5 (14 =) [lehnfmn |32 g
cg
1
+ /QE)\h|mh‘ ‘(f —fr) — (Vup, — (Vup)7r) + Sh‘ dxr + §UA(mT, mry). |

Mit denselben Argumenten wie in Abschnitt 2.7, lassen sich aus der a posteriori Fehlerabschétzung
(2.60) zuverlissige Fehlerabschitzungen gewinnen, die die unbekannte exakte Losung m mit Aus-
nahme des Sprungterms nicht mehr involvieren. Im nachfolgenden Abschnitt 2.12 wird gezeigt, dafl
oa(m7, m7) fir m € H'(Q; R?Y) unter moderaten Voraussetzungen an die Stabilisierungsparameter
BE ein Term hoherer Ordnung ist.

Korollar 2.47. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38), und zu € > 0 seien
(A, m) sowie (Ap,my) Losungen von (RP) bzw. (RP. ). Dann existiert eine Konstante ci5 > 0,
die nur von cg abhingt, so daff mit s, € LO(T;R?) aus (2.57) gilt
o= unl gy + 1067 (1) = D™ (1) By + 0 (1 )
< eis{lI(f — f7) = (Vun — (Vun)71)l| 1 (@may + [1(Imn] = 1)+ [[72(q)
+ | (jmp| = 1D {(f = £7) = (Vun = (Vun)1) + sn}l 1 ore)
—i—aA(mT,mT)}. [ |

(2.63)

Korollar 2.48. Die Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38), und zu & > 0 seien
(A, m) sowie (A, myp,) Losungen von (RP) bzw. (RP.}). Zusdtzich gelte m € WH(Q;RY). Dann
existiert eine Konstante cig > 0, die nur von cg und Vm abhingt, so dafi mit s;, € LO(T;R?) aus
(2.57) gilt
it = w2y + 1067 (1) = D™ (03 20y + 0 (1, 1)
< cip{[IM{(f — f7) — (Vun — (Vup) 1)} 1 @umey + 1(Imn] = D472
+ [[(Imp| = 1) {(f = £7) = (Vur — (Vur) 1) + su}tll L1 (:ra
—|—UA(1’I17',1’I17')}. [ |

(2.64)

2.12 Konvergenz der Stabilisierungsterme

Damit bleibt noch zu zeigen, da§ die Stabilisierungsterme o (mz, m7) und oa((Am)z, (Am)7)
fir glatte Funktionen m, Am : Q — R¢ mit der Netzweite h verschwinden.

Satz 2.49 (Spurgleichung fiir Rechtecke und Quader, CARSTENSEN [15]). Es seien T C R?
ein Quader, E eine Seite von T und f € WHL(T). Dann gilt

ﬁ f(x) da = ]{3 f(z) ds. - ][T ng - (P —a)ng - V() dr,

wobei ng den (duferen) Normalenvektor von OT auf E bezeichne und P € R? ein Eckpunkt von T
set, der nicht auf E liegt. [ ]
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ng

P

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Voraussetzungen zu Satz 2.49.

Bemerkung. Im folgenden definiere zu einer Triangulierung 7 von ) die Konstante

Mit der dimensionsabhéngigen Konstante

Cq := |B(0,1)]
kann man dann |T'| und hp wie folgt gegeneinander abschéitzen,

CoHUT| < b4 < Of|T| fiiralle T €7, (2.65)
denn fiir x € T gilt wegen hy = diam(T') = sup, zuep |2 — 2”| sofort T C B(x, hr) und deshalb
IT| < |B(x,hr)| = h|B(0,1)]. O

Korollar 2.50. Es sei T eine requlire Triangulierung von Q. Die Elemente von T seien Rechtecke
(d =2) bzw. Quader (d =3). Dann gilt fir m € H'(Q;R?) die Abschitzung

[ e dse < 23 1Tmi o[BI+ 1221) (2.66)

fiir alle inneren Seiten E € £* und wg :=J{T € T |E C 8T}.

Beweis. Betrachte zunichst f € H'(Q2). Mit der vorausgegangenen Spurgleichung folgt fiir den
Sprung [f7]|g von fr auf E

trlel = | f_sde—4 saa]

:‘][HE'(P__y)nE'Vf(y)dy_][

[ e (P —y)n - Vi) dy

R O
<o [P =iV @y + i [P i sl ay

<I9S { i ([ 1P =)+ ([P = an)

hoe hr+
< IIVf\|L2<WE;Rd>{‘qT——\ * ]TTﬂ}

< CTva||L2(wE;Rd){h;td/2 + h,;jrd/2}
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Damit folgt fiir m € H'(Q; R?) die Abschitzung

d d
—d/2 —d/2\2
/E g2 ds, = [E] Y [(mg);]* < [B]Y [V [2a,, 20 CF (hp-? + hyy?)

=1 =1
< 2C7|IVm|72(,, maxay | Bl (B + h3). ]
P
T
i E |nq

Abbildung 2.5: Veranschaulichung der Voraussetzungen zu Satz 2.51.

Satz 2.51 (Spurgleichung fiir Dreiecke Tetraeder, CARSTENSEN [15]). Es scien T C RY ein
beschrinktes Lipschitz-Gebiet, H eine Hyperebene in R% und E := 0T N H. Ferner existiere ein
Punkt P € R\H mit T = conv(E U{P}). Dann gilt fiir alle f € WY(T) die Spuridentitit

][Tf(x)dx:][Ef(x)dsx—%][T(x—Pny(x)d:r. =

Wortlich zum Beweis von Korollar 2.50 zeigt man nun die folgende Abschéitzung auf reguldren
Dreiecks- bzw. Tetraeder-Netzen.

Korollar 2.52. Es sei T eine reguldre Triangulierung von . Die Elemente von T seien Dreiecke
(d =2) bzw. Tetraeder (d=3). Dann gilt fiir m € H*(Q;RY) die Abschitzung

2

2 2 2 2-d | ;2-d

/E; ’[m']’” de S ﬁCT||Vm||L2(WE§RdXd)‘E|(hTE + hTE ) (267)
fir alle inneren Seiten E € £* und wg :=J{T € T |E C 8T}. [ |

Damit ist fiir regulére Triangulierungen, die nur aus Rechtecken bzw. Quader oder nur aus Dreiecken
bzw. Tetraedern bestehen, die Abschéitzung

/E Im7 ) sy < 207 [ Vin| 2 eaca [BI(RT" + h1)

gezeigt, sofern m € H'(€); Rd) ist. Ist die Triangulierung 7 uniform, so sind sind die Groflen h :=
ht ~ hg ~ |T|'/¢ proportional. Ferner gilt fiir die Anzahl an Elementen N := #7 = [Q|/|T| ~ h™¢,
und trivialerweise gilt ebenfalls #£* ~ #E ~ #T ~ h=%. Mit Bg = h” und § € R folgt

oa(mz,m7) = ) ﬁEhE/ [m7]|*dsy S Y VM| 2 ppaxay 8 he|E| (h2 + h221) .
EcE* E EcE* o —
~h2—d

Bemerkung. Insgesamt zeigt die bewiesene Analysis fir m € H'(Q;R?%) und regulire Netze die
Abschitzung oa(mz,m7) < c¢;7hPh%, und damit ist der Sprungterm mit Blick auf die iibrigen
a priori Terme in den Abschétzungen zum stabilisierten Problem (RPg ,) fiir f > —1 von héherer
Ordnung. Die Konstante c17 héingt nur von [|[Vm|| ;2(q.ga), C7 und der Art der Elemente ab (explizit
von der Anzahl an Kanten bzw. Seiten jedes einzelnen Elements). O
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Kapitel 3

Algorithmen zur Implementierung von (RPg h)

Das folgende Kapitel befafit sich mit der Implementierung des penalisierten diskreten Modells
(RP. 1) in MATLAB und beschreibt, wie die analytischen Ergebnisse aus Kapitel 1 und 2 numerisch
realisiert worden sind.

Die Nebenbedingung (2.30) in (RP: ) bzw. (RPg ,,) fithrt auf eine nicht-lineare partielle Differenti-
algleichung. Die Losung dieser erfolgt mit Hilfe des Newton-Verfahrens. In Abschnitt 3.1 werden die
grundlegenden Datenstrukturen des Programms und die Implementierung des Newton-Verfahrens
(inkl. Abbruchkriterium) motiviert und in entsprechenden Algorithmen festgehalten. Die elemen-
tare Berechnung der beteiligten Vektoren und Matrizen ist in Abschnitt 3.2 gezeigt, und es wird
gezeigt, dafl der Algorithmus zum Aufbau der Daten nahezu lineare Komplexitit besitzt.

Abschnitt 3.3 beschreibt die Umsetzung der a posteriori Fehlerabschitzung aus Abschnitt 2.7
bzw. 2.11. Es wird eine indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerungsstrategie vorgestellt, die
zu einer isotropen Netzverfeinerung fithrt. Die Diskretisierung der involvierten Integralausdriicke
erfordert die punktweise Auswertung von Vuy(x) fiir das magnetische Potential u;, = Lmy, einer
diskreten Magnetisierung my, € £(7T; R%). Aufbauend auf der in Kapitel 1 und 2 bereitgestellten
Analysis kann man leicht nachweisen, dafl uj, elementweise stetig ist und die Berechnung von up, ()
fir fixiertes © € R¢ auf Integrale vom Typus des Doppelschichtpotentials fithrt. Die exakte Berech-
nung dieser Integrale ist im Kontext der Randelementmethode wohlbekannt, findet sich aber im
Anhang A fiir d = 2 bzw. Anhang B fiir d = 3.

Im Kontext der Finite Elemente Methode gilt als gesichert, dafl adaptive Netzverfeinerung nur
dann zur optimalen Konvergenzrate fithrt, wenn bei der Netzverfeinerung anisotrope Elemente
zugelassen werden. Abschnitt 3.4 stellt einen indikatorgesteuerten adaptiven Algorithmus vor, der
das Netz anisotrop verfeinert. Dieser Algorithmus arbeitet mit der Idee von Glattungstechniken und
Netzvergroberung — zwei Konzepten, die sich im Rahmen allgemeiner Finite Elemente Methoden
bewéhrt haben. Die mathematische Rechtfertigung dieses Algorithmus kann fiir glatte Losungen
m € H?(;RY) erbracht werden.

Der folgende Abschnitt behandelt die Implementierung eines auf Glattungstechniken basierten Feh-
lerschétzers, der bei anderen numerischen Simulationen und insbesondere in den Ingenieurwissen-
schaften erfolgreich seine Anwendung findet. Es wird eine Moglichkeit vorgestellt, einen solchen
auf Netzen mit héngenden Knoten zu realisieren. In der Praxis erweisen sich die auf Glattungsei-
genschaften basierten Fehlerschitzer bei adaptiver Netzverfeinerung als effiziente und zuverlassige
Hilfmittel auch bei nicht-glatten Losungen. Dies ist beim Modell (RP) insofern von Interesse, als
daf} keine exakte Losung bekannt ist. Auf diese Schwierigkeit wird aber in Kapitel 4 weitergehend
eingegangen.
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Abschnitt 3.6 behandelt die effiziente Diskretisierung des Integraloperators V o £, der sowohl im
Newton-Verfahren als auch bei der Berechnung der residualen Fehlerschétzer n, u involviert wird.
Die Diskretierung fithrt auf vollbesetzte Matrizen A, B € RIVX4N o dafl die Praktikabilitit des Ver-
fahrens wesentlich an der numerischen Behandlung dieser Matrizen héingt. Wie iiblich kénnen Ma-
trizen, die zu diskretisierten Integraloperatoren gehoren, durch panel clustering effizient berechnet
und gespeichert werden. Da die effiziente Speicherung und schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation
von hierarchischen Matrizen durch MATLAB nicht unterstiitzt wird, beschrénkt sich die Darstellung
auf den effizienten Aufbau der beteiligten Matrizen. Bei den numerischen Experimenten in Kapi-
tel 4 zeigt sich experimentell, dafl sich allein durch den effizienten Aufbau der Matrizen besonders
bei grofler Anzahl an Elementen ein wesentlicher zeitlicher Gewinn ergibt. Bei exaktem Aufbau der
Matrizen steigt der zeitliche Aufwand des vorgestellten Algorithmus um einen Faktor 10 bis 20.

Fiir das gesamte Kapitel seien  C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und 7 eine Triangulierung
von {2 gemifB Abschnitt 2.8. Da der stiickweise konstante Ansatz keinerlei Nebenbedingungen an die
Elemente T der Triangulierung 7 stellt, sind bei der Implementierung hingende Knoten erlaubt.
Das Problem (RPg ,) erfordert wegen der involvierten Kantenspriinge lediglich die Fastregularitéit
von 7 geméfl Abschnitt 2.8.

3.1 Datenstrukturen und Newton-Verfahren

Gegeben seien mit d = 2,3 die duBere Magnetisierung f : @ — R? die Konvexifizierung der
anisotropen Energiedichte ¢** : R — R und der Penalisierungsparameter ¢ > 0. Im Problem
(RPgh) ist eine diskrete Magnetisierung my, € £°(7; R?) gesucht mit A, := ¢~ (jmy| —1); /|my| €
L0(T) und

a(my, ) + (D™ (myp,) + A\pmy, ; ) +oa(my, ) = (f; ) in £O(T;RY)*. (3.1)
Eine Basis des dN-dimensionalen Vektorraums £°(7; RY) ist
B:={xre;|TeT,j=1,...,d}. (3.2)

Die Elemente T' € T seien numeriert, 7 = {T},...,Ty}. Fiir m;, wird dann abhéingig von d = 2
oder d = 3 im folgenden die Basisdarstellung

N N

my, = Y x7, (Xop-1€1 + Xogez) bzw. my = xr, (Xse—zer + Xgp_1€2 + Xspes) (3.3)
k=1 k=1

verwandt, wobei X € RV der Koeffizientenvektor von my, zur Basis B aus (3.2) sei. Insbesondere
gelten also elementweise fiir d = 2

mh|Tj = (ngfl,XQj) S RQ und |mh|Tj| = (X%j—l + X%j)l/Q (34)

bzw. fiir d = 3
= (X3i_2,X3;_1,X3;) € R® und = (X2 _,+ X2, | +X2)1/? 3.5
my|7; = (X3;-2, X351, X35) € und - mp|7; | = (X35 + X3; 1 + X3;) 7 (3.5)

Bemerkung. Eine mogliche andere Darstellung beziiglich B ist die vielleicht n&herliegende Wahl
N N
Mh = (ZXTkykel) + (ZXHQNH&Q) fiir d = 2,
k=1 k=1
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die z.B. bei der Implementierung in CARSTENSEN-PROHL [24] gew&hlt wurde. Der Vorteil der oben
gewéhlten Darstellung ist aber, dal man bei adaptiver Netzverfeinerung die Werte Xop_1, X9 auf
einem nicht verfeinerten Element T} einfach iibernehmen kann. Ein weiterer Vorteil der gew&hlten
Basisdarstellung zeigt sich bei der Initialisierung des Newton-Verfahrens: Der Vektor F/(X) 148t
sich in MATLAB kompakt berechnen. O
Definiere die Funktion F : R®V — R fiir d = 2 durch
Fyj1(X) = a(mp, x1,€1) + (A\pmy, + D™ (my,) — £ x7,€1) + oa(my, x7,€1),
F5(X) == a(mp, x7;€2) + (A\pmy + Do™ (my) — £ 5 x7,€2) + oa(my, x1;€2),
bzw. fiir d = 3 durch
F352(X) := a(mp, x7;e1) + (A\pmy + Do™ (my,) — £ 5 x1,€1) + oa(mp, x75€1),
Fs;1(X) = a(my, x7,€2), +(Anmy, + D™ (my) — f 5 x7,€2) + oa(my, x1;€2), (3.7)
F35(X) := a(my, x1;e3) + (A\pnmyp, + D¢™ (my,) — £ 5 x1,€3) + oa(mp, x1;€3),

wobei my, = my,(X) durch Gleichung (3.3) gegeben werde. Gleichung (3.1) ist dann dquivalent dazu,
eine Nullstelle von F' zu finden. Diese Nullstellengleichung wird mit Hilfe eines Newton-Verfahrens
numerisch approximiert,

XEHD = XK 4 5 mig 60 .= —pF(XE)TLRXE), (3.8)

Zu gegebenem X € R sind also der Vektor F := F(X) € R und die Matrix D := DF(X) €
RIN*AN 741 berechnen. Dies geschieht im folgende Abschnitt.

Algorithmus 3.1 (Newton-Verfahren). Gegeben sei ein Startvektor X(© € RN und k = 0.
(i) Berechne D) ynd F*).

(i)

(iii) Definiere Xk+1) .= X*) 4 5.

(iv)

Als Output liefert der Algorithmus eine Niherung X = X®) der Nullstelle x von F(x). ]

Berechne das Newton-Update § € RZN als Lisung von D § = —FK),

v) Abbruch oder Erhohung k := k + 1 und Sprung nach (i).

Bemerkung (Newton-Verfahren mit Abbruch-Kriterium). Es sei (X®),cy die Folge der
Picard-Iterierten. In der Praxis beobachtet man in der Regel das folgende Konvergenzverhalten der
Folge: Im vorasymptotischen Bereich ist keine Konvergenz erkennbar. Ab einem Wert kg € N kon-
vergiert die Folge dann quadratisch fiir k& > kg, ehe die Folgenglieder oberhalb eines weiteren Index
k1 nur noch in der Gréflenordnung der Maschinengenauigkeit differieren. An dieser Stelle bricht die
quadratische Konvergenz ab, und das Newton-Verfahren ist dann zu beenden, da numerisch keine
bessere Approximation der gesuchten Nullstelle zu erwarten ist. Diesem Verhalten wird mit dem
folgenden Algorithmus 3.2 Rechnung gezollt. O

Algorithmus 3.2 (Newton-Verfahren mit Abbruch-Kriterium). Gegeben seien natiirliche

Zahlen nfﬁgx,nfﬁix € N sowie relative und absolute Toleranzwerte Tyep, Taps > 0.
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(i) Fiihre ein Newton-Verfahren gemdf Algorithmus 3.1 mit Startvektor X© € RN qus und
brich dieses ab

o erfolgreich, falls [FETD| < 7. |FO| + 745,

e erfolglos, falls k = nfﬁ&x und |F(k+1)\ > TT81|F(O)\ + Tabs-
(ii) Fehlermeldung und Abbruch, falls (i) erfolglos war.
(iii) Definiere X(©) := X*+1D) ¢ RN ynd k := 0.

(iv) Fihre ein Newton-Verfahren gemdfS Algorithmus 3.1 durch und beende dieses

e erfolglos, falls k = nggx gilt,
o erfolgreich, falls |F®)| < min{r,, [FETD|} gilt.
(v) Fehlermeldung und Abbruch, falls (iv) erfolglos war.

Als Output liefert der Algorithmus eine Niherung X = X8 der Nullstelle x von F(z). [ |

Bemerkung. Bei den numerischen Experimenten der nachfolgenden Kapitel wurden die Parameter

nr(ﬁgx = 500, ngix =100, Tgps := 1072 und 7,.¢; := 1076 gewihlt. In der Praxis zeigt sich, da8 das

Newton-Verfahren zur Lésung von (RPE’G ,) fiir k < 10 in (iv) erfolgreich beendet wird. O

3.2 Berechnung der Daten fiir das Newton-Verfahren

3.2.1 Berechnung von D und F im Fall d = 2

Definiere zuniichst die vollbesetzte Matrix A € R2N*2N mittels

sym
( Agj1ok-1 Agj_12k ) _ ( a(xt;e1, xr,e1) a(xr;e1, X7, e2) ) (3.9)
Agjon_1 Ao a(xr;e2, x7.€1) a(xr;e2, xr.e2) /’

wobei sich die Symmetrie der Bilinearform a(-,-) unmittelbar auf die Matrix A iibertridgt. Die
Eintrage von A koénnen mit Hilfe von Korollar 2.8 berechnet werden. Mit diesen Eintridgen und der
Darstellung (3.3) von m;, folgt

a(my, x7,€1) = (Xok—1a(x1y.€1, X1,€1) + Xopa(xt,€2, x1,€1))

M= 14

(Xok—1A2-12j-1 + Xor Ak 2j-1)

B
Il
—

und analog

WE

a(mp, X1;€2) = (Xok—1A2k-1,25 + Xop Aoy 2;).

e
Il
—
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Zur kiirzeren Schreibweise bezeichne A (:,n) € R?V die n-te Spalte der Matrix A. Damit lassen sich
die beiden vorausgegangenen Gleichungen kurz als

a(my, x7;e1) = X+ A(;,2j —1) und  a(my, x7ye2) = X - A(:, 25) (3.10)

schreiben. Diese Gleichungen kénnen in MATLAB direkt implementiert werden. Als Néchstes wird
der Beitrag von (\,my, ; x1;,€,) ausgewertet. Zunichst einmal gilt wegen (3.4)

(Anmy, 5 xTy€0) = |T5|(Anmy - €)1
Definiere
U = [mp|py | = (X3,_; + ng)l/Z- (3.11)

Nach Definition des penalisierten Verfahrens sind zwei Féille zu unterscheiden:
Fall 1. ¢; < 1. Dies ist nach Definition von \;, dquivalent zu )\h|Tj = 0. Also verschwindet der
Beitrag,

(Awmy, 5 xT,€n) =0 flirn=1,2.

Fall 2. gj > 1. Dann gﬂt )\hmh\Tj = 671(1 — 1/\mh\Tijh|Tj = ’Tj|€71(1 — Kj_l) (ng_l,ij),
und es folgt

Any, 5 xryer) = [Tyle™ (1 = £;1) X1,

(Anmy, 5 xrye2) = [Tyle (1 — €)Xy
Der dritte und der vierte Summand in (3.6) sind problemabhingig und nur fiir konkret gegebene
¢** und f systematisch zu berechnen. Die Berechnung von (f ; x7,e,) wird regelméfig iiber eine
geeignete Quadratur erfolgen. Um den vorletzten L?-Term zu bestimmen, mufl man sich auf die
Funktion ¢** festlegen. Im folgenden wird der Modellfall (2.19) betrachtet, d.h. mit einem Vektor
Z € S2 gilt fiir alle z € R?

D¢™(z) = (- Z)Z. (3.12)
Hier gilt

(D¢* (my) 5 xry€n) = ((my, - Z)Zy 5 x1;) = |Tj|((X2j-1,X05) - Z) Zy,  fiir n=1,2.

Schliefllich sind noch die Sprungterme o (my, x1,€,) zu betrachten. Mit Gleichung (2.59) gilt

UA(mquTjen) = — Z ﬂEhE‘EH[mh]]Tj " Cn.

Ece*

ECOT;
Zu einem Element T € 7 und E € £* mit E C 97} existiert ein eindeutiges Nachbarelement Ty €
7T, so dafl E C 9T gilt. Die Nummer dieses Nachbarelements wird im folgenden als J = J(j, E)
geschrieben. Fiir n = 1 gilt dann nach Definition von []7; beispielsweise

oa(mpy, xrye1) = — > BehplEllmulr, er = — Y Behs|E(Xasge-1 — X2j-1),
EcE* Eeg*
BCOT; BCOT;

denn my |7, = (Xog—1,Xog) fiir alle 1 < k < N. Analoges Vorgehen fiir n = 2 verifiziert dann
insgesamt das folgende Lemma.
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Lemma 3.3 (Berechnung des Vektors F := F(X) € R?V fiir (RPgh)). Im Modellfall (3.12)
fiir d =2 gilt fir¢; <1

( Faj-1 ) = ( X'A(:’%)_ 1 ) + Ty (X2j-1, X25) - Z) Z_/ fdx

Fy; X-A(:2) T}
Lzl (B )G
ECOT;

und fiir £; > 1 ergibt sich

( gijl ) _ ( iig:gj)_ 1) ) + |T5|(Xgj—1,X2j) - Z) Z — /Tj fdr
= 2 oei{(5g ) - G Mo =60 ()

EBee*
ECOT;

Dabei ist die Matriz A € R2N*2N durch (3.9) gegeben, A(:,n) € R*V bezeichnet den n-ten Spal-

Sym
tenvektor von A, und X € R?N bzw. my, sind durch (3.3) verbunden. |

Mit dieser Darstellung 148t sich die totale Ableitung D = DF(X) (also Dj, = (0F;/0xi)(X))
elementar berechnen, wobei lediglich zu beachten ist, dafl £; von Xg;_; und Xo; abhéngt. Eine
kompakte Schreibweise 1i8t sich dabei durch Tensoren erreichen. Fiir zwei Vektoren z,y € R?
bezeichne z @ y € R¥*? die Matrix

(x @ Y)jk = TjYk-

Sind z,y Spaltenvektoren, die wie iiblich mit Matrizen z,y € R%*! identifiziert werden, so gilt mit
der {iblichen Matrizenmultiplikation = ® y = zy”.

Lemma 3.4 (Berechnung der Matrix D := DF(X) fiir (RPf’h)). Fir fizierte 1 < j,k < N
definiere die abkiirzenden Schreibweisen

A(2j—1:2j,2k—1:2k) = ( ii?;;”f‘l 227;;’% ).
J,aR— J»

. ‘ Dy 1or1 Do
D(2j —1:2§,2k —1:2k) = ( Dsz’f L DZ;’% )

X(2j-1:2j):(§3§‘1) sowie n:(é [1))

Die Matriz D = DF(X) ist im Modellfall (3.12) fiir d = 2 symmetrisch D € R2N>X2N - und die

Sym
Fintrdge berechnen sich wie folgt. Falls j # k gilt und T; und T}, nicht benachbart sind, so ergibt
sich

D(2j—1:2j,2k—1:2k) =A(2j —1:25,2k —1:2k).

Im Fall, daff die Elemente T; und T}, fir j # k benachbart sind, gilt mit der eindeutigen Kante
Ec& mit EC0T; NoTy

D(2j —1:27,2k —1:2k) = A(2j —1:25,2k — 1:2k) — Bghil.
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Fir j =k und £; := |my|7,| < 1 gilt

D(2j —1:2,2j —1:2)) = A(2j —1:25,2j —1:2)) + |TIZ®Z+ > Bphil,
scor,

und im Fall £; > 1 ergibt sich

D(2j —1:2,2j —1:2j) =A(2j —1:25,2j —1:2)) + [TZ®Z+ Y Bph}l

Eeg*
ECOT;

+e {1 -1+ 62 X(25 — 1:2j) @ X(25 — 1:2) }.

Beweis. Im folgenden bezeichnet d;; wie iiblich das Kronecker-Symbol. Fiir £; < 1 liefert ele-
mentares Ableiten im nicht-stabilisierten Fall

Do 1961 = Agp_12j-1 +6|Tj|Z3,
Doj10r = Agpaj1 +0k|Tj|Z1Zo,
Dojor—1 = Agp_12; +0,1|T|Z1Zo,
Daj ok = Agj +6,1|T;|Z3,

und fiir £; = (X3,_; + X3,)/2 > 1 ergibt sich

Doj 1961 = Agp_12j-1 +0jk|Tj| 27 +oke HTy1(1 — Ej_l + X%j—lej_g)’

Doj 12k = Asgoj1  +0k|Ti1Z1Zy  +6,,e T} X2j71X2jf;3,

Dojor—1 = Agg19;  +0jk|Tj1Z1Zy 46, T} X2j—1X2j£j_37

Dy; ok = Agpaj +OkITHZE o M TH(1— €61 + X3,
Insbesondere gilt wegen A € Rﬁﬁ;” fiir j # k stets

Doj_12k-1 = Agp_12j-1 = Agj_12k-1 = Dor_12j-1,

Doj_1 2k = Agpai1 = Ao 19 = Doy 251,

Dgjor—1 = Agp_19; = Agj1 2k = Dog_1,2j,

Doj ok = Agpaj = Ayjop = Doy 25

unabhéngig von der Grofle /;, und fiir j = £ gilt zumindest Daj2;_1 = Dgj_12j. Es folgt D €

RE%IMN . Das Hinzutreten der additiven Terme im stabilisierten Fall ist offensichtlich. |

Algorithmus 3.5 (Aufbau von D und F fiir (RPgh)). Es bezeichne N die Anzahl der Elemente

in T. Die Matriz A sei bereits aufgestellt worden, und der Vektor X € R?N sei der Koeffizienten-
vektor der aktuellen Approzimation my, gemdfs (3.3). ¢** sei in Form des Spaltenvektors Z € R?
wie in (3.12) gegeben. Es bezeichnet noedges € N die Anzahl der Kanten der Triangulierung.
Dann generiert der folgende Pseudo-Code die Daten D und F fiir das Newton- Verfahren, wobei zur
Abkiirzung die Schreibweise von Lemma 8.4 zur Anwendnung kommt.

D=A
F=AX
for j=1: N
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mhT = X (2j — 1 : 25)

F(2j—1:2j):F(2j—1:2j)+\Tj](th'Z)Z—/ fdx

T;

D(2j —1:25,2j —1:2j) =D(2j — 1:2§,2j — 1:2j) + |T}| (Z x Z7)
¢ := |mhT|

if £>1

F(2j —1:2j) =F(25 — 1:25) + +e HTy|(1 — £71) mhT
D(2j —1:2,2j —1:2j) =D(2j —1:25,25 —1:2§)
+ s—l\Tj|{(1 — "Y1 4 73 (whT *thT)}

endif
end

for k=1 :noedges
if E=FE,€&*

Seien j,J die eindeutigen Indizes mit E C JT; N 0Ty

stab=ﬂEh%

D(2j—-1:25,2j—1:2j) = D(2j—1:25,2j—1:2j) + stabl
D2J—-1:2J,2J—-1:2J) = D(2J—-1:2J,2J—-1:2J) + stabl
D(2j—-1:25,2J-1:2J) = D(2j—1:24,2J—-1:2J) — stabl
D(2J—1:2J,2j—1:2j) = D(2j—1:2j,20 —1:2J)T

jump = X (25 — 1: 2j) — X(2J — 1: 2J)

F(2j—1:2j) =F(2j —1:2j)+ stab  jump

F(2J—-1:2J)=F(2J —1:2J)— stab * jump

endif
end [ |

Bemerkung. Mit Algorithmus 3.5 ist der Aufwand fiir den Aufbau von D bzw. F im diskreten
Modell (RP; ) von der Ordnung O(N), wenn man von der Matrix-Vektor-Multiplikation F =
AX absieht. Aber auch diese kann effizient mittels panel clustering bzw. hierarchischen Matrizen
realisiert werden, siehe Abschnitt 3.6. Da die Anzahl N der Elemente proportional ist zur Anzahl

noedges der Kanten betrigt der Gesamtaufwand zum Aufbau von D bzw. F fiir das stabilisierte
Problem ebenfalls O(N). O

Damit ist im wesentlichen noch der Autbau der Matrix A € Rg}],\l;x 2N 7u beschreiben. A ist nach De-
finition voll besetzt. Zum komponentenweisen Aufbau soll Korollar 2.8 herangezogen werden. Dazu
wird zunédchst angenommen, dafl die Kanten der Triangulierung 7 numeriert sind. Es bezeich-
ne & = {F1,...,Ex} die Menge der Kanten zur Triangulierung 7. Zunéchst wird die ebenfalls
vollbesetzte Matrix S € R2K*2K aufgebaut, deren Eintriige lauten

Sk = / G(x —y)dsy ds, fiir zwei Kanten Ej, Ej, € €. (3.13)
E; JE,

Der Satz von Fubini fiir die Oberflichenmafie auf F; und Ej, (bzw. analoges Vorgehen zum Beweis
von Lemma 2.7) zeigen, dafl die Matrix S symmetrisch ist.
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Bemerkung. Die Eintrage der Matrix S werden exakt berechnet. Die Formeln dazu finden sich
im Anhang A.3. O

Im Anschluf an den Aufbau von S wird A assembliert. Angenommen, die Elemente T}, T}, € 7 seien
Dreiecke mit Kanten E;,, Ej,, Ejy, Ex,, Fry, Exs € . Ferner seien n0Y) = (ngj’)‘),ngj”\)),n(k’“) =
(ngk”ﬁ ),nék’” )) die dufleren Normalvektoren von T; und T} auf den Kanten Ej, bzw. Ey, . Mit
Korollar 2.8 gilt in kompakter Matrixschreibweise

( Ao 1ok-1 Agj12k ) _ < a(xt;e1, xr,e1) a(xr;e1, XT,e2) )
Asjor_1 Asjok (XT €2, XT1,€1) a(XT €2, XT1,,€2)

(
(

J,A) ( w3, (k)
= Z Z S]A:’“IA ( Js A) ( ) n:(lij)n%knu’) )
A=1p=1 M2 2
3 3 )
=D Sk @nt.
A=1p=1

Es ist offensichtlich, daf sich diese Idee zum Aufbau von A auf beliebige affin-berandete Lipschitz-
Gebiete T;, T}, € T tbertragt.

Bemerkung. Der rechnerische Hauptaufwand steckt im Aufbau der Matrizen S € RS;;dgesxmedges

und A € Rg}],\rfnx 2N - Aus diesem Grund wird in der spéteren Netzverfeinerung darauf geachtet, daf bei
der Verfeinerung die Kanten und Elemente, die nicht verfeinert werden, ihre interne Numerierung
behalten. Dadurch miissen nur Teile von S bzw. A neu berechnet werden. Dennoch verhélt sich der
Aufwand zum Aufbau von A (und S) wie O(N?). O

2N x2N
sym

Bemerkung. Zuséitzlich zur globalen Symmetrie A € R
Agj_12k, d.h. eine lokale Symmetrie

gilt nach Lemma 2.7 noch Ay 211 =

<A2k—1,2j—1 A2k—1,2j> R2X2.
Aspoi1 A 2j sy

3.2.2 Berechnung von D und F im Fall d = 3

Das Konzept fiir den Aufbau von D und F iibertrigt sich wortlich auf d = 3, weshalb nachfolgend im
wesentlichen die Resultate gegeben werden. Definiere zunichst die vollbesetzte Matriz A € R3NV*3N
mittels

Azj_o3k—2 Azj_o3k—1 Aszj_o3k

Asj_13k—2 Azj_13k-1 Aszj_13k

A3zjr_2 Ajzjzp_1 Asjag
a(XTjthTkel) G(XTjthTkeQ) a(XTjelaXTke?))

= @(XTjGQ,XTkeﬂ G(XTjGQ,XTkGQ) G(XTjGQ,XTke3) GRg’erg7 (3.14)
a(xt;es; xT.e1) a(xr;es, xr,e2) al(xr,es3, x7.€3)

wobei die lokale Symmetrie wie im Fall d = 2 aus Lemma 2.7 folgt. Verwendet man fiir 1 <j7 < N
die direkt in MATLAB umsetzbare Schreibweise

X3j-2
X(3j —2:3j) = | Xzj_1 | €R?,
ng
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so ergibt sich analog zu oben das folgende Lemma, welches im Modellfall
D¢**(x) = (z-Z)Z + (x-Z)Z fir z € R?

mit orthonormalen Vektoren Z, Z € R3 den fiir das Newton-Verfahren benétigten Vektor F = F(X)
berechnet.

Lemma 3.6 (Berechnung des Vektors F := F(X) € R3¥ fiir (RPgh) und d = 3). Im Modellfall
(3.12) fiir d = 3 gilt im Fall £; := [mp|7;| < 1

F3;_o X-A(:,35-2) o
Fsio1 | = X-AG3-1) | +|TG{(X((B5—2:35)-Z)Z+ (X(3j —2:3j) - Z) Z}
F3; X A(:39)

_/T.fdg:+ Z Behe|E|(X(3j —2:35) — X(3J (4, E) — 2:3J(j, E))),

und fiir £; > 1 ergibt sich

F3; o X-A(53) —2) o
Fsi1 | = X-A(:3-1) | +|TG{(XBj—2:3j)-Z)Z+ (X(3j —2:3j)-Z)Z}
F3; X A(:39)

—/T‘fdw—k Z Behp|E|(X(3j —2:3j) — X(3J(j, E) — 2: 3J(j, E)))

+e Ty (1= 671 X (35 — 22 39).

Dabei ist die Matriz A € RIN>3N durch (3.14) gegeben, A(:,n) € R3N bezeichnet den n-ten Spal-

Sym
tenvektor von A, und X € R®*N bzw. my, sind durch (3.3) verbunden. |

Lemma 3.7 (Berechnung der Matrix D := DF(X) fiir (RPEﬂ’h) und d = 3). Fir fizierte 1 <
j,k < N definiere die abkiirzenden Schreibweisen

~ A3j—2,3k—2 A3j—2,3k—1 A3j—2,3k
Ajp:= | Asj_13k—2 Azj_13c-1 Aszj—13k |,
A3zjzr—2 A3zjzp_1 Aszjag

D3j 23k—2 D3j_23r—1 D3j_23k

Dj,:=| Dsj_13k—2 Ds3j_13k-1 Ds3j_13:c |,
| D EVEI) D3j3k—1 | DEVEY
X3 10 0

X;:=| X31 | sowie T:=[ 0 1 0
Xs; 00 1

Falls j # k gilt und T; und T}, nicht benachbart sind, so gilt

Dji = Ay
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Falls j # k gilt, die Elemente T; und T}, aber benachbart sind, d.h. es existiert eine Seite B € £*
mit E C 0T; N 0Ty, so ergibt sich

Dj, = Ajy — Behp|E| 1.
Fir j =k und £; := |my|7,| < 1 gilt

Djj = Aj +|{Z®Z+Z0Z} + Y Bphe|E|1

EcE*
ECOT;

und im Fall £; > 1 ergibt sich

Djj=A;+|TI{Z@Z+ZeZ}+ > BehplE| 1+ TI{(1 -1+ XX}

Ec&E*
ECOT;
=77
Insbesondere ist die Matriz D also symmetrisch, D € R;”%?’N. n

Bemerkung. Die Algorithmen zum Aufbau von A, D und F fiir d = 3 entsprechen denen fiir d = 2
und zeigen, daf der Aufbau von A mit einem Aufwand von O(N?) durchgefiihrt werden kann und
der von D und F dann simultan und im wesentlichen mit linearem Aufwand O(N) erfolgt. a

3.3 Adaptive Netzverfeinerung fiir isotrope Netze

Es seien (A, m) und (A, my,) Losungen von (RP) bzw. (RPfh) zu gegebenen Parametern ¢, 3. Die
konvexifizierte Energiedichte ¢** erfiille die Monotoniebedingung (2.38). Die a posteriori Abschiit-
zungen (2.63) und (2.64) der Korollare 2.47 und 2.48 legen fiir eine adaptive Netzverfeinerung die
Fehlerschéatzer p und 7 nahe, die durch

= (I(F = £7) = (Vun — (Vun)7) | 1 omay + [ (ma] = 1)+ [172q)

3.15
(] = 44— £7) = (Fun = (Ta)r) + 3w} 1) 1

und

0= (IM{(f — £r) — (Vun = (Vun) 1)}l 1 @y + | (mn] = Dl Z2(q)

(3.16)
+ [(Imp| = )4 {(f — £7) — (Vur — (Vun)7) +8p}l L1 e

1/2

gegeben sind. Dabei bezeichnet h € £°(7) die stiickweise konstante Netzweite |7 := hy = diam T
fir T € 7, und s, € LO(7;RY) ist gegeben durch

1
Sh|T = Z ﬂEhE/[[mh]] dsx, (317)
7 2 .
ECOT
Bemerkungen. (a) p ist ein zuverldssiger Fehlerschétzer im nicht-stabilisierten Fall g = 0.

Erfiillt die unbekannte exakte Losung m € H'(Q;R?), so ist pu auch im stabilisierten Fall
zuverliissig bis auf einen Term hoherer Ordnung, siehe dazu Abschnitt 2.12.
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(b) Fiir n konnte die Zuverléssigkeit nur bewiesen werden, wenn die (unbekannte) exakte Losung
m € W (Q; RY) erfiillt.

(c) Von keinem der beiden Fehlerschiitzer konnte die Effizienz bewiesen werden, n besitzt aber

zumindest die richtige Ordnung. a

Beide Fehlerschitzer lassen sich lokalisieren, d.h. es gilt
1/2 1/2
u=<Zu2T) und 772(277%)
TeT TeT
mit Verfeinerungsindikatoren pp, nr, die mit ¢ := |my|r| € R durch
1w = I(f = £7) — (Vun — (Vup) )| 2 orimey + 1T (b — 1)
(=14 (€~ £7) — (Vur — (Vun)7) + snls iz
= her|[(f = £7) — (Vun = (Vur) )| ey + 1T (6r = 1)
(6= 1)4 (€ = £) = (Y — (Vun)7) + sl ey

(3.18)

(3.19)

gegeben sind, wobei einfach ausgenutzt wurde, daf§ die Restriktion my|r konstant ist.

Algorithmus 3.8 (Adaptive Netzverfeinerung). Gegeben seien ein Anfangsnetz T™, n =0
und ein Verfeinerungsparameter 6 € [0, 1].

(i) Zu jedem ElementT; € T = {Ty,...,Tn} wihle einen Penalisierungsparameter €5, zu jeder
Kante bzw. Seite E, € £* = {F,..., Ex} wihle einen Stabilisierungsparameter B > 0.

(ii) Berechne die Approzimation my, zum Netz T,
(iii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren p; und n;.

(iv) Markiere alle Elemente T; € T | fir die n; > Omax {'I’]J‘]. < J < N} (bzw. p; >
9max{;u|1§J§N}) gilt.

(v) Verfeinere die markierten Elemente rot, erhéhe n:=n + 1 und gehe nach (i). [ |

Bemerkungen. (a) Fiir 6 = 0 fiihrt der gegebene Algorithmus auf uniforme Netzverfeinerung. In
den numerischen Beispielen wurde in der Regel 6 = 1/2 gewéhlt.

(b) Bei den numerischen Experimenten wurde aufgrund der Datenstruktur darauf geachtet, dafl bei
den allen Seiten E € & einer Triangulierung 7®) maximal ein hiingender Knoten im Inneren
von E lag. In Schritt (iv) des Algorithmus mufiten daher gegebenenfalls noch weitere Elemente
zur Verfeinerung markiert weden.

(c) Die a priori Abschétzung in Satz 2.31 bzw. Satz 2.44 legt nahe, den Penalisierungsparameter
gj = hr; auf jedem Element T} zu wéihlen, wobei hr, := diam(7}) die lokale Netzweite bezeichne.

(d) Die Konvergenzanalyse zu den Stabilisierungstermen in Abschnitt 2.12 empfiehlt, fiir jedes
B € £F einen Parameter 0 < §), < h;Ji zu wéhlen mit hg, := diam(E}), damit zumindest fiir

uniforme Netze und m € H'(; R?) der Stabilisierungsterm o (m7, m7) von héherer Ordnung
ist. O
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Bemerkung (Startwert des Newton-Verfahrens). Grundsitzlich kann das Newton-Verfahren
in Schritt (ii) von Algorithmus 3.8 zur Berechnung der diskreten Magnetisierung my, stets mit dem
Nullvektor als Startvektor gestartet werden. Bei den Experimenten wurden aber in der Regel nested
iterations verwandt: Es seien n > 1, ml(ln_l) die diskrete Losung zum Netz 71 und 7 das
aktuelle Netz, das durch Rot-Verfeinerung einiger Elemente aus 7 (1) gewonnen worden ist. Dann
gilt natiirlich auch m%n_l) € £O(T(™:R%), und das Newton-Verfahren kann mit dem Basisvektor

von m,(ln_l) beziiglich £°(7();R?) gestartet werden. O

Damit steht nur noch aus, die beiden Integrale der Gestalt
[(f —f7) — (Vup — (Vup) 1) — cllp1(rme)

mit den Konstanten ¢ € {(0,0),sp|r} € R? zu berechnen. Die Berechnung wird iiber Quadra-
tur erfolgen. Dazu mufl man aber zunéchst verifizieren, daf§ der Integrand stetig und damit die
Punktauswertung wohldefiniert ist.

Lemma 3.9. Fir ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet T C R? ist das Newton-Potential G * x7 €
C2(RNOT) NCH(RY). Fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung gilt

9 oG )
—axj (Gxxr)(x) = (83@1 * XT) () = — - G(x —y)nj(x)ds, fir alle x € R, (3.20)
Fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gilt fir alle x € R\OT
02 9 (0G oG
= 9z, \oxx == | &=y 21
9,02y (G * xr)(7) oz ((%k * XT) () /BT For (z — y)n;(y) dsy, (3.21)

und insbesondere gilt fir x ¢ T

0? 0 s 0G 9?G
5.5 (C X0@ = 5 (5w ) @) = (

* XT) (z). (3.22)

Oxj0xy,
Fiir alle 1 < p < oo stimmt die schwache Ableitung von (0G/0xy,) * xT € WF(R?) gemdf Satz 1.27

mit der starken iiberein, d.h. durch triviale Fortsetzung definiert (3.21) eine Funktion in LP(R?).

Beweis. Der Beweis folgt im wesentlichen aus den Sdtzen 1.18 und 1.19. Danach gilt zunéchst
einmal G * xr € C1(R?) mit O(G * x7)/0zxr = (0G/0x},) * x7. Mit partieller Integration folgt fiir
alle z € R¢

oG oG oG
(— *XT)@) = . a—xk(x —y)dy = — g a—yk(a: —y)dy = — - G(x — y)ni(y) dsy.

Ferner gilt mit h := dG/dz), auch h * x7 € CHRNIT) mit

a(h
M(x) = —/ h(z —y)n;(y)ds, firzeT.
d; T
Gleichung (3.22) folgt direkt mit Satz 1.11, und der Nachsatz folgt unmittelbar aus dem Funda-
mentallemma der Variationsrechnung und der Definition schwacher Differenzierbarkeit. |

Da my, nach Definition des Verfahrens bzw. (3.3) eine endliche Linearkombinationen charakteristi-
scher Funktionen ist, kann Vuj(x) punktweise in allen Punkten auflerhalb des Skeletts S := [J&
von 7 berechnet werden.
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Korollar 3.10. Fir my, € LO(T;RY) erfillt das zugehirige magnetische Potential up = Lmy, €
C(RY) NCHRAS), und es gilt

my, |7, ) ) d
Vup( E '“—n y)ds, firx € RN\S. 3.23
h |Sd’ oL, ‘l’ — y‘d ( ) Yy \ ( )

Fiir die triviale Fortsetzung von (3.23) gilt Vuy, € LP(R4RY) fiir alle 1 < p < oo.

Beweis. Nach Satz 1.30 ist das exakte Potential up zu my = (my, ..., my) durch
d
oG
=2 (52,) e

gegeben. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt d = 2. Mit der Basisdarstellung (3.3) gelten

N

= ZXTkXQk_l und mo = Z XTkXQk.
k=1 _

Damit ergibt sich

oG oG
up = ; (szq Ere * X1, + Xok o * XTk), (3.24)

und Lemma 3.9 garantiert uj, € C'(R¥\S) N C(R?) mit

N
Oup, oG oG
—(z) = — Xop_ —(x — (y)d X —(x — i(y)d
oz, (z) ;( 2k—1 o 071 (z y)nj(y) Sy + Xog o, D73 (w y)n](y) sy)
N
0G 0G
= Z/ <X2k—17($ —y) + Xop7—(z — y)) n;(y) dsy
oT, 0y 0xo
S (3.25)
1 Xop_ - X -
R o ok-1(z1 —y1) + ” 2k (2 y2)nj( ) ds,
|SQ k=1 Ty, |:E - y|
N
1 my|7;, - (z —y)
—k T ni(y) ds,.
2 e A
Damit ist Gleichung (3.23) gezeigt, und der Nachsatz folgt unmittelbar aus Lemma 3.9. |

Bemerkung. Da der Integrand in (3.23) fiir fixes 2 € R%\S beliebig glatt und beschrinkt ist, treten
bei der numerischen Quadratur zur Berechnung von Vuy,(x) keine Instabilitéten auf. Anders verhilt
sich der Fall natiirlich, wenn man das Integral von |Vuy,| iiber ein Element 7' € 7 berechnen will. In
den Experimenten erwies sich die Verbindung von duflerer und innerer Quadratur erwartungsgeméf
als instabil. Abhilfe kann aber dadurch geschaffen werden, dafl Integrale der Gestalt (3.23) bzw.

z-(x— ) d
7ds fir z € RN\OT
i \
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mit einem fixen Vektor z € R? und T' € 7 exakt berechnet werden Integrale dieser Art mit einer
beschréinkten Mannigfaltigkeit I" anstelle von 9T treten im Kontext der Randelementmethode bei
der exakten Berechnung des Doppelschichtpotentials auf. Ist I' eine Strecke in R? bzw. ein ebene
Rechteckfliche in R3, so kann dieses Randintegral exakt berechnet werden. Analytische Formeln
hierfiir finden sich im Anhang A fiir d = 2 bzw. Anhang B fiir d = 3. Damit kann Vuy(z) fir alle
r € RN\S exakt berechnet werden, sofern die Elemente T € T polygonal berandet sind fiir d = 2
bzw. achsenorientierte Quader sind fiir d = 3. |

Lemma 3.11. Fir my € L%(7T;R?), uj, = Lmy, und alle 1 < j < N gilt

i(X-A(:,%—l)) fird— 2.
51\ X A(:,2))
(Vup)r|1; = as A(:,35—2) (3.26)
T X-A(;,35—-1) fiir d = 3.
LT\ X AG3))
Héerbei bezeichnet A(:,n) € RN wieder den n-ten Spaltenvektor der oben definierten Matriz A €
Rs%leN-

Bewets. Fiir d = 2 gilt nach Gleichung (3.10)

1
(Vup) 7|1, :][ Vuy(z) de = W{WM s xryen)er + (Vuy ; xr,e2)ea}
T; J

1
= _|T4| {a(mmXTjel)el + a(mh,XTjEQ)ez}
J

1 x A )

Das entsprechende Ergebnis fiir d = 3 folgt analog. |

Bemerkung (Numerische Quadratur fiir d = 2 und rechteckige Elemente). Fiir den Fall,
daB die Elemente T' € T Rechtecke (oder allgemeiner Parallelogramme) sind, wird zur Berechnung
des Integrals iiber T eine Quadraturformel auf dem Referenzviereck Tyef = [—1,1]? nach T trans-
formiert. Sind in mathematischer Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn a, b, ¢, d € R? die Eckpunkte
des Parallelogramms 7', so wird die affine Transformation

1 1 1
T: Tt — T, (s, ) — 5((1 +s)a+ (1+t)e—(s+1)b) =b+ §(s—|— 1)(a—0b)+ §(t+ 1)(c =)
verwendet. Diese entsteht dadurch, da§ man zunéchst Tier mittels (s,t) — (s + 1, + 1)/2 auf das
Einheitsquadrat [0,1]? transformiert und dann das letztere mittels (s,t) — b+ s(a — b) + t(c — b)

auf T'. Durch den Transformationssatz wird die Determinante der Jacobi-Matrix von 7 involviert.
Es gilt

| det Dr| = E((b1 —a)(e2 — a2) ~ (b — as)(er — )|

1 by —a1 c1—a1 7|
o -
4‘ ¢ by —ax co—az 4
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Die letzte Gleichheit folgt gegebenenfalls leicht ebenfalls aus dem Transformationssatz. Insgesamt
gilt damit die Gleichheit

[wa=5 [ 5wy

T Tref

und das Integral auf der rechten Seite wurde in den numerischen Beispielen mittels einer Tensor-
Quadraturformel approximiert. Auf dem Intervall [—1, 1] wurde dazu jeweils eine 2-Punkt Gauss-
Quadratur verwendet, wie sie sich in der Standardliteratur findet SECREST-STROUD [57, Seiten
300ff.]. Fiir die Implementierung hat es sich bewéhrt, daf§ die n Stiitzstellen der Quadraturformel

als (n x 2)-Matrix und die zugehorigen Gewichte als Zeilenvektor iibergeben werden. O
‘ Nr. H Stiitzstelle ’ Gewicht ‘
1 0.5774 ,-0.5774 1

2
3
4 0.5774 , 0.5774

)

) 1
0.5774 ,-0.5774) 1

) 1

(_
(-0.5774 , 0.5774
(
(

Tabelle 3.1: (2 x 2)-Punkt Gauss-Quadratur auf Trer = [—1,1]%.

Bemerkung (Numerische Quadratur fiir d =3 und Quaderelemente). Analog zum Fall
d = 2 wurden fiir d = 3 ebenfalls Tensor-Gauss-Quadraturen involviert. O

Bemerkung (Numerische Quadratur fiir d =2 und dreieckige Elemente). Ist T € 7 ein
Dreieck mit Eckpunkten a, b, ¢ € R?, so wird eine 3-Punkt Gauss-Quadratur auf dem Referenzdrei-
eck Ty = conv{(0,0),(1,0),(0,1)} mit der affinen Transformation

T:Thet = T,(s,t) —b+s(a—b)+t(c—b) =(1—s—1t)b+ sa+tc.

a1 —br c1—b

) errechnet sich
ag — bQ Cy — b2

auf T iibertragen. Die Determinante der Jacobi-Matrix D1 = <
als |det D7| = 2|T|, und damit gilt

| tway =211 [ f(ria) d.

ref

GauB-Quadraturen auf Tyer finden sich z.B. in BATHE [9, Seite 308]. O

‘ Nr. H Stiitzstelle ‘ Gewicht ‘
1 [(1/6,1/6)] 1/3
2 | (2/3,1/6)| 1/3
3 (1/6 ,2/3) 1/3

Tabelle 3.2: 3-Punkt Gauss-Quadratur auf Tyes = conv{(0,0), (0,1),(1,0)}.
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3.4 Adaptive Netzverfeinerung zur Generierung anisotroper Netze

Fiir die Finite Elemente Methode gilt als geklért, dafl man die optimale Konvergenzrate des Verfah-
rens nur fiir anisotrope Triangulierungen erwarten kann. Im Kontext der Randelementmethode fin-
den sich gleichlautende Heuristiken in CARSTENSEN-MAISCHAK-STEPHAN [21] und CARSTENSEN-
MAISCHAK-PRAETORIUS-STEPHAN [22]. Algorithmus 3.8 aus Abschnitt 3.3 verfeinert markierte
Elemente stets rot. In diesem Abschnitt wird deshalb ein weiterer adaptiver Algorithmus vorge-
stellt, der rot-verfeinerte Elemente darauthin priift, ob eine Griin-Vergroberung sinnvoll erscheint.
Zur Idee siche Abbildung 3.1. Es wird erwartet, dafl der zusétzliche Aufwand bei der Netzvergrobe-
rung in nachfolgenden adaptiven Schritten wieder wettgemacht wird durch die geringere Anzahl an
Elementen, was insbesondere die Berechnung von A zeitlich entlastet.

. Ty 15
Rot-Verfeinerung
T Vergroberung
T Ty
(GV)
Ausgangselement T’ nach Rot-Verfeinerung

Abbildung 3.1: Schematisches Vorgehen bei Elementverfeinerung durch Algorithmus 3.17, wobei die
Netzvergroberung nur durchgefihrt wird, wenn sie eine bessere Konvergenzrate verspricht.

In diesem Abschnitt wird nur der Fall d = 2 betrachtet. Es sei 7 eine fastregulire Triangulierung
von € in lauter achsenparallele Rechtecke. Ferner sei 7 eine weitere Triangulierung, die durch Rot-
Verfeinerung einiger Elemente aus 7 entstanden, und 7' € 7 sei ein solches Element, aus dem die
Elemente T7,...,Ty € 7 durch Rot-Verfeinerung hervorgehen. Es bezeichnen P; die Schwerpunkte
der Elemente T}, vgl. Abbildung 3.2. Auf dem Referenzelement T} := [0, 1]? seien die vier nodalen
()1-Basisfunktionen betrachtet,

Sol(svt) = (1 - 8)(1 - t)’ 902(8775) = 5(1 - t)v 803(5»t) = st, 304(‘9’75) = (1 - S)t' (327)

Zunichst wird der folgende Ansatz gemacht: Man approximiere die unbekannte Losung m auf T’
durch eine @Q;-Funktion,

4
~ T) ~
=3¢,
j=1

wobei die m; € R? als Integralmittel

m; —][ mdx
T
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Ty T3

P1 P. 2
T1 T2

Abbildung 3.2: Der rot-verfeinerte Block T +— (T1,...,Ty) mit den Schwerpunkten P; der neuen
Elemente Ty, ..., Ty und das dadurch aufgespannte Rechteck Ts := conv{ Py, ..., Py}.

und die Basisfunktionen gog-T) als Verkettung ¢

auf 1.y und der affinen Transformation

(T)

;= pjo ®~! mit den nodalen Basisfunktionen ©;j

(I)(S,t) =P+ S(PQ — Pl) + t(P4 — Pl)
gegeben seien. Gilt fiir die unbekannte Losung m € H?(T;R%), so folgt
fm — ﬁl”L?(T;Rd) S h%HDQm”L%T;Rd)v

d.h. der Fehler ist von hoherer Ordnung. Mit Dreiecksungleichung ist dann nur noch der Fehler
|m — m|p2(ppe2) fiir verschiedene (77, ... Ty)-stiickweise konstante Approximationen m von m zu
untersuchen. Betrachte die (77, ..., 7T})-konstanten Funktionen mg, mgg, mgy, mp : T — R2

4
~ 1 -
mo = ZXT Zm]7
=1

~ m; + my mg3 + my .
MGH = XTiy 5 XTs4 2 mit Tio (=TT UT5, T34 := T35 U Ty,
~ m; + my my + m3 .
mgy (= XTMT XTZST mit Ty :=T1 U Ty, Tog :=To UT3,

4
mp = E Xijj-
7=1

Mit diesen gilt das folgende Lemma, dessen elementare Verifikation nur der Vollstdndigkeit hal-
ber gegeben wird. Lemma 3.12 dient lediglich dazu die im anschliefenden Korollar eingefiihrten
Vergroberungsindikatoren miteinander in Relation setzen zu kénnen.

Lemma 3.12. my, mgy, mgy und mp sind die L?-Bestapprozimationen von m auf LO({T}; R?),
ﬁo({Tlg, T34}; RQ), ﬁo({Tm, T23}; R2) bzw. EO({Tl, N ,T4}; R2).
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Beweis. Nach Definition der Transformation ® gilt zunédchst einmal

ONTy) = Ty =101 oNT) = [-1/2,3/2)%,
o I(n) = [-1/2,1/2]?, o HTy) = [1/2,3/2] x [-1/2,1/2], (3.28)
dNTy) = [1/2,3/2)72, O NTy) = [-1/2,1/2] x [1/2,3/2].

Mit dem Transformationssatz gilt beispielsweise wegen |det ®| = |Ts| = |T'|/4

(T) ’T| 1/2 /1/2 B B ’T| 1/2 B 2_@
dz / 1—s)(1—t)dsdt = 4( (1 s)ds>—4,

1/2J-1/2 —1/2
=1
3/2 1/2 3/2 1/2
(T)d ’T|/ / (1 s)( d)dsdt:@</ (1—s)da:></ (1—t)dt>
1/2 4 \ i ~1/2
|
=0

Analoge Rechnung verifiziert

T
i o\ du = % 8 fir alle 1 < j, k < 4. (3.29)
k

Wie in Kapitel 2 angemerkt, wird fiir jede Partition IT von T die L?-Orthogonalprojektion P :
L*(T;R?*) — L°(II;R?) durch P(g) := g mit gn|, := f- gdz fiir alle Elemente 7 € II definiert.
Die Bestapproximation Prg von g auf £°(IT; R?) wird damit explizit gegeben durch

Prg = foj[gdx.

Tell

Also ist mg die L2-Bestapproximation von m auf £°({T};R?), denn mit IT = {T'} gilt

4
Fom = ZPH( 0 J):Z;(][ ol e xrm, = rleg Z/Tk i i
=
—]k|T\/4
1 4
:Z;XTfhj:fﬁO

Analoges Vorgehen verifiziert die iibrigen Aussagen. Beispielsweise gilt fiir IT = {79, T34}

4
P]_[r/fl = Z (XT12 fT ¢§T) d.’E + XT34 ﬁ ¢§T) dﬂf) I’Afl]
j=1 12 34
4
2 ~
|T| { Z |:XT12 / ¢ dLL’ + / (b ) dl‘ m] + XTs4 / ¢(T dr + ¢§T) dw) mj:| }
4

9 T T,
= m XT12T (m1 + mg) + XTMT (m3 + m4)
m; + ms ms + my -

2 XTs34 = mMgH. [ |

= XTi2 9

Die Bestapproximationseigenschaften erlauben nun Definition und Vergleich der folgenden Indika-
toren.
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Korollar 3.13. Flir die Indikatoren

(1) . 1 — 7
ap = [jmg m||L2(T;R2)7
1) e — B
Cop = ”mGH mHLz(T;R2)7 (3 30)
oy = gy — &l p2erge),
T) o e — 7
OéR = ”mR mHLQ(T;RQ).
gilt die Abschitzung ag) < ag) < a(()T). Dabei steht oz(GT) stellvertretend fiir einen der beiden
Indikatoren agg{ und ag‘;. |

Das angekiindigte Entscheidungskriterium, ob das rot-verfeinerte Element 7' = 77 U --- U T}
nachtriglich griin zu vergrobern ist, basiert auf den beiden folgenden heuristischen Annahmen.

(H1) Die CPU-Zeit fiir die Berechnung einer diskreten Losung zu einem gegebenem Netz héngt
iiber die Formel c1gN” 4 c19 von der Anzahl der Elemente N in diesem ab. Dabei ist p ein
Parameter p > 1.

Der Aufwand des Algorithmus zur Berechnung der Losung zum Netz 7 ist dementsprechend pro-
portional zu tg := c18N” + ¢19. Wird das Element T' € T rot-verfeinert, so betragt der Aufwand
des Algorithmus im néchsten adaptiven Schritt (mindestens) tr := cig(N + 3)P + c19, wird es
griin-verfeinert, so betrigt der Aufwand (mindestens) tg := c18(N + 1)? + c19. Offensichtlich gilt
to <tg < tg.

(H2) Das Element T ist griin zu vergrobern, falls gilt

p_ NP
a(GT) < oz((]T) + m(ag) - oz((]T)) mit Ky = ENJF )P — N

(N13p N7 (3.31)

da in diesem Fall die Konvergenzrate verbessert wird, siche Abbildung 3.3.

NS Lo, o)

i)

Abbildung 3.3: Entscheidungskriterium (H2), ob eine Griin-Vergréberung vorzunehmen ist (links)
oder nicht (rechts).

94
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Lemma 3.14. Die Bedingung (3.31) ist dquivalent dazu, dafi der Punkt (tg,a(GT)) unterhalb der
Verbindungsstrecke von (to,aéT)) und (tg, ag)) liegt, siehe Abbildung 3.3.

(1) (T)

Beweis. Der Punkt (tg, o ') liegt genau dann unterhalb der Verbindungsstrecke von (to, oy )
und (tg, ag)), wenn fiir die (ohnehin negativen) Steigungen der beiden Geraden gilt
(T) (T) (T) (T)
G — % g =% _
ta—to — tr—to
% N +1) = NP  tg—t
Elementare Aquivalenzumformungen mit xy = E N i 3;;) e tz — tz zeigen
O‘(GT - O‘éT) O‘g - aéT) (T) (T) (T) (T)
P— < Pr— = a5 <ay +en(ap’ —ay’). |

Schliefllich ist noch das asymptotische Verhalten von x n zu untersuchen. Fiir p = 1 gilt offensichtlich
kn = 1/3 unabhiingig von N. Wie das folgende Lemma zeigt, gilt dies asymptotisch auch fiir p > 1.

1 3 p—1 1 1\p—1
Lemma 3.15. Es gilt 3 (1 — N——i-3) <kny < g(l + N) , also asymptotisch ky =~ 1/3.

Beweis. Fiir p > 1 betrachte die Funktion f(s) := s,

SN ) FIN+D=f(N)
ke —3 1 (NFD-N__
[(N+3)—F(N) ~ 3 F(N+3)—f(N)

3 (N+3)-N

Nach Mittelwertsatz existieren (,£ € Rmit N << N+1, N << N+ 3 und
_1fE 1 (é)p—l

N prm— —_
310 3¢
Einsetzen der Abschitzungen fiir ¢ und ¢ liefert dann
1 3 p=1 1 N \pr—1 1/ N+1\,-1 1 1y\r-1
O e o R R (S G
3( N+3 3\N+3/ ="=3UN sUT N

Korollar 3.16. Unter der Giiltigkeit von (H1) und (H2) ist das Element T' = T1U- - -UTy insgesamt
wieder zu, vergrobern, falls fiir einen Parameter 0 < k <1 das Kriterium

min{agy, agv} < ap + k(ag — ap) (3.32)

erfillt ist. Lemma 3.15 empfiehlt — zumindest bei grofier Elementanzahl — den Wert k = 1/3 zu
wdhlen. Je kleiner der Wert von k > 0 ist, desto mehr rot-verfeinerte Elemente werden grin
vergrobert. Fir k =1 tritt de facto keine Griin-Vergriberung mehr auf. |

Bemerkung. Es bezeichne my, € EO(%; R?) die diskrete Losung zum Netz T , das durch Rot-
Verfeinerungen aus 7 hervorgegangen ist. Im allgemeinen sind keine garantierten Zusammenhénge
von den bekannten Werten my|r; und den unbekannten Integralmitteln m; = JCTJ- mdzx zu erwarten.
Unter der Voraussetzung aber, dafl m; und my,|7, hinreichend gute Approximationen von einander
sind, kann das Kriterium (3.32) explizit bewertet werden — wobei man my,|7; zur Berechnung der

Indikatoren a(()T), ag Ii,, ag&, ag) heranzieht. O
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Bemerkung. Da die exakte Losung m sicherlich nicht immer in H?(€; R?) liegt und my |7, ledig-
lich eine Approximation von JCT m dzx ist, ist der Parameter x experimentell zu bestimmen. Bei den
J

numerischen Experimenten zeigt sich, dafl im Kriterium (3.32) der Parameter x = 1/3 bei weitem
nicht optimal ist. Er fiihrte sogar zur Verschlechterung der Konvergenzrate. Bei uniformer Netzver-
feinerung und x = 3/4 konnte hingegen eine leichte Verbesserung der Konvergenzrate beobachtet
werden. O

Algorithmus 3.17 (Adaptive anisotrope Netzverfeinerung fiir d = 2). Gegeben seien ein
Anfangsnetz T, n = 0 und ein Verfeinerungsparameter 0 € [0, 1].

(i) Wihle Penalisierungs- und Stabilisierungsparameter und berechne die diskrete Ldsung mp
zum Netz T,

(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren n; := NT;.e; -
(iii) Markiere alle Elemente T € TM) fir die n; > 0 max {nJ ‘ 1<J< N} gilt.
(iv) Verfeinere die markierten Elemente rot und erhalte ein neues Netz T,

(v) Wiihle Penalisierungs- und Stabilisierungsparameter und berechne die diskrete Lésung myp,
zum Netz T™.

(vi) Wihle einen Vergroberungsparameter k > 0 und berechne fiir jedes verfeinerte Element T €

T die Indikatoren a(()T), agg[, a(GT&, ag).

(vii) Markiere die Blicke (T, ..., Ty) zu verfeinerten Elementen T € T™ fiir eine Griin- Vergribe-
rung, falls (3.32) gilt.

(viii) Vergrébere die markierten Blicke gemdfS Abbildung 3.1 und erhalte dadurch T0AD - erhihe
n:=n+ 1 und gehe nach (i). [ |

Abschlieflend ist noch die Berechnung der Indikatoren aéT), aglz,, ag‘;, ag) zu erldutern. Man be-
trachte zunsichst m := Y, _, @,E:T)bk mit by = (b,gl)7 b,(f)) € R?. Dann gilt mit den symmetrischen

Massematrizen M) € R;L;n‘f, definiert vermoge

Mé‘? ;:/ orpedr,
O—1(Ty)

und mit Transformationssatz

4 4
2 T
I by = S by [P0 de = LSS ) [ e
" k=1 i 4 k=1 >=H(Ty)

4 4
T 1) r(G),(1 9) (). (2
LS g+ 3 )

kf=1 ff=1

_ % (60 (@M 4 p@) . prDpRY, (3.33)

Mit Blick auf die nodalen Basisfunktionen (3.27) und die Eigenschaften (3.28) der Transformation
® involviert die Berechnung der Massematrizen lediglich sechs elementaren Integrale.
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Lemma 3.18. Eine elementare Rechnung zeigt

169 —-13 1 -13 13 -13 1 -1
w_ 1| -1B 13 -1 1 y@_ L[ -13 169 -13 1
44l 1 -1 1 -1 | 44|l 1 -13 13 -1 |7
-13 1 -1 13 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 13 -1 1 -13
@_ 1| -1 13 -13 1 yo_ L -1 |
44| 1 -13 169 -13 | 44|l 1 -1 13 -13
-1 1 -13 13 ~13 1 —13 169

Um schliellich die Indikatoren oz((]T), agg,, oz(GT‘;, ag) auszurechnen, beachte man, dafl die nodalen

Basisfunktionen ¢; eine Zerlegung der 1 auf R? definieren, d.h. Zi:l pr = 1, und insbesondere gilt
daher auch Ei:l @lgT) = 1. Ist nun

4
m = E Xchj
j=1

eine (T1,...,Ty)-stiickweise konstante Funktion mit ¢; € R?, so kann [|m — m)|| 12(1;;R?) mittels
(3.33) exakt berechnet werden — und damit auch die L2-Norm iiber T' - denn auf T} gilt punktweise

4 4
. T T
m—m:cj—g cpé)mkzg @,(C)(cj—mk).
k=1 k=1 —by,

Bemerkung. Bei der Realisierung des Kriteriums (3.32) werden sowohl auf der linken als auch auf
der rechten Seite die Faktoren |T'|/4 und ﬁ involviert. Durch Kiirzen kénnen diese also bei der
numerischen Implementierung entfallen. O

3.5 Implementierung eines auf Glittungseigenschaften basierten Fehlerschét-
zers

Verfeinerungsindikatoren, die auf Glattungseigenschaften basieren, sind fiir den Mikromagnetismus
bisher noch nicht mathematisch fundiert. Sie haben sich jedoch bei vielfdltigen anderen Proble-
men als duerst robust erwiesen, vgl. ALBERTY-CARSTENSEN [2], BARTELS-CARSTENSEN [6, 7, §],
CARSTENSEN-FUNKEN [18, 19, 20], VERFURTH [60], ZIENKIEWICZ-ZHU [63]. Dieser Abschnitt zeigt
die Implementierung eines auf Gléittungseigenschaften basierten Fehlerschétzer fiir d = 2. Es sei
T eine fastreguliare Triangulierung der Ordnung 1, deren Elemente achsenorientierte Rechtecke
seien. Es wird ein Glittungsoperator A : L%(T;R?) — L}(T;R?) eingefiihrt, der jeder 7 -stiick-
weise konstanten Magnetisierung my, € L£°(7;R?) eine global stetige, 7-stiickweise Q1-Funktion
Amy, € L1(T;R?) zuordnet. Dann definiert

¢ = [mp, — Amp | 12(r2)

einen Fehlerschétzer, der sich in der Literatur zu anderen Problemen als zuverldssig und effizient
erwiesen hat. Bei den numerischen Beispielen im nachfolgenden Kapitel bewéhrte sich ein solcher
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Schétzer auch im Bereich des Mikromagnetismus, und empirisch werden Zuverldssigkeit und Effi-
zienz von ¢ nachgewiesen.

Es bezeichne Ty := [0,1]> wieder das Referenzelement mit den Knoten z1 = (0,0), z2 = (1,0),
x3 = (1,1) und x4 = (0,1), ¢1,...,pq seien die nodalen @;-Basisfunktionen geméf (3.27), und
¢ : Trep — T sei eine affine Transformation. Fiir freie Knoten z € K werden zunéchst Gewichte
¢, € R? wie folgt berechnet. Es bezeichne

W, 1= U {T eT | z ist Knoten von T}

den patch von z, und

fz = my dx
Wy
sei das Integralmittel von my, {iber w,. Zu einem hdngenden Knoten z € K seien z,y € K die Knoten
der Kante, in deren Inneren z liegt. Dann existiert ein Skalar ¢ € (0,1) mit z = (1 — ¢t)x + ty, und
man definiert

&= (1 —t)&, +t&, € R?, (3.34)

sofern &, und &, schon bekannt sind. L8t sich fiir jeden Knoten z € K gegebenenfalls rekursiv das
Gewicht £, bestimmen, so fiihrt diese Definition zu einer eindeutigen, global stetigen, 7 -stiickweisen
Q1-Funktion my, := Amj € £1(7;R?), die in allen Knoten z € K den Funktionswert my,(z) = &,
besitzt. Diese Funktion wird elementweise durch

mulr =y, ol

zeK

Knoten von T
b ; (T ._ . -1 ) —
gegeben mit ¢z ' := ;0 & und ®(z;) = z.

Bemerkung. Die Bedingung &, = (1 —t)&, + t§, fiir die hingenden Knoten ist zwingend, da jede
global stetige 7 -stiickweise QQ1-Funktion auf den Kanten der Triangulierung affin ist. O

Abbildung 3.4: Fine fastrequldre Triangulierung der Ordnung 1, fir die die Gewichte &, nicht
vollstindig bestimmt werden konnen.
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Beispiel. Die Definition der £, fiir hingende Knoten z € K mufl rekursiv erfolgen, da die End-
knoten z,y der groflen hingenden Kante, auf der z liegt, ihrerseits wieder héngend sein kénnen.
Offensichtlich bricht dieses rekursive Verfahren aber nicht fiir jede fastregulédre Triangulierung ab.
Bei der Triangulierung in Abbildung 3.4 sind zum Beispiel alle Knoten des Elements T" hdngend,
und dies fithrt dazu, dafl die Rekursion zur Berechnung der zugehérigen &, nicht abbricht. Der
nachfolgende Algorithmus bestimmt die Werte £, und bricht gegebenenfalls mit Fehlermeldung ab,
wenn nicht alle £, bestimmt werden konnen. Bei den numerischen Experimenten trat aber kein

Abbruch auf. O

Algorithmus 3.19 (Berechnung der Gewichte ;). Es sei A := K die Liste aller Knoten
z € K, fiir die &, noch zu bestimmen ist.

(i) Berechne &, fir alle requlire Knoten z € K und entferne diese aus A.
(ii) Es sei ¢ := |A| die Linge der Liste A.

(iii) Fir alle z € A, fir deren Nachbarpunkte x,y € K die Gewichte &;,§, schon bestimmt sind,
berechne &, gemdf (3.34) und entferne z aus A.

(iv) Falls A die leere Liste ist, sind alle &, berechnet worden: Erfolgreiches Programmende.

(v) Ist £ > |A| gehe nach (ii), anderenfalls brich das Programm mit einer Fehlermeldung ab. W

Fiir die Berechnung der zu ( gehorigen Verfeinerungsindikatoren
(r = ||1’Y1h — thLQ(T;RQ) fir T e T
gilt analog zum vorausgegangenen Abschnitt

G =TI |32 105 (&5 — mh)HiQ(TreﬁRz) — 7| {p® - M 43 - a3,

wobei die Vektoren b1, 52 e R* durch (bg-l),bgg)) = & — my|r und die Massematrix M €

Ré;é durch My, :== [ ; itk dx gegeben seien. Ausgenutzt wurde hierbei wieder die Eigenschaft
2?21 ¢; = 1 und die Rechnung in Gleichung (3.33). Zusammen mit dem folgenden Lemma konnen

die Verfeinerungsindikatoren (7 dann exakt berechnet werden.

4 2 1 2
‘ . e . 1 2 4 2 1

Lemma 3.20. Eine direkte Rechnung zeigt fiir die Massematriz M = w612 4 2 |
2 1 2 4

Bemerkung. Die Verfeinerungsindikatoren (7 sind aus numerischer Sicht auch daher so interes-
sant, dafl sie mit einem Aufwand von O(1) berechnet werden kénnen. Insbesondere erfordert die

Berechnung des zugehorigen Fehlerschéitzers ¢ = (Z;Vﬂ (%j)l/ ? nur einen Aufwand von O(N),
wobei N € N die Anzahl der Elemente in 7 bezeichne. O
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3.6 Effizientere Berechnung von A und 7 mittels panel clustering

3.6.1 Idee des panel clustering am Beispiel der Berechnung der Matrix A

Firl <a,6<dund 1< j k < N definiere man

B_;lkﬁ = a(XTjeon XTkeﬁ)u

wobei wieder T},T), € T := {T4,...,Tn} vorausgesetzt sei. Dann gilt mit der oben eingefiihrten
Notation und Bjy, = (BS)d 5, € RE

A(2j —1:25,2k —1:2k) =By, baw. A(3j—-2:35,3k—-2:3k)=1B

fir d = 2, 3. Gilt ferner T] N Ty, = 0, so berechnet sich der Eintrag Bjakﬁ nach Lemma 2.7 als

/ . axaaxg —y)dydz.

Die Idee beim panel clustering ist es, fiir gewisse (nicht-leere) cluster o,7 C 7 mit

dist(6,7) > 0 fir 6 :=Jo und 7 := 7 (3.35)
die Matrizen Bjj, € deyxncf durch Approximationen Ejk € Rg;}ff zu ersetzen und diese fiir alle j € o
und k € 7 simultan aufzubauen. Dies erfolgt durch Approximation des Integranden
0*q
g(z,y) == Gxaaxg(x_y) firxed,yet

durch eine strukturell einfachere Funktion, z.B.

ZZg =9, upl) ()P () (3.36)

m=1n=1

mit Lagrange-Polynomen pﬁ,‘{) und pg) zu gegebenen Stiitzstellen argg) €4, yg) € 7, vgl. BORM-

GRASEDYCK-HACKBUSCH [10]. Es ergibt sich

Jk’_// (2. y) dy do ~ By = ZZQ 2.y {/T %)(x)dw}{/pﬁ)(y)dy}'

m=1n= 1 J Ty
-
Cj(:;) Ckn

Mit den Matrizen (Dy, o n)mns (C’(-U))jm und (C,g;))kn gilt dann

jm
B*|gxr % B g7 = CO)oD%|r (CO|)T.

Sind zur exakten Berechnung von B3|, , insgesamt |o||7| Matrixeintrige zu berechnen, so miissen
bei der Approximation lediglich |o|M + M? + |7|M = M(|o| + |7| + M) Eintriige berechnet wer-
den. Die Matrizenmultiplikationen sind effizient durchfiihrbar, weil die Matrizen C(?)|, und C()|,
hochstens Rang M haben. Fiir M < min{|o|, |7|} verringert sich der Rechenaufwand also signi-
fikant, zumal die Berechnung jedes einzelnen Eintrags B]akﬁ die Berechnung eines Doppelintegrals
bzw. Doppelrandintegrals erfordert.
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Bemerkung. Man beachte, daB die Matrizen C'(©) und C(") nicht von o und § abhiingen. O

Bemerkung. Ein weiterer Vorteil bei der Betrachtung von panel clustering (bzw. allgemeiner hier-
archischen Matrizen) liegt darin, dafl man grofie Blocke dieser Matrizen kostengiinstig abspeichern
kann, indem man anstelle von B?QT nur die Niedrigrangmatrizen C(?)|,, Df,“ﬁ ~und C (7)|, speichert.
Auflerdem kann die Matrix-Vektor-Multiplikation mit fast linearem Aufwand realisiert werden. Da
MATLAB keine hierarchischen Datenstrukturen unterstiitzt, wird auf diese beiden Punkte im fol-

genden kein Augenmerk gerichtet. O

3.6.2 Cluster-Baume

Die Definition von panel clustering Methoden bendétigt die Definition von gewissen Baumstruktu-
ren, sogenannten cluster-Bdumen. Dabei bezeichnet man die Teilmengen o C I einer beliebigen
Indexmenge als cluster. Bei der spiteren Anwendung auf das panel clustering ist I = 7 und fiir
zulissige cluster o, C I soll gerade (3.35) gelten.

Definition . Es seien I eine endliche Indexmenge und ¢ € N. Eine Menge T C (1) heifit cluster-
Baum zu I und cr, falls die folgenden beiden Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind.

(i) 0gT, IeT.

(ii) Fiir alle op € T mit card(og) > cr existieren ein eindeutiges n € N und eindeutige o1, ...,0, €
T derart, dafl gelten

® UO:U?:NU?
e ojNo,=0"fir1 <j+#k<n,

o fiir alle j und alle o € T folgt aus o; ; o C og umgehend o = oy.

Die Elemente o € T heiflen Knoten von T. Ein Knoten ¢ wird genau dann als Blatt von T bezeichnet,
falls |o| < er gilt. Ist der Knoten o € T kein Blatt, so &8t sich o nach (ii) eindeutig als disjunkte
Vereinigung seiner Séhne o1, . .., 0, schreiben. Die Menge aller S6hne wird gegebenenfalls mit S(o)
bezeichnet. Ein cluster-Baum ist bindr, falls jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau zwei Séhne
besitzt (d.h. stets n = 2 in (ii) gilt). O

Definition. Es seien [ eine endliche Indexmenge, ¢t € N, T ein cluster-Baum dazuund Z : TxT —
{0,1} eine Abbildung, die als Zuldssigkeitsbedingung bezeichnet werde. Ein Paar (o, 7) € T x T heifit
zuldssiger Block, wenn Z (o, 1) = 1 gilt, und wunzulissiger Block, wenn Z(o,7) = 0 gilt. Eine Menge
II C T x T heiit Blockpartitionierung zu T, falls gilt

(i) IxI=U{ox7CIxI|(o,7)€cll},

(ii) (o x )N (0! x 7") =0 fiir alle (o, 7), (¢’,7") € IL. O
Bemerkung. Gegeben seien eine endliche Indexmenge I, ein cluster-Baum T zu I und eine Zul&ssig-
keitsbedingung Z : T x T — {0, 1}. Gesucht ist eine Blockpartionierung IT zu T derart, dafl mit

M :={(i,j) eI xI|3(o,7) e (i,j)€oxTAZ(0,7)=1}

101



KAPITEL 3. ALGORITHMEN ZUR IMPLEMENTIERUNG VON (RPf g)

einerseits der prozentuale Anteil |M|/|I|? von Indizes in I x I, die in zulissigen Blocken liegen,
moglichst grofl wird. Andererseits soll die Anzahl der zuléssigen Blocke moglichst klein sein. Dies
ist ein vielgestaltes Problem. Im Kontext des panel clustering ist in der Regel die Zuléssigkeitsbedin-
gung Z : p(I) x p(I) — {0,1} gegeben. Man sucht dann T und II, die diese beiden Anforderungen
moglichst gut erfiillen. Auf die Frage nach dem optimalen Vorgehen wird hier nicht eingegangen.
Néheres findet sich zum Beispiel in GRASEDYCK [33]. O

Jeder cluster-Baum T induziert zusammen mit einer Zuléssigkeitsbedingung Z : T x T — {0, 1}
eine Blockpartitionierung Tz von I x I.

Algorithmus 3.21 (Erstellen einer Blockpartitionierung [10]). Es sei T ein cluster-Baum
zu einer endlichen Indexmenge I, und Z : T x T — {0,1} eine Zuldssigkeitsbedingung. Die folgende
rekursive Funktion GenerateBlockPartition(/,I) erstellt dann eine Partitionierung T z von I x I
wn zuldssige und unzuldssige cluster-Bldocke.

function GenerateBlockPartition(o,T)
if zuldssig(o, 1)

Speichere (o,7) in Tz als zuldssigen Block
elseif min{|o|,|7|} > er

for all(o’,7") € S(o) x S(7)
GenerateBlockPartition(o’,7’)

end
else
Speichere (o, 7)in Ty als unzuldssigen Block

endif |

Der Rest des Abschnitts widmet sich der Generierung eines cluster-Baums zu vorgegebener Triangu-
lierung 7. Die Ideen sind der einfiihrende Arbeit BORM-GRASEDYCK-HACKBUSCH [10] entnommen.

Algorithmus 3.22 (Bindrer cluster-Baum zu T). Zu jedem Element T; € T bezeichne x; €
R? einen fizierten Punkt, z.B. den Schwerpunkt, und Q; C R? sei der kleinste achsenorientierte
Quader, der T; enthdlt. Mit GenerateClusterTree(l) wird rekursiv ein bindrer cluster-Baums
T ={o1,...,0n} mit T als erstem Knoten erzeugt. Die Daten zu T miissen global zur Verfiigung
stehen bzw. bei jedem rekursiven Aufruf ibergeben werden.

function GenerateClusterTree(j)
if j=1
o1 =7
elseif |o;| > cr
Sei Qo; = la1,b1] x -+ X [ag, bg].
Es sei k=1,...,d die Zahl derart, dafs
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o by — ap mdoglichst grofs ist ist unter der Zusatzbedingung

e o = {T] |:Cj e < (ag —|—bk)/2} ¢ {@,Jj}.
Es sein := |T| die aktuelle Anzahl an Knoten.
Erweitere T um opy1 := 0’ und op19 := 0j\0’ (insbesondere folgt |T| = n+2).
Speichere die Vater-Sohn-Beziehung S(0;) = {on41,0n42}.
GenerateClusterTree(n + 1)

GenerateClusterTree(n + 2)

endif |

Bemerkung. Die Idee bei Algorithmus 3.22 ist die, Elemente T' € T so zu einem cluster o € T
zusammenzufassen, dafl der Quader (), zum cluster o moglichst kleine Flédche hat. Dabei wird der
Quader @, so geteilt, daf die Schwerpunkte der Elemente aus 0,41 und 0,42 durch eine Hyperebene
getrennt werden, die, sofern moglich, die ldngste Seite des Quaders @), halbiert. O

Bemerkung. Daf} die in Algorithmus 3.22 gegebene Erzeugung eines cluster-Baums nicht notwen-
dig das geschickteste Vorgehen ist, zeigt GRASEDYCK [33], der auch den Aufwand fiir die Aufstellung
des cluster-Baums untersucht. a

Bemerkung (Einfache Zulissigkeitsbedingung). Es seien T der cluster-Baum zu einer Tri-
angulierung 7 und ¢ > 0 der Zuléssigkeitsparameter. Ein cluster-Block (o, 7) ist (-zuléssig, falls
gilt

max{diam(Q, ), diam(Q,)} < ¢ dist(Qq, Qr)

Im folgenden wird stets diese Zuléssigkeitsbedingung vorausgesetzt und fiir die zugehorige Block-
partitionierung einfach T geschrieben. O

3.6.3 Effiziente Berechnung von A

Es sei T¢ eine Blockpartitionierung von 7 mit Zuléssigkeitsparameter ¢, die zum Beispiel durch
die Algorithmen im letzten Unterabschnitt erzeugt worden ist. Auf unzuléssigen cluster-Paaren
(0,7) € T¢ werden die Eintrdge A|,x- in der Matrix A exakt berechnet. Zu gegebenem M, € N
sei M := M¢ die Approximationsordnung gemif (3.36). Die Interpolationsknoten m%‘? bzw. yy(,,T)
werden durch einen Tensor-Ansatz gewihlt. Es sei zum Beispiel Q, = [a1,b1] X -+ X [ag, bg] der
kleinste achsenorientierte Quader, der & umfafit. Gegeben seien dann Stiitzstellen téj ) € R fiir alle

1<l < Mpund 1 <j <d mit

o ajgt(lj)<---<t§@)0§bj.

Dies definiert M = M Stiitzstellen ngrzl,...,md) (t%i, ) ,t&‘ig) € Qo fir 1 < m; < Mj. Die
zugehorigen Lagrange-Polynome pﬁ,‘{) sind dann durch
(o) T Ly — ) Mo—1)? mod
Pimy,...mq :Hl—[lt])_tu)ep(o )(R)
mz#m
ePMo~1(R)
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gegeben. Um p(a) exakt iiber einen Quader T; € T zu integrieren, bedarf es also einer Tensor-

(mly"'vmd)

GauB-Quadratur der Ordnung M = (My/2 x --- x My/2). Die Matrixeintréige

C](fn):/ p\9(z)dz und CIET):/Tp,(f)(a;)d:r.
i i

konnen damit relativ kostengiinstig exakt berechnet werden. Die Eintriige von D werden direkt

(o)

durch die (symmetrische) Hesse-Matrix Hg(zm — yT(f)) des Newton-Kerns G gegeben,

1

_ 2

He(x)

mit der Einheitsmatrix 1 € R4x?,

loll7] || Mo | M = M

1] 5 25

1] 3 27

1097 | 7 49 008t || 4 61
2081 | 8 64

22027 || 5 125

s1041 9 ol 162755 | 6 216
22027 | 10 | 100
59875 | 11 121

Tabelle 3.3: Approzimationsordnungen M fiir d = 2 (links) und d = 3 (rechts) gemdfs Formel (3.37).

Bemerkungen. (a) In den numerischen Beispielen, die in den folgenden beiden Kapiteln vorge-

(b)

()

stellt werden, wurden ¢ = 1 und ¢y = 5 gewéhlt.

Als Stiitzstellen fiir die Lagrange-Polynome wurden klassische Tschebyscheff-Stiitzstellen ge-
wihlt, siehe PLATO [50].

Mit steigender Grofe |o||7| der zuldssigen cluster-Blocke (o, 7) € T¢ z.B. durch Verfeinerung des
Netzes mufl die Approximationsordnung M steigen, um eine gleichméflig gute Approximation
von A zu gewihrleisten. Dabei héingt M natiirlich zum einen von der BlockgroBe |o||7| ab, zum
anderen aber auch vom Abstand beider Blocke bzw. vom Zuléssigkeitsparameter ¢. Erhcht man
die Approximationsordnung M mnicht, so zeigte sich in den numerischen Experimenten, daf} sich
der Fehler mit einem Faktor von 5 akkumulierte.

Die Approximationsordnung M, auf einem zuléssigen Block (o, 7) wurde durch die Formeln

My = min{max {5, log(|o||7])]}, 11} fird=2 bzw.

My = min{max{3, [log(|o||7|)/2]},6}  fird=3 (3.37)

gegeben, durch die aber lediglich die Blockgrofle beriicksichtigt wird. In den Tabellen 3.3 ist
dargestellt, bei welchen Blockgréfien die Approximationsordnung M erhoht wird.

Weitere Ersparnis beim Aufbau von A € deé\andN kann dadurch erzielt werden, dafl die Sym-
metrie von A ausgenutzt wird und in unzuléssigen Blécken lediglich die Eintrége neugerechnet

werden, die nicht aus dem vorausgegangenen Schritt {ibernommen werden kénnen.
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3.6.4 Effiziente Berechnung von g

Die Berechnung von n = (nj)j-v:l mit

i = by (€ — £7) = (Vun — (V)| s gy

b, (2 )+ 1 — Bl o)+ [V — (Vi) el o)
besitzt gemiB Abschnitt 3.3 einen Aufwand von O(N?), da die Integrale, die Vu; involvieren,
durch Quadratur berechnet werden miissen und die Berechnung von Vuy(z) fiir festes x nach
Korollar 3.10 einen Aufwand von O(N) hervorruft. Im folgenden wird die Berechnung von Vuy,(z)
zunéchst auf ein lineares Problem zuriickgefiithrt. Die dabei auftretende vollbesetzte Matrix B kann
als Kollokationsmatrix verstanden und dann mit einem entsprechenden clustering-Ansatz behandelt
werden. Fiir 1 < j <dund 1 <k < N sei [,k] € N der Index gemifl Basisdarstellung (3.3), d.h.

[1,k] :=3k—2

{ h oo } fird=2  bzw. [2,k] =3k—1 » fird=3.
[2,k] =2k 3,k] =3k
Mit dieser Notation gilt
d N
mj, = Z Z X1, X[j,k]€)
j=1 k=1
und damit
d d N
oG oG
up = Loy, =Y 2% (mp); =Y Y X * X1
— Ox; , Ox;
j=1 7j=1 k=1

Schlieflich folgt

Gegeben seien nun L € N Kollokationspunkte im Inneren jedes Elements T), € 7T,
@ eR? fir¢=1,...,LN,

wobei gerade z() e Tj genau fiir alle (L—1)j+1 < ¢ < Lj gelte. Mittels dieser Kollokationspunkte
sollen spéter die beiden Integrale in (3.38), die Vuy involvieren, iiber Quadratur approximiert
werden. Es gilt

d N
T @) = 3> Xy (‘?G S )e) = (),

j=1k=1

Z[J»k]
mit der Matrix B® € REVNXAN  Um also die Matrix

(Vuh(x(é)))jzj\; c RLNxd
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aufzustellen, miissen die Matrizen B, B2, B3 € RENX4N herechnet werden. Zur effizienteren Appro-
ximation von gewissen Blocken der Matrizen B® definiere man B? € REN*N durch Bg‘kﬁ = Bﬁ 80"

Weiter seien 0,7 C 7 cluster mit dist(d,7) > 0. Ist z® € &, so gilt fiir £k € N mit T € 7 wegen
O gT
z k

0*G

op _ 0 (0G o)y — 0 _
% Dz <3x5 * XTk)( )= 1, 0018 (@ y)dy
nach Lemma 3.9. Approximiert man g(x,y) := a,f gg 5 (z —y) auf o x 7 durch
M
=Y 9=y (@), (3.39)
m=1

so erhilt man wie oben eine schnell berechenbare Approximation B von B8 ,

of , Hof . 7z PG (o)
By, = By, = ZP 7 89%(%1 —y) dy,
k (e}

— C(U>
g8

also B*®|5, = C@)|,D*¥|T . Die Eintrige von D lassen sich mit Lemma 3.9 wieder als Ran-
dintegrale schreiben und exakt berechnen,

0*G oG

(@) _y)dy = — zl9) — d
T n Sy-
T, 0T, 9335( m y) Y oT, ) a( y) ﬁ( ) y

Wihrend zur exakten Berechnung von B%?|,., insgesamt L|o||7| Matrixeintrige zu berechnen
sind, sind fiir die Approximation lediglich L|o|M + L|t|M = LM (|o| + |7|) Eintréige zu berechnen.
Withrend der Aufbau der Eintrige von B*?|, und von D*?|, den gleichen numerischen Aufwand
erfordert, da dieselbe Art von Randintegralen berechnet wird, ist der Aufwand zum Aufbau der
Matrix C(?) vernachliissigbar.

Bemerkung. Die Berechnung der Eintréige By, fir nicht-zuléssige cluster-Blocke (o, 7) € T,
T; € o0 und Ty € 7 (und ebenso die exakte Berechnung der Eintrdge von DB\, erfolgt wie

oben: Es sei T}, € 7 ein polygonal berandetes Element mit Seiten bzw. Kanten Eik), e ,Eg). Mit
Lemma 3.9 gilt

(e}

0 (0G
k)~ %o (

(y)d
oz, ka 8Tk &xa —y)n;(y) dsy

0 _
1 Zn( ,(]) ('r y)a dS

ISdI B |2® —yld

wobei n(%k) = den duferen Normalenvektor von T}, auf E(gk) bezeichne. Insbeson-

dere folgt also fiir B := B*(¢,2k — 1 : 2k) und d = 2 bzw. B := B*({,3k — 2 : 3k) und d = 3 die
Gleichheit

S 1 (@ = y)a (kq) ~ Td
B:@Z{/E;k) |x(£)_y|ddsy}n eR% 0

k k
(09 nle)
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Bemerkung. Fiir die wiahlbaren Parameter wurde wie beim approximativen Aufbau von A ver-
fahren. Der Approximationsansatz (3.36) anstelle von (3.39) fiithrte zu zu grofleren Approxima-
tionsfehlern bei der Berechnung von 7. Dies ist darauf zuriickzufiihren, da die Berechnung von
A einem Galerkin-Verfahren entspricht, wéhrend die punktweise Berechnung von Vuy(z) auf ein
Kollokationsverfahren fithrt. Beim Galerkin-Verfahren erhélt man durch die zusétzliche Integration
weitere Glitteeigenschaften, die sich bei der Approximationsgiite bemerkbar machen. O

3.7 Visualisierung des magnetischen Potentials u,

Bei den numerischen Experimenten im folgenden Kapitel wird zu einigen diskreten Magnetisie-
rungen my, € L°(7;R?) das diskrete Potential u;, € W2(R?) berechnet und ausgegeben. Die Be-
rechnung erfolgt in einem postprocessing step, da in die numerischen Berechnungen lediglich der
Gradient Vuy, € L?(R% R?) eingeht. Die analytischen Rechnungen sind elementarer Natur und nur
der Vollstédndigkeit halber diesem Kapitel angegliedert.

Lemma 3.23. Es sei d =2 und my, = Zi\[:l X1, (Xak—1€1 + Xogez). Dann gilt mit up, := Lmy,
1 X
- Z/ {mp|7, n(y)} loglz —y|ds, fir alle z € R?
™ el Ty, \VQ_/
Beweis. Zunichst einmal gilt nach Definition von £

uh_g—z*(mh)l—i—g—G* mhz—zx% 1(—*XTk)+ZX2k( *XTk)

Durch Anwendung von Lemma 3.9 folgt punktweise fiir alle € R?

ZX% 1/ Gz —y)m(y d8z+ZX2k/ G(z —y)na(y) dsa

Ty,
N

= Z /E)T (Xok—1,X2x) - n(y) G(x — y) ds,.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar nach Definition von G fiir d = 2. |

Die Berechnung von uy(z) fiir z € R? ist damit auf die Berechnung von Randintegralen vom Typ
I::/ log |z — y|ds, fiir a,b € R? mit a # b
a7 ]

zuriickgefiithrt. Das Integral I ist im wesentlichen die Anwendung des Einfachschichtpotentials auf
die charakteristische Funktion x(, 3. Die Berechnung erfolgt analytisch. Die Darstellung findet sich
im Anhang A. Analoges Vorgehen zum Beweis von Lemma 3.23 liefert auch eine Darstellung von

up(z) fir d = 3.

Lemma 3.24. Es sei d =3 und my, = S0 x1,(X3x_2€1 + Xap_1€9 + Xspes). Dann gilt fiir das
magnetische Potential up := Lmy, zu my,

Lo~ [ ™y n(y) ) )
up(zr) = —— —+r——"~ds, fiir alle x € R". [ |

Ar ~ Jor,  |o -yl
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Ist T}, ein Quader in R3, so kénnen die auftretenden Randintegrale wieder exakt berechnet werden
als Einfachschichtpotentiale charakteristischer Funktionen zu Rechtecksflichen in R3. Die Darstel-
lung findet sich im Anhang B.
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Kapitel 4

Numerische Experimente zu (RP.p)

In diesem Kapitel finden sich die numerischen Experimente zum diskreten Modell (RP; }) und den
Algorithmen aus Kapitel 3. Betrachtet wird der uniachsiale Modellfall (2.19) mit der Anisotropie-
dichte ¢** und der Ableitung

(x-2)z fiir d = 2,

4.1
(x-z1)z1+ (z- 22)22 fiir d = 3, (4.1

D¢™(z) = {

fiir alle + € R? und einem Einheitsvektor 2 € S3 bzw. orthonormalen Vektoren 21,29 € Sj.
Im ganzen Kapitel ist 7 eine fastreguldre Triangulierung, wobei fiir die Datenverwaltung jeweils
erzwungen wird, dafl maximal ein hingender Knoten im Inneren einer Kante (d = 2) bzw. Seite
(d = 3) liegt. Die Elemente von 7 sind achsenparallele Rechtecke fiir d = 2 bzw. Quader fiir d = 3.

Das Hauptaugenmerk liegt auf empirischen Untersuchungen zu den analytischen Resultaten aus
Kapitel 2. Dabei ist zum einen die optimale Wahl des Penalisierungsparameters ¢ zu diskutieren.
Die a priori Analysis aus Satz 2.31 empfiehlt fiir glatte Losungen die Wahl ¢ = h,

lv = unllwz ey + [D¢™ (m) — D™ (mn )| 2 ey + [Am = Apmip[| p2gire) = O(e + h).

In den Experimenten mit bekannter exakter Losung m € L%(Q; R?) zeigt sich, daB besonders fiir
nicht-glatte Losungen eine Wahl e = h™ mit o > 1 zu besseren Resultaten fithrt und daher vorzuzie-
hen ist. Zum anderen zeigen diese Experimente die Uberlegenheit der adaptiven Netzverfeinerung
gegeniiber der uniformen, wobei e, h € L°(7T) dann als 7 -stiickweise konstante Funktionen verstan-
den werden. In den Beispielen fithren die residualen Fehlerschéitzer n und p zu &hnlichen adaptiven
Netzen, und der glattungsbasierte Fehlerschétzer ¢ erweist sich zumindest auf adaptiven Netzen als
akkurat hinsichtlich der Schitzung des (im allgemeinen unbekannten) L2-Fehlers. Ferner zeigt sich
die volle L?-Konvergenz von my, gegen m, wobei die Analysis aus Kapitel 2 lediglich die Konvergenz
von D¢**(my,) gegen D¢*™*(m) garantiert, d.h. L2-Konvergenz in Richtung von z bzw. z; und 2.

Das Kapitel gliedert sich grob wie folgt: Abschnitt 4.1 formuliert ausfiihrlicher die Fragestellungen,
die anhand der Beispiele empirisch untersucht werden sollen. Die Abschnitte 4.2 und 4.3 behandeln
den Fall d = 2. Dabei werden zunichst zwei Beispiele mit gegebener exakter Losung m € L%(Q; B2)
betrachtet. Beim ersten Beispiel gilt m € W1°°(Q; R?), und damit garantiert die a priori Analysis
fiir e = h optimales Konvergenzverhalten der diskreten Losungen my bei uniformer Netzverfeine-
rung, und der residuale Fehlerschétzer n ist in diesem Fall zuverlissig. Beim zweiten Beispiel fiihrt
uniforme Netzverfeinerung wegen m ¢ H'(Q;R?) zu verminderter Konvergenzordnung, wihrend
sich bei n- und p-adaptiver Netzverfeinerung die optimale Konvergenzordnung einstellt. In beiden
Beispielen werden stetige und unstetige Lagrange-Multikplikatoren A untersucht. Im stetigen Fall
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fithrt lediglich die Wahl von € = h* mit 0 < o < 1 zur erwarteten Konvergenzverschlechterung. Im
unstetigen Fall zeigt sich hingegen auch fiir & = 1 ein suboptimales Konvergenzverhalten, das fiir
a > 1 kompensiert wird.

Anschlieflend folgen in Abschnitt 4.3 anwendungsrelevantere Beispiele, deren exakte Losung nicht
mehr bekannt ist. Abschnitt 4.4 fait die experimentellen Resultate fiir (RFP ) und d = 2 zusammen.

Abschnitt 4.5 untersucht zwei Beispiele fiir d = 3 und zeigt, dafl sich die Beobachtungen fiir d = 2
auch auf den dreidimensionalen Fall iibertragen.

In Abschnitt 4.6 wird das stabilisierte diskrete Problem (RPg ,) betrachtet. Es zeigt sich expe-
rimentell, daf} sich bei Stabilisierung die Anzahl der bendtigten Newton-Schritte zur Berechnung
der diskreten Magnetisierung my, leicht reduziert. Fehlerschétzer — und im analytischen Beispiel
auch der Fehler — konvergieren mit derselben experimentellen Konvergenzordnung wie im nicht-
stabilisierten Fall.

SchlieBlich untermauert Abschnitt 4.7 die Uberlegenheit des konvexifizierten Problems gegeniiber
dem nicht-konvexifizierten hinsichtlich des numerischen Aufwands. Beim nicht-konvexifizierten Pro-
blem (M P) ist das Energiefunktional E(m) iiber alle m € L%(Q; S¢) zu minimieren. Bei der Dis-
kretisierung wird die Nebenbedingung |m(z)| = 1 durch eine Penalisierungsstrategie realisiert.
Dies fiihrt auf das diskrete Minimierungsproblem (M P 1), dessen Losbarkeit mit Hilfe eines Kom-
paktheitsargumentes gezeigt werden kann. Die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen (P j,) wer-
den mit einem Newton-Verfahren numerisch gelost. Die Losung dieser ist zum einen numerisch
aufwindig, und zum anderen konvergiert das Newton-Verfahren im allgemeinen nicht gegen ein
globales, sondern lediglich gegen ein lokales Minimum des penalisierten Energiefunktionals auf dem
diskreten Raum.

4.1 Zielsetzungen der experimentellen Untersuchungen

Konvergenz und Aufwand des Verfahrens. Es ist zu untersuchen, inwieweit die Stabilitét,
die Konvergenz und der Aufwand des vorgeschlagenen Verfahrens kritisch vom Penalisierungspa-
rameter € abhéngt. Kleineres ¢ liefert in den Matrizen des Newton-Verfahrens groflere Eintrége,
und es ist deshalb zu erwarten, dal die Anzahl der Newton-Iterationen mit sinkendem e ansteigt.
Auflerdem ist zu untersuchen, ob die Konvergenz des Newton-Verfahrens kritisch vom Startwert
abhingt.

Fehler und Bestapproximationsfehler. In den numerischen Beispielen mit bekannter Losung
m € L?(9; BY) kann zu gegebenem Netz 7 die L2-Bestapproximation m7 € £°(7;R?) berechnet
werden. Es bezeichnet dann

E:=|m— mTHL2(Q;Rd)
den Bestapproximationsfehler. Der Fehler E ist ein gutes Vergleichsmafl zu dem tatséchlichen Fehler
E .= ||1’I1 - mh||L2(Q;Rd)7

wobei my, die diskrete Losung von (RPF; ) zum Netz T bezeichne, denn es gilt stets E < E.

Wenn der exakte Fehler E berechnet werden kann, ist es moglich das Netz adaptiv an die loka-
len Fehler Er := ||m — my||p2(p,rey anzupassen, d.h. die E7 kénnen als Verfeinerungsindikatoren
im adaptiven Algorithmus 3.8 eingesetzt werden, und es darf erwartet werden, dafl sich bei der
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fehleradaptierten Netzverfeinerung die optimale Konvergenzrate O(h) einstellt. Es ist zu untersu-
chen, inwieweit eine indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerung dasselbe Konvergenzverhalten
erzeugt. Zu Vergleichszwecken werden dabei stets die experimentellen Konvergenzraten k®*) be-
stimmt. In einem Schritt k > 2 des adaptiven Algorithmus 3.8 wird diese beispielsweise fiir den
Fehler F durch

W0 (B = log(E*=1 /E®))
" log(N(#®)/N(*k=1))

gegeben. Hierbei wird fiir £ € {k — 1, k} mit N die Anzahl der Elemente im Netz 7() und mit
EW der L2-Fehler der diskreten Lésung zum Netz 70 bezeichnet.

Die Degeneriertheit des Problems fithrt dazu, dafl sowohl durch die a priori als auch a posteriori
Analysis lediglich der Fehler ||[D¢™(m) — D¢™ (mp,)||2(qre) kontrolliert werden kann. Dem ent-
spricht im Modellfall 4.1 die Kontrolle des L2-Fehlers in z-Richtung fiir d = 2 bzw. (z1, 22)-Richtung
fir d = 3. Es bezeichne 2z € S¢ die easy azvis von ¢, d.h. {z,2"} bzw. {21, 22,21} ist eine Or-
thonormalbasis des R?. Weder die a priori Analysis noch die residualen Fehlerschiitzer n und p
kontrollieren den L2-Fehler in z*-Richtung. Es ist daher sinnvoll, die Richtungen des L2-Fehlers
getrennt zu betrachten,

Ey:=|(m—-my)- 2|2 und Ep:=|(m-my)- 2" |12aq),
und mit den Komponenten des Bestapproximationsfehlers zu vergleichen,
E; :=[[(m -m7) - ZHL2(Q) und  E := [[(m —mr7) ZJ_||L2(Q)a

wobei der Einfachheit halber nur der Fall d = 2 formuliert wurde. Fiir die experimentellen Konver-
genzraten der komponentenweisen Fehler (und auch der Fehlerschitzer) wird die analoge Bezeich-
nung wie oben verwandt, d.h. k®)(E;), s®) (n) etc.

Weitere Fehlerterme. Bei der Losung des konvexifizierten Problems (RP) wird neben der
Magnetisierung m € L2(€2; BY) ein Lagrange-Parameter A € L?(2;Rx¢) involviert. Die a priori
Abschétzung aus Satz 2.31 involviert Terme der Gestalt Am und gibt eine Abschétzung fiir den
Fehler

Exm = [|Am — \ymy| 12(0,pa)-

Dieser Fehlerterm ist insbesondere deshalb interessant, weil er zumindest im penalisierten Bereich
eine volle L?-Konvergenz in R? liefert, wogegen die Degeneriertheit des Problems im Modellfall
keine L?-Konvergenz von mj, in z--Richtung garantiert. Es ist nicht gelungen, den Fehler Ejym
durch eine a posteriori Fehlerabschétzung zu kontrollieren. Deshalb ist das experimentelle Konver-
genzverhalten zu beobachten. Damit scheint auch die Betrachtung von

By = [[]A = Ml 2 (rey

von Interesse.

Bemerkung. In den numerischen Experimenten wurden die Integrale, die zu den verschiedenen
L?-Fehlern gehoren, elementweise iiber (3 x 3)-Tensor-Gauss-Quadraturformeln berechnet. O
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Akkuranz des Gliattungsfehlerschitzers . Motiviert durch numerische Experimente in an-
deren Bereichen des scientific computing wird in Abschnitt 3.5 fiir d = 2 der Glédttungsfehlerschétzer

¢ = [lmy, — Amy| 2 (or2)

eingefiihrt. Dabei bezeichnet A : £L°(7;R?) — L£1(7;R?) den oben spezifizierten Glittungsoperator,
der jede 7T -stiickweise konstante Magnetisierung auf eine komponentenweise 1-Glattung abbildet.
Es ist zu untersuchen, inwieweit ¢ den im allgemeinen unbekannten Fehler E schitzt — auch und vor
allem auf adaptiv erzeugten Netzen. Aus diesem Grund werden wieder die z- und z-Komponenten
von ( betrachtet,

(o= (my, — Amy,) - 2l| 2y und G o= [(my, — Amy,) - 2| 2.

Diese sind dann in den analytischen Beispielen mit bekannter Losung m mit den exakten Fehlern
E; zu vergleichen und empirisch auf Zuverldssigkeit und Effizienz hin zu untersuchen.

Akkuranz des panel clustering. In Abschnitt 3.6 wird vorgeschlagen, die Terme, die durch
den Integraloperator £ involviert werden, mit einer panel clustering-Methode zu approximieren, um
Rechenzeit besonders beim Aufbau der beteiligten Matrizen zu sparen. Dies wirft die Frage auf,
inwiefern durch die Approximation die Giite der numerischen Ergebnisse verfilscht wird. Deshalb
werden bei mehreren Beispielen zu gegebenen adaptiven bzw. uniformen Netzen 7 = {T1,...,Tn}
die Daten zum einen exakt berechnet und zum anderen mittels des vorgeschlagenen panel clustering.
In der Notation von Kapitel 3 bezeichne A € Rgﬁnx 2N die exakt berechnete und A die approximative
Matrix. In den Tabellen findet sich dann der relative Fehler in der Frobenius-Norm

|A — Alr
EA) = ——
)= AT,

Des weiteren wird die Fehlerfortpflanzung auf die zugehérigen diskreten Losungen myp, und my, bzw.
die zugehérigen Basisvektoren X, X € R?Y in GroBen der relativen Fehler

_lmp — mp|[ 2 ope)

E(my) X - X|
my) = ) S—
[mpll 22 (0:r2)

X

und FE(X):

angegeben. Schliefilich wird auch die Auswirkung der Approximation auf die Berechnung der Ver-
feinerungsindikatoren gemessen. Zu einem Fehlerschiitzer o € {1, 7, ¢} sei a7 € RY der Vektor der
zugehorigen Verfeinerungsindikatoren, und

lar —ar|
E(ar) = a7

bezeichne den relativen Fehler bei approximativer Berechnung. Bei der Interpretation dieses Fehlers
ist zu berticksichtigen, dafl {7 lediglich durch die approximative Berechnung von A — und damit
von X — fehlerbehaftet ist, wiahrend die residualen Verfeinerungsindikatoren pu7 und nr einem
zusétzlichen Approximationsfehler durch die punktweise Berechnung von Vup(x) unterliegen. Der
Gesamtheit dieser Fehlerwerte wird der prozentuale Anteil an den Matrixeintrigen in A (bzw.
den Matrizen zur Berechnung von Vuy(x)) entgegengesetzt, der nicht exakt berechnet, sondern
mittels panel clustering approximiert wird. Diese Approximationsordnung wird in den Tabellen mit
O notiert.
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4.2 Akademische Beispiele mit bekannter Magnetisierung m € L2((; BY)

Bei der experimentellen Bestimmung des Penalisierungsparameters € steht die Numerik zum Pro-
blem (RP) vor der Schwierigkeit, daf§ in der Literatur kein Beispiel mit bekannter Losung m €
L*(Q;RY) genannt wird. In der Literatur fanden sich nicht einmal (nicht-triviale) Funktionen
m € L2(Q; BY) und u € W2(R?), welche die Maxwellschen Gleichungen

div(~Vu+m) =0 in D'(R%)

exakt 16sen. Um ein Modellbeispiel zu erhalten, mufl deshalb zu vorgegebener Losung (A, m) von
(RP), bestehend aus Lagrange-Parameter A und Magnetisierung m, eine geeignete numerische
Approximation von Vu berechnet werden, um die rechte Seite f zu erhalten.

Das erste Beispiel in Abschnitt 4.2.1 besitzt eine exakte Losung m € W1H*°(Q; R?) und erlaubt
dadurch das Studium des residualen Fehlerschétzers 7, der in diesem Fall zuverléssig ist. AuBerdem
garantiert die a priori Analysis aus Kapitel 2 fiir dieses Beispiel optimales Konvergenzverhalten fiir
€ = h, sofern der Lagrange-Parameter A ebenfalls hinreichend glatt ist.

Die exakte Losung m des zweiten Beispiels in Abschnitt 4.2.2 erfiillt gerade m ¢ H'(£2;R?), und
die a priori Analysis macht in diesem Fall keine Aussage iiber die Konvergenz der Fehlerterme.
Tatsédchlich zeigt sich bei uniformer Netzverfeinerung eine suboptimale Konvergenz, die belegt,
daB fiir m ¢ H'(2;R?) nicht mehr die optimale Konvergenz zu erwarten ist. Andererseits erlaubt
dieses Beispiel damit, die Auswirkung adaptiver Netzverfeinerung zu studieren, und es zeigt sich,
dafl adaptive Netzverfeinerung auf nahezu optimale Konvergenzrate fithrt. Ferner liefert dieses
Beispiel Evidenz dafiir, dal bei der Wahl des Penalisierungsparameters ¢ = h® ein Wert a > 1
zu favorisieren ist. Der glittungsbasierte Fehlerschitzer aus Abschnitt 3.5 erweist sich wie auch
in anderen Anwendungen als duflerst akkurat in Bezug auf die Schétzung des (im allgemeinen
unbekannten) Fehlers.

Bei der Konstruktion eines analytischen Beispiels kann man wie folgt vorgehen: Gegeben sei eine
Magnetisierung m € L%(Q; B). Nach Definition des relaxierten Problems (RP) in (2.6)-(2.7) ist
zusitzlich zu m ein Lagrange-Parameter A\ € L%(Q;R>() zu withlen, der der Gleichung

AMl—|m|)=0 fi.in Q (4.2)

geniigt. Das duBere Feld f € L2(Q;RY), das auf die Losung (A, m) fiihrt, wird nach Gleichung (2.8)
durch

f = V(Lm) + Dé*(m) + Am  f.ii. in Q (4.3)

gegeben. Mit der Giiltigkeit von (4.1) kann die rechte Seite von f — V(£Lm) = D¢**(m) + Am
punktweise berechnet werden. Anders verhélt es sich mit dem magnetischen Potential ©v = Lm,
dessen Auswertung im folgenden approximativ vorgenommen wird. Der Integrand V(£Lm) tritt bei
der numerischen Implementierung von (RP: ) in zwei Fillen auf:

e Fiir das Newton-Verfahren ist fiir alle T € 7 das Integral

/T fdo (4.4)

zu berechnen. Es ist also eine geeignete Approximation von [ V(£m)dz zu bestimmen.
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e Fiir die residualen Fehlerschiitzer 7 und u sind fiir 7 € 7 und konstante Vektoren ¢ € R¢
Integrale der Gestalt

I(E ~ ) — (Y — (Vun)7) — cll s (45)
wie oben dargestellt, durch Quadratur zu berechnen.

In den folgenden numerischen Experimenten wird £ = V(£m) + D¢**(m) + Am € L*(; R9) durch
f:=V(Lm7) + D¢™(m) + Am ersetzt. In Kapitel 3 wurde gezeigt, dafl und wie die Terme (4.4)
und (4.5) mit f anstelle von f berechnet werden kénnen. Lemma 4.1 rechtfertigt diese Vorgehen.

Lemma 4.1. Fir m € H'(Q;R?) und A € L?(;R>) gilt
1€ — 2 mey = [9(£m) — V(Lmr) 2 ze) = O(h).

Insbesondere folgen daher

‘/fdm—/fda:’ = O(h!+9/2)
T T

und mit 1(g) := ||(g — g7) — (Vup — (Vun)1) — €| p1(pray fiir fiziertes ¢ € RY gilt
|1(£) - 1(5)| = O(n?),
d.h. die residualen Fehlerschdtzer werden mindestens mit O(h) approzimiert.

Beweis. Unter Ausnutzung der Orthogonalitéit der Projektion Vo und einer Poincaré-Ungleichung
erhélt man

IV(£m) — v(‘cmT)HLQ(]Rd;]Rd) <[m - mT”L?(Q;Rd) = O(h).

Zusammen mit einer Holder-Ungleichung zeigt eine grobe Abschitzung wegen |T| ~ h? also

‘/fdx—/fd:n—‘/Vﬁmd:r—/VﬁmT ) dx

< |T‘1/2HV([,m) V(Lm7)| 2 (T:Rd) = O(h1+d/2),
Mit Dreiecksungleichung, Holder-Ungleichung und Orthogonalitiitseigenschaft von ()7 ergibt sich

[1®) = 10| <1 = ) = = £l arimey < IT1P2010d = O)E = Dllzairimey
< |T’1/2”f - f”LQ(T;le) = ’T|1/2Hv(£m) o V(EmT)HLQ(T;Rd) _ O(h1+d/2).

Der Nachsatz folgt durch Summation. |

Bemerkung. Essei Y € R¥ der Koeffizientenvektor von m7 beziiglich der Basisdarstellung (3.3),

N N

m7 = X1, (Yor-1€1 + Yores) bzw. mz = x1,(Yap o€ + Yar_ 12 + Ygres).
k=1 k=1
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Nach Lemma 3.11 gilt dann fiir v := Lm7 fiir d = 2,3
/ V:[l:d:li = ((AY)gj_l, (AY)Qj) bzw. / Vﬂdaz = ((AY)gj_z, (AY)3j_1, (AY)gj)
T T
mit dem Vektor AY € R, Ferner lifit sich zu vorgegebenen Quadraturpunkten z(© € Q der
Gradient Vai(z(©) mit den Matrizen BY) ... B@ ¢ RENXAN a4 Abschnitt 3.6.4 durch
Vi(e) = (BVY)y, ..., (BDY),)

berechnen. Die benétigten Matrizen A, BU) werden ohnehin im Programmablauf aufgebaut, vgl.
Kapitel 3. O

4.2.1 Ein akademisches Beispiel mit Lésung m € W1(Q; B2)
Auf Q := (0,1)? sei die exakte Losung m € L?(); B3) gegeben durch

m(z) = {x fiir |z| <1,

x/|x| anderenfalls.

Eine notwendige Bedingung an den Lagrange-Parameter A € L?(£2;R>0) ist nach Definition von m
lediglich

AMz) =0 fir |z] <1, (4.6)

denn jedes A € L%(Q;R>¢) mit (4.6) erfiillt auch (4.2). Insbesondere kann nach Definition von m
der Wert A(z) fiir x € Q mit |z| > 1 nahezu beliebig gewéhlt werden. Es werden drei in diesem
Sinn zuléssige Lagrange-Parameter getestet,

0 fiir |z| < 1,

(4.7)

A=0, AP (@) = (o] - 1)y, A<3><x>={
1 sonst.

Bemerkung. Die exakte Magnetisierung m ist Lipschitz-stetig, d.h. es gilt m € W1>°(Q; B2).
Beweis. Fiir x,y € R? gilt im Fall |2| <1 < |y

<o —yl+{lyl =1} <2z —yl,

) ) = e - 2 = L=+ = U

vl
und fiir 1 < |z| < |y| gilt

m(z) — m(y)| = }1_1 _ Hz =gyl + {lyl = |=[}yl _ 2]z —y] <2 —

EN |yl T af
Dies zeigt die Lipschitz-Stetigkeit von m, da der Fall |z| < |y| < 1 offensichtlich ist. [

Als letzter freier Parameter wird der Vektor z = (1,1)/v/2 gewihlt, so da von den diskreten
Losungen die Symmetrie zu erwarten ist. Es bezeichnet 2+ € S2 die easy awis, d.h. {2, 21} ist eine
Orthonormalbasis des R%. Das Anfangsnetz 7 (%) ist ein uniformes Netz aus vier Quadraten mit
Seitenléinge 1/2. Eine Approximation des unbekannten magnetischen Potentials v € W2(R?) findet
sich in Abbildung 4.1 fiir ein uniformes Netz 7 mit 256 Elementen.

115



KAPITEL 4. NUMERISCHE EXPERIMENTE ZU (RP: i)
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Abbildung 4.1: Magnetisches Potential w = Lmy in Beispiel 4.2.1 zur diskreten (bestapprozimie-
renden) Magnetisierung my auf uniformem Netz T3 (N = 256). Das obere Bild zeigt u(x) als Plot
iiber der Fliche [—3/2,5/2)%. Das untere Bild zeigt die Projektion von w(x) in die x1-v2-Ebene,
wobei der Wert u(x) farbig dargestellt ist und einige Isolinien zu u(x) weiff eingezeichnet sind.
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A priori Erwartungen an die numerischen Resultate. Nach der vorausgegangenen Bemer-
kung gilt insbesondere m € H'(Q;R?), und in den Beispielen A = A und A = X\ gilt ferner
Am € H'(;R?). Die a priori Analysis aus Kapitel 2 zeigt fiir diese Félle

lu = unllwz(rey + [[(m = my) - 2| 22(0) + [[Am — Apmy || 2o r2) = O(e + h), (4.8)

wenn (Ap, my) die Losung von (RP: ;) bezeichnet, siehe Satz 2.31. Zunéchst ist empirisch zu kléaren,
wie der Penalisierungsparameter € optimal zu wéhlen ist. Man erwartet als optimale Wahl ¢ = h®
mit a > 1 bzw. sogar &« = 1. Nach Korollar 2.36 ist der analytisch untersuchte Fehlerschétzer n
zuverléssig. Die von 7 involvierten Terme lassen erwarten, daf§  mit der optimalen Ordnung 1/2
konvergieren wird und damit auch Effizienz besitzt. Insbesondere wird dann der stets zuverldssige
Fehlerschiitzer p eine Konvergenzordnung von 1/4 haben.

Das a priori Resultat zeigt insbesondere
e (|mp| — 1) = [A\ymy| — [Am| = A|m|

punktweise fast iiberall. Im Bereich 2 := {x € Q ’ lm(z)| = 1} folgt damit insbesondere e~ (|my, |-
1)+ — A. Dies a8}t erwarten, dafl alle diskreten Losungen auf uniformen Netzen unabhiingig von
o > 0 und € = h* auf denselben Bereich ), := {2 € Q| A () # 0} fithren.

Gliederung der numerischen Experimente. Die nachfolgenden Abbildungen 4.2, 4.4 sowie
4.6 zeigen die Abhéingigkeit von E) = ||(m — my) - z||12(q), B2 = [[(m —mp,) - 2| 2(0.r2) und der
Anzahl der Newton-Schritte zur Berechnung der diskreten Lésung my, zu A = A9 fiir j = 1,2, 3,
von der Wahl des Penalisierungsparameter ¢ = h® fiir @ € {n/4|n € N;1 < n < 12} und vom
Startvektor des Newton-Verfahrens.

Die Abbildungen 4.3, 4.5 und 4.7 zeigen beispielhaft einige diskrete Losungen. Ferner wird die
Stabilitdt des Newton-Verfahrens gegeniiber dem Startwert untersucht. Dazu wird die Berechnung
von my einmal mit dem Nullvektor als Startvektor gestartet und ferner mit der prolongierten
Losung vom vorausgegangenen Netz (sog. nested iterations).

Es folgen Untersuchungen zur Zuverléssigkeit und Effizienz der Fehlerschéitzer n und ¢ auf unifor-
men Netzen, die in den Abbildungen 4.8 zusammengefafit sind. Die Abbildungen 4.9 und 4.11 zeigen
das Verhalten der Fehlerterme und Indikatoren bei indikatorgesteuerter adaptiver Netzverfeinerung
fiir A = A®) und e = h. Dies ist der einzige Fall, bei dem sich die optimale Konvergenzordnung des
Fehlers nicht bei uniformer Netzverfeinerung einstellt. Die erste Abbildung gibt den L2-Fehler von
my;, zu m komponentenweise wieder, die zweite die {ibrigen Fehlerterme. Schliefflich zeigt Abbil-
dung 4.12 einige n-adaptiv generierte Netze sowie die Verteilung von Fehler E und Fehlerschétzer
n auf diesen.

EinfluB von & = h® auf die Konvergenz des Verfahrens. Die Glattheit A\(m € H'(Q;R?),
fiir die die a priori Fehlerabschitzung optimale Konvergenz verspricht, ist fiir £ = 1,2 gegeben.
Im Fall ¢ = 1 zeigt die Abbildung 4.2, daf§ die Wahl von ¢ = h® den Approximationsfehler nicht
beeinfluBt. Dies liegt vor allem daran, daB bei dieser Wahl von A = A1) im Verlauf des Verfahrens
kaum Bereiche auftreten, in denen penalisiert wird. Auf dem uniformen Netz 74 (N = 1024) ist
weder bei der diskreten Losung my, zu o = 1 noch bei der zu a = 3/2 eine Penalisierung sichtbar,
siehe Abbildung 4.3. Insbesondere gibt diese Abbildung Evidenz dafiir, dafl die diskreten Losungen
my, zu ¢ = h und € = h3/2 iibereinstimmen. Die numerischen Experimente zeigen, dafl das Newton-
Verfahren auch fiir den Fall, daf} als Startvektor einfach der Nullvektor genommen wird, konvergiert.
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Abbildung 4.2: Abhingigkeit der Fehler firr A = AV von Penalisierungsparameter und Startvektor
im Newton-Verfahren. Die Abbildungen zeigen die a priori kontrollierten Fehler E1 = ||(m — my) -
2|2y (oben), die nicht-kontrollierten Fehler Ez = |(m — myp) - ZL|’L2(Q;R2) (mittig) und die
Anzahl der Newton-Schritte zur Berechnung von my, (unten), wenn das Newton-Verfahren mit dem
Nullvektor gestartet wird (links) bzw. bei nested iterations (rechts). In allen Fillen ist optimale
experimentelle Konvergenz erkennbar, und der Fehler ist unabhdngig von der Wahl des Startvektors.
Das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens erweist sich als unabhdngig vom Startvektor.
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Abbildung 4.3: Die diskrete Lisung my, (links) im Fall X = XY zum uniformen Netz T; (N = 1024)
und e = h (links) bzw. € = h3/? (rechts). Die beiden Lisungen stimmen iiberein, da in beiden Féllen
lmy,| <1 in Q gilt.

Das Newton-Verfahren scheint in diesem Fall also robust gegeniiber der Wahl des Startvektors zu
sein.

Anders verhilt sich das im Fall A\ = \?). Es gilt zwar immer noch Am € H'(€;R?), aber beim
numerischen Experiment treten groflere Bereiche auf, in denen penalisiert wird, siehe Abbildung 4.5.
Die a priori Abschitzung (4.8) zeigt, dai der penalisierte Bereich auftreten muf, denn es gilt
Apmy, — Am in L2(Q;R?) fiir h — 0. Abbildung 4.5 zeigt, dafl beim numerischen Experiment fiir
€ = h und € = h® in denselben Bereichen von €2 penalisiert wird. Es ist aber bereits sichtbar,
daB die Linge des diskreten Vektorfelds im penalisierten Bereich fiir ¢ = h3/2 kleiner ist als bei
der entsprechenden Losung zu € = h. Der L?-Fehler F5 in Richtung der easy axis konvergiert
unabhéngig vom Startvektor fiir das Newton-Verfahren und vom Penalisierungsparameter ¢ =
h® (abgesehen von a = 1/4) mit optimaler Konvergenzrate 1/2. Die L2-Konvergenz von my, in
Richtung z wird aber gestort und sinkt mit « ab: Fiir die Werte o € {1/4,1/2,3/4} kleiner als 1
ist die Konvergenzrate schlechter als O(N'/2). Fiir o > 1 stimmen die Fehler iiberein, und auch
der Fehler fiir @ = 1 konvergiert mit der Ordnung O(N'/?) und koinzidiert anndhernd mit den
Fehlerwerten fiir grofiere a.

Im Fall, daB A = \(®) unstetig ist, ist schlieBlich Am ¢ H'(Q;R?). Fiir a < 1 sind die Konvergenz-
raten von F; und Ey deutlich schlechter als O(N'/?), fiir o = 1/4 liegt praktisch keine Konvergenz
mehr vor. Mit steigendem o nimmt die Konvergenzordnung zu. Fiir @ > 1 stellt sich anndhernd
optimale Konvergenz ein, wobei die absoluten Fehlerwerte fiir &« = 1 ein wenig schlechter sind als
die fiir groBeres a. Fiir a > 3/2 koinzidieren die absoluten Fehlerwerte dann wieder annéhernd.

Abbildung 4.7 zeigt, dal der Mangel an Konvergenz fiir a < 1 daran liegt, da} die Linge von
my, nicht hinreichend penalisiert wird. Man kann sehen, dafl die penalisierten Bereiche fiir ¢ €
{hY/? h, h3/?} wieder iibereinstimmen. Im Fall ¢ = h'/2 ist die Lénge von my, in diesem Bereich
aber um 10% grofler als zum Beispiel beim numerischen Experiment zu € = h. Dies offenbart den
Konflikt des Verfahrens zwischen der L?-Konvergenz my, - z — m - z einerseits und Ap,m;, — Am
andererseits.
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Abbildung 4.4: Abhingigkeit der Fehler firr A = X2 von Penalisierungsparameter und Startvektor
im Newton-Verfahren. Die Abbildungen zeigen die a priori kontrollierten Fehler E1 = ||(m — my) -
z|lr2(q) (oben), die nicht-kontrollierten Fehler Es
Anzahl der Newton-Schritte zur Berechnung von my, (unten), wenn das Newton-Verfahren mit dem
Nullvektor gestartet wird (links) bzw. bei nested iterations (rechts). Die Wahl des Startvektors zeigt
keine Auswirkungen auf die Konvergenz des Verfahrens. Bei nested iterations sinkt die Anzahl der

bendtigten Newton-Schritte ein wenig ab.
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Abbildung 4.5: Die diskrete Lisung my, (links) im Fall X = \?) zum uniformen Netz T; (N = 1024)
und ¢ = h (oben) bzw. ¢ = h3/? (unten) sowie der zugehirige diskrete Lagrange-Parameter
(rechts). Auf den weifsen Elementen gilt A, = 0, d.h. |my| < 1. Die Linge des Vektorfeldes my, ist
links farbig dargestellt. Die beiden diskreten Lésungen stimmen im Prinzip tiberein, insbesondere
stimmen die Bereiche von ) iberein, auf denen penalisiert wird.
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Abbildung 4.6: Abhingigkeit der Fehler firr X = A3 won Penalisierungsparameter und Start-
vektor im Newton-Verfahren. Die Abbildungen zeigen die a priori kontrollierten Fehler Ei1 =
[(m —mp) - 2| 12(q) (oben), die nicht-kontrollierten Fehler Eo = [|(m — myp,) - ZL|’L2(Q;R2) (mittig)
und die Anzahl der Newton-Schritte zur Berechnung von my, (unten), wenn das Newton-Verfahren
mit dem Nullvektor gestartet wird (links) bzw. bei nested iterations (rechts). Die Wahl des Start-
vektors zeigt keine Auswirkungen auf die Konvergenz des Verfahrens. Dennoch zeigt sich deutlich

die Aufwandsreduktion im Newton- Verfahren bei nested iterations.
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Abbildung 4.7: Die diskrete Lisung my, (links) im Fall A = \®) zum uniformen Netz T; (N = 1024)
und € = h'/? (oben), € = h (mittig) bzw. € = h*/? (unten) sowie der zugehérige diskrete Lagrange-
Parameter \p, (rechts). Auf den weiflen Elementen gilt A\, = 0, d.h. |my| < 1. Die Ldnge des
Vektorfeldes my, ist links farbig dargestellt. Es zeigt sich, dafS der Bereich, in dem penalisiert wird,
unabhingig ist von o. Die Linge der diskreten Magnetisierung |my| variiert aber bei unterschied-
lichen Penalisierungen.
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Konklusion zur Konvergenz des Verfahrens auf uniformen Netzen. Anders als im dis-
kreten Modell in CARSTENSEN-PROHL [24] und FUNKEN-PROHL [29] ist kein wesentlicher Einfluf§
von der Wahl von ¢ = A® auf die Anzahl der Newton-Schritte, die bei gegebenem Netz 7 zur Be-
rechnung von my, benétigt werden, erkennbar. Die Anzahl der Newton-Schritte differiert abhéingig
von a > 1 maximal um 7 Schritte. Der Penalisierungsparameter a = 1 liefert in den Fiillen A = A()
und A = A sowohl fiir den Fehler F in z-Richtung als auch fiir den Fehler E5 in z1-Richtung die
optimale Konvergenzrate 1/2. Im Fall, dal A\ = A3) unstetig ist, stellt sich fiir « = 1 nur annéhernd
die Konvergenzordnung 1/2 fiir die beiden Fehlerterme ein, eine Wahl von « > 3/2 fiihrt auf opti-
male Konvergenz. Sowohl bei der Betrachtung des absoluten Fehlers als auch bei Betrachtung der
Anzahl der Newton-Schritte zeigt sich also, dafl eine Wahl von a > 1 sinnvoll erscheint, denn die
absoluten Fehlerwerte werden besser, die Anzahl der Newton-Schritte stimmt aber im wesentlichen
mit der fiir a = 1 iiberein. Der Startvektor hat auf die Konvergenz des Newton-Verfahrens keinen
Einflu. Da aber im Fall von nested iterations die Anzahl der benétigten Newton-Schritte sinkt, ist
dieses Vorgehen vorzuziehen.

Das in Kapitel 2 bewiesene a priori Resultat (4.8) garantiert nur die L2-Konvergenz von my, gegen
m in Richtung von z € 522. Die Konvergenz in Richtung der easy azis konnte nicht bewiesen werden,
zeigt sich hier aber empirisch. Es ist sogar darauf hinzuweisen, dafl der L2-Fehler Es in Richtung
der easy axis stets mit mindestens derselben Ordnung konvergiert wie der a priori Term FEj.

Die Fehlerschitzer n und (. Wegen m € W1 >°(Q;R?) ist der residuale Fehlerschiitzer 1 zu-
verldssig. Die Abbildungen 4.8 zeigen die Konvergenzordnungen von 7, den Fehlern F1, E5 und den
auf Glittung basierten Schitzern ¢ = [[(my, — Amy,) - 2[|12(q) und ¢ = ||(m;, — Amy,) - ZL||L2(Q).
Bei Betrachtung der stetigen Fille fiir A und A schitzen ¢; und (o den Fehler in z- bzw.
zt-Richtung exakt, d.h. ¢; und (o scheinen zuverlissig und effizient zu sein, und auch der Feh-
lerschéitzer n besitzt die optimale Konvergenzordnung, erweist sich also experimentell ebenfalls als
effizient.

Im unstetigen Fall A = A®) scheinen ¢; und ¢, dagegen fiir ¢ = h die Zuverléssigkeit zu verlieren,
denn sie konvergieren weiterhin mit optimaler Konvergenzrate, wogegen die Fehler F; und Fo mit
verringerter Ordnung konvergieren — F; ungefihr mit Ordnung 0.46, E5 mit der Ordnung 0.44.
Im Fall e = h*/? zeigen beide Schiitzer wieder dasselbe Verhalten wie der tatsichliche Fehler und
decken sich sogar mit ihnen fiir grofies V. Der Fehlerschétzer n konvergiert mit leicht verminderter
Konvergenzrate.

Bemerkung. In den Abbildungen 4.8 sind die Fehler F; und die Glattungsfehlerschétzer ¢; auf
Netzen 7® fiir k = 1,...5 mit N = 4,...,4096 Elementen abgebildet. Die Berechnung der re-
sidualen Fehlerschéitzer ist so speicherintensiv, dafl sie mit den vorhandenen Rechnerkapazititen
lediglich auf den Netzen 7 bis 7 (d.h. N = 1024) durchgefiihrt werden konnte. O

Adaptive Netzverfeinerung mittels der Schitzer n und {. In Beispiel 4.2.1 scheint eine
indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerung wenig sinnvoll: In den stetigen Fillen A = A(Y) bzw.
A = M@ besitzen beiden Komponenten des Fehlers ebenso wie die Fehlerschiitzer die optimale Kon-
vergenzrate. Tatséchlich zeigt sich im Experiment, daf3 die Netze durch die Verfeinerungsindikatoren
auch uniform verfeinert werden. Lediglich im Fall A\ = A(®) und ¢ = h ist die Konvergenzrate der
Fehler leicht suboptimal. Die Tabellen 4.1 auf Seite 128 zeigen die Werte der komponentenweisen
Fehler £ j(-k) und der Fehlerschétzer j(-k) und 7®) sowie die experimentellen Konvergenzraten x*) bei
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Abbildung 4.8: Fehler und Fehlerschdtzer bei uniformer Netzverfeinerung im Fall o = 1 (links) und
o = 3/2 (rechts) sowie A = A1) (oben), A = \?) (mittig) und X = \®) (unten). Lediglich im Fall
X = A®) und o = 1 fiihrt uniforme Netzverfeinerung nicht auf die optimale Konvergenz der Fehler-
terme Ey und Ey. Dies ist auch der einzige Fall, in dem die gldttungsbasierten Fehlerschdtzer (1, (o
ihre Zuverldssigkeit einzubtifsen scheinen. In allen anderen Fillen sind die (; gute Approzimationen
der exakten Fehler.
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Abbildung 4.9: Fehler und Fehlerschitzer im Fall \®) fiir o = 1 bei n-adaptiver (oben), p-adaptiver
(mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netzverfeinerung.
Es zeigt sich, daf$ die n-adaptive Netzverfeinerung leicht bessere Fehlerwerte liefert als die tibrigen
Netzverfeinerungsstrategien.
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Abbildung 4.10: Fehler und Fehlerschitzer im Fall \® fir o = 3/2 bei n-adaptiver (oben), p-
adaptiver (mittig) und C-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netzver-
feinerung.
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uniformer, n-adaptiver, p-adaptiver und (-adaptiver Netzverfeinerung. Der Fehlerschitzer p zeigt
sich in diesem Beispiel fiir € = h als wenig geeignet fiir adaptive Netzverfeinerung, da p durch eine
suboptimale Abschétzung gewonnen wird, die die hohere Glétte von m in diesem Beispiel nicht
beriicksichtigt. Die Netzadaptivitét beziiglich  fithrt ab N = 600 Elementen zu einer leichten Ver-
besserung der Konvergenz des Fehlers E = [[m — mp||z2(qr2), der dann mit optimaler Ordnung
konvergiert.

In dem Abbildungen 4.12 und 4.13 wird deutlich, dafl durch den n-gesteuerten Algorithmus re-
gelméBig alle Elemente verfeinert werden, die auch durch den fehlergesteuerten Algorithmus verfei-
nert wiirden, d.h. bei Verfeinerung beziiglich der Indikatoren Er = |[m—my||12(p.r2) fiir T' € 7. Die
n-adaptiv generierten Netze zeigen deutlich eine Verfeinerung zum interface {x e ’ lx| = 1}, an
dem A = A®) springt. Dadurch fiihrt die n-adaptive Netzverfeinerung zusitzlich zu einer leicht ver-
besserten Approximation von Am durch A\pmj, bzw. von A durch A,. Dies wird in den Tabellen 4.2
auf Seite 129 bzw. Abbildung 4.11 deutlich. Die Konvergenzrate von Exm = [[Am — Aymy||12(o.r2)
bzw. Ex = [|A — Ap|p2(q)verbessert sich von 1/4 auf etwa 1/3. Sie liegt damit fiir Eypy, deutlich
unter dem optimalen Wert 1/2, welcher der a priori Analysis zufolge im Fall A = AD bzw. A =A@
vorliegt. Dies ist aber darauf zuriickzufithren, daf die eingefiihrten residualen Fehlerschétzer n und
p den Fehler von A\pmy zu Am nicht beriicksichtigen.

N0 ¢Y B WPy ] ¢F B s | 0 O
4| 0.16935 0.17617 0.14508 0.14136 0.46907

16 || 0.08254 0.11662 0.29760 | 0.07297 0.07579  0.44965 | 0.26961 0.39946
64 || 0.03807 0.06808 0.38819 | 0.03856 0.04341 0.40202 | 0.15296 0.40834
0.01780 0.03780  0.42452 | 0.01903 0.02365 0.43819 | 0.07885 0.47805
1024 || 0.00853 0.01997  0.46024 | 0.00929 0.01268 0.44961 | 0.04063 0.47822
4096 || 0.00415 0.01029 0.47808 | 0.00453 0.00655 0.47649

T W N~ O
[\)
(SNl
D

[NO [ ™ EP ey PEP wbE) [ 0® kW) ]
4 | 0.16935 0.17617 0.14508 0.14136 0.46907

0.03193 0.04594 0.39423 | 0.03163 0.03497 0.40970 | 0.09379 0.47212
2014 || 0.00791 0.01224 0.47043 | 0.00801 0.00931 0.47055 | 0.02090 0.53382

0 = O| =
—_
[N]
—_

‘N(k) H dk) E%k) w0 (By) ‘ <ék) Eék) k() () ‘ n(®) x®) (1) ‘
0.16935 0.17617 0.14508 0.14136 0.46907

136 || 0.03152 0.05735 0.31826 | 0.03203 0.03576 0.38977 | 0.09420 0.45525
1714 || 0.00796 0.01875 0.44122 | 0.00847 0.01150 0.44776 | 0.02624 0.50445

0 =~ Off &
W

k k k k
(v P EBP mEy [ PER sW@Ey [ g™ By |
0.16935 0.17617 0.14508 0.14136 0.46907

238 || 0.01847 0.04822 0.31712 | 0.02060 0.02572 0.41709 | 0.08706 0.41219
1108 || 0.00846 0.02011 0.56845 | 0.00898 0.01291 0.44798 | 0.03832 0.53350

D W Ol
B

Tabelle 4.1: Fehler, Fehlerschitzer und Konvergenzordnungen fiir X = \®) und ¢ = h bei uniformer,
n-adaptiver, p-adaptiver und (-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

Akkuranz des panel clustering. Das in Abschnitt 3.6 vorgeschlagene panel clustering erweist
sich sowohl bei uniformer als auch bei adaptiver Netzverfeinerung als duflerst effizient. Einige ex-
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5 5
‘ N &) H c(k) gk k) (p) ‘ E,(\rzl k) (Eym) ‘ Eg) k() (Ey) ‘
4 1 0.22299 0.22588 0.38345 0.39421

k

0

1 16 || 0.11017 0.13908 0.34980 | 0.27495  0.23994 | 0.29841 0.20084
2 64 || 0.05418 0.08075 0.39224 | 0.19265  0.25660 | 0.21375 0.24067
3

4

5

256 || 0.02605 0.04458 0.42842 | 0.13495  0.25676 | 0.14810 0.26467
1024 || 0.01261 0.02365 0.45722 | 0.09229  0.27411 | 0.09896 0.29088
4096 || 0.00615 0.01220 0.47762 | 0.06504  0.25238 | 0.06784 0.27231

‘ N (&) “ ¢k E®  x®(E) ‘ E/(\’;)] £®) (Exm) ‘ E&’f) FOIToN ‘
0.22299 0.22588 0.38345 0.39421
121 || 0.04495 0.05773 0.40010 | 0.13331 0.30988 | 0.14660 0.29012

2014 || 0.01126 0.01538 0.47048 | 0.05005  0.34836 | 0.05362 0.35768

o =~ O
S

\ N (k) H c(k) F(k) k(0 (B) ‘ Ey;)l () (Exm) ‘ Egk) <) (Ey) ‘
0.22299 0.22588 0.38345 0.39421
136 || 0.04494 0.06759 0.34216 | 0.12854  0.30995 | 0.15177 0.27068

1714 || 0.01163 0.02199 0.44303 | 0.05205  0.35674 | 0.06184 0.35432

o =~ Of &
W

‘ N &) H c(k) gk k) (E) ‘ E@l £ (Eym) ‘ Egk) k() (Ey) ‘
0.22299 0.22588 0.38345 0.39421
238 || 0.02767 0.05465 0.34731 | 0.14082 0.24517 0.15955 0.22137

1108 || 0.01234 0.02390 0.53766 | 0.08699  0.31317 | 0.09406 0.34359

S W OoOff
e

Tabelle 4.2: Fehlerterme E = ||m — my||12(;r2), Eam = [|Am — Apmp[|p2(qrey sowie Ex = ||A —
)\hHLQ(Q) und Konvergenzordnungen fir A\ = \®) und & = h bei uniformer, n-adaptiver, p-adaptiver
und -adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

perimentelle Ergebnisse finden sich in Tabelle 4.3. Einem zeitlichen Gewinn um einen Faktor 10
zum Aufbau der Matrix A bei uniformem Netz 7; mit N = 1024 Elementen steht lediglich ein
relativer Fehler von 10~° gegeniiber. Auflerdem geht die approximierte Matrix A nur zu einem Teil
bei der Berechnung der diskreten Losung my, ein. Der relative Fehler des Losungsvektors X bzw.
der diskreten Losung my, liegt in diesem Fall bei 10~7. Dasselbe gilt fiir die Approximation der
Verfeinerungsindikatoren. Bei adaptiv generierten Netzen liegt der Approximationsfehler des panel
clustering sogar noch unter dem Fehler bei uniformen Netzen mit kleinerer Elementezahl. Man ver-
gleiche beispielsweise in Tabelle 4.3 die relativen Fehler auf dem uniformen Netz 73 (N = 256) mit
denen zum adaptiven Netz 77 (N = 622). Die relativen Fehler von A, X, my, (7 liegen hierbei unter
den Werten zum uniformen Netz. Das liegt vor allem daran, dafl beim beschriebenen Vorgehen, der
Polynomgrad der Approximationspolynome im panel clustering auf einem cluster o C 7 von der
Anzahl card(o) der Elemente darin abhéngt, aber nicht von der rdumlichen Groée o = |Jo. Fiir die
Approximation von 17 und u7 bekommt man schlechtere Werte. Das mag darin begriindet liegen,
dafl die durch n7 und pg involvierten Integrale micht exakt berechnet werden konnen, sondern
mittels numerischer Quadratur berechnet werden miissen. Die relativen Approximationsfehler sind
aber mit einer GroSenordnung von 10~7 und 10~% dennoch hinreichend klein.

Konklusion zu Beispiel 4.2.1. (a) Die exakte Losung des Beispiels erfiillt m € L2(; B2) N
Whee(€; R?). In diesem Fall zeigt die erbrachte Analysis, da8 der Fehler £y = ||(m — my,) - 2|20
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(K[ NPT 0P [EP@A) BPX) EPm) EVar)  EPr) BV |
0 4 0 0 0 0 0 0 0
1 16 0 0 0 0 0 0 0
2 64 | 29.7% | 2.293e-06 7.938e¢-08 6.259¢-08 3.118e-08 3.566e-08 2.010e-07
3| 256 | 75.3% | 1.589e-05 4.127e-07 3.186e-07 1.951e-07 2.372e-07 1.811e-06
411024 | 92.8% | 2.235e-05 2.607e-07 1.838e-07 2.036e-07 2.571e-07 1.758e-06
(K[ NPT oW [P FOX)  E9m) EVar) B9k BV |
0 4 0 0 0 0 0 0 0
1 13 0 0 0 0 0 0 0
2 31 0 0 0 0 0 0 0
3 88 | 33.3% | 2.537e-06 1.388e-07 6.460e-08 3.617e-07 4.019e-07 4.804e-07
4| 121 | 42.8% | 3.168e-06 1.629e-07 8.450e-08 5.602e-07 5.806e-07 5.166e-07
51 319 | 76.3% | 1.428e-05 3.340e-07 2.802e-07 7.163e-07 8.640e-07 1.685e-06
6 | 562 | 83.5% | 1.252e-05 1.944e-07 1.585e-07 7.226e-07 9.370e-07  1.094e-06
7| 622 | 84.9% | 1.249e-05 1.890e-07 1.560e-07 7.562e-07 9.850e-07 1.055e-06

Tabelle 4.3: Approximationsverhalten des panel clustering nach Abschnitt 3.6 in Beispiel 4.2.1 fiir
A= A®) und e = h bei uniformer (oben) sowie n-adaptiver Netzverfeinerung.

mit O(h + ¢) konvergiert, sofern der Lagrange-Parameter A hinreichend glatt ist. Auflerdem ist
der Fehlerschitzer 7 unabhéngig von A eine obere Schranke fiir £. Diese theoretischen FErgebnisse
konnten empirisch bestétigt werden. Es zeigte sich ferner experimentell, dafl n in diesem Fall auch
effizient ist, d.h. bis auf Konstante eine untere Schranke fiir F;. Der L?-Fehler Ey in Richtung der
easy axis z*, der a priori nicht kontrolliert wird, konvergiert im Experiment stets mit mindestens
derselben Konvergenzordnung wie Fy. Die ,Komponenten® ¢; des Gléttungsschétzers ¢ erweisen
sich als effiziente und zuverlissige Schranken fiir die entsprechenden L?-Fehleranteile Ej, sofern A
hinreichend glatt ist. Im Fall A = A®) und ¢ = & biiBen die ¢; die Zuverléssigkeit ein. Dies zeigt sich
insbesondere bei der der (-adaptiven Netzverfeinerung, die zu schlechteren Konvergenzresultaten
fithrt als die uniforme Netzverfeinerung.

(b) Wie die a priori Analysis erwarten 148t, konvergiert der Fehlerterm F; fiir « > 1 und ¢ = h®
bei uniformer Netzverfeinerung und glattem A € {)\(1),)\(2)} mit optimaler Konvergenzordnung.
Im unstetigen Fall A = A®) fiihrt die Wahl o = 1 bei uniformer Netzverfeinerung zu einer leicht
suboptimalen Konvergenzordnung, die aber zum einen durch Wahl eines groBeren o > 3/2 ver-
bessert werden kann, zum anderen aber auch durch 7-basierte Netzadaption. Ein weiterer Vor-
teil bei der der n-gesteuerten Netzverfeinerung liegt in der Verbesserung der Konvergenzrate von
Ex = [|A = Aullr2(q) und dem a priori Term Exy, = [[Am — Apmy||p2(o2). Beide Terme konver-
gieren bei uniformer Netzverfeinerung lediglich mit der Ordnung 1/4, und diese wird durch die
n-Adaptivitdt auf 1/3 verbessert. Die p-Adaptivitét fithrt ebenfalls zu einer Konvergenzverbesse-
rung fiir die letzten beiden Terme. Da sie aber den Fehler F in z-Richtung elementweise um einen
Faktor hr_?l tiberschétzt, fithren p-adaptierte Netze im Bereich N < 2000 nicht zu einer Verbesse-
rung der Konvergenzordnung im Vergleich zur uniformen Verfeinerung. Im wesentlichen wird diese
reproduziert.

(c) Die Konvergenz des Newton-Verfahrens zur Berechnung der diskreten Losung my, hingt nicht
kritisch vom gewé&hlten Startwert ab. Das Newton-Verfahren zeigt sich als duflerst robust und liefert
sowohl fiir nested iterations als auch bei trivialem Startvektor anndhernd dieselbe diskrete Losung.
Mit Blick auf die Anzahl der Newton-Schritte im Fall A\ = \®) sind aber die nested iterations
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vorzuziehen. Thre absolute Anzahl ist dennoch gering, und selbst bei trivialem Startvektor und uni-
formem Netz mit N = 4096 Elemente konvergiert das Newton-Verfahren (inkl. Abbruchkriterium)
geméf Algorithmus 3.2 mit weniger als 22 Schritten. Auch die Wahl des Penalisierungsparameters «
wirkt sich kaum auf die Anzahl der Newton-Schritte aus. Es ist zwar festzustellen, dafl ihre Anzahl
mit steigendem « zunimmt, die absoluten Unterschiede fiir 1 < o < 3 betragen aber bei nested
iterations weniger als 5 Newton-Schritte.

(d) Sowohl die Matrix A als auch die Matrizen, die zur Berechnung der Fehlerschétzer benotigt
werden, lassen sich {iber panel clustering effizient aufbauen. Der relative Fehler liegt fiir A selbst bei
groBer Approximationsordnung bei 107°, und die Giite der Losung ist regelm:ifiig um eine Potenz
besser, d.h. der relative Fehler in my, liegt bei ungefihr 1079.
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Abbildung 4.11: Die Fehlerterme E = |jm — my|| 22y und der Fehlerschitzer ¢ (oben) sowie
die Fehlerterme Exm = [|[Am — Aymy[r2r2) und Ex = |A = Mpll2(q) (unten) fir A = AB) in
Abhdingigkeit von der Anzahl der Elemente und der Netzverfeinerungsstrategie. In allen Fdllen fiihrt
n-adaptive Netzverfeinerung im Vergleich zu den anderen Netzverfeinerungsstrategien auf die besten
Resultate.
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Abbildung 4.12: Elementweise Verteilung der Fehler (links) und der Verfeinerungsindikatoren np
(rechts) auf den n-adaptiven Netzen To bis Tg im Fall X = \®) und e = h.

133



KAPITEL 4. NUMERISCHE EXPERIMENTE ZU (RP: i)

He' N
TR
RN

Abbildung 4.13: Triangulierungen aus Abbildung 4.12 und Elemente, die durch den n-adaptiven
Algorithmus 3.8 zur Verfeinerung markiert werden (grin, rechts). Die blau-markierten Elemente
(links) wiirden bei fehleradaptierter Netzverfeinerung markiert, d.h. bei Adaptivitit beziiglich der
Indikatoren Ep = ||m — my]| r2(1ir?)- Man sieht, daf$ die n-gesteuerte Netzadaption mil einigen
Zwischenschritten ein optimales Netz erzeugt.
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4.2.2 Ein akademisches Beispiel mit Lésung m ¢ H'(Q; B2)
Es seien wieder Q2 = (0,1)% und z = (1,1)/v/2. Ferner bezeichne w := {z € Q } lz—(1,1)] <1}, und

zux € Qseiy=y(x):= % € R2. Die exakte Losung m € L%(Q; B3) werde gegeben durch
y(x), falls z € w,
T—y1 I—vy2 y(), anderentalls.

Fiir den Lagrange-Parameter A\ wihle
MV =0 und A® = XO\w-

Abbildung 4.14 zeigt die Bestapproximation m7 von m auf dem uniformen Netz 7™ (N = 1024).
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0.7 6
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10.4

NN
.
©

10.2

10.1

Abbildung 4.14: Das T -stiickweise Integralmittel mg der exakten Ldosung m auf uniformem
Netz T mit N = 1024 Elementen (links) und die T-elementweise Verteilung des Fehlers
E = [[m — m7|p2qre) (rechts). Man sieht, daff der gréfite Anteil des Fehlers am interface
I={ze€Q ’ |(1,1) — | = 1} und nahe der Ecke (1,1) gemacht wird.

Lemma 4.2. Die Funktion m € L?(Q; B2) aus (4.9) ist stetig, das Feld ist stets in Richtung des
Eckpunkts (1,1) gerichtet, |m(z)| =1 fir z € w und m(z) = 0 fir z € I := {x € 0Q | z122 = 0}.
Offensichtlich ist m in Q\I stetig differenzierbar, wenn I := {z € Q ! |(1,1) — x| = 1} das interface
bezeichnet. Es gilt aber Vm & L%(Q; R?*2) und deshalb m ¢ H*(Q; B3).

Beweis. Zum Nachweis der Stetigkeit von m ist nur zu zeigen, dafl die Definitionen von m|,, und
m|q\,, auf I zu denselben Funktionswerten fiihrten. Fiir = € I gilt

—_
~—

— T .Tj

z=(1,1) — (1, =(1,1) —y(z), also

(1,1) — 2
Um |m(x)| <1 zu zeigen, ist die Funktion

I T2
H
1 —yi(z) 1 —y2(x)

X
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Abbildung 4.15: Magnetisches Potential w = Lm7 in Beispiel 4.2.1 zur diskreten (bestapprozimie-
renden) Magnetisierung my auf uniformem Netz T3 (N = 256). Das obere Bild zeigt u(x) als Plot
iiber der Fliche [—3/2,5/2)%. Das untere Bild zeigt die Projektion von w(x) in die x1-v2-Ebene,
wobei der Wert u(x) farbig dargestellt ist und einige Isolinien zu u(x) weiff eingezeichnet sind.

136



4.2. AKADEMISCHE BEISPIELE MIT BEKANNTER MAGNETISIERUNG M € L?(Q; BY)

auf Q\w zu untersuchen. Dazu fixiere x € Q\w und betrachte die Menge
S = {z+ty(z) ‘ te R} N (QA\Inn(w)).

S ist eine abgeschlossene Strecke in R?, und fiir & € S gilt offensichtlich y := y(z) = y(z). Es sei
z € SNT. Dann existiert ein Parameter so > 0 derart, daB8 v : [0, 5] — R2, s — 2z + sy die Strecke
S parametrisiert. Betrachte die Funktion

b(s) = 71(s) 72(s)
L—y1 1 -y
Dann gilt ¢(0) =0, ¢(sp) = 1 und ¢'(s) = 7£- - > 0 wegen y € , d.h. ¢ ist monoton wachsend.

1-y1 1—y
Insbesondere folgt Bild(¢) = [0, 1] und damit 1Wegén x € S auch

z1 Z2

=01 @) 1= () € [0,1].

Um schliefllich zu zeigen, da Vm ¢ L?(Q;R?*2) ist, betrachte die Funktion g(z) := z/|z| fiir
z € R%,. Die partiellen Ableitungen von g sind von der Ordnung 1/|z|, und deshalb gilt Vg ¢

L7,.(R%y;R**?). Da m lokal um den Eckpunkt (1,1) eine Transformierte von g ist, folgt die Be-
hauptung. |

T T T T
-5 unif. E o unit. E;
< unif. g e unif.g;

Fehler und Fehlerschatzer

Anzahl der Elemente Anzahl der Elemente

Abbildung 4.16: Die experimentelle Konvergenzordnung von Bestapprozimationsfehler E = ||jm —
m7||2qr2) und Glittungsschitzer ¢ = |lm7 — Amr7||p2qrey (links) sowie die entsprechenden
Grafien in z-Richtung (rechts) E1 = ||[(m — m7) - 2|[2(q) und (1 = [|(m7 — Amr7) - 2||12(q) und in
zt-Richtung By := ||(m—mr7) 25| 12(q) und (o = ||(m7—Amy7)-2"|| 12(q). Man sieht die reduzierte
Konvergenzordnung von E bei uniformer Netzverfeinerung und die optimale Konvergenzordnung
1/2 bei Netzadaption mittels der Indikatoren Er = [[m — mr | 12(.r2)-

DaB m ¢ H'(Q;R?) gilt, zeigt sich auch bei Betrachtung der experimentellen Konvergenz des Be-
stapproximationsfehlers E = |[[m — mr || ;2(qr2) in Abbildung 4.16 bei uniformer Netzverfeinerung.
Anstelle der optimalen Konvergenzrate 1/2 ergibt sich nur ein Wert wenig grofier als 1/3. Erfolgt
die Netzadaption aber fehlergesteuert, d.h. wird das Netz durch Algorithmus 3.8 mit den Indika-
toren Er = ||m — m7||p2(pre2) fiir T' € 7 verfeinert, so stellt sich die optimale Konvergenzrate 1,/2
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Abbildung 4.17: Durch die Indikatoren Er = ||m — m7|[2(p;rey erzeugte adaptive Netze T5 (links,
N = 142) und Tyg (rechts, N = 1717) mit den dazugehdorigen Bestapproximationen my. Es zeigt
sich deutlich die Netzadaption am interface und zum Punkt (1,1) hin.

ein. Es ist die Hoffnung, daf§ eine indikatorgesteuerte Netzadaption, basierend auf den Indikatoren
n, p oder ¢, dasselbe Resultat liefert.

A priori Erwartungen an die numerischen Resultate. Wegen m ¢ W5%°({; R?) kann in
diesem Fall die Zuverladssigkeit des residualen Fehlerschéitzers n nicht bewiesen werden. Aufgrund
der reduzierten Konvergenzordnung von E; = [[(m —m7) - z||2(q;r2) ist sogar zu erwarten, dafl die
experimentelle Konvergenzrate von 7 deutlich iiber der von E; liegen wird. Die Fehlerverteilung in
Abbildung 4.14 zeigt, daB der Hauptfehler am interface I := {z € Q } |(1,1) — x| = 1} entsteht.
Insbesondere erwartet man, dafl der Fehler dort grof§ ist, wo der Abstand von I zum Rand von {2
besonders klein ist, denn nach Definition ist m dort stark steigend: Auf dem Randstiick T" := {x €
99 | z132 = 0} gilt némlich gerade m|p = 0, und fiir € I ist |m(z)| = 1. Dies zeigt sich auch bei
der fehlergesteuerten Netzadaption. Zwei beispielhafte Netze sind in Abbildung 4.17 gezeigt. Man
sieht zum einen eine adaptive Netzverfeinerung entlang I, die dort feiner wird, wo der Abstand
von I zu I' klein ist. Zum anderen zeigt sich eine adaptive Netzverfeinerung hin zur rechten oberen
Ecke (1,1), in deren Umgebung das Feld seine Ausrichtung wesentlich wechselt.

Einflufl von € = h* auf die Konvergenz der Verfahrens. Wie im ersten Beispiel zeigt sich,
daB im stetigen Fall A\ = A(1) die Konvergenz von E; und E, unabhingig ist von der Wahl von
a € {j/4‘j = 1,...,12}. Die Werte von E; bzw. E3 stimmen fiir jede Wahl von o mit den
Werten fiir die Bestapproximation von m in £°%(7;R?) iiberein. Es zeigt sich die suboptimale
experimentelle Konvergenzrate von ungefihr 0.36 sowohl fiir den a priori Term F; als auch fiir den
nicht-kontrollierten Fehleranteil Fs.

Der unstetige Fall A = A fithrt wie im ersten Beispiel zu einer Polarisierung der a-Werte unter
Beriicksichtigung der Konvergenz von E1 und Es. Fiir a < 1 liegt die experimentelle Konvergenzrate
deutlich unter dem von o = 1. Mit wachsendem « verbessert sich die Konvergenzrate, und fiir
a > 1 ergibt sich jeweils eine Konvergenzrate von ungefihr 0.38 analog zu den Fehlern fiir die
Bestapproximation my.
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Abbildung 4.18: Abhdngigkeit der Konvergenz des Verfahrens von der Wahl des Stabilisierungspa-
rameters ¢ = h®. Fir A = 0 (oben) zeigt sich die Unabhingigkeit von Ey = ||(m —mp) - 2[|r2(q)
(links) und Ey = ||(m — mj,) - ZLHLZ(Q) (rechts) von der Wahl von . Im unstetigen Fall X = \(?)
(unten) erhdlt man fiir o > 1 dieselbe (suboptimale) experimentelle Konvergenzrate fir den a priori
Term Ey. Zum Vergleich ist in allen Abbildungen der entsprechende Fehler der Bestapproximation

eingetragen, d.h. my = my.
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Abbildung 4.19: Fehler und Fehlerschitzer im Fall A = AV fir a = 1 bei n-adaptiver (oben),
u-adaptiver (mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. In allen drei Faillen fithrt adaptive Netzverfeinerung zu einer sichtbaren Verbesserung
der Konvergenzrate des L*-Fehlers in z-Richtung (links) und in Richtung der easy axis (rechts).
Die absolut gesehen besten Werte fiir Fy liefert die Netzadaption mit u, bei der der Fehler Ej
mit dem Bestapprorimationsfehler 81 koinzidiert. Die besten Werte fiir Fo liefert die (-adaptive
Netzverfeinerung.
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EIN® [ B ER ey PEP W@y | g® kB |
0 4 || 0.08026 0.21651 0.17421 0.23588 0.32799

1 16 || 0.09150 0.15675 0.23297 | 0.11026 0.14138 0.36921 | 0.18471 0.41421
2 64 || 0.07113 0.10249 0.30651 | 0.06598 0.08424 0.37354 | 0.09675 0.46645
3
4
51

256 || 0.04783 0.06344 0.34604 | 0.03927 0.05060 0.36766 | 0.04963 0.48153
1024 || 0.02997 0.03811 0.36754 | 0.02349 0.03042 0.36700 | 0.02521 0.48863
4096 || 0.01811 0.02255 0.37871 | 0.01415 0.01832 0.36568

[NO [ ® EP wbEy [ PEP wbEy [ p® kW) ]
4 || 0.08026 0.21651 0.17421 0.23588 0.32799

121 || 0.05237 0.06596 0.34862 | 0.06100 0.07128 0.35099 | 0.06528 0.47345
2242 || 0.01599 0.01754 0.45363 | 0.01633 0.01793 0.47270 | 0.01463 0.51244

O = O

k k k k
[vo ] EBP mEy [ PEP sW@Ey [ g™ By |
4 1 0.08026 0.21651 0.17421 0.23588 0.32799

220 || 0.04104 0.04972 0.36713 | 0.04961 0.05705 0.35422 | 0.05036 0.46761
2227 || 0.01500 0.01574 0.49696 | 0.01793 0.01917 0.47120 | 0.01500 0.52324

O = O

‘ k ‘ N &) H {k:) E%k) K(k)(El) ‘ 2(k:) Egk) K(k)(E2) ‘ n®) H(k)(n) ‘
0 4 | 0.08026 0.21651 0.17421 0.23588 0.32799

5| 130 || 0.05233 0.07494 0.30476 | 0.05280 0.07520 0.32837 | 0.07297 0.43172
12 | 1732 || 0.01793 0.02012 0.50776 | 0.01621 0.01810 0.55005 | 0.01869 0.52606

Tabelle 4.4: Fehler, Fehlerschitzer und Konvergenzordnungen fiir X = XY und ¢ = h bei uniformer,
n-adaptiver, p-adaptiver und (-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

Adaptive indikatorgesteuerte Netzverfeinerung. Uniforme Netzverfeinerung fiihrt in die-
sem Beispiel nicht zur optimalen Konvergenzordnung des Fehlers. Die Abbildungen 4.16 und 4.17
zeigen, daf} dies darin begriindet ist, dafl der wesentliche Anteil des Fehlers an der Grenzschicht
I:={zeQ||(1,1) — 2| =1} und der Ecke (1,1) anfillt. Die fehlergesteuerte Netzadaption liefert
die optimale Konvergenzordnung des L2-Fehlers sowohl in z-Richtung als auch in Richtung der easy
axis 2. Bs ist zu untersuchen, inwieweit die indikatorgesteuerte Netzverfeinerung diese Adaption
nachzuahmen vermag.

Im Fall A = A und h = ¢ fithren n-, - und (-adaptive Netzverfeinerung sowohl auf die optimale
Konvergenzordnung von F; in 2-Richtung als auch von Fs in Richtung der easy azis,. Die Fr-
gebnisse sind in Abbildung 4.19 dargestellt. Als Vergleichswerte sind jeweils dieselben Fehlerterme
bei uniformer Konvergenz sowie die Bestapproximationsfehler E; = [|(m — m7) - 2|/ 72(qr2) und
Ey = |[(m —m7) - 24| [2(Q;r?) in 2- und zT-Richtung bei fehlergesteuerter Netzadaption geplottet.
Man sieht, dafl alle indikatorgesteuerten Netzverfeinerungen die lineare Konvergenz von F; und
FE) liefern. Bei Betrachtung der absoluten Werte sieht man aber, dal der Fehlerschétzer p zu den
besten Netzen beziiglich F4 fiihrt. Die Werte von F; decken sich mit den Werten von E;. Die
¢-Adaptivitéit hingegen liefert, verglichen mit 7- und p-adaptiver Verfeinerung, die absolut besten
Werte von Ejs. Einige Werte finden sich zum Vergleich in Tabelle 4.4.

Hinsichtlich p- und (-adaptiver Netzverfeinerung tritt im Fall A = A(M) und h = £3/2 dasselbe
Verhalten auf wie im Fall h = €.
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Abbildung 4.20: Fehler und Fehlerschitzer im Fall X = XV fiir a = 3/2 bei n-adaptiver (oben),
wu-adaptiver (mittig) und C-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. Es zeigen sich dieselben Resultate wie fiir « = 1, siehe Abbildung 4.19.
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Abbildung 4.21: Fehler und Fehlerschitzer im Fall X = A\®) fiir o = 1 bei n-adaptiver (oben), -
adaptiver (mittig) und -adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netzver-
feinerung. Anders als im Fall \ = XY liefert die Netzadaptivitit fir keinen der drei Fehlerschitzer
eine wesentliche Verbesserung der Konvergenzrate des Fehlers in z-Richtung, sondern lediglich zu
einer leichten Verbesserung in Richtung der easy axis. Das vergleichsweise beste Konvergenzergebnis
liefert die n-Adaptivitdt.

143



KAPITEL 4. NUMERISCHE EXPERIMENTE ZU (RP: i)

k k k k
(v P EBP mEy [ PEP sWEy [ g™ By |
4 1 0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

k

0

1 16 || 0.11131 0.21101 0.35886 | 0.13834 0.17630 0.39973 | 0.36089 0.43542
2 64 || 0.07690 0.12172 0.39683 | 0.07376 0.10025 0.40719 | 0.18553 0.47996
3

4

)

256 || 0.05099 0.07079 0.39103 | 0.04359 0.06251 0.34073 | 0.08941 0.52656
1024 || 0.03134 0.04073 0.39871 | 0.02612 0.03802 0.35862 | 0.04412 0.50956
4096 || 0.01861 0.02348 0.39733 | 0.01513 0.02217 0.38924

k k k k
[NO [ ® EP wbEy [ PEP wbEy [ p® kW) ]
4 | 0.11201 0.36086 0.29908 0.32114 0.67727

0.05108 0.08314 0.34215 | 0.04442 0.06593 0.36903 | 0.10950 0.42470
1165 || 0.02876 0.04521 0.44030 | 0.02270 0.03546  0.44823 | 0.05518 0.49525

~N s Of
[\)
Ne)
\S]

k k k k
[vo ] EBP mEy [ PEP sW@Ey [ g™ By |
0.11201 0.36086 0.29908 0.32114 0.67727

166 || 0.05630 0.11263 0.31252 | 0.05952 0.09445 0.32848 | 0.16614 0.37717
1804 || 0.02010 0.03673 0.46971 | 0.01770 0.02911 0.49331 | 0.04957 0.50696

o =~ Of &
W

‘ k ‘ N &) H {k:) E%k) K(k)(El) ‘ 2(k:) Egk) K(k)(E2) ‘ n®) H(k)(n) ‘
0 4| 0.11201 0.36086 0.29908 0.32114 0.67727

71 190 || 0.05198 0.10970 0.30842 | 0.05099 0.09456 0.31668 | 0.16590 0.36435
16 | 1561 || 0.01962 0.04027 0.47589 | 0.01813 0.03342 0.49385 | 0.06103 0.47484

Tabelle 4.5: Fehler, Fehlerschitzer und Konvergenzordnungen fiir A = X2 und ¢ = h bei uniformer,
n-adaptiver, p-adaptiver und (-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

Im unstetigen Fall A = A® und h = ¢ ist die Wirkung der indikatorgesteuerten Netzadaptivitiit
nicht so gut sichtbar wie im Fall A = 0, siehe Abbildung 4.21. Die 7- bzw. u-gesteuerte Netzver-
feinerung fithrt augenscheinlich lediglich zu einer leichten Verbesserung der Konvergenzordnung
von Es, wihrend der L?-Fehler F; in z-Richtung dieselbe Konvergenz aufweist wie bei uniformer
Verfeinerung. Fiir (-adaptive Verfeinerung weisen sowohl F; als auch Fy bis zu ungefihr N = 300
schlechtere absolute Werte auf als bei uniformer Verfeinerung. Ab N = 300 scheint sich die Kon-
vergenzrate zu verbessern. Die Kurven zu £y und Es bei (-Adaption scheinen dann parallel zu sein
zu den zugehorigen Bestapproximationsfehler [E; und Es auf fehleradaptierten Netzen.

Wie bei den vorherigen Experimenten fiihrt die indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerung auch
im Fall A = A® und h = %2 zur Verbesserung der experimentellen Konvergenzraten der L2-
Fehler. Alle drei adaptiven Strategien weisen fiir die Konvergenz der Fehler £y und Fs die optimale
experimentelle Konvergenzrate auf, siche Abbildungen 4.22.

Konklusion zu Beispiel 4.2.2. (a) Im vorliegenden Beispiel erfiillt die exakte Losung m €
L?(; B2)\H'(Q;R?). Deshalb konvergiert die Folge der Bestapproximationen m7z zu uniformen
Netzen mit verminderter Konvergenzrate. Insbesondere kann auch der Fehlerterm E; bei uniformer
Netzverfeinerung nicht mit optimaler Ordnung 1/2 konvergieren, wenn das Verfahren mit ¢ = A fiir
« > 1 penalisiert wird. Auflerdem ist nicht mehr zu erwarten, dafl der Fehlerschétzer n zuverlissig
ist, denn besonders im Fall A = \(!) = 0 ist zu erwarten, da8  mit Konvergenzordnung nahe bei
1/2 fallt, withrend der L?-Fehlerterm FEj von niedrigerer Ordnung ist. Diese Erwartungen kénnen
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Abbildung 4.22: Fehler und Fehlerschitzer im Fall X = AX®) fir a = 3/2 bei n-adaptiver (oben),
u-adaptiver (mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. Anders als im Fall o« = 1 fiihren alle drei Fehlerschdtzer sowohl zu einer Verbesserung
der Konvergenzrate des Fehlers in z-Richtung als auch in z-Richtung.
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Abbildung 4.23: Der volle L?-Fehler E = ||m — my | r2r2) im Fall A = A (oben) und A = A\?)
(unten) jeweils fiir ¢ = h (links) und € = h3/% (rechts) bei uniformer, n-adaptiver, (-adaptiver und
p-adaptiver Netzverfeinerung. Zum Vergleich ist in jedem Bild die Norm |[m — mr||p2qrey fiir
uniforme und optimale Netzadaptivitdt dargestellt.
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k k k k
(v P EBP mEy [ PEP sWEy [ g™ By |
4 1 0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

k

0

1 16 || 0.11131 0.21101 0.35886 | 0.13834 0.17630 0.39973 | 0.36089 0.43542
2 64 || 0.07690 0.12172 0.39683 | 0.07376 0.10025 0.40719 | 0.18553 0.47996
3

4

)

256 || 0.05099 0.07079 0.39103 | 0.04359 0.06251 0.34073 | 0.08941 0.52656
1024 || 0.03134 0.04073 0.39871 | 0.02612 0.03802 0.35862 | 0.04412 0.50956
4096 || 0.01861 0.02348 0.39733 | 0.01513 0.02217 0.38924

k k k k
[NO [ ® EP wbEy [ PEP wbEy [ p® kW) ]
0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

286 || 0.05001 0.06254 0.40132 | 0.04317 0.05553 0.40037 | 0.07915 0.49672
1912 || 0.02010 0.02323 0.52134 | 0.01764 0.02070 0.51946 | 0.02894 0.52948

o B~ Of =
W

k k k k
[vo ] EBP mEy [ PEP sW@Ey [ g™ By |
0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

160 || 0.05521 0.07915 0.40069 | 0.05746 0.07119 0.39606 | 0.12302 0.45537
1789 || 0.02001 0.02286 0.51440 | 0.01746 0.02050 0.51557 | 0.02993 0.58548

o =~ Of &
W

‘ k ‘ N &) H {k:) E%k) K(k)(El) ‘ 2(k:) Egk) K(k)(E2) ‘ n®) H(k)(n) ‘
0 4| 0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

7| 175 0.04715 0.08048 0.38675 | 0.05187 0.07503 0.37274 | 0.13149 0.42696
15 | 1468 || 0.01952 0.02448 0.55967 | 0.01837 0.02224 0.57176 | 0.04183 0.53851

Tabelle 4.6: Fehler, Fehlerschiitzer und Konvergenzordnungen fir A = A\®) und € = h3/2 bei unifor-
mer, n-adaptiver, p-adaptiver und -adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

experimentell nachgewiesen werden.

(b) Auf fehleradaptierten Netzen konvergiert die Folge der L2-Bestapproximation mz mit opti-
maler Ordnung 1/2. Die numerischen Ergebnisse fiir das Konvergenzverhalten des Gesamtfehlers
|m — mp || z2(qr2) sind in Abbildung 4.23 zusammenfassend dargestellt: Eine indikatorgesteuerte
adaptive Netzverfeinerung fithrt demnach zu besserem Konvergenzverhalten des Gesamtfehlers. Die
Fehlerschétzer p und (¢ fithren in den Rechnungen zu annihernd denselbem Konvergenzverhalten
des Gesamtfehlers. Mit der Ausnahme des Falls A = \(?) und a = 1 fiihrt die ¢-adaptive Netzverfei-
nerung zu den absolut besten Fehlerwerten — wenn auch nur mit leichtem Vorsprung. Es miissen bei
der (-Adaptivitéit allerdings auch mit Abstand die meisten Zwischenschritte gerechnet werden. Da
der Hauptaufwand in Algorithmus 3.8 beim Aufbau der Daten liegt, die fiir einen Schritt benotigt
werden, ist deshalb einer der beiden residualen Fehlerschétzer zu bevorzugen. Mit erneutem Blick
auf den Fall A = A® und e = h scheint der Fehlerschitzer n am geeignetesten. Die indikatorgesteu-
erte Netzverfeinerung folgt weitestgehend wieder der fehleradaptierten. Beispielsweise ist in den
Abbildung 4.24 und 4.25 die n-gesteuerte Netzverfeinerung gezeigt.

(¢) Fiir A = A® und h = ¢ liefert die adaptive Netzverfeinerung (im betrachteten Bereich)
keine zufriedenstellende Konvergenzresultate. Im glatten Fall zeigt die a priori Analysis Eym =
[Am — Apmp||p2(orey) = O(h +¢). Im unstetigen Fall A = A2 1iBt sich im Experiment eine solche
Konvergenz mit verminderter Konvergenzordnung nachweisen, siehe Tabelle 4.7. Insbesondere zeigt
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5 5
‘ N &) H c(k) gk k) (p) ‘ E,(\rzl k) (Eym) ‘ Eg) k() (Ey) ‘
4 1 0.31937 0.48306 0.57575 0.62491

k

0

1 16 || 0.19335 0.32068 0.29553 | 0.39572  0.27049 | 0.46046 0.22029
2 64 || 0.11428 0.19719 0.35079 | 0.26020  0.30243 | 0.31277  0.27898
3

4

5

256 || 0.06941 0.11767 0.37239 | 0.16648  0.32215 | 0.19824 0.32894
1024 || 0.04147 0.06742 0.40178 | 0.10617  0.32447 | 0.12216  0.34920
4096 || 0.02419 0.03786 0.41615 | 0.07056  0.29468 | 0.07746  0.32867

(k[ N®] ¢® E®  0E) [ ER wW(Ey | EP kB(E) |
0 4 1] 0.31937 0.48306 0.57575 0.62491
41 292 0.06769 0.10610 0.35327 | 0.14174  0.32670 | 0.17842 0.29215
71 1165 || 0.03664 0.05745 0.44334 | 0.08345 0.38287 | 0.10349 0.39366

‘ k ‘ N®) H c(k) gk k) (p) ‘ EY i) (Eym) ‘ EP kBB ‘
0 4 1 0.31937 0.48306 0.57575 0.62491
41 166 || 0.08193 0.14699 0.31934 | 0.19106  0.29607 | 0.25004 0.24585
8 | 1804 || 0.02678 0.04686 0.47913 | 0.06881 0.42803 | 0.09156 0.42108

’ k ‘ N (&) H c(k) Bk gk (E) ‘ E,(\lir)l £ (Eym) ‘ Egk) k) (Ey) ‘
0 4 1 0.31937 0.48306 0.57575 0.62491
6 169 || 0.07870 0.15497 0.30370 | 0.21753 0.26000 0.26599 0.22816

14 | 1372 | 0.02861 0.05872 0.46337 | 0.09641  0.38860 | 0.12469 0.36180

Tabelle 4.7: Konvergenz der Fehlerterme E = ||m —mp|[12(q;r2), Exm = [|[Am — Apmy |2 q;re) und
Ex = A= Aullr2(q) bei uniformer, n-adaptiver, p-adaptiver und C-adaptiver Netzverfeinerung (von
oben nach unten) im Fall X = \®) und ¢ = h.

die Konvergenz fiir alle Elemente fast iiberall in 2 die Konvergenz
e ! T|(Jmplr| = 1)+ = |Apmy| — |[Aml.

Im vorliegenden Fall ist die rechte Seite auf w gerade 1, und mit € = h% ergibt sich auf der linken

Seite groflenordnungsmaBig h;/ 27cy(lmh|T| — 1)1+ — xw. Dies erkliart, warum bei der adaptiven
Netzverfeinerung zunéchst w hinreichend aufgelost werden mufl. Im Vergleich der Abbildungen 4.17
und 4.24 ist damit aber ersichtlich, daf3 diese Verfeinerung fiir die reduzierte Konvergenzordnung
verantwortlich ist. Fiir @« = 3/2 mul w nicht so stark aufgelost werden, um dieselbe Konvergenz
zu ermoglichen, siche Abbildung 4.25. Dies erlaubt zusétzliche Freiheitsgrade an der Grenzschicht
I:={z € Q|lz—(1,1)] = 1} und damit eine weitere Annéherung an die optimal adaptierten
Netze aus Abbildung 4.17. Zusammenfassend ist ein Penalisierungsparameter o > 1 sinnvoll, wenn
einerseits das Teilgebiet A := {l‘ e ‘ Az) # O} verhéltnisméBig grof ist und A auf A hohe Werte
annimmt. Da keine exakte Losung von (RP) bekannt ist, ist unklar, ob solche Situationen in praxi
auftreten, oder das gegebene Beispiel zufillig pathologisch ist.

(d) Wie im ersten Beispiel 4.2.1 erweist sich das Newton-Verfahren als stabil gegeniiber der Wahl
des Startvektors und dem dem Penalisierungsparameter € = h®.

(e) Das panel clustering fithrt in diesem Beispiel sogar auf ein noch besseres Approximationsver-
halten, siehe Tabelle 4.8. Auf dem n-adaptiven Netz 7g mit N = 1120 Elementen sind die relativen
Fehler sogar geringer als im Schritt zuvor.
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[N® T 0F [ EF(A)

E®(X)

E() (my,)

EW®(n7)

E® (ur)

E®(¢r)

4
16
64
256
1024

0

0
29.7%
75.3%
92.8%

0

0
2.293e-06
1.589e-05
2.235e-05

0

0
5.065¢-08
2.855e-07
1.751e-07

0

0
3.647e-08
2.239e-07
1.250e-07

0

0
2.198e-08
1.488e-07
1.214e-07

0

0
1.386e-08
1.031e-07
1.315e-07

0

0
7.008e-08
8.020e-07
6.485e-07

(%)

O®)

‘ Ek) (A)

E®)(X)

E®(my)

EW(n7)

EW(ur)

EW(¢r)

4
16
61
121
292
601
1120

S UL W N R O =W N R O

0

0
21.5%
45.9%
75.5%
85.0%
92.7%

0

0
8.976e-07
4.094e-06
6.828e-06
1.099e-05
5.857e-06

0

0
3.396¢e-08
2.209e-07
3.016e-07
2.590e-07
1.731e-07

0

0
2.394e-08
1.010e-07
2.251e-07
1.949e-07
1.219e-07

0

0
1.431e-07
9.552e-07
5.182e-07
6.154e-07
5.467e-07

0

0
1.982e-07
7.399e-07
7.960e-07
1.007e-06
9.494e-07

0

0
5.891e-08
6.062e-07
8.962e-07
1.059e-06
7.751e-07

Tabelle 4.8: Approximationsverhalten des panel clustering nach Abschnitt 3.6 in Beispiel 4.2.2 fiir
A=\ und e = h bei uniformer (oben) sowie n-adaptiver Netzverfeinerung.

Abbildung 4.24: Durch den Fehlerschitzer n-adaptiv generierte Netze Ty, .

02 03

05 06

08 09

. T7 im Fall X = \®)

und h = e. Links ist die Linge |my| der diskreten Magnetisierung my, farbig dargestellt. Die griinen
FElemente (rechts) sind zur Verfeinerung markiert.
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0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 4.25: Durch den Fehlerschitzer n-adaptiv generierte Netze Ty, ..., Tz im Fall X = X2
und h = &3/2. Links ist die Linge |my,| der diskreten Magnetisierung my, farbig dargestellt. Die
griinen Elemente (rechts) sind zur Verfeinerung markiert.
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4.3 Beispiele fiir d = 2 mit unbekannter exakter L6sung

In den folgenden drei Abschnitten werden Beispiele vorgestellt, bei denen das duflere Feld gegeben
ist. Die exakten Losungen sind unbekannt. Die Schlufifolgerungen sind deshalb nicht analytisch
verifizierbar, da die Approximationen my, nicht mit der exakten Losung verglichen werden kénnen.
Ebenso kann iiber die Approximationsgiite des glattungsbasierten Schétzers ¢ nur spekuliert wer-
den. Da dieser sich aber in den analytischen Beispielen als effizient erwiesen hat, wird er auch
betrachtet. Der einzige der Fehlerschitzer, von dem die Zuverldssigkeit bewiesen ist, ist der resi-
duale Fehlerschétzer u.

Die ersten Beispiele in Abschnitt 4.3.1 sind der Arbeit CARSTENSEN-PROHL [24] entnommen. Das
Gebiet 2 C R? beschreibt in diesem Fall einen (konvexen) Stab, und das &uBere Feld ist konstant.
Es zeigt sich, daf} die residualen Fehlerschétzer sowohl bei uniformer als auch bei adaptiver Netzver-
feinerung ein optimales Konvergenzverhalten zeigen. Die Interpretation ist die, dafl die unbekannte
exakte Losung hinreichend glatt ist.

Das Experiment in Abschnitt 4.3.2 untersucht das Konvergenzverhalten der Fehlerschétzer bei
konstanter rechter Seite auf nicht-konvexen Gebieten. Als Beispiel dient das L-Gebiet. Als Resultat
erhélt man die Evidenz dafiir, daf3 sich auch die Nicht-Konvexitdt des Gebiets kaum in den Kon-
vergenzraten niederschldgt. Man erhilt nahezu optimale Konvergenzordnungen fiir die residualen
Fehlerschétzer.

Um eine Verringerung der Konvergenz kiinstlich herbeizufithren, mufl das duflere Feld f auf 2
Unstetigkeiten aufweisen. In Abschnitt 4.3.3 wird ein Beispiel konstruiert, bei dem f entlang der
Gebietsdiagonalen springt. Oberhalb und unterhalb der Diagonale ist f jeweils konstant. Diese
Unstetigkeit reicht aus, fiir die Fehlerschéitzer suboptimale Konvergenzraten zu induzieren. Durch
Netzadaptivitidt konnen diese jedoch verbessert werden: Die indikatorgesteuerte Netzadaptivitét
liefert die gewiinschten optimalen Konvergenzraten.

4.3.1 Beispiele aus CARSTENSEN-PROHL [24]

Im folgenden bezeichne Q = (—1/2,1/2) x (=5/2,5/2) einen ferromagnetischen Stab in einem
konstanten duBeren Feld f() = (3/5,0), £ = (1/2,1/2) bzw. f®) = (0,9/10). In den drei Ex-
perimenten wird der Modellfall (2.19) mit z = (0, 1) betrachtet. Die easy azis ist also parallel zu
£(1) und steht orthogonal auf f(3). Die exakte Losung (A, m) des konvexifizierten Problems (RP)
ist unbekannt, so auch CARSTENSEN-PROHL [24]. Als Startnetz 7y wird ein uniformes Netz mit
N = 5 Elementen verwandt. Abbildung 4.26 zeigt die diskreten Loésungen my zu f @, 0=1,2,3,
auf dem uniformen Netz 73 mit N = 320 Elementen. Obwohl in den numerischen Experimenten in
CARSTENSEN-PROHL [24], die Maxwell-Gleichung

div(~Vu +m) =0 in R?

zur Berechnung des magnetischen Potentials u auf einem beschréankten Gebiet Q mit Q € Q € R?
anstelle des Vollraums R? gelost wird, zeigt sich dasselbe Verhalten der diskreten Losungen wie bei
den numerischen Experimenten in CARSTENSEN-PROHL [24]: Fiir f = (1) folgt die Magnetisierung
my, der Vorgabe von f, zumal diese Ausrichtung aus Sicht von Anisotropieenergie und &duflerer
Energie energetisch sinnvoll ist. Die Spitzenwerte von |my| werden in zwei kegelférmigen Bereichen
angenommen, die am oberen und unteren Ende des Stabes liegen. Dieser kegelférmige Bereich ist
auch bei der Penalisierung sichtbar. Fiir £ = f(2) verhilt sich die Magnetisierung nicht so homogen.
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Im Inneren des Gebietes richtet sie sich anndhernd nach dem #ufleren Feld aus. An der linken
oberen und rechten unteren Ecke aber scheint das duflere Feld weniger Einflufl zu haben. Die xo-
Komponente von my, verliert dort an Einflu}, und mj, zeigt eher in z-Richtung. Die Linge von |my|
ist hierbei an der oberen rechten und der unteren linken Ecke von €2 am grofiten. Die Bereiche sind
aber, jeder fiir sich betrachtet, nicht mehr symmetrisch wie im Fall von f(V). Im dritten Fall f = £©)
tritt fiir my, eine flowerlike structure auf. An den unteren Ecken von € zeigt die Magnetisierung mit
einem Winkel von £7/4 in Q hinein, an den oberen Ecken tritt sie mit demselben Winkel aus. Im
tibrigen Gebiet richtet sich mjy nach dem #ufleren Feld aus und scheint mit Abstand vom oberen
und unteren Rand von € im wesentlichen parallel zu £(®). Die Lénge |my,| der Magnetisierung ist
relativ homogen und variiert zwischen 4/5 und 1. In den Eckpunkten ist sie am groiten und erreicht
maximale Werte von annéhernd 1. In keinem Bereich tritt eine Penalisierung auf.

Gliederung der numerischen Experimente. Da die exakte Losung (A, m) von (RP) nicht
bekannt ist, kann der Fehler ' = ||m — mp| 2(q.r2) nicht berechnet werden, und auch iiber die
Akkuranz des Glattungsschitzers ¢ kann keine Aussage getroffen werden. Im vorausgegangenen Ab-
schnitt hat sich experimentell gezeigt, dafl von ¢ bzw. {; und (5 eine gute Approximation des Fehlers
E bzw. der komponentenweise Fehler £y := |[(m —mp,) - 2||f2(q) und Bz := [[(m —my)- ZL||L2(Q) zu
erwarten ist. Sie werden deshalb zu Vergleichszwecken mitangegeben. Die Abbildungen 4.28 geben
die Werte der (; in Abhéngigkeit vom Penalisierungsparametrer ¢ = h® bei uniformer Netzverfei-
nerung. Es zeigt sich kein Einflul von dieser Wahl auf die Konvergenz des Verfahrens. Mit den
Abbildungen 4.29 - 4.31 werden die adaptiven Netzverfeinerungsstrategien beziiglich n, p und ¢
studiert. Unter Beriicksichtigung der letzten Abschnitte werden die Penalisierungsparameter ¢ = h
und ¢ = h3/2 betrachtet. SchlieBlich versuchen die Abbildungen 4.32 - 4.36 einen Eindruck zu ver-
mitteln, wie die adaptiven Netze fiir dieses Problem aussehen.

Konklusion zu den Beispielen 4.3.1. (a) Abbildung 4.28 legt die Vermutung nahe, daf} die
Konvergenz des Verfahrens unabhéngig ist vom Stabilisierungsparameter ¢ = h®, denn fiir alle
getesteten Werte von « € [1/4, 3] ergibt sich dasselbe Konvergenzverhalten des Gléttungsschétzers
(1 in z-Richtung. Dieser konvergiert in allen drei Beispielen mit einer suboptimalen Konvergenz-
rate von ungefihr 2/5. Fiir die z--Komponente ergibt sich ein dhnliches Bild. Mit Ausnahme der
a < 1 decken sich die Glattungsschétzer (o fiir verschiedene o und konvergieren mit einer subop-
timalen Konvergenzrate, die fiir f = f() und f = £ ungefiihr 2/5 betrdgt und fiir f = f () sogar
lediglich 1/4. Dieses homogene Verhalten der Losungen in Abhingigkeit vom Penalisierungspara-
meter 148t darauf schliefen, dal der penalisierte Bereich entweder nicht grof} ist oder die Werte von
A(z) hinreichend klein sind. Diese Vermutung bestétigt sich auch bei Betrachtung der diskreten
Lagrange-Parameter \. Fiir £ = £f(1) verschwindet \j, ausserhalb zweier Kegel, die mit der obe-
ren und unteren Kante von €2 abschlieflen, sieche Abbildung 4.32. Insgesamt macht der penalisierte
Bereich also keine 10% von € aus. Die Werte von A, nehmen ihr Maximum an den Auflenkanten
von 2 an und Verhalten sich monoton wachsend antiproportional zum Abstand vom oberen und
unteren Rand. In diesem Bereich scheint A, stetig zwischen 0 und 2/5 zu differieren. Ein analoges
Bild erhlt man fiir f = £, Der penalisierte Bereich nimmt wiederum maximal 10% des Gebietes
ein, Ay nimmt sein Maximum nun mit 0.46 in der rechten oberen und der linken unteren Ecke des
Gebiets an. Im letzten Fall f = £ tritt die Penalsierung schlieBlich nur in den vier Eckpunkten
auf.
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N0 Y

(k)
2

M) |

A(G) | ™

£ ()

| u®

u®) () |

5

k
0
1
2 80
3
4

0.04528
0.02957
0.01729
0.00964

0.15877
0.11498
0.05347
0.03153
0.01941

0.30749
0.38717
0.42100

0.56393
0.29577
0.15674
0.08089
0.04100

0.23278
0.55235
0.38095
0.34987

0.46553
0.45806
0.47711
0.49016

0.47421
0.35001
0.25902
0.18774
0.13401

0.21907
0.21714
0.23218
0.24321

|

ER

(k)
2

M) |

P (Co) ‘ n®

&M (n)

[ ®

p®) () |

236
1604

N = Ol
—
—

0.04530
0.01115
0.00446

0.15877
0.11136
0.02877
0.01587

0.45724
0.47837

0.56393
0.30541
0.05952
0.02115

0.44981
0.44145
0.31058

0.77784
0.53337
0.53989

0.47421
0.35467
0.15466
0.09475

0.36839
0.27071
0.25567

R

(k)
2

W) |

() ‘ n*)

£ ()

| u®

u® () |

11
209
1292

S = Ol

0.04530
0.01147
0.00443

0.15877
0.11136
0.02972
0.01855

0.46655
0.52171

0.56393
0.30541
0.06372
0.02575

0.44981
0.44865
0.25865

0.77784
0.53225
0.49732

0.47421
0.35467
0.15797
0.09780

0.36839
0.27468
0.26322

‘ N (k)

L q”

W) | P

W@ | o®

k) (n)

1)

1B |

k

0 )
1 17
4| 329
7| 2312

0.04528
0.01113
0.00478

0.15877
0.11497
0.02136
0.00844

0.47368
0.43349

0.56393
0.26375 | 0.29579
0.56816 | 0.05493
0.47619 | 0.02527

0.52729
0.56826
0.39818

0.47421
0.34997
0.14847
0.09635

0.24824
0.28940
0.22177

Tabelle 4.9: Fehlerschitzer (1, Ca, n und p mit Konvergenzraten fiir f = f(1) und e = h bei uniformer,
n-adaptiver, p-adaptiver bzw. (-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).
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Abbildung 4.26: Diskrete Lisungen my, (oben) und dazugehérige Lagrange-Parameter N\, (unten)
auf uniformem Netz Tz (N = 320) fir £, £2) und £©3) (jeweils von links nach rechts). Die Linge
|my,| von my, ist links farbig dargestellt. Auf den weiffen Elementen T € T3 (rechts) gilt jmp|r| <1
und damit Ap|7 = 0.
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Illﬂlﬂlﬂﬂﬂ

i "’"fﬂlm,

1

0.5+

Abbildung 4.27: Magnetische Potentiale up = Lmy, zu diskreten Magnetisierungen my, auf unifor-
men Netzen Tz (N = 320) im Fall ¢ = h fiir £ = £ (oben), f = £?) (oben) und £ = £ (unten).
Die linken Bilder zeigen jeweils uy, als Plot iiber die Ebene [—6,6]2, die rechten die Projektion in die

Ebene, wobei die Werte up(x) farbig gekennzeichnet und als weiterer Anhaltspunkt einige Isolinien
eingezeichnet sind.
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KAPITEL 4. NUMERISCHE EXPERIMENTE ZU (RP: i)

(b) Fiir alle drei dufleren Felder f (@) wurden adaptive Netzverfeinerung beziiglich 7, 1 und ¢ getestet
— und zwar jeweils fiir die Penalisierung ¢ = h und die hohere Penalisierung ¢ = h%/2. Zunéchst
einmal ist festzustellen, dafl die Kurven der Fehlerschétzer fiir verschiedene Penalisierungsterme
auch bei adaptiver Netzverfeinerung koinzidieren, sieche Abbildung 4.29 - 4.31. Dies unterstreicht
die Evidenz dafiir, dafl der (unbekannte) Lagrange-Parameter \ in praxi nicht die reglementierende
Grofe ist.

(c) Die adaptiven Netzverfeinerungen beziiglich p und 7 verhalten sich im wesentlichen gleich.
Beide Strategien liefern neben einer leichten Verbesserung der absoluten Werte von p und 7 auch
eine Verbesserung der Konvergenzrate des Schétzers (7, der nun ebenfalls mit anndhernd optimaler
Ordnung konvergiert. Die Konvergenzordnung von (o scheint sich aber in diesen Fillen nicht zu
verbessern.

(B[N P )] &P kW) a® kB [ p® B |

0 5 || 0.02050 0.13231 0.62983 0.52962

1 20 || 0.03801 0.12252  0.05547 | 0.33376 0.45808 | 0.39427 0.21289
2 80 || 0.02662 0.25707 | 0.07181 0.38535 | 0.16412 0.51202 | 0.26876 0.27645
3| 320 | 0.01559 0.38561 | 0.04297 0.37036 | 0.08913 0.44042 | 0.20581 0.19250
411280 || 0.00863 0.42674 | 0.02476 0.39775 | 0.04947 0.42464 | 0.15893 0.18645

[ NO P k)] P W) g® kB [ u® B |
0.02050 0.13231 0.57891 0.48680

206 || 0.01266 0.12966 | 0.04094 0.31547 | 0.08736 0.50856 | 0.19630 0.24424
1886 || 0.00435 0.48215 | 0.02273 0.26578 | 0.02798 0.51415 | 0.11226 0.25236

(N® P W) | &P W) | a® wB) | w® By |
0.02050 0.13231 0.57891 0.48680

260 || 0.01063 0.16630 | 0.04344 0.28189 | 0.08201 0.49459 | 0.18344 0.24701
1586 || 0.00433 0.49591 | 0.02343 0.34145 | 0.03204 0.51980 | 0.11618 0.25257

[N B )] P o) g® kB [ p® B |
0.02050 0.13231 0.57891 0.48680

197 || 0.01336 0.11660 | 0.03222 0.38450 | 0.12427 0.41883 | 0.21230 0.22589
1514 || 0.00553 0.43230 | 0.01289 0.44930 | 0.05157 0.43125 | 0.13507 0.22176

N = O T
Ut

D e Off
t

R0 = Of =
ot

Tabelle 4.10: Fehlerschiitzer Ci, (o, n und p mit Konvergenzraten fir f = £f@ und ¢ = h bei
uniformer, n-adaptiver, p-adaptiver bzw. ¢-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).
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Abbildung 4.28: Die Glittungsschitzer ¢ (links) und (o
Fallf = £ (oben), f = £@) (mittig) und f = £ (unten) fiir verschiedene Penalisierungsparameter
a zwischen 1/4 und 3. In allen drei Beispielen konvergiert der Schitzer in z-Richtung unabhdingig
von a mit verminderter Konvergenzordnung 2/5.
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Abbildung 4.29: Fehler und Fehlerschitzer im Fall £ = £ fiir o € {1,3/2} bei n-adaptiver (oben),
u-adaptiver (mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. Unter der Annahme, daf die komponentenweisen Gldttungsschditzer (; eine gute Ap-
prozimation des unbekannten Fehlers in z- bzw. z--Richtung sind, fihrt die Netzadaptivitit bzgl.
n bzw. p zur optimalen Konvergenz von Eq, die (-Adaptivitit zur optimalen Konvergenz von Fo.
Insbesondere sieht man, daf3 Penalisierung mit o = 3/2 keine besseren Werte liefert als o = 1.
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Abbildung 4.30: Fehler und Fehlerschitzer im Fall £ = £2) fiir o € {1,3/2} bei n-adaptiver (oben),
u-adaptiver (mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. Unter der Annahme, daf die komponentenweisen Gldttungsschditzer (; eine gute Ap-
prozimation des unbekannten Fehlers in z- bzw. z--Richtung sind, fihrt die Netzadaptivitit bzgl.
n bzw. p zur optimalen Konvergenz von Eq, die (-Adaptivitit zur optimalen Konvergenz von Fo.
Insbesondere sieht man, daf3 Penalisierung mit o = 3/2 keine besseren Werte liefert als o = 1.
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Abbildung 4.31: Fehler und Fehlerschitzer im Fall £ = £®) fiir o € {1,3/2} bei n-adaptiver (oben),
u-adaptiver (mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netz-
verfeinerung. Unter der Annahme, daf die komponentenweisen Gldttungsschditzer (; eine gute Ap-
prozimation des unbekannten Fehlers in z- bzw. z--Richtung sind, fihrt die Netzadaptivitit bzgl.
n bzw. p zur optimalen Konvergenz von Eq, die (-Adaptivitit zur optimalen Konvergenz von Fo.
Insbesondere sieht man, dafi o = 3/2 keine besseren Werte liefert als o = 1.
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[ NO P k)] P kW) g® kB [ u® B |
5 1 0.03690 0.61042 0.51330

20 || 0.02793 0.20101 | 0.09644 0.34707 0.40728 | 0.41274 0.15728
0.02022 0.23285 | 0.07697 0.16268 | 0.17420 0.49726 | 0.29296 0.24726
320 || 0.01275 0.33277 | 0.06927 0.07607 | 0.09090 0.46916 | 0.21621 0.21916
1280 || 0.00731 0.40153 | 0.04665 0.28515 | 0.04682 0.47864 | 0.15497 0.24019

[ N® ] P W) | &P W) | a® wBe) | ® By |
5 1 0.03690 0.60972 0.51271

0.02863 0.32194 | 0.09569 0.38730 0.57555 | 0.41673 0.26288
248 || 0.00912 0.36722 | 0.04732 0.22602 | 0.08653 0.48104 | 0.19911 0.23707
2216 || 0.00397 0.37928 | 0.02505 0.29038 | 0.02924 0.49538 | 0.11779 0.23971

[ NO P wb)] P B@) g® kB [ u® B |
5 1| 0.03690 0.60972 0.51271

11 || 0.02863 0.32194 | 0.09569 0.38730 0.57555 | 0.41673 0.26288
320 || 0.00837 0.36495 | 0.04787 0.20548 | 0.07677 0.48016 | 0.18738 0.23716
2084 || 0.00340 0.48125 | 0.02515 0.34365 | 0.03113 0.48180 | 0.11804 0.24661

[N (P )| P kW) a® kB [ p® B |
5 || 0.03690 0.60972 0.51271

17 || 0.02792 0.22790 | 0.09649 0.33541 0.48838 | 0.39665 0.20974
137 || 0.01263 0.38030 | 0.05106 0.30500 | 0.16259 0.34700 | 0.25012 0.22096
1556 || 0.00451 0.42410 | 0.01928 0.40069 | 0.05907 0.41669 | 0.15066 0.20863

=W N = O
Qo
[en}

3 = Ol
—
(=Y

S = O

N = O

Tabelle 4.11: Fehlerschdtzer (1, (2, n und p mit Konvergenzraten fir £ = £fG) und ¢ = h bei
uniformer, n-adaptiver, p-adaptiver bzw. ¢-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).
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[N® T 0® T EF(A)

E®)(X)

E®(my)

EW®(n7)

E® (ur)

EW(¢r)

)
20
80

320

1280

0
32.0%
61.5%
82.6%
94.6%

0
3.025e-06
1.870e-05
2.650e-05
3.254e-05

0
1.361e-06
5.580e-06
4.298e-06
2.122e-05

0
1.212e-06
4.986e-06
3.507e-06
1.569e-05

0
4.201e-04
4.145e-03
8.773e-03
1.784e-02

0
4.222e-04
4.218e-03
8.991e-03
1.836e-02

0
9.018e-06
3.258e-05
6.738e-05
4.908e-04

o)

| E(k)(A)

E®)(X)

E(k)(mh)

E® (nr)

E® (ur)

E® (¢r)

5
11
23
92

236

404

k
0
1
2
3
4
‘ k | N
0
1
2
3
4
)
6| 980

0

0
40.8%
52.3%
66.8%
79.2%
89.9%

0

0
6.680e-08
2.561e-06
6.251e-06
6.470e-06
1.533e-05

0

0
1.341e-07
3.884e-06
5.218e-06
8.343e-06
1.646e-05

0

0
4.632e-08
2.625e-06
3.982e-06
5.225e-06
6.201e-06

0

0
4.622e-06
6.371e-04
2.536e-03
8.142e-03
1.589e-02

0

0
3.072e-06
3.651e-04
1.348e-03
4.111e-03
7.198e-03

0

0
5.355e-07
8.563e-05
1.111e-04
1.762e-04
3.809e-04

Tabelle 4.12: Approzimationsverhalten des panel clustering nach Abschnitt 3.6 fir £ = £ und
e = h bei uniformer (oben) sowie n-adaptiver Netzverfeinerung.
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Abbildung 4.32: Diskrete Losungen my, (links) im Fall £ = £ und zugehérige Lagrange- Parameter
Ap (rechts) auf n-adaptiv generierten Netzen Ty, ...,T;. Die Linge |my,| des Vektorfeldes links ist
farbig gekennzeichnet. Im weifien Bereich (rechts) von Q gilt |mp| < 1 und damit \, = 0. Man
sieht eine adaptive Netzverfeinerung hin zu den vier Ecken des Gebiets.
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Abbildung 4.33: Verteilung der Verfeinerungsindikatoren zum Fehlerschdtzer n (links) im Fall f =
£ und die Elemente, die durch Algorithmus 3.8 zur Verfeinerung markiert werden (griin, rechts).
Das Netz wird an den vier Eckpunkten des Gebietes stark verferinert.
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Abbildung 4.34: Diskrete Lisungen my, (links) im Fall f = £ und zugehérige Lagrange-Parameter
Ap (rechts) auf n-adaptiv generierten Netzen Ty, ...,T;. Die Linge |my,| des Vektorfeldes links ist
farbig gekennzeichnet. Im weifien Bereich (rechts) von Q gilt |mp| < 1 und damit \, = 0. Man
sieht eine adaptive Netzverfeinerung hin zu den vier Ecken des Gebiets.
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Abbildung 4.35: Verteilung der Verfeinerungsindikatoren zum Fehlerschdtzer n (links) im Fall £ =
£ und die Elemente, die durch Algorithmus 3.8 zur Verfeinerung markiert werden (griin, rechts).
Man sieht, daf$ das Netz fern vom oberen und unteren Rand im wesentlichen uniform verfeinert
wird. Stirkere Verfeinerung zeigt sich zu den vier Ecken hin.
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Abbildung 4.36: Diskrete Lisungen my, im Fall £ = £ quf n-adaptiv generierten Netzen To, . .., Ts.
Die Linge |my,| des Vektorfeldes ist farbig gekennzeichnet. Mit Ausnahme der Eckenelemente gilt
iberall lmy| < 1, weshalb auf die Darstellung von A\, verzichtet wurde.

4.3.2 Einflu3 nicht-konvexer Gebiete

CR
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Abbildung 4.37: Die diskrete Lisung my, in Beispiel 4.3.2 (links) zu € = h auf uniformem Netz Ty
(N = 768). Fiir die Linge der Magnetisierung gilt |mp| < 1 in Q. Die rechte Abbildung zeigt die
Verteilung der Verfeinerungsindikatoren zum Fehlerschdtzer n.

Das folgende Beispiel zeigt, dafl die Nicht-Konvexitéit des Gebietes ) die Konvergenzrate der Feh-
lerschiitzer im wesentlichen nicht beeinflufit. Es bezeichnet Q C R2 das L-Gebiet mit den sechs
Ecken (0,0),(1,0),(1,1),(-1,1),(-1,-1),(0,—1). Als Anfangstriangulierung wird eine uniforme
Triangulierung mit den drei Quadraten

T = (—1,0) x (—=1,0), T =(-1,0)x (0,1), T3 =(0,1) x (0,1)
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Abbildung 4.38: Magnetisches Potential up, = Lmy, zur diskreten Magnetisierung my, auf uniformem
Netzen T, (N = 768) im Fall € = h. Das linke Bild zeigt uy, als Plot iiber die Ebene [—3,3]?, das
rechte die Projektion in die Ebene, wobei die Werte up(x) farbig gekennzeichnet und als weiterer
Anhaltspunkt einige Isolinien eingezeichnet sind.

gewahlt. Das duflere Feld wird wieder als konstant f = (1/2,1/2) angenommen. Die numerischen
Experimente zeigen wieder, dafl jede diskrete Losung stets |my| < 1 erfiillt. Insbesondere ergibt sich
bei den Konvergenzuntersuchungen damit dasselbe Verhalten fiir verschiedene Penalisierungsterme
€ = h“. Es zeigt sich, daf} die Fehlerschétzer n und p bereits bei uniformer Netzverfeinerung mit
nahezu optimaler Ordnung konvergieren. Die p- bzw. n-adaptive Netzverfeinerung fithrt neben einer
leichten Konvergenzverbesserung fiir die residualen Schétzer auch auf eine Verbesserung der Kon-
vergenzordnung von (o, wihrend (; nahezu dasselbe Konvergenzverhalten zeigt wie bei uniformer
Netzverfeinerung. Genaueres ist Tabelle 4.13 und Abbildung 4.39 zu entnehmen.
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(k[ NO] P ey P )] g® ke [ a® umy) |
0 12 || 0.03080 0.15546 0.35727 0.42486

1 48 || 0.01998 0.31221 | 0.11711 0.20433 | 0.20467 0.40185 | 0.34421 0.15185
2 192 || 0.01176 0.38218 | 0.07864 0.28729 | 0.11257 0.43125 | 0.26774 0.18125
3 768 || 0.00675 0.40024 | 0.04913 0.33925 | 0.05886 0.46772 | 0.19798 0.21772
(k[N P )] &P kW) a® kB [ u® B |
0 12 || 0.03080 0.15546 0.35727 0.42486

4 420 || 0.00941 0.33367 | 0.05720 0.28120 | 0.07303 0.44655 | 0.21259 0.19475
7 1 1950 || 0.00448 0.48344 | 0.02890 0.44460 | 0.03311 0.51515 | 0.14521 0.24827
(k[N P )] &P k™) a® kB [ p® B |
0 12 || 0.03080 0.15546 0.35727 0.42486

3 366 || 0.00968 0.33860 | 0.05519 0.30299 | 0.07827 0.44425 | 0.21901 0.19389
51 1878 || 0.00483 0.42475 | 0.02718 0.43307 | 0.03379 0.51369 | 0.14212 0.26441
k[N P )] P k@) g™ kW | p® u®(y) |
0 9 1| 0.04680 0.13370 0.47930 0.46135

6 291 || 0.01425 0.34196 | 0.05899 0.23537 | 0.10001 0.45081 | 0.24160 0.18609
12 | 2067 || 0.00570 0.46748 | 0.02341 0.47137 | 0.03698 0.50744 | 0.13808 0.28535

Tabelle 4.13: Fehlerschitzer (1, (2, n und p mit Konvergenzraten fiir € = h bei uniformer, n-
adaptiver, p-adaptiver bzw. ¢-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).
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Abbildung 4.39: Die diskreten Lisungen my, (links) zu € = h auf n-adaptiv generierten Netzen
7o, ..., 7Ty. Die Linge |my| des Vektorfelds ist links farbig verdeutlicht. Die griin markierten Ele-
mente (rechts) werden jeweils durch den n-adaptiven Algorithmus 3.8 zur Verfeinerung markiert.
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Abbildung 4.40: Fehler und Fehlerschitzer fir o € {1,3/2} bei n-adaptiver (oben), p-adaptiver
(mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netzverfeinerung.
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4.3.3 EinfluBl eines unstetigen dufleren Feldes f

Beim letzten Beispiel ist = (—1,1) x (0,1) ein Rechteck in R?, und das duBere Feld auf Q wird
durch

. xr1+1
F(z) = (1,0) fiir zp > ZLH
(1/2,1/2) sonst,

gegeben, d.h. f ist oberhalb und unterhalb der Diagonale

konstant und springt auf dieser. Es wird wieder der Modellfall mit z = (1,0) betrachtet, und die
Anfangstriangulierung 7y besteht aus acht Quadraten mit Kantenlénge 1/4.

SEsea: £ H HE

IENEYRYEY]

v
\

ENEVEVEVRVEY]
VIV

7
gy

Abbildung 4.41: Die diskrete Lisung my, (links) zu € = h auf uniformem Netz T3 (N = 512) und
der dazugehorige diskrete Lagrange-Parameter A (rechts). Im linken Bild ist die Linge |my| des
Vektorfelds farbig verdeutlicht. Im weifSen Bereich von Q) (rechts) gilt |mp| < 1 und damit A\, = 0.

Bei den letzten vier Beispielen war das duflere Feld als konstant vorausgesetzt, und es zeigte sich,
dafl in diesem Fall die residualen Fehlerschétzer n und p bereits mit nahezu optimaler Konvergen-
zordnung konvergieren. Dieses Beispiel schliellich fithrt dazu, dafi sowohl 5 als auch p von deutlich
suboptimaler Ordnung sind. Bei Penalisierung mit den Parametern ¢ = h und ¢ = h3/2 ergibt sich
dasselbe Verhalten. Dies vertriagt sich wieder mit der Beobachtung, dafl der penalisierte Bereich
nur einen relativ kleinen Teil von 2 ausmacht, und der diskrete Lagrange-Parameter in diesem Be-
reich nur sehr kleine Werte annimmt, siehe Abbildung 4.44. Wie bei den vorherigen Beispielen ist
zu beobachten, dafl die pu-adaptive Netzverfeinerung zu leicht verbessertem Konvergenzverhalten
von ¢; und (o fiihrt als 7. Fiir die Penalisierung ¢ = h3?2 hoherer Ordnung zeigt sich ein leicht
verbessertes Verhalten von (5.
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Abbildung 4.42: Magnetisches Potential up, = Lmy, zur diskreten Magnetisierung my, auf uniformem
Netz T, (N = 512) im Fall € = h. Das linke Bild zeigt uy, als Plot diber die Ebene [—3,3]2, das
rechte die Projektion in die Ebene, wobei die Werte up(x) farbig gekennzeichnet und als weiterer
Anhaltspunkt einige Isolinien eingezeichnet sind.

4.4 Experimentelle Resultate zu (RP.j) fiir d =2

Wahl des Penalisierungsparameters € = h*. Das akademische Beispiel 4.2.1 bestétigt die
analytischen a priori Resultate und zeigt, daf} im Fall einer glatten exakten Losung m € L2(Q; B3)N
H'(;R?) mit Am € H'(£;R?) bei Penalisierung mit ¢ = h lineare Konvergenz fiir den Fehler
E = [[(m—myp)-z|12(q) erwartet werden kann. Ist A nicht mehr hinreichend glatt, so ergibt sich ein
leichter Defekt bei der Konvergenzordnung von F, der zum einen durch adaptive Netzverfeinerung
zum anderen aber auch durch Wahl einer stérkeren Penalisierung, wie z.B. ¢ = h3/2, behoben
werden kann.

Eine Wahl von v < 1 in ¢ = h® fiihrt zu einer Verschlechterung der Konvergenz des Verfahrens.
Dieses Verhalten lief3 sich bereits durch die a priori Analysis vermuten und wurde experimentell
nachgewiesen — sogar bei glattem (\, m) mit Am € H!({;R?).

In den betrachteten Problemen geht die Wahl der Penalisierung e nicht kritisch in den Aufwand
des numerischen Verfahrens ein. Bei nested iterations unterscheidet sich die Anzahl der Newton-
Schritte, die zur Berechnung der diskreten Losung my, benttigt werden, bei verschiedener Wahl von
o > 1in e = h® nur unwesentlich. In Beispiel 4.2.2 mit unstetigem Lagrange-Parameter A = \(2)
ergibt sich fiir « = 1 und adaptive Netzverfeinerung keine Verbesserung der Konvergenzordnung
(im Bereich N < 2000), wogegen sich fiir « = 3/2 die optimale Konvergenzordnung fiir die drei
untersuchten adaptiven Netzverfeinerungsstrategien zeigt. Es ist zwar damit zu rechnen, daf} sich bei
fortgesetzter Rechnung und grofler Elementzahl N auch im Fall h = € die optimale Konvergenzrate
einstellt, aus Sicht der Effizienz des Verfahrens scheint diese Beobachtung aber die Wahl eines a > 1
zu favorisieren.

Bei den Beispielen mit unbekannter Lésung m konnte kein verbessertes Verhalten bei der Konver-
genz der residualen Fehlerschéatzer n und u festgestellt werden, wenn man anstelle des Penalisie-
rungsparameter ¢ = h den Parameter ¢ = h3/2 wiihlt. Es zeigte sich in den numerischen Beispielen
aus Abschnitt 4.3 aber auch, dafl der Lagrange-Parameter A vermutlich nicht in dem Mafle unstetig
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Abbildung 4.43: Fehler und Fehlerschitzer fir o € {1,3/2} bei n-adaptiver (oben), p-adaptiver
(mittig) und (-adaptiver Netzverfeinerung (unten) im Vergleich zur uniformen Netzverfeinerung.
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EINO] B ] PO ® kB | u® ™y |
0 8 || 0.08577 0.21739 0.52878 0.62739

1 32 | 0.06918 0.15513 | 0.14124 0.31110 | 0.27894 0.46134 | 0.46575 0.21491
2 128 || 0.05156 0.21205 | 0.10340 0.22493 | 0.14445 0.47470 | 0.33986 0.22731
3
4

512 || 0.03673 0.24455 | 0.06881 0.29378 | 0.07372 0.48518 | 0.24450 0.23755
2048 || 0.02590 0.25206 | 0.05266 0.19291 | 0.03740 0.48949 | 0.17505 0.24102

(B[N P )] k™) a® kB [ p® B |
0 8 1| 0.08577 0.21739 0.52878 0.62739

4 212 || 0.03910 0.23975 | 0.08146 0.29953 | 0.08861 0.54509 | 0.25919 0.26976
6 | 1067 || 0.02049 0.39979 | 0.04803 0.32684 | 0.03482 0.57790 | 0.15395 0.32236
EIN® ] P B P D@ g® kB [ u® u(y |
0 8 || 0.08577 0.21739 0.52878 0.62739

4 404 || 0.02897 0.27672 | 0.05833 0.33544 | 0.05972 0.55606 | 0.20519 0.28497
5 890 || 0.02066 0.42851 | 0.04783 0.25126 | 0.03942 0.52603 | 0.16010 0.31417

NG ¢V )| ¢ /B | o® B [ x|
0 8 || 0.08577 0.21739 0.52878 0.62739
6
1

437 || 0.02881 0.27271 | 0.05469 0.34495 | 0.07552 0.48649 | 0.22314 0.25841

11 | 1646 || 0.01721 0.38840 | 0.03400 0.35854 | 0.04575 0.37789 | 0.15537 0.27295

Tabelle 4.14: Fehlerschitzer (1, (o, 1 und pu mit Konvergenzraten fiir € = h bei uniformer, n-
adaptiver, p-adaptiver bzw. (-adaptiver Netzverfeinerung (von oben nach unten).

ist wie in den numerischen Beispielen aus Abschnitt 4.2, wo Funktionen A mit Spriingen betrachtet
wurden. In Abschnitt4.3 nehmen die Tréger von A\, regelméflig einen relativ kleinen Bereich von (2
ein, und A scheint im Grenzfall h — 0 stetig zu sein.

Akkuranz der Fehlerschitzer. Die residualen Fehlerschéitzer 17 und s eignen sich streng genom-
men nicht zu einer Schéitzung des Fehlers, denn 7 ist nur unter sehr hohen Regularitétsannahmen
an die unbekannte Losung m eine zuverlissige Schranke fiir den L2-Fehler E; in Richtung z. In
fast allen Beispielen besitzt 1 eine hohere Konvergenzordnung als ;. Ob sich die Effizienz von 7
beweisen 148t, ist ein offenes Problem.

Der Fehlerschiitzer p ist zwar stets eine zuverldssige obere Schranke von FEy, konvergiert aber in
allen Beispielen mit stark verminderter Konvergenzordnung von 1/4 — bei gleichzeitiger optimaler
Konvergenzordnung des Fehlers Ey, vgl. Beispiel 4.2.1. In diesem Beispiel erweist sich p also als
hochstgradig nicht-effizient.

Der glattungsbasierte Fehlerschitzer liefert in Beispiel 4.2.1 und 4.2.2 eine gute Approximation
des Fehler F in beiden Komponenten E7, Fy. Sind m und der Lagrange-Parameter A hinreichend
glatt, so schéitzt ¢ den Fehler auf eine Konstante dicht bei 1, vgl. Beispiel 4.2.1 in den Féllen
A e {2 X2} Ist A nicht mehr glatt, so scheint ¢ fiir uniforme Netzverfeinerung die Zuverléssigkeit
zu verlieren, fiir u- und (-adaptive Netzverfeinerung kann aber dasselbe Verhalten von E und (
experimentell festgestellt werden, und ¢ néhert sich mit steigender Elementzahl dem Fehler £ von
unten an. Dasselbe Verhalten 148t sich auch in Beispiel 4.2.2 beobachten, wo m nicht mehr in
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Abbildung 4.44: Die diskreten Lésungen my, (links) zu € = h auf n-adaptiv generierten Netzen
7o, ..., T und die dazugehorigen diskreten Lagrange-Multiplikatoren Ay (rechts). Die Linge |myp|
des Vektorfelds ist links farbig dargestellt. Im weiflen Bereich von Q (rechts) gilt |mp| < 1 und
damit A\p, = 0.

H'(Q; R?) liegt und A = A nicht stetig ist.

Indikatorgesteuerte adaptive Netzverfeinerung. Mit einer einzigen Ausnahme liefern die
untersuchten Netzverfeinerungsstrategien in Beispiel 4.2.1 und 4.2.2 alle die optimale Konvergenz-
rate des Fehlers E. In Beispiel 4.2.1 fiihrt erwartungsgeméf n-Adaptivitit zu einer besseren Kon-
vergenzordnung von E als p-Adaptivitdt, da p die hohere Regularitdt von m nicht beriicksichtigt.
RegelmifBig fithrt aber die (-basierte Netzverfeinerung auf leicht bessere absolute Fehlerwerte von
E. Der Vorteil der residualgesteuerten Netzverfeinerung scheint aber darin zu liegen, dafl zusétz-
lich die Konvergenzordnung der Fehlerterme E) und F), verbessert wird. Eine mathematische
Rechtfertigung durch a posteriori Abschétzungen zu Fy und F)n, steht aber noch aus.

In den Beispielen aus Abschnitt 4.3 mit unbekannter Losung zeigen die residualen Fehlerschétzer
fiir ein glattes dufleres Feld f anndhernd optimales Konvergenzverhalten. Der leichte Defekt wird
durch die Netzadaptivitéit beziiglich n oder y behoben. Beide Schétzer fithren zu &hnlichen adapti-
ven Netze. Das letzte Beispiel 4.3.3 gibt Evidenz dafiir, daf§ die Konvergenzordnung der residualen
Fehlerschitzer wesentlich von der Glattheit der rechten Seite abhéingt, etwaige Konvergenzminde-
rungen aber durch adaptive Netzverfeinerung behoben werden kénnen.

Experimentelle Konvergenz des nicht-kontrollierten L2-Fehlers E5. In den Beispielen mit

bekannter Losung zeigt sich, dal nicht nur der a priori kontrollierte Fehler F; konvergiert, sondern
auch der Fehler Ey = ||(m — my) - 2+ || r2() in Richtung der easy azis. Dies ist insofern beachtens-
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Abbildung 4.45: Die Fehlerschitzer n (links) und ¢ (rechts) auf n-adaptiv generierten Netzen
To,...,Tg zu e =h.

wert, als dafl Fo stets mindestens dieselbe Konvergenzordnung aufweist wie F1 und bei adaptiver
Netzverfeinerung beziiglich 7 und p ebenfalls die optimale Konvergenzrate besitzt, obwohl n und p
lediglich F/; dominieren. Die Interpretation davon ist, dafl die Regularitdt der beiden betrachteten
Beispiele in Abschnitt 4.2 hinreichend grof3 ist, so daf sich in diesem Fall auch Fehlerabschétzungen
beweisen lassen, die Fy dominieren. Der analytische Beweis hierfiir fehlt aber.

Bei den Beispielen in Abschnitt 4.3 mit unbekannter Losung wurde statt des nicht-berechenbaren
Fehlers E der Glattungfehlerschitzer ¢ in Abhéngigkeit von den adaptiven Netzverfeinerungsstra-
tegien untersucht. Zumindest fiir die Komponente (2 in Richtung der easy azis konnte in den Bei-
spielen 4.3.1 aus CARSTENSEN-PROHL [24] keine Verbesserung der Konvergenz festgestellt werden,
wogegen (; bei den drei adaptiven Netzverfeinerungsstrategien annihernd optimale Konvergenz-
ordnung besitzt.
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4.5 Numerische Experimente zu (RP.}) fiir d =3

Bei den folgenden beiden Beispielen wird wieder der uniachsiale Modellfall betrachtet. Die Aniso-
tropiedichte ¢** wird mit den Vektoren z; := e und 25 := ez durch

1
= —{|z- 21)? + |z - zz|2} fiir alle z € R?

(@) = 5

gegeben und favorisiert energetisch die easy azis 2+ = e;. Beide Beispiele zeigen, daf die vorge-
schlagenen Algorithmen auch fiir d = 3 stabil laufen. Den numerischen Experimenten wurden aber
durch die verfiigharen Rechnerkapazitdten Grenzen gesetzt, denn bei uniformer Verfeinerung steigt
die Elementeanzahl N um den Faktor 8, und dies fiihrt zu einem extrem wachsenden Speicherbe-
darf fiir die vollbesetzte Matrix A € RS;YHX‘{W . Weitergehende numerische Experimente erfordern
daher in Zukunft unabdingbar die Implementierung der effizienten Speicherung einer durch panel
clustering gewonnenen Approximation von A.

(K[ NO[a® [ ® O | a® RO
0 5] 4 | 116157506 0.93026677

1| 40| 8 | 079032785 0.18518641 | 0.83942794 0.04941267
2] 320 9 | 041949204 0.30460260 | 0.59825736 0.16288008
312560 | 9 | 021486728 0.32173254 | 0.41766930 0.17280171
(K[ NO 2@ ® O | a® RO
0 5] 4 | 1.16157506 0.93026677

1| 40| 8 | 079032785 0.18518641 | 0.83942794 0.04941267
2] 320 9 | 041949204 0.30460260 | 0.59825736 0.16288008
302112 | 10 | 0.24141225 0.29280239 | 0.43875984 0.16431235

Tabelle 4.15: Experimentelle Resultate zu Beispiel 4.5.1 bei uniformer (oben) sowie n-adaptiver
(unten) Netzverfeinerung und ¢ = h. Die Tabelle zeigt die Anzahl der Elemente N, die Anzahl
der bendtigten Schritte im Newton-Verfahren zur Berechnung von my sowie die residualen Feh-
lerschitzer n und p samt experimentellen Konvergenzraten. Die Verfeinerungsindikatoren zu p
liefern in diesem Fall dieselbe Netzverfeinerung. Wie im analogen Beispiel zu d = 2 liefert adaptive
Netzverfeinerung keine sichtbare Verbesserung der Konvergenzordnungen.

4.5.1 Ein Beispiel analog zu Abschnitt 4.3.1

In diesem Beispiel ist Q = (—1/2,1/2)x(—1/2,1/2)x(=5/2,5/2) und f = (3/5,0,0) das dreidimen-
sionale Pendant zu Beispiel 4.3.1 mit f = £f(1). Tatsichlich zeigen sowohl adaptive Netzverfeinerung
beziiglich n bzw. i als auch die diskreten Losungen my, dasselbe Verhalten wie oben. Abbildung 4.46
zeigt die diskrete Magnetisierung my, auf einem uniformen Netz 75 mit N = 320 Elementen. Man
erkennt deutlich, dafl die Magnetisierung mj, mit Abstand zur oberen und unteren Seite parallel zu
f ausgerichtet ist, widhrend sie an der oberen und unteren Seite des Stabes einer leicht elliptischen
Bahn folgt. Tabelle 4.15 zeigt die experimentellen Ergebnisse bei n- bzw. u-adaptiver Netzverfei-
nerung. Tatséchlich markieren die Verfeinerungsindikatoren zu g und 7 dieselben Elemente zur
Verfeinerung. Man sieht fiir n ab dem Netz 75 annéhernd die optimale experimentelle Konvergenz-
rate, die fiir d = 3 beziiglich der Anzahl an Elementen N gerade 1/3 betrigt. Unter der Priamisse,
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dal die Konvergenzordnung von p um eine h-Potenz gemindert ist, liegt die optimale Konvergenz-
ordnung fiir p bei 1/6. Diese wird ebenfalls ab dem Netz 72 angenommen.

Das Netz 73 unterscheidet sich erstmalig leicht vom uniformen Netz. Beim Schritt von Netz 75 mit
N = 320 Elementen werden von den 240 Elementen am Rand 224 zur Verfeinerung markiert. Die

80 Elemente im Inneren von 2 werden nicht verfeinert.

[ NO[a® [ 5® KO0 | o ()
0 1 6 [ 0.77399833 0.61080067

1 81| 10 | 0.51507164 0.19585245 | 0.54467182 0.05510480
2| 64| 9 | 020632883 0.26585803 | 0.41575716 0.12088204
3| 512 | 11 | 0.16008170 0.29613021 | 0.30557687 0.14806859
(F[NO @] O OIS < ()
0 1 6 [ 0.77399833 0.61080067

1 81| 10 | 0.51507164 0.19585245 | 0.54467182 0.05510480
21 64 9 [ 029632883 0.26585803 | 0.41575716 0.12988204
3| 337 || 10 [ 0.19520733 0.25126871 | 0.33101170 0.13721867
4| 547 || 12 | 0.15709869 0.44839662 | 0.30179317 0.19078924
501401 || 13 | 0.12194434 0.26933700 | 0.25790356  0.16709986
[ NO[a® ] @ KO0 | O < ()
0 1 6 [ 0.77399833 0.61080067

1 81| 10 | 0.51507164 0.19585245 | 0.54467182 0.05510480
21 64| 9 | 020632883 0.26585803 | 0.41575716 0.12088204
3| 372 | 10 | 0.18809393 0.25825312 | 0.32550648 0.13904402
4] 960 || 12 | 0.13301071 0.36550364 | 0.27077632 0.19417893

Tabelle 4.16: Fxperimentelle Resultate in Beispiel 4.5.2 bei uniformer, n-adaptiver und p-adaptiver
Netzverfeinerung sowie € = h (von oben nach unten). Die Tabellen zeigen die Anzahl der Elemente
N, die Anzahl der bendtigten Schritte im Newton-Verfahren zur Berechnung von my sowie die
restdualen Fehlerschdtzer n und p samt experimentellen Konvergenzraten.

4.5.2 Einfluf} eines unstetigen dufleren Feldes f fiir d =3

Um stérkere Netzadaption zu erhalten, wurde wieder kiinstlich ein unstetiges dufleres Feld f kon-
struiert. Zu € := (0,1)® bezeichne w := conv{0, e1, ez, e3} den Standardtetraeder. Fiir das #uflere
Feld gelte fl, = (1/2,1/2,1/2) und f|g\, = (=2/5,0,0). Analog zum zweidimensionalen Fall in
Abschnitt 4.3.3 erwartet man bei indikatorgesteuerter Netzadaption eine Verfeinerung an der Hy-
perebene, die durch die Knoten e, es, e3 aufgespannt wird. Diese zeigt sich auch experimentell.
Diese ist auch in Abbildung 4.47 sichtbar. Zusétzlich zur Verfeinerung auf der Grenzschicht beob-
achtet man auch eine Verfeinerung entlang gewisser Auflenkanten des Wiirfels ). Tabelle 4.16 zeigt
die experimentellen Ergebnisse bei uniformer, n-adaptiver und u-adaptiver Netzverfeinerung.
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(2/5,0,0) und uniformem

Netz bestehend aus N = 320 Wiirfeln mit Kantenlinge 1/4. Man erkennt dasselbe Verhalten fiir

die Magnetisierung wie im zweidimensionalen Fall.
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Ts mit N = 1401 Elementen. Man erkennt die starke Verfeinerung entlang der Grenzschicht, an

der das duflere Feld springt und zusdtzlich die Verfeinerung entlang gewisser Kanten von Q.
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4.6 Das stabilisierte Problem

In diesem Abschnitt wird das stabilisierte Problem (RPf ,) betrachtet. Der Stabilisierungsterm
wird durch

a(my, ) = Y Brhe / p) - My ds

Eeg

fiir einen gegebenen Vektor B := (Bg)gecs+ definiert. Nach Abschnitt 2.12 sind die Stabilisierungs-
terme von hoherer Ordnung, sofern fp = h% gilt mit einem Skalar § > —1. Da zumindest ab
einem hinreichend feinen Netz 7}, die Kanten bzw. Seiten E € £* auch hgp < 1 erfiillen, entspricht
der Fall § = oo formal dann dem nicht-stabilisierten Problem (RPF; ;). Experimentell zeigt sich,
daf} Stabilisierung eine leichte Aufwandsreduktion des numerischen Verfahrens impliziert: Dadurch,
dafl man beim Newton-Verfahren eine Funktion betrachtet, die um einen regulidren Anteil erweitert
ist, werden weniger Iterationsschritte bis zur Konvergenz des Newton-Verfahrens benétigt. Dies ist
exemplarisch in den Tabellen 4.17 und 4.18 dargestellt. Experimentell wird dabei Stabilisierung mit
O = h% und [ = —1/2 favorisiert.

Nil-% %6 2 “%6 1% 0 © 1 2 1 16|
I s 8 8 8 s 8 8 8 s 8 s8¢
6|7 7 7 7 7 7 7 7 7 7T 7|7
64/ 8 s s s s 8 8 8 8 8 8|8
256 | 11 10 9 9 9 10 10 13 10 13 10|11
1024 9 12 10 12 10 10 11 11 10 11 11|10

Tabelle 4.17: Die Anzahl der Newtonschritte in Beispiel 4.5.1 mit ¢ = h3/2. Der Fall 8 = oo fiihrt
wegen hp < 1 auf das nicht-stabilisierte Problem (RP. ).

Das Konvergenzverhalten des stabilisierten Problems wird exemplarisch an Beispiel 4.3.1 unter-
sucht, und es wird wieder die Penalisierung e = h®/2 betrachtet. Tabelle 4.19 zeigt, daB die
Konvergenzordnungen der Fehler E;, E5 bei uniformen Netzen bis auf 1% iibereinstimmen. Die
Konvergenzordnung des Fehlerschétzers 7 scheint im stabilisierten Fall auf den ersten Blick héher als
im nicht-stabilisierten. Das liegt aber vermutlich daran, daf die (positiven) Sprungterme o (mz, m7)
bei der Betrachtung vernachléssigt werden. Es ist damit zu rechnen, das sich zumindest fiir grofle
Anzahl an Elementen N dieselbe Konvergenzrate wie im nicht-stabilisierten Fall einstellt. Das Ver-
halten von Fehler- und Fehlerschitzer bei adaptiver Netzverfeinerung ist in Abbildung 4.48 darge-
stellt. Auch hier liefern stabilisiertes und nicht-stabilisiertes Problem dasselbe Konvergenzverhalten

fiir den Fehler.
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Abbildung 4.48: Fehler und Fehlerschitzer in Beispiel 4.3.1 fir A = A1) (oben) und A\ = A2
(unten) bei n-adaptiver Verfeinerung und Penalisierung € = h3/2. In beiden Fillen zeigt sich, daf

der L?-Fehler bei Stabilisierung mit g = h;lm dieselbe experimentelle Konvergenzrate besitzt wie
im nicht-stabilisierten Fall § = oco.
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9 7 1 3 1 1 3 1 7 9
N il-% -6 3 ~i0 ~1 0 1 i 2 15 10|
51 3 3 3 3 3 4 3 3 3 3 34
20| 3 3 4 4 3 7 2 2 2 4 2|7
80| 3 3 2 3 2o 7 6 6 7 7 8|7
320 || 4 5 8 7 7 6 8 7 6 8 8|6
1280 || 7 S 8 6 8 9 8 7 7 7 919
9 7 1 3 1 1 3 1 7 9
Ni|l-% -7 =2 10 "1 9 1 i 2 10 10|
5 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33
20| 3 2 3 2 4 6 3 3 4 3 3|6
80| 3 2 2 9 3 9 5 7 7 6 6109
320 | 2 5 8 7 7 9 7 8 6 8 8|6
1280 || 7 8 6 8 9 10 8 7 8 7 7|11
9 7 1 3 1 1 3 1 7 9
Ni|l-% % 2 % "1 9 % i 3 10 10|®
5 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33
2 || 2 2 2 5 29 2 3 3 2 5 2|2
80| 5 3 3 3 3 3 3 2 2 3 413
320 || 3 3 3 4 3 2 3 3 3 5 3|3
1280 || 3 2 2 4 4 8 4 6 5 6 7|8

Tabelle 4.18: Die Anzahl der Newtonschritte in Beispiel 4.3.1 auf uniformen Netzen sowie f = f(1)
(oben), £ = £@) (mittig) und £ = £G) (unten) bei Stabilisierung mittels B = h% fir alle E € £*.
In allen Beispielen wurde mit dem Penalisierungsparameter € = h3/2 gerechnet.

L N® [2® ] ¢ BV k@) | Y BY s [ g® wB) |

0 4 8 0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.65996

1 16 7 0.11131 0.21101  0.35886 | 0.13834 0.17630 0.39973 | 0.36089 0.43542
2 64 8 0.07690 0.12172 0.39683 | 0.07376 0.10025 0.40719 | 0.18553 0.47996
3| 2566 | 11 | 0.05099 0.07079 0.39103 | 0.04359 0.06251 0.34073 | 0.08941 0.52656
41024 || 10 | 0.03134 0.04073 0.39871 | 0.02612 0.03802 0.35862 | 0.04412 0.50956
EIN® oW ] ¢V BY Sy | ¢Y B W@y | o B
0 4 8 0.10482 0.34702 0.28657 0.30684 0.84342

1 16 7 0.11131 0.21101  0.35886 | 0.13834 0.17630 0.39973 | 0.48630 0.39720
2 64 8 0.07690 0.12172 0.39683 | 0.07376 0.10025 0.40719 | 0.24011 0.50908
3| 256 9 0.04950 0.07060 0.39289 | 0.04166 0.06067 0.36227 | 0.10998 0.56324
41024 || 10 | 0.03070 0.04080 0.39554 | 0.02470 0.03697 0.35743 | 0.05165 0.54523

Tabelle 4.19: Fehler, Fehlerschitzer und Konvergenzordnungen in Beispiel 4.3.1 fir A = A®) und
e = h%? bei uniformer Netzverfeinerung und Stabilisierung mit 3 = oo (oben) bzw. f = —1/2
(unten). Es zeigt sich in beiden Fillen dasselbe Konvergenzverhalten des Fehlers.
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4.7. PROBLEM (P) VERSUS KONVEXIFIZIERTES PROBLEM (RP)

4.7 Problem (P) versus konvexifiziertes Problem (RP)

Betrachtet wird der uniachsiale Modellfall, in dem die Anisotropiedichte bereits in konvexer Form
vorliegt. Beim Ausgangsproblem (P) mit verschwindender Austauschenergie ist eine Magnetisierung
m € L2(Q; S9) gesucht, die das Energiefunktional

E(m) = /ch(m(a:)) dr — /Qf(a:)m(:c) dx—l—%/Rd V(Lm)|? dx

iiber A := L?(£;S¢) minimiert. Wihrend dieses Minimum nach KINDERLEHRER-JAMES [37, 38]
nicht angenommen zu werden braucht, existiert mit DESIMONE [26] mindestens eine Minimalstelle
m desselben Funktionals in A(©) := L2(Q; BY). Das Minimierungsproblem lift sich #quivalent
durch seine Euler-Lagrange-Gleichungen (RP) beschreiben, siehe Seite 36, die neben der Lésung
m € L2(; BY) einen Lagrange-Multiplikator A € L2(Q;R>0) involvieren. Die Diskretisierung von
(RP) erfolgte mit einem Penalisierungsansatz, wobei die Nebenbedingung |m| < 1 mit fixiertem
€ > 0 durch den additiven Penalisierungsterm

-1
Am = ¢! (\m‘\i‘ﬂ m fir m € L*(Q;RY)
m

ersetzt wird. Dabei wird — analytisch betrachtet — das Energiefunktional E auf L?(€2; R%) um einen
additiven Term Ej := o= [,(Jm| — 1) dz erweitert. Analoges Vorgehen fiir das Problem (P) fiihrt
auf das penalisierte Energiefunktional

E.(m) = E(m) + 217; /Q(ym\ —1)2da, (4.10)

dessen Definitionsbereich wieder durch den ganzen Raum L?(€2; R?) gegeben wird.

Penalisiertes Minimierungsproblem (MP. 4). Es sei A eine Teilmenge von L?(Q;RY). Fiir
fixiertes € > 0 finde man eine Minimalstelle m € A des penalisierten Energiefunktionals F. aus
(4.10), d.h. E.(m) = I;(li{lét E.(m).

me

Penalisiertes Problem (P: 4). Zu gegebenem Teilraum A von L?(Q;R?) und & > 0 finde man
eine Funktion m € A mit ess iflllf |m(z)| > 0 und
Te

wobei die Funktion A\, € L>®(Q2) gegeben sei durch

—1|m|—1

Ae 1=

m|

Bemerkung. A priori sind weder die Losbarkeit von (M P- 4) noch die von (P:, 4) gesichert. Analog
zu Satz 2.22 und Korollar 2.23 erhélt man aber das folgende Resultat. O

Lemma 4.3. Gegeben sei ein fizer Penalisierungsparameter € > 0 und ¢ : R4 — R sei die Aniso-
tropiedichte des uniachsialen Modellfalls. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Das Energiefunktional E. : L*(;R?) — R ist reellwertig, global stetig und koerziv.
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(ii) Das penalisierte Problem (M P: a) besitzt auf jedem endlich-dimensionalen Teilraum A von
L?(;RY) mindestens eine Losung.

(iii) Ist A ein Teilraum von L>(Q;RY) und m € A eine Lisung von (M P _4) mit ess iSrllf |m(x)| >
TEe

0, so ist m auch Losung von (P: 4).

Beweis. (i) Nach Satz 2.18 ist F : L*(Q;R?) — R reellwertig, stetig, Fréchet-differenzierbar,
koerziv und konvex. Da der additive Term

1 2
E4(m) := % /Q(\m\ —1)%dx
nicht-negativ ist, ist damit auch E. = E + FE, koerziv. Die Stetigkeit von £, : L?(;RY) — R
ist offensichtlich und iibertréigt sich damit auf E.. (ii) Es bezeichne M := inf { E.(m)|m € A}.
Zunichst gilt M € [—o00,00), und es wird der Fall M = —oo betrachtet. Fiir £ € N definiere die
abgeschlossenen Mengen By, := {m ceA ‘ E.(m) < —k}. Wire By, fiir alle £ € N unbeschrinkt, so
existierte eine Folge (my) von Magnetisierungen my, € By mit ||myl|;2(qre) > k. Nach Definition
der By gilt dann einerseits limg F.(my) = —oo, andererseits impliziert die Koerzivitdt von E.
aber die Existenz einer Teilfolge (my,) mit limy E.(my,) = oo. Dieser Widerspruch zeigt, da8
mindestens ein B beschrinkt ist und damit kompakt, denn A ist endlich-dimensional. Also nimmt
das (reellwertige) stetige Funktional F. auf By sein Infimum M als Minimum an, und es folgt
insgesamt M € R. Der Fall M = —oo kann also nicht eintreten. Das analoge Argument fiir die
Mengen B), := {m € A|E.(m) < M + 1/k} zeigt nun die Existenz eines k¥ € N und m € Bj, mit
E.(m) = M. (iii) Mit Satz 2.18 ist nur zu zeigen, dafl E; Gateaux-differenzierbar ist in m mit

(DE4(m))(f) = (\em ; m) fiir i € A.

Die Funktion ¥ : R4\ {0} — R>q,y — l(’y‘ —1)? ist stetig differenzierbar mit V(y) = . |‘ | - Die

Voraussetzungen an m und A4 erlauben es, dieselben Argumente wie im Beweis von Satz
anzuwenden, vgl. Seite 47, und zeigen die Behauptung.

/‘\
mE 3

Bei den folgenden numerischen Experimenten wurde zu gegebener Triangulierung 7 von (2 der dis-
krete Raum A = L£°(7;R?) betrachtet, und dieses Verfahren wurde experimentell untersucht. Da
E. nicht konvex ist, kann im allgemeinen nicht erwartet werden, dal das oben definierte Newton-
Verfahren gegen ein absolutes Minimum von E. in £°(7;R?) konvergiert. Fiir einige der betrachte-
ten Beispiele scheint dies dennoch der Fall zu sein. Genauer hat man in Beispiel 4.3.1 fiir alle f = £(9)
Konvergenz des Newton-Verfahrens gegen eine diskrete Losung my,, die aber im Fall f = £ wo f
parallel zur easy azis verliuft, lediglich lokales Minimum zu sein scheint. Abbildung 4.49 zeigt unter
anderem die numerischen Losungen von (P. ) fiir ¢ = h und ¢ = h%2. Die diskreten Lésungen zu
£f(1) bzw. £ verhalten sich analog zum konvexifizierten Fall — nur, da nun die Linge |my,| im
wesentlichen bei 1 liegt. Fiir die stiirkere Penalisierung ¢ = h3/2 verringert sich wie erwartet die
Streuung von |my| um 1. Bei den diskreten Losungen zu f = £(3) tritt ein inhomogenes Verhalten
der Magnetisierung auf. Geht man aber mit den Stabilisierungen aus Kapitel 2 zum stabilisierten
Problem (P{:i8 ,) liber, so erhélt man Losungen analog zum konvexifizierten Problem (RPf b)-
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4.7. PROBLEM (P) VERSUS KONVEXIFIZIERTES PROBLEM (RP)

f=fD f=f® f=f0G)
E|N® || =00 p=-1/2|8= B=-1/2| 3= f=-1/2
0 5 4 3 8 7 2 3
1 20 6 5 6 6 9 5
2 80 9 5) 7 7 21 5
3 320 7 7 8 7 21 5
41 1280 7 7 7 7 N.K. 11

Tabelle 4.20: Die Anzahl an Newton-Schritten zur Berechnung einer diskreten Ldsung my von
(Pep). Im Fallk =4 und f = £ ergab sich im nicht-stabilisierten Fall die experimentelle Nichit-
Konvergenz (N.K.) des Newton-Verfahrens, d.h. das Newton-Verfahren wurde nach 500 Schritten
1m vorasymptotischen Bereich abgebrochen.

1.02
= TN - i N
= ViNilE "Y/ Bl ARG
Z\Z 7 N2, 7, 7 \A\AA/L 1
4 Hh RS
| Z\ 7|7 ¥ 1 AN F 7 k//’AYl \'A\\\
Z\7 \ N7 7| \(ﬂl A”A!'h\_’/ 0.99
7| y A 7 ’A‘/, \|A\\‘,AI
77| \ 0.98 AA5 7 \YAI A”A'I’AY,
A7 7 y : Ag4 7 INIRNLALA 098
A7 \HANING
i ViNELANG
A7 } N A5 7 VINAEANY 097
27\ 7| A]l \\‘A\ 0.96 227 M
L4 o TS 0.96
2227 Ty 7 \\ Wi
> EEES NN 04 — Ji
AT VANV 095
= Z=77 un - ol iy
— 7 ] 71 0.94
== 0.92 =
1.01
1
1
0.99
e
B = _9 0.98
A7 7 5 AN 7
A7~ 3 A4 087
AAH 095 > A5
A 7 = A4 7 0.96
3 A7 3 7
7 A7 5 |7 095
7 - 7
g 7 17 094
7

o
©
8

Abbildung 4.49: Die diskreten Lisungen von (Pep,) fiir e = h (links, oben) und ¢ = h3/? (rechts,
unten). Im Fall f = £B) wenn f parallel ist zur easy axis z+, treten bei der der diskreten Lisung
my, gewisse Instabilititen auf. Aus diesem Grund wurde fiir beide Penalisierungen das stabilisierte
Problem (Pf, n) (unten) gerechnet. Man sieht in allen Bildern deutlich, daf fir die stirkere Pena-
lisierung € = h3/% (rechts) die Linge |my,| weniger von 1 differiert als bei Penalisierung mit € = h
(links).
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Anhang A

Analytische Berechnung der auftretenden
Randintegrale im Fall d = 2

Die weitaus allgemeinere Darstellung der folgenden Abschnitte findet sich in MAISCHAK [47], wo
die auftretenden Randintegrale fiir Dichten von beliebigem Polynomgrad berechnet werden. Die
Darstellung in den vorausgegangenen Kapiteln benttigt lediglich die Betrachtung stiickweise kon-
stanter Dichten. Diese Einschrankung vereinfacht natiirlich die auftretenden Formel wesentlich. Wo
der Vorlage MA1scHAK [47] gefolgt wird, ist dies durch Verweise deutlich gemacht.

Bemerkung. Im folgenden sind die wesentlichen Vektoren im Fettdruck dargestellt, z.B. a € R2.
Skalare werden, sofern die Formel dadurch besser lesbar wird, von links oder rechts geschrieben,
d.h. Aa = a) fiir einen Skalar A € R. Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € R? wird weiterhin
mit a - b notiert. O

A.1 Integrale vom Typus des Doppelschichtpotentials

Bei der numerischen Realisierung der Fehlerschitzer n; in Kapitel 3 sind Integrale der Gestalt
Vup, — (Vup)|lpp(ry fiir p = 1,2 zu implementieren. Dies geschieht iiber eine Quadraturformel.
Dazu mufl aber der Integrand punktweise ausgewertet werden. Zur Berechnung von Vuy(x) sind
Randintegrale der Gestalt

r—y 2
——=ds, €R Al
/[a,b} ’:U - y’2 Y ( )
fiir fixierte Vektoren z, z,a,b € R? mit ¢ [a, b] := conv{a, b} zu berechnen. Um den roten Faden

zu wahren, werden zunéchst die Resultate gegeben und erst im Anschlufl daran bewiesen.

Lemma A.l. Fiir gegebene Vektoren z,a,b € R? mit a # b definiere
c:=a+b—-2x, d:=b—-—a und D :=|cids —cod1| >0 (A.2)
Dann gelten die folgenden Aussagen
(i) Es gilt genau dann D = 0, wenn c,d linear abhdngig sind, und in diesem Fall ist ¢ = % d.
(ii) z liegt genau dann auf der Geraden ab durch a und b, wenn D = 0 ist,

(iii) x liegt genau dann auf der Strecke [a,b], wenn D =0 und |c-d| < |d|? gelten.
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ANHANG A. BERECHNUNG DER RANDINTEGRALE FUR D =2

Satz A.2. Es seien z,a,b € R? mit a # b und = ¢ [a,b] sowie c,d, D wie in (A.2). Dann lift
sich das Integral (A.1) wie folgt berechnen.

(i) Im Fall D =0 gilt
/ 2y gy 4 g bal (A.3)
[

ab] T =yl dl 7 la -z
(ii) Im Fall D > 0 gilt mit

arctan#( falls |c|? > |d|?,
% + falls ’CP < ’d‘2, <A4>

sonst,

und n € R? einem Normalenvektor auf [a, b] die Gleichheit

-y . b —z
—= ds, = —(sign(c - n) Jn——l
Jo ey o= )In =g oe gy

(A.5)

Bemerkung. Das folgende Lemma wird benétigt, um Teil (ii) von Satz A.2 zu beweisen. Dabei
sind fiir die Berechnung der auftretenden Integrale nur die Formeln fiir /; und I von Interesse. Die
Angabe der Rekursionsformel erfolgt nur der Vollstéindigkeit halber. O

Lemma A.3. Firo,3 € R und A := o? — 48 < 0 lassen sich Integrale der Form
1 Sn—l
I, := —d i N A6
" /_132+a3+ﬁ s firne (A4.6)

exakt berechnen. Es gelten mit § := /48 —a?2 =+/—A >0

{arctan ﬁ‘sl} falls B > 1,
I, = 5 {arctanﬁ T —|—7r} falls B < 1,
{arctan 249 | arctan 5”} sonst.
1 l—i-oz—l-ﬁ
b= o0
275 Ogl—a—i—ﬁ aly
14+ (-=1)"
I, = L; —al,_1 — B2 fﬂ?" n >3,
n_

und insbesondere sind alle Ausdriicke wohldefiniert, da das Polynom s> + as + (3 keine reellen
Nullstellen hat.

Beweis von Lemma A.1. (i) Ein Normalenvektor auf [a, b] ist durch n = (d2, —d;)/|d| gege-
ben. Nach Definition gilt gerade D = |d||c - n|, d.h. D = 0 ist dquivalent zu ¢ L n. Da aber die
beiden Vektoren n,d/|d| eine Orthonormalbasis von R? bilden, folgt ¢ = (c - n)n + ‘d|2d = ﬁi'%d

(i) Nach dem gerade Bewiesenen ist D = 0 #quivalent zu ¢ = Ad mit A\ = (c - d)/|d|?. Nach
Definition von ¢ und d folgt

a+b—-2zr=c=Xd=Ab-a)
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bzw. dquivalent dazu
1
x = §{a+b—)\(b—a)} =:v(=\). (A7)

Die Abbildung = ist affin, und die Restriktion v : [-1, 1] — [a, b] parametrisiert [a, b]. Insbesondere
ist also = y(—\) € ab. (iii) Der Vektor x € R erfiillt genau dann z € [a,b] = v([~1, 1]), wenn
ein Skalar s € [—1,1] mit x = ~y(s) existiert. Dies ist nach Definition von v zu —c = sd #quivalent
und damit zu |c| = |s||/d], also |¢| < |d|. Da ¢ und d wegen D = 0 linear abhéngig sind, gilt
die Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies liefert abschlieBend die Aquivalenz von
le| < |d] zu |e - d| = [e||d]| < |d|*. u

Bewetis von Satz A.2. Betrachte die Parametrisierung v : [—1,1] — [a,b] aus (A.7). Dann
gelten fiir y = y(s) zunéchst

1 1
v—y=—5{-20+a+b+sb-a)}=—;(c+sd) (A.8)
und
2 1 1 2.2 2
m—yl=Z®+s®-®+aD=ZHMS-+%odk+k\}
- |d]2{ +2 + ﬁ} (A.9)
4 Idl2 CIE
Betrachte das Polynom s + as +  mit o := 2% und 3 := %. Fiir die Diskriminante dieses
Polynoms gilt dann
4 4
A:=a®—43= W{’C -d)? —[c]?|a’} = W{(Cldl + cada)? — (] + 3)(di + d3) }
4
= W{261d162d2 — C%d2 - CQdQ}
4 (A.10)
= —W!CN& — cody|?
4
= ——D2
d*

(i) Im Fall D =0 folgt A =0, also s + as + 3 = (s + «/2)%. Damit ergibt sich fiir y = v(s)

oA edy?
e -yl = <S+\d|2)'

Ferner gilt nach Lemma A.1 ¢ = €% d, und es folgt durch blofies Einsetzen in (A.8)

dl
oY= _1( Td|(2i>d

Insgesamt folgt fiir den Integranden

T —y (S+|d\2)d d 1

P T (g’ AP+ gS




ANHANG A. BERECHNUNG DER RANDINTEGRALE FUR D =2

Wegen z ¢ [a, b] folgt nach Lemma A.1 |c-d| > |d|?, und deshalb ist der zweite Bruch entweder
fiir alle s € [—1, 1] positiv oder fiir alle s € [—1, 1] negativ. In jedem Fall tritt bei der Integration
iiber [—1, 1] keine Polstelle auf. Mit der Parametrisierung v folgt nun abschlieend

=8

/ T—y !d/‘ S__QjLEll 1 ds:_ﬂm)%ﬁ+1
o=y " RrToe P2 sy gl A g
c- d+|d\2 d.  (c+d)-d d., (b-2x)-d
=——1 cd_lder - Al —ad- lgi.
d df? d °(c—-d)-d |d| -d
d| =

Wegen D = 0 liegt = nach Lemma A.1 auf der Geraden ab. Deshalb sind die drei Vektoren b —
xr,a—x,d paarweise linear abhéingig, und es gilt die Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fir (b—z)-d und (a—x)-d. Wegen z ¢ [a, b] existiert ein Skalar A > 0 mit mit a—x = A(b — x).
Insbesondere folgt

(b—z)-d |b—z|d |b—uz

(a—z)-d |a—=z/d |a—=z|

Dies zeigt (A.3). (ii) Im Fall D > 0 folgt A < 0, und damit hat das Polynom s + as + 3 keine
reellen Nullstellen. Insbesondere existieren alle auftretenden Integrale. Mit (A.8) und (A.9) gilt fiir

y=(s)

r—y —1{c+sd} 2 { c sd }
|$_y|2_${32+as+6} JdP 82+a5+ﬁ s24+as+ 31
Nun folgt wieder mit der Parametrisierung ~ : [—1, 1] — [a, b]
- d
R e )
[a,b] "CL‘ - y’ 1 |CC —
1 1 s
= ———ds+d [ 5 ds|. n
|d|{ /—182+068+5 o /_182+as+ﬁ S}

Fiir den Fortgang des Beweises wird zunéchst der Term I; in den Gréflen a, b, c,d formuliert. In
der Notation von Lemma A.3 gilt

| 4 2 [d]?
d=vV-A= WD2 ]d\Q also 5= %, (A.12)

wobei die zweite Gleichheit bereits in (A.10) bewiesen worden ist. Nach Definition von 8 = |c|?/|d|?
gilt fiir 3 # 1

5 @D 2> D (A13
F1 7 EEAE T (e [dP T 2a—a) (b ) '

denn

e[’ —[df* = |(a — ) + (b — 2)* — [b — a]”
Y+la—xP+b—z)* —|b—al
Y+2)z*—2a-2-2b—x+2a-b
)
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Ferner gilt fiir « = 2(c - d)/|d|? zuniichst

2 4 |(b—2z)-d
2+a=——(d?*+c-d d+c)-d=— ’
|d|2(| | )= |d|2( ©)- |d|? {(:n—a).d.
Hieraus folgen
2+« ﬁ(b—x)-d 2(b—xz)-d 2—a 2xz-—a)-d
= = und = .
1) 2. D D 1) D
[d[*
Mit bloBem Einsetzen ergibt sich nun
d 2
I = % J, (A.14)
denn
D
a2 { arctan W}, falls |c|? > |d|?,
I = T {arctan W + 7T}, . falls |c|2 < ’d‘27
{ arctan 2 Bm)' + arctan 2(m73a)' } sonst.

Zuletzt folgt die Umformulierung von I5. Es gilt zunéchst

4
l+a+ 6= (d +2c-d+|c]) \c+d12 —|b— x|
[d? \ \dl d|
und analog
4 2
1—Oé+ﬁ:m|a—$| .

Fiir den logarithmischen Anteil von I3 folgt damit

L L1tath L b — z|? o b — x|
—-Jlog —« — — =
2 gl—a—i—ﬂ 2 g]a—aﬁ|2 g|a—x\’
und insgesamt ergibt sich
lb—z c-d lb—z c-d
I, =1 ———=Ii=1lo - —J A.15
P T ap " T e D 1)

Einsetzen von (A.14) und (A.15) in (A.11) liefert

/ @y 4, - —i’{hc+ Ld}
[

a,b] !m—y!2
]d\Q b — z| c-d
‘d|{ J+dlog ~— —d J}

® a1 D

c(d- d) d(c-d) d b — x|
= J — —log .
[d| D ]~ Ja— ]



ANHANG A. BERECHNUNG DER RANDINTEGRALE FUR D =2

Dies ist bis auf den Vorfaktor die behauptete Gleichheit (A.5). Mit der Normalen n = (dz2, —d;)/|d|
ergibt sich

Cld% + Cld% — Cld% — 02d1d2>

CQd% + Czd% — c1didgy — ng%

Cld% — CledQ d2(01d2 _ Cle) )
= — _ d . .
<@£—0¢MJ (ﬂﬂ—Q%+mMﬁ> [d[*(c-n)n

c(d-d)—d(c-d):c(d%—i—d%)—d(cldl—l—@dg):(

Wegen D = |c1dy — ca2dy| = |d||c - n| folgt hieraus

c(d-d)—d(c-d)
|d| D

= nsign(c - n). [

Beweis von Lemma A.3. Das Polynom s? + as 4 3 hat nach Definition der Diskriminante A
keine reellen Nullstellen und damit insbesondere keine im Integrationsbereich [—1, 1]. Insbesondere
ist 52 + aus + @3 fiir alle s € R strikt positiv. Elementares Ableiten nach s zeigt

1

I [ 2 arctan 2sta ]
1= | —F/—= — )
V4B — o2 VA8 —a? ] =1 A 16
| L N (A.16)
IQ:—[log(32+as+ﬂ)] - —1I,
2 s—1 2

und die Rekursionsformel ergibt sich wie folgt,

gL _ -3 52 _gn3fq as B B
s2+as+f s2+as+f3 s24+as+p0 s2+as+

5 $n72 5”73
_ .n—3 _
= a32+ozs+ﬁ+ﬁ52+as+ﬁ'

Damit sind nur noch die Terme I; und I aus (A.16) umzuformulieren. Mit den Rechenregeln des
Logarithmus ergibt sich wie behauptet
1 l1+a+p

IQZ—IO

r
2 %1 ot 2t

Um I umzuschreiben, wird zunéchst ausgenutzt, daf§ der Arcustangens eine ungerade Funktion
ist, d.h. es gilt arctan(—t) = — arctan(t) fiir alle ¢ € R. Damit ergibt sich aus (A.16)

7 2{ ‘ 24+« ¢ —2+a} 2{ ¢ 2+a+ ¢ 2—a}
— — 4 arctan — arctan — — 4 arctan arctan .
=5 5 5 5 5 5

Nun wird das Additionstheorem fiir den Arcustangens ausgenutzt,

arctan fj‘stt, falls st < 1,
arctan s + arctant = < arctan f_*stt + 7, falls st > 1 und t > 0, (A.17)
arctan lsfstt -, falls st > 1 und t < 0.

Mit s := (24 )/ und t := (2 — «) /0 ergibt sich

4—a2_ 4 — a2
52 _4ﬁ—a2’

st =
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und damit gilt die folgende Aquivalenzumformung,
st<l <= 4—-ad?<4f-0o® = 1<0.
Analog gilt
st>1 = 1>0.

In diesem Fall, d.h. 1 > (3, folgt wegen 0 > A = a? — 483 > o — 4 umgehend o < 2 und deshalb
t > 0. Damit tritt der dritte Fall in (A.17) gar nicht ein. Abschlielend ist nur noch (s +t)/(1 — st)
zu berechnen,

s+t 2 46 46 46 5

1—st 1_ 429 62— (4-a2) (@AB—-a2)—(4—a?) 48-4 B-1 "

52

A.2 Integrale vom Typus des Einfachschichtpotentials

Die Visualisierung des magnetischen Potentials uj involviert Randintegrale vom Typus des Ein-
fachschichtpotentials

V= log |« — y| ds, (A.18)

27 Jia,b)
fiir fixierte Vektoren z,a, b € R? mit a # b.

Satz A.4. Sind v,a,b € R? mit a # b, so gilt fir das Einfachschichtpotential (A.18)

—:U)-dlog|b—a:|_(a—x)-dlog|a—x\ DJ}
| d| d| [dl  2(d]

1 b
V= —W{|d|(log|d| -1)+ (
mit J aus Gleichung (A.4).

Der Beweis von Satz A.4 benétigt das folgende Lemma, das auch fiir die im néchsten Abschnitt
vorgestellte Berechnung der Galerkin-Elemente herangezogen wird.

Lemma A.5 (MAISCHAK [47, Lemma 2.2]). Es seien k = 0,1, a,b,c € R mit a # 0 und
A :=b% — 4ac < 0. Dann berechnet sich das Integral

1
Gr(a,b,c) = / tFlog(at® 4 bt + ¢) dt
-1

wie folgt,
Go(a,b,c) = %{(b—i— 2a)log(a+b+c) — (b—2a)log(a —b+c) + 27\/@} —4,
Gi(a,b,c) = %{(a—l—b—i—c)log(a—l—b—l—c) —(a—b+c)logla—b+c)— b[2+Go(a,b,c)]},
wobei v = 7y(a, b, c) durch

VA ..
arctan -+ — fir a <e,
’Y(G, bv C) = % fUT a = c,
VA .
7+ arctan ~—  fiira > c
gegeben set. |
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(b+£2a)?  b* +4ab+ 4a®

Bemerkung. Im Fall A = 0, d.h. b*> = 4ac, gilt 1 = a *+ b+ ¢, weshalb
a a
die in MAISCHAK [47] gegebene Darstellung mit der Darstellung hier koinzidiert. O

Beweis von Satz A.j. Mit den Notationen (A.2) aus Lemma A.1 und derselben Parametrisie-
rung wie im vorausgegangenen Abschnitt gilt

1
V= —ﬂ/ log‘%{c—i-sd}‘ds

__|d]
= i 10g‘ {c+sd}‘ ds

_ld | / [cf?
= 21 1 2—
P R + - log (s + ]2 + \d|2) ds

- 4(log|d| — k¥2)+l/1bg(£-¥2———+~&ﬁ)ds
47T 1 |d‘2 |d‘2

Mit a = 1, b := a = 2¢-d/|d|? und ¢ := 8 = |c|?/|d|? 1iBt sich Lemma A.5 fiir k = 0 anwenden.
Damit miissen nur noch die auftretenden Terme in bekannten Grofien formuliert werden. Zunéachst
einmal gilt

b—x,

a—uz,

cid:(a+b—2x)i(b—a):2{

und deshalb folgt

. 2 . b—2x)-d
09— oC dj:Q\d| :2(cj:d2) d:iz (b—x)-d,
Cl | [d]* |(a—2)-d,
1 4 ||b—=x?
lta+8=—={d?x2c-d+]|c/*} = —<|ctd]? = — )
B |d‘2{| | lcl”} FE | P \Ja_ 2P,

. . B 2 . VIAlL D . . . .
Mit (A.12) gilt /|A] = 2D/[d[*, und (A.13) zeigte 5 = 5fa—7) (b—z) Lies zeigt zum einen die
behauptete Darstellung von v = J und zum anderen

1 |C|2
1 2— —=)d
o (2 2+ ) o
1 (4b—-2z)-d, 4b—2z2> 4(a—-=2)-d. 4la—=z> 4Dy
== — 1 —4
2 { "t ap "t aE P
(b—z)-d, 2|b—z (a—z)-d, 2a—=z| 2Dy
=4 log — log -4
dJ? | d? | d?
(b—2z)-d |b — x| (a—z)-d la—z| 2Dy
=4 og -4 log + —4+4log?2;,
dJ? d| dJ? d| dJ?
denn (b — ) -d — (a — ) - d = |d|?. Zusammenfassend ergibt sich nun
|d |{ (b—2z)-d, |b—z (a—z)-d, |a—z| 2Dy
V=- 4log|d| —4+4 log —4 log
4 d? d d? d| dJ?
(b—2z)-d lb—z| (a—=z)-d la—z| DJ
=——<|d|(log|d| —1) + log - log + [
i " @ a2
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A.3 Galerkin-Elemente fiir die Symmsche Integralgleichung

Satz A.6. Gegeben seien Vektoren a,b,c,d € R? mit a # b und ¢ # d. Zu berechnen ist das
zugehorige Galerkin-Element

1
I:———/ / log |z — y|ds, dsg.
27 J1a,6] Jicd) | [dsy

Mit den Vektoren

1 1 1
x:=—-(b—a), y:==(c—d) und z:=-(a+b-c—d)
2 2 2
lafst sich dann I wie folgt berechnen: Sind x und y linear abhdngig, so existiert ein Skalar A € R

mit'y = Ax, und es gilt

_xlly]
2T

1= {Jo(x,z—l—y)+J0(x,z—y)+)\[J1(y,z—x)—Jl(y,z+x)]}. (A.19)

Sind x und y linear unabhdngig, so existieren Skalare A, i € R mit z = Ax + py, und es gilt

Y] g 1) Jo sz ) — (A1) o (32— )+ (1) o (3,243 ) — (= 1) Jo (x,2—y)
I= %{ : 2}. (A.20)

Dabei werden die Ji,(x,y) fiir Vektoren x,y € R? definiert durch

1
Jr(x,y) == /1tk log |tx + y/| dt. (A.21)

Bemerkung. Mit a := |x|?, b:= 2x -y und ¢ := |y|? gilt offensichtlich

1 1
Jr(x,y) = 5 / 1 t*log(at® + bt + ¢) dt,

d.h. die Berechnung der Galerkin-Elemente bedarf, wie Satz A.6 zeigt, der Berechnung von

1
Gr(a,b,c) := / t* log(at® + bt + ¢) dt
—1

fir k = 0,1 sowie Skalare a,b, ¢ € R mit a,c¢ > 0 und A := 4ac — b> > 0, siche Lemma A.5. 0.
Der wesentliche Trick, um die Galerkin-Elemente zu berechnen, liegt in dem folgenden Lemma.
Dabei bezeichnen natiirlich 9; und 9; die partiellen Ableitungen nach s bzw. t. Der Beweis erfolgt

durch elementares Rechnen, wobei die zweite Gleichung aus V log |x| = z/|z|?, also z - Vlog|z| = 1
fiir alle z € R?, gewonnen wird, siche MAISCHAK [47, Seite 7ff.].

Lemma A.7. Fiir z,y,z € R?> und \, ;s € R gelten
A5 log |(s + At)x + z| = 9y log | (s + At)w + 2| (A.22)
sowie

((s+ N0+ (t+p)ot) log|(s+ Nz + (t+p)y|=1. N (A.23)
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Beweis von Satz A.6. Wie in Abschnitt A.1 betrachte die Parametrisierungen
1 1
[—1,1}—>[a,b],s»—>§{a+b+s(b—a)} und [—1,1]—>[c,d},tr—>§{c+d+t(d—c)}.

Dann folgt erst einmal

21 |b—a||d—C|/ / log‘ {a+b+s(b —a}——{c+d+t —c})dtds

= \xHy|/ / log |sx + ty + z| dt ds.

Jetzt sind die beiden Fillen zu unterscheiden, daf§ {x,y} linear abhéngig bzw. linear unabhéngig
ist. Zunéchst sei vorausgesetzt, {x,y} sei linear abhéngig. Dann existiert wegen x # 0 ein Skalar
A € R mit y = Ax, also

I =—

log |sx + ty + z| = log |(s + At)x + z|.

Mit partieller Integration und Gleichung (A.22) aus Lemma A.7 folgt

1 1
/ log|sx+ty+z]dt:/ log |(s + \t)x + z| dt
—1 -1

1 1
= [1og (s + M)x + ] 1—/ £, log |(s + A)x + 2] dt
== -1
1
:10g|(5+)\)x+z|+log|(s)\)x+z)\/ t 0slog |(s + At)x + z| dt.
-1

Mit dem Satz von Tonelli-Fubini folgt bei Integration des letzten Summanden

1,1 1 1
/ / t@slog\(s—i—)\t)x—i—z\dtdS—/ t/ Oslog |(s + A\t)x + z|ds dt
—1J-1 -1 J-1

=[log |(s+At)x+z|]__

1 1
:/ tlog|()\t+1)x+z\dt—/ tlog |(AM — 1)x + z| dt.
-1

Riickeinsetzen y = Ax liefert zusammenfassend

1 gl 1 1
/ / log|sx+ty+z]dtd8:/ 10g|(s+)\)x—|—z|d8+/ log|(s — \)x + z| ds
—1J-1 -1

1 1
—/\/ tlog]()\t—i—l)x—i-z\dt—i—)\/ tlog |(At — 1)x + z| dt
-1

1 1
:/ 10g\sx+(z+y)|ds+/ log|sx + (z —y)|ds
-1 -1

1

1
—/\/ tlog]ty—l—(z—i—x)\dt—i—)\/ tlog|ty + (z — x)| dt.
-1 1

Mit der oben eingefithrten Notation ergibt sich in diesem Fall

x|ly|
2T

I=— {JO(X,z—i—y) + Jo(x,z—y) + A Ji(y,z — x) — Ji(y, z +X)]}.
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Nun betrachte den Fall, da§ {x,y} linear unabhéngig ist. Dann existieren Skalare A,y € R mit
z = Ax + py. Mit Gleichung (A.23) aus Lemma A.7 ergibt sich

1 1
4—/ / ((s 4+ A)0s + (t + p)0t) log | (s + A)x + (t + p)y| ds dt
—1J-1
1 1
:/ / (s +A)0slog|(s+ AN)x+ (t + p)y|dsdt (A.24)
—1J-1
11
+/_1 /_1(t—|—u)8tlog](s+/\)x+(t+u)y]dtds,

wobei der Satz von Fubini-Tonelli angewandt wurde. Partielle Integration zeigt jeweils fiir die

inneren Integrale

1
/ (s +A)0slog|(s + N)x + (t + p)y| ds = [(5"')‘) IOg’(S+>‘)X+(t+M>y’E:—1

-1

1
~ [ 1ogl(s + N+ (¢4l ds,
-1

1
/ (t+ )0 log|(s + N)x + (t + p)y| dt = [(t +p)log (s + A)x + (¢ + M)yq;fl

-1

1
- / log (s + A\)x + (t + p)y| dt.
-1

Damit gilt zum Beispiel fiir den ersten Summanden aus (A.24)

11
/ / (s +A)0slog|(s+ N)x+ (t + p)y|dsdt
—1.J-1

_/1 [( +A) log |(s + N)x + (£ + ) |r dt—/l/ll (s + \)x + (t + p)y| dsdt
=/ s og (s X Wyl g _logs x )y ds

1

1
=<A+1>/_1logr<x+1>x+<t+u>y\dt—<x—l>/_llogru—1>x+<t+u>y\dt

1 1
—/ / log |(s + N)x + (t + p)y| dsdt
-1J-1

Mit Riickeinsétzen von sx +ty +z = (s + A\)x + (t + p)y folgt

11
/ / (s +A)0slog|(s+ N)x+ (t+ p)y|dsdt
—1J-1

1 1
:()\+1)/_ log|ty—|—(z+x)|dt—()\—1)/ log |ty + (2 — x)| dt

1 -1
Lo (A.25)
—/ / log |sx + ty + z| ds dt
—1J-1

11
= ()\+1)J0(y,z+x)(Al)Jo(y,zx)/ / log |sx + ty + z| ds dt.
—1J-1
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Analoges Vorgehen bzw. Vertauschen von (s, A, x) durch (¢, u,y) zeigt

/1 /1 (£ + 1)Bslog (s + A)x + (¢ + p)y| dt ds
-t (A.26)

1 1
=p+D)Joxz+y)—(n—1)Jo(x,2—y) — / / log |sx + ty + z| ds dt.
-1J-1
Setzt man (A.25) und (A.26) in Gleichung (A.24) ein, so liefert einfaches Umstellen schlieflich
1 1
2/ / log|sx +ty +z|dsdt = (A +1)Jo(y,z+x) — (A —1)Jo(y,z — x)
-1J-1

+r+D)hxz+y) = (p-1Ddxz-y) -4

und damit

;- _l=llyl { O 1) Jo(y.2+4%) (A= D) Jo(y.2=)+ (e D) Jo(z+y) ~(e= D) Jo(x2-y) 2}_ -
27 2
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Anhang B

Analytische Berechnung der auftretenden
Randintegrale im Fall d =3

Bemerkung. Der vorliegende Anhang beschiftigt sich mit der exakten Berechnung der aufgetrete-
nen Randintegrale. Wie bereits im Text angemerkt, sind diese im Kontext der Randelementmethode
bereits wohlbekannt. Der Anhang folgt der Darstellung in MAISCHAK [48]. Eine alternative Dar-
stellung fiir die Berechnung der Eintréige von A findet sich in HACKBUSCH [34]. O

Definition . Es seien Q C R? eine offene Teilmenge und F, f : Q — R eine Funktion. In den
folgenden Abschnitten wird genau dann die Schreibweise

F—/dxl.../dxdf(xl,...,xd)

und F' als Stammfunktion von f bezeichnet, wenn

0 8

— in Q
axd a$1 f m

gilt. Dabei schlieit diese Schreibweise die Existenz und Stetigkeit aller auftretenden partiellen Ab-
leitungen mit ein.

Beispiel. Ist Q = (a,b) x (¢,d) und F = [dzy [ dxaf(z1,22), so gilt — stets f € L*(Q) vorausge-
setzt, damit der Satz Tonelli-Fubini angewendet werden kann — nach Hauptsatz der Infinitesimal-
rechnung

/fl'hw? w17w2 / / 8—.@8—$1F a:l,a:g)d:cgdxl

oF oF
_/a <7F(ac1,d) 6—xlF(xl,c))dxl

= F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).

B.1 Integrale vom Typus des Doppelschichtpotentials

Der erste Abschnitt beschéftigt sich mit der Berechnung von Randintegralen der Gestalt
ds, € R? B.1
/ |z — y\3 v (B

201



ANHANG B. BERECHNUNG DER RANDINTEGRALE FUR D =3

fiir eine gegebene beschriankte, achsenorientierte, rechteckige Seite E = (a,b) x (¢,d) x {y3} und
r € R3\E. Die Berechnung erfolgt komponentenweise. Zuniichst einmal gilt es festzuhalten, daf
der Integrand auf F stetig und beschrinkt ist, so dafl das (Rand-) Integral in R? existiert. Fiir die
erste Komponente des Integrals gilt

Y
/ ’xfy‘:ls ds 8y1|x_y| tdsy = / / |z =yl dyr dys (B.2)

Eine Stammfunktion fiir die rechte Seite der vorausgegangenen Gleichung ist mit Hauptsatz der
Infinitesimalrechnung

9 - _
/dyz/dyla—!x—y 1=/dy2!w—y! !
Y1

= /dyz{(l”l —y1)® + (22— 12)* + (23 — y3)?} 2,

und dies reduziert das Problem darauf, die Stammfunktion
sy ) = [ dy{(o— ) +22)7

zu berechnen fiir p = —1/2, y = y2, © = @9, X := {(z1 — y1)*> + (23 — y3)}'/2. Mit dieser Notation
gilt also

/dy2/dy1aiy1!3«" —y| ™t = g(=1/2;y2; 32, { (21 — 1) + (w3 — y3)}'/?). (B.3)

Analog folgt fiir die zweite Komponente

b pd
T2 — Y2 9 -1
ds, = — — |z —y|  dy d B.4
/ny—y3 Sy /a ; ayQIfE y|= dyr dys, (B.4)

und dies fithrt auf die Stammfunktion
0 _
/dyl /dy28y1’$ — [T =g(=1/25y1; 21, {(2 — y2)® + (23 — y3)}'/?). (B.5)
Lemma B.1. Fir beliebige Skalare x € R und p # —1/2 sowie die Verdnderliche y € R gilt

2p+1)g(p;y;2,0) = (y — 2)|y — 2|,

sofern x im Fall p < —1/2 auferhalb des Integrationsbereichs liegt. Firp = —1/2 und z € R wieder
auflerhalb des betrachteten Integrationsbereichs gilt

9(=1/2;y;,0) z/dy!w—yll = sign(y — ) log|y — z|. u

Lemma B.2 (MAISCHAK [48, Seite 3, Gleichungen (12), (13)]). Fiir beliebige z,p, A € R mit
A #£ 0 gilt die Rekursionsformel

Cp+Dglpiyia,N) = (y—a){(y—2)* + X} +2pX g(p — Liy; 2, \).
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Firpe {1/2,0,—1/2,—1,—-3/2} gilt explizit

_ 2 _
g(1/25y;2,)) = %{(y —z)? + )\2}1/2 + %arsinh %,
9(0sy;2,A) =y — =,
9(—1/2;y;x,\) = arsinh y|;|x’
- _ y—

g(—1;y;z,\) = arctan W,

—3/9 0N = LTy — )2 £ A2 12 -
g( 3/ URED )_ 2 {(y J)) + } :

A

Mit den vorausgegangenen beiden Lemmata konnen erste und zweite Komponente des Integrals
(B.1) berechnet werden. Die Berechnung der dritten Komponente gestaltet sich schwieriger,

1
ds, = (x3 — /—ds
v= (s —us) gle—y®

b d
— (3 — 3) / / [ = 90)? + (22— 12)® + (w5 — )2} ~Y/2 dyo .

Damit ist also eine zweidimensionale Stammfunktion zu bestimmen,

T3 —Ys3
E ’53—9‘3

(B.6)

G(=3/2;91,92; 21,72, A) 1= /dyl /dyQ{(ﬂfl —y1)® + (22— 2)* + )\2}_3/2
mit A = |z3 — y3|.

Lemma B.3 (MAISCHAK [48, Seiten 5f, Gleichung (17)]). Fir Parameter x1,x2 € R und
Variable y1,1y2 € R gilt unter der Bedingung, daff der Integrand {(y, — z1)? + (y2 — x2)%} ~3/2 keine
Polstelle im Integrationsbereich hat

{(y1 —21)* + (32 — 902)2}1/2'

G(=3/2;y1,¥2;71,22,0) = — (y1 — 1) (y2 — x2)

Im Fall A # 0 gilt stets

G(=3/2;y1,y2; 1,22, \)

_ sign{(y1 — 1) (y2 — x2)} i

—2(y1 — 1) (y2 — x2)

N 2 e o e e o R
B.2 Integrale vom Typus des Einfachschichtpotentials
Der zweite Abschnitt behandelt die analytische Berechnung von Randintegralen der Gestalt
b ds. — b a2 a2 212
/E!ﬂ?—y Sy—/a /c {(x1 = 91)” + (w2 — y2)* + (w3 — y3)°} eR (B.7)

fiir eine gegebene beschrénkte, achsenorientierte, rechteckige Seite E = (a,b) x (¢,d) x {y3} und
r € R3. Damit ist die Stammfunktion

G(—=1/2;y1,y2; @1, 22, A) = /dy1/dy2{(1‘1 — 1)+ (z2 — y2)° +>\2}_1/2

fiir A := |x3 — y3| zu berechnen.
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Lemma B.4 (MAISCHAK [48, Seite 4, Gleichung (14)]). Fir Konstanten xi,x2, A € R und
Verdnderliche y1,y2 € R gilt

(2p+2)G(p;y1, y2 571,22, A) =2pA> G(p — 1391, y2 3 21, T2, A)
+ (g1 — 1) 9P Y2, T2, {1 — 1) + A2}/?)
+ (y2 — xz)g(P;yl,UCb {(y2 - 902)2 + )\2}1/2)7

und im Fall p = —1/2 kann die rechte Seite kann mittels Lemma B.3 berechnet werden. ]

B.3 Galerkin-Elemente fiir die Symmsche Integralgleichung

Es seien E,E C R3 zwei beschrinkte, achsenorientierte, rechteckige Seiten in R3. Geometrisch
betrachtet, sind genau zwei Félle zu untersuchen, ob némlich die Normalen ng und nj auf F und

E linear abhénging sind oder orthogonal auf einander stehen.

1. Fall: Die Normalenvektoren ng und ngz sind linear abhéingig. Dann gilt ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit, d.h. bis auf Vertauschung der Koordinatenachsen,

E=v+[(0,61) x (0,62) x {0}] und E =%+ [(0,61) x (0,02) x {0}]

mit Vektoren v,v € R? und Skalaren El,EQ,Zl, 05 > 0. Mit der Definition & := v — v € R? und dem
Satz von Fubini gilt dann

- 1 1
EE):=—— - .
555 47T/E/E!:v—y!dsyds

1 —
__/ /~{(9E1—y1)2+($2—y2)2+($3—y3)2} 1/2dsydsx
T JEJE o

by ply ply plo ) ,
2 / / {((z1+v1) = (g1 +01)" + ((z2 + v2) — (y2 + V2))
0 0 0 0

+ (U3 - 573)2}_1/2 dys dyy dxo daq

by by by plo 12
/ / {(x1 —y1 —61)* + (x2 —y2 — 82)> + 63} /7 dya dyr dao day.
0
Damit ist das Problem darauf reduziert, fiir fixe Parameter d1, d2,d3 > 0 die Stammfunktion

F(x1,22,91,y2; 01, 02,03)

/dml /d:zg/dyl /dyg{ 1 —y1 —01)2 + (22 —yo — 02)* + 53%}1/2 auf ganz R*
zu berechnen, vgl. MAISCHAK [48, Seite 1, Gleichung (1)].

Lemma B.5 (MAISCHAK [48, Seite 13, Gleichung (40)]). Fiir beliebige Skalare 1,62,93 € R
und Verdnderliche x1,x2,y1,y2 € R gilt global auf R*

F(21,72,y1,92; 61, 62, 63)
=+ (@1 —y1 —01)(x2 —y2 — 02) G(—1/2;21, 22391 + 01, Y2 + 02, 63)
— (21 —y1 — 1) 9(1/2; 21 ;91 + 61, {(w2 — y2 — 62)? + 02}1/2)
— (2 —y2 — 82) 9(1/2;5 225 y2 + 82, {(z1 — 31 — 61)% + 63}1/?)

1
+ g{(xl —y1—01)% + (22 — Y2 — 62)° +52}3/2
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und die auftretenden Terme kinnen mit Lemma B.1, B.2 und B.J rekursiv berechnet werden. W

2. Fall: Die Normalenvektoren ng und ng sind orthogonal. Dann gilt ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit E = v + [(0,¢1) x (0,£2) x x {0}] und E =¥ + [{0} x (0,42) x (0,£3)] mit Vektoren
v,v € R3 und Skalaren 51,82,52,63 > 0. Mit der Definition § := v — v € R3 und dem Satz von
Fubini gilt in diesem Fall

- 1 1
S(E.E):=—— " ds, ds,
(B, ) 47T/E/E!m—y! e

_iw /E /E {1 —y1)% + (22— y2)> + (w5 — y3)?} /P dsy ds,
PR A o .
il ; /o /0 ) {((5131 +v1) — 01) + ((wQ +v9) — (y2 + 02))

+ (vs — (y3 + 53))2}_1/2 dys dys dxo dxy
bttt 2 2 2—1/2
/ / {(z1=61)% + (22 —y2 — 02)° + (y3 + 03)°} /" dys dya dwp dxy.

Damit reduziert sich dies ebenfalls auf die analytische Berechnung einer Stammfunktion,

F(x1,x2,Y2,y3; 01, 02,03)

/dwl /d$2/dy2/dy3{ z1—61)2 4 (22 — y2 — 62)° + (y3 + 53)2}1/2 auf ganz R?,

vgl. MAISCHAK [48, Seite 1, Gleichung (2)].

Lemma B.6 (MAISCHAK [48, Seite 14, Gleichung (41)]). Fiir beliebige Skalare 1,62,93 € R
und Verdnderliche x1,x2,y2,y3 € R gilt global auf R*

2F (1,22, Y2, Y3 ; 01, 02, —03)
=—G(1/2;y3,21; —03,01, 22 — Y2 — 02)
— (z1 = 01)(z2 —y2 — 02) G(—1/2; 22, Y3 ;Y2 + b2, —03, 21 — 61)
( )9(1/23 3 03, {(w1 — 61)> + (w2 — y2 — 62)2}'7%)
— (y3 + 03) (22 — y2 — 02) G(—1/2; 21,2261, y2 + 02, —y3 — J3)
+ (ys +63) g(1/2 ;215 01, { (w2 — y2 — 02) + (y3 + 03) /). n

+ (1 — 1
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