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Kurzfassung

Das Verstédndnis des dynamischen Verhaltens der Magnetisierung eines ferromagnetischen
Korpers dient der (Weiter-) Entwicklung von magnetischen Materialien und erméglicht dadurch
technologischen Fortschritt. Beispielhaft fithren wir als Einsatzgebiete das Design von magneti-
schen Sensoren, die Entwicklung von Schreib-/Lesekopfen und den Aufbau von Speichermedien
an. Aus dieser Perspektive ist es notwendig und sinnvoll, die integrierten mikromagnetischen
Phénomene, die das Verhalten der Magnetisierung beeinflussen, in Form von zuverléssigen Si-
mulationen zu erfassen.

Als in der Literatur anerkanntes Modell zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens der
Magnetisierung m gilt die Landau-Lifshitz-Gilbert-Gleichung. In dieser wird das Zeit-Orts-
Gebiet Q0 := (0,fena) x  betrachtet und m : Q; — §? := {x € R?® : [x| = 1} als Losung
von

om 1

B = T ar X e e x (mox o) ®
unter Erfiillung der Anfangs- und Randbedingungen

m(0) =m, in H'(;S?) und d,m =0 auf (0,tenq) x 00 (2)

gesucht. Hierbei bezeichnet o > 0 den Gilbert-Ddimpfungsparameter, wihrend h.g das effek-
tive Feld darstellt und die Beitrdge des Austausches, der Anisotropie, des Streufeldes, sowie
des angelegten dufleren Feldes miteinbezieht. Sowohl aus mathematischer Perspektive als auch
aus physikalischer Sicht ergeben sich Herausforderungen fiir die Entwicklung eines zuverlissigen
und analytisch fundierten Integrators zur Losung obiger Modellgleichung. Diese werden be-
dingt durch die Nichtlinearitdt der Gleichung und die nicht-konvexe Nebenbedingung, die die
(natiirliche) Langenerhaltung der Magnetisierung garantiert. Fiir sehr kleinen Parameter o kann
zudem die Stabilitdt der Simulation kritisch beeintrichtigt werden. Dariiberhinaus stellt die Be-
rechnung des Streufeldes eine weitere ambitionierte Aufgabenstellung dar, zumal dieses {iber
eine Potentialgleichung im Ganzraum R? gegeben ist. SchlieSlich favorisiert man aus mathema-
tischer Sicht ein Verfahren, fiir das unbedingte Konvergenz einer in Zeit und Ort approximativ
berechneten Losung myy gegen eine (schwache) Losung m obiger Modellgleichung vorliegt.

In der vorliegenden Arbeit erweitern wir den Algorithmus aus [5], der dort lediglich fiir den
Small-Particle- Limit formuliert wurde, zur approximativen Losung obiger Modellgleichung unter
Beachtung des totalen Feldes heg. Es gilt zu bemerken, dass das numerische Verfahren ledig-
lich die Losung eines (schwach-besetzten) linearen Gleichungssytems pro Zeitschritt benotigt
und dariiber hinaus eine effiziente Berechnung der Beitrige des effektiven Feldes miteinbezieht.
Unabhéngig von der vorliegenden Arbeit erschien jiingst in [7] ein Konvergenzresultat fiir den
vorgeschlagenen Integrator, der bereits in [52] ohne Betrachtung konvergenzanalytischer Aspekte
vorgestellt wurde. Anders als in [7] schlieft unsere Analysis den Fehler, der aus der approxima-
tiven Berechnung des Streufeldes und des angelegten dufleren Feldes hervorgeht, ein. Auflerdem
erlauben wir insbesondere eine approximative Berechnung der auftretenden L2-Terme durch
das Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts. Schlieflich beweisen wir als Kernresultat unbedingte
Konvergenz einer Teilfolge der aus diesem Schema resultierenden diskreten Magnetisierung myy,
gegen eine schwache Losung von Gleichung (1). Dabei wird das Attribut unbedingt so verstanden,
dass die Konvergenz keine Kopplung von Ortsschrittweite h und Zeitschrittweite k erfordert.

Ein eigenes Kapitel widmen wir der (ndherungsweisen) Berechnung des Streufeldes und stel-
len darin eine Vielfalt an Ansétzen zusammen. Dabei interessieren wir uns einerseits fiir die
algorithmische Umsetzung dieser Methoden und weisen andererseits analytische Eigenschaften
nach, die mafigeblich in das oben vorgestellte Konvergenzresultat eingehen.

Abschlielend befassen wir uns mit der Implementierung unseres Time-Splitting-Verfahrens
und veranschaulichen und bestéitigen durch numerische Experimente dessen Giite.






Abstract

The understanding of the dynamic behavior of the magnetization of a ferromagnetic body is
essential for the development of magnetic materials and thus of utter relevance for technological
progress. As example, one may think of the design of magnetic sensors, the development of
recording heads, and the layout of storage media. Thus, it is necessary and meaningful to in-
clude micromagnetic phenomena, which influence the behavior of the magnetization, in reliable
numerical simulations.

In the literature, the Landau-Lifshitz-Gilbert equation (LLG) is a well accepted model to
describe the dynamics of micromagnetism. In this model, one considers the time-space-domain
Q= (0,tenq) x © in which the magnetization m : Q, — S? := {x ER3: x| = 1} is sought as
solution of

om 1

E__il—i—oﬁmx m X (m X heg) (3)

hop — —
NS R

associated with the initial and boundary conditions
m(0) =mgy in H'(Q;S?) and Oym =0 on (0,tenq) X 0. (4)

Here, a > 0 denotes the Gilbert damping constant, whereas heg is the effective field including
terms stemming from the exchange, the anisotropy, the demagnetization field, as well as the
exterior field. From both, a mathematical perspective and a physical point of view, some chal-
lenges concerning the development of a reliable and analytically founded scheme to solve LLG
arise. These are due to the nonlinearity of the equation, the non-convex side constraint, which
guarantees the (natural) conservation of the pointwise modulus of the magnetization, and a
possibly very small damping parameter «, which may critically influence the stability of the
scheme. Furthermore, the numerical computation of the demagnetization field turns out to be
an ambitious task, since it is determined by a potential equation in the entire space R3. Finally,
from a mathematical point of view a reliable convergence analysis for the space-time discretized
magnetization myy towards a (weak) solution of LLG is desired.

In our work we extend the algorithm from [5], which treats the small-particle-limit only,
to solve LLG approximatively under consideration of the total field hog. We emphasize that
our numerical scheme still requires only one solution of one (sparse) linear system per time-
step. Furthermore, an efficient computation of the contributions of the effective magnetic field is
included. Recently and independently of our work a convergence result for this extended model
was published in [7], whereas the algorithm itself was stated already in [52]. In contrast to [7],
our analysis includes the approximative computation of the demagnetization field as well as the
exterior field. In addition, we allow an approximative computation of the arising L?-contributions
by the so-called mass-lumping of the L?-scalar-product. As the main result of our work, we prove
unconditional convergence of a subsequence of the output magnetization my; of our algorithm
towards a weak solution of LLG. Here, the attribute unconditional has to be understood in the
sense that no coupling of the spatial mesh-size h and the time-step size k is required.

We dedicate a separate chapter to the (approximative) computation of the demagnetization
field and analyze a variety of different methods to this end. On the one hand, we investigate
an algorithmical realization of these approaches whereas on the other hand, we prove certain
analytical properties which enter the above stated convergence result significantly.

Finally, we focus on the implementation of our time-splitting scheme and illustrate its effective
performance by numerical examples.
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Kapitel 1

Landau-Lifshitz-Gilbert Gleichung

Die Landau-Lifshitz-Gilbert Gleichung stellt ein in der Literatur anerkanntes Modell dar, das zur
Beschreibung der Magnetisierungsdynamik in magnetischen Materialien dient. Ausgangspunkt
dieses Modells ist die Landau-Lifshitz Gleichung, die erstmals durch die Physiker L..D. LAND-
AU und E. LiFsHITZ im Jahr 1935 eingefiihrt wurde, siehe [34]. Allerdings eignete sich dieses
Modell nicht fiir grofle Dampfungsparameter. Daher publizierte etwa 20 Jahre spater T.L. GIL-
BERT in [26] eine modifizierte Version dieser urspriinglichen Gleichung, die nun fiir beliebige
Dampfungskonstanten zuléssig war. Entsprechend der Literatur referenzieren wir diese Glei-
chung als Landau-Lifshitz-Gilbert Gleichung (LLG). Sie dient der vorliegenden Arbeit als Mo-
dellproblem.

Das aktuelle Forschungsinteresse an der (numerischen) Losung der LLG-Gleichung wird ei-
nerseits durch die Physik begriindet und andererseits durch die Mathematik motiviert. Aus
physikalischer Sicht liegt der Fokus auf einem besseren Verstdndnis der Dynamik magnetischer
Effekte, also einer (zeitabhéngigen) Beschreibung der Reaktion eines magnetischen Materials
auf den Einfluss eines dufleren Feldes. Dadurch ist ndmlich Design und Weiterentwicklung in
all jenen Bereichen moglich, die magnetische Wechselwirkungen ausnutzen. Als aktuelles An-
wendungsgebiet sei die Entwicklung neuer und die Verbesserung bereits entwickelter Einheiten
mit hoher Speicherdichte genannt. Man denke beispielsweise an Festplatten, die den Speicheran-
forderungen der heutzutage iiblichen Datenvolumen geniigen sollen, oder an Spin-Momentum-
Transfer-Oszillatoren (Spin-Torque Oscillators) sowie Tunnelresistoren (Magnetic Tunnel Junc-
tions). Letztere kénnten in naher Zukunft auch im Bereich der Mobiltelefone zu deutlichen
Verbesserungen fiihren.

Aus der Perspektive der Mathematik stellt die LLG-Gleichung eine interessante Herausforderung
dar, da man ein effektives numerisches Verfahren zur approximativen Losung dieser Gleichung
entwickeln mochte und gleichzeitig ein vollstéindiges analytisches Versténdnis fiir ein solches
Schema garantieren will. Dabei sind sowohl die Nicht-Linearitdt der parabolischen Modell-
gleichung als auch die nicht-konvexe Nebenbedingung an die Magnetisierung sowie ein nicht-
lokaler Energiebeitrag im totalen magnetischen Feld zu beriicksichtigen. Dariiber hinaus ist
man an einem numerischen Schema interessiert, das sich auch fiir kleine Dadmpfungsparameter
als stabil erweist.

Ziel dieses Kapitels ist die Einfiihrung der LLG-Gleichung. Dabei wollen wir zunéchst die di-
mensionsbehaftete Version dieses Modells betrachten, wie es auch in der Physik iiblich ist, und
anschliefend daraus eine entdimensionalisierte Form ableiten, die dem mathematischen Studi-
um dient. Dadurch soll der Zusammenhang des Begriffs ,, LLG-Gleichung® zwischen Physik und
Mathematik herausgearbeitet werden. Des Weiteren wollen wir eine versténdliche Interpretation
der einzelnen Energiebeitrage und schlieSlich der Modellgleichung gewéhrleisten. In einem wei-
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2 KAPITEL 1. LANDAU-LIFSHITZ-GILBERT GLEICHUNG

teren Abschnitt wollen wir verschiedene, jedoch dquivalente Formulierungen der LLG-Gleichung
vorstellen und auch deren Aquivalenz im mathematischen Sinn nachweisen. Abschliefend wird
eine kurze Darstellung der aktuellen Forschungsresultate zur Losung der LLG-Gleichung ange-
strebt, um die vorliegende Arbeit letztendlich abzugrenzen und einzuordnen.

1.1 Modellgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst jene Form der LLG-Gleichung présentieren, die auch in
der physikalischen Literatur zu finden ist. Jedoch zielen wir auf eine entdimensionalisierte Versi-
on dieser Gleichung ab, die wir in der vorliegenden Arbeit dann als Modellgleichung betrachten
und auch im Folgenden als ,,LLG-Gleichung* bezeichnen. Des Weiteren wollen wir die Modell-
gleichung motivieren und eine Deutung des effektiven Feldes geben, um ein besseres Verstandnis
der physikalischen Bedeutung des Modells zu gewihrleisten.

Sei © C R3 ein beschrinktes polyedrisches Lipschitz-Gebiet, und bezeichne (0, 7enq) ein end-
liches Zeitintervall. Weiters sei durch v > 0 ein dimensionsloser empirischer Parameter gegeben,
die sogenannte Gilbert-Dampfungskonstante, die nur vom betrachteten magnetischen Material
abhéngt. Dieser Parameter variiert im Bereich 0.01 < « < 1. Das magnetische Verhalten im
ferromagnetischen Korper © wird durch die vektorwertige Magnetisierung M, die in Ampere
pro Meter [A/m] gemessen wird, charakterisiert. Es gilt

M : (0, Tenq) X Q2 — {X eR?: |x| = Ms}.

Hierbei bezeichnet die Konstante My in [A/m] die Volumenmagnetisierung. Im Allgemeinen
wird diese Grofle durch eine Funktion f in Abhéngigkeit einer Temperatur © wiedergegeben,

d.h.
IM(7,x)| = Ms = f(©) fiir alle (1,x) € (0, Teng) X Q.

Erreicht oder iibersteigt die Temperatur © den Curie-Punkt 0, so gilt f(©) = 0. In der vorlie-
genden Arbeit fixieren wir eine Temperatur, sodass M, fast iiberall in (0, 7enq) x €2 konstant ist.
Damit ldsst sich die Magnetisierung M darstellen als Produkt der magnetischen Stéarke Mg und
der dimensionslosen Richtung der Magnetisierung m

M = M m.

Skalieren wir M mit der Vakuum-Permeabilitiit jo = 47 - 1077, die in Tesla mal Meter pro
Ampere [T'm/A] gegeben wird, so erhalten wir die magnetische Polarisation J in Tesla [T]. Mit
Js in [T] bezeichnen wir die Saturationspolarisierung und erhalten damit die Zusammenhénge

J=puM, J,=pM,, J=Jm. (1.1)

Die LLG-Gleichung beschreibt nun die zeitliche Anderung der magnetischen Polarisation unter
dem Einfluss eines effektiven magnetischen Feldes und lésst sich wie folgt darstellen

3_-]__ Y0
or 1+ a2

ano
(1+a2)Js

J x Heg — J x (J x Hegr). (1.2)

Hierbei bezeichnet 79 = 2.210173 - 10° in Meter pro Ampére und Sekunden [m/(As)] das gy-
romagnetische Verhéltnis und Heg = Heg(J, F) das totale magnetische Feld in [A/m], welches
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linear von der Magnetisierungspolarisierung J und einem gegeben angelegten dufleren Feld F in
[A/m] abhingt. Heg ist gegeben als die negative Variation der Gibbs-Energie £ = E(J) entlang
der Magnetisierungspolarisierung J. Die physikalische Einheit der totalen Energie E ist Joule
[J], und sie wird durch folgende Gleichung bestimmt

A 9 J 1 9

o Jsz/Q|VJ| dx+K/Q<I><JS> det 5o [ PO dx—/QF-de. (1.3)
Die einzelnen Beitridge der Gibbs-Energie E werden als Austauschenergie, Anisotropieenergie,
magnetostatische Energie und Zeeman Energie bezeichnet. Die Austauschkonstante A > 0 ist
in Joule pro Meter [J/m| gegeben, wihrend die Anisotropiekonstante K > 0 in Joule pro Vo-
lumenmeter [J/m?] angegeben wird. Beide Konstanten héingen nur vom magnetischen Material
ab. Des Weiteren bezeichnet ® die Anisotropiedichte, wihrend sich P auf den Streufeldoperator
bezieht.
Niitzt man die Differenzierbarkeit der involvierten Operatoren und beriicksichtigt weiters die
Symmetrieeigenschaft und Linearitéit des Streufeldoperators P, so lédsst sich das totale effektive
Feld Heg wie folgt darstellen
oF 24 K

1
= 22AT - 2 pa@) - LP@) +F. 1.4
57 - ot - phel) =P (14)

S

Heff:_

Nun wollen wir Gleichung (1.2) in eine dimensionslose Gleichung iiberfithren. Dazu betrachten
wir (1.2) und setzen zunéchst die Relation J = Jsm aus (1.1) ein

Om YoJs ayoJ?

— = m x - s
*or 1+ a? off (14 a?)Js

m x (m X Heg).

Des Weiteren heben wir aus dem totalen effektiven Feld Hgg einen Faktor M, heraus und
erhalten

M, H M, H
Jam__’YOJs Sm><< eﬁ>_a70t]s 8m><<m><< eﬁ))

or 1+4a2 M, 1+ a2 M,
Yo Js M 2A K 1 1
=— AJ — D®(J) — PJ)+ —F
1ta2 7 (Jng 72 PP R PO 5
OK}/OJSMS

2A K 1 1
- —— A — —DP(J) — J —F .
et (mox (3 - DR - P+ ) )

Anwenden von J = Jsm und Jg = poMs, siehe (1.1), und Ausniitzen der Homogenitét von der
Anisotropiedichte ® und des Streufeldoperators P vereinfacht dies zu

S(?_m = —VOJSMsm X 24 Am — K D®(m) — I P(m) + LF
or 14+ a2 Js M, Js M, oM M,

_me<mx< 24 Am - -E pom) - & P(m)+LF>>

1 +042 JsMs JsMs /’LOMS Ms
YoJs M ( 2A K 1 )
= ——————mX Am — D®(m) - P(m) + —F
1+ a? po M2 poM? (m) = P(m) M
ayoJs My 2A K 1 >>
————mx | mX (| —Am - ——D®(m) —P(m) + —F .
1+a? ( (MOME pio M () = Plo) + 57

Es gilt zu beachten, dass das um 1/M skalierte duflere angelegte Feld F eine dimensionslose
Grofle definiert

1
f.=—F. 1.
T (15)
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Unter Verwendung dieser eingefithrten GriBe f wollen wir nun ein dimensionsloses Aquivalentum,
niamlich heg := heg(m, f), zum effektiven magnetischen Feld definieren

2A K
= m - ——-
poMZ po M

hef - D®(m) — P(m) +f. (1.6)

Schliellich erhalten wir mit der Substitution
t =Mt

eine sogenannte reduzierte Zeit ¢, die ebenfalls dimensionslos ist. Dies impliziert
m: (0,teng) X Q=S = {XE]R3 s x| =1},

wobei nun beide Groflen, m und ¢, keine physikalische Einheit besitzen. Partielle Differentiation
und Skalierung mit 1/(yoJsMj) fithrt unter Beachtung von (1.5) und (1.6) auf die nicht-lineare
partielle Differentialgleichung

1
om X hug —

ot 1tz T a2 (mx Ber), 4o

die durch folgende Anfangs- und Randbedingungen ergéinzt wird

m(0) =my  in H'(S?), (1.8)
Oym =0 auf (0,teng) x 09. (1.9)

Es gilt zu beachten, dass die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall in (0, tenq) X €
auch als Konsequenz von Gleichung (1.7) gesehen werden kann. Dies ist einfach einzusehen, in-
dem man (1.7) mit m multipliziert und fundamentale Rechenregeln des Vektorkreuzprodukts an-
wendet. FEine ordentliche Ausfithrung der Argumentation findet sich im Beweis zu Lemma 1.2.1.
Die dimensionslosen Gleichungen (1.7)—(1.9) werden im Folgenden als LLG-Gleichung referen-
ziert und dienen der vorliegenden Arbeit als Modellproblem. Auflerdem wird das orts- und
zeitabhéngige Gebiet durch Q. := (0,tenq) X Q definiert.

Bemerkung 1.1.1. Beziiglich der natirlichen Randbedingung (1.9) gilt es zu beachten, dass
diese aus dem Drehmomentausgleich m x 0, m = 0 resultiert und aufgrund m € S? zu O,m = 0
vereinfacht werden kann.

Bemerkung 1.1.2. Es sei betont, dass die intrinsische Finheit dieser Formulierung der LLG-
Gleichung, (1.7)-(1.9), Meter [m)] fir das rdumliche Gebiet Q C R3 ist. Dariiber hinaus korre-
spondiert 1/(~yoMs) zu 1 Sekunde [s].

In den folgenden Unterabschnitten wollen wir auf die einzelnen Beitrége der Gibbs-Energie
genauer eingehen, indem wir einerseits mathematische Eigenschaften herausstreichen und ande-
rerseits eine physikalische Interpretation geben. Um die Notation zu vereinheitlichen, wollen wir
die totale Energie nochmals in Abhéingigkeit der dimensionslosen Richtung der Magnetisierung
darstellen. Dies bedeutet keine Skalierung von E, sondern beinhaltet lediglich die Relationen
zwischen dimensionsbehafteter und dimensionsloser Groflen, siehe (1.1). Daher kann die Gibbs-
Energie als E = E(m) interpretiert und wie folgt dargestellt werden

M2
E:A/ |Vm|2dx+K/ O(m) dx + 2 |7?(m)|2dx—,u0M§/ f-mdx. (1.10)
Q Q 2 Jgs Q

Anhand dieser Darstellung gehen wir im Folgenden auf die einzelnen Energiebausteine ein.
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(@) (b)

Abbildung 1.1: Mégliche Ausrichtung der Magnetisierung zweier benachbarter Weiss’scher Be-
zirke (entnommen aus [25, Seite 120]).

Abbildung 1.2: Ausbildung Weiss’scher Bezirke am Beispiel Kobalt (entnommen aus [25, Seite
121]).

1.1.1 Awustauschenergie

Die Austauschenergie E., beschreibt, wie ein Spin auf seinen benachbarten Spin reagiert. Um die
Austauschenergie zu minimieren, wird eine Magnetisierung préferiert, die in moglichst grofien
Bereichen des magnetischen Korpers €2 parallel ausgerichtet ist. Dadurch préagen sich in 2 Re-
gionen mit quasi konstanter Magnetisierung aus, die von solchen mit rasch wechselnder Ma-
gnetisierungsrichtung separiert sind. Erstere bezeichnet man als Weiss’sche Bezirke. Diese sind
durch sogenannte Doméanenwénde voneinander getrennt, deren Typ von der kristallographischen
Struktur des Ferromagneten abhéngt.

Wie in [25] ausfiihrlich erldutert wird, wird eine Klassifizierung durch den Winkel zwischen der
Magnetisierungen zweier benachbarter Doménen gegeben:

e 180°-Doménenwand: Die Magnetisierungen zweier benachbarter Doménen sind exakt ent-
gegengesetzt zueinander ausgerichtet. Abbildung 1.1(a) stellt eine solche Relation dar.

e 90°-Doménenwand: Die Magnetisierungen zweier benachbarter Weiss’scher Bezirke verlau-
fen normal zueinander. Dies wird in Abbildung 1.1(b) festgehalten.

Betrachtet man ein uniachsiales Material, beispielsweise Kobalt, so beobachtet man lediglich 180°
Doménenwiénde, siche Abbildung 1.2. Solche Doménenwénde kann man zusétzlich noch abhéngig
von der Rotationsbewegung der Magnetisierung unter Einfluss &uflerer Faktoren charakterisieren.
Wir unterscheiden weiter:
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(a) (b) ==
P\ l
(s

—

easy axis

-

Abbildung 1.3: Rotationsbewegung der Magnetisierung bei Bloch-Winden (a) bzw. Néel-
Wiinden (b) (entnommen aus [25, Seite 121]).

e Bloch-Wand: Die dynamische Verdnderung der Magnetisierung wird durch eine Rota-
tion dargestellt, die in Ebenen verlauft, die parallel zu jener Ebene sind, in der die
Doménenwand liegt. Abbildung 1.3(a) veranschaulicht diese Rotation.

e Néel-Wand: Die Rotation der Magnetisierung verlduft in einer Ebene, die normal zu je-
ner ist, in der die Doménenwand liegt. Zur Illustration einer Néel-Wand sei auf Abbil-
dung 1.3(b) verwiesen.

Es sei bemerkt, dass eine Bloch-Wand das Verschwinden des Streufeldes sicherstellt. Betrachtet
man Diinnfilme, so ist aufgrund der Dicke des magnetischen Korpers aus energetischer Sicht
eine Néel-Wand zu bevorzugen. Diese minimiert nédmlich fiir eine in der Ebene liegende Magne-
tisierung das Streufeld.

Die Austauschenergie wird gegeben durch

Eep = A/ |Vm|? dx, (1.11)
Q

wobei A > 0 die Austauschkonstante bezeichnet. Diese wird in Joule pro Meter [J/m] angegeben
und héngt nur vom magnetischen Material ab.

Im Vergleich zu den anderen Energiebausteinen stellt die Austauschenergie den Term hochster
Ordnung dar. Diese Eigenschaft deutet bereits auf eine spezielle Behandlung dieses Beitrags in
Hinblick auf die numerische Analysis hin.

1.1.2 Anisotropieenergie

Die Energie eines ferromagnetischen Korpers héngt mitunter von der Richtung der Magnetisier-
ung relativ zu den strukturellen Achsen des Materials ab. Diese Beeinflussung resultiert haupt-
séchlich aus Spin-Bahn-Wechselwirkungen und wird durch die kristalline Anisotropieenergie wie-
dergegeben.

Wir unterscheiden grundsétzlich zwischen uniachsialen und multiachsialen Materialien, wobei
wir in der vorliegenden Arbeit stets die erste Kategorie betrachten. Im Falle eines uniachsia-
len Materials, wie zum Beispiel Kobalt, gibt es eine sogenannte Easy-Achse e € S? mit den
Eigenschaften ®(+e) = 0 und ®(x) > 0 fiir alle x € S? mit x # e. Hierbei bezeichnet ® die
Anisotropiedichte, die wie folgt gegeben ist

d: S? =Ry mit ®(m)=|m|*— (m-e)? (1.12)

Dabei definiert Bgs = {bi, b, e} eine orthonormale Basis des R3. Nach der Parseval’schen
Gleichung gilt

mf* = (m - e)” +

J

(m - bj)?, (1.13)

2
=1
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was in Betracht der nicht-konvexen Nebenbedingung |m| = 1 zu folgender Darstellung fiihrt

2
d(m)=1-(m-e)’ = Z(m . bj)2 fiir alle m € S2.
j=1

Dies ist anders im Bezug auf multiachsiale Materialien, wo es mehrere Richtungen e, ..., e" € S?
gibt, die von der Anisotropieenergie bevorzugt werden im Sinne einer Energieminimierung, d.h.
®(e’) = 0. Als Beispiel denke man an Eisen mit n = d.

Jener Energiebeitrag, der aus der Anisotropie resultiert, findet folgende Darstellung

E, = K/ &(m) dx. (1.14)
Q

Hierbei bezeichnet K > 0 die Anisotropiekonstante, welche in Joule pro Volumenmeter [J/m3]
angegeben wird und nur vom betrachteten magnetischen Material abhéngt.

1.1.3 Streufeldenergie

Das magnetische Feld besteht aus zwei unterschiedlichen Teilen, ndmlich dem Streufeld und
dem &uferen Feld. Das magnetische Feld, das vom magnetischen Korper selbst induziert wird,
steht im Zusammenhang mit der Streufeldenergie. Diese verschwindet, wenn die Magnetisierung
divergenzfrei im Ganzraum ist. Charakterisiert wird die Auswirkung des Streufeldes durch Feld-
linien, die in jedem Punkt des magnetischen Kérpers € sowohl die Richtung als auch die Grofie
des magnetischen Feldes wiedergeben.

Die Streufeldenergie (oder: magnetostatische Energie) im R? ist wie folgt gegeben

poM?
2 R3

M2
Fatray = Pl dx = 2075 [ vuf?ax (1.15)
2 R3
wobei P den Streufeldoperator bezeichnet und u das magnetostatische Potential wiedergibt.
Das Streufeld P(m) = Vu wird durch m induziert als Losung u € H'(R?) der quasi-statischen
Maxwell-Gleichungen

Au = divm in €,

Au = 0 in Qe .= R3\Q,

[u] = 0 auf T, (1.16)
[Opu] = —m-v auf T,
u(x) = O(1/|x])  fiir [x| = occ.

Hierbei bezeichnen [u] und [0yu] die Spriinge von u und seiner Normalenableitung am Rand T'.
Es gilt zu beachten, dass P : L?(;R3) — L?(Q;R?) die L2-Orthogonalprojektion auf den Raum
der Gradientenfelder darstellt. Daher gilt P(m) = 0 dann und nur dann, wenn m divergenzfrei
im R3 ist, siehe z.B. [45] fiir weitere Details. Insbesondere erhalten wir

[P(m)| r2rsy < lmlz2(q)-
Nimmt man zusétzlich an, dass die Magnetisierung m = (my, ..., mq) hinreichend glatt ist, so

findet das magnetostatische Potential u eine Darstellung in Form einer Faltung

d
u:ﬁm:G*divmzzg—G
- T

J=1
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Hierbei bezeichnet G den Newton Kern, und diese Darstellung gilt auch fiir m € LP (Rd;Rd),
siehe [45].

Es sei bemerkt, dass das Streufeld in der Literatur hiufig als Demagnetisierungsfeld bezeichnet
wird. Letzterer Begriff wird motiviert durch die Deutung des Streufeldes als Indikator fiir die
Stérke des Feldes, welches angelegt werden muss, um die Magnetisierung umzukehren. Da die
Streufeldenergie eines Spins nicht nur Einfluss auf die Nachbarspins nimmt, stellt dieser Ener-
giebaustein im Gegensatz zu den iibrigen einen nicht-lokalen Beitrag zur Gesamtenergie dar.

Bemerkung 1.1.3. Das numerische Losen von (1.16) fihrt auf eine aufwendige Berechnung,
die man in der Regel vermeiden bzw. moglichst gering halten mdochte. In Kapitel 4 stellen wir
verschiedene Moglichkeiten zur Berechnung des Streufeldes vor und gehen unter anderem auf
deren Vor- und Nachteile beziiglich der numerischen Umsetzung ein.

1.1.4 Zeeman Energie

Der zweite Beitrag des magnetischen Feldes wird durch die Wechselwirkung des magnetischen
Vektorfeldes m mit einem duferen Feld f erzeugt. Die daraus resultierende Energie bezeichnet
man als duflere Energie oder Zeeman Enerygie.

Dieser Energiebeitrag wird charakterisiert durch die Bevorzugung von Magnetisierungsricht-
ungen parallel zum &dufleren Feld f, um die Gesamtenergie zu minimieren.

Die Zeeman Energie findet folgende Darstellung

Eext:_NOMg/f'de:—/LQMS/F-de.
Q Q

In dieser Arbeit betrachten wir das angewandte &uflere Feld f entweder als Funktion f €
L2(Q,) = L2((0,tenq); L2(Q)), £ € C([0,tenal; L?(2)) oder £ € C(2;). In Abschnitt 3.4 be-
fassen wir uns mit Varianten zur Diskretisierung des externen Feldes f in Zeit und/oder Ort.

1.1.5 Motivation der Modellgleichung

Im Folgenden wollen wir eine anschauliche Motivation der Modellgleichung anstreben.

Aus Sicht der Magnetisierung m ist der Zustand niedrigster Energie genau dann erreicht, wenn
m parallel zum effektiven magnetischen Feld h.g ausgerichtet ist. Dieses Energieminimum ist
gleichzeitig genau jener Zustand, der von der Magnetisierung angestrebt wird, um sich im Equi-
librium zu befinden. Mit dem Ziel, in eben diesen energieiirmsten Gleichgewichtszustand zu
gelangen, antwortet das Vektorfeld m auf das angelegte Feld f. Die dynamische Beschreibung
dieser Reaktion der Magnetisierung wird durch die LLG-Gleichung gegeben.

Zum besseren Verstdndnis wollen wir die LLG-Gleichung hier nochmals anfithren

68—1:1 = —ﬁm X heg — ﬁm X (m X heg), (1.17)
d.h. die rechte Seite von Gleichung (1.17) beschreibt die zeitliche Verdnderung der Magnetisie-
rung. Der erste Term der rechten Seite beinhaltet im Wesentlichen die Prezission m X heg der
Magnetisierung m um das effektive magnetische Feld heg. Wiirde dieser Summand von keinem
Dampfungsterm ergénzt werden, so wiirde diese Gleichung eine unendlich lange und gleichméflige
Rotation der Magnetisierung m um heg beschreiben. Der zweite Beitrag auf der rechten Seite
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W WxH)

MxH

Abbildung 1.4: Gedampfte Rotation der Magnetisierung m um das effektive Feld hgg.

der LLG-Gleichung wird als Dédmpfungsterm bezeichnet und beschreibt jene Kraft, die die Ma-
gnetisierung aus dieser gleichméfligen Prezission ablenkt und in Richtung des effektiven Feldes
h.g ziecht. Wie schnell die Magnetisierung der Anderung des effektiven Feldes folgen kann, wird
durch die empirische Dampfungskonstante « festgelegt. Abbildung 1.4 veranschaulicht einerseits
die rotierende Magnetisierung m um heg und stellt die Wirkung von m x (m x heg) dar.

Betrachtet man ein reduziertes effektives magnetisches Feld
h.g = Am,

so modelliert dies den Small-Particle-Limit, d.h. die Magnetisierung m erfiillt folgende Gleichung

(9m_ ! m x Am —

I 1+a2m><(m><Am). (1.18)

Hierbei fiihrt der Grenziibergang der Démpfungskonstante o — 0 auf die Heisenberg-Gleichung

%—T:Amxm,

da

1
a2:1 —0 fir aa—0.
1+« a—i-Oé

Substituieren wir fiir o > 0
_ 1+ a?
m(t,x) = m( o t,x) ,
@

so leiten wir aus dem Small-Particle-Limit (1.18) nach der Kettenregel folgende Gleichung ab

a  Om 1 «
- = mxAm - ——mx (m x Am).
1+a2 ot 1+a2 1+ a? ( )
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Skalierung um (1 + a?)/a und Miteinbeziehen der Identitiit

il x (M x Af) = (M - Am) — [f@]2Afm = (/@ - Af)m — Am,

wobei wir hier die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| = 1 bzw. |m| = 1 genutzt haben, fiihrt
auf

om 1 o~ -

8—1:1 =-—-mXx Am — (m-Am)m + Am.

Fiir den Limes a — oo resultiert diese Gleichung unter erneuter Beriicksichtigung der nicht-
konvexen Nebenbedingung in

om

— = |Vm|*m + Am,

gr — Ivmim

also den Warmefluss fiir harmonische Abbildungen.

Bemerkung 1.1.4. Es gilt zu beachten, dass man unter Anwendung des V-Operators auf |m|?
die Identitdt m-Vm = 0 erhdlt. Dies impliziert weiters m-Am = —|Vm|?, da 0 = V-(m-Vm) =
|[Vm|? + m - Am gilt.

1.2 Formulierungen der LLG-Gleichung

Im Folgenden wollen wir zwei weitere, jedoch mathematisch &dquivalente Formulierungen der
LLG-Gleichung prisentieren. Wir werden eine Motivation fiir solche Varianten geben und darii-
berhinaus deren Aquivalenz nachweisen.

Die verschiedenen Formulierungen der LLG-Gleichung erlauben einerseits ein einfaches Verstéind-
nis der Modellgleichung und dienen andererseits als Grundlage fiir die Definition einer schwachen
Losung bzw. als Basis fiir die Entwicklung eines numerischen Losungsverfahrens. Die Wahl zwi-
schen den einzelnen Formulierungen der dynamischen Modellgleichung basiert haufig auf mathe-
matischer Dienlichkeit.

In folgendem Lemma wollen wir die dquivalenten Formen préisentieren.

Lemma 1.2.1. Die LLG-Gleichung findet in klassischer Form folgende Darstellung

«
m; — —mm X heff — mm X (m X heﬂ')7 (119)
m(0) = mg in H'(Q;S?), (1.20)
Oym =0 auf (0,tena) X 0. (1.21)

Unter Erginzung derselben Anfangs- und Randbedingungen (1.20)—(1.21) gilt Aquivalenz zu

am; +m xmy =heg — (m-heg)m  und |m| =1 fi. inQ, (1.22)
bzw. zu
m; — om X my = heg X m. (1.23)

Ferner gilt fir die Darstellungen (1.19) und (1.23) |m| =1 fast dberall in Q.
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Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber teilen wir den Beweis in mehrere Abschnitte. In den ersten
beiden Schritten wollen wir auf die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| = 1 eingehen und zei-
gen, dass diese bereits sowohl aus der klassischen Formulierung der LLG-Gleichung als auch aus
der Gilbert-Formulierung (1.23) hervorgeht. In den darauffolgenden Teilen des Beweises schlie-
fen wir die Aquivalenz der drei oben vorgestellten Formulierungen der LLG-Gleichung unter
Verwendung algebraischer Umformungen und unter Beachtung der Rechenregeln fiir das Vek-
torkreuzprodukt.

e In einem ersten Schritt zeigen wir, dass aus der klassischen Formulierung (1.19) der LLG-
Gleichung die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| = 1 folgt. Dazu multiplizieren wir (1.19)
mit m und erhalten

m;-m= — (m x heg) - m — ——(m x (m X heg)) - m.

1+a? 1+«

Wenden wir die Orthogonalititsrelation (a x b)-a = 0 fiir alle a,b € R? auf die Magneti-

sierung m bzw. das effektive magnetische Feld h.g an, so sehen wir
m; - m = 0.

Demnach gilt
10
§§m\2:mt-m:0,

wodurch wir schlieBen, dass die Lénge der Magnetisierung |m| konstant in der Zeit ist.
Als Konsequenz aus mg € H!(;S?) und daher |mg| = 1 fast iiberall in Q folgern wir
schlieBlich, dass |m|? = 1 fast iiberall in €, gilt.

e In einem weiteren Schritt wollen wir beweisen, dass wir dieselbe Aussage auch aus der
Gilbert-Formulierung (1.23) ableiten kénnen. Wir multiplizieren (1.23) mit m und erhalten

m-m=my -m-—oamxm) -m= (heg xm) - m=0.

Aus diesem Zwischenresultat folgt mit denselben Argumenten wie im ersten Abschnitt des
Beweises |m|? = 1 fast iiberall in €2,.

e Im dritten Teil des Beweises fiithren wir die klassische Formulierung (1.19) der LLG-
Gleichung mit algebraischen Umformungen und unter Beachtung der Rechenregeln fiir
das Vektorkreuzprodukt in Gleichung (1.22) iiber.

Wir wenden die Identitit a x (b x ¢) = (a-c)b — (a - b)c fiir alle a,b,c € R? an, um
folgende Gleichheit einzusehen
m x (m X heg) = (m - heg)m — m|*h.g. (1.24)

Dies erlaubt uns Gleichung (1.19) wie folgt zu schreiben

1
S of ~ Tz (M- hog)m — [m[*heg) (1.25)
1 «o « 9
= —mmx heﬂ‘— m(mheﬂ‘)m—{— 1+a2|m| heff. (126)
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Setzen wir die im ersten Teil des Beweises gewonnene Aussage |m| = 1 ein, dann er-
laubt uns diese Feststellung Gleichung (1.26) unter Bildung des Kreuzproduktes mit m in
folgende Gleichung iiberzufiihren

m; X m=— ———(m X heg) X m
1+ a (1.27)
@ @
_ m(m . heff)m X m + mheff X m.
Dies ergibt unter Beriicksichtigung von (m X heg) x m = —(m - hegg)m + |m|*h.g =
_(m : heff)m + heg
x ho + ———— (m - hog)m + — " heg x (1.28)
m Xxm=———— —(m- m+-—— m. .
t 1+C¥2 eff 1+C¥2 eff 1—'—@2 eff

Es sei bemerkt, dass erneute Anwendung des Kreuzproduktes mit m wieder zuriick auf
Gleichung (1.25) fithrt. Daher sind die Formulierungen (1.19) und (1.28) &quivalent.
Addition der mit o multiplizierten Gleichung (1.25), also

2

m x h a
1+a2 off 1+ a?

((m . heff)m - heff) 5

amy = —

und der um —1 skalierten Gleichung (1.28), d.h.

1 e}
~mexm = gorsher = 97 (m- hep)m o gmrom o heg,
impliziert
am; —my x m = heg — (m - heg)m, (1.29)

d.h. aus der klassischen Formulierung (1.19) folgt die alternative Variante (1.22).

Betrachten wir nun die alternative Formulierung (1.29) und setzen |m| = 1 als giiltig
voraus, dann zeigt erneute Bildung des Kreuzprodukts mit m, Einbindung der Identitéit
(m; x m) x m = (m - my)m — |m|*m; = —m; und Beriicksichtigung der Orthogonalitiits-
relation m-m; =0

m; —am X my = amy X m— (m; X m) X m
=heg X m — (m - heg)m X m

= heg X m,

d.h. aus der alternativen Form (1.22) folgt unter der Annahme |m| = 1 die Gilbert-
Formulierung (1.23).

Im néchsten Schritt wollen wir nun aus Gleichung (1.23) zunéchst die alternative Form
(1.22) der LLG-Gleichung folgern.

Wir wenden auf Gleichung (1.23) das Vektorkreuzprodukt mit m an. Aufgrund von (m x
m;) xm = —(m-m)m+ m|>m; = m; und (heg x m) x m = —heg + (m-heg)m erhalten
wir folgendes Ergebnis

m; xm—o(mxm) xm= (heg xm) xm

m; x m — am; = —heg + (m - heg)m.
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Nachdem m; x m = —m x my gilt, stellt dies bereits die alternative Form (1.22) dar,
d.h. (1.23) impliziert (1.22). Damit erhalten wir zusammen mit der Beobachtung aus dem
zweiten Teil des Beweises Aquivalenz der Gilbert-Form (1.23) zu der alternativen Formu-
lierung (1.22).

e Nun wollen wir Gleichung (1.23) mit dem a-fachen der Gleichung (1.22) linear kombinieren,
was in folgende Gleichheit resultiert

(1+a2)mt =m; + o’m; — am X m; + am X my
= heg X m + ahg — a(m . heﬁr)m

= -—m X heg + a(m - m)hg — a(m - heg)m),
also

(|m|2heﬂ‘ — (m - heg)m).

m; = m X h +L
R PS> BT T a2

Erneute Anwendung der Rechenregeln fiir das Vektorkreuzprodukt im R3 bzw. Iden-
titdt (1.24) zeigen schlieBlich

m; = h.g (m x (m X heg)).

P >< —
1—|—a2m 1+ a?

Dies entspricht exakt der klassischen Formulierung (1.19) der LLG-Gleichung. Damit ist
die Aquivalenzkette nun vollstéindig bewiesen und der Beweis abgeschlossen. O

Bemerkung 1.2.2. Gleichung (1.23) wird in der Literatur hiufig als Gilbert-Formulierung der
LLG-Gleichung bezeichnet. Im Weiteren werden wir von Gleichung (1.22) als alternative Form
sprechen.

Bemerkung 1.2.3. Man beachte, dass sowohl die Gilbert-Formulierung als auch die klassische
Form der LLG-Gleichung die nicht-konvexe Nebenbedingung |m| = 1 fast iberall in Q. bereits
aufgrund der Erfillung von |mg| = 1 fast iberall in Q0 erhalten. Daher ist es hinreichend fir
ebendiese Formulierungen nur letztere Bedingung zu fordern. Im Gegensatz dazu bendtigt die
alternative Variante (1.22) der LLG-Gleichung die Nebenbedingung |m| =1 fast iberall in Q.

1.3 Losungskonzepte und Uberblick der aktuellen Literatur

Mochte man iiber eine Losung der LLG-Gleichung sprechen, so ist zwischen den einzelnen
Losungsbegriffen und -ansétzen zu differenzieren. Im Allgemeinen miissen wir zwischen Lésungen

e im starken Sinn
e im schwachen Sinn

unterscheiden und weiters auch im Hinblick auf
e analytisch

e numerisch analytisch.
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In diesem Abschnitt wollen wir einen groben Uberblick iiber die aktuellen und bereits bekannten
Resultate beziiglich der Losung der LLG-Gleichung zusammenstellen. Dabei unterscheiden wir
zwischen Literatur zur analytischen Behandlung und Publikationen zum numerischen Umgang
mit dieser. Im Wesentlichen ist dabei zu beachten, dass sich der Grofiteil dieser Resultate auf
ein vereinfachtes Modell bezieht, in dem das effektive magnetische Feld heg auf den Austausch
reduziert wird, also heg = Am. Auflerdem wird der Begriff der LLG-Gleichung nicht einheit-
lich verwendet wenn gleich stets charakteristische Bausteine in den jeweiligen Modellproblemen
enthalten sind. Dennoch dienen diese Resultate als Basis fiir ein weiteres Studium der LLG-
Gleichung mit vollem effektiven Feld. Eine solche Erweiterung, wie sie auch in der aktuellen
Arbeit zu finden ist, dient dem besseren Verstdndnis von dynamischen Prozessen in magneti-
schen Materialien im Zusammenhang mit analytischen/mathematischen Aspekten als auch mit
physikalischer und damit praktischer Relevanz.

Bevor wir einen Uberblick der aktuellen Forschung geben, die im Zusammenhang mit den jewei-
ligen Losungskonzepten steht, wollen wir zwei Losungsbegriffe einfiihren.

Zuerst wollen wir den Begriff einer Losung im starken Sinn vorstellen. Losungen m : Q, — S2,
die Gleichung (1.7) unter der Anfangsbedingung (1.8) und der Randbedingung (1.9) erfiillen,
bezeichnet man als starke Ldosungen der LLG-Gleichung.

Die folgende Definition fithrt den Begriff einer schwachen Lisung der LLG-Gleichung ein. Diese
basiert auf jenem Konzept, das in [8] présentiert wurde.

Definition 1.3.1. Sei mg € H'(Q;S?) eine bekannte Startmagnetisierung, dann wird m als
schwache Losung der LLG-Gleichung bezeichnet, falls fiir alle Zeiten tonq > 0 folgende Eigen-
schaften erfillt sind

(i) m € H'(92,;S?) mit m(0,x) = my(x) im Spursinn;

(ii) fir alle ¢ € C5°(Qr;R3) gilt

QT%—m ¢dxdt—a/QT <m><aa—t> - dx dt

3
om o¢
_ . 1.
Cex ;1 /QT (m X ami> oz, dx dt (1.30)

_/QT <<_MOLM§D<I>(m) — P(m) +f> X m) - ¢ dx dt;

(ili) fiir fast alle t' € (0,teng) gilt

/|Vm NE dx+C’1/ ‘at‘ dxdt < = /|Vm0| dx + Cs, (1.31)
[0,t']xQ2

wobei die Konstanten Cq,Cy > 0 nur vom angewandten duferen Feld £, dem Gebiet ) und
dem Ddampfungsparameter o > 0 abhdngen.

Die ersten beiden Forderungen der Definition einer schwachen Losung scheinen in einem gewissen
Sinn natiirlich zu sein, da sie der klassischen Idee einer schwachen Losung folgen. Wir bemerken,
dass (1.30) die schwache Form der Gilbert-Formulierung (1.23) darstellt. Die letzte Bedingung in
Definition 1.3.1 repréisentiert allerdings eine Stabilitéitsabschétzung, die beschrinktes Wachstum
in Ort und Zeit der Magnetisierung m fordert. Diese Restriktion ist wiederum durch einen phy-
sikalischen Zugang zu mikromagnetischen Problemstellungen gerechtfertigt. In der vorliegenden
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Arbeit beziehen wir unsere Resultate stets auf einen solchen Losungsbegriff.

Im Bezug auf die Theorie zu analytischen Losungen der LLG-Gleichung wollen wir hier lediglich
jene zwei Arbeiten anfiihren, die zum Entstehungsprozess der vorliegenden Dissertation beige-
tragen haben. In [15] wird eine starke Losung vorgestellt, die jedoch entweder lokal und eindeutig
in der Zeit ist oder global existiert und gleichzeitig die Bedingung erfiillt, dass die Anfangsdaten
hinreichend kleine Energie haben. Des Weiteren ist letzteres Resultat auf den zweidimensio-
nalen Fall eingeschrinkt. Wir bemerken, dass in dieser Referenz ein reduziertes effektives Feld
h.g = Am — P(m) betrachtet wird.

Ein schwaches Losungskonzept wird beispielsweise in [8] betrachtet, wobei das effektive Feld
auf heg = Am reduziert wird. Hierbei wird gezeigt, dass die Losungen zwar global in der Zeit
sind, aber im Allgemeinen nicht eindeutig. — Es werden explizite Félle konstruiert, in denen
Nichteindeutigkeit gezeigt wird. Wir bemerken, dass dieser von ALOUGES und SOYEUR in [§]
vorgestellte Zugang zum Beweis der Existenz einer schwachen Losung der LLG-Gleichung auch
auf ein volles effektives Feld im Sinn von (1.6) iibertragen werden kann.

Legt man den Fokus auf numerisch analytische Resultate, so ertffnet sich eine Vielfalt an
kiirzlich publizierten Arbeiten. Die approximative Berechnung von (starken und/oder schwa-
chen) Losungen der LLG-Gleichung stellt ein interessantes und umfangreiches Thema sowohl
in der Physik als auch in der Mathematik dar. Die Anwendung der LLG-Gleichung in realis-
tischen Simulationen ist von grofler Bedeutung fiir das Versténdnis, die Modellierung und die
Weiterentwicklung von magnetischen Materialien und den damit im Zusammenhang stehenden
Technologien und industriellen Anwendungen. Aus einem mathematischen Blickwinkel gesehen
bedeutet das Losen der LLG-Gleichung ebenfalls eine interessante und anspruchsvolle Aufga-
be, da die betrachtete Gleichung nicht-linear ist und durch eine nicht-konvexe Nebenbedingung
erginzt wird. Auflerdem gilt es zu beachten, dass der nicht-lokale Beitrag des Streufeldes im
effektiven Feld sowohl aus numerisch analytischer Sicht als auch im Bezug auf die Implementie-
rung eine Herausforderung darstellt.

In den letzten Jahrzehnten gab es eine stetige Weiterentwicklung in der Vorgehensweise zur ap-
proximativen Losung der LLG-Gleichung. Da verschiedene Interessensgruppen daran beteiligt
sind und die Aufgabenstellung eine gewisse Komplexitit mit sich bringt, ist es wenig verwun-
derlich, dass es eine Reihe von verschiedenen Lésungsansétzen gibt. Diese konnen nach diversen
Gesichtspunkten charakterisiert und klassifiziert werden, siche [33] und [18]. Im Folgenden wollen
wir einen groben Uberblick iiber die bereits erbrachten (numerisch analytischen) Resultate geben
ohne einen Anspruch auf Vollstdndigkeit zu erheben, um letztendlich auch die vorliegende Arbeit
einzuordnen. Dabei beschrinken wir uns auf Ansétze, die im effektiven Feld h.g zumindest den
Beitrag der Austauschenergie miteinbeziehen. Auflerdem fokussieren wir Losungsansétze die auf
Finiten Elementen (FE) basieren und werden diese anfiithren und knapp erkliren. Dabei betrach-
ten wir Zeitintegratoren mit Ortsschrittweite h und Zeitschrittweite k. Dariiber hinaus stellen
wir im j-ten Zeitschritt die im Ort approximierte Magnetisierung durch mJ (x) ~ m(t;,x) dar.
Weiters bemerken wir, dass in Finite Elemente Simulationen die Erfiillung der Nebenbedingung
|m7 (z)| = 1 iiblicherweise fiir alle Knoten z der FE-Triangulierung garantiert wird.

Weiters unterscheiden wir im Folgenden wir zwischen Verfahren, die die Existenz einer starken
Losung der LLG-Gleichung mit gewissen Regularitéitseigenschaften voraussetzen und diese auch
approximieren (semi-implizite Verfahren), und solchen, die sich auf die niherungsweise Berech-
nung einer schwachen Losung der LLG-Gleichung beziehen.

Wir halten uns im Wesentlichen an den sehr ausfiihrlich gehaltenen Uberblicksartikel [18] und
entnehmen Losungsanséitze daraus. Diese Auflistung wird ergénzt durch weitere Arbeiten.



16 KAPITEL 1. LANDAU-LIFSHITZ-GILBERT GLEICHUNG

Zunichst wollen wir numerische Verfahren zur Losung der LLG-Gleichung anfiihren, die auf die
Approximation einer starken Losung abzielen.

Als ersten Ansatz priisentieren wir ein voll implizites Riickwérts-Euler-Verfahren aus [18], in
dem die nicht-konvexe Nebenbedingung, die die Lingenerhaltung der Magnetisierung (zumindest
knotenweise) erhélt, mittels Projektion garantiert wird

1 o
~ 1 ~ 1 1 1 A~ 1 1 1 1
O, J+ _ m?j— Xheﬁ( J+ f]-l—) 7mi+ X(m?f Xheﬁ( J+ fj+ ))
1—|—a 14+ a2
‘+1 ﬁ\ljJrl
m/ = —h
h P ES]
[y, |

Dieses erweist sich stabiler im Vergleich zu expliziten Methoden. Allerdings gilt es zu beachten,
dass in jedem Zeitschritt ein nicht-lineares Gleichungssystem zu l6sen ist. Dieser Ansatz ist je-
doch aus analytischer Sicht nicht verstanden.
Im Gegensatz dazu wird in [21] |[Vm|? als Lagrange-Multiplikator fiir die nicht-konvexe Be-
dingung |m| = 1 angesetzt. Dies fiithrt ausgehend von der dquivalenten Formulierung (1.23)
letztendlich auf das Losen von

m ™ —ml 1 m T —m! 1 ;

h h h h — Z Amit!
k @ k @ h
unter der Randbedingung 8Vrﬁ%+1]p = 0. Wieder wird durch Projektion m{fl = m) +1/ |m? +1\
die Magnetisierung im (j+1)-ten Zeitschritt bestimmt. E und WANG zeigen in [21] unter der An-
nahme, dass es eine exakte Losung gibt, die der Regularititsannahme m € L°((0, teng), W32(2))
geniigt, Konvergenz in L ((0, tenq ), L°(£2)) von erster Ordnung und unbedingte Stabilitét. Un-
ter leichten Modifikationen postulieren die Autoren eine Genauigkeit von zweiter Ordnung, wobei
dies den Verlust der unbedingten Stabilitdt nach sich zieht.
Als Verfahren, das auf der Mittelpunktsregel basiert, wollen wir jenen Ansatz prisentieren, der
zunéchst in [38] fiir ein effektives Feld heg, das aus der Austauschenergie und der Anisotro-
pieenergie resultiert, eingefiihrt wurde. In [20] wurde diese Idee weiter verfolgt, wobei darin
schliefllich ein effektives Feld h.g betrachtet wird, das nun vom Austausch, der Anisotropie,
dem Streufeld und dem angelegten &ufleren Feld abhéngt. Zur Diskretisierung beziiglich der
Ortskomponente werden Finite Differenzen oder Finite Elemente vorgeschlagen. Unter der No-
tation
i1/ mh + mJ+1
my, = f

léisst sich das Schema wie folgt skizzieren

b (/2 £11/%)

J
b my X heg(my,

Jj+1 J
mh — mh ]+1/2
—— = 1M X

k h

o j+1/2 fj+1/2)> ‘
1+ a? 1+ a2 h
Die Autoren aus [20] weisen nach, dass dieses Verfahren die Langenerhaltung der Magnetisierung
garantiert und dariiberhinaus gewisse physikalische Eigenschaften wahrt. Dennoch liegen weder
Fehlerabschiatzungen noch Konvergenzresultate vor. Auflerdem gilt es zu bemerken, dass dieser
Ansatz auf das Losen eines nicht-linearen Gleichungssystems in jedem Zeitschritt hinauslduft.

Des Weiteren betrachten wir ein semi-implizites Verfahren, das fiir den dreidimensionalen Fall
in [17] studiert wurde. Es gilt zu bemerken, dass hierbei wieder ein reduziertes effektives Feld
h.s = Am angenommen wird. Ausgehend von der klassischen Formulierung (1.19) und unter
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Finsatz einfacher dquivalenter Umformungen erhalten wir als essentielle Gleichung des Losungs-
verfahrens

+1 j
mi — m{t _ (07 Aijrl _
k 1+ a2 h 1+«

mh X Am]Jrl + 1 T Q\thIQ ]+1. (1.32)
In [17] wird unter der Annahme, dass eine Losung im starken Sinn existiert, eine Fehler-
abschéitzung nachgewiesen. Dariiber hinaus werden die Voraussetzung, denen zufolge eine starke
Losung existiert, angegeben. Fiir die L>((0,tena), L?(2))-Norm liegt eine Konvergenzordnung
o(k) vor, wihrend im Bezug auf die L?((0, tenq), W2(2))-Norm o(k) festgestellt wird. Allerdings
gilt es zu bemerken, dass beziiglich der nicht-konvexen Nebenbedingung lediglich die asympto-
tische Aussage lim maxo<;<y |1 — [mJ|?| ;2 = o(k) fiir k — 0 vorliegt.

Um die Fehlerabschétzungen, die beziiglich des Schemas aus (1.32) gewonnen wurden, zu verbes-
sern, fithrte PROHL in [46] einen Penalisierungsterm <I>(mh, m?fl) ein und erhielt damit folgende
Gleichung

m/ Tt —m’ o ;
h h Am: ]+1 + <I>(m j+1) Jj+1
h’ h h
k 14 a? 1 (1.33)
Vm 2 ]+1 ]+1 < A _]+1.
" 1ta 2| h| Traz™

Hierbei dient der zusétzliche Beitrag der linken Seite nun der Bestrafung fiir eine Verletzung
der nicht-konvexen Nebenbedingung |mj| = 1 fiir j > 0, wobei der Parameter ¢ bzw. 1/e das
Ausmafl der Penalisierung vorgibt. Wir bemerken, dass es fiir & mehrere zuldssige Anséitze gibt

®1(m),m)"") = |m) " |? —
Oy (mi, m) ) =1 - !mh\‘Q,
J Jj+1 J -1

®3(my, my, ") =1 — [my|

In [46] werden alle drei Ansitze fiir ein Gebiet in 2D behandelt. Dabei werden je nach Regula-
ritdt der Magnetisierung m Konvergenzraten nachgewiesen, die gleichzeitig eine Abhéngigkeit
des Bestrafungsparameters ¢ von der Zeitschrittweite k& je nach Wahl von ® nach sich zie-
hen. Dariiberhinaus wird eine asymptotische Langenerhaltung der Magnetisierung mit Ordnung
o(k/?¢1/?) festgehalten.

Nun widmen wir uns jener Klasse an Losungsverfahren, die die ndherungsweise Berechnung einer
schwachen Losung zum Ziel haben.

Ein erster Losungsansatz, der nach der Approximation einer schwachen Losung der LLG-Gleich-
ung strebt, wurde in der Arbeit [6] von ALOUGES und JAISSON eingefiihrt. Ausgehend von
der alternativen Formulierung (1.22) wird hierbei eine FE-Diskretisierung mit einer expliziten
Zeitdiskretisierung deduziert, indem als Testfunktion ¢ = m x ¥ mit ¥ € WH2(Q,)3 N L>(Q;)
und % - m = 0 zum Einsatz kommt. Zunéchst ergibt sich damit als fiir alle ¥, € ’Cmi ={yY; €

SY T R3)| ¥ (z) - mi(zi) = 0 fiir alle Knoten z; der Triangulierung} zu losende Gleichung

a/v{l-'z/)hdx%—/ <m{l><v{l) -1/)hdx:—/Vm{l-V1,bhdx.
Q Q Q

Bemerkt man allerdings, dass diese Gleichung linear beziiglich der Approxunatlon Vil der Zeitab-

leitung der Magnetlslerung ist, so ist klar, dass das Losen nach vj einfacher ist als direkt m? A

durch vj = (m?lJrl mh) /k zu berechnen unter gleichzeitiger Beachtung der nicht- konvexen
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Nebenbedingung. Um dennoch schliellich m{fl zu erhalten, wird das Verfahren durch einen
Projektionsschritt erginzt

it m?? + kv{} ‘

h J J
|my + kvy |

Damit wird insbesondere auch die Léngenerhaltung |m| = 1 in jedem Knoten der Triangulierung
sichergestellt. Wir heben hervor, dass im Gegensatz zu anderen Projektionsverfahren fiir dieses
ein Konvergenzresultat vorliegt, das besagt, dass die numerischen Losungen gegen eine schwa-
che globale Losung der LLG-Gleichung konvergieren, sofern zunéchst der Grenziibergang k — 0
betrachtet wird und erst in einem zweiten Schritt der Limes h — 0 angenommen wird. Hier
und im Folgenden ist Konvergenz im Sinn einer schwachen Subkonvergenz gegen eine schwache
Losung der LLG-Gleichung zu verstehen, d.h. es gibt eine Teilfolge, die schwach konvergiert.
Dieses Konvergenzresultat wurde in [11] verbessert, indem fiir eine Konvergenzaussage des ex-
pliziten Schemas lediglich die Forderung der Konvergenz von k/ h1td/2 gegen 0 erfiillt sein muss,
wobei sich d auf die Dimension des Raumes bezieht, in dem das Problem gestellt ist. Dennoch
scheint diese Kopplung der Orts- und Zeitschrittweite im Bezug auf eine praktische Umsetzung
sehr nachteilig zu sein.
Mochte man solche starken Restriktionen der Ortsschrittweite A und der Zeitschrittweite k ver-
hindern, so geht man fiiblicherweise zu impliziten Verfahren iiber. Ein solches Schema wurde von
BARTELS und PROHL in [12] vorgeschlagen. Dieses ist ein Verfahren das von zweiter Ordnung
in der Zeit ist. Dabei wird von Formulierung (1.23) der LLG-Gleichung ausgegangen und mit-
tels der Mittelpunktsregel eine Zeitintegration realisiert. Demnach lésst sich fiir ein gegebenes
m% die Magnetisierung im (j + 1)-ten Zeitschritt durch m%“ approximieren, indem fiir alle
¥y, € SY(Ty; R?) folgendes nicht-lineare Gleichungssystem gelést wird

G . VI—
/Ih 7mh mh -'I/)h dx — a/ Ih m% X 7mh mh -’l/)h dx
Q k 0 k
= —/ 1 ((m{jlﬂ X Ahmﬁﬂﬂ) ¢h> dx.
Q

Hierbei bezeichnet 7; den nodalen Interpolanten und Eh stellt ein diskretes Pendant zum
Laplace-Operator dar und wird durch — fQ In(Apdn - ¥p) dx = fQ In (Ve - V) dx fiir alle
O,y € SY(Th; R3) definiert. Unter der Voraussetzung, dass bereits die initiale Magnetisierung
m% ~ mg knotenweise die nicht-konvexe Nebenbedingung erfiillt, zeigen die Autoren, dass dies

(1.34)

ebenfalls fiir die Losungen mil fir j > 0, die aus obigem Gleichungssystem resultieren, der Fall
ist. Dariiber hinaus wird fiir eine in der Zeit linear interpolierte Losung my, unter der Annahme,
dass m) — mg in WH2(Q) fiir b — 0 gilt und unter exakter Losung des nicht-linearen Glei-
chungssystems, schwache Konvergenz einer Teilfolge in W12(€2;) gegen eine schwache Losung
der LLG-Gleichung gezeigt sofern h und k (unabhéngig voneinander) jeweils gegen 0 streben.
Es gilt jedoch zu bemerken, dass in der Praxis nicht von einem exakten Losen des nicht-linearen
Systems ausgegangen werden kann. In [12] wird folgende Fix-Punkt-Iteration zur Losung dieses

nicht-linearen Gleichungssystems vorgeschlagen
1 . . .
z /QIh (m%ﬂ,ul ,,/,h) dx + % /QIh <(m{l X m%ﬂ,ul) .¢h> dx

1 : ~
+ Z / Ih ((mgl—i—l,f—i-l X Ahm?j—l,f) . ¢h) dx
Q

1 . . 1 o
+ Z /QIh ((m%Jrl,éJrl X Ahmi) . ¢h) dx + Z Azh <(mil X Ahm;;rl’prl) . "/’h) dx

:_i/QIh ((m{lxﬁhm{l)-'z/)h) dx+%/QIh <m{1-'¢/)h) dx
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mit mf;rl’o = m{t € SY(Tn;R?) und fiir alle ¢, € S'(T;;R3). Demnach wird fiir die Konver-
genzanalysis eine dhnlichen Bedingung an h und k gestellt wie im expliziten Fall, siehe [11].
AuBerdem gilt es zu bemerken, dass durch diese Fix-Punkt-Iteration eine Approximation der
eindeutigen Losung m{lﬂ’* erzielt wird, die im Allgemeinen die nicht-konvexe Nebenbedingung
in den Knoten nicht mehr sicherstellt.

Alternativ dazu betrachtet BARTELS in [10] einen Algorithmus zur approximativen Losung der

LLG-Gleichung, der im Wesentlichen auf (1.34) aufbaut

J+1 _ 7 ) Jj+1 o J
/Zh quh dx—a/l'h mi+1/2><u Py | dx
Q k Q k
_ _/ 7, ((mg‘lﬂm y Ahmg‘lﬂm) .¢h> dx + / 7, <(r{L < ml /2 .¢h> dx
Q Q

mit Hrmhg = o Zh(r%, ri) dx < e und mittels folgender Fix-Punkt-Iteration gelost wird: Setze
n) :=mj und ¢ = 0. Dann (i) berechne nfl—H € SY(T; R3), sodass fiir alle ¥, € S*(Tj,; R?)

L it ) =G [ 20 () )

+ /QIh <(nfl+1 X &hni) ¢h) dx = %/QI;L (mf1 't/)h> dx

gilt und (i7) falls Hﬁ(nffl —nf)|na < e setate mffl = 2n) ™ — mi und beende die Ite-
ration, andernfalls setzte £ = ¢ + 1 und gehe zu (i). Fiir dieses Verfahren wird in dieser Ar-
beit ein analoges Resultat zu [12] nachgewiesen, wobei einerseits die notwendige Forderung des
exakten Losens des nicht-linearen Gleichungssystems, um unbedingte Konvergenz einzusehen,
abgeschwiicht wird durch die Konvergenz von € — 0 unter der Bedingung € = o(h?). Anderer-
seits wird die Erfiillung der nicht-konvexe Nebenbedingung in jedem Knoten garantiert, indem
r; = ﬁh(nfl - nf;_l) in das nicht-lineare Gleichungssystem (1.34) eingesetzt wird.

Es gilt zu betonen, dass die Ansétze aus [11, 12] stabil trotz einer Wahl von einem kleinen
Dampfungsparameter o > 0 zu sein scheinen.

Die bisher vorgestellten impliziten Schemata zur ndherungsweisen Berechnung einer schwachen
Losung der LLG-Gleichung bedienen sich stets der Gilbert-Formulierung (1.23). Einen anderen
Ausgangspunkt kann jedoch auch die klassische Formulierung (1.19) darstellen. In [18] wird
diese betrachtet und die Ideen aus [12] angewandt, um folgendes Schema basierend auf der
Mittelpunktsregel zu erhalten

J+1 ) . ~ )
/Ih <u "/’h) dx—|—a/ 7, <<m2+1/2 « (mi+1/2 X Ahmﬂ—l/Z)) 'I/)h) dx
Q k Q

+ /Ql'h ((mij_l/2 X Ahmgflﬂ) ¢h) dx
= / Iy <m{l+1/2 X r{fl) dx
Q

fiir gegebenes r{l € SY(Th; R?) mit Hr{th@ < e und alle ¥, € S'(T,;R3). CIMRAK prisentiert
in [18] analoge Resultate wie sie in [12] bewiesen wurden.

Das aktuellste Verfahren wurde von ALOUGES in [5] publiziert. In dieser Arbeit wird ein implizi-
tes Finite Elemente Schema eingefiihrt, das lediglich die Losung eines linearen Gleichungssystems
pro Zeitschritt erfordert und sich als unbedingt konvergent zeigt. Ausgehend von der alternativen
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Formulierung der LLG-Gleichung, siche (1.22), unter Betrachtung eines reduzierten effektiven
Feldes heg = Am liisst sich das nach vj, fiir alle ¢y, € K_; = {t, € S*(Tp; R?)| by (2) -1 (z) =
h

0 fir alle Knoten z; der Triangulierung} zu losende Gleichungssystem wie folgt darstellen
a/ V{L -1/)hdx+/(m{l X vi) “ppdx = —/ V(m%%—&k:vi) -V, dx.
Q Q Q

Um letztendlich die Magnetisierung im (j + 1)-ten Zeitschritt zu approximieren, wird dieses
Verfahren durch den Projektionsschritt

ij(z) _ mi}(z) + kvi(z)
" m), () + kv (2)]

(1.35)

fiir alle Knoten z der Triangulierung komplettiert. Der Autor zeigt schwache Konvergenz fiir
0 € (1/2;1] fiir eine Teilfolge gegen eine schwache Losung der LLG-Gleichung, die einzig die
Konvergenz von h und k (unabhéngig voneinander) gegen 0 fordert.

Auch dieses Verfahren scheint fiir einen kleinen Dampfungsparameter o > 0 stabil zu sein. Aller-
dings gilt es zu bemerken, dass der Nachteil dieses Verfahrens darin liegt, dass es fiir 0 € (1/2;1]
lediglich von erster Ordnung ist.

Die letztgenannte Publikation stellt im Wesentlichen den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit
dar. Bevor wir jedoch auf dessen Inhalt eingehen und die gewonnenen Resultate présentieren,
wollen wir der Vollstandigkeit halber eine Arbeit von ALOUGES, ET AL. zitieren, die zeit-
gleich und vollkommen unabhéingig von der vorliegenden Arbeit entstanden ist, jedoch teilweise
Uberschneidungen aufweist.

In [7] wird eine Erweiterung des Algorithmus aus [5] vorgestellt, die nun ein volles effektives
magnetisches Feld heg zuldsst und zusétzlich den Beitrag des Austausches implizit behandelt
wihrend die iibrigen Terme explizit eingehen. Der Ubersichtlichkeit halber fassen wir diese ex-
plizit berechneten Terme zusammen

K

h,w =h f).=—
low low(m, ) MOM52

D®(m) — P(m) + f = —CopiD®(m) — P(m) +f.  (1.36)

Daraus ergibt sich ein Schema, das bereits auch in [52] und [53] prisentiert wurde. Allerdings
wird in dieser Arbeit keine Konvergenzanalysis im mathematischen Sinn ausgearbeitet.! Dieses
Schema lésst sich wie folgt darstellen

o [ Vi [ xvh) dx = Coo [ Vom 4 0kv]) - Vi
Q Q Q ‘ (1.37)

+/ hlow(mglaf) "pdxa
Q

welches wieder fiir alle ¢, € K_; = {9, € SY(Tp: R?)| 9, (2) m{l(zl) = 0 fiir alle Knoten z; der
h

Triangulierung} nach der approximativen Zeitableitung Vi der Magnetisierung zu losen ist. Wie
im urspriinglichen Algorithmus wird durch Projektion (1.35) die nicht-konvexe Nebenbedin-
gung knotenweise garantiert und die Magnetisierung fiir den (j + 1)-ten Zeitschritt angenéhert.
Die Autoren weisen schwache Konvergenz einer Teilfolge der in der Zeit linear interpolierten
Losung gegen eine schwache Losung der LLG-Gleichung nach. Allerdings unterscheidet sich
deren Losungsbegriff in der Stabilitdtsbedingung, die dort eine Energieabschétzung im Endzeit-
punkt gegeniiber dem Anfangszeitpunkt darstellt. Es gilt zu bemerken, dass diese offensichtlich

"Wir danken Prof. Jean-Christophe Toussaint fiir den Hinweis auf diese Arbeiten.
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nicht fiir alle angelegten dufleren Felder f im Allgemeinen erfiillt sein kann.
Alternativ zu (1.37) wird in [7] zusétzlich ein Verfahren vorgeschlagen, welches von zweiter
Ordnung in der Zeit ist und im Wesentlichen auf der Mittelpunktsregel basiert

a/ﬂvi-'k/}hdx%—/ﬂ(mixv{z)-gbhdx
ko
:_CeX/V(miL+§V{L)-V1/)th
Q

+Ah10w(mi,f)-whdx+§\/ﬂhlow(vi,f)-’¢hdx—§A(A]+1V2)-whdx.

Hierbei bezeichnet A *! fiir j > 0 die Lagrange-Multiplikatoren. Es gilt zu beachten, dass dieses
Verfahren nun nicht-linear ist und demnach mittels Fix-Punkt-Iteration zu losen ist. Fiir dieses
Verfahren wurden keinerlei Konvergenzresultate postuliert.

Im folgenden Abschnitt werden wir die Hauptresultate der vorliegenden Arbeit vorstellen, um
diese von den bisher erbrachten Publikationen abzugrenzen und in die vorhandene Literatur
einzuordnen.

1.4 Aufbau der Arbeit und zentrale Resultate

Zunéchst wollen wir die Gliederung der vorliegenden Arbeit kurz und prézise darstellen. Fiir
einen groben Uberblick des Aufbaus der Arbeit verweisen wir auf Abbildung 1.4.

Im aktuellen Kapitel findet sich eine Auseinandersetzung mit der Modellgleichung. Hierbei wird
zunéchst eine versténdliche und vor allem zur Literatur aus der Physik einheitliche Notati-
on der LLG-Gleichung angestrebt. Wir betrachten in der vorliegenden Arbeit stets eine entdi-
mensionalisierte Variante und verwenden fiir diese ebenso die Bezeichnung ,, LLG-Gleichung®.
Ausgehend davon beschiiftigen wir uns mit diversen jedoch #quivalenten Formulierungen der
LLG-Gleichung. Dies dient unter anderem einem einfacheren Versténdnis der bisher erbrachten
Resultate im Bezug auf dynamischen Mikromagnetismus, welche ebenfalls in diesem ersten Ka-
pitel zu finden sind.

Das zweite Kapitel ist im Wesentlichen der Einfithrung und Erklarung jener Begriffe gewid-
met, die in der vorliegenden Arbeit Gebrauch finden. Dies wird ergénzt durch grundlegende
analytische Resultate, die einerseits direkt bewiesen werden und andererseits aus der Literatur
zusammengetragen werden, um in den darauf folgenden Kapiteln einfach referenziert werden zu
konnen.

Das Kernresultat der vorliegenden Arbeit wird in Kapitel 3 dargebracht. Dabei wird grofler
Wert auf eine ausfiihrliche und versténdliche Herleitung eine FE-Schemas gelegt, das zur effek-
tiven Losung der LLG-Gleichung angewandt werden kann. Aulerdem wird durch eine rigorose
Konvergenzanalysis sichergestellt, dass dieses Verfahren tatséchlich eine schwache Losung der
LLG-Gleichung approximiert, sofern gewisse Anforderungen an die Startmagnetisierung, die Tri-
angulierung des magnetischen Koérpers und die naherungsweise berechneten Anteile des totalen
effektiven Feldes h.g erfiillt sind.

Im darauf folgenden Kapitel legen wir den Fokus auf die numerische Realisierung des Streufeldes,
welches den am aufwéndigsten zu berechnenden Beitrag des effektiven magnetischen Feldes hog
darstellt. Dabei bereiten wir eine Fiille an Anséitzen zur Approximation des Streufeldoperators
derart auf, sodass einerseits herausgearbeitet wird, ob sich dieser Zugang aus analytischer Sicht
eignet, und andererseits offensichtliche Vor- und Nachteile fiir eine praktische Implementierung
in Betracht gezogen werden.
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Auf eine praktische Realisierung der Time-Splitting-Verfahren aus Kapitel 3 wird in Kapitel 5
eingegangen. Hierbei wird eine einfache und klare Darstellung der zu implementierenden Bau-
steine forciert. Diese Darlegung wird durch Code-Abschnitte komplettiert und dient den nume-
rischen Experimenten aus Kapitel 6 als Grundlage.

Abschlielend werden im letzten Kapitel an Hand dreier numerischer Beispiele die analytischen
Resultate aus Kapitel 3 experimentell verifiziert. Insbesondere werden diverse Aspekte beziiglich
der Stabilitdt des Verfahrens visualisiert und diskutiert.

Wir wollen nun die Kernresultate der folgenden Kapitel herausstreichen.

In der vorliegenden Arbeit wird basierend auf jenem Ansatz, der erstmals in [5] vorgestellt
wurde, ein FE-Schema entwickelt und analysiert, welches nicht nur auf ein reduziertes Energie-
modell anwendbar ist, sondern das volle effektive Feld heg, wie in (1.6) definiert, in Betracht
zieht. A priori ist zu erwarten, dass mit dhnlichen Techniken ein analoges Konvergenzresultat
zu [5] erzielt werden kann. Diese Erwartung wird erfiillt und dariiber hinaus wird gezeigt, dass
ebenfalls eine approximative Berechnung der L2-Anteile der Systemmatrix unter gewissen Vor-
aussetzungen dieses Ergebnis unveridndert ldsst. In Anbetracht dessen, dass in der vorliegenden
Arbeit auch Energiebausteine zugelassen werden, die fiir eine numerische Realisierung eine Ap-
proximation erfordern, ist vorab nicht klar, welchen Bedingungen diese geniigen miissen, um
die Konvergenzaussage nicht zu verdndern. Wir befassen uns mit diesem Thema und werden
sehen, dass nicht jeder Ansatz zur ndherungsweisen Berechnung des Streufeldes den schlieflich
dargelegten Forderungen geniigt.

Wir verfolgen zunéchst die Idee, die in [5] vorgeschlagen wurde, und betrachten demnach die al-
ternative Formulierung (1.22). Es gilt zu bemerken, dass diese Gleichung nicht-linear beziiglich
der Magnetisierung mfl ~ m(t;,-) ist, jedoch linear im Bezug auf die Zeitableitung der Ma-
gnetisierung vfl ~ my(tj,-). Da jener Beitrag des totalen effektiven Feldes, der dem Austausch
entspringt, von hochster Ordnung ist, wird die implizite Behandlung dieses Terms im Algorith-
mus beibehalten. Fiir die restlichen Beitrége ist eine implizite Berechnung weder aus analytischer
noch aus praktischer Sicht von Néten, weshalb diese explizit in das Verfahren eingehen. Damit
ergibt sich in einem ersten Schritt das selbe Verfahren wie in [7] vorgestellt wurde, siehe (1.37),
und in Kapitel 3 ausfiihrlich erarbeitet und studiert wird. Der essentielle Gewinn dieser Vor-
gehensweise liegt im Wesentlichen an der expliziten Berechnung jenes Beitrags im effektiven
magnetischen Feld, der der Streufeldenergie entspringt. Die Berechnung des Streufeldbeitrags
ist ndmlich an das (zusitzliche) Losen der magnetostatischen Potentialgleichungen gekoppelt.
Eine implizite Behandlung ist vergleichsweise teuer und sehr aufwéandig, weshalb man dies ver-
meiden mochte. Allerdings gilt es zu bemerken, dass sich die analytischen Resultate aus Kapitel
3 ebenfalls fiir einen vollstéindig impliziten Ansatz nachweisen lassen.

Wir betonen nochmals, dass die Resultate im Bezug auf dieses Time-Splitting-Verfahren samt
der Idee des Algorithmus selbst unabhéngig wenn auch zeitgleich zur Arbeit [7] entstanden sind.
Anders als in [7] wird in der vorliegenden Arbeit auch die numerische Berechnung des effektiven
Feldes in die Konvergenzanalysis miteinbezogen. Dariiber hinaus wird klar dargelegt, welchen
Anforderungen das anglegte duflere Feld zu geniigen hat, um die erzielten Resultate zu gewéahren.
Erginzend dazu streben wir eine effiziente Implementierung an und forcieren daher eine approxi-
mative Berechnung der auftretenden Massenmatrizen. Das daraus resultierende Verfahren ldsst
sich wie folgt darstellen

« <vi,'¢h> + (mil X vi,¢h>

hQ RO

. . (1.38)
— O, (wmg +0kv]), W’h)L

+ (hlow(m{p f}{)/‘/’h) :

2(Q) L(Q)

Hierbei stellt (-, )5 eine diskrete Bilinearform auf C(Q;RR?) dar, die gewissen Anforderungen
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zu geniigen hat, siche Kapitel 3. Eine mogliche und in der Praxis einfach umzusetzende Vari-
ante der diskreten Bilinearform (-,-); o wird durch das Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts
gegeben. Diese Vorgehensweise scheint von duflerstem Vorteil insbesondere fiir jenen Beitrag zu
sein, der das Kreuzprodukt beinhaltet. Dariiber hinaus stellt dies eine deutliche Abgrenzung
und Erweiterung zu jenem Algorithmus dar, der lediglich die effektive Behandlung von hjy,
siehe (1.36), im Sinne einer expliziten Berechnung beinhaltet.

Um eine rigorose Konvergenzanalysis fiir eine tatséchliche numerische Umsetzung geben zu
konnen, liegt ein weiterer Fokus dieser Arbeit auf einer effektiven Berechnung des Streufel-
des unter Beriicksichtigung gewisser analytischer Aspekte. Wie aus der Analysis hervorgeht hat
dieser ndherungsweise berechnete Streufeldoperator Py, folgenden Anforderungen zu geniigen

e Stabilitit:

[Prnllr2) < Cp |n|lr2@)  fiir alle n € L*(Q;R?), (1.39)
e Konvergenz:
IPn — Punl| 2 “=% 0 fiir alle n € L2(;R%). (1.40)

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir eine Vielzahl an moglichen Varianten das Streufeld
numerisch zu berechnen. Wir studieren spezielle Eigenschaften dieser Ansétze und legen gleich-
zeitig stets einen Algorithmus zur tatséchlichen Realisierung dar. Eine solche Sammlung samt
ausfiihrlicher Diskussion der jeweiligen Eigenschaften (1.39) und (1.40) ist unseres Wissens nach
in der aktuellen Literatur nicht zu finden und stellt daher einen Aspekt dar, der einerseits von
theoretischer /analytischer Bedeutung ist und andererseits ebenfalls fiir die Umsetzung numeri-
scher Experimente und realistischer Simulationen von Interesse sein kann.

Der wesentliche Vorteil des in der vorliegenden Arbeit eingefiihrten Verfahrens zur approxima-
tiven Losung der LLG-Gleichung gegeniiber anderen bisher vorgestellten Schemata liegt in der
Tatsache, dass es lediglich die Losung eines schwach besetzten linearen Gleichungssystems pro
Zeitschritt erfordert. Durch die Trennung in explizit und implizit zu behandelnde Terme des
effektiven magnetischen Feldes heg wird aulerdem eine im Sinn von Zeit- und Speicheraufwand
relativ glinstige Realisierung des Streufeldbeitrags gewihrleistet ohne nachteilige Konsequenzen
fiir eine Konvergenzanalysis nach sich zu ziehen. Ahnliches gilt fiir die approximative Berech-
nung der auftretenden Massenmatrizen. Der wesentliche Nutzen dieser néherungsweisen Heran-
gehensweise liegt in der Struktur der daraus resultierenden Matrizen. Dariiber hinaus ist aus
analytischer Sicht keine Restriktion an das Verhiltnis der Ortsschrittweite h zur Zeitschrittwei-
te k gegeben, um dennoch Konvergenz im schwachen Sinn einer Teilfolge gegen eine schwache
Losung der LLG-Gleichung zu garantieren. Dieses Resultat wird in Kapitel 3 postuliert und
rigoros bewiesen. Im Gegenzug zu dieser Reihe an Boni ist einzig als Nachteil anzufiihren, dass
die Zeitintegratoren aus Kapitel 3 lediglich von erster Ordnung sind.
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Abbildung 1.5: Uberblick des Inhalts und der Resultate der vorliegenden Arbeit.



Kapitel 2

Analytisches Framework und
allgemeine numerisch analytische
Resultate

In diesem Kapitel wollen wir die analytischen Rahmenbedingungen fiir die Diskretisierung der
LLG-Gleichung vorstellen. Zunéchst tragen wir Sétze aus der numerischen Analysis und der
Funktionalanalysis zusammen, um im Weiteren darauf zuriickgreifen zu kénnen. Des Weiteren
fiihren wir zunichst grundlegende Begriffe ein, die uns dann zu einer sinnvollen Ortsdiskreti-
sierung verhelfen. Hierbei ist das Attribut ,,sinnvoll“ so zu verstehen, dass neben in der Finite-
Elemente-Methode (FEM) iiblichen Anforderungen an eine Zerlegung des Gebiets € auch jene
Voraussetzungen erfiillt sein miissen, die wesentlich in den Beweis der Konvergenzaussage 3.3.7
eingehen, siehe Bedingung (3.59). Ferner fithren wir passende Ansatzriaume ein und stellen eine
entsprechende Notation vor.

In einem weiteren Abschnitt setzen wir uns mit einer Netzverfeinerung auseinander, die gewisse
Eigenschaften der initialen Triangulierung erhélt und daher diese an die aus der Anwendung der
Verfeinerungsregel entstehenden Netze weitergibt.

Schliefllich beschéftigen wir uns mit diskreten Bilinearformen und fithren den Begriff des Mass-
Lumping ein. Dieser fiihrt uns auf eine diskrete Variante des L?-Skalarprodukts. Eigenschaften
dieses diskreten Pendants werden festgehalten und bewiesen.

Um eine einheitliche Notation sicherzustellen und fiir diese Arbeit spezifische Schreibweisen
festzuhalten, sammeln wir zunéchst jene Notation, die in der vorliegenden Arbeit wie folgt zu
interpretieren ist, falls nicht explizit anders gesagt.

Zuerst halten wir fest, dass wir Skalare, sowie skalarwertige Funktionen stets mit Buchstaben
normaler Schriftdicke identifizieren. Im Gegensatz dazu notieren wir Vektoren und vektorwer-
tige Funktionen stets mit fetten Buchstaben. Fiir Matrizen verwenden wir ebenfalls eine fette
Schreibweise und fithren diese zusétzlich mit Grofibuchstaben an.

In der vorliegenden Arbeit notiert C' > 0 stets eine positive Konstante ohne genaue Spezifikation
ihres Werts. Ist diese Konstante abhéngig von diversen Gréflen, so wird dies entweder mit Hilfe
von Klammern notiert, d.h. C' = C(+), oder auch mit Indizierung, wobei der Index auf die Grofe,
von der nun C' abhéingig ist, referenziert.

Konvention 2.0.1. Um die Notation einfach zu halten, verwenden wir im Folgenden, falls nicht

25
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anders gesagt, die Schreibweise
L(RY) = £(Q)4 = £(Q)

mit L(Q;R?) einem beliebigen Hilbert-Raum. Im Weiteren kommt auch die abkiirzende Schreib-
weise

Il =1 e = T le@mra

zum Binsatz, wobei || - || z(qre) eine entsprechende Norm iber einem beschrinkten Lipschitz-
Gebiet Q C R bezeichnet.

Wir nehmen also keine explizite Unterscheidung in unserer Notation zwischen L(;R) und
LQRY) bzw. || - ||zr) und | - | 2(ray fiir d = 2,3 vor, da die Bedeutung der Schreibwei-
se aus dem Zusammenhang bzw. dem Argument der Norm ohnedies hervorgeht.

Wir erinnern an die Definition des Gradienten V¢ einer Funktion ¢ :  — R? mit Q C R3 durch
die Jacobi-Matrix

V: CHR?) — RYP

e e

) firi=1,....,3undj=1,...,3.

Die Ableitung in der Zeitkomponente einer in der Zeit differenzierbaren Funktion ¢ wird ent-
weder durch 0;¢ oder ¢; notiert. Des Weiteren verwenden wir die Schreibweise 0,¢ fiir die
Normalenableitung von ¢.

Wir betrachten in der gesamten Arbeit stets ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet  C R3. Da die
LLG-Gleichung die Anderung der Magnetisierung in Abhéngigkeit von Ort und Zeit beschreibt,
verwenden wir fiir das Orts-Zeit-Gebiet folgende Kurzschreibweise.

Konvention 2.0.2. Um die Notation einfach zu halten, verwenden wir, wenn nicht anders
angegeben, folgende Schreibweise

QT = (07tend) X Q,

wobei (0,tenq) das Zeitintervall bezeichnet, wihrend Q2 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet Q C R3
festlegt.

Der Vollstandigkeit halber, stellen wir nun jene Sobolev-Rédume vor, die in der vorliegenden
Arbeit relevant sind. Dabei betrachten im Wesentlichen Sobolev-Riume auf dem beschrinkten
Lipschitz-Gebiet Q C R3.

Wir definieren den Sobolev-Raum

H' (QR?) = {¢ € L*(Q;R?)| Vg € L*(;R?)}
mit der zugehorigen Norm
18171 () = 181 720) + IVS]72(0):

wobei V¢ den schwachen Gradienten bezeichnet. Entsprechend dieser Definition, lésst sich ein
analoger Begriff fiir das Orts-Zeit-Gebiet €2, herleiten

H' (0 R?) = {¢ € L*(2;R*)| Vo € L*(Q;R?) und 0,9 € L*(Q;R?)}
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mit der zugehorigen Norm

1911210y = / |o|? dxdt + / |V|* dxdt +/ 0| dxdt.
Q"’ QT Qq—
Fiir ein detailliertes Studium der Sobolev-Raume sei der Leser auf [1] verwiesen.
Wir definieren fiir eine natiirliche Zahl n € N>5 nun induktiv Sobolev-R&ume héherer Ordnung
H™"(R?) = {¢ € L* (4 R*)| Vo € H" (4 R?)}
mit entsprechender Norm
H¢H%{n(n) = H¢Hi2(9) + HV¢H%{n*1(Q)'

Insbesondere identifizieren wir den Sobolev-Raum H°(2; R3) mit L?(2;R3).
Wir betrachten nun Sobolev-Réume mit nicht-ganzzahligem Exponenten. Dazu fithren wir fiir
reelle Zahlen 0 < s < 1 die Sobolev-Slobodeckij Seminorm fiir skalarwertige Funktionen ein

|u(x) — u(y)[? 1/2

Fiir £ € R bezeichne |¢] die grofite ganze Zahl mit |[¢| < ¢. Fiir nicht-ganzzahliges ¢ > 0,
d.h. £ = |£] + s mit s € (0,1), definieren wir mit Hilfe der Sobolev-Slobodeckij Seminorm die
Sobolev-Raume mit nicht-ganzzahliger Ordnung ¢ > 0 durch

HY(R) == {u € HY(QR) | 0| ge o) < 0o}
mit zugehoriger Norm
HUH%{K(Q) = [l 310 @ T \BVJuﬁJS(Q).

Hierbei bezeichnet 9l die ¢-te (schwache) Ableitung.

Aus diesen Definitionen erhalten wir analoge Begriffe fiir vektorwertige Sobolev-Riume H*(Q;R?),
sofern wir diese komponentenweise einsetzen.

Es ist bekannt, dass H*(Q;R?) fiir £ € R ein Hilbert-Raum ist, siehe [1, Theorem 3.5].

Im Folgenden identifizieren wir mit H /(2 R?) := (H*(Q; R?))* den Dualraum von H'(;R?)
beziiglich des erweiterten L2-Skalarprodukts.

Definition 2.0.1. Wir definieren den orts- und zeitabhingigen Funktionenraum L?(H') durch
LQ(Hl) = L2((0, tend); H' (2 Rs))'

Die zugehidrige Norm ist dann wie folgt gegeben

16122 1) = 1822000 ) = /0 161212 = /0 ( /Q 61 dx + /Q \wr?czx) dt

fiir ¢ € L2((0,tena); H(; R3)).

Damit haben wir nun alle in der vorliegenden Arbeit benétigten Sobolev-Réaume auf dem be-
schrankten Lipschitz-Gebiet 2 eingefithrt und dies durch orts- und zeitabhéingige Rdume ver-
vollstandigt.

Ergéinzend dazu tragen wir fundamentale Sétze aus der Theorie der Sobolev-Rdume zusammen,
sofern wie sie in Folge benttigen, und verzichten hierin génzlich auf Beweise.
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Theorem 2.0.2 ([56, Lemma V.1.10]). Der Raum aller Testfunktionen D(Q2) = C3°(Q2) liegt
dicht in LP(2) fir 1 <p < oco.

Satz 2.0.3 (Sobolevscher Einbettungssatz[48, Abs. 2.5 Satz 2.5.4]). Sei Q C R? ein beschrinktes
C*-Gebiet. Fiir k > ¢ und ein ganzzahliges m < £ — 1 gilt

HY(Q) c C™(Q)
mit stetiger Finbettung:
[vllem@) < Cllvllmea) fiir alle v e HY(S).

Satz 2.0.4 (Meyers-Serrin[14, Theorem 1.3.4]). Sei Q C R? ein offenes Gebiet mit stiickweise
glattem Rand. Dann gilt fiir alle £ > 0, dass C™(Q) N H'(Q) ein dichter Unterraum von H()
ist. Auferdem ist C(Q) = {v|q mit v € C®(R)} ein dichter Unterraum des Sobolev-Raums
HY(Q).

Satz 2.0.5 (Rellich[48, Abs. 2.5 Satz 2.5.6]). Die Einbettung H*(Q) C HY(Q) fiir k > { ist
kompakt.

Aus den kompakten Einbettungen gehen die niitzlichen Poincaré-Ungleichungen hervor.

Satz 2.0.6 (1. Poincarésche Ungleichung[40, Thm. 1.1]). Fir ¢ € N gilt

HuH%ﬂ(Q) < C(1 + diam(2)) Z / |0%u|? dx fiir alle v € HE(Q) = @”'HH”Q). (2.2)
lo|=¢ 7

Satz 2.0.7 (2. Poincarésche Ungleichung[40, Thm. 1.5]). Es gilt

il <O & [10rupa + 3| [ otude

|oo|=¢ lof <t
Lemma 2.0.8 ([56, Theorem V.3.6]). Seien X und Y Hilbert-Rdaume mit stetiger Einbettung
X C Y. Dann ist die Riesz-Abbildung

2
} fiir alle u € HY(Q). (2.3)

Jy: Y=Y mit Jyy:=(y,")y

ein wohldefinierter Operator Jy € L(Y,X*). Dariber hinaus gilt, dass Jy(Y) ein dichter Unter-
raum von X* ist.

Lemma 2.0.9. Sei X ein normierter Raum und bezeichne f : X — R ein stetiges und konvexes
Funktional auf X. Dann ist f schwach unterhalb stetig, d.h. es gilt fiir jede schwach konvergente
Folge x,, in X mit x,, ~x € X

f(x) < liminf f(x,).
neN

Lemma 2.0.10. Seien {,n € H'(;R3). Dann gilt

(VE, V(¢ xm)) = (V(,¢ x Vn), (2.4)

wobei hier (-,-) das Frobenius’sche innere Produkt bezeichnet.
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Beweis. Zunichst wiederholen wir die Definition des Frobenius’schen inneren Produkts
(A,B) :=A:B:= ZAUBU fiir alle A, B € R™*".
/[:7-7

Wir betrachten jene Terme, die im jeweils rechten Argument des Frobenius’schen inneren Pro-
dukts in (2.4) auftreten und fithren folgende einfache Rechnung durch

G m
V(CXU)=V< G| x| 7 )
€ n3
O(Cam3—Csmz2)  O(Camz—Canz)  O(Cans—Canz)

(
8:131 81'2 8:)33
9(Gsm—¢in3)  O(¢sm—Cinz)  9(¢3m1—Cim3)
(

o1 O0x2o ox3
O(Gim2—Can1)  O(Cime—Com)  O(Cima—Cam)

o1 0z ox3

Unter Beriicksichtigung der Produktregel, erhalten wir nach Differentiation

a¢ [ol8 )
cignn - (e B fnofe )
Um ¢ x Vn zu berechnen, sei an folgende Relation erinnert

Cl o
_ n on On on
C x V’l’) - gz % |:3$1 8.%'2 31‘3] < ‘C 8.%'2 C x 31‘3) ’

Schliellich zeigt einfache Rechnung

on on on On In on
il — 520 G — 320 gl — 532G

_ | om on3 on1 on3 on1 onz
¢ xVn= ?C?, am (1 ?C:a am 1 ngC axg (1
72 72 on2
GG - ghG FEO-FRG FEG - FhG

Fiihren wir nun auf beiden Seiten von (2.4) das Frobenius’sche innere Produkt aus, so bleibt
lediglich Orthogonalitéit zu zeigen, d.h. es gilt nun fiir jeden Eintrag der linken Seite von (2.4), der
sich vom entsprechenden Eintrag der rechten Seite unterscheidet, zu verifizieren, dass dieser unter
Anwendung des Frobenius’schen inneren Produkts verschwindet. Dies ist jedoch mit einfacher

Rechnung einzusehen

_ 090G 9¢ 0C1 03 S (1 0¢o 0C1 0¢3 S dC1 0¢a 0 0¢3

8x1 oxy FIL oxy Bxln Ox9 019 Oy P 0x9 Bxgn Oxs 0x3 Ous Ox3 Oxs 2
9 9G3 0C1 0¢o ] (2 0(3 0C1 9¢o ] (2 0(3 0 0¢2

8x1 0x1 oa oxy Bxln Ox9 019 Dy 0x9 Bxgn Oxs 0xs O Oxs Oxs s
91 O¢s G2 I3 L% dC1 0¢3 0C2 0¢3 % dC1 0¢3 (2 0¢3

8x1 0x1 FI O0x1 0x1 n Ox9 019 Dy P 0x9 336277 Oxs 0xs Ous Oxs Oxs !

und beschliefit daher den Beweis. O
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2.1 Diskretisierung im Ort

In der vorliegenden Arbeit interessieren wir uns fiir numerische Verfahren zum Losen der LLG-
Gleichung und schrénken uns dabei auf die Finite-Elemente-Methode (FEM) ein. In Kapi-
tel 3 stellen wir ein spezielles FE-Schema vor und fithren darin eine genaue Herleitung die-
ses Losungsverfahrens an. An dieser Stelle sei lediglich erwéhnt, dass wir dazu — wie in der
Galerkin-FEM {iblich — unsere Modellgleichung in der schwachen Formulierung betrachten, wel-
che beziiglich der Ortskomponente im Sobolev-Raum H!(Q;R3) gestellt ist. Die FEM besteht
nun darin, diesen unendlichdimensionalen Sobolev-Raum durch einen endlichdimensionalen Un-
terraum V), zu ersetzen. Wir versuchen sodann eine bestmogliche Approximation der Losung
unseres Problems zu berechnen, indem wir eine diskretisierte Variationsformulierung in eben
diesem Unterraum Vj, 16sen.

Wiirde man die Dimension von V}, stetig erhohen, so erwartet man sich eine gleichméfige Verbes-
serung der Niherungslosung im Sinne einer genaueren Approximation der analytischen Losung.
Schliellich erhofft man sich, dass im Grenzfall die approximativ berechnete Losung gegen die
exakte Losung des Modellproblems strebt. Im Zuge einer Konvergenzanalyse stellt sich heraus,
dass ein solches Resultat nur dann zu erwarten ist, wenn der Unterraum V}, entsprechend gewahlt
ist. In diesem Abschnitt wollen wir einen passenden Kandidaten fiir den endlichdimensionalen
Unterraum definieren unter dem Zusatz, dass wir eine FEM niedrigster Ordnung anstreben.

Mit dem Ziel eine Diskretisierung im Ort vornehmen zu konnen, sehen wir, dass es notwendig
ist grundlegende Begriffe einzufiihren, die im Folgenden eine einheitliche Notation und eine
iibersichtliche Darstellung zulassen.

Definition 2.1.1. Wir bezeichnen einen Simplex T C R? als nicht-degeneriert, wenn er als
konvexe Hiille von Knoten darstellbar ist, d.h. T = conv{zy,...,2z4+1}, und gleichzeitig |T| :=
meas(T) > 0 gilt.

Um geeignete endlichdimensionale Teilrdume zu finden, in denen wir ein im Ort diskretisiertes
Problem formulieren kénnen, zerlegen wir zunsichst das betrachtete Gebiet Q ¢ R% mit d = 2,3
in disjunkte, nicht-degenerierte Elemente. Des Weiteren halten wir jene Anforderungen fest,
denen diese Partition geniigen muss. Dies fithrt uns auf den Begriff der Triangulierung, den wir
nun vorstellen wollen.

Definition 2.1.2. Eine Menge T, = {T1,...,Tg} wird dann und nur dann als Triangulierung
des polyedrischen Lipschitz-Gebiets Q C RY mit d = 2,3 bezeichnet, wenn folgende Eigenschaften
vorliegen:

o Ty, ist eine endliche Menge von nicht-degenerierten Dreiecken bzw. Tetraedern.
e Der Abschluss von Q0 wird durch die Menge Ty, tiberdeckt, d.h. es gilt Q = UTeTh T.

o Fir alle T;,T; € Ty, miti # j gilt |T; NT;| = 0, d.h. der Schnitt zweier Elemente stellt eine
Menge vom Maf$ Null dar.

Wir sprechen von einer reguldren Triangulierung (im Sinne von Ciarlet), wenn der Schnitt
zweier Elemente T;,T; mit i # j

o leer,
e cin gemeinsamer Knoten,

e cine gemeinsame Kante,
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e oder eine gemeinsame Fliche ist.

Es bezeichnen h € L>*(Q) und p € L*(Q) die lokalen Netzweitenfunktionen, die wie folgt
definiert sind

hlp := hyp := diam(T) :=sup {|x —y||x,y € T} und glp:=pp fiiralle T € Tj.

Dabei beschreibt gor den Radius des grofiten eingeschriebenen Kreises falls d = 2 bzw. der
grofiten eingeschriebenen Kugel fiir d = 3 eines Elements T' € Tj,. Des Weiteren gibt o(7,) die
sogenannte Formregularitédtskonstante wieder, die durch folgendes Verhéltnis definiert ist

he
= —— >1.
o(Tn) reT, meas(T) —

Da die Formregularitéitskonstante alle Fehlerabschétzungen beeinflusst, favorisiert man Netzver-
feinerungen die ein Blow-up von o(7}) vermeiden.

Mit diesen Begriffen ist es uns moglich, Triangulierungen genauer zu spezifizieren.
Definition 2.1.3. FEs bezeichne {T} eine Familie von reguliren Triangulierungen.

e Die Familie {Ty} heifst lokal k-quasi-uniform oder r-formregulir, wenn eine Zahl k > 0
existiert, so dass jedes Element T € Ty, einen Kreis bzw. eine Kugel mit Radius op enthdlt,
sodass

hr

— <K 2.5
pu (2.5)

gilt.
e Die Familie {Ty} heiffit k-quasi-uniform, wenn eine Zahl k > 0 existiert, so dass jedes
Element T € Ty, einen Kreis bzw. eine Kugel mit Radius op enthdilt, sodass

max hr <k (2.6)

gilt.

Beachten wir, dass die Variationsformulierung der LLG-Gleichung beziiglich der Ortskomponen-
te in H(Q;R3) gestellt ist, so kénnen wir nun einen sinnvollen endlichdimensionalen Unterraum
dieses Sobolev-Raums definieren, auf dem wir dann eine diskretisierte Formulierung unseres Mo-
dellproblems mittels FEM niedrigster Ordnung losen kénnen.

Sei T, = {T1,...,Tr} eine lokal k-quasi-uniforme und regulére Triangulierung unseres Gebiets
Q C R%bestehend aus Dreiecken bzw. Tetraedern fiir Dimension d = 2 bzw. d = 3. Wir definieren
den Finite-Elemente-Raum niedrigster Ordnung V, € H'(Q;R3) durch

Vi = SY(Th; R3) = {¢h e C(%R3)| dplr € PLT;R®) fiir alle T € Th} .

Hierbei bezeichnet P'(T;R?) die Menge aller Polynome von totalem Grad kleiner oder gleich
eins, die auf ein Element T € 7T}, restringiert sind.

Bemerkung 2.1.4. Wir bemerken, dass V}, ein endlichdimensionaler Unterraum eines Hilbert-
Raums ist und daher selbst einen Hilbert-Raum darstellt.
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Wir notieren mit Ny, = {z1,...,zy} die Menge aller Knoten der Triangulierung 7;. Eine zu-
gehorige nodale Basis des Ansatzraumes fiir den skalaren Fall V;, ¢ H'(Q;R) wird durch die
Menge By, = {f1,..., 0~} gegeben. Solche Basisfunktionen werden durch die Kronecker Eigen-
schaft §;(z;) = di;, i,j = 1,..., N charakterisiert, wobei N = #N\, = #B), gilt. Basierend auf
dieser Menge definieren wir durch Eh = {El, e ,E3N} die Menge jener Basisfunktionen, die
durch Ei+(€—1)N = fBeg fiiri =1,...,N, £ =1,...,3 und e, Einheitsvektoren des R? gegeben

sind, also
1= 1,...,N}.

Bi 0 0

{ 0 ) /82 ) 0
0 0 Bi

Diese Menge stellt demnach eine Basis des diskreten Ansatzraumes Vj, fiir den vektorwertigen

Fall dar, d.h. V, ¢ H'(;R?).

Der Vollstindigkeit halber wollen wir jene aus der Literatur bekannten Resultate aus der Finite-
Elemente-Methode anfiihren und zitieren, auf die wir uns in dieser Arbeit beziehen. Dabei halten
wir uns an die Biicher und Monographien von BRAESS [13] und BRENNER/ScOTT [14] und
verzichten hierin génzlich auf Beweise.

Lemma 2.1.5 (Bramble-Hilbert[14, Lemma 4.3.8]). SeiQ ein Lipschitz-Gebiet. Bezeichne P*(Q)
den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich k € Ng. Sei f € HFTY(Q)* ein lineares
stetiges Funktional mit ker(f) 2 Pk(€).

(i) FEs gilt

F@) SNl fir alle v e HH(Q).

(ii) Auferdem gilt

: _ < . k+1
peg}cf(ﬂ) [v = pllari) S [0lgra (o) fiir alle v e H"(Q).

Satz 2.1.6 (Approximationssatz[13, Kap. II, §6, Satz 6.4]). Seiu € H?(Q). Dann gilt fiir einen
beliebigen Fxponenten o € R fiir alle T' € Ty, die Abschdtzung

1h* (u = Zpu) | g2y < CllR*F*Dull g2 (2.7)
bzw.

17 (w = Zyu)llr2 () < ClIR*T* D?ul r2(q) (2.8)
und

1h*V (u = Zpu) || g2y < Co(Ta) [ D2ull2r) (2.9)
bzw.

WV (u = Zyu) | 12(0) < Co(Ta) [T D?ull 20 (2.10)

mit einer positiven Konstante C' > 0, die nicht von u, T, und dem Gebiet 2 abhdingt.



2.1. DISKRETISIERUNG IM ORT 33

Lemma 2.1.7 ([13, Kap. II, §6, Satz 6.8]). Sei ¢5, € S'(Tn;R3). Dann gibt es eine positive
Konstante C' > 0, so dass fiir alle T € Ty, folgende Abschdtzung gilt

IVl 2y < CIh ™ ' @ullp2er)  fiir alle ¢y € S'(Th; R?). (2.11)
Insbesondere gilt mit einer positiven Konstanten C > 0
IVonllr2) < Clh ' nllr2q)  fir alle ¢y, € S (Th; R?). (2.12)

Die Konstante C' = C(o(Ty)) > 0 hdngt jeweils weder vom Gebiet §2, noch von der Triangulie-
rung Ty, ab, sondern wird einzig durch die Formregularititskonstante o(Ty) beeinflusst.

2.1.1 Netzverfeinerung

In diesem Unterabschnitt wollen wir uns mit der Verfeinerung einer Triangulierung 7}, auseinan-
dersetzen, die gewisse analytische Eigenschaften eines initialen Netzes erhilt. Diese Anforderung
stellt in Kapitel 3 eine zentrale Bedingung dar, um ein Konvergenzresultat fiir den darin vorge-
stellten Algorithmus zur numerischen Losung der LLG-Gleichung beweisen zu kénnen.

Die konkrete Forderung an eine x-formregulire Triangulierungen lautet
/ VB;i-VBydx <0 fiir alle i # ¢/, (2.13)
Q

wobei entweder z; € N\ oder z; € Nj,\T gilt. Hierbei stellen 8; und 8 nodale Basisfunktionen
von S'(T,) dar. Unter der Annahme, dass Q C R? gilt, wird eine in diesem Sinn zulissige
Triangulierung des Gebiets €2 durch eine Triangulierung vom Delaunay-Typ gegeben. Wir fithren
fiir den Fall Q C R? den Begriff der Delaunay-Triangulierung ein, um weitere geometrische
Eigenschaften eines Netzes festzuhalten.

Definition 2.1.8. Wir betrachten, dass Innere des Umkreises eines Elements T € T; und
bezeichnen diesen kurz mit Up. Damit definieren wir die Menge Ut als die gréfite einfach
zusammenhdngende Menge innerhalb des Schnitts U N ), die das Innere des Elements T € Ty
enthidlt.

Eine Triangulierung Ty, eines konvexen Gebiets Q C R? heifit dann und nur dann Delaunay-
Triangulierung, wenn fir jedes Dreieck T € Ty, der Durchschnitt Nj, N Ur.q leer ist.

Aus dieser Definition geht hervor, dass die Anforderungen an eine Delaunay-Triangulierung im
Wesentlichen aus Bedingungen an die Relation der Winkel innerhalb der auftretenden Dreiecke
besteht.

Aus Sicht der Implementierung stellt eine Verfeinerung, die sicherstellen soll, dass das Anwenden-
den der Verfeinerungsregel auf ein Delaunay-Netz in eine weitere Triangulierung vom Delaunay-
Typ fiihrt, keine groBe Herausforderung dar, da ohnedies die meisten Netzgeneratoren (z.B.:
NETGEN, Gmesh, etc.) eine solche Triangulierung automatisch produzieren.

Bemerkung 2.1.9. Betrachten wir zwei benachbarte Knoten z; € Np\I' und zy € Ny, miti # i'.
Die Kante, die durch diese zwei Knoten begrenzt wird, stelle den Schnitt Ty N1y zweier Elemente
T1, Ty € Ty, dar. Des Weiteren bezeichnen wir mit oy und ag jene Winkel der Elemente T1 und
Ts, die der gemeinsamen Kante gegeniiberliegen. Nach [9] bzw. den darin erwihnten Referenzen
ist Bedingung (2.13) erfillt, wenn a1 + ae < m gilt. Es gilt zu bemerken, dass in diesem Fall
von einer Delaunay- Triangulierung gesprochen wird. Fir die Darlequng eines einfachen Gegen-
beispiels verweisen wir den Leser auf [9, Example 3.4].
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Abbildung 2.1: Verfeinerung des Elements 7" = conv{z,zs,23,24} unter Verwendung einer
regulédren lokal k-quasi-uniformen Verfeinerungsstrategie.

Fiir den dreidimensionalen Fall wird eine Triangulierung dann als zuléssig im Sinne von Bedin-
gung (2.13) bezeichnet, wenn diese ausschliefllich aus Tetraedern besteht, deren dihedrale Winkel
stets kleiner als 7/2 sind. Wir betrachten im Folgenden ein Tetraedernetz 7, das bereits dieser
Anforderung geniigt. Wir fiihren nun eine Verfeinerung ein, die gewisse Regularititseigenschaf-
ten dieses Anfangsnetzes erhélt, wie beispielsweise die Beschrankung aller dihedralen Winkel
eines Tetraeders.

Sei T, eine Familie von Triangulierungen von 2, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) Je zwei Simplizes in T, sind entweder disjunkt oder besitzen eine gemeinsame vollsténdi-
ge glatte Teilmanigfaltigkeit ihrer Rénder, d.h. unsere Verfeinerungsstrategie verhindert
hiangende Knoten bzw. Kanten.

(ii) Das Verhaltnis hr/or ist nach oben beschrénkt unabhéngig vom Element 1" € 7j,.

Die Erfiillung dieser Eigenschaften einer Triangulierung 73, von Q C R? wird durch eine regulire
lokal k-quasi-uniforme Verfeinerungsstrategie sichergestellt. Eine solche wird in [55, Abschnitt
4.1] betrachtet.

Wir beschreiben die Verfeinerungsregel fiir ein Tetraeder T' € T;, des Gebiets Q C R?, indem wir
das Element 7" mit der konvexen Hiille der Knoten z1, z9, z3 und z4, d.h. T' = conv{z, z2, z3, 24 },
identifizieren. Dariiberhinaus bezeichnen zs, zg, z7, zs, 29 und z1y die Mittelpunkte aller auftre-
tenden Kanten des Tetraeders T, siche Abbildung 2.1 fiir eine detailliertere Beschreibung. Die
Verfeinerungsprozedur funktioniert derart, sodass das Element T in folgende 8 Tetraeder geteilt
wird:

Ty := conv{zi, 25, Zs, Z7 }, Ty := conv{zs, z2,2Zs, Z9 },
T3 := conv{zg, zs, 23, Z10 }, Ty := conv{zr,zg, Z10, 24},
T5 := conv{zs, z¢, 27,29 }, T := conv{zs, Zg, s, Z9 },
T7 := conv{zg, zs, Z9, Z10 }, Ty := conv{zg, 27,29, 210}

Da T4,T5,T5 und Ty durch abschneiden jener Sohnelemente entstehen, die die Knoten des Vater-
elements T" beinhalten, sind sie d&hnlich zu diesem. Die {ibrigen Tetraeder 15, T, 77 und Tg bilden
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gemeinsam ein Oktaeder und erfiillen diese Ahnlichkeitsrelation zu T nicht. Nach [55, Abschnitt
4.1] kann man dennoch zeigen, dass diese Verfeinerungsregel auf hochstens drei verschiedene
Ahnlichkeitsklassen von Tetraedern fithrt. Damit wird die Beschrinktheit der Formregularitéits-
konstante o(7},) sichergestellt.

Bemerkung 2.1.10. Betrachten wir zwei benachbarte Knoten z; € Ny\I' und zy € Nj, mit
i # i'. Die Kante, die durch diese zwei Knoten begrenzt wird, stelle eine Kante eines Elements
T € Ty, dar. Des Weiteren bezeichnen wir mit vy jenen Winkel des Elements T, der von jenen
Flichen von OT eingeschlossen wird, die nicht beide Knoten z;,zy beinhalten. Nach [9] bzw.
den darin erwihnten Referenzen ist Bedingung (2.13) erfillt, wenn v < /2 fir alle T € Ty
mit z;,z; € Ny N'T gilt. Daraus geht hervor, dass obige Verfeinerungsprozedur auf eine weitere
feinere Triangulierung fihrt, die (2.13) gentigt, sofern das Ausgangsnetz bereits in diesem Sinn
zuldssig war. In [9, Remark 3.6] wird auf die Winkelbedingung fiir v eingegangen und dariber
hinaus wird in [9, Example 3.7] eine zulissige initiale Triangulierung des Einheitswiirfels vor-
gestellt.

Um im Weiteren die Notation einfach zu halten, definieren wir einen Diffeomorphismus, der das
Referenztetraeder Tyt

0 1 0 0
Tier := conv O], 01,0 1 1],]10¢0
0 0 0 1

bijektiv auf das Element T" := conv{zi, z2, 23,24} abbildet:
P Trer = T mit @T(X) =z +B-x fiir x € Tyer, (214)

wobei B := (z2 — 71|23 —21 |24 — z1) € R3*3. Damit erhalten wir eine konstante Funktionalde-
terminante, die durch |[detD®r| = |detB| = |det(z2 — z1 |23 — 21 |24 — 21)| gegeben ist. Es gilt
zu beachten, dass die gegen den Uhrzeigersinn gerichtete Anordnung der Knoten im Bezug auf
den Rand eines Elements T' € Tj, eine Nichtnegativitdt der Determinante garantiert.

2.2 Skalarprodukt

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit der in dieser Arbeit verwendeten Notation des
Skalarprodukts. Dariiber hinaus betrachten wir diskrete Bilinearformen mit gewissen Eigen-
schaften. Definiert man eine solche diskrete Bilinearform mit Hilfe des nodalen Interpolanten, so
fiihrt uns dies auf eine Art diskretes Pendant des L2-Skalarprodukts, das in der Literatur unter
dem Namen Mass-Lumping bekannt ist.

Konvention 2.2.1. Wenn nicht anders gesagt, dann notiert - oder (-,-) das euklidische Ska-
larprodukt in R®. Des Weiteren bezieht sich (v, )« stets auf ein Skalarprodukt auf einem Hilbert-
Raum, der hierbei mit x notiert wird.

Fiir gegebene Funktionen f,g € L?(Q;R?) setzen wir

(f,g)Lz(n>:/(f,g>dX=/f-gdx,
Q Q

wobei (-, -) bzw. - das innere Produkt im R? notiert. Wir behalten diese Notation auch dann bei,
wenn wir das Frobenius’sche innere Produkt betrachten.
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2.2.1 Diskrete Bilinearformen

Wir wollen uns mit speziellen diskreten Bilinearformen beschéftigen, da wir eine effizientere
jedoch hinreichend genaue Berechnung diverser L2-Skalarprodukte anstreben. Aus Sicht der
Implementierung ist klar, dass eine solche approximative Berechnung fiir alle auftretenden Mas-
senmatrizen unserer in Kapitel 3 prisentierten Algorithmen von Vorteil ist. Stellen wir gewisse
Anforderungen an die approximierende Bilinearform, dann ist diese néherungsweise Berechnung
auch aus analytischer Sicht fiir den Beweis eines Konvergenzresultats beziiglich der Losungen,
die aus den Algorithmen 3.2.2; 3.2.3, 3.2.4 und 3.2.14 resultieren, nicht kritisch. Wir fassen die
notwendigen Bedingungen zusammen:

e Wir notieren auf C'(Q2; R?) eine Bilinearform durch
(¢a¢)h,ﬂ fiir ¢,1/) € C(ﬁ’ RB)a (215)

die fiir @p,, %, € S'(Tx; R?) ein Skalarprodukt darstellt und bezeichnen diese kurz als h-
Bilinearform bzw. h-Skalarprodukt.

e Fiir die durch das h-Skalarprodukt induzierte Norm || - ||? , := (-, )n.0 gilt Aquivalenz zur
L?-Norm

Crowllnlne < 19l r2() < Chighllgnllng  fir alle ¢, € S*(Ty; R?), (2.16)
wobei die positiven Konstanten Cioy, Chigh > 0 von der Netzweite h unabhéngig sind.

e Die h-Bilinearform (-, -); o erfiillt

(@n X ¥n,Cn)ne = —(Wn, @ x Cn)ng  fir alle ¢p, ¥y, n € S'(Th; R?) (2.17)
und geniigt daher insbesondere folgender Orthogonalitdtsrelation
(6n X Y, ¥n)no =0 fiir alle @y, 9, € S*(Th; R?). (2.18)

e Wir betrachten mit S*(7;; R?) und S?(75,; R?) endlichdimensionale Teilriume von H!(£2;R3)N
C(;R?). Dann fordern wir fiir alle ¢5, € S'(Tp; R3), %, € S?(Th; R?) die Abschitzung

. (b %n) r2(02) — @n, ¥l
lim  sup =
h=0g, w20 10nllz2@) IV¥ull 2

0. (2.19)

Fiir den Fall, dass [|¢y|r2(q) = 0 oder |[Vahp|[12(q) = 0, setzen wir voraus, dass der Zéhler
bereits verschwindet.

Im folgenden Abschnitt geben wir ein konkretes Beispiel fiir die diskrete Bilinearform (-,-), 0
an.

Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einem speziellen Kandidaten fiir eine diskrete Bi-
linearform (-,-), o auseinandersetzen. Dies fithrt uns auf den Begriff des Mass-Lumping des
L?-Skalarprodukts. Diese Namensgebung lidsst bereits vermuten, dass es sich um eine Umge-
wichtung eines Integrals handelt, also im Wesentlichen um eine Quadratur. Das Mass-Lumping
des L?-Skalarprodukts kommt immer dort zum Einsatz, wo es um eine hinreichend genaue und
gleichzeitig moglichst effiziente Berechnung des L2-Skalarprodukts geht.

Wir wiederholen die Definition des nodalen Interpolanten.
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Definition 2.2.1. Der nodale Interpolant Iy ist ein linearer und stetiger Operator, der fir
skalarwertige Funktionen wie folgt gegeben ist

Ty : C(GR) = SY(Th) mit Tu(¢) = > é(z)Bi.
z; €N},

Diese Definition lisst sich auch auf vektorwertige Funktionen tibertragen

Ty : C(GRY) =V, =S8 (TR mit Tu(¢) = > (25,

z; €N},

wobei wir die Notation des nodalen Interpolanten absichtlich unverdndert lassen.
Damit kénnen wir nun ein Skalarprodukt definieren, das gewissermaflen das diskrete Gegenstiick
zum L?-Skalarprodukt darstellt.

Fiir beliebige stetige Funktionen ¢,% € C(Q;R3) definieren wir die diskrete Bilinearform (-, )50
als

(@, %)n0 3:/QIh((¢,¢>)dx.

Im Weiteren betrachten wir lediglich den diskreten Raum V}, und weisen fiir diese Wahl nach,
dass dadurch tatsichlich ein Skalarprodukt auf V}, definiert wird. Insbesondere wird durch dieses
Skalarprodukt auf V), eine zur L?-Norm #quivalente Norm induziert.

Wir fithren weiters ein Gewicht w; > 0 ein, das durch

w; 1= / B dx
Q

definiert ist. Hierbei bezeichnet (; eine skalare Ansatzfunktion des FE-Ansatzraumes niedrigs-
ter Ordnung S'(7). Insbesondere findet nun die mittels Zj, eingefiihrte Bilinearform folgende
Darstellung

G0 = [ T(B 0D dx = 3 wildlz). b)),
Q ziENh
wobei @,7 € C(Q;R3). In diesem Sinn stellt diese Bilinearform eine diskrete Variante des L2-
Skalarprodukts dar.

In den folgenden Lemmata halten wir Eigenschaften des Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts
(), und eine quantifizierte Normaquivalenz zwischen | - |[5,0 und || - || 12(q) fest.

Lemma 2.2.2. Das Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts, das durch

(@ ¥n)n0 = /th(<¢h,1/)h>) dx  mit ¢n,Pn € Vy (2.20)

gegeben ist, definiert ein Skalarprodukt auf Vy,. Demnach gilt weiters
1/2 1/2

(Dn,¥n)no < (¢ha¢h)h{g("pha¢h)h{g (2.21)
fiir Funktionen ¢pn, ¥y € Vy. Dariiber hinaus gelten die Rechenregeln des Vektorkreuzprodukts

(@n X Yn,Cn)no = —Wn, én X Cu)nga  fir alle ¢p,Pn,Cn € Vi (2.22)
und damit insbesondere Orthogonalitit im folgenden Sinn

(Dr, b1 X Yr)na =0 (2.23)

fir alle ¢y, € V.



38 KAPITEL 2. ANALYTISCHES FRAMEWORK

Beweis. Wir weisen Schritt fiir Schritt die charakteristischen Figenschaften eines Skalarprodukts
nach. Daraus ergibt sich insbesondere die Giiltigkeit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

e Zuniichst wollen wir die Bilinearitit des Mass-Lumping des L2-Skalarprodukts (,)no
einsehen und betrachten daher Funktionen @y, %,,(n € V), und a € R

(6n + ot () = /Q Ta((@n + atbn, Cu)) dx = /Q To((6n,Ch) + altbn, Ca)) dx.

Dies liefert in Betracht der Linearitéit des nodalen Interpolanten Z; und des Integrals

(6h + o, (il = /Q Tn((n,Cn)) dx + a /Q Tn(n, C1)) dx
= (¢n,Cn)no + a(®n,Cnno

und zeigt daher, dass (-,-), o eine Bilinearform definiert. Insbesondere folgt daraus
(Dn:n)no =0 fiir ¢, € V), mit ¢y, = 0. (2.24)

e Die Symmetrieeigenschaft des Mass-Lumping des L2-Skalarprodukts (+,-)n,o ergibt sich
einfach aus der Symmetrie des euklidischen Skalarprodukts in R? wie folgt

(Sn, Y10 = /th(<¢h7"ph>)dx = /th(<¢h,¢h>)dx = (¥, dn)n,0-

e Um schlieBlich einzusehen, dass (-, )5, positiv definit ist, bedienen wir uns der Positiv-
definitheit des euklidischen Skalarprodukts, der Monotonie des nodalen Interpolanten 7,
sowie der Monotonie des Integrals und sehen sofort

(@h,n)na >0 fiir alle ¢y, € V.

Um aus dem Verschwinden des Skalarprodukts (@, én)n0 = 0, siche (2.24), die Identitét
¢ = 0 zu folgern, beachten wir nun die Darstellung des nodalen Interpolanten Z; in der
Form

Th(($n.bn)) = > (dn(zi), n(zi)B:.

ziGNh

Wir nutzen der Ubersichtlichkeit halber die zuvor definierten Koeffizienten w; := fQ B; dx >
0 und erhalten

(Gr- S = > wildn(z), dn(z:)).

ziENh

Hierbei kann jedoch die rechte Seite nur verschwinden, wenn (¢ (z;), @5 (z;)) = 0 gilt. Dies
ist allerdings fiir affine Funktionen ¢ € V;, nur dann der Fall, wenn ¢;, = 0 gilt.

Abschlieend bemerken wir, dass nach der Definition des Mass-Lumpings des L?-Skalarprodukts
die Rechenregeln des Vektorkreuzprodukts gelten

@5 Gl = [ Tulln < sl = = | Tu((ohn b Go)) dx = (b x Gl
Damit verifizieren insbesondere die postulierte Orthogonalitéitsrelation

(Dh: S X Yn)na = (@n X n,¥n)na = 0.

Damit ist der Beweis nun vollsténdig. O



2.2. SKALARPRODUKT 39

Lemma 2.2.3. Durch das Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts

nllh.0 = (Bn dr)ng == /th(<¢h,¢h>) dx  fiir alle ¢p, € V), (2.25)

wird auf dem FE-Ansatzraum V), eine Norm definiert, die zur L?-Norm dquivalent ist. Diese
Relation wird durch

H¢h”%2(n) < enliq < 5H¢hH%2(Q) fir alle ¢y, € Vy (2:26)

quantifiziert, wobei die auftretenden Konstanten nicht verbesserbar sind.

Beweis. Wir halten fest, dass (-,-)n,qo nach Lemma 2.2.2 ein Skalarprodukt auf dem Hilbert-
Raum V), definiert. Daher ist klar, dass dieses Skalarprodukt eine Norm induziert. Es bleibt
lediglich die quantifizierte Norméquivalenz zur L?-Norm zu zeigen.

Zunichst bemerken wir, dass alle auf V}, definierten Normen &quivalent sind, d.h. es gilt

Cilldnll20y < 19nlli 0 < Colldnl7oiq) fiir alle ¢y, € Vi,

da V), endlichdimensional ist. Um konkrete Werte fiir die Konstanten C7; > 0 und Cy > 0 zu
erhalten, transformieren wir das Problem. Da beide Normen lokal sind, d.h. es gilt

1820y = S I6nl3ary md ldullia =3 lénlr

TeT TeTh

ist es hinreichend folgende Relation nachzuweisen

8nll72ry < Ibnllir < 5linll72 -

Um die folgenden Rechnungen und Umformungen so einfach wie moglich zu halten, bezeichnen
wir mit ®p : Tief — T die affine Transformation, die das Referenzelement Ty¢ bijektiv auf das
Element T := conv{z,z2, 23,24} abbildet, aus (2.14).

Dies fiihrt auf

H¢h”%2(T) = /T<¢h7¢h> dx = /Tref (pn o D, ¢y, 0 Pr)|det DDp| dx
= |detB[l¢n 0 7 (172(7,,,)-
In analoger Weise erhalten wir
17,7 = |detBl[lgp, o 7|7 1,
Daher gilt es im Folgenden die Aquivalenz
l[én o ‘1>T||%2(Tref) < ||¢n o ‘1>T‘|%,Tref < 5[jpp o ‘1>T||%2(Tref)- (2:27)

nachzuweisen.
Eine skalarwertige Basis fiir das Referenzelement Ty ist wie folgt gegeben

1

rele_x_y_za
I?ef:x’
1?ef:y7
4 zZ.

ref —
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Entsprechend dieser eingefiihrten Basis kann eine Funktion @, o ®7 : T,es — R3 stets eine
Reprisentation in folgender Form finden

ono®r(z,y,2)=(1—x—y—2)a+zb+yc+ zd

mit gewissen vektorwertigen Koeffizienten a, b, c,d € R3.
Simple jedoch miihsame Rechnung zeigt

1 11—z l1—x—y
1¢n © 7 (|72(7,., :/ / / (1 -2 —y—2)a+azb+yc+2d?dzdyde
0 JO 0
1 2 2 2 2 2
= o5 ([a+b+ctd?+lal® + b +[cf +[dP).

Da Zy({(¢p, © 7, ¢ o 7)) eine Kombinationen aus Basisfunktionen 5rlef, ﬁfef, ﬁfef und 5fef ist,
d.h. es gilt

In(($n o D1, ¢p 0 P1)) = (1 — 2 —y — 2)[a]* + z[b[* +ylc[* + 2|d|%,

koénnen wir ||@y o q)TH%LTref auf die selbe Art und Weise berechnen wie ||¢y, o <1>T||%2(T .- Dies
fithrt auf ’

1 -z pl—az—y
notrlin, = [ [ (e 2al b ol +2ld) dedy de

_ a4+ b+ |ef? + |d]?
24 '

Um einzusehen, dass die erste Aquivalenzkonstante in (2.26) durch C; = 1 gegeben ist, betrach-
ten wir
161 0 @717 1, — 60 0 P2l Z2r,, ) =

1
m(\a—bIQ—i-]a—c\Z—i-\a—d]Q—i-]b—c\Q—Hb—d\Q—i—\c—d]Q).

Da wir auf eine Abschétzung
165 0 77 7, — 61 0 PrlF2(g,,,) >0 (2.28)

abzielen, ist der pessimistischste Fall im Sinne einer Minimierung von 1—50 (Jla—b*+]a—c*+
la—d]*+ b —c|*+ |b—d|* + |c — d|?) durch dic Anwendung a = b = ¢ = d # 0 abgedeckt.
Dennoch ist auch unter dieser Koeffizientenwahl Abschitzung (2.28) giiltig und daher die Wahl
C1 = 1 zuléssig.

Um die obere Aquivalenzkonstante Cy = 5 in (2.26) einzusehen, betrachten wir

1
5ll¢n © 21l 72(r, ) — b1 © @rlli 1, = Slatbtest d|*.
Unter der Bedingung, dass
Slldn o @1l 720z, — b0 o @l 1 >0 (2:29)

gilt, ist der schlimmste Fall im Sinne einer Minimierung von ﬁ|a + b + ¢ + d|? dann erreicht,
wenn a = —b, ¢ = d = 0 oder eine dazu dquivalente Wahl getroffen wird. Da diese Kombination
noch immer die Giiltigkeit von (2.29) erfiillt, ist die Wahl Cy = 5 zuléissig.

Damit ist die Aussage des Lemmas vollstindig bewiesen. O
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Lemma 2.2.4. Sei ¢j, € Vi und ¥ € C(Q;R3). Dann gilt folgende Identitit

(Dr: V)0 = (P Tn(¥)) - (2.30)

Dies stellt eine Invarianz des Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts gegeniiber dem nodalen In-
terpolanten Iy, dar.

Beweis. Wir betrachten die rechte Seite von (2.30) und setzen die Definition der diskreten
Bilinearform (-, ) o und des nodalen Interpolationsoperators 7y, ein

(¢h,Ih("/’))h,Q:/QIh <¢h, Z 1/)(Zi),8i> dx

z; €N},
- Z /<¢h(Z€)7 Z ¥(z:)5; (Zz)>ﬁgdx.
zeEN;, ¢ 2, €N},

Da die nodalen Basisfunktionen {3;} durch die Kronecker Eigenschaft charakterisiert werden,
d.h. es gilt §;(zp) = d; fiir i, =1,..., N, erhalten wir

T = X [ @ula0blan)) frix.

Z[GNh

Nach Definition von (-, ), o gilt daher
(¢hth(¢))h,Q = (¢h7¢)h,9

und verifiziert damit die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 2.2.5. FEs gilt

| Tl ix— [ (@nwn) ix
Q Q

< ChllgnllL2 ) V¥l 2 ) (2.31)

fiir alle Funktionen @y,%; € V), mit einer Konstante C > 0, die unabhingig von der Netzweite
h ist.

Beweis. In einem ersten Schritt bedienen wir uns der Lokalitit der L'-Norm, setzen die Holdersche
Ungleichung ein und erhalten unter Beriicksichtigung von P(T;R3) C ker(Z;, — 1)

< N@h = Dn Yl 110
=3 @ - D)

‘ [ Tittonnix— [ @nn)ax

(1)
TET,
< Z T2 1T — 1) ((bnswon — ¥u)ll 2
TET,

mit 4, einer beliebigen Funktion aus P°(T; R?). Im Folgenden wéhlen wir 9, = 1/|T| [.9), dx.
Nach dem Approximationssatz und der inversen Abschéitzung gilt
1(Zn = D)({bn o = B))llz2ery < B2ID*(bn o = i)l 2y
S IV @n ¥ — )l 21y
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Dies fithrt zusammen mit der Beobachtung ||XhHL2(T)|T|1/2 >~ |[xnll1(r) filr beliebiges x; €
P4(T;R?) mit ¢ € N, die auf einem einfachen Skalierungsargument beruht, auf

T2 (Zh — 1) (n%n — )2y = (T — 1 ((Sn,%n — Bi)) 217y
S IV @n, Y — V)l (1)
Anwenden der Produktregel und erneutes Einsetzen der Holderschen Ungleichung zeigt
1(Zn — 1) ((bn¥n — V)l ery S PIVbn 0 — 1)) + (b0, Vo)l (1)
<h (HV%HB(T)H‘/% —pllr2(r) + H¢hHL2(T)HV¢hHL2(T)) :

Wir bedienen uns nun der inversen Abschitzung fiir den ersten Faktor des ersten Summanden
der rechten Seite, wihrend wir fiir den zweiten Faktor die Poincarésche Ungleichungen bemiihen
und sehen

1(Zrn — D)USn, V)l ry S PlIdnll L2y VORI L2 (1)

Schliefllich zeigt Summation iiber alle Elemente T' € T, und Anwenden der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung das gewiinschte Resultat. O

Lemma 2.2.6. Es gibt eine von der Netzweite h unabhingige Konstante C > 0, sodass
[T ax— [ ) x| < CHlulao [9l1200 (2.32)

fiir alle Funktionen ¢y, € Vi, und vy, € S%(T;R3) gilt.

Beweis. Wir wenden zunéchst Lemma 2.2.4 an und schéitzen mit der Dreiecksungleichung ab

‘ | zt@nnax— [ (@) i

<

| @ T x| (@0 Tuwn) i
Q Q

_l’_

[ @nziwn)dx— [ @) ax
Q Q

(2.33)

Um den ersten Summanden der rechten Seite weiter abzuschéitzen, nutzen wir Lemma 2.2.5 und
erhalten

/ (0 Tn(Wn))) dx — / (1, Tn(th1)) dx
Q Q

S Mlonllz @I VZh(n) | 2 o)
S hldnllcz) (IV@Zn = D@0l 2) + V¥Rl 2 () -

Wir wenden den Approximationssatz und die inverse Abschéitzung fiir jedes Element T' € 7}, an
und erhalten schlief3lich

| 2@ T x| (@0 Tuwn) i
Q Q

S bliénll L2 @)l Vnl L2 o)

Betrachten wir den zweiten Summanden der rechten Seite von (2.33), so erhalten wir nach lokaler
Anwendung des Approximationssatzes und der inversen Abschitzung

\ [ 600 = 00600 x| S 2061 [ D) S Bl [V

Insgesamt haben wir damit das gewiinschte Resultat verifiziert. O
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Bemerkung 2.2.7. Es gilt zu bemerken, dass nach Lemma 2.2.2—2.2.6 klar ist, dass das Mass-
Lumping des L?-Skalarprodukts eine zuldssige Wahl der diskreten Bilinearform (-, In.q im Sinne
der Forderungen (2.15)—(2.19) darstellt.

2.3 Diskretisierung in der Zeit

Wir betrachten eine uniforme Diskretisierung Uy, des endlichen Zeitintervalls (0, tenq) = (o, t1]U
- U [tj_1,ty). Dabei gilt tg = 0 und t; = teng. Wir bezeichnen die Zeitschrittweite mit k,
wobei k = k; = tj41 —t; fiir j = 0,...,J — 1. Entsprechend dieser Notation wird mit @’ die
Auswertung einer Funktion ¢ € C(€,;R3) zum Zeitpunkt t; dargestellt.
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Kapitel 3

Lineare Diskretisierung der
LLG-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir ein Finite-Elemente-Schema (FE-Schema) niedrigster Ordnung
zur approximativen Losung der LLG-Gleichung vorstellen und analysieren. Zum Zwecke der
Ubersichtlichkeit wiederholen wir unsere Modellgleichung

1
1402 14+ a2
m(0) =my in H'(;S?), (3.2)
Om =0 auf (0,teng) x 002

m; = m X heg(m, f) — m x (m X heg(m,f)), (3.1)

und betonen, dass die Losung m stets die nicht-konvexe Nebenbedingung
lm(¢,x)| =1 fiir fast alle (¢,x) € Q, (3.4)

erfiillt.

Unser Verfahren basiert auf jenem Losungsansatz, der von ALOUGES in [5] fiir ein reduziertes
Modellproblem, ndmlich das Small-Particle-Limit, eingefiihrt wurde. Ein solches Modellproblem
reicht zwar aus, um die Grundidee eines numerischen Verfahrens zu présentieren, stellt jedoch
keine rigorose Analysis fiir ein physikalisch vollstéandiges Modell dar.

Wir erweitern diesen impliziten Ansatz zu einem Time-Splitting-Verfahren und betrachten an-
stelle des vereinfachten effektiven Feldes h.g(m) = Am das totale magnetische Feld unter
Einfluss des Austausches, der Anisotropie, des Streufeldes und des angelegten dufleren Feldes.
Daher findet das totale effektive Feld heg = heg(m, f) folgende Darstellung

2AA K

SIE m — I D®(m) — P(m) +f. (3.5)

heff =
In unserem numerischen Verfahren wird jener Term, der von héchster Ordnung ist — némlich
jener Beitrag, der von der Austauschenergie abhingt — implizit berechnet, wihrend die an-
deren Energiebeitriage explizit behandelt werden. Dies scheint insbesondere fiir die Berechnung
des Streufeldes von Vorteil zu sein, da dieser Anteil aus Sicht der Implementierung sowohl am
speicher- als auch am zeitaufwindigsten ist. In Kapitel 4 wird auf diverse Methoden zur appro-
ximativen Berechnung dieses Energiebausteins eingegangen. Im Folgenden nehmen wir auf die
néherungsweise Berechnung des Streufeldes sowie des angewandten dufleren Feldes, siche Ab-
schnit 3.4, Riicksicht und beziehen dies ebenfalls in unsere Konvergenzanalysis mit ein. Aufler-
dem kommt in unserem numerischen Verfahren das Ersetzen des L?-Skalarprodukts durch eine
diskrete Variante zum Einsatz, um dadurch eine zusétzliche Beschleunigung des Algorithmus’

45
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zu erzielen. Trotz dieser Erweiterungen und der Tatsache, dass wir eine nicht-lineare Gleichung
betrachten, benotigt der numerische Algorithmus nach wie vor nur die Losung eines schwach
besetzten linearen Gleichungssystems pro Zeitschritt. Des Weiteren beweisen wir unbedingte
schwache Konvergenz einer Teilfolge gegen eine globale schwache Losung der LLG-Gleichung.
Hierbei ist das Attribut ,,unbedingt“ so zu interpretieren, dass die Ortsschrittweite h und die
Zeitschrittweite k keiner Kopplung unterliegen, sondern unabhéingig voneinander gegen 0 gehen.

Zunéchst wollen wir in einem einleitenden Abschnitt jene Begriffe und Notation einfiihren, die
wir ausschlieflich in diesem Kapitel verwenden. Des Weiteren werden vorbereitende Lemmata
und Resultate gesammelt, die in spdteren Abschnitten ihre Anwendung finden.

3.1 Notation und Einleitung

Diese Sektion ist der Einfithrung weiterer Notation gewidmet, die wir speziell in diesem Kapitel
verwenden wollen. Dariiber hinaus stellen wir Resultate im Zusammenhang mit diskreten Funk-
tionen @, € V), bzw. my, € M), zusammen.

Wir wihlen den FE-Ansatzraum V;, = S'(7;,;R?) niedrigster Ordnung. Mit Ansatzfunktionen
Bi € SY(Ty) fiir i = 1,..., N aus Kapitel 2 findet er folgende Darstellung

Vh=10n= Z én(z:)Bi| b1 (z;) € R3 fiir alle z; € N,

ziENh

Aus diesem Raum diskreter Funktionen extrahieren wir eine Teilmenge M; C V), die wie folgt
charakterisiert wird

My, = {¢h€Vh

on(z;) € S fiir alle z; € Nh} ;

wobei S? := {x € R3||x| = 1} die 2-Sphiire bezeichnet. Es gilt zu beachten, dass die Aus-
wahl M}, jene Menge an Funktionen repréisentiert, in der wir unsere approximative Losung der
LLG-Gleichung suchen entsprechend der nicht-konvexen Nebenbedingung |m| = 1, siehe (3.4).
Dariiber hinaus definieren wir fiir jede Funktion ¢, = zm Ny, on(zi)5; € My, den Raum

/C¢h = {'I/)h €V

Y (2;) - ¢p(z;) = 0 fir alle z; € Nh} )

die in einem gewissen Sinn das orthogonale Gegenstiick zu jeweils einer Funktion aus M), dar-
stellt.

Da der diskrete Ansatzraum V), endlichdimensional ist, sind alle auf ihm definierten Normen
dquivalent. Das folgende Lemma présentiert eine quantifizierte Aquivalenzrelation im Bezug auf
nodale Auswertung.

Lemma 3.1.1. Sei T}, eine quasi-uniforme und requlire Triangulierung von Q@ C R Dann
existiert eine Konstante C > 0, die lediglich von der Formregularititskonstante o(Ty) und der
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Dimension des Gebiets abhingt, sodass fiir alle 1 < p < oo und alle ¢y, € Vy, die Relation

1
P Y L S YO Lyel " (8 (3.6)
zGNh

erfillt ist.

Beweis. Wir bemerken, dass die Aquivalenzrelation (3.6) gleichbedeutend zu

Crh? Y 1n(z)l” < llbnl] ) < Coh > [on (=)l (3.7)
Z; GNh ZiGNh

ist, wobei C, Co > 0 positive Konstanten darstellen, die durch die Definition C' := max{1/C1, Cy}
mit der Konstante C' > 0 aus (3.6) im Zusammenhang stehen.

Da T}, eine formregulire Triangulierung von Q C R% ist, ist die Anzahl an Elementen T € Tj, die
einen gewissen Knoten beinhalten, gleichméflig beschréinkt durch die Formregularitéitskonstante
o(Tp). Dariiber hinaus impliziert Quasi-Uniformitét, dass es hinreichend ist, folgende Relation
fiir ein beliebiges Element T € T}, zu zeigen

Cihy Y len(@)l” < |ulfor) < Cabh D (2. (3-8)

2, €N (T) z; €N (T)

In einem ersten Schritt wollen wir die Giiltigkeit von (3.8) auf dem Referenzelement Tio¢ priifen.
Dazu betrachten wir die affine Abbildung ®7 : Tyt — T mit der Abbildungsvorschrift &, (z 1”ef)

z; und definieren ah := @y, o ¢7. Insbesondere findet ¢h folgende Darstellung beziiglich der
nodalen Basis am Referenzelement

> n(z)Be

2, €N (T)

Des Weiteren wird durch

Hip=1{ > (@)

z; N (T)

1/p

eine Norm definiert. Aufgrund der Endlichdimensionalitéit konnen wir die Norméquivalenz zwi-
schen ||| pp(7,.,) und [|-[|7,.; am Referenzelement Tief nutzen und erhalten unter Beriicksichtigung
von

Inllp = > @) = Y |8 = 16l

Z; GNh (T) fefe/\/h( ref)

die Aquivalenzrelation

¢ Y mrs [ ol ax<cs S it

2, €N (T) Tret 2,ENL(T)

wobei die auftretenden Konstanten lediglich von T}¢s und von p abhéngen. Insbesondere haben
wir damit die Giiltigkeit von (3.8) auf dem Referenzelement T} nachgewiesen.

In einem zweiten Schritt wollen wir diese Aquivalenz fiir ein beliebiges Element T' € 7y, einsehen.
Nach dem Transformationssatz gilt

ol o= .

ref

|¢ho(I)T|p dx = |detBT|_1/ |¢h|p dx,
T
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wobei Bt die Jacobi Matrix der afﬁne/r\l Abbildung ®7 notiert. Verwenden wir die inverse Trans-
formation @;1, so erhalten wir ¢, = ¢, o @El. Daher gilt insgesamt

/ n P dx = |det By | /
ref

Die Wahl einer konstanten Funktion ¢, impliziert die Existenz einer Konstante C’ > 0, die nur
von der Dimension d des Gebiets abhéngt, sodass

¢h dx.

T
| Tret|

\detBr| = < C'né

gilt. Damit erhalten wir schliellich

16015, 7y < CRENBHIG, 7,y < C'CiRE D [zl
2, ENR(T)

Um auch eine Abschétzung nach unten zu erreichen, bedienen wir uns der Formregularitiat der
Familie von Triangulierungen 7; und erhalten demnach folgende Abschiitzung fiir eine Konstante
C">0

\detBr| > C"hé-.

Daher gilt

~ P
I80l0ry = €0 [ [ ax = crClng 3D ionta)r
Tret z; €N (T)

Damit haben wir insgesamt folgende Relation gezeigt

C"Cthg Y oz < |nllTnipy < C'CshE > lbn(z)P.
2, €N (T) z; ENy(T)

Dies gleicht (3.8) und beschliefit daher den Beweis. O

Im folgenden Lemma beschéftigen wir uns mit der Quantifizierung einer knotenweisen Auswer-
tung im Gegensatz zu einer generischen Evaluation einer Funktion ¢, € My,.

Lemma 3.1.2. Fir jedes Element T einer quasi-uniformen Triangulierung Tp, von Q C R? und
jede Funktion ¢ € My, gilt fiir alle x € T die Abschitzung

| 1o (x)] = 1| < h[Ven(x)|. (3.9)

Insbesondere lisst sich daraus fir alle x € Q einfach die Abschdtzung

[16n G = 1| 2y < RIVSRI 20 (3.10)

ableiten.

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢, auf einem Element T € T},. Nach der Mittelwertunglei-
chung schitzen wir wie folgt ab

ln (x)| = 1] = |l (x)| — | (2s)]| < |@n(x) — bn(z)| < I;leaTX’V%(Z)HX — 7.
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Hierbei bezeichnet z; € N}, einen Eckpunkt des Tetraeders T' € Ty, wihrend x € T lediglich
einen beliebigen Punkt des Tetraeders T beschreibt. Da ¢, € S'(T;R3) gilt, leiten wir daraus

|on(x)| = 1] < h|Vn|r|

ab und haben damit Abschétzung (3.9) bewiesen.
Um die zweite Aussage des Lemmas einzusehen integrieren wir {iber die Quadrate der linken
und rechten Seite {iber das Gebiet T" und summieren iiber alle Elemente T' € 7;,. Wir erhalten

X — 2 X 2 2 X = 2 2 X.
/Q||¢h< ) 1P dx <h T%/T\whm dx = h /Q|v¢h| d

Dies ist gleichbedeutend zu (3.10) und beschlieit daher den Beweis. g

Zuletzt wollen wir eine einfache Identitdt nachpriifen, die spéter einen Beitrag zum Beweis der
unbeschréankten Konvergenz des FE-Schemas leistet.

Lemma 3.1.3. Seien a,b,c € R? mita-b = 0 = a-c. Des Weiteren sei a normiert, d.h.
la| = 1. Dann gilt die Identitit

(axb)-(axc)=b-c (3.11)
fiir alle a,b,c € R3.

Beweis. Wir betrachten die linke Seite von Gleichung (3.11) und erldutern diese

asbz — azbs ac3 — azcy
(axb) - (axc)=|agby —arbs | - | agc1 — aics
arby — azby aicy — azcy

= a%bgcg — agagbacg — asazbses + angCQ
+ a%blcl — ajagbscr — ajasbies + a%bgcg
+ a%bQCQ — aiasbica — ajasbocy + a%blcl.
Einfaches Umformen und Zusammenfassen zeigt Aquivalenz zu
(a X b) . (a X C) = a%(bQCQ + bgcg) + a%(blcl + bgcg) + ag(blcl + b262)
— ajci(agbs + azbz) — azca(a1by + azbs) — azces(arby + azbz).
Beziehen wir die Gleichheit b - ¢ = bicqy + baco + b3eg mit ein, so liefert dies
(axb) - (axc)=a?b-c—albc; +a3b-c—adbycy +aib-c— adbscs
— arci(agbs + agba) — azca(aiby + asbs) — ascs(a1by + agbs)
= |a|2b - C — a%blcl — a%bQCQ — a%bgcg
— ayci(azbs + azbz) — azez(a1by + agbs) — azcz(arby + azbs)
und unter Beriicksichtigung der Normierung |a| = 1 und weiterer Substitution gilt
(axb) - (axc)=b-c—albic; — adbyco — adbses
— (alcla -b — aijcra1b1 + ascea - b — ascoasbe + azcsa - b — a363a3b3).
Wenden wir die Orthogonalitétsrelation a - b = 0 an, so erhalten wir schliefllich
(axb)-(axc)=b-c+ a%clbl + a%@bg + agc;;bg — a%clbl — a%czbg — CL%Cgbg
=b-c

und beschlieflen damit den Bewelis. O
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3.2 Finite-Elemente-Schema

Das Herleiten eines effizienten FE-Schemas ist das Ziel dieses Abschnitts. Dabei gehen wir
zunédchst dhnlich wie in [5] vor und betrachten daher eine alternative jedoch dquivalente Formu-
lierung der LLG-Gleichung, siehe (1.22). Ausgehend von dieser Darstellung betrachten wir ihre
schwache Formulierung und diskretisieren diese. Im Weiteren geben wir eine spezielle Berech-
nung jener Terme an, die der totalen Energie entspringen. Dies bedeutet im Konkreten, dass
wir den Energiebeitrag des Austausches implizit berechnen, wihrend wir Anisotropie, Streufeld
und dufleres Feld explizit behandeln. Bezugnehmend auf den daraus resultierenden Algorithmus
zeigen wir Existenz und Eindeutigkeit der Losung des diskreten Problems. Dies schliefit den
ersten Unterabschnitt ab.

In einem weiteren Schritt gehen wir von dem zuletzt gewonnen FE-Schema aus und bemiihen au-
Berdem eine approximative Berechnung jener Terme, die die Gestalt einer Massenmatrix haben,
wodurch deren Blocke auf Diagonalgestalt reduziert werden. Wir zeigen fiir das daraus resultie-
rende FE-Schema Existenz und Eindeutigkeit der Losung des linearen Gleichungssystems, das
pro Zeitschritt zu losen ist.

3.2.1 Finite-Elemente-Schema mit Time-Splitting

Wir betrachten die dquivalente Formulierung (1.22) der LLG-Gleichung und wiederholen diese
zum Zwecke der Présentation

am; +m x m; = heg(m, f) — (m - heg(m, f)) m in Q, (3.12)

m(0,x) = my(x) in H'(;S?), (3.13)

O,m =0 auf (0,teng) x OS2 (3.14)
mit

lm(¢,x)] =1 fiir fast alle (¢,x) € Q. (3.15)

Es gilt zu beachten, dass hierbei die Magnetisierung m nicht-lineares Auftreten hat, wihrend
die Zeitableitung der Magnetisierung m; linear in die Gleichung eingeht. Fiir ein diskretes
Losungsverfahren erscheint es daher sinnvoll, nach der unbekannten Zeitableitung der Magneti-
sierung zu suchen und anschlieffend mithilfe eines einseitigen Differenzenquotienten die Magne-
tisierung zu berechnen.

Um diese Idee zu verfolgen und das Auflésen der Gleichung nach der Zeitableitung zu betonen,

setzen wir zunédchst v := my. Des Weiteren wollen wir hervorheben, dass aufgrund der nicht-
konvexen Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall in ., die Relation v.-m = m; -m = %%\mﬁ =0

erfiillt ist. In diesem Sinn erscheint es natiirlich, die Menge der Testfunktionen durch Funktio-
nen aus H!(;R3) N Ky zu charakterisieren, wobei Ky, = {¢ € H'(QR3)|p(x) - m(x) =
0 fur fast alle x € Q}.

Testen wir nun Gleichung (3.12) mit einer Funktion ¥ € Ky, so erhalten wir

a/gv-wdx+/ﬂ<m><v>-wdxz/S]heff(m,f)-wdx.

Wie wir bereits aus den Abschnitten 1.1.1-1.1.4 wissen, lassen sich die Beitrige des totalen
Feldes in einen Term hoherer Ordnung und Beitridge niedrigerer Ordnung zerlegen. Wir fassen
jene Terme, die von niedrigerer Ordnung sind, zusammen und definieren hyy, = hyjoy (m, f) wie
folgt

K

hoy = —mDQ)(m) —P(m) +f =—-CupiD®(m) — P(m) + f (3.16)
0Vt
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und ergénzen dies mit der vereinfachten Schreibweise

24 Y
,U'0M2, ani - — MOME‘

S

Cox := (3.17)

Mit dieser Notation und der Darstellung des effektiven Feldes heg aus (3.5) betrachten wir nun

a/ﬂv-'t,bdx—i—/ﬂ(mxv)-'t,bdX:CeX/QAm-'tpdx—i—/thow(m,f)-’¢dx

und wenden auf jenen Term, der vom Austausch stammt, partielle Integration an, wobei wir die
Randbedingung d,m = 0 auf (0, tenq) x OS2 beriicksichtigen. Damit erhalten wir

a/gv-'tﬁdx—i—/ﬂ(mxv)-'t,bdX:—C’ex/QVm-V't,bdx—i—/thow(m,f)-wdx. (3.18)

Um die schwache Formulierung (3.18) im Ort zu einem Zeitschritt ¢; zu diskretisieren, approxi-

mieren wir m(t;, -) durch eine diskrete Funktion mj € Mj,. In analoger Weise wird die Zeitablei-

tung v der Magnetisierung im Zeitschritt ¢; durch eine diskrete Funktion vfl € K, ; angenihert.
h

Induktiv wird m{l—H, also die Auswertung der diskretisierten Magnetisierung im Zeitschritt ¢;1,

bis auf Normalisierung durch die Summe m{l —|—/<:Vf1 bestimmt. Entsprechend der kontinuierlichen

Eigenschaft m; - m = %%|m|2 = 0, die aufgrund der nicht-konvexen Nebenbedingung |m| =1

fast iiberall in €2, gilt, ist die kanonische Menge der diskreten Testfunktionen durch ¢, € K_;
h

gegeben. Nach Definition gilt daher ¥, (z) mi(z) = 0 fiir alle Knoten z € Nj,.

Betrachten wir nun jene Operatoren die durch das totale effektive Feld induziert werden. Wie aus
Kapitel 1 bereits hervorgeht ist einzig die Diskretisierung fiir jenen Beitrag, der vom Streufeld
induziert wird, nicht offensichtlich. Wir widmen uns ausfiihrlich der Fragestellung nach einer
sinnvollen und effizienten Approximation des Streufeldoperators P durch sein diskretes Pendant
Pr in Kapitel 4. Im aktuellen Kapitel halten wir lediglich die Forderung nach Stabilitét

thnHL2(Q) < Cp HnHLQ(Q) fiir alle n € L2(Q;R3) (319)
und Konvergenz
IPn - Pyl ) 225 0 fiir alle n € L2(;R?) (3.20)

fest. Hierbei bezeichnet Cp > 0 eine von der Netzweite h und Zeitschrittweite & unabhéngige
Konstante.

Bemerkung 3.2.1. Wir bemerken, dass aus (3.19) insbesondere

1Pamd | 20y < Cp |l |12y fiir alle j >0 (3:21)
bzw.

[Prml| 20y < Cp |lml| 2 (3.22)
folgt. Aufierdem bemerken wir, dass aus (3.20)

[Pm — Pym]| 2.y — 0 firh —0 (3.23)

impliziert wird. Um dies einzusehen, betrachten wir

IP(m) — Pa(m)|22q ) = /0 " Pt ) — Pamt, )l g di.
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Aus der Abschitzung ||P(m(t, ) =Pn(m(t, )72y < 2[Pm(t, )[I72 ) +2 [1Pa(m(t, )72 ) <

(2+42C%)|m(¢,)]12, @ < < (242C%)|Q| und unter Beriicksichtigung der endlichen Zeit tenq < 00,
schheﬂen wir aus dem Satz von Lebesgue

[P(m) — Ph(m)HLQ(QT) — 0 firh—0.

Es sei auflerdem bemerkt, dass die im folgenden Abschnitt priasentierte Analysis eine Wahl des
angewandten dufleren Feldes f zulisst, das durch eine Funktion f € L?(Q;) = L?((0, tena); L*(R2)),
f € C([0,tena); L2(Q)) oder £ € C(Q,) gegeben ist. In jedem Fall ist eine Diskretisierung des
dueren Feldes in der Zeit notwendig. Zusétzlich ist auch eine Approximation im Ort moglich.
Im Folgenden bezeichnen wir durch f}; mit

fri(t,x) = £(x) fiir t; <t <tj1; und x € Q (3.24)

das im Ort und in der Zeit approximierte angelegte duflere Feld. Hierbei gibt es verschiedene
Moglichkeiten, die diskrete Funktion fg zu definieren. Fiir weitere Details sei der Leser auf
Abschnitt 3.4 verwiesen.

Im Wesentlichen fordern wir fiir die Approximation f;; des angelegten dufleren Feldes die Ei-
genschaft

If — frll 2,y — 0 fiir (h, k) — 0. (3.25)

Mit diesem Diskretisierungsschritt deduzieren wir nun aus der schwachen Formulierung (3.18)
folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.2.2. Input: Startmagnetisierung mg € My, Dimpfungsparameter o > 0.

(i) Finde V{L € K i, sodass fir alle Testfunktionen ¢, € K_, folgende Gleichung gilt
h h

a/vﬂ-z/)hdx—i—/(mi xvi)-'t,bhdx
Q Q

' o (3.26)
= —Cex/ Vmil -V, dx + / hlow(mil,fi) -y, dx.
Q Q
.. . J+1,y  ml(2)+kvi(z) . .
(ii) Definiere m)™" € M, durch m;" (z) = Tt @) kv (@)] fiir alle z € Ny, und gehe zu (i).
mh z Vh z
Output: Folge von Funktionen vh ek mi als auch m™' € M, fir 7 > 0.

Algorithmus 3.2.2 stellt einen vollstindig expliziten Ansatz zur approximativen Losung von (3.18)
dar. Die im folgenden Abschnitt prasentierte Konvergenzaussage wiirde zwar auch fiir diesen Al-
gorithmus Giiltigkeit haben, allerdings unter der Forderung einer zusétzlichen Bedingung an das
Verhiltnis von Ortsschrittweite und Zeitschrittweite.

Es gilt zu bemerken, dass die jeweils ersten Terme der linken und rechten Seite von (3.26)
zur linearen Warmeleitungsgleichung korrespondieren. Insbesondere ist hierin jener Anteil, der
von der Austauschenergie stammt, enthalten und stellt den Term héchster Ordnung dar. Des
Weiteren beschreiben jene Beitridge, die der Anisotropieenergie, der Streufeldenergie und der
Zeeman-Energie entspringen, Terme niedrigerer Ordnung. Daher erwartet man im Bezug auf
Stabilitéit die Notwendigkeit eines impliziten Ansatzes, damit eine Entkopplung von Ortsschritt-
weite h und Zeitschrittweite £ moglich ist.
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FEinfithrung eines Parameters 0 < 6 < 1 und implizite Berechnung jener Terme, die die Magne-
tisierung enthalten, fiihrt auf folgendes Gleichungssystem

oz/gv{l-'z/)hdx—i—/Q <(mi—i—9kzvi) X vi) <y dx
= —Cex /Q V(m), + 0kv]) - Vapy, dx + /Q Doy (M) + 0kv]  £]) - 4y, dx.

Dies ergibt, unter Beriicksichtigung der Orthogonalitét V{L X vfl = 0, folgenden vollstandig im-
pliziten Algorithmus:

Algorithmus 3.2.3. Input: Startmagnetisierung mg € My, Dimpfungsparameter o« > 0, Pa-
rameter 0 < 0 < 1.

(i) Finde vfl € K,i, sodass fir alle Testfunktionen ¥, € K_; folgende Gleichung gilt
h h

a/ v{l -'z/)hdx—{—/(m;1 X vi) -y dx
N ¢ | | . (3.27)
= —Cox /Q V(mj + 0kvy) - Vb, dx + /Q higy (m), + 0kvy  £)) - 9y, dx.

(z)+kvi(z

(ii) Definiere m{lﬂ € My, durch miﬂ(z) = mz?( kvl ( ;| fiir alle z € Ny, und gehe zu (i).
h z Vh V4

|m

Output: Folge von Funktionen V{l € Km{b als auch mflﬂ e My, firj > 0.

Dieser FE-Ansatz repriisentiert ein klassisches #-Schema. Wir erwarten aufgrund der Ahnlichkeit
zur Wiarmeleitungsgleichung, welche durch ein analoges Schema approximativ gelost werden
kann, unbedingte Stabilitdt von Algorithmus 3.2.3 fiir die Wahl eines Parameters 1/2 < 6 < 1.
Auflerdem stellt der Fall # = 1/2 eine Variante eines Crank-Nicolson-Schemas dar. Fiir 6§ = 0
erfolgt eine explizite Berechnung der Magnetisierung und insbesondere erhalten wir Algorith-
mus 3.2.2. Entsprechend erhélt man hierfiir nur bedingte Stabilitdt im Bezug auf Orts- und
Zeitschrittweite. Schliellich fithrt die Wahl # = 1 auf ein voll implizites Schema.

Es sei bemerkt, dass eine vollstéindige Konvergenzanalysis fiir Algorithmus 3.2.3 vorliegt, die
im Wesentlichen auf jener Argumentation basiert, die in folgendem Unterabschnitt dargelegt
wird. Daher wird in dieser Arbeit génzlich auf eine Analysis beziiglich des impliziten Schemas
verzichtet.

Der Vorteil des impliziten Ansatzes gegeniiber dem expliziten liegt in der unbedingten Konver-
genz des Verfahrens. Dies erlaubt namlich eine Entkopplung der Ortsschrittweite h gegeniiber
der Zeitschrittweite k, was in numerischen Experimenten von Vorteil ist. Allerdings wird jener
Teil des effektiven Feldes, der am aufwindigsten zu berechnen ist, ndmlich das Streufeld, im-
plizit behandelt. Die Berechnung des Streufeldes ist aus Sicht der Implementierung der teuerste
Baustein des Gleichungssystems im Sinne von Speicherkosten und Zeitaufwand. Des Weiteren
ist das Streufeld von niedrigerer Ordnung. Daher erwartet man aus analytischer Sicht nicht die
Notwendigkeit einer impliziten Behandlung dieses Terms. Im folgenden Algorithmus reduzieren
wir die implizite Berechnung auf den Term hochster Ordnung, wihrend alle anderen Beitrége
explizit in das Verfahren eingehen.

Algorithmus 3.2.4. Input: Startmagnetisierung mg e My, Dimpfungsparameter a > 0, Pa-
rameter 0 < 0 < 1.
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(i) Finde V{L € K i, sodass fir alle Testfunktionen ¢, € K_; folgende Gleichung gilt
h h

a/vi-'z/)hdx%—/(mixv{z)-gbhdx
Q Q

. . o (3.28)
— (. / V(mi + 0kvi) - Vapy dx + / By (2], ) - 9 dx.
Q Q

m (z)—l—kvi (z)

-- - j+1 j+1 ]
(i) Definiere i, " € My, durch ™ (z) = \m;;i(Z)+kvi(Z)|

fiir alle z € Ny, und gehe zu (i).

Output: Folge von Funktionen vfl € ICm{L als auch mﬁl e My, firj > 0.

Algorithmus 3.2.4 stellt ein sogenanntes Time-Splitting-Verfahren dar. Im Folgenden wollen wir
charakteristische Eigenschaften der diskreten Magnetisierung mil fiir j > 0 herausarbeiten und
die eindeutige Losbarkeit von Gleichung (3.28) studieren.

Fiir den Moment gehen wir davon aus, dass eine Losung vfl von (3.28) fiir j > 0 existiert. Dies
wird nachfolgend bewiesen, sieche Theorem 3.2.10.

Lemma 3.2.5. Die in Schritt (ii) der zuvor prasentierten Algorithmen 3.2.2, 3.2.3 und 3.2.4
definierte approzimative Magnetisierung m%“ 1st wohldefiniert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt |m{(z)| = 1 fiir alle Knoten z € Nj. Wir betrachten nun
j > 0 und nehmen an, dass |mj (z)| = 1 fiir alle z € N}, gilt. Jetzt zeigen wir, dass dann mgl—H

wohldefiniert ist mit [m] " (z)| = 1 fiir alle z € N,
Die Tatsache, dass v; € Km{l’ impliziert Orthogonalitéiit, d.h. mj (z) - v (z) = 0 fiir alle j > 0
|2 —

und fiir alle Knoten z € Aj,. Nach dem Satz von Pythagoras gilt also |mgl(z) + kv%(z)
lm (2)|? + k2[v] (2)|> > 1. Dies garantiert die Wohldefiniertheit von m) ™" durch die knotenweise
Definition

m{z(z) + kvg(z)

g, (2) + kv, ()]

m) ' (z) = fiir alle z € Nj,.

Gleichzeitig stellt dies fiir alle 7 > 0 und alle Knoten z € N}, die Lingenerhaltung |m{l+1(z)| =1
sicher. O

Lemma 3.2.6. Die in den Algorithmen 3.2.2, 3.2.5 und 5.2.4 ndherungsweise berechnete Ma-
gnetisierung my), ist gleichmdpig beschrinkt in folgendem Sinn

Hm?lHLOO(Q) <1
fir alle 5 > 0.

Beweis. Nach Konstruktion, siche Algorithmen 3.2.2, 3.2.3 und 3.2.4 Schritt (ii), gilt \m%(z)] =
1 fiir alle z € N}, und alle Indizes j > 0. Betrachten wir x € €, so stellen wir fest, dass
es zumindest ein Element T' € 7} gibt, sodass x € T. Durch die Konvexitit des Tetraeders
T = conv{zy,2z2,23,24} € Tj, konnen wir x mit Hilfe von baryzentrischen Koordinaten wie folgt
darstellen

4 4
X = Z Niz; mit X\ >0 und Z A= 1. (3.29)
i=1 i=1
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Wir beachten, dass mil € My, C V, eine affine Funktion représentiert und sich daher in einen
linearen Anteil A € R3*3 und eine Verschiebung t € R? zerlegen lisst

mi(x) = Ax +t.

Setzen wir nun die Darstellung von x mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten ein, siehe (3.29),
so erhalten wir aufgrund der Linearitét

4 4 4 4
=1 =1 =1 =1

4 .
= Z)\Zmi(zz)
i=1

Zusammen mit der Langenerhaltung |m?1(zl)| =1 fiir alle z; € N}, schédtzen wir wie folgt ab

4 4
‘m{l(x)‘ =Y ami@z)| <Y N =1,
i=1 i=1
wodurch die Aussage des Lemmas bewiesen ist. O

Wir fithren eine verkiirzte Schreibweise ein

@) = o [ b dx+0KCos [ Voo Vit x.
V@ntn) = [ (o] x ) - dx,
L (1) = —Cix /Q Vmi - Vi dx + /Q iewe (10, £7) - b, dx (3.30)
- C /Q Vmi - Vi, dx — Co /Q D®(m}) - 9, dx
—Aphmi-«phdx+/ﬂf,{.«phdx,

und kénnen nun die Variationsformulierung aus Schritt (i) aus Algorithmus 3.2.4 in einer kom-
pakteren Schreibweise darstellen

Finde V{l € Kmi’ sodass fiir alle ¥, € Kmfl gilt :

A dos ’ (3.31)
a(vy,n) + b (vi, 1) = L' (n)  fiir alle ¢y, € K.

Wir wollen nun charakteristische Eigenschaften der Bilinearformen a(:,-) und &’(-,-) bzw. der
Linearform L’(-) nachweisen, um anschlieBend Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung der Variationsformulierung (3.31) treffen zu kénnen.

Lemma 3.2.7. Die Bilinearform a(-,-) ist symmetrisch, d.h.

a(@, ) = a(y,¢) fir alle p,9 € H (G R?)

und stetig

a(@,9) < Cellll oy 1¥llmi () fir alle ¢4 € H' (% R)
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mit einer positiven Konstante C. > 0, die unabhdngig von der Netzweite h ist. Die Bilinearform
a(-,-) ist positiv definit fir o > 0, d.h.

a(d,¢) >0 mit a(p,d) =0<= ¢ =0 fir alle ¢ € H (% R?).

Des Weiteren existiert eine Konstante C, > 0, die unabhingig von der Netzweite h ist, sodass
fiir Parameter o, 0k > 0 fiir eine feste Zeitschrittweite k Elliptizitit nachgewiesen wird

a(e, ¢) > Ce||¢”%{1(ﬂ) fiir alle ¢ € H(Q;R?).

Fiir den Fall 0k = 0 ist die Bilinearform a(-,-) elliptisch lediglich auf K_; C H'(Q;R?). Des
h
Weiteren hingt dann die Elliptizititskonstante Ce von K ; und der Dimpfungskonstante o > 0
h
ab.

Beweis. Nach Definition der Bilinearform a(-, -) ist die Symmetrieeigenschaft aufgrund der Sym-
metrie des Skalarprodukts in R? bzw. des Frobenius’schen inneren Produkts gegeben. Des Wei-
teren geht die positive Definitheit aus der Positivitit der Koeffizienten wie folgt hervor

a(¢,¢):a/§2¢-¢dx+9k:Cex/QV¢-V¢dx
— 2dx + 0kCoy | |V|? dx.
a/ﬂw ; /Q\ "

Wir betrachten die Bilinearform a(-,-) fiir beliebige ¢,% € H'(£2; R3) und wenden die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung an

a(¢,1/}):a/ﬂ¢-1,bdx—|—9kCeX/QV¢-V¢dx

@l L2 ¥l 2 ) + OkCex ||Vl 1200 | VWl £2(02)
(o + 0kCex) || 51 () 1% | 111 (02)-

Mit diesen Charakteristiken definiert a(-,-) eine stetige Bilinearform.
Um die Elliptizititseigenschaften der Bilinearform a(¢, @) einzusehen, unterscheiden wir wie
folgt:

<
<

e Wir behandeln zunéchst den Fall 8k > 0.
Wir schlieBen an die Uberlegung zur positiven Definitheit an und schitzen ab

a(e, ) = a/ |” dx + ekcex/ V| dx
Q Q
= aH(ﬁH%Q(Q) + akcexHV(pH%Q(Q)
> min {«, 0kCe } ||¢||%11(Q)

Dies ergibt fiir eine feste Zeitschrittweite &k eine positive Elliptizitéitskonstante

C. := min{a, 0kCey } > 0.

e Fiir den Fall 6k = 0 betrachten wir die Bilinearform a(-,-) auf dem diskreten Teilraum
K., CH L(Q;R?). Um die Elliptizit#t klar zu machen, niitzen wir die Normiquivalenz auf

endlichdimensionalen Rdumen und sehen

a(¢.9) = allg|l72(q) = aClldl 7 (q)

mit einer positiven Konstante C' = C (K > 0, die nur von K ; abhéngt und beschliefien
h

mi)
daher den Beweis.
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Lemma 3.2.8. Die Bilinearform b/ (-,-) ist schief-symmetrisch, d.h. es gilt
V(%) = =V (,8) fir alle ¢, € H' (2 R?).

Im Fall ¢ =1 gilt
V(p,¢) =0 fir alle g € H'(Q;R?).

Dariiber hinaus gilt
v (6, %) <@l @l fir alle ¢,9 € H' (% R?),

wodurch die Stetigkeit von b (-,-) reprdsentiert wird.

Beweis. Betrachten wir die Definition der Bilinearform b/(¢,%) fiir beliebige ¢, € H'(Q;R3),
so ist die Schief-Symmetrie durch ebendiese Eigenschaft des Vektorkreuzprodukts begriindet

b (6,9) :/Q<m§; x¢>-wdx:—/ﬂ<mi; <) - $dx = b (,4).

Die zweite charakteristische Eigenschaft ist aufgrund des Verschwindens des Kreuzprodukts
a x a = 0 fiir beliebige a € R? bzw. der Orthogonalitiitseigenschaft (a x b) - b = 0 fiir alle
a,b € R? einfach einzusehen

V(6.6) = [ (m), % 0)-diix = [ (8x8) m]dx=0.

Wenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf b/ (¢, %) an, so erhalten wir

< (Arm£x¢r2dx>l/2 (/Q r¢r2dx>1/2-

Schliellich fiithrt die gleichméflige Beschrinktheit von m%, siche Lemma 3.2.6, zusammen mit
der Anwendung von |ax b| = |a||b|siny < |a||b|, wobei 7 hier den von a und b eingeschlossenen
Winkel bezeichnet fiir a,b € R?, auf

V() < ‘A(mﬁ < §) -9 dx

) ) 1/2
bi(g,9) < ( / |mi|2|¢|2dx) ]2

A 1/2
< (\\mérr%w<g> / de) Wl

1/2
< ( / |¢|2dx) .

< @l e o) 1¥ Nl 1 ()

und zeigt damit Stetigkeit der Bilinearform b7(-,-) mit einer Konstante C,. = 1.
Damit ist der Beweis vollsténdig. U
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Lemma 3.2.9. L/(-) definiert zu jedem Zeitpunkt t; € [0, tena) und fiir eine feste Ortsschrittweite
h eine stetige Linearform auf K_ ;. Unter der zusditzlichen Annahme
h

17112 (0) < Cext < 00

mit einer positiven Konstante Cex, > 0 definiert LI(-) zu jedem Zeitpunkt tj € [0,tena] und fiir
eine feste Ortsschrittweite h eine stetige Linearform fiir alle Funktionen ¥ € H'(S;R?), d.h. es
qgilt

L) < Cellllgrq) fir alleyp € H'(Q;R?),

wobei C. > 0 von den Koeffizienten der einzelnen Energiebeitrige, Cp, Coxy und dem Volumen
des magnetischen Kdrpers vol(2) abhdngt.

Beweis. Betrachten wir die Definition von L7 (a) fiir ein beliebiges ¥ € H'(£;R?), so erhalten
wir aufgrund der Linearitiit des Integrals, des Skalarprodukts in R? und aller Operatoren, die
durch die Beitrage der totalen Energie induziert werden, sieche Kapitel 1 fiir ein ausfiihrlicheres
Studium der Gibbs Energie, dass L7 (1) eine Linearform auf H!(€;R3) darstellt. Wir erinnern,
dass K m? einen endlichdimensionalen Teilraum von H'(£2;R3) darstellt. Daher ist jede Linear-
form 1nsbesondere stetig, weshalb die erste Aussage des Lemmas klar ist.

Um nun die zweite Aussage des Lemmas zu verifizieren, ist die Stetigkeit der Linearform L7 (1))
fiir alle ¢ € H'(Q;R3) einzusehen. Dazu betrachten wir die involvierten Summanden einzeln. Wir
verifizieren zunéchst, dass jener Beitrag, der von der Austauschenergie stammt, stetig ist. Dazu
wenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an, bedienen uns der Eigenschaft m) € M,
und damit insbesondere der Beobachtung, dass fiir jeden Zeitschritt j und eine feste Ortsschritt-
weite h die diskrete Magnetisierung mJ in H'(2; R?) beschréinkt ist, und erhalten

/vai Vi dx < ||V || r2(0) |Vl 120
< ”mgz”Hl(Q)H"ﬁHHl(Q) S Yl )

Somit haben wir Stetigkeit nachgewiesen. Um diese Eigenschaft auch fiir den Anisotropiebeitrag
zu erhalten, stellen wir die Anisotropiedichte bis auf Konstanten an Hand einer Orthonormalbasis
{e,b1,bs} mit e der sogenannten Easy-Achse dar

2
B(x) =[x — (x-e)? =) (x-b;)? fiir alle x € R®.
i=1

Somit erhalten wir bis auf weitere Konstanten

2
Do(x) = 22(){ -b;)b; fiir alle x € R?.
1=1

Zusammen mit dieser Darstellung und der gleichméfiigen Beschréinktheit von m%, siehe Lem-
ma 3.2.6, schitzen wir wie folgt ab

/th i)bi -9 <

2

> (m] - b;)b;

=1

W1l z2 () < [z 11l 2oy S Il o
L2(Q)
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Betrachten wir den Beitrag des Streufeldes, so zeigt die Stetigkeit von Pj, auf L?(2;R?), sie-
he (3.19), folgendes Resultat

/ﬂphmfl pdx < ||Ppm) || 20l 22 ) < Cpllmd |2 %] 20 S %] )

In analoger Weise erhalten wir fiir jenen Term, der vom #dufleren angelegten Feld f induziert
wird, folgende Abschitzung

[ 8 < ey ey 19l

Hierbei hingt die Konstante ausschliefllich vom diskretisierten dufleren Feld f,{ ab, deren L*-
Norm fiir einen Zeitschritt j und eine feste Ortsschrittweite h nach Voraussetzung endlich ist.
Insgesamt erhalten wir nun

L (¢) = —CeX/QmeL-V’t,bdx—Cani/QDCI)(mi)-'zﬁdx

- / thfl -d)dx—i-/ f,{ - dx
Q Q
< Cell¥ll a0,
wobei die Konstante C. > 0 lediglich von den Koeffizienten der einzelnen Energiebeitréige, Cp,

Cext und dem Volumen des magnetischen Korpers vol(€2) abhéngt. Damit ist die Stetigkeit der
Linearform L7(-) auf H'(£2;R?) vollstindig bewiesen. O

Wir wollen nun mit Hilfe all dieser Feststellungen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
V), € K, der Variationsformulierung (3.31) begriinden. Um dies mit dem Lemma von Lax-
h

Milgram zu argumentieren, ist einzusehen, dass die linke Seite in (3.31) eine stetige und ellip-

tische Bilinearform definiert. Mit Lemma 3.2.7 und Lemma 3.2.8 ist klar, dass die Summe der

Bilinearformen a(-,-) und b/(,-) eine positiv definite Bilinearform auf K_; darstellt. Daher gibt
h

es eine Konstante C, > 0, die nur von den Bilinearformen a(-,-) und (-, -) abhiingt, sodass
a(pn, n) + (b, %n) < Celldnll o[ ¥nll ) fir alle ¢, 95, € K C H'(Q;R?)

gilt. Aulerdem reicht die Elliptizitét von a(-,-) aus, um diese Eigenschaft auch fiir die Summe
zu erhalten, da nach Lemma 3.2.8 b7(¢y,, ¢y,) = 0 fiir alle ¢, € K _; ¢ilt. Es gibt daher in jedem
h

Zeitschritt eine Konstante C. > 0, die ausschliellich von der Bilinearform a(-,-) abhéngt, sodass
folgende Abschitzung gilt

a(n, )+ (dn $n) = a(n. 1) > Celldnlfy () fiir alle ¢, € K, C H'(4R?).

Diese Beobachtungen erlauben uns das Lemma von Lax-Milgram anzuwenden, wodurch die
Existenz einer eindeutigen Losung vi € K ; der Variationsformulierung (3.31) garantiert wird.

Insgesamt ist damit die Aussage des folgenden Theorems klar.
Theorem 3.2.10. Das in Algorithmus 3.2.4 vorgestellte Time-Splitting- Verfahren liefert ein-
deutige Lisungen v; € ICm{L bzw. my € My, fir Indizes j > 0. Insbesondere ist auch fir fizes
(h,k) > 0 die in der Zeit interpolierte approximative Losung mpy der LLG-Gleichung mit
—Jk i1 G+Dk—t
—my (%) + S ——my(x)
k k
fir alle x € Q und alle Zeiten t € [0, tena] mit j = {0,...,J}, sodass t € [jk, (j +1)k), eindeutig.

my (t, X) =
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Wir fassen die bisher erzielten Ergebnisse beziiglich des Time-Splitting-Verfahrens, Algorith-
mus 3.2.4, zusammen. Wir haben bewiesen, dass das Variationsproblem (3.31) aus Schritt (i)
des FE-Schemas 3.2.4 eine eindeutige Losung besitzt. Im Gegensatz zu alternativen Anséitzen
zur approximativen Losung der LLG-Gleichung, benétigt unser Verfahren lediglich die Losung
eines linearen und schwach besetzen Gleichungssystems pro Zeitschritt und bezieht insbesondere
eine explizite Berechnung des Streufeldes mit ein.

3.2.2 Time-Splitting-Verfahren mit diskreter Bilinearform

Um das Verfahren 3.2.4 aus numerischer Sicht noch attraktiver zu machen, bedienen wir uns
spezieller diskreter Bilinearformen mit denen wir das L?-Skalarprodukt annihern. Dabei wer-
den die Eintrige der Massenmatrix nicht analytisch berechnet, sondern lediglich approximativ
gespeichert. Daraus resultiert eine Massenmatrix, die Diagonalgestalt hat.

In Kapitel 2 setzen wir uns genauer mit diesem Thema auseinander und stellen dabei eine
spezielle Wahl dieser diskreten Bilinearform vor, ndmlich das sogenannte Mass-Lumping des
L?-Skalarprodukts. Hier wollen wir lediglich die fiir ein Konvergenzresultat notwendigen Eigen-
schaften der diskreten Bilinearform anfiihren:

e Wir notieren auf C'(Q2; R?) eine Bilinearform durch
(@ 9)na fiir 6,9 € C(GR?), (3.32)

die fiir @p,, ¥, € S'(Th; R?) ein Skalarprodukt darstellt und bezeichnen diese kurz als h-
Bilinearform bzw. h-Skalarprodukt.

e Fiir die durch das h-Skalarprodukt induzierte Norm || - ||? , := (-, )n.0 gilt Aquivalenz zur
L?-Norm

Crowl@nllne < nllr2(0) < Chignlldnllng  fiir alle ¢, € S*(Tp; R?), (3.33)
wobei die positiven Konstanten Cioy, Chigh > 0 von der Netzweite h unabhéngig sind.

e Die h-Bilinearform (-, -)p o erfiillt

(Bn X ¥n,Cn)ne = —(Wn, @ x C)ng  fir alle ¢p, ¥y, n € S'(Th; R?) (3.34)
und geniigt daher insbesondere folgender Orthogonalitétsrelation
(bn X Yr,¥p)no =0 fiir alle ¢y, %), € S'(Th; R?). (3.35)

e Wir betrachten mit S*(7;; R?) und S?(75,; R?) endlichdimensionale Teilriume von H!(£2;R3)N
C(Q;R3). Dann fordern wir fiir alle ¢, € SY(Tp; R?), ), € S*(T; R?) die Abschiitzung

i (80 ¥1)12(0) = (P, ¥n)ne|
im  sup —

0. 3.36
h—=0g, 20 19nllL2@) IV¥rlL2 (3.36)

Fiir den Fall, dass [[¢p|r2(q) = 0 oder |[Vahy[[12(q) = 0, setzen wir voraus, dass der Zihler
bereits verschwindet.

Konvention 3.2.1. Wir definieren fiir ¢ni, ¥nr € PO (U, Xp)

tend
(Dhr, Yur)no, = /0 (Dhis Yhk)n dt,

um 1m Folgenden die Notation einfach zu halten.
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Konvention 3.2.2. Fualls nicht explizit anders gesagt, betrachten wir im Folgenden stets eine
diskrete Bilinearform (-, )n.q, die den Eigenschaften (3.32)~(3.35) sowie der Approzimationsei-
genschaft (3.36) geniigt.

Lemma 3.2.11. Wir definieren durch X, := SY(Tn;R3) einen endlichdimensionalen Teilraum
von HY(Q; R3)NC(Q;R3). Dann gilt fiir beliebige Funktionen ¢y, € Xy Stetigkeit in folgendem
Sinn

(6n, 1) 0 < Celldnll 2o 9l 2 (@)

mit einer positiven Konstante a; > 0, die unabhdngig von der Ortsschrittweite h ist.
Auflerdem gilt fiir beliebige ¢y, € Xy, Elliptizitit in folgendem Sinn

(Pr,Pn)pq > 56H¢h‘|%2(9)

mit einer positiven Konstante E)ve > 0, die ebenfalls unabhdngig von der Ortsschrittweite h ist.

Beweis. Zunéchst wollen wir die Stetigkeitseigenschaft der diskreten Bilinearform (-,-); o ein-
sehen. Dazu bemerken wir, dass fiir alle ¢y, %), € &}, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt.
Daraus deduzieren wir zusammen mit Norméquivalenz (3.33)

1
(@n:¥n)na < [1@nllnoll¥nllne < CTH¢h||L2(Q)||1/JhHL2(Q)-

low

Damit erhalten wir Stetigkeit mit einer positiven Konstante a > 0, die unabhéngig von h ist.

Fiir die Verifikation des zweiten Resultats dieses Lemmas betonen wir, dass fiir die durch das
h-Skalarprodukt induzierte Norm Aquivalenzrelation (3.33) gilt und daher Elliptizitit mit einer
Konstante C, =1/ (C}Qngh) gilt. Dies vervollstéindigt den Beweis.

O

Lemma 3.2.12. Wir betrachten mit S*(Ty,; R3) und S?(Ty; R3) endlichdimensionale Teilrdume
von HY(Q;R3) N C(Q;R3). Es gilt

i (Dnie Y, — (D ¥nk) 2, 0 (3.37)
im sup - .
h=0g,.,. V. #0 ||¢thL2(QT) HV"/)thL?(QT)

wobei das Supremum tiber alle ¢pi, € PO Uy, SY(Th; R?)),¥nr € PO Uy, S*(Th; R3)) genommen
wird.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann wéhlen wir ein hg > 0, sodass fiir eine hinreichend kleine Ortsschritt-
weite h € (0, ho)

|(@n,90) L2() = (D ¥n)nol <

(3.38)

sup
dn. V20 19nll2@) VYRl L2

gilt, wobei das Supremum iiber alle @, € S*(T,;R?),%;, € S?(Ty; R3) betrachtet wird. Dies
resultiert aus Abschitzung (3.36), der unsere diskrete Bilinearform geniigen muss.
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Sei ¢nr € PO Uy, ST (Th; R?)) mit @pp # 0 und ¢ppp € PO (Up, S*(T; R?)) mit Vo # 0. Des
Weiteren sei t; <t < tj4q fiir j € {0,...,J — 1}. Dann setzen wir ¢;, = ¢pi(t) und ¥, = ¥pi(t)
fiir fast alle ¢ € (0, tenq). Wir betrachten

| (@ ¥ni) 20, — (Bhis Yridno, | ‘f (s ¥nr) r2(0) = (Bnks Vi), Q)‘
nkllL2 @) IV¥nell L2, nkll L2 [[V¥nell 2.
[@nll IVhrll [ @nkll [Vebnell
- o [ (Dnies k) r2(0) — (Bhes Ynk)no
N hklL2(2,) hklL2(2,)
[ @nk [Vonil
> éj*l |(brks Ynr) r2(02) — Bhis Yk )|
0nkll 22y IV¥REl 202 '

Da ¢y, ¥ jeweils konstant in der Zeit sind, unterscheiden wir fiir jedes Zeitintervall wie folgt:

e Falls [|n][z2(0) # 0 und [Vl r2(q) # O gilt, kénnen wir aufgrund von ¢, € SY(Ty; R?)
und ¥, € S%(Tp,; R3) nach (3.38) wie folgt abschitzen

[(Dr, 1) 12(0) — (Bh, ¥ )n0| c w [(bn,%1) 12(0) — (Bn:¥n)n0| ..
lonllz @ IVeRllz)  ~ envenzo  Onllee@ IVeRIl2)

Daher liegt fiir diesen Beitrag insbesondere folgende Abschéitzung vor

|(br.%n)12(0) — Bh,¥i)nal < elldnllrz)lVenllrz ), (3.39)

sofern h € (0, hy) gilt. Wir bemerken, dass € und damit auch hg unabhéngig vom betrach-
teten Zeitintervall sind.

e Falls H¢hHL2(Q) = H¢hk(t)HL2(Q) = 0 oder HV'RthLQ(Q) = vahk(t)HLQ(Q) =0 gilt, dann
verschwindet der zugehoérige Summand des Zeitintegrals nach Voraussetzung (3.36), der
unsere diskrete Bilinearform geniigen muss. Daher gilt Fehlerabschétzung (3.39) trivialer-
weise.

Damit erhalten wir insgesamt

| (D ¥ri) 12(2,) = (Prks Yri)n, | <. Joomd el 22 @) HV"/’thLQ
|@nkllL2(o.) HV"/’thLQ Q) H¢thL2 Y IVPRl 20

Dies liefert zusammen mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

en ten 2
| (D Vi) 1202, — (¢hk,"/)hk)h,97‘ \/fo *Nbnnl72 (0 \/fo “NVPnell72 ) _
|@nkllL2 @) IV¥REll L2, ) B [énkll2 ) IV¥nEll L2, -

Da dieses Resultat fiir eine beliebig kleine Konstante ¢ > 0 und alle ¢y € PO(Ux, S*(Th; R?))
mit @i # 0 und P € PO Uy, S(Th; R?)) mit Vapus # 0 gilt, haben wir damit die Aussage des

Lemmas verifiziert. U

Lemma 3.2.13. Wir betrachten mit Xj, := S'(Ty; R3) einen endlichdimensionalen Teilraum von
HY(Q;R3) N C(QR?). Seien ¢, Yix € PO (U, Xn) und ¥ € C§(Q,), wobei ¢pi gleichmdpig in
L?(€2;) beschrinkt ist und ¥y, gleichmdpig beschrinkt in L2(H') ist. Dann wird durch Tp, (¥ %
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V), wobei Iy, den nodalen Interpolanten bezeichnet, eine weitere Funktion definiert, die beziiglich
der Ortskomponente eine Funktion aus S'(Tp;R3) darstellt. Es gilt

Jimn | (@, T (Wi X ¥)g 0, = Bk Yk X W) ()| = 0 (3.40)
und unter der zusditzlichen Annahme, dass Ypr in L () gleichmdflig beschrankt ist, gilt
%ii% ‘("phk X @k, In (Ve X ©)) . — Wnk X Sk, Y X W) 12 | = 0. (3.41)

Beweis. Wir gliedern den Beweis in zwei Schritte, wobei wir im ersten (3.40) nachweisen,
wéhrend wir im zweiten (3.41) einsehen wollen.

Wir betrachten zunéchst den Betrag der Differenz der beiden auftretenden Bilinearformen und
wenden die Dreiecksungleichung an

‘(¢hkth (%nk X ¥))nq, = (Prk, nr X \II)LQ(QT)‘
(Dnk> Ln Wnk X V) 0, — (Drks Ln (Ynr X \I’))LQ(QT)‘ (3.42)

+ ‘(‘ﬁhk,zh (Ynk X W) 120,y = (Bnks Yk X \I])LQ(QT)‘ :

<

Um einzusehen, dass ||VZ,($nr x V)||12(q,) gleichméBig beschrinkt ist, bedienen wir uns der
Dreiecksungleichung und setzen sodann den Approximationssatz ein

IVZh(ne X )2,y < 1 Z0(@nk X W) = e X Y| p2 gy + [k X Ul g2
S Mnkll 2y ¥ lwzee .y + 10nkll 2y ¥ [Twree (.-

Nach Voraussetzung (3.36) konnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
|6nkllr2(,) > 0 und [[VZu($ne X ¥)|l12(q,) > 0 gilt. Damit und da Zp,(px x ¥) beziiglich der
Ortskomponente eine Funktion aus S!'(7,;R?) darstellt, erhalten wir nach Lemma 3.2.12

}13{)% ‘(¢hk,Ih $nk < Y)pa, — (ks In (Prr X \I]))LQ(QT)‘ =0.

Wir betrachten nun den zweiten Summanden der rechten Seite von (3.42) und schétzen unter
Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung wie folgt ab

‘(¢hk,Ih (%nk X V) 20,y = (Db ik X \I])L2(QT)‘

(B, (Tn = 1) (o X 0) 2|
< @nkll 2 ) 1(Zh = 1) @nie X ¥) 120,y -

Des Weiteren beachten wir die Lokalitéit der L?-Norm und schiitzen daher mit dem Approxima-
tionssatz fiir alle Elemente T € T}, den zweiten Faktor der rechten Seite weiter ab

1(Zn = D)@k X ©)(Es ) 20y S B2 @ns x O ) 2y
S I nn (s ) a2y 1Y (¢, ) [z (1)
= 1|l nk (s ) (o 1 (¢, ) lwzeoo (1)

wobei die Produktregel zum Einsatz kam und die Affinitét von 4y, genutzt wurde. Summieren
wir nun iiber alle Elemente T' € 7}, und integrieren iiber die Zeit, dann erhalten wir

(Bnies Zn Yk X V)20, ) = (Prk, nk X V) p2(q,)

S W2 1nkll L2,y 10mel L2 1 w200 (@, -
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Beachtet man, dass @pr in L?(€,) gleichmiBig beschrinkt ist und auBerdem 4y, in L2(H?')
gleichméflig beschrinkt ist, so ist klar, dass

‘(¢hkth (%nk X W) 120,y = (Prr, Yk X \II)LQ(QT)‘ = O(n?)

gilt.
Damit haben wir insgesamt die Aussage

lim ‘(¢hk,1h &nk X ¥))pa, = (Prk, Phr X \I’)L2(QT)‘ =0
bewiesen und insbesondere die Behauptung aus (3.40) verifiziert.

Um nun Eigenschaft (3.41) nachzuweisen, gehen wir wie im ersten Schritt des Beweises vor und
erhalten mit der Dreiecksungleichung

‘(%bhk X Onies In (Ynk X W)y, — (Wnk X Gk, Yur X ‘I’)L2(QT)‘
< ‘("phk X Gnies In (i X W) .0, — (Wnk X Snk, Tn (Pi; X \I/))LQ(QT)‘ (3.43)
+ ‘(%bhk X Ok, In Yk X W) 2.y = ($hk X Gnks Pk X \I])L2(QT)‘ :

Zunichst betrachten wir den ersten Summanden der rechten Seite und bedienen uns der Re-
chenregeln des Vektorkreuzprodukts

‘(%bhk X Oty In (Ynke X V) o, — @k X Gk Tn (P X ‘I’))L2(QT)‘

= ‘(¢hk7¢hk X I (%nk X ¥))pqa, — (Bnks ¥k X In (Ynx < \I/))LQ(QT)‘ :

Wir erinnern, dass Zj, (¥ x ¥) beziiglich der Ortskomponente eine Funktion aus S'(7,; R?) dar-
stellt und daher 95, X Z (¥ X V) beziiglich der Ortskomponente eine Funktion aus S%(7y,; R3)
ist. Wir schétzen nun wie folgt ab

IV @ne X Zn (e X ¥))|I2(0,)
< IVnel 2@ 1Zh(@ne < W)l Lo @,y + 1¥nkl oo (@) VTR (@ X ©) 220,

und bemerken, dass alle auftretenden Terme gleichméfig beschrankt sind. Dies erlaubt uns
Lemma 3.2.12 anzuwenden und wir sehen

illig%) ‘(whk X Onies In (Yrre X V) o, — @nk X Ok T (P X \I/))LQ(QT)‘ =0

Den zweiten Summanden der rechten Seiten von (3.43) schétzen wir wie im ersten Schritt des
Beweises mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ab

‘(@bhk X Gk In Yk X W) 20,y — @hk X Bhies Pk X \I])LQ(QT)‘
< [ ¥nke X bnkll L2,y 1(Zh = 1) @ne X ¥)|l2(q, ) -

Wir bemerken, dass der zweite Faktor der rechten Seite bereits im ersten Schritt des Beweises
weiter abgeschétzt wurde. Unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Voraussetzung, die besagt,
dass ¥pk in L(Q;) gleichmifBig beschrinkt ist, erhalten wir daher insgesamt

Wk X Gnks In (Ynk X ¥))p2(0,) = @k X Suks Yuk X W) 120,

S W2 1nkll L2,y 10mel L2 12 w200 (@, -
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Unter Beachtung der Voraussetzungen an ¢px und 9y, sehen wir damit schliellich

Wik X Gnks Tn Wik X ) 1200 — @nk X Suks Yk X W) 2 | = O(A?)

ein und haben damit insgesamt Konvergenzaussage (3.41) verifiziert. O

Mit der Einfithrung der h-Bilinearform deduzieren wir aus dem Time-Splitting-Verfahren 3.2.4
folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.2.14. Input: Startmagnetisierung mg e My, Dimpfungsparameter o > 0,

Parameter 0 < 60 < 1.

(i) Finde vfl € K i, sodass fiir alle Testfunktionen ¥, € K_; folgende Gleichung gilt
h h

o (vi,iph) + <m§1 X V{Mﬁh)

RO iXe)

o o (3.44)
= ~Cox (V0 +05%]), V) |, o+ (B (], £1). 91

L2(9)

(ii) Definiere mﬁl € My, durch mﬁl(z) = % fiir alle z € Ny, und gehe zu (i).
mh z Vh V4

Output: Folge von Funktionen V{l € Kmi als auch mflﬂ e My, firj>0.

Das FE-Schema 3.2.14 stellt ebenfalls ein Time-Splitting-Verfahren dar. Der Vorteil dieses Ver-
fahrens gegeniiber den bisher prisentierten liegt in der Verwendung der diskreten Bilinearform,
die tatsdchlich strukturelle Vorziige mit sich bringt, siehe Kapitel 5 fiir weitere Details.

Wir diskutieren zunéchst die eindeutige Losbarkeit von Gleichung (3.44) und présentieren im
folgenden Abschnitt eine rigorose Konvergenzanalysis. Auflerdem dient dieser Algorithmus als
Grundlage fiir die in Kapitel 6 vorgestellten numerischen Experimente, mit denen unter ande-
rem die Stabilitdt des Verfahrens im Bezug auf den kritischen Parameter « diskutiert werden soll.

Bemerkung 3.2.15. Wir bemerken, dass eine Definition der diskreten Bilinearform (-, )n.0
als L?-Skalarprodukt offensichtlich eine zulissige Wahl ist. Dabei ist klar, dass hierfiir Algorith-
mus 3.2.14 ident zum FE-Schema 3.2./ ist. Insbesondere liegt mit dem folgenden Abschnitt eine
vollstindig ausgearbeitete Konvergenzanalysis ebenfalls fir das Time-Splitting- Verfahren 3.2.4
vor.

Bemerkung 3.2.16. Allen vier Ansdtzen ist gemeinsam, dass stets nur ein lineares Gleichungs-
system pro Zeitschritt zu lésen ist. Wie bereits erwdhnt, liegt dies an der Idee, das System nach

i+1 ..
vi anstelle von mil bzw. ml T 2w losen.

Konvention 3.2.3. Da wir in dieser Arbeit den Fokus auf das zuletzt praisentierte Verfahren
legen, siehe Algorithmus 3.2.14, nehmen wir im Folgenden stets Bezug auf ebendiesen Algorith-
mus.

Die Aussagen der folgenden beiden Lemmata gleichen jenen aus Lemma 3.2.5 und Lemma 3.2.6.
Da es sich hierbei lediglich um Beobachtungen handelt, die vom zu lésenden linearen Glei-
chungssystem unabhéngig sind, lassen sich die Beweise auf die folgenden Feststellungen wortlich
iibertragen. Daher verzichten wir auf eine exakte Argumentation.
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Lemma 3.2.17. Wir betrachten Algorithmus 3.2.14. Die in Schritt (ii) definierte approzimative
Magnetisierung m{lﬂ ist wohldefiniert. O

Lemma 3.2.18. Die in Algorithmus 3.2.14 ndherungsweise berechnete Magnetisierung mfl 1st
gleichmdflig beschrdnkt in folgendem Sinn

[m || ooy < 1

fir alle 5 > 0. O

Mit der verkiirzten Schreibweise
an(bn, ¥n) = a(dn,¥n)y o + 0kCex (Vén, Vbi) 2 (q) »
b Grbn) = (m) x duothn)
j _ J J gl
L hn) = ~Cox (V. V1) |+ (b (o ). 60) |, (3.45)

2(Q
= —Cu <Vmi, thh) e Coani <D<1>(mi),gbh>

B <thg“¢h>L2(Q) + <fi’¢h>L2(Q)

kénnen wir die Variationsformulierung aus Schritt (i) aus Algorithmus 3.2.14 in einer kompak-
teren Schreibweise darstellen

L2(9)

Finde vfl € ICm{L , sodass fiir alle 9, € Km{l gilt :

| o A 3.46
an(vy, ¥n) + b, (i, ¥n) = L7 ()  fiir alle ¢y, € Kmfl' o

Im Folgenden wollen wir charakteristische Eigenschaften der Bilinearformen ay(-,-) und b{l(-, )
festhalten und nachweisen, um anschliefend Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung der Variationsformulierung (3.46) treffen zu kénnen.

Lemma 3.2.19. FEs existiert eine Konstante C. > 0, die vom diskreten Teilraum K_; abhdingt,
h
sodass Stetigkeit gilt

an(@nn) + b, (b, ) < Celldnll oy Wonll ey fiir alle ¢p, 1y € Kong

Des Weiteren gibt es eine Konstante Cy > 0, die unabhdngig von der Ortsschrittweite h ist,
sodass fiir Parameter o, 0k > 0 fiir eine feste Zeitschrittweite k Elliptizitdt, d.h.

an(@n,dn) + 0}, (@0 1) = Cellgnllip ) fiir alle ¢y € K,y

nachgewiesen wird.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber gliedern wir den Beweis in zwei Teile, wobei wir im ersten
Schritt die Stetigkeitseigenschaft der Summe ay(-,-) 4 b} (-, -) nachweisen. Schlielich verifizieren
wir im letzten Abschnitt des Beweises die Elliptizitéit von a(-,-) + by (-, ).

e Zunéchst weisen wir die Stetigkeit der Bilinearform ay(+,-) nach. Dazu bemiihen wir die
Beschranktheitseigenschaft der diskreten Bilinearform (-, )5 q, die aus Lemma 3.2.11 her-
vorgeht, und erhalten

an(@n,¥n) = a (on,¥n)y o + 0kCex (Vén, Vi) 12(q
< Oé@vcH¢hHL2(Q)H¢hHL2(Q) + 0kCex VORI L2 V¥R 2 (0)
< (i + 0kCoe) Il o) 001120
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Nach Definition ist bi(-, -) aufgrund der Verkniipfung von linearen bzw. bilinearen Abbil-
dungen ebenfalls bilinear. Da wir uns auf einem endlichdimensionalen Teilraum K _; C
h

H'(Q) befinden, schliefen wir daraus bereits Stetigkeit. Insbesondere ergibt sich damit die
Existenz einer Konstante C. > 0, sodass

an(bn,¥n) + 0], (dn, Y1) < Celldnll 1 o 1l 1 )
gilt.

e Um Elliptizitit der Summe ay(¢y,, ¢h)+bgl(¢h, o) fiir alle ¢, € Km{l einzusehen, bemerken

wir zunéchst, dass nach der Orthogonalitétseigenschaft (3.35) die Bilinearform bgl(-, -) auf

IC_; verschwindet
my,

=0.
hQ

bl (b, d1) = (mi X ¢h,¢h>

Demnach ist lediglich nachzuweisen, dass ap(-,-) elliptisch ist. Wir bedienen uns der
Norméquivalenz (3.33) und sehen

an(@n, dn) = allnll} o + 0kCexl|VOn 720

[0
> 02—||¢h||%2(9) + 0kCox||Vr172 ()
high

] o
> min {CQ—, akcex} H¢h”?{1(ﬂ)
high

Es sei erinnert, dass die Norméquivalenzkonstante Chg, > 0 unabhéngig von h ist und
nach Voraussetzung «, 0k > 0 gilt. Damit liegt Elliptizitidt vor und vervollsténdigt den
Beweis. O

Diese Beobachtungen erlauben uns fiir eine feste Zeitschrittweite k das Lemma von Lax-Milgram
anzuwenden, wodurch die Existenz einer eindeutigen Losung vy € K, der Variationsformulie-
h

rung (3.46) garantiert wird. Insgesamt ist damit die Aussage des folgenden Theorems einsichtig.

Theorem 3.2.20. Das in Algorithmus 3.2.14 vorgestellte Time-Splitting- Verfahren liefert fiir
eine feste Ortsschrittweite h und eine feste Zeitschrittweite k eindeutige Lisungen vj, € K.

. h
bzw. m), € My, fiir Indizes j > 0. Insbesondere ist dann auch fir fives (h,k) > 0 die in der Zeit
interpolierte approximative Lisung mpy der LLG-Gleichung mit

t—jk G+k—t .
Tmﬁl(x) + Tmi(x)

fiir alle x € Q und alle Zeiten t € [0, teng] mit 7 ={0,...,J}, sodass t € [jk, (7 +1)k), eindeutig.

my(t,x) =

Zusammenfassend halten wir fest, dass wir aus Algorithmus 3.2.4 mit einem gestorten L2-
Skalarprodukt, némlich der diskreten Bilinearform (-,-);, o, ein weiteres FE-Schema, siehe Algo-
rithmus 3.2.14, deduziert haben. Fiir dieses Verfahren haben wir die Existenz einer eindeutigen
Losung des Variationsproblems (3.46) aus Schritt (i) des FE-Schemas 3.2.14 verifiziert. Trotz
dieser Erweiterung bené6tigt unser numerisches Verfahren noch immer lediglich die Losung eines
linearen und schwach besetzen Gleichungssystems pro Zeitschritt und bezieht insbesondere eine
explizite Berechnung des Streufeldes mit ein.
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3.3 Konvergenzresultat

Diesen Abschnitt widmen wir der Konvergenzanalysis unseres Time-Splitting-Verfahrens, siehe
Algorithmus 3.2.14.

Bisher haben wir Algorithmus 3.2.14 im Bezug auf Existenz und Eindeutigkeit seiner Losungen
studiert. Dabei haben wir bewiesen, dass der Output dieses FE-Schemas eine eindeutige Folge
von Losungen ist, fiir die jedoch unklar ist, ob diese Folge jemals konvergiert. Insbesondere ist
die Frage nach dem Grenzwert im Fall einer konvergenten Folge géinzlich offen. In diesem Ab-
schnitt wollen wir uns mit diesen Fragestellungen auseinandersetzen und eine rigorose Analysis
fiir eine Konvergenzaussage bereitstellen.

Nachdem wir einfiihrend einige Eigenschaften der diskreten Losungen mgl € My, bzw. v{l Sy o
angefiihrt und bewiesen haben, werden wir unbedingte Konvergenz im schwachen Sinn fiir eing
Teilfolge gegen eine schwache Losung der LLG-Gleichung, siehe Definition 1.3.1, zeigen. Dieses
Resultat rechtfertigt aus analytischer Sicht den Einsatz des numerischen Verfahrens 3.2.14 zur
approximativen Losung der LLG-Gleichung. Gleichzeitig stellt es eines der essentiellen Ziele die-
ser Arbeit dar.

Es sei bemerkt, dass sich die in diesem Abschnitt prisentierten und bewiesenen Konvergenzre-
sultate vollstindig auf Algorithmus 3.2.4 {ibertragen, da beide FE-Schemata ident sind unter
der Wahl der h-Bilinearform als L?-Skalarprodukt.

Der Ubersichtlichkeit halber wiederholen wir die Definition einer schwachen Lésung der LLG-
Gleichung.

Definition 3.3.1. Sei mg € H'(Q;S?) eine bekannte Startmagnetisierung, dann wird m als
schwache Losung der LLG-Gleichung bezeichnet, falls fiir alle Zeiten tonq > 0 folgende Eigen-
schaften erfillt sind

(i) m € H'(2,;S?) mit m(x,0) = mg(x) im Spursinn;

(ii) fir alle ¢ € C$°(Qr; R3) gilt

= Cx Z / (m x 22y gfi dx dt (3.47)

—/ (hlow(m, f) x m) - ¢ dx dt;

T

i) fir fast alle t" € (0,tenq) gilt

i) fiir f llet' € (0 [
1 / 2 2 1 2
— [ |Vm(t,)|*dx + C; lmy|” dxdt < = [ |Vmg|®dx + Cs, (3.48)
2 Ja [0,] X2 2 Ja

wobei die Konstanten C1,Cy > 0 lediglich vom Streufeldoperator P, vom angewandten
dufleren Feld £, dem Gebiet Q) und dem Ddmpfungsparameter a > 0 abhdngen.

Um eine Aussage beziiglich der Variation der diskreten Losungen mfl fiir 5 > 0, die aus un-
serem FE-Schema 3.2.14 hervorgehen, zu erhalten, ist es notig deren Konstruktion genauer zu
studieren. Dies wird in folgendem Lemma getan.
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Lemma 3.3.2. Seien m{l,m{lﬂ e My und V{L € ’Cmi fir alle Iterationsschritte 7 > 0 jene

Losungen, die aus Algorithmus 3.2.14 hervorgehen. Dann gilt

m) " (z) — m) (z)

k

< \Vil(z)] fiir alle j >0, fir alle z € N, (3.49)

Beweis. Zunichst wollen wir nachweisen, dass fiir ein beliebiges € R>( folgende Ungleichung
gilt
2
2—r < —"F
T (1+a)l/?

Dazu fithren wir eine simple Fallunterscheidung durch:

fiir x > 0. (3.50)

e Im Fall z > 2 ist die Aussage offensichtlich korrekt, da die rechte Seite strikt positiv ist,
wéhrend die linke Seite einen Wert kleiner oder gleich 0 annimmt.

e Im Fall z < 2 stellt das nochmalige Quadrieren auf beiden Seiten eine Aquivalenzumformung
dar, da beide Seiten positiv sind, und wir erhalten

2-x)* < :
( 2) s 1+2

Wir fithren einfache Umformungen durch, die uns erlauben unsere letzte Abschéitzung wie
folgt darzustellen

(2-2)*(1+x)—-4<0.

Interpretieren wir die linke Seite als eine reellwertige Funktion f(x):= (2 —z)?(1+x) —4
und untersuchen diese auf Nullstellen, so verifizieren wir fiir x < 3

2-2)?A+2)—d=A—-dz+2)(1+2)—4=2-322=2*(z-3) <0
und haben damit die Giiltigkeit von (3.50) fiir < 2 nachgewiesen.

NT:
Setzen wir in (3.50) z = k? ‘v{l(z)

ein, so erhalten wir

2 2 2
S pr—

<1 + k2 ‘Vi(z) 2> 1/2 (mil(z) + kvfl(z),mil(z) + kv%(z))
2
‘mi(z) + kvl (z)]

2 — k? ‘V;L(Z)

1/2

Es sei bemerkt, dass aufgrund der Relation von K_, zu My, die Linearkombination m%(z) +
h

kvi(z) stets ungleich 0 ist und daher der Nenner der rechte Seite unserer letzten Abschitzung
und insbesondere mflﬂ wohldefiniert sind.

Fiihren wir nun einfache algebraische Umformungen durch, so sehen wir, dass nach Konstruktion
von m{fl(z) in Algorithmus 3.2.14 und aufgrund der Orthogonalitéitsrelation von Kmfl zu My,

2 .
< K|vy (z)]?

m{{H (z) — m{l(z)

P <m§f1(z) ) m{l(z)> =2-2 ‘mi(Z) N kvi(Z)

gilt. Dies ist wegen der Positivitdt aller auftretenden Terme dquivalent zu
- , A
my " (z) — my (2)] < k|vi,(2)]-

Damit ist der Beweis nun vollsténdig. O
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Im folgenden Lemma présentieren wir ein weiteres essentielles Verhéltnis zwischen den Losungen
mgl € My, bzw. V% € K, s, die aus dem Time-Splitting-Verfahren 3.2.14 resultieren.
h

Lemma 3.3.3. Wir betrachten die durch Algorithmus 8.2.14 generierten Ldésungen. Fir alle

Koeffizienten mi, (z), m) ' (z) € §? und v),(z) € R? mit j > 0 und z € Nj, gilt

2
, (3.51)

1 .
< gk ‘V?L(Z)

m! ™ (z) — m! (z i
‘ i <>k QRN

wobei k die Zeitschrittweite bezeichnet.

Beweis. Zunéchst halten wir folgende Beobachtungen fest

‘m{;rl(z) - <m§1(z) + kvi(z))‘ = <m€L(Z) + k‘vi(z)) - ‘

Wir bemerken, dass aus der Orthogonalitétsrelation m%(z) - v} (2z) = 0 und der Normiertheits-

mil(z) + kvi(z)‘ > 1 hervorgeht. Demnach gilt

eigenschaft ]m{l(z)\ = 1 die Abschéitzung

1 . ,
Y F— | |mi () + kv (=)
mi () + ki (2) pobte) ¢ i

m) " (z) — m) (z) — kv)(2)

— ‘m%(z) + kzvi(z)‘ — 1.

Wir streben fiir die rechte Seite eine bessere Abschiatzung an. Dazu zeigen wir

2

< kﬂvﬂ(z)‘ +1.

DO =

‘mgl(z) + kvi(z)

Dies ist einfach einzusehen, indem man beide Seiten quadriert

Vi@ < ktlvie] + k2 Vi)
14+ k% vy (z)| < vy (z)| +E°|vy(z)| +1,

1
4

was dquivalent zu

1 4
0< h (vi(z)

ist. Hierbei haben wir verwendet, dass beide Seiten positiv sind. Insgesamt fithrt uns dies auf
folgende Abschitzung

. . . 1 2
m] " (2) — mi (2) — kv, (2)] < 5K ‘v{z(z) ,
was dquivalent zu
m! T (z) —ml(z) 1| i, 2
h p B —vi(z)| < 51{ ‘vfl(z)
ist. Damit haben wir den Beweis vervollstindigt. O

Der Normalisierungsschritt in unserem numerischen Verfahren, siehe Algorithmus 3.2.14, kommt
auch in verwandten Problemen zum Einsatz. Wir halten im folgenden Resultat fest, dass dieser
mindernd im Bezug auf die Austauschenergie wirkt. Obwohl dieses Ergebnis einfach einzusehen
ist, beweisen wir es der Vollstédndigkeit halber.
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Lemma 3.3.4. Sei ¢ € H'(Q;R3) mit |p(x)| > 1 fiir alle x € Q. Dann gilt
vy

/Q el

Diese Abschdtzung zeigt, dass Normalisierung auf eine Minderung der Austauschenergie fiihrt.

2
dx < / \V|? dx. (3.52)
Q

Beweis. In einem ersten Schritt betrachten wir jeweils einen einzelnen Eintrag der Jacobimatri-
zen Vi bzw. V‘—:“o’—‘
i
aCCj

firallei=1,...,3,j=1,...,3,

und

b <£) 8% | — a|<.0|.in.
i 7 5 7 fallei=1,...,3,j=1,..,3. (3.53)
O ™

Es gilt zu beachten, dass (3.53) wie folgt dargestellt werden kann

£ 90i | | — 2 L Opi
8<I<p|)i axj|‘P| ©i To| x;

Ox; |2
_ 1 0pi  ¢F Opi
lpl Oz || Oz

Oy (i B 03 >
ox; \ || o3/

Um nun den Betrag der linken Seite nach oben gegen ‘%:%

abschéitzen zu konnen, zeigen wir

unter Beriicksichtigung der Annahme |p(x)| > 1

‘L _ 9
lol  lel?

Dies ist dquivalent zu folgender Abschitzung
lel* = @] < lel*.

Die Korrektheit dieser Aussage ist einfach einzusehen, da einerseits |p|? = 5’21 Lp? und damit
stets |p|? — ¢? > 0 gilt und andererseits unter Beachtung von |p(x)| > 1 fiir alle x € Q folgende
Relation gilt

ol = @i | = lel® — o7 < leol* < lool.
Insgesamt haben wir damit

0 <|‘%)i < ‘a%’

firallei=1,...,3,j=1,...,3
8.%'] - 8.%'] ur alle 1 ) 77] ) )

gezeigt und gleichzeitig den Beweis abgeschlossen. O
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Die Aussage von Lemma 3.3.4 bezieht sich auf den kontinuierlichen Funktionenraum H!(Q;RR?).
Unser numerisches Verfahren betrachtet allerdings diskrete Funktionen ¢; = zm N, on(zi)5i €
V4. Dies motiviert die Notwendigkeit eines analogen Resultats, welches unserem diskreten Funk-
tionenraum entspricht. In der Arbeit von BARTELS [9] wird ein solches Resultat ausgearbeitet.

Theorem 3.3.5 (Diskrete Energieverminderung (BARTELS [9])). Unter der Bedingung, dass

/ VB;i-VBjdx <0  firallei#j (3.54)
Q

gilt, stimmt die folgende Abschdtzung

= ()

fiir alle Funktionen @, =3, . @r(2i)Bi € Vi mit |$p(zi)] > 1. .

2
dx < / (Vb |? dx (3.55)
Q

Bemerkung 3.3.6. Theorem 3.3.5 stellt eine Relation zwischen einer Bedingung an die Tri-
angulierung T und einem analytischen Attribut dar. Fiir weitere Details sei der Leser auf [9]
verwiesen, worin ein Netz konstruiert wird, sodass Abschitzung (3.55) nicht erfillt ist.

Es sei betont, dass Forderung (3.54) zu einem diskreten Maximumsprinzip korrespondiert. Wie
in [54] gezeigt, ist diese Bedingung in folgenden zwei Fillen erfiillt:

e In 2D, wenn das Netz vom Delaunay-Typ ist, siehe Kapitel 2 fiir eine genaue und anschau-
liche Spezifikation dieses Begriffs.

e In 3D, wenn das Netz ausschliellich aus Tetraedern besteht, deren dihedrale Winkel stets
kleiner als 7/2 sind.

In der Praxis stellt im 2-dimensionalen Raum diese Bedingung keine grofle Herausforderung bzw.
keinen zusétzlichen Aufwand dar, da ohnedies viele Netzgeneratoren Delaunay-Netze konstruie-
ren. Im Fall des 3-dimensionalen Raumes gilt es sicherzustellen, dass die initiale Triangulierung
diese Bedingung bereits erfiillt. Dariiber hinaus ist die weitere Netzverfeinerung so zu wéhlen,
dass die Winkelrelationen in der verfeinerten Triangulierung erhalten bleiben. Ein Beispiel fiir
eine solche Verfeinerungsstrategie wurde in Kapitel 2 vorgeschlagen und ausfiihrlich erklért.

Mit Hilfe der diskreten Losungen mil definieren wir eine Funktion myy : €, — R3 durch affine
Interpolation in der Zeit wie in Theorem 3.2.10 bzw. Theorem 3.2.20 und wiederholen diese

t_jk mj+1(x) + (j + 1)k —1 mj(x)

firt; <t <tjjpundx €, (3.56)

d.h. my;, € S'(Uy; S (Th; R3)) mit U, als das diskrete Zeitnetz fiir [0,tena] = [to,t1] U -+ U
[tj—1,ts]. AuBerdem konnen die approximativen Losungen von Algorithmus 3.2.14 in der Zeit
ebenfalls durch

m,, (t,x) = m{l(x) firt; <t <tj;q und x € Q, (3.57)
Vik(t,x) = vfl(x) firt; <t <tjy;undxe€Q (3.58)

interpretiert werden, d.h. m,, vp; € PO(Uy; S*(Th; R3)).
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Konvention 3.3.1. Im Beweis zum folgenden Theorem bzw. in den Beweisen und Aussagen
der dazugehirigen Lemmata wollen wir der Ubersichtlichkeit halber eine verkiirzte Schreibweise
verwenden. Wir verzichten bei samtlichen Integralen auf die Angabe der Integrationsrichtung dx
bzw. dt. Diese geht ohnedies aus dem Integrationsgebiet hervor.

Das folgende Konvergenzresultat stellt das essentielle Resultat dieses Abschnitts dar. Einerseits
beantwortet es die Frage nach Konvergenz und Grenzwert der mittels Algorithmus 3.2.14 berech-

neten approximativen Losungen und andererseits behandelt es die Existenz schwacher Losungen
der LLG-Gleichung.

Theorem 3.3.7. Sei 0 € (1/2,1] fest gewdhlt und sei Ty, eine Familie von formreguldren Tri-
angulierungen mit Netzweite h — 0, die folgende Bedingung erfillt

/ VBi-VBydx <0  fiirallei # 1. (3.59)
Q

Des Weiteren betrachten wir Algorithmus 3.2.14 mit einer diskreten Bilinearform (-,-)n.q, die

den Anforderungen (3.32)—(3.36) geniigt. Gilt fiir die initiale Magnetisierung m$) — mq in

HY(Q) fiir h — 0, erfiillt der approzimierte Streufeldoperator Py, sowohl
[Prnl[2) < Cplnllr2@)  als auch  [|[Pn—Pyn|2) — 0 fir h — 0 (3.60)

fiir alle n € L?(;R3) mit einer Konstante Cp > 0 und gilt fiir das niherungsweise berechnete
angelegte dufsere Feld

Hf fthLQ —) 0 fUT (h k) — 0, (3.61)

dann konvergiert eine Teilfolge der interpolierten diskreten Magnetisierung mpy aus (3.56)
schwach in H'(2;) gegen eine schwache Lésung m der LLG-Gleichung sofern (h,k) — 0 un-
abhdngig voneinander. ]

Der Ubersichtlichkeit halber sammeln wir zunichst Teilresultate, die wesentlich zum Beweis
von Theorem 3.3.7 beitragen. Des Weiteren streben wir eine rigorose Analysis an und fithren
daher fiir jede Behauptung stets den Beweis direkt anschlieSend aus. Veranschaulicht werden die
einzelnen Zusammenhénge in den Abbildungen 3.1—3.3. Letztendlich fiihrt dies zu einer klareren
und kiirzeren Darstellung des Beweises von Theorem 3.3.7, welcher im Anschluss gefiithrt wird.

Das folgende Lemma beinhaltet essentielle Stabilitdtsaussagen beziiglich der von Algorithmus 3.2.14
produzierten Losungen.

Lemma 3.3.8. Seien mil, ]H e My, und vh ek, fur alle Iterationsschritte j € {0,...,J —

1} jene Lésungen, die von Algomthmus 3.2.14 genemert werden. Dann gilt fiir einen fest gewahlten
Parameter 0 € [1/2,1] folgende Abschitzung

([ [ o)+ € [
_ (9—%) k?/ﬂ‘vviﬁciex (hlow(m{wfg),vﬁwm.

Des Weiteren gilt fiir j € {0,...,J} folgende Abschitzung

Lol 4 o (0= 55 ) 5 [ 1f <} [ i o 6

(3.62)
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Energieverminderung

e kontinuierlich: Lemma 3.3.4
e diskret: Theorem 3.3.5

Stabilitidt im
Diskreten
Lemma 3.3.8

l

Beschranktheit
o VEVvy, in L2(Q;)
Lemma 3.3.15

vV = 3tm
Lemma 3.3.13

Konsequenzen der
Normalisierung

Lemma 3.3.3, Lemma 3.3.2

Beschranktheit
® 1My in Hl(QT)
o vy in L2(€);)

Konvergenz fiir

Mpg, Vik Lemma 3.3.9
Korollar 3.3.10
. a Langenerhaltung
Konvergenz fiir m, Im| =1
Lemma 3.3.11 Lemma 3.3.12

Abbildung 3.1: Zusammenhénge der einzelnen Teilresultate um |m| = 1 fiir den Grenzwert der
Approximation my; der Magnetisierung einzusehen.

wobei alle auftretenden Konstanten positiv sind. Insbesondere wird beschrinktes Wachstum der
diskreten Magnetisierung mil im Ort und beschrinkte Anderung der approximativ berechneten

Zeitableitung v, impliziert, sofern ey > 1/(26) >0 gilt.

Beweis. Zunéchst wollen wir die Giiltigkeit von Abschétzung (3.62) nachweisen. Dazu wihlen
wir die spezielle Testfunktion ) = V{L € Iij und setzen diese in Algorithmus 3.2.14 ein und
h

erhalten

J I J J I
(6] <Vh’vh)hQ + <mh X vh,vh)

o= —CeX/QV(m{l +0kv)) - Vv
i gy
+ (hlow(mhafh),vh>L2(Q) .

Da nach Annahme unsere Triangulierung 73, Relation (3.54) erfiillt, diirfen wir Abschétzung (3.55)
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J +1 daher

anwenden und erhalten fiir |[Vm]" (|2 12(9)

2

1 ; 1
3 [,V =g [ X mi s

Z¢€Nh

1 m? (z;) + kv’
(5 e

z, €N}, (Zl) + th( )

(3.64)
. . 2
J /{? J
:5/ VI, m
0 [, + kv,

<3 [+
2 Ja

Kombination der letzten beiden Resultate zeigt

1 21 12 : : 2 12
—/ Vi, —/ V]| —|—k/Vm€l-VV%—|—k—/ v
2 Ja 2 Ja 0 2 Ja

1 2K Pk (g 2 il
_1 K _ _ 3.65
s vl = 5 vl = (o), o [ o] @9
k

),

IN

AV
— m; XV A% ) .
12(Q) Cex( h T TR

Zunéchst beachten wir, dass nach Eigenschaft (3.35) des h-Skalarprodukts (a, % by, by)p o =
0 fir alle ap, by, € Sl(ﬂl;R‘rs) gilt. Des Weiteren schitzen wir unter Beriicksichtigung der
Norméquivalenzeigenschaft der diskreten Bilinearform (-,-), o wie folgt ab

. . a . 2
—o <Viavi>hﬂ = —%HV;LHB(Q)-

Fiigen wir diese Abschédtzung unter der Definition einer von h unabhéngigen Konstante C =
a/ Cgigh > 0 nun in (3.65) ein, so erhalten wir mit einfachen algebraischen Umformungen

1(/ Vg | 2—/ V]| 2) + ka/‘vif
Q
< (o-g)w ol g i)

und verifizieren Abschétzung (3.62).

Um Stabilitédtsabschéitzung (3.63) einzusehen, summieren wir nun ausgehend von (3.62) iiber die
Indizes 7 = 0,...,7 — 1 auf. Dabei bertiicksichtigen wir, dass die linke Seite eine Teleskopsumme
beinhaltet und sehen

1 12 012 kC A 12 1 21‘—1 jl?
5(/9‘th‘ —A‘th‘>+@;A‘Vh‘ +<9—§>k3 jZOA‘VVh‘

1
(hlow mh7 f] h>

27 (3.66)
k

C
ex _]:0

r2(Q)’
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woraus wir unter Bertiicksichtigung der Wahl von 6 € [%, 1] und der Feststellung
k2 Z;;B o |Vl |2 > 0 folgende Abschétzung ableiten

1 i 2 ka =t |12
3 v e o S [ M
ex _]:0

—1

(3.67)

IA
|
a
>O
[\
+
NA
VR
=
@]
2
5
;Nb
R}
<
=5

Betrachten wir nun jene Terme der rechten Seite, die vom Iterationsindex j abhéingen separat.
Wir fiithren fiir jeden einzelnen einfache Abschitzungen durch. Dabei sei zunéichst an die Defini-
tion der Anisotropiedichte erinnert, wodurch der von ihr induzierte Beitrag bis auf Konstanten
folgende Darstellung findet

2
D®(mj) =2 (mj - b;)b;.
=1

Damit erhalten wir nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
5

Des Weiteren fassen wir jenen Term, der der Streufeldenergie entspringt, ins Auge und fithren
folgende Abschétzung durch

(D(b(mi)’vi;)m(n) = HDq)(m{L)‘ j‘

L2(Q) th

L2(Q) L2(Q) Hvi‘ L2(Q)

I I
(Pu(mi). v, o)

< o]

p [mi

J
v

L = L2(Q)
) 2(Q) L2(Q) H L2(Q) H

Schliellich betrachten wir den Beitrag des angelegten dufleren Feldes und erhalten
(55%) g = [ 1]

Fiithren wir diese Abschitzungen zusammen und kombinieren sie mit (3.67), so liegt folgende
Abschitzung vor

1 P12 ]{?a i |12
3 Vi e e S [ M
ex _]:0

1 k i—1 )
< 5/9‘Vm2‘2_|_ C_exzo ((203n1+C’P) Hm{l‘

£2(9)

vo |

h L2(9)

fj‘

) M

Insbesondere impliziert dies unter Anwendung der Youngschen Ungleichung auf den zweiten
Summanden der rechten Seite

1 2 KO [
3 LI 2 3 [
ex _]:0

1

i—1

+ C’“ 3 (%Y <<2cani + Cp) i

J=0

v |

)

. 2 .
o ) + 2 i)
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mit ey > 0 beliebig wahlbar. Absorbieren wir jene Terme der rechten Seite, die von V{L abhéngen,
so sehen wir

%/Q‘Vm%‘Q-FCi@(( _E>Z/‘Vh
< [t (et o] i)

Beachten wir die gleichméBige Beschrénktheit der Magnetisierung \mi(x)\ < 1 fiir alle x € ,
sieche Lemma 3.2.18, so deduzieren wir daraus folgende Stabilitdtsabschitzung

1 ; k
§/Q‘th‘2—|-c—ex< 2€Y>Z/ ‘vh

Z 7 (Cus+ I + 8]

L2(Q)

2
L2(Q) ) '

Erneutes Anwenden der Youngschen Ungleichung auf den zweiten Summanden der rechten Seite,
wobei wir diesmal die spezielle Abschitzung (a + b)? < 2a? + 2b? fiir a,b € R verwenden, und
Einsetzen der Eigenschaft der Triangulierung des Zeitintervalls ki < kJ = t.,q zeigen

é/ﬂ‘Vm’ﬁf*c%(C‘E)Z/‘

<= /‘th‘ +§;]X€Y(20am+c77)

€ ten
<= /\th\ + 2 (90, + Cp)? \QHC Hfthm(ﬂ)

LQ(Q)

EYtend gy
S—/ [Vm|* + c (QCaniJrCP)Q\QHC <Hfhk_fH%2(QT)+HfH%Q(QT)>

€ylend
<= /\V h\ +-7 (2Cani + Cp)? |Q|+C <Cg+||f\|i2(m)>a

ex

wobei einerseits die Konstantheit von f,{ auf jedem Zeitintervall beriicksichtigt wurde und ande-
rerseits die Eigenschaften des diskretisierten angelegten dufleren Feldes fj,j, siche Annahme (3.24)
bzw. (3.25), zum Einsatz kamen und daher eine positive Konstante C¢ > 0 existiert, die von h
und k unabhéngig ist. Wir fithren durch

t
Csum = 5Yéend (2Can1 + CP)

o (G +IEl )

eine positive Konstante Cgy, > 0 ein. Es ist klar, dass diese unabhéngig von h und k ist. Wir
erhalten damit insgesamt

R P S ATl Y AL s

und verifizieren schliefllich Abschéitzung (3.63).
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Es sei bemerkt, dass Abschitzung (3.63) eine lokale Energieabschétzung fiir eine Konstante
ey = ey (C) > 0 darstellt, die von der Ortsschrittweite A unabhéngig ist, sofern folgende Relation
erfillt ist

~ 1 1

C——>0, alsoey >—.

2ey 2C

Da die auftretende Konstante strikt positiv ist, gilt ey > 0 und daher beschrénktes Wachstum
der approximativen Magnetisierung mgl im Ort und beschrédnkte Evolution der ndherungsweise
berechneten Zeitableitung vi.
Damit ist der Beweis nun vollsténdig. O

Im néchsten Lemma beschéftigen wir uns mit Beschrianktheitsaussagen im Bezug auf die von
Algorithmus 3.2.14 erzeugten Losungen. Dabei streben wir gleichméfige Beschrianktheit un-
abhiingig von der Ortsschrittweite A und der Zeitschrittweite k in H'(€2,) fiir die approximative
Magnetisierung my;, bzw. in L?(,) fiir v, an.

Lemma 3.3.9. Flir die in der Zeit interpolierten Ldsungen von Algorithmus 3.2.14 myy bzw.
Ve gilt uniforme Beschrinktheit in H'(Q,) bzw. L*(,) unabhingig von der Ortsschrittweite h
und der Zeitschrittweite k.

Beweis. Um eine Aussage beziiglich der relativen Abweichung von mj zu m{fl pro Zeitschritt

zu gewinnen, bedienen wir uns des Resultats von Lemma 3.1.1 und erhalten

<COh? Z

L2(Q) zoENY,

H j+1 i ||?

mh — 1m

k

Weitere Anwendung von Relation (3.6) und Abschétzung (3.49), die besagt

j+1 | )
‘mh (Z)k mh(z) < \V%(Z)’ fiir alle j > 0, fiir alle z € NV},
zeigt
A 2
m]+1 —m’ . 2 112
it ml’ o 3 ol <l
L2(Q) 79N,

wobei die Konstanten C,C” > 0 aus (3.6) hervorgehen und unabhiingig von der Netzweite h
sind. Da diese Relation fiir alle Zeitschritte j = 0,...,J — 1 gilt, schlieen wir daraus

2 o m%ﬂ —my, / 2
[GEEA PR DY — < C'[vallr2e,) - (3.69)
Jj=0 L2(Q)

Des Weiteren folgt aus der Stabilitédtsabschitzung (3.63)
i||2 ' 2
vahHLz(Q) + C vakll 720,y < C.
Dies zeigt, dass insgesamt uniforme Beschrinktheit gilt

|0smnkl|7 2.y S IVakll72q,) < C, (3.70)
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wobei die positive Konstante C' > 0 unabhéngig von h und k ist. Ferner leiten wir gleichméfige
Beschranktheit des Gradienten wie folgt ab

J—1 tit1 " . . 2
—Jko g1 UGHDE—t_
IVl = Z/ PGt U D TG
i=0 7t L2(Q)
— bt j+112 i 112
< Z/t Vg, 720y + 1V, [l72(q)
i=0 /ti

i
<7,

wobei die Konstante C” > 0 unabhéngig von h und k ist.

Aus dem Beweis zu Lemma 3.2.18 wissen wir, dass Beschrénktheit |mil(x)| < 1 fiir alle x € Q
vorliegt. Daraus schliefen wir insbesondere die Beschréinktheit von myy, da myy lediglich eine
Linearkombination von mil bzw. mf;rl ist und sich fiir t € [jk, (5 + 1)k) wie folgt abschétzen
lasst

pa(t.30] = | 2 0+ T )
- #m?j—l(x) +'%mi(x)
< [mn )| + [ )|

< 2.

Schliellich ergibt sich mit Stabilitdtsabschétzung (3.63) und Abschitzung (3.70) die uniforme
Beschranktheit von myy, in H'(Q,) und Beschrinktheit von vy, in L2(;). O

Korollar 3.3.10. Aufgrund der Beschrinktheitsresultate aus Lemma 3.3.9, besitzt die in der
Zeit interpolierte approximative Magnetisierung my; bzw. die niherungsweise berechnete Zeita-
bleitung vy eine Teilfolge, die wir der Einfachheit halber gleichnamig bezeichnen, die gegen eine
Funktion m € HY(Q:;R3) bzw. eine Funktion v € L*(Q.;R3) konvergiert, d.h. es gilt

my, — m  schwach in H'(Q,) fir (h,k) — 0, (3.71)
my, — m  stark in L?(Q,) fir (h, k) — 0, (3.72)
Ve = v schwach in L*(Q,) fiir (h,k) — 0. (3.73)

Lemma 3.3.11. Bezeichne m;, € P°(Uy;S'(Ty;R?)) die in der Zeit nach (3.57) interpolierte
diskrete Magnetisierung. Dann gibt es eine Teilfolge von my,, , die wir der Einfachheit halber
gleichnamig bezeichnen, fir die folgende Konvergenzaussage gilt

m;, —m stark in L*(Q,) fir (h,k) — 0 (3.74)

mit m € H'(Q,;R3).
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Beweis. Nach Definition (3.56) bzw. (3.57) gilt fir alle Indizes j = 0,...,J — 1 und alle Zeit-
punkte ¢ € [jk, (j + 1)k) folgende Abschitzung

t—Jgk_ 1

oo (t,3) — g (13) | = | =g ™ (x) + 2= (x) — ], (x)
I _kjkmf;rl(x) + j—kk_ tmfl(x)
C m!T(x) - m! (x)
= |t = k) —r———"

= |t — jk| |Opmpg(t, x)]|
< k |Opmpy(t,x)] .

Daraus schlieffen wir
[ = m ooy < K 1Omne] 2o, ) - (3.75)

Damy € H'(Q,;R?) gleichmiBig in h und k beschriinkt ist, ist insbesondere dymy,;, € L?(Q,;R3)
gleichméflig beschrankt in A und k. Dies impliziert fiir den Grenziibergang k gegen 0 nach
|lm,, — m||L2(QT) < [my, — mthLQ(QT) + |lmpp — m||L2(QT) die Konvergenzaussage

m,, - m stark in L*(Q,) fiir (h,k) — 0

und vervollstédndigt damit den Beweis. O

Im néchsten Lemma beschéftigen wir uns mit der Erfiillung der nicht-konvexen Nebenbedingung
|m| = 1 fiir die Grenzfunktion der konvergenten Teilfolge my;, bzw. m,,, die durch Algorith-
mus 3.2.14 generiert wird.

Lemma 3.3.12. Die Grenzfunktion m € H'(Q;R3) der konvergenten Teilfolge myy, bzw. m,
erfillt die nicht-konvexe Figenschaft

lm(t,x)| =1 fir fast alle (t,x) € Q. (3.76)
Beweis. Wir betrachten folgende Abschétzung
llea] =1l 2a,y < [l = || 2o + ) = 1] 2gq, )

Fiir den ersten Summanden der rechten Seite schiatzen wir weiter ab und nutzen das Konver-
genzresultat aus Lemma 3.3.11. Damit erhalten wir

[ ] = |y [[] 2y < [Jm = my,[[ 26 =0 fiir (b k) = 0.

Um Konvergenz des zweiten Terms der rechten Seite fiir h und k gegen 0 einzusehen, nutzen wir
die Endlichkeit des Zeitintervalls und bemiihen Lemma 3.1.2 fiir die Ortskomponente

L*(Q)

0101 = 1] gy < e[l =1, < e [

L2(Q)

Des Weiteren bemerken wir, dass gleichmifige Beschrinktheit HVmM 2 < C fiir j >0
vorliegt, wobei die Konstante C' > 0 unabhéngig von A und k ist. Fiir den Grenziibergang gilt
nun

| [y, | — 1HL2(QT) <Ch—0 fiir (h,k)— 0.

Insgesamt haben wir damit bewiesen, dass |m| = 1 fast iiberall in Q, gilt. O
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Im folgenden Lemma verifizieren wir die Gleichheit des Grenzwerts der approximierten Zeita-
bleitung vy, und des nach der Zeit abgeleiteten Grenzwerts der nidherungsweise berechneten
Magnetisierung my, d.h. wir weisen die Giiltigkeit von v = d;m nach.

Lemma 3.3.13. Die Grenzfunktion v der konvergenten Teilfolge vy der niherungsweise be-
rechneten Zeitableitung der Magnetisierung erfillt v = 0;m € L?(Q2;;R3), wobei m den Limes
der konvergenten Teilfolge mpy bzw. m,, bezeichnet.

Beweis. Wir kombinieren Norméquivalenz (3.6) und Abschétzung (3.51), siche Lemma 3.3.3,
und erhalten

1w g
C’ k h
L @)
J+1 J
<ps 3 |t i)
ngNh
1.3 J 2
< %Y (vh(z,g)(
ngNh
< 1C”k: v
=2 Mz

Daraus schlieflen wir aufgrund der Entkopplung der Zeitkomponente ¢ und der Ortskomponente
x nach Definition von my; bzw. vy

1
10y, = Vhkll 10,y < 5C°CR Vil 72,y < C"'F, (3.77)

da vy, gleichmiBig in A und k beschrénkt in L2(€,) ist. Hierbei entspringen die Konstanten dem
Verhiltnis (3.6) bzw. Stabilitdtsabschitzung (3.63) und sind daher von h und k unabhéngig.
Aus der Konvergenzaussage my;, — m in H'(£,) ergibt sich 9ymy;, — dym in L?(€),). Insbe-
sondere folgt daraus zusammen mit dem Konvergenzresultat (3.73) aus Korollar 3.3.10

omyy, — v — Om — v in L*(Q;) fiir (h, k) — 0.

Des Weiteren bemerken wir, dass die L'-Norm konvex und stetig beziiglich der L?-Norm ist,
d.h. [ [z < Q112 - r2(Q)- Daher erhalten wir nun mit Hilfe schwacher Unterhalbstetigkeit
folgendes Resultat

[0 — vl 11 (g, < }}3;;3% [0y, — Vil 1 q,) S %ﬁl)lggk (3.78)
SchlieBlich beachten wir, dass der Limes lim, )0k existiert und daher liminf, )0k =
lim, g0 & = 0 gilt. Damit haben wir gezeigt, dass die rechte Seite verschwindet, sofern wir
die Netzweite h und die Zeitschrittweite k gegen 0 streben lassen und insbesondere v = dym
verifiziert. O

Lemma 3.3.14. Der Grenzwert m unserer konvergenten Teilfolge von diskreten Lisungen mypy
bzw. my, erfillt fir fast alle t € [0,tenq] die Abschitzung

1 1
—/ |Vm(t,-)|2+01/ Bm|? < —/ Vo[ + Cs. (3.79)
2 Ja [0, x©2 2 Ja

Hierbei hingen die Konstanten C1,Cy > 0 zwar vom angewandten duferen Feld £, dem Streu-
feldoperator P, dem Gebiet 0 und dem Ddmpfungsparameter o > 0 ab, aber nicht von der
Ortsschrittweite h und der Zeitschrittweite k.
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Konsequenzen der
Normalisierung v = 0im

Lemma 3.3.3, Lemma 3.3.2 Lemma 3.3.13

Konvergenz fiir
Mpk, Vhk
Korollar 3.3.10

Stabilitidt im Kontinuierlichen
Lemma 3.3.14

Abbildung 3.2: Zusammenhénge der einzelnen Teilresultate um eine Stabilitdtsabschétzung fiir
fiir den Grenzwert m der Approximation my; der Magnetisierung einzusehen.

Beweis. Zunichst gehen wir von Abschitzung (3.63) aus, d.h. es gilt unter obigen Vorausset-
zungen

1 a2,k 1 2
5/9‘th‘ —i—C—e)(( 25Y>Z/‘Vh _§/Q|Vm2| + Csum

fir i € {1,...,J}. Wir definieren analog zu (3.57)
m;, (t,x) =m] " (x) fiirt; <t<tjy und x € Q

und bemerken, dass mit der selben Vorgehensweise wie im Beweis zu Lemma 3.3.11 folgendes
Konvergenzresultat einzusehen ist

m;, - m stark in L*(Q,) fiir (h,k) — 0
Beriicksichtigen wir nun, dass vy konstant auf jedem Zeitintervall [jk; (j+1)k) fir j =0,...,J—
1 ist, dann gilt fiir ¢ € [t,¢41)

1 1 /4 1
§\|szk(t)\|%z(m + o (C - E) HthH%?([O,t}XQ)

1 1 ~ 1
< §vahk( MZ20) + o (C - E) IVakl 720, 1x0)

1 k ~
I e + e (0553 Zuvhum

5 V8112 ) + Coun:

| /\

Integration in der Zeit fithrt auf

1 tend V T2 1 6 1 tend 9
5 I mhk||L2(Q)+C—eX "% ) Vel Z2 0,0x0)

1 tend

tend 2
<5 [ Il + [ G

Wir bemerken, dass die in der Zeit interpolierte Magnetisierung m?{k gleichméfig in h und k
in L?(H') beschréinkt ist. Daraus geht hervor, dass es eine Teilfolge von my, gibt, die wir der
Einfachheit halber gleichnamig bezeichnen, sodass

mj, = m schwach in L*(H') fiir (h,k) — 0
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gilt. Dies impliziert

m;, —m stark in L*(Q,) fiir (k,k) — 0,
Vm;, — Vm schwach in L*(Q2;) fiir (h, k) — 0.

Da jedoch starke Konvergenz in L?(€),) fiir m;{k gegen m vorliegt und der Grenzwert einer
schwach konvergenten Folge eindeutig ist, deduzieren wir daraus schliellich

mj, = m schwach in L*(H") fiir (h,k) — 0.

Dies und die schwache Konvergenz von vp, — 0;m in L2(QT) erlauben uns schwache Unter-
halbstetigkeit anzuwenden, um folgendes Resultat einzusehen

1 tend v 9 1 a 1 tend 8 9
2/ | mHL2(Q)+C—eX ) 10eml|Z2 10,9 x02)

1 tend 9 tend
<5 [T Ivmliag + [ Com
0 0
Da diese Ungleichung auf jeder Borelmenge auf [0, tenq] giiltig ist, folgt aus [22, IV, Satz 4.4],

dass die gewiinschte Abschitzung fiir die Integranden fast iiberall auf [0, tenq] gilt.
O

Lemma 3.3.15. Sei 6 € (1,1] und gelte ey > 1/(26) > 0. Dann gilt fir die ndherungsweise
berechnete Zeitableitung v, der Magnetisierung Beschranktheit im folgenden Sinn

1 1 ~ 1
(9 - 5) kIVVakll72(.) + o (C - E) IVakll 20

! (3.80)
2
< 5 va2HL2(Q) + Csum

mit Csum > 0 einer von der Ortsschrittweite h und Zeitschrittweite k unabhdngigen Konstante,
die lediglich durch das Gebiet 2, die Koeffizienten der Energiebeitrdge, dem Streufeldoperator
P, sowie dem angelegten dufleren Feld f beeinflusst wird.

Insbesondere ist \/EN'vyy, beschrinkt in L?(Q;).

Beweis. Wir schreiben Stabilitétsabschitzung (3.62) wie folgt um

(et o) (e [l L0
<

=0 <hlow (miw f]‘i)7 V‘ZL

ex

)L?(Q) )

Unter Beriicksichtigung der Definition von hyg,, erhalten wir fiir die rechte Seite unter Anwend-
ung von Cauchy-Schwarz eine weitere Abschéitzung

k k

Cox <hlow<m%’f’{)’vi) L2(Q) = Clox thW(mi’fg)‘ L2(Q) va“ L2(Q)
= C]Zx CaniD<I>(m{L) + Ph(m?‘l) - f,{‘ @) Hvi‘ ey
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Dies lésst sich weiter unter Beachtung der Eigenschaften der Anisotropie, des Streufeldes und
des angewandten dufleren Feldes und mit Hilfe der Youngschen Ungleichung durch

k J eIy 7
Cex <thW(mh7 fh)’ Vh) LQ(Q)
k gy ) ‘ 5 1 A
S C <7 ((zcani + C'P)Hm;LHLQ(Q) -+ HfFJLHLQ(Q)) + EHV‘;LH%Q(Q)>
S ‘ j 2 k i 12
= 505, (0w + Crllmlia + 1)+ g WAl

abschétzen. Letztendlich fithrt die gleichméflige Beschrinktheit der Magnetisierung mi, siehe
Lemma 3.2.18, auf

k

L . 2 .
((2Cus+ IR + Bll20)) + 5 VA ey

2 (s (] ). v7) vk

£2(Q) — 20

Setzen wir diese Abschétzung nun in (3.81) ein, summieren von j = 0 bis J — 1 und wenden
gleichzeitig die Konstantheit von v auf jedem Zeitintervall [jk; (j + 1)k) fiir j = 0,...,J — 1
an, so erhalten wir

1 2 2 1 C
5 (/ | Vraj | —/ | Vimj,| >+ <9— —> k‘/ Vvl + / Viel®
2 Q Q 2 Q- Cex Q-

J—1
oy (<2Cam +Cplel? + |8
ex 0

IN

: ! H HQI Q
+ \% .
L3(Q) 2ey Cox PRI

Des Weiteren fithren erneutes Anwenden der Youngschen Ungleichung, wobei wir diesmal die
spezielle Abschitzung (a + b)? < 2a? + 2b? fiir a,b € R einsetzen, algebraische Umformungen
und die Tatsache, dass kJ = tonq gilt, auf

1 1 ~ 1
(9 - 5) kIVVhkll72(.) + o <C - E) IVakll 20

1 0112 eyk L2 e’fyk

< 5 [Vmifaq) + Cox & (QCani +Cp)? Z H ‘m
1 k:J

= 5 vagup(g) Eé (QCam + CP) ’Q‘ + = Cex HfthLQ(Q )

wobei wir im letzten Schritt Eigenschaft (3.24) des approximierten angelegten duferen Feldes
einflieflen haben lassen. Berticksichtigen wir nun auch noch Forderung (3.25), so erhalten wir die
gewlinschte Behauptung

1 2 1 -~ 1 2 1 0 2
(6 - 5) FIVVikliza@o) + 5 (C - E) IVnklz20,) < 5 [Vl 2 (g) + Coum
mit

ten
Csum = €YC’ d(2can1 + CP) |Q| +

9
== (CF+ €20,

unabhéingig von h und k und schlieflen daraus, dass VEV vy beschrinkt in L2(€,) ist unter der
Bedingung ey > 1/(2C') > 0. Dies vervollsténdigt den Beweis. O
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Beschranktheit .
. Konvergenz fiir K i _
o VEkVvy in L2(Q;) M, Vi onvergenz fiir m,,
Lemma 3.3.15 Lemma 3.3.10 Korollar 3.3.11

/

Gilbert-Formulierung
Lemma 3.3.16, Theorem 3.3.7

Abbildung 3.3: Zusammenhénge der einzelnen Teilresultate um einzusehen, dass der Grenzwert
m der Approximation myp; der Magnetisierung die Gilbert-Formulierung im schwachen Sinn
erfiillt.

Lemma 3.3.16. Die in der Zeit interpolierten Ldsungen von Algorithmus 3.2.14 erfiillen fol-
gende Relation

li ‘ - (mo, X U
lim, /QT (aVhk + My X Vi) - (g, x U)

+ HkCex/ Vv V(mﬁk X \If) (3.82)
Qr

+ Cex/ Vm,, - V(m,, x V) — /Q hyoy (my,, frr) - (my, < \If)‘ =0.
Q- .

Hierbei stellt U € C§°(€2;) eine beliebige Testfunktion dar.

Beweis. Wir wéhlen eine Testfunktion ¥ € C§°(€2;) und testen fiir alle Zeitpunkte ¢ € [jk, (j +
1)k) die diskrete Variationsformulierung (3.44) mit 9, = Zp, ((my,, x ¥)(jk)) € K_;, wobei I,
h

den nodalen Interpolanten bezeichnet. Nach Definition von m,, und Konstruktion des diskreten
Raumes K_; gilt ¢, € K ;. Einsetzen in Algorithmus 3.2.14 liefert
h h

a (Vi,Ih ((my,, x \If)(jk:)))hQ + <m§l X vi,Ih ((my,, x \If)(jk)))
= —Cox (V0] + 0kv}), VT, (1m0, x W) (jR)) )

+ (B (0], )., (i )G,

h,Q

L)

In einem néchsten Schritt integrieren wir iiber die Zeit. Da unsere diskreten Funktionen kon-
stant auf jedem Zeitintervall sind, gehen wir wie in vorigen Berechnungen vor und fiithren die
Integration durch Multiplikation mit der Zeitschrittweite & und Summation iiber alle Indizes
j€{0,...,J — 1} durch. Des Weiteren bedienen wir uns der dquivalenten Notation (3.58) und
erhalten insgesamt

(avhk + mgk X th,Ih(m}:k X \I]))h,QT
= —Cex (V(m;k + 9kvhk)7 VZh(m;Lk X \Il))L2(QT) (383)
+ (hlow(m]:]ga fhk),Ih(m]:]g X \II))LQ(QT) .
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Beriicksichtigen wir  C R3 und wenden wir den Approximationssatz an, so sehen wir fiir jede
Funktion ¢ € H?(Q;R?) C C(Q;R3) folgende Abschitzung

16 = Zu(@)ll111 (0) < ChIIV?8|L2(c)

wobei C' > 0 eine Konstante notiert, die lediglich vom Durchmesser diam(§2) des Gebiets §2 und
der Formregularititskonstante o(7;,) beeinflusst wird. Bedienen wir uns der Produktregel und
beziehen wir mit ein, dass m; . beziiglich der Ortskomponente linear auf jedem Element T ist
und daher insbesondere Vm, . konstant ist bzw. V2m,_Lk verschwindet, so beobachten wir als
Konsequenz daraus auf jedem Element T € 7T;, folgende Abschétzung

e () > W) = T (gt ) % W () [

< Ch?|[V2 (o (¢, ) > Wt )HL?(T (3.84)
< Ch? [ (2, HHl(T 13 °o(T) -

Da die L?-Norm lokal ist, impliziert Summation iiber alle Elemente T € 7T, in (3.84) und
Integration in der Zeit

[my,;, x O — I (my,; x ‘I’)Hp(gl) < Chllmy, | 2 ¥ [z 0, - (3.85)

Wir betrachten die Summanden aus (3.83) einzeln und binden sowohl Abschétzung (3.85) als
auch die Eigenschaften der diskreten Bilinearform (-, ), o, mit ein.

e Zunichst weisen wir fiir h — 0 folgendes Resultat nach

,llli%‘ (avhr +my, x Vi, Iy (my, X ‘I’))h,m (3.86)
— (@Vhr +myy, X Vg, my, X ‘I')L2(QT) { =0.

In einem ersten Schritt wollen wir eine entsprechende Aussage fiir den jeweils ersten Sum-
manden, der in den Integralen auftritt, nachweisen, d.h. wir zeigen

}lLiLI?(l)‘(th,Ih (m}:k X \I]))h,QT — (th,mflk X \I’ L2(Q ‘ =0. (3.87)

Beachten wir, dass v, € P°(U, V3,) in L%(€2,) gleichméBig beschrénkt ist, m;, € PY(Uy, V)
in L2(H') gleichmiilig beschrinkt ist und ¥ € C§°(£2,) gilt, dann ist klar, dass wir Lem-
ma 3.2.13 anwenden konnen und erhalten somit direkt die Giiltigkeit von (3.87).

Nun streben wir ein analoges Resultat fiir den jeweils zweiten Summanden an, der in den
Integralen auftritt, d.h. wir weisen folgendes Resultat nach

Timn | (i, 5 Vi, Zn (g, W), o = (Mg X Vi i X W) o | =0, (3:89)

Dazu betrachten wir folgende Darstellung
_ 2 B _ 2
[[my, thHLQ(QT) ~J [[m,, % thHL2(Q)
und sehen unter Beriicksichtigung der Aussage von Lemma 3.2.18, Hm{lHLoo(Q) <1,

_ 2 fend 2 2
o, Vi |2age, < /0 Vil By = Ivakl2ega, -

Wir erinnern, dass die rechte Seite unabhéngig von h und k beschrinkt ist. Dies erlaubt
uns Lemma 3.2.13 anzuwenden, wodurch wir Aussage (3.88) schlieBlich verifizieren.
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e Wir beschiftigen uns nun mit dem Beitrag der Austauschenergie. Wir zeigen, dass eine
weitere Konsequenz aus (3.85) folgende Gleichheit ist

/{?/ Vv - V:Z'—h(m;:k X \I/)
Qr
= /{?/ Vv - V(Zh — 1)(m;zk X \IJ) + /{?/ Vv - V(mflk X \I/) (3.89)
Q. Q.
=0O(h) + k‘/ Vv - V(m;k x W),
Qr

die wir sogleich detaillierter betrachten. Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
und der Definition der L?(H')-Norm gilt

kj/ Vvpi - V(Zy, — 1)(m,:k x U) < ‘kj/ Vvui - V(I — 1)(m,:k x W)
Q. Q.
< V¥l [V — D x 9o
< EVVikl 20, |(Zh, — 1)(my,, % ‘I’)HLQ(HI)-
Erneute Anwendung von (3.85) und Beriicksichtigung der Eigenschaft, dass VEVvp, nach
(3.80) beschrinkt in L?(,) ist, impliziert

HmI:kHB(Hl) 12,00 (02,

k:/QT Vv - V(Zy — 1) (my, x ¥) < Ch\/EH\/EvvthLQ(QT)

= O(h)
und verifiziert daher (3.89).
e Mit exakt der gleichen Argumentation und unter Beachtung der Beschrinktheit von Vm,

in L*(€2,), die aus der Definition m,, (t,x) := m%(x) fir t; <t < tj41 und der Stabi-
litdtsaussage (3.63) folgt, ist ebenfalls folgende Gleichheit einfach einzusehen

Q
= / Vm,, - V(Zp — 1)(my,, x ¥) +/ Vmy, - V(my, x ) (3.90)
Q. Q,

= O(h) +/ Vm,, -V(m,, x V).
Q.

e Im letzten Schritt des Beweises wollen wir die Konvergenzaussage

T | (huow (., i), Zn (1 % W) o (3.91)

=0

- (hlow(m]:k’fhk)’ my;, X \I])LQ(QT)

nachweisen. Dazu bemerken wir, dass jeder auftretende Summand in hioy(m,,,fpz) in
L*(9;) gleichmiBig beschrinkt ist. AuSerdem ist klar, dass m;, € P°(Uy, V) in L*(H?)
gleichméBig beschrénkt ist und U € C§°(€2;) gilt. Anwenden des Approximationssatzes
verifiziert die Behauptung.
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Kombination all dieser Teilresultate, (3.83) und (3.86)—(3.91), fithrt schlielich auf

li ‘ - (mo, X U
lim, /QT (aVhk + My X Vi) - (g, x U)

+ HkCex/ Vv - V(mgk x W)
Qr

+ CeX/Q Vm,, - V(m,, x V) — / hyoy (my,, frr) - (my, x ¥)| =0

.

und vervollstédndigt damit den Beweis. O

In den folgenden Behauptungen streben wir eine zu (3.82) analoge Aussage fiir die Grenzfunktio-
nen der in der Zeit interpolierten Losungen myy, m;, und vy, des Time-Splitting-Verfahrens 3.2.14
an.

Lemma 3.3.17. Seien m,, und vy, die in der Zeit interpolierten Lésungen von Algorith-
mus 3.2.14. Dann gilt fir den Grenziibergang (h, k) — 0

/ (avpe +my . X vpg) - (my, x V) — / (adm 4+ m x Oym) - (m x V), (3.92)
Q. Q.

wobei ¥ e C§°(8;).

Beweis. Aus den Konvergenzaussagen (3.72) und (3.73), siche Korollar 3.3.10 bzw. Lemma 3.3.11,
wissen wir

m;, —m stark in L*(Q,) fiir (h, k) — 0,
vir — v schwach in L%(,) fir (h, k) — 0.

Da das Produkt einer stark konvergenten und einer schwach konvergenten Folge in Konvergenz
der dualen Paarung resultiert und wir dies fiir jede Komponente ¢ = 1,...,3, 7 =1,...,3 von
m,, vy ; anwenden konnen, erhalten wir

m;, X vjy =~ mx v  schwach in L'(Q,) fiir (h, k) — 0.

Des Weiteren bemerken wir, dass uniforme Beschranktheit vorliegt

tend
[my,;, x thH%Q(QT) < /o [[my,;, x th”%%g) S ||th||%2(ﬂ.r) <C.

Dies fiihrt uns insgesamt auf die Existenz einer Teilfolge von my,, X vjy, sodass
m;, X vpy — g schwach in L*(Q2,) fiir (h, k) — 0

gilt. Wir wollen nun einsehen, dass dieser Grenzwert g = m x v fast iiberall in €. erfiillt. Dazu
bemerken wir, dass nach obigen Konvergenzaussagen

(my, X v, @) = (m x v, ®) fiir alle @ € C5°(Q,;R?) € L™(Q;R?),
(my, x Vi, ) — (g, ¥) fiir alle ¥ € C5°(2,;R?) C L*(Q; R?)

gilt und daher insgesamt

(mxv—g¢) =0 firalle ¢ e C(Q;R?).
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Da C§°(2,) dicht in L?(€),) ist, erhalten wir die gewiinschte Gleichheit m x v = g fast iiberall
in €2 und damit die Konvergenzaussage fiir eine Teilfolge, die wir der Einfachheit halber gleich-
namig bezeichnen,

m;, X vz = mx v schwach in L*(2,) fiir (h, k) — 0.

Des Weiteren folgt aufgrund von ¥ € C5°(€2;) und als Konsequenz der starken Konvergenz von
m,, gegen m in L?(Q;)

m,, x ¥ —mx ¥ stark in L*(Q2,) fiir (h, k) — 0.

Dies impliziert unter Beriicksichtigung von (3.78), die Giiltigkeit von v = 9;m, das folgende
Konvergenzresultat

/ (avpe +my, X vpg) - (my, x V) — / (@dm+m x Oym) - (m x ¥)
Q, Q,

fiir (h, k) — 0 und beschlieit damit den Beweis. O

Lemma 3.3.18. Fiir die in der Zeit interpolierten Lisungen my, und vy von Algorithmus 5.2.1/
qilt folgendes Konvergenzresultat

‘k/ Vv - V(my, x \I/)‘ —0  fir (h,k) —0 (3.93)
Q,

mit U € C§°(Q,).

Beweis. Aus Lemma 3.3.15 erhalten wir, dass VEV vy beschriinkt in L?(£2,) ist unter der Bedin-
gung ey > 1/(2C") > 0. Zusammen mit der Anwendung der Produktregel erhalten wir schlielich

‘k:/g VVai - V(mj, X qz)‘

(3.94)
< VR |[ViTu],

sy 1l 2y 12 lwnoe .

Dies impliziert Konvergenz gegen 0 sofern die Zeitschrittweite k gegen 0 konvergiert. O

Lemma 3.3.19. Flir die in der Zeit interpolierten Ldsung m,, von Algorithmus 3.2.14 gilt
folgendes Konvergenzresultat

/ Vi, - V(mp, x ¥) — / Vm- (m x VU)  fir (h,k) = 0
Q- Q.

mit U € C§°(Q,).

Beweis. Zunéchst halten wir eine Gleichheit fest, die aus miithsamer, jedoch einfacher Rechnung
resultiert, siche Lemma 2.0.10,

/ Vm,, - V(m;, x ¥) = / Vmy, - (m,, x V¥). (3.95)
Q, Q,
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Es sei erinnert, dass die in der Zeit interpolierte Magnetisierung m,, gleichméfig in A und &
in L*(H') beschrénkt ist. Daraus schlieBen wir, dass es eine Teilfolge von m;, gibt, die wir der
Einfachheit halber gleichnamig bezeichnen, sodass

m,, —m schwach in L*(H"') fiir (h,k) — 0
gilt. Dies impliziert die Konvergenzaussagen

m,, — m schwach in LX) fiir (h,k) — 0,
Vm;, — Vm schwach in L*(2;) fiir (h,k) — 0.

Da jedoch starke Konvergenz in L?(€);) fiir m,, gegen m vorliegt und der Grenzwert einer
schwach konvergenten Folge eindeutig ist, erhalten wir schliellich

m,, —m schwach in L*(H") fiir (h, k) — 0.

Des Weiteren fiihrt erneute Anwendung der starken Konvergenz m;, — m in L?(Q;) fiir (b, k) —
0 auf

m;, x V¥ — m x VU stark in L*(Q2,) fiir (h, k) — 0

fir U e C§°(€2,). Schliefllich resultiert daraus
/QT Vmy, - (m, x V¥) — /QT Vm - (m x VU) fir (h,k) — 0.

Dies impliziert zusammen mit der Identitéit (3.95) das folgende Konvergenzresultat
/QTthk-V(mhk X U) — /QTVm-(m x VW) fiir (h,k) — 0

und beschliefit damit den Beweis. O

Im Hinblick auf jene Terme, die der Anisotropieenergie, der Streufeldenergie und der Zeeman-
Energie entspringen, stellen wir in folgendem Lemma eine analoge Konvergenzaussage zu jener
aus Lemma 3.3.17 fest.

Lemma 3.3.20. Es gelten fiir die in der Zeit interpolierte diskrete Magnetisierung my, und
deren Grenzwert m folgende Konvergenzaussagen

/ D®(m,, ) (m,, x¥)— / D®(m) - (m x V) fir (h,k) — 0, (3.96)
o, Q,
/ Pu(my,) - (my, x ¥) / P(m) - (m x 0) fir (h, k) = 0, (3.97)
Q, Q,
/ B - (i, x ) / £-(mxO) fir (hk) = 0. (3.98)
Q, Q,

Hierbei stellt U € C§°(€2;) eine beliebige Testfunktion dar.

Beweis. Wir behalten eine analoge Argumentation zu jener bei, wie wir sie fiir den Beitrag, der
von der Austauschenergie induziert wird, durchgefiihrt haben, siche Lemma 3.3.19. Dabei beto-
nen wir nochmals die Linearitéit und Stetigkeit der Operatoren Py (-) und D®(-). Entsprechend
der starken Konvergenz m;, — m in L?(Q;) schlieflen wir

D®(m;,) — D®(m) stark in L*(2,) fir (h,k) — 0
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und erhalten zusammen mit der starken Konvergenz m,, x ¥ — m x ¥ in L?(€,) fiir jenen
Term, der von der Anisotropieenergie stammt, folgendes Konvergenzresultat

/ D®(my,) - (my, x V) — / D®(m) - (m x ¥) fir (h, k) — 0.
Qr Q-

Beziiglich des Streufeldes erinnern wir an die Bedingung P, (n) — P(n) in L*(Q) fiir » — 0 und
beliebiges n € L%*(;R?). Um daraus Pj,(m;,) — P(m) in L?(Q,) fiir (h,k) — 0 abzuleiten,
bedienen wir uns der Dreiecksungleichung

[Pr(my,) = P(m)|20,) < [|Pulmy,,) — Pr(m)|lr2q,) + [|Pr(m) — P(m)||r2(q,)-

Da m,, gegen m in L?(£2;) konvergiert und P}, einen stetigen Operator definiert, ist klar, dass
der erste Summand der rechten Seite gegen 0 konvergiert, sofern die Ortsschrittweite h und die
Zeitschrittweite k gegen 0 streben. Des Weiteren gilt nach Bemerkung 3.2.1

HP(m) - ’Ph(m)HL2(QT) — 0 fiur h — 0.
Insgesamt haben wir damit
[Pr(my,) = P(m)| 2, — 0 fiir (h,k) =0

gezeigt. Insbesondere liefert dies
/ Pr(my,) - (m,, x ¥) — / P(m) - (m x V) fir (h,k) — 0.
Qr Q-

Im Hinblick auf das duBere angelegte Feld sehen wir mit fy;, — f in L?(€2,) fiir (h, k) — 0 nach
Bedingung (3.25) die Konvergenz

/fhk'(m;kx\ll)—)/ f-(mx W) fiir (h,k) — 0.
Q. Q,

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Beweis zu Theorem 3.3.7. Um eine bessere Ubersicht und ein einfacheres Verstéindnis der Ar-
gumentation zu gewihren, geben wir zuerst einen Uberblick iiber die essentiellen Ideen, die in
den Beweis eingehen und gliedern diesen im Wesentlichen in drei Abschnitte. Zuerst wollen wir
einsehen, dass die Folge von Funktionen, die aus Algorithmus 3.2.14 resultiert, konvergiert und
insbesondere der Grenzwert die Normierungseigenschaft |m| = 1 erhilt und Eigenschaft (i) aus
Definition 3.3.1 erfiillt. Auflerdem weisen wir nach, dass der Grenzwert von V% bzw. jener der
in der Zeit interpolierten Funktion vy tatséichlich der Zeitableitung der Magnetisierung ent-
spricht, d.h. es gilt v = my;. In einem weiteren Abschnitt legen wir den Fokus auf den Nachweis
der Stabilitdtsabschétzung, siche Definition 3.3.1 (iii),

1 1
—/ Vm(t, -)\de—i—(]l/ oy 2 dx dt < —/ Vm[2 dx + O
2 Ja [0,/ X2 2 Ja

mit Konstanten Cy,Cy > 0, die lediglich vom Gebiet €, dem angelegten dufleren Feld f, dem
Streufeldoperator P, den Koeffizienten der einzelnen Energiebeitrige und dem Dimpfungs-
parameter o abhéngen. Schlief$lich bleibt noch zu zeigen, dass der Grenzwert unserer Teilfolgen
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eine Funktion darstellt, die gleichzeitig die schwache Form der Gilbert-Formulierung der LLG-
Gleichung erfiillt, d.h. es gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(Q2-;R3)

om, J0¢
:CeXZ/ (m x 8xi) 9 dxdt—/ﬂT (hiow (m, f) x m) - ¢ dx dt.

Im Folgenden arbeiten wir diese Schritte detailliert aus.

e Schritt 1: Unser erstes Ziel ist es Konvergenzeigenschaften der Folge von Losungen unseres

Time-Splitting-Verfahrens, siche Algorithmus 3.2.14, einzusehen und fiir den Grenzwert m
die nicht-konvexe Bedingung |m| = 1 nachzuweisen. Des Weiteren zeigen wir die Giiltigkeit
von Eigenschaft (i) aus Definition 3.3.1. Aulerdem wollen wir die Gleichheit v = m; veri-
fizieren.

Korollar 3.3.10 bzw. Lemma 3.3.11 halten die Konvergenzeigenschaften der in der Zeit in-
terpolierten Losungen my, m,, und vy, fest, die im Wesentlichen aus den in Lemma 3.3.9
nachgewiesenen Beschrianktheitseigenschaften folgen. Wir wiederholen diese Resultate der
Vollsténdigkeit halber

my;, — m  schwach in HY(Q,) fiir (h, k) — 0,
my;, — m  stark in L3(Q,) fiir (h, k) — 0,
vir — v schwach in L*(Q,) fir (h, k) — 0,
m;, — m stark in L*(Q,) fiir (h, k) — 0.

Des Weiteren besagt Lemma 3.3.12, dass der Grenzwert der konvergenten Teilfolge der
von Algorithmus 3.2.14 erzeugten Folge von Lésungen die nicht-konvexe Nebenbedingung
|m(¢,x)| = 1 fast iiberall in Q, erfiillt.

Um m(0,x) = my(x) im Spursinn einzusehen, also Eigenschaft 3.3.1 (i), bemerken wir,
dass my, € H'(S2,) stetig in der Zeit ist und daher my,(0) = m{) wohldefiniert ist. Ins-
besondere gilt aufgrund von m € H'(Q,), dass m(0) wohldefiniert ist. Wir halten fest,
dass der Spuroperator v stetig und linear von H'([0,%enq]) nach HY2(9|0,tenq]) abbil-
det. Um nun einzusehen, dass der Grenzwert m von my; ausgewertet zum Zeitpunkt 0
tatsdchlich der initialen Magnetisierung mg entspricht, wenden wir den Spuroperator an
und bemerken, dass aufgrund der Stetigkeit von + schwache Konvergenz erhalten bleibt

y(mpy) = v(m)  schwach in HY2(8]0, tena]; H'(R)) fiir (h, k) — 0.

Da v in diesem Fall genau die Punktauswertung darstellt, folgt aus der Voraussetzung
my,;,(0) = m) — my in H'(Q) und der Eindeutigkeit der Grenzwerte die gewiinschte Aus-
sage.

Der Zusammenhang v = m; zwischen dem Grenzwert von vy, und dem in der Zeit ab-
geleiteten Limes der in der Zeit interpolierten approximativ berechneten Magnetisierung
myy; geht direkt aus Lemma (3.3.13) hervor. Dies schliefit den ersten Beweisschritt ab.
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e Schritt 2: Unser nichstes Ziel ist es, die Giiltigkeit der Stabilitédtsabschéitzung (3.48) ein-
zusehen. Wir bemerken, dass diese aus Abschétzung (3.79) aus Lemma 3.3.14 folgt und
verweisen daher auf den zugehorigen Beweis.

e Schritt 3: Um letztendlich zu zeigen, dass m tatséchlich eine schwache Losung der LLG-
Gleichung ist, ist noch die Erfiillung der schwachen Formulierung der Gilbert-Form, siehe
Gleichung (3.47), nachzupriifen.

Zunéchst betrachten wir die Aussage von Lemma 3.3.16 und wiederholen diese

lim ‘ / (avpe +my . X vpg) - (my, x U) + GkCeX/ Vv - V(my,, x ¥)
h—0 Q- Qr

+ Cex/ melk . V(m]:k X \If) — / hlow(m}:wfhk) . (mflk X \I/) =0.
Q, Q,
Wir wollen daraus ein analoges Resultat fiir die Grenzfunktionen herleiten. Dazu betrach-
ten wir die involvierten Terme einzeln und fiigen die in Lemma 3.3.17-3.3.20 gewonnen
Konvergenzresultate ein. Daher gilt

O:a/ mt-(mx\IJ)—i—/ (m x my) - (m x V)
2 r (3.99)

+ Cex/ Vm - (m x V) +/ (CaniD®(m) + P(m) — f) - (m x V).
Qr Q

T

Da nach Lemma 2.0.10 fQ‘r Vm: (mx VU) = fQ‘r Vm - V(m x ¥) gilt, ist dies dquivalent

oz/QTmt-(mx\If)+/QT(m><mt)-(m><\I')
= —C’ex/ Vm-V(m x V) — / (CaniD®(m) +P(m) — f) - (m x ¥) (3.100)
Q- Q-

= —Cy /QT Vm - V(m x V) +/ hjow (m, f) - (m x ¥).

T

Behilt man im Kopf, dass m x ¥ im Tangentialraum von m liegt, so ldsst sich (3.100)
auch darstellen als

a/QTmt-(mx\IJ)—i—/QT(mxmt)-(mx\I/)

:_CeX/QTVm-V(mX \If)+/ hjgw (m, ) - (m x ¥)

+/QT (m - heg(m, f)) m- (m x V)

und stellt daher die schwache Form der alternativen Formulierung der LLG-Gleichung dar,
siche Gleichung (1.22).

Um die schwache Form der Gilbert-Formulierung, siche Gleichung (1.23), fiir alle Testfunk-
tionen ¥ € C§°(€2,) einzusehen, fiihren wir der Ubersichtlichkeit halber zwei essentielle
Beobachtungen an:

— Da |m| = 1 und die Orthogonalitit m-m; = 0 gilt, leiten wir fiir alle m € H'(£,;S?)
und m;, ¥ € K, aus Lemma 3.1.3 die Identitat

(mxm) (mxV¥)=m; ¥ (3.101)
ab.
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— Die folgende Identitét gilt aufgrund einfacher Rechenregeln fiir das Vektorkreuzpro-
dukt, nimlich a- (b x ¢) = —c - (b x a) fiir alle a,b,c € R3,

m;- (mx¥)=—(mxmy)- V. (3.102)

Unter Zuhilfenahme dieser Resultate konnen wir Gleichung (3.99) wie folgt umschreiben

—a/ (mxmt)-\I/—i—/ my; - ¥

Q. Qr

:—C'ex/ Vm-(me\If)+/ hjow(m, f) - (m x ¥)
Q- Q-

was unter Anwendung von hj,,(m,f) - (m x ¥) = (hjg,(m,f) x m) - U dquivalent zu
folgender Gleichung ist

—a/ (mxmt)-\I/—i—/ my; - ¥
Q. Q.

(3.103)

= —C’ex/ Vm - (m x V¥) +/ (hjpw(m, f) x m) - V.
Q, Q,

Aufgrund der Tatsache, dass Gleichung (3.103) fiir alle Testfunktionen ¥ € C§°(£2;) gilt

und identisch zur schwachen Form der Gilbert-Formulierung der LLG-Gleichung ist, siehe

Gleichung (1.23), haben wir nun insgesamt gezeigt, dass die Grenzfunktion m eine schwa-

che Losung der LLG-Gleichung im Sinn von Definition 3.3.1 ist. Damit ist der Beweis

vollsténdig.

O

Bemerkung 3.3.21. Aus Theorem 3.3.7 geht hervor, dass es eine konvergente Teilfolge der aus
Algorithmus 8.2.14 gewonnenen und in der Zeit interpolierten Ldésungen gibt. Der Grenzwert
erfillt gleichzeitig auch alle Bedingungen von Definition 3.3.1 und stellt daher eine schwache
Losung der LLG-Gleichung dar. Es sei hervorgehoben, dass damit insbesondere die Existenz
einer schwachen Léosung der LLG-Gleichung bewiesen ist. Alternativ dazu kann man der Idee
von ALOUGES/SOYEUR in [8] folgen, das darin prisentierte Konzept auf ein vollstindiges Ener-
giemodell erweitern und Frxistenz entsprechender globaler schwacher Ldsungen nachweisen.

Bemerkung 3.3.22. Sowohl die Erfillung von (3.54) als auch die Beschrinktheit der Form-
reqularititskonstante o(Ty) werden beispielsweise durch die Verfeinerungsstrategie, die in [47,
Abschnitt 4.1] vorgeschlagen wird, sichergestellt.

Bemerkung 3.3.23. FEs gilt zu beachten, dass mit denselben bzw. leicht modifizierten Techmni-
ken, wie sie im Beweis zu Theorem 3.53.7 zum Finsatz kamen, auch verwandte Probleme, wie
beispielsweise der Wirmefluss fiir harmonische Abbildungen in die Sphdre, behandelt werden
kénnen, siche [3].

Wir wollen nun eine Wahl des Parameters 6 mit # < 1/2 zulassen und ein entsprechendes
Konvergenzresultat herleiten. Hierfiir ist es notig lediglich jene Argumente des Beweises von
Theorem 3.3.7, in denen die Wahl des Parameters 6 eingeht, in alternativer Form zu erhalten.
Wir unterscheiden im Folgenden zwei Félle:
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e Im Fall 6 € [0;1/2) benétigt der Term |, |Vvi|2 in (3.66) eine spezielle Behandlung. Da
fiir eine reguldre Triangulierung 7; eine Konstante C' > 0 existiert, sodass die inverse
Abschitzung

C
/Q|V¢h|2 < 2 /Q |¢h|2 fir alle ¢, € V), (3.104)

gilt, erhalten wir
Ml (o= 2)w [[owif
>k (Cé + (a-%) %)/Q‘ng.

Unter der Voraussetzung, dass k/h? gegen 0 konvergiert sofern die Ortsschrittweite h und
die Zeitschrittweite k£ gegen 0 gehen, leiten wir daraus nun ein entsprechendes Konver-
genzresultat ab, welches analog zu jener in Theorem 3.3.7 prisentierten Aussage ist.

(3.105)

Theorem 3.3.24. Sei 0 € [0;1/2) fest gewdhit und sei Ty, eine Familie von formreguliren
Triangulierungen mit Netzweite h — 0, die folgende Bedingung erfillt

/ VBi-VBydx <0 fir allei #1'. (3.106)
Q

Des Weiteren sei (-,-)n.q eine diskrete Bilinearform, die den Anforderungn (3.32)—(3.36)
geniigt. Gilt fiir die initiale Magnetisierung m% — mq in H'(Q) fir h — 0, erfillt der
approzimierte Streufeldoperator Py,

\|73hn||Lz(Q) < Cp HnHLQ(Q) als auch HPII - PhnHL2(Q) — 0 fﬁ?‘ h—0 (3.107)

fiir alle n € L*(Q;R3) mit einer Konstante Cp > 0 und gilt fir das néiherungsweise
berechnete angelegte dufsere Feld

IE = ikl 2y — O fiir (hyk) =0, (3.108)

dann konvergiert eine Teilfolge der interpolierten diskreten Magnetisierung mpy aus (3.56)
schwach in H'(Q,) gegen eine schwache Losung m der LLG-Gleichung fiir (h, k) — 0, falls
das Verhdltnis von Orts- und Zeitschrittweite k/h? ebenfalls verschwindet.

e Fiir den Fall § = 1/2 stellt Algorithmus 3.2.14 beziiglich des Austauschbeitrags eine Va-
riante eines Crank-Nicolson-Schemas dar. Um eine analoge Aussage zu jener aus Theo-
rem 3.3.7 zu erhalten, miissen wir die Argumentation von (3.94) modifizieren. Es ist klar,
dass diese mit der Parameterwahl § = 1/2 nicht mehr gilt, da die Beschrinktheit von
VEV Vv, in L2(£2,) verloren geht. Verwenden wir jedoch die Abschiitzung ||kV vy || 2Q,) <
\/a(k‘/h)thkHLz(QT), die sich aus (3.104) durch Multiplikation mit k¥ und Integration in
der Zeit ergibt, so erhalten wir das gewiinschte entsprechende Konvergenzresultat unter
Forderung der zusétzlichen Eigenschaft, dass k/h — 0 gilt fir (h, k) — 0.

Theorem 3.3.25. Sei 0 = 1/2 fest gewdhit und sei Ty, eine Familie von formreguliren
Triangulierungen mit Netzweite h — 0, die folgende Bedingung erfiillt

/ Vi -VBydx <0  fiir alle i #4'. (3.109)
Q
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Des Weiteren sei (-, -)p.q eine diskrete Bilinearform, die den Anforderungen (3.32)—(3.36)
geniigt. Gilt fiir die initiale Magnetisierung mg — mg in HY(Q) fir h — 0, erfillt das
approzimierte Streufeld Py,

[Prnll2) < Cplnlr2@) als auch  [[Pn =Pyl 2 — 0 firh —0 (3.110)

fiir alle n € L*(Q;R3) mit einer Konstante Cp > 0 und gilt fir das néiherungsweise
berechnete angelegte duflere Feld

If = fuellr2,) — 0 fir (h k) — 0, (3.111)

dann konvergiert eine Teilfolge der interpolierten diskreten Magnetisierung mpy aus (3.56)
schwach in H'(Q2;) gegen eine schwache Losung m der LLG-Gleichung fiir (h, k) — 0, falls
das Verhiltnis von Orts- und Zeitschrittweite k/h ebenfalls verschwindet.

Neben einer vollstdndigen Konvergenzanalysis fiir unser Time-Splitting-Verfahren geht aus dem
Beweis zu Theorem 3.3.7 weiters hervor, dass sich Terme niedrigerer Ordnung, die analoge
Anforderungen zu jenen, die an den approximativ berechneten Streufeldoperator P, bzw. das
niaherungsweise berechnete angelegte Feld fy,;. gestellt werden, erfiillen in die totale Energie ein-
gliedern lassen, ohne die Aussage des Theorems bzw. dessen Beweis wesentlich zu beeinflussen.

Bemerkung 3.3.26. Es gilt zu bemerken, dass die diskrete Bilinearform (-,-)n.q auch zur appro-
xrimativen Berechnung jener Anteile des effektiven magnetischen Feldes hog, die der Anisotropie
und dem angelegten dufleren Feld entspringen, herangezogen werden kann ohne EinflufS auf die
Korrektheit obiger Konvergenzaussagen zu nehmen.

3.4 Approximation des angelegten dufleren Feldes

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Varianten zur nidherungsweisen Berechnung des ange-
legten duBeren Feldes f beschiiftigen. Dabei verwenden wir die Notation f] ~ f(¢;,-). Klar ist,
dass diese Moglichkeiten stets von den analytischen Eigenschaften von f abhéngen. Daher seien
hier exemplarisch Vorschlige festgehalten:

e Fiir f € L?(12,) sind folgende Definitionen denkbar

— fiir eine Approximation in der Zeit

) 1 tjt1
f,i = 7/ f dt; (3.112)
tj+1 - t] t;

— fiir eine Approximation in Ort und Zeit

/] ! /tj+1 = /fd d (3.113)
= — x dt. .
" tivi—t; Sy, T Jr

e Fiir f € O([0, tenal; L?(£2)) sind folgende Definitionen denkbar

— fiir eine Approximation in der Zeit

)= f(t;,-); (3.114)
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— fiir eine Approximation in Ort und Zeit

~ 1
fi]L’T = —/ f(tj,X) dx. (3115)
71 Jr

e Fiir f € C(Q,) sind folgende Definitionen denkbar
— fiir eine Approximation in der Zeit
£ = f(t;,); (3.116)
— fiir eine Approximation in Ort und Zeit
£ =T, (£(t,-)) (3.117)
mit Zp, : C(Q;R3) — S'(T;,;R3) dem nodalen Interpolationsoperator.

Um eine vollstindige Konvergenzanalysis fiir Algorithmus 3.2.4 bzw. Algorithmus 3.2.14 zu
garantieren ist es jedenfalls notwendig, dass die Approximation

fr(t,x) := f,{(x) fir t; <t <t;4q mit j > 0 und fiir alle x € Q (3.118)
Konvergenzeigenschaft (3.25), also

£k — fllr2(,) = 0 fiir bk =0 (3.119)
erfiillt.

Lemma 3.4.1. Jene Varianten zur Approzimation in Zeit und/oder Ort des angelegten dufleren
Feldes f, die in (3.112)—(3.117) prdsentiert wurden, erfillen Konvergenzeigenschaft (3.25).

Beweis. Wir wollen obige Vorschlidge zur Approximation des angelegten dufleren Feldes in Zeit
und/oder Ort einzeln betrachten und jeweils Konvergenzeigenschaft (3.25) nachweisen.

e Wir betrachten fiir eine Funktion f € L?(€2;) Variante (3.112) fiir eine Anniherung in der
Zeit. Zunéchst bemerken wir die Bestapproximationseigenschaft des stiickweisen Integral-
mittels und erhalten

tend
6ok~ 3,y = [ 6ok~ e

0
J= j+1 1 tjt1
/ _ / fdt—f
Livi —t5 Je,

J
= min Hg_f‘ﬁ'ﬂ titir1),L2(Q))
T BEP (1 1), L2() (b EEE)

2

dt
L2()

Jj=

K;

<||chf f||L2(0tend) L2(9))

mit II der stiickweisen L2-Orthogonalprojektion auf PY(U, L?(Q)). Des Weiteren be-
merken wir, dass der Integrand eine Funktion mit verschwindendem Integralmittel iiber
die Zeit darstellt. Da H'((0,tenq); L?(Q)) dicht in L2((0, tenq), L*(2)) ist, withlen wir ei-
ne Funktion g € H'((0,%nq); L2(Q)), sodass fiir ein & > 0 If = 8l 2¢(0,t0na)iL200)) < €
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gilt. Wir schétzen nun unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von Il und mit Hilfe der
Poincaréschen Ungleichung weiter ab

IMTef — £l 22 ((0,tna),22(0) < IMkE — kgl 22((0,t0na),L2(2)) T+ 11k — &I £2((0,t0na),22(20)
+ g = £ll 2 (0 tena). L2 ()

1
S 26 + %k||8tg||L2((07tend)7L2(Q))'

Hierbei stellt der Faktor 1/7 die nicht verbesserbare Poincaré-Konstante fiir konvexe Ge-
biete dar, siche [41]. Damit ist nun klar, dass die rechte Seite und damit insbesondere die
linke Seite verschwindet, sofern die Zeitschrittweite k gegen 0 konvergiert.

In analoger Weise verifizieren wir (3.25) fiir eine Funktion f € L?(Q,), die durch (3.113)
in Ort und Zeit approximiert wird

dx dt

JZI

tit1 1 tjt1 1 2
/ Z/ 7/ —/fdxdt—f
¢ Ji, 7|ty =t Sy, |T| Jr

J TeT,

£k — £1172(0, )

.

J=1 i 1 ti 1 2
§Z/J Z/i/J —/fdxdt——/fdx dx dt
=y f |t )y (T 7| Jr
=Lt 1 2
+ / / —/fdxdt—f dx dt
2 ), 2l

TEeT,

Wir wenden dieselbe Argumentation wie im vorhergehenden Schritt nun ebenfalls im Ort
an und erhalten somit die gewiinschte Konvergenzeigenschaft.

Sei f € C([0, tena); L2(2)). Um nun (3.25) fiir eine nach (3.114) in der Zeit approximieren-
den Funktion f}; einzusehen, betrachten wir

J—1 .
£, — Fl2, 0 . = e ) B2 dt
= 2y = 3 [ IG5~ £
=07t

J—1
<k max ||f(¢;,-) — f(¢,- 2
<EY g 160 = 50 )

<t max max ||f(¢;,-) — £(¢,- 2 .
N endj€{0,~~~,J*1}t€[tj7tj+1]H (o) = )HLQ(Q)

Wir bemerken, das f beziiglich der Zeitkomponente eine gleichméflig stetige Funktion
darstellt. Damit ist insbesondere klar, dass fiir eine verschwindende Zeitschrittweite k der
Limes der rechten Seite 0 ist.

Fithren wir die Argumentation der beiden vorhergehenden Schritte zusammen, so erhalten
wir damit insbesondere Konvergenz im Sinn von (3.25) fiir eine Approximation des dufleren
angelegten Feldes f € C([0, tena); L*(2)) nach (3.115).

Wir betrachten nun ein stetiges angelegtes dufleres Feld f € C'(£2;). Um letztendlich si-
cherzustellen, dass eine Anndherung in Ort und Zeit nach (3.117) zuléssig ist im Sinn
der Erfiillung von Konvergenzeigenschaft (3.25), schitzen wir mit der Dreiecksungleichung
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bzw. der Youngschen Ungleichung ab

J—-1
[0k — £l 720, Z/ Z/|Ih tj,) — £° dxdt
7=0

TETh
<ten I ) Js° 2d
S dje{gflz’t§1}2/|h ty,-)) — £(t5, )" dx
J=1 i ,
£ 30 [ 18 — £ .
j=0"t

Wir haben bereits festgestellt, dass der zweite Summand der rechten Seite gegen 0 kon-
vergiert sofern die Zeitschrittweite k ebenfalls gegen 0 geht. Daher ist lediglich einzusehen,
dass der erste Summand der rechten Seite fiir k& — 0 verschwindet. Wir schétzen daher
seinen Integranden weiter ab

IZh(f(t;, %) — £t %) = | D ft2)8:x) — D Bi()f(t,x)

z; ENp(T) 2; €N (T)
< Z /81 ‘f t]7Z ) f(tj7x)’
ZzeNh(

= [£(t,2:) — £(25,%)].

Wir bemerken, das f im Ort eine gleichméfig stetige Funktion darstellt und damit ins-
besondere klar ist, dass fiir eine gegen 0 konvergierende Ortsschrittweite h der Limes der
rechten Seite 0 ist. Dies begriindet das Erfiilltsein von Konvergenzeigenschaft (3.25) fiir
diesen Approximationsansatz und beschliefit damit insgesamt den Beweis.

O
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Kapitel 4

Methoden zur approximativen
Berechnung des Streufeldes

Dieses Kapitel widmen wir der Présentation und Diskussion verschiedener Methoden zur néher-
ungsweisen Berechnung des Streufeldes.

Wie wir bereits in Kapitel 1 gesehen haben kann die Berechnung des Streufeldoperators P bzw.
dessen diskreten Gegenstiicks P, das Losen eines zusétzlichen Gleichungssystems bedeuten. Im
aktuellen Kapitel wollen wir verschiedene Moglichkeiten aufzeigen und diskutieren, um dieses
Problem zu l6sen. Da wir nicht nur an einer Darlegung der diversen Losungsansétze interessiert
sind, sondern gleichzeitig auch eine numerische bzw. algorithmische Umsetzung anstreben, wer-
den wir jeweils auch Aspekte der Implementierung beriicksichtigen. Dariiber hinaus weisen wir
gewisse Eigenschaften der aus den diversen Ansitzen resultierenden diskreten Streufeldopera-
toren P, nach, um sicher zu stellen, dass deren Anwendung zulissig im Sinn der in Kapitel 3
erbrachten Konvergenzanalysis ist.

Zunéchst wollen wir die essentiellen Gleichungen, die das Verhalten des Streufeldes beschreiben,
anfiihren. Dazu erinnern wir, dass die Streufeldenergie (oder: magnetostatische Energie) im R?
durch

M? M?

Buray = 2255 [ PGP ax = P75 [ vu? ax (4.1)
2 R3 2 R3

gegeben ist. Dabei bezeichnet P den Streufeldoperator, wihrend v das magnetostatische Poten-

tial wiedergibt. Das Streufeld P(m) = Vu wird durch m induziert als Losung u = (u'™*, u®™t) €

HY(Q) x HL, (Q%) der quasi-statischen Maxwell-Gleichungen

Au™ = divm in €,
Au®t = 0 in Q&
[u] = 0 auf I, (4.2)
[Oyu] = —m-v auf T,
ut(x) = O(1/]x|)  fiir x| = o0

mit [u] = 4™ — 4" und [9,u] = 9, u™* —d,u™ die Spriinge von u und seiner Normalenableitung
am Rand I" = 02 und v dem nach auflen gerichteten Einheitsnormalenvektor.

Aus analytischer Sicht stellt P : L%(Q;R?) — L?(Q;R?) eine L?-Orthogonalprojektion auf das
Gradientenfeld dar. Daraus ergibt sich, dass P(m) = 0 dann und nur dann gilt, wenn m diver-
genzfrei im R3 ist, siehe [45, Proposition 3.4]. Insbesondere gilt

[P(m)|z2msy < lml|p2(q)-

101
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Unter der zusitzlichen Annahme, dass die Magnetisierung m = (mq,mgo, m3) hinreichend glatt
ist, lasst sich das magnetostatische Potential u in Form einer Faltung darstellen

u=Lm=_Gxdivm = Zgj * M. (4.3)
J

Dabei bezeichnet G den Newton-Kern, der die Fundamentallosung des Laplace-Operators fiir
den 3-dimensionalen Fall ist und durch

1 1

G = =y

gegeben ([51, Kapitel 5.1]) ist. Wir bemerken, dass Darstellung (4.3) auch fiir m € LP(R3; R3) N
LY(R3;R3) gilt, siehe [45, Theorem 5.2].

Wir wollen die magnetostatischen Potentialgleichungen (4.2) approximativ 16sen. Dabei gilt es
zu beachten, dass wir an einer Losung lediglich am Gebiet € interessiert sind, wobei das Problem
jedoch am Ganzraum R? gestellt ist. Anders als alle anderen Energiebeitriige der Gibbs Freien
Energie stellt also die Streufeldenergie einen nicht-lokalen Beitrag dar.

In der Literatur finden sich nun verschiedene Ansitze zur nidherungsweisen Losung von (4.2).
Allerdings bringt jede Methode verschiedene Vorteile, aber auch Nachteile mit sich. Diese wollen
wir in den nachfolgenden Unterabschnitten aufzeigen. Gleichzeitig favorisieren wir Losungsan-
sitze, die diskrete Streufeldoperatoren zuriick liefern, die den Anforderungen von Theorem 3.3.7
aus Kapitel 3 geniigen.

Wir betrachten die diskreten Lésungen m{L fiir j > 0 der in Kapitel 3 vorgestellten Time-
Splitting-Verfahren bzw. den Grenzwert m einer Teilfolge der in der Zeit interpolierten Ma-
gnetisierung myg. Wir stellen an ein diskretes Pendant P, zu P zweierlei Anforderungen. Zum
Einen ist aus analytischer Sicht fiir die Approximation P; Stabilitit

|Phm || 12() < Cp |mi || 12(q) fiir alle j > 0 (4.4)
und Konvergenz
[Pm — Ppml|2qy — 0 fiir h—0 (4.5)

von Bedeutung. Hierbei bezeichnet C'p > 0 eine von der Netzweite h und Zeitschrittweite k
unabhéngige Konstante. Diese Bedingungen ergeben sich aus der Konvergenzanalysis aus Kapi-
tel 3. Zum Anderen zielen wir auf eine moglichst effiziente Implementierung des Streufeldes ab.
Unter diesem Aspekt wollen wir also auch Algorithmen zu den jeweiligen Ansétzen betrachten
und offensichtliche Pros und Kontras herausstreichen.

Lemma 4.0.2. Um die Eigenschaften (4.4) und (4.5) zu verifizieren, ist es hinreichend die
Giiltigkeit von sowohl

[Pral[2) < Cplnllr2@) als auch  ||[Pn—Ppal[p2q) — 0 firh —0 (4.6)

fiir alle n € LQ(Q;Rg) zu zeigen. Dies impliziert insbesondere |[Pm — Pyml|r2qy — 0 fd. in
[O, tend] fﬁ?“ h — 0.

Beweis. Um Eigenschaften (4.5) einzusehen bemerken wir

tend
\Wm—ﬂmMMHZA [Pm(t, ) — Pan(t, )2 d.
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Aus der Abschitzung

|Pm(t,-) — Prm(t, -)Iliz(m < 2|Pm(t, -)Iliz(g) + 2 || Prmy(t, -)II%Z(m
< (24 2C%)|m(t, -)Ilizm)
<(2+2C3)9

und aufgrund der Endlichkeit des Zeitintervalls tonq < 00, folgt aus dem Satz von Lebesgue
[Pm — Ppml|2q,) — 0 fir h— 0. (4.7)

Dies stellt die gewiinschte Konvergenzeigenschaft des approximierten Streufeldoperators dar,
siehe (4.5). O

Im n#chsten Abschnitt wollen wir der Vollstandigkeit halber jene analytischen Konstrukte und
Grundlagen einfiihren, die wir in den darauf folgenden Sektionen benétigen. Dariiber hinaus
streben wir eine einheitliche Notation an. Schlielich stellen wir in den darauf folgenden Ab-
schnitten einerseits verschiedene Ansétze zur Losung des Transmissionsproblems (4.2) vor und
studieren andererseits deren numerische Umsetzung und gewisse analytische Eigenschaften.

4.1 Notation und weitere Definitionen

In diesem Abschnitt wollen wir jene Definitionen sammeln und wiedergeben, die fiir die verschie-
denen Ansétze zur approximativen Berechnung des Streufeldes von No6ten sind. Dazu fithren wir
zunéchst Sobolev-Réume auf Réndern ein, um darauf folgend diverse Randintegraloperatoren zu
préisentieren. SchlieBlich fithren wir abschliefend weitere (spezielle) Interpolationsoperatoren ein.

Konvention 4.1.1. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und definiere I' = 0Q dessen
Rand. Wir bezeichnen mit Q' .= R3\Q das Komplement des Gebiets (.

Konvention 4.1.2. Wir bezeichnen mit Ty 1 jene Triangulierung am Rand I' = 02 bestehend
aus ebenen Dreiecken, die durch die Gebietstriangulierung Ty, des magnetischen Kérpers € in-
duziert wird.

Der Raum H!(Q°) enthélt nicht alle H!'-Funktionen v auf dem Auenraum Q¢ die der Ab-
klingbedingung v(x) = O(1/|x|) fiir |[x| — oo geniigen. Daher ist dieser ungeeignet fiir die
Betrachtung des Transmissionsproblems (4.2) im schwachen Sinn. Dies ist anders fiir den fol-
genden Raum. Wir fiithren fiir ¢ € N den Raum aller messbaren Funktionen, die auf jedem
Kompaktum in H* liegen, durch

H{, (Q) = {v :Q—>R Lebesgue—messbar| vl € HY(K) fiir alle K C Q mit K kompakt}

ein. Des Weiteren bezeichnen wir fiir £ € N mit
HYQ) = {v e H(Q) { / vdx = 0}
Q

den Raum jener Funktionen v € H*(Q2) mit verschwindendem Integralmittel. Auerdem definie-
ren wir H(div; Q) mit

H(div; Q) == {v € L*(R%)|divv € L*(Q)},
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wobei div v im schwachen Sinn verstanden wird. Aus dieser Definition geht hervor, dass H'(Q;R3)
ein Teilraum von H (div; ) ist.

In den folgenden Abschnitten bendtigen wir spezielle Sobolev-Raume auf Réndern. Dazu fithren
wir fiir Q C R? die Sobolev-Slobodeckij-Seminorm auf Réndern ein

B [0(x) — v(y)]? 12
vl g2y = </F/F—’X P dsydsx .

Der Sobolev-Raum H'Y?(I") wird dann durch
HY2(T) = {v € (D) | ol gy < oo}

definiert, wobei die H'/2-Norm wie folgt gegeben ist

1/2
lollaray = (1012 + 10l ) -

In analoger Weise zur Definition der Réume mit verschwindendem Integralmittel auf €2 erklaren
wir den Raum Hi/Q(F) als

HYAT) = {v e H'/(I)] /desx = 0} .

Es kann gezeigt werden, dass die eben eingefiihrten Sobolev-Raume auf Réndern Hilbert-Rdume
sind.

Wir fithren durch
H™V2(0) = (H'*(D))",
HV (1) = {g € HVA) | (9. )y = 0} = (HY (D))

die Dualrdume der eben definierten Sobolev-Réume auf Réndern ein und bemerken, dass hierbei
Dualitéit im Sinn des erweiterten L?-Skalarprodukts verstanden wird.

Schliellich bendtigen wir noch die Definition diverser Spur- und Randintegraloperatoren. Dazu
betrachten wir zunichst ein beschrinktes Gebiet Q C R? mit hinreichend glattem Rand I' = 99.

Proposition 4.1.1 ([37, Theorem 3.37]). Sei Q C R3 ein beschrinktes CT~11-Gebiet und be-
zeichne I' C 0 den Rand des Gebiets. Fiir r > s > 1/2 gibt es einen eindeutigen Spuroperator

Y € L(H*(Q); HV2(09))  mit o = @loa  fiir alle p € CO(9).
Dariiber hinaus existiert ein eindeutiger Spuroperator

v € L(H{  (R3); Hs_l/Q(F)) mit o = @|r  fir alle o € CO(R3).
Der Spuroperator vy = 76‘“ wird auch als innere Spur bezeichnet, withrend 1§ € L(H;, (Q%);
H1/2(1)) fiir alle ¢ € CO(Qext) die dufere Spur darstellt.
Wir verwenden im Folgenden die vereinfachte Notation 7y fiir den einseitigen Spuroperator, falls
ohnedies klar ist von welcher Seite aus die Spur zu bilden ist.
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Proposition 4.1.2 ([37, Lemma 4.3]). Sei o € H'(Q) und gelte —Ap = f € H™(Q) im distri-
butionellen Sinn. Dann gibt es ein eindeutiges lineares und stetiges Funktional v, € H*1/2(F),
sodass

(f,v)12(0) = (Vo, VU) 12(0) — (M1, 700) 12y fiir alle v € H' () (4.8)
erfillt ist. Wir bezeichnen y1p € H_l/z(F) als die Konormalenableitung von ¢. Insbesondere
gilt 10 = Oy fiir alle ¢ € C*(Q).

Wieder unterscheiden wir mit i die innere Konormalenableitung von 4§<* der duferen Konor-
malenableitung. Falls klar ist, von welcher Seite aus die Spur zu bilden ist, verwenden wir die
vereinfachte Schreibweise ;.

Wir betrachten die Abbildung ~,v := v - v, die fiir glatte Funktionen v mit kompaktem Tréger
erklart ist. Wie in [27, Satz 2.5] nachzulesen ist, ldsst sich v, zu einer linearen und stetigen

Abbildung v, : H(div; Q) — H~Y2(T) fortsetzen.

Im Folgenden fiihren wir diverse Randintegraloperatoren ein und fassen deren wichtigste Eigen-
schaften kurz zusammen. Fiir ein detailliertes Studium sei der Leser auf [37, 48, 51] verwiesen.

Fiir eine gegebene Funktion f : R? — R mit kompaktem Triiger in Q definieren wir das Volumen-
oder Newton-Potential durch

/ G(x,y)f(y)dy fir xeR3. (4.9)

Es ist zu bemerken, dass das Newton-Potential als Faltung N f = G x f mit dem Newton-Kern
verstanden werden kann.

Satz 4.1.3 ([37, Kapitel 6]). Es bezeichne Hkolnp(]R?’) den Raum aller Distributionen aus H—(R3)

mit kompaktem Triger in R3. Dann definiert das Newton Potential einen Operator N €

L(H ! (R3); HL, (R3)). Fiir alle Funktionen f € H, R3) gilt

komp komp (

~ANf)=f schwach in R,

Insbesondere sind die Anwendung der Spuroperatoren und der Konormalenableitungen wohlde-
finiert und erkldren lineare und stetige Operatoren

th N L) — HY2(D), extN Hl;mp(Qext) — HY2(D),
WIN H N Q) = HVAD), 9N« Heh () — HV2(T).
Damit liegen folgende Sprungeigenschaften vor
hoNf1 =15 Nf =" Nf =0,

N ST = AN =N f = 0.
Fiir eine gegebene Dichte ¢ : I' — R wird das Einfachschichtpotential durch
/G x,y)o(y)dsy fir x € R\T (4.10)

definiert.



106 KAPITEL 4. METHODEN ZUR BERECHNUNG DES STREUFELDES

Satz 4.1.4 ([37, Theorem 6.11]). Das Einfachschichtpotential V definiert einen Operator V &
L(H-Y2(T); HL, (R3)), und es gilt fir alle $ € H~'/*(T)

~A(V¢) =0 schwach in R3\T'.

Des Weiteren sind die Anwendung der Spuroperatoren und der Konormalenableitungen wohldef-
intert und erkldren lineare und stetige Operatoren

ARy HTY2() — HYA(D), A9 HY2(T) — HYA(D),
WV HTVAT) —» HOVAI), A9V HOVAT) - HOVA(D).

Damit liegen folgende Sprungeigenschaften vor

oV o] := V¢ — itV = 0,
11V @] =PV p — 1tV = —o.

Das Einfachschichtpotential V erfiillt fiir ¢ec H1/? (T") fast iiberall in Q®** das Abklingverhalten
~ 1
Vo(x) =0 <m> fiir [x| — oo

wie in [48, Abschnitt 3.1] nachzulesen ist.

Fiir ein v : I' — R wird das Doppelschichtpotential formal durch
Ko(x) := / 11yG(x,y)v(y)dsy fir x€R\T (4.11)
r

erklart, wobei der Index y in «1, vermerkt, dass die Ableitung nach y betrachtet wird.

Satz 4.1.5 ([37, Theorem 6.11]). Das Doppelschichtpotential K definiert einen Operator K €
L(HY2(T); HY(Q) U HL, (%)), und es gilt fir alle v € HY*(T)

~A(Kv) =0 schwach in R3\I.

Insbesondere sind die Anwendung der Spuroperatoren und der Konormalenableitungen wohlde-
finiert und erkldren lineare und stetige Operatoren

WK HYAT) — HYAT), A§K « HY*(T) — HYA(T),
A HY2(T) - HVA(D), 49K HY2(D) — HY2(T).

Damit liegen folgende Sprungeigenschaften vor

['yof?v] = 'ySth(v — ’y(i)ntf?v =,
['Yl[??}] = 'yf"tf(v — ’yilntf?v =0.

Das Einfachschichtpotential K erfiillt fiir e HY? (T") das Abklingverhalten
Ro)=0 () fir x| -
X) = — ir |x 00
x|

wie in [48, Abschnitt 3.1] nachzulesen ist.
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Mit Hilfe der nun vorgestellten Randintegraloperatoren und deren Eigenschaften kénnen wir
eine Darstellungsformel fiir die exakte Lésung ¢ des Laplace-Problems formulieren:
Fiir o € HY(Q) mit —Ap = f € H~1(Q) gilt

o =Nf+ V(") - K("). (4.12)

Insbesondere ergibt sich durch Anwendung des Spuroperators 'y(i]nt bzw. der Konormalenablei-
tung 1" auf Gleichung (4.12), dass die Cauchy-Daten (7i"¢, 7" p) € HY/2(T') x H~Y/2(T) das
Calderén-System

_ ~int 7o 1nt 1nt int A7
(1 Z) (_z(i)ntg 1nt“j:> < 1nt£> + <Z?nt]]¥!;> (413)
1 1
erfiillen. Fiir einen Beweis der Giiltigkeit der Darstellungsformel im schwachen Sinn, sei der
Leser auf [48, Satz 3.1.6] verwiesen.

Aus der Darstellungsformel geht hervor, dass die Losung ¢ der Differentialgleichung eindeutig
bestimmt ist, sobald die Cauchy-Daten (’yéntap yirte) € HY2(T) x H=1/2(T") bekannt sind.

Wir definieren die Spur und Normalenableitung der im Folgenden betrachteten Integralopera-
toren fast iiberall auf I' wie folgt:

o V= v(i]ntf/ Einfachschichtpotential V€ L(H~Y2(I'); H/?(T"))

o K/ =~y _ 1 adjungiertes Doppelschichtpotential K’ € L(H~Y2(T); H=Y/2(T))
o K := th + 2 Doppelschichtpotential K € L(HY?(T'); H'/?(I))

o W = —fyilnt[? hypersingulirer Integraloperator W € L(HY?(I'); H-Y/2(I))

Unter Beriicksichtigung obiger Definitionen kénnen wir das Calderén-System wie folgt darstellen

ity 1 K Vv 'YmtSD thf
<7 <p> (2 w3 +K'> < ?ntw> " ( thf) )

Betrachtet man fiir eine Funktion ¢ € H, (%) das AuBenraumproblem

—Ap = 0 in Q¢
px) = O <ﬁ> fiir [x| — oo,

so ist nach [37, Kapitel 7, Abschnitt Exterior Problems] bekannt, dass die Lésung ¢ folgende
Darstellung findet

ext ext

o = KA&% — Vg

Dies schliefit die Einfiihrung von Sobolev-Réumen auf Réndern samt Randintegraloperatoren
und deren Eigenschaften ab.

Mit dem Ziel einer numerischen Umsetzung und praktischen Implementierung fithren wir einen
Approximationsoperator ein, der Funktionen aus Sobolev-Riéumen auf affine und global stetige
Funktionen abbildet. In Kapitel 2 haben wir bereits einen solchen Operator vorgestellt, den
nodalen Interpolanten. Da dieser jedoch nur fiir stetige Funktionen definiert ist, ist er nicht fiir
H'-Funktionen im R3 anwendbar, sondern lediglich fiir H2-Funktionen. Bestimmt man jedoch
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die Werte einer zu approximierenden affinen und global stetigen Funktion an den Knoten einer
Triangulierung durch (gewichtetes) Mitteln iiber lokale Bereiche, so fithrt dies auf einen Appro-
ximationsoperator, der auf H'-Funktionen anwendbar ist.

Wir fithren den Scott-Zhang-Operator ein. Dazu betrachten wir ein Gebiet Q C R3. Wir wiihlen
zu jedem Knoten z; € N, eine Fliche a;, die z; als Knoten enthilt. Fiir den Fall z; € ' fordern
wir zusétzlich, dass die gewéhlte Seitenfliche a; ebenfalls einen Teil des Randes I' darstellt.
Im Weiteren bezeichnen wir mit {¢;;} fiir j = 1,...,3 die Menge der skalarwertigen nodalen
Basisfunktionen von a;. Wir identifizieren mit {1;;} fiir j = 1,...,3 die entsprechende L?(a;)-
duale Basis, d.h. es gilt

/ Yirdij dx = Op;

mit dy; als Kronecker-Symbol. Des Weiteren sind diese Basisfunktionen derart geordnet, sodass
¢ij(z;) = 01; und daher insbesondere ¢;1(z;) = 1 gilt. Fiir eine skalarwertige Basisfunktion ;
des S'(Ty) gilt dann

Bila; = i1

Beachten wir, dass a; nur dann im Tréger einer Ansatzfunktion 3; liegt, wenn z; € a; gilt, dann
folgern wir daraus schlieflich

/ Vi1 B dx = di;

fiir alle Indizes 4,5 =1,...,N.
Mit der Einfithrung von Funktionen ¢; := ¢;1 bzw. 1; := ;1 definieren wir nun den Scott-Zhang-
Operator

N
Sp: HY Q) — SY(T) mit Spv:= szﬁl und  v; ::/ Yiv dx. (4.15)

=1
Wir halten in den folgenden Sétzen essentielle Eigenschaften dieses Interpolationsoperators fest.

Satz 4.1.6 ([50, Satz 2.1]). Der in (4.15) definierte Operator Sy, ist eine Projektion von H'(£2)
nach S*(Ty,). Des Weiteren bleiben homogene Randbedingungen unter Anwendung von Sy, erhal-
ten, d.h. H}(Q) wird auf S(Ts) abgebildet.

Satz 4.1.7 ([50, Abschnitt 4]). Seiv € H*(Q) mit £ = 1,2. Dann gibt es eine positive Konstante
C >0, sodass

[v = Spollgi(e) < CIR T D || 12 (4.16)

gilt. Die Konstante C' > 0 hdngt hierbei lediglich von der Dimension des Gebiets und der Form-
regularitatskonstante o(Ty) ab.

Damit haben wir nun jene Rdume, Operatoren und Notation eingefiihrt, die wir in den folgenden
Abschnitten verwenden werden.

Im folgenden Lemma halten wir essentielle Beobachtungen aufgrund der Dichtheit von Rdumen
fest.
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Lemma 4.1.8. Sei H ein Hilbert-Raum, und fir h > 0 sei X, C H ein endlichdimensionaler
Teilraum. Des Weiteren bezeichne b(-,-) eine stetige und elliptische Bilinearform auf H und
f () ein stetiges, lineares Funktional auf H. Wir notieren mit uw € H die eindeutige Lisung von
b(u,v) = f(v) fir alle v € H, wihrend up, € X}, die eindeutige Lisung von b(up,vn) = f(vp)
fiir alle vy, € X}, darstellt. AufSerdem existiere eine dichte Teilmenge D C H und ein (nicht
notwendigerweise stetiger und nicht notwendigerweise linearer) Operator Iy, : D — X, mit

lim [[(1 — Zp)v||g =0 fiir alle v € D. (4.17)
h—0

Dann gilt
li — =0. 4.18
L fJu = unl (4.18)

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass nach obigen Annahmen fiir die Losungen v € H und
up € Xp mit h > 0 die Céa-Abschitzung

o — unllpe < C miny Jlu— valle = Clu — Myalle (4.19)
v EX,

gilt, wobei die positive Konstante C' > 0 unabhéngig von der Netzweite h ist und II; die
Orthogonalprojektion auf A}, bezeichnet. Da D dicht in H ist, ist es uns moglich fiir ein € > 0
ein v € D zu wihlen, sodass

lu—wvlln <e

gilt. Mit der Dreiecksungleichung und der der Bestapproximationseigenschaft von II;, sehen wir
nun

lw = unllag < llu = vl + llv = Tavlla + [Ha(v — w)ll < 28 + [|(1 = Zn)oll

Schliefllich erhalten wir mit der Approximationseigenschaft fiir Z, aus (4.17) die gewiinschte
Aussage. O

4.2 Analytische Berechnung des projizierten Streufeldes

Zunichst wollen wir jenen Ansatz betrachten, der in [45] vorgestellt wurde. Die grundlegende
Idee dieser Losungsmethode beruht auf der Hintereinanderausfithrung von Projektionen Il :
L?(Q;R3) — PO(T,)3 und kontinuierlichem Streufeldoperator P. Daraus resultiert nimlich ein
diskreter Operator

P =PI, : L2 (O R?) — PO(T)?, (4.20)

der einerseits den Anforderungen (4.4) und (4.5) geniigt und andererseits in Form von numerisch
berechenbaren Doppelintegralen darzustellen ist.

Es definiere ITj, : L2(;R3) — PY(T3,)? die L2-Orthogonalprojektion auf Tj-stiickweise konstan-
te Felder. Dabei bemerken wir, dass fiir n € L?(€;R?) der Operator Il lediglich das lokale
Integralmittel darstellt

(pn)|r, = ndx =:nr, fir Ty € Tp.

’T‘Z" Ty
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Mit Hilfe dieser Feststellung und der Linearitédt von P deduzieren wir aus [45, Proposition 6.1]
folgende Gleichheit

Ly L1y vy, (y) - nr,
Prn)lr, =7 Pog = — e / / —————vr,(X)dsy dsx. (4.21

Es gilt zu beachten, dass die hierin auftretenden Doppelintegrale jenen gleichen, die durch
das Einfachschichtpotential mit P%-Ansatzfunktionen aus den Randintegralgleichungen bekannt
sind. Analytische Formeln zur Berechnung dieser Randintegrale finden sich beispielsweise in [28,
35, 44].

Mit der charakteristischen Funktion x; von T; € T, und e, € S? den /-ten Einheitsvektor
definieren wir X;y(¢—1)yn = Xi€¢. Es sei bemerkt, dass {x1,...,X3n} eine Basis von PO(Ty)? ist.
Damit findet jene Matrix, die den Streufeldoperator représentiert, folgende Darstellung

Pll P12 P13
P= (P2 P2 P3| cR* nit Eintriigen Py = / Xom - PXon dX. (4.22)
P13 P23 P33 Q

Dieser Operator ist also eine symmetrische 3 x 3-Blockmatrix mit symmetrischen Blécken P ¢
RE,, siehe [45, Abschnitt 6]. Dariiber hinaus kann jeder Block und damit insbesondere die
gesamte Matrix durch hierarchische Matrizen beliebig genau approximiert werden, siehe [42, 43]

fiir weitere Details. Fiir jedes Element T; € T, bezeichne ¢; € T; den Schwerpunkt. Dann gilt
(Mpmy,) |7, = Mg (c)).

Definieren wir den Vektor p € R3" durch p; F—1)n = mi(ci) - €y, so berechnen wir das Streufeld
naherungsweise mit

(Prml) |7, - e, =

3 n
1 .
|T| /T P <Z Z(HhmngTZ, . eglxl'/+(z/1)n> dx ey

r—1i—1
1 & ,
= Z Z /XiJr(él)nPXiUr(é’l)n dx (Tlymy)|7, - ep
T3 : Q
r=1i=1 (4.23)
3 n
1
= Z Z Py (e—1)nir 4 (0 —1ynbir (0~ 1)n
V=1v=1
1

= ﬁpu(éq)m
wobei p = Pp gilt.

Wir haben nun die Berechnung des approximativen Streufeldoperators P, vorgestellt und aus-
gefiihrt. Dabei sehen wir, dass dieser Projektionsansatz zur Berechnung des Streufeldes, lediglich
in eine Matrix-Vektor-Multiplikation resultiert. Wir fassen diesen Ansatz zur Losung der ma-
gnetostatischen Potentialgleichungen in folgendem Algorithmus zusammen:

Algorithmus 4.2.1. Input: Magnetisierung m, Triangulierung T, Schwerpunkte c; der Ele-
mente T; € Ty, firi=1,...,n.

(i) Berechne P € R33" qus (4.22), wobei

1 _ ey _ .
Py = __/ / Un ) )G o) 4y gy, (4.24)
ar Jor; Jor, x -yl
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(ii) Berechne p € R3" mit
Hit(e—1)n = M(C;) - €. (4.25)

(iii) Berechne pji(—1yn = ‘TL”(P;L)]»HZ,I)” firj=1,...,nund £ =1,2,3.

Output: Approzimativ berechneter Koeffizientenvektor p € R3" des Streufeldes
Prm = 37 pixi € PO(Th; R3).

Es gilt zu bemerken, dass im Gegensatz zu anderen Anséitzen zur approximativen Losung der
magnetostatischen Potentialgleichungen der Riickgabewert von Algorithmus 4.2.1 bereits das
gesuchte diskrete Streufeld P,m € P°(T;,; R3) ist.

Im Folgenden halten wir die Figenschaften des nach Algorithmus 4.2.1 ndherungsweise berech-
neten Streufeldoperators Py, fest.

Proposition 4.2.2. Der diskrete Operator P, = 1P, erfillt die Anforderungen (4.4)
und (4.5).

Beweis. Da IIj, und P jeweils L?-Orthogonalprojektionen sind, gilt folgende Stabilititsabschiitz-
ung

thnHLQ(Q) = HHhPthHL2(Q) < HnHLQ(Q) fir alle n € LQ(Q;RB).

Daher ist Bedingung (4.4) sogar mit einer Konstante Cp = 1 erfiillt.
Wir schitzen weiter mit der Dreiecksungleichung ab und erhalten unter Ausniitzung der Pro-
jektionseigenschaften von I und P

[P — Ppnlr2(q) < [|(1 = Hp)Pnllz20) + [HP(1 = Ip)n| 12

(4.26)
< |[[(1 = Hp)Pu|r2(q) + [[(1 — Hp)n|lz2(q)-

Um die rechte Seite nun weiter abzuschétzen, bemiithen wir Lemma 4.1.8 unter der Wahl H =
L2(Q;R3), D = C§°(Q;R?) und der Bilinearform b(-,-) = (,-)z2. Als diskreten Teilraum legen
wir X, = PO(Tp,; R3) fest und withlen als Approximationsoperator die L2-Orthogonalprojektion
IT;,. Wir bemerken, dass nach der Poincaréschen Ungleichung Eigenschaft (4.17) erfiillt ist und
erhalten schlielich

H(l — Hh),PnHLQ(Q) —0 firh— 0,
I(1 = Th)n]| 20y — 0 fiir h— 0.

Daher vervollstdndigt Lemma 4.0.2 schliellich den Beweis. O

Abschlielend halten wir fest, dass der in diesem Abschnitt vorgestellte Ansatz zur approximati-
ven Berechnung des Streufeldes ohne Losung eines oder mehrerer Gleichungssysteme auskommt
und direkt die gewiinschte Grofle als Matrix-Vektor-Produkt zuriick liefert. Allerdings bedient
er sich der Darstellung der Losung der magnetostatischen Potentialgleichungen in Form einer
Faltung, siche (4.3).

Es gilt zu bemerken, dass dieser Losungsansatz den Anforderungen (4.4) und (4.5) geniigt. Er
stellt also eine im Sinne der Analysis zuléissige Approximationsmethode dar.
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4.3 Hybrider FEM-BEM-Ansatz nach Fredkin/Koehler

Eine in der Welt der Anwendung beliebte Methode zur Berechnung des Streufeldes ist der Ansatz
nach FREDKIN und KOEHLER, siehe [23]. Dabei handelt es sich um einen hybriden FEM-BEM-
Ansatz, der auf einem Superpositionsprinzip beruht und daher letztendlich auf das Losen eines
Neumann-Problems und darauf folgend die Behandlung eines Dirichlet-Problems fiithrt. Des Wei-
teren wird ausgenutzt, dass uns das Streufeld Pm lediglich fiir das Gebiet € interessiert.

Wir betrachten zunichst die magnetostatischen Differentialgleichungen (4.2) in der schwachen
Form und splitten sodann die Losung u in die Funktionen u; und us auf. Fiir eine bekannte
Magnetisierung m € H(€;R3) fithren wir die Funktion uy = (ul, u$*) € H}(Q) x HL, (Q%)
als Losung von

Aul™ = divm  in Q,
int ilnt _ . fT (427)
ru® = m-v au

ein. Definieren wir den #ufleren Anteil der partiellen Losung up als u$** := 0, so fiihrt uns dies
auf folgende Spriinge

__ ~int_int

[You1] = —vp" uy™,

[,ylul] =0. (428)

Entsprechend dieser Wahl von wuy gilt es, nun us derart zu wéhlen, dass die Summe w1 + uo das
volle Problem (4.2) 16st. Daher hat die partielle Losung ug = (ul®, u$**) € H'(Q) x HL, (%)
das Gleichungssystem

Aus = 0 in R3\T,
[Youz] = A*u™  aufT,
[Oyuz] = 0 auf T, (4.29)
u$t(x) = O <ﬁ> fiir |x| — oo

zu l6sen.

Das Transmissionsproblem (4.29) wurde bereits beispielsweise in [37, 48] ausfiihrlich betrachtet
und behandelt. Demnach ist auch bekannt, dass es eine eindeutige Losung besitzt, die mit Hilfe
des Doppelschichtpotentials wie folgt dargestellt werden kann

ug(x) = <K( (i]ntu1)> (x) := ﬁ /F %ul(y) dsy fiir alle x € R*\T. (4.30)

Es sei bemerkt, dass nach den Sprungeigenschaften des Doppelschichtpotentials folgende Gleich-
heit vorliegt

R G ) = (K~ 1/2)(§"wm).
Damit kann die partielle Losung us auf dem Gebiet {2 durch das inhomogene Dirichlet-Problem

Ault = 0 in Q,

qoul = (K —1/2)(yu)  aufl (4:51)

charakterisiert werden.
Insgesamt kann nun der Streufeldoperator mit Hilfe der Losungen u1 und us als Pm = Vu;+Vus
auf dem Gebiet Q2 berechnet werden.
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Wir beschéftigen uns nun mit der algorithmischen Umsetzung dieses hybriden FEM-BEM-
Ansatzes. Da wir unsere Losung v nach dem Superpositionsprinzip berechnen, ist klar, dass wir
dazu zwei verschiedene Teilprobleme zu l6sen haben. Wie bereits zu Beginn dieses Abschnitts
erwahnt und wie auch aus den Gleichungen der partiellen Losungen hervorgeht, ist in einem
ersten Schritt die Losung eines Neumann-Problems erforderlich. Im zweiten Schritt ist ein inho-
mogenes Dirichlet-Problem zu 16sen. Gekoppelt sind die Probleme iiber die Randdaten, die zur
Losung des inhomogenen Dirichlet-Problems bendtigt werden, da diese unter Anwendung des
Doppelschichtpotentials aus der Losung des Neumann-Problems hervorgehen. Dieses Prozedere
induziert folgenden Algorithmus zur Losung der magnetostatischen Potentialgleichungen:

Algorithmus 4.3.1. Input: Magnetisierung m, Triangulierung Ty, Apr : HY(T) - SY(Thr)
Approzimationsoperator.

(i) Finde uyp, € SHTn) := {vn, € SYTh)| Jqvndx = 0}, sodass fiir alle Testfunktionen v, €
SH(Th) folgende Gleichung gilt

(Vuy p, vvh)L2(Q) = (m, Vvh)LQ(Q). (4.32)
(ii) Berechne die Randdaten g, € S*(Thr) als
gn = Anr (K = 1/2) (yourp)- (4.33)

(iii) Finde ugy € SY(Tp), sodass fir alle Testfunktionen vy, € S}(Tp) := {vn, € SY(Th)|vn(z) =
0 fiir alle z € Ny NT} folgende Gleichungen erfiillt sind

Vug p, Vv =0
(Vuiz, Von) @) (4.34)
You2,n = Gh-

(iv) Berechne das approzimative magnetostatische Potential uy, € S*(Ty,) durch
Up = UL p + U2 p.

Output: Approzimationslosung uj, € S*(Tp,).

Mit der Losung uy, € S'(7) aus Algorithmus 4.3.1 lisst sich das Streufeld durch P,m = Vuy, €
PO(Tr)? berechnen.

Bemerkung 4.3.2. Wir bemerken, dass der Scott-Zhang-Operator S, : HY(Q) — S'(T) eine
H'-stabile Projektion auf S*(T;,) darstellt und durch

Spr: HY2(T) = SYThr) mit Y0(Shv) = Snr(yov)  fiir alle v e HY(Q) (4.35)

einen stetigen Operator am Spurraum induziert. Demnach stellt Sy eine zuldssige Wahl des
Approzimationsoperator Ay, rdar.

Bemerkung 4.3.3. Da im Ansatz von FREDKIN/KOEHLER, siege [23], zwei FEM-Probleme zu
losen sind und demnach lediglich schwach-besetzte Matrizen auftreten, erwartet man im Gegen-
satz zu Liosungsansdtzen, die auf einer FEM-BEM-Kopplung beruhen, eine schnellere Berech-
nung der gesuchten Ldsung. Dariiber hinaus streichen wir hervor, dass dieser Ansatz einzig die
Implementierung des Doppelschichitpotentials K bendtigt.
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Schlielich wollen wir einsehen, dass dieser Zugang im Sinne einer rigorosen Konvergenzanalysis,
wie sie in Kapitel 3 durchgefiihrt wird, zuléssig ist. Daher weisen wir nach, dass dieser Ansatz
den Anforderungen (4.4) und (4.5) gentigt.

Proposition 4.3.4. Sei der Interpolationsoperator Ay aus Algorithmus 4.5.1 der Scott-Zhang-
Operator S, r am Spurraum. Des Weiteren sei Ty, eine uniforme und formregulédre Triangulie-
rung des Gebiets ). Dann erfillt der diskrete Streufeldoperator Py, der durch den Ansatz von
FREDKIN und KOEHLER induziert wird, die Bedingungen (4.4) und (4.5).

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber gliedern wir den Beweis in einzelne Schritte.

e In einem ersten Schritt wollen wir eine Stabilititseigenschaft fiir die Teillésung u, j, nach-
weisen. Dazu betrachten wir das diskrete Neumann-Problem (4.32) und wéhlen eine spezi-
elle Testfunktion vy, = uy ), € SH(T). Dies fithrt unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung auf

[V pl72iq) = (M, Vur ) 29y < [lml| g2 [Vursl 2@

und zeigt damit insbesondere
Vur pllrz) < llmllz2q)-

e Wir wollen eine (4.5) entsprechende Konvergenzeigenschaft fiir die Teillssung uy , € SE(7T5)
einsehen. Dazu bemerken wir dass u, j, die Galerkin-Approximation von (4.27) ist, weshalb
die Céa-Abschéitzung

U — U < (C min Uy — v
lur — uipllgrQ) < vhes;(Th)H 1= vrllE (@)

mit einer h-unabhiingigen Konstante C' > 0 gilt. Betrachten wir D := H?(Q) N H}(), so
stellt dies einen dichten Teilraum von H}(€2) dar. Insbesondere erfiillt der Operator (1 —
M)Z;, mit M dem Integralmittel iiber 2 und Z;, dem nodalen Interpolanten die geforderte
Eigenschaft aus (4.17) aus Lemma 4.1.8. Daher erhalten wir die gewiinschte Konvergenz

lim [|[Vu; — V < li - =0
h{)%” Uy Ul,h||L2(Q) _hlﬂ)ﬂul Ul,h||H1(Q)

und schlieffen damit diesen Beweisschritt ab.

e Wir verwenden im Folgenden die abkiirzende Notation vy = ’y(i)nt. Um eine Stabilitéitseigen-

schaft, die (4.4) entspricht, fiir die zweite Teillosung us p, einzusehen, erinnern wir daran,
dass diese approximative Losung gleichzeitig die Galerkin-Losung von (4.31) mit gestorten
Dirichlet-Daten Sy, (K —1/2)(vou1 1) darstellt. Wir schétzen daher unter Beriicksichtigung
des Céa-Lemmas, der Fortsetzung der Dirichlet-Daten durch SLK (You1,n) € S'(Tp,) und
der Darstellung uy = K (vou1) wie folgt ab

Vugnllz20) < llugnllm )
< lug,n — u2ll gy + llwalla @)

<C min v +Sf? u —u 4 lu
- uhesg(Th)H( h+ SK (Yourn)) = uzll i) + lluzllm o)

< C||SpK (vourp) — uz| (o) + [luzll m(o)
< C|[ShK (vour,n) — ShK (your) | g o) + ClIShK (vour) — uzllm(a)

+ [luz|l 1)



4.3. HYBRIDER FEM-BEM-ANSATZ NACH FREDKIN/KOEHLER 115

wobei die Konstante C' > 0 lediglich vom Gebiet €2 und dessen Rand I' abhéngt. Damit und
unter Beriicksichtigung der Stetigkeit des Interpolationsoperators Sy, : H Q) — HY(Q),
sowie der Stetigkeit des Doppelschichtpotentials K : HY?(I') — H'(Q) erhalten wir
IVugnllzz2) < C'llvo(urn — un)ll gz + ClISKK (Your) — ual 0y + luzllm ()
mit ¢’ = C'(Q,T) > 0. Wir erinnern wieder an die Darstellung (4.30) der Losung von (4.31)

und schétzen unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von K die letzten beiden Summanden
der rechten Seite nun weiter ab
C|ShK (yous) — us| g1 () + [zl o)
= C||SpK (your) — k(’YOul)HHI(Q) + ”k(')’oul)HHl(Q)
< C||(1 = Sn) K (vour)l| () + C' 7ot | gy
< C”H'YOUIHHU?(F)

mit h-unabhéngigen positiven Konstanten C,C’,C” > 0. Beachten wir, dass der Sobolev-
Raum H'/2(T) als der Spurraum von H'() charakterisiert wird und demnach mit der
entsprechenden Quotientennorm versehen ist, so erhalten wir letztendlich

IVuanll2(0) S lluaplla @) + lluallme)-
Schliellich fiihrt das Anwenden der Poincaré’schen Ungleichung zusammen mit der Stabi-
litdtsabschidtzung aus dem ersten Schritt des Beweises auf

Vua nllrz) S IVurallee) + IVuillz2) < [lml 220

und zeigt damit Stabilitdt der Losung ug .

e Fiigen wir die Stabilitdtsabschitzungen aus dem ersten und dritten Schritt des Beweises
zusammen, so ist insgesamt damit die Stabilitdtsaussage

[Prm||2(0) = [[Vunlzz@) < [[Vurnllrz) + [Vuznllz) < Cllm| 2 q)

klar, wobei C' > 0 eine positive Konstante darstellt, die lediglich vom Gebiet §2, dessen
Rand I' und der Formregularitétskonstante o(7;) abhingt. Wir bemerken, dass sich die
Argumente aus den ersten beiden Schritten des Beweises auf eine beliebige diskrete Ma-
gnetisierung m% fiir j > 0 anwenden lassen und haben damit insgesamt Eigenschaft (4.4)
nachgewiesen.

e Im vorletzten Schritt des Beweises wollen wir eine Konvergenzeigenschaft, die (4.5) ent-
spricht, fiir die Teillésung wus ;, nachweisen. Hierzu betrachten wir die schwache Formulie-
rung von (4.31) und das diskrete Pendant (4.34) und erhalten mit der Céa-Abschétzung

IV (ug —uz p)ll2() < [luz — uanllai(o)

< thefgéf(lﬁ) |ug — (vn + SpK (you1,n)) 71 ()

< Clluz — SuK (ourn) | i (-
Mit ug = K (you1), siehe (4.30) erhalten wir

IV (uz2 — uap)l 22 () < 1K (vour) — SE (Yourn) i (o

< [[(1 = Sn)K (vour) |z (o (4.36)
+ ISu K (Your — Your,n) L (a)-
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Wir bemerken, dass S, : H'(Q2) — H'(Q) eine stetige Projektion auf S!(7j) darstellt,
d.h. es gilt (1 — Sp)v, = 0 fiir v, € SY(T,) € HY(Q) beliebig. Damit sehen wir folgende
Abschétzung ein

(1 = Sn) K (vour) || 1.0y = vhégilr(lm 11 = Sn) (K (our) — o)l 2 ()

: 1K (vour) — val 1 (-
Wir erinnern an die Dichtheit von C*°(Q) C H'(2) und bemerken, dass wir unter Anwen-

dung der Dichtheitsaussage von Lemma 4.1.8 mit dem nodalen Interpolanten als Appro-
ximationsoperator

Lim [[(1 = Sp) K (vour)ll s (o) = 0

erhalten.

Um den zweiten Summanden der rechten Seite von (4.36) weiter abzuschétzen, niitzen wir
die Stetigkeit des Approximationsoperators S, und des Doppelschichtpotentials K. Dies
liefert

18K K (vour — yourn) ey S I1o(ur = wp) gz

und fiihrt zusammen mit der Stetigkeit des Spuroperators und der Poincaré’schen Unglei-
chung auf die Abschétzung

18K K (vour — Yourn) ey S llur — wrnllm o) S 1V (i — uin)l r2)-

Es gilt zu beachten, dass aus Schritt 2 bekannt ist, dass hierbei die rechte Seite gegen 0
konvergiert, sofern die Ortsschrittweite h ebenfalls gegen 0 geht. Dies beschliefit diesen
Beweisschritt, da wir damit

Lim [V (uz = ugp)ll 12(0) = 0

einsehen.

Letztendlich fiihrt das Zusammenfiigen der Konvergenzeigenschaften der Losungen w
und ug p, unter Anwendung der Dreiecksungleichung fast tiberall in [0, tenq] fiir A — 0 auf

[Pm — Prm|| 20y < [|V(ur —urn)lz2) + IV (u2 —uzn)l120) — 0

und bestéatigt damit die Konvergenzeigenschaft des approximativ berechneten Streufeldes
P m. Wir bemerken, dass sich obige Ausfiihrungen fiir beliebige Funktionen n € L?(2;R?)
anwenden lassen. Schliellich vervollstéindigt der Satz von Lebesgue iiber die dominierte
Konvergenz, sieche Lemma 4.0.2, den Beweis. O

In der Originalarbeit von FREDKIN /KOEHLER, siehe [23], wird als Interpolationsoperator .4, der
nodale Interpolant Z; angewandt um K (You1,p) zu diskretisieren. Dies steht im Gegensatz zur
vorliegenden Arbeit, wo als mogliche Wahl des Approximationsoperators Aj, der Scott-Zhang-
Operator Sj, zum Einsatz kommt. Der Grund hierfiir ist die Tatsache, dass H'/2-Funktionen
im Allgemeinen unstetig sind und daher keine Fehleranalysis im mathematischen Sinn erlauben.
Betrachtet man ein Gebiet in 1D, so stimmen der nodale Interpolant und der Scott-Zhang-
Operator jedoch iiberein. In diesem Sinn stellt also der Scott-Zhang-Operator eine passende
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Abbildung 4.1: Der rétlich eingefirbte Bereich markiert den Knotenpatch w! des rot dargestell-
ten Knotens z.

Verallgemeinerung des nodalen Interpolanten auf héhere Dimensionen dar.

Wir wollen nun die Wahl des Interpolationsoperators Ay, zur Diskretisierung von (K —1/2)uy 5|1
diskutieren.

Das folgende Lemma besagt, dass sowohl durch gewohnliche Clément-artige Quasiinterpolati-
onsoperatoren am Rand I als auch durch die L?-Orthogonalprojektion I, r : L*(T') — S*(Th|r)
eine Variante des Ansatzes von FREDKIN/KOEHLER représentiert wird, der ebenfalls die Anfor-
derungen (4.4) und (4.5) erfiillt. Eine mogliche Wahl fiir einen Clément-artigen Quasiinterpola-
tionsoperator wird durch

1

B |w£| wl

(JInv)(2) vdl  fiir alle z € Np|p

gegeben. Hierbei definiert wl als
wE::U{EG’ﬁL,p: z € E}

einen Knotenpatch, also die Vereinigung jener Randelemente, die den Knoten z € Nj|p als
Eckpunkt beinhalten, siche Abbildung 4.1.

Lemma 4.3.5. Sei Jyr: L*(T') — SY(Thr) ein L?- und H'-stabiler Operator, d.h. es gilt
[Tnrvllzz@y < Cillvllzzy  und VeI rollpzey < Col Vvl e ). (4.37)

Zusitzlich geniige der Interpolationsoperator Jnr einer Approximationseigenschaft erster Ord-
nung, d.h. er erfiille fir alle v € H'(I')

(1 = Tnr)vll2ey < Csh||[ Vvl p2r). (4.38)

Hierbei bezeichnet Vr den Oberflichengradienten und die auftretenden Konstanten C1,Cs, Cg >
0 sind positiv und bleiben beschrdnkt, sofern die Ortsschrittweite h gegen O konvergiert. Setzen
wir nun den Operator Jyr als Interpolationsoperator Ay, (anstelle des Scott-Zhang-Operators
Sn) zur Diskretisierung der inhomogenen Dirichlet-Daten in (4.31) ein, so sind die Anforderun-
gen (4.4) und (4.5) an den diskreten Streufeldoperator noch immer erfillt.
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Beweis. Wir folgen der Beweisfithrung von Proposition 4.3.4 und bemerken, dass aufgrund der
Annahmen an Jj, r lediglich der dritte, sowie der fiinfte Schritt zu ersetzen sind.

e Zunichst bemerken wir, dass nach den Stabilitdtseigenschaften (4.37) der Operator Jj r :
HY?(T') — H'Y?(T) stetig ist. Mit diesem Charakteristikum ist klar, dass wir im dritten
Schritt von Proposition 4.3.4 den Interpolationsoperator Sy durch [J, r ersetzen kénnen
ohne die Korrektheit der Argumentation zu verletzen. Insbesondere erhalten wir damit die
gewiinschte Stabilitét [|Pynl| 2 < 0|2 fiir alle n € L?(Q;R?) unter Verwendung
der Variante des Ansatzes von FREDKIN/KOEHLER mit Jj, 1 als Approximationsoperator.

e In einem zweiten Schritt wollen wir die Konvergenzeigenschaft (4.5) fiir die diskrete Losung
ugp €8 L(7,) mit den Dirichlet-Daten

Youz,n = Jnr (K —1/2)(vou1,p)

des inhomogenen Dirichlet-Problems (4.34) unter Verwendung von 7, r als Interpolations-
operator nachweisen. Dazu betrachten wir zusitzlich die diskrete Losung s € S*(Th)
beziiglich der Dirichlet-Daten

Yotiz,n = Sp,r(K —1/2)(voun),

also die Losung des inhomogenen Dirichlet-Problems (4.34) unter Verwendung des Scott-
Zhang-Operators fiir die Diskretisierung der Dirichlet-Daten. Entsprechend der Dreiecks-
ungleichung gilt folgende Abschitzung

[Vuz = Vugpllr2(q) < [Vue — Vg pllr2(9) + [V, — Vua | 12(0)-

Aus dem fiinften Schritt des Beweises zu Proposition 4.3.4 ist bekannt, dass der erste
Summand der rechten Seite verschwindet sofern die Netzweite h gegen 0 konvergiert. Um
ein solches Resultat auch fiir den zweiten Beitrag der rechten Seite zu erhalten, bemiihen
wir die Stabilitdt des Dirichlet-Problems

[Vuzn = Vugnllze@) < (Shr = Tnr) (K = 1/2)(vour,n) || /2y
< [(Snp = Tnr) (K = 1/2)(your) |72y
+ [[(Sh,r = Tn,0) (K = 1/2)(vour — Yourn) |l g1z ry-
Beachtet man die Stetigkeitseigenschaften aller involvierten Operatoren Sy : H 1/2 (T) —
HY2(T), Jpr: HY*(T) — HY*(T) und K : H'/*(T') — H'?(T), so fiihrt dies weiter auf
Vzn = Vugnllz2@) < [[(Sh,r = Tnr) (K —1/2)(vowr) || g2y
+ 0wt — youtnll gz (ry-
Wir wissen bereits, dass fiir die Approximationslosung u, j, des Neumann-Problems (4.32)
Konvergenz vorliegt und daher der zweite Term der rechten Seite fiir h — 0 verschwindet.

Um Konvergenz auch fiir den ersten Summanden einzusehen, definieren wir eine Funktion
v:= (K —1/2)(yu) € HY/?(T") und schreiben diesen sogleich um

[(Sh,r — jh,F)UHHl/?(F) <|1- Sh,F)UHHW(F) + (1 - jh,r)UHH1/2(F)-
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Wir niitzen die Approximationseigenschaft erster Ordnung, siche (4.38), und die H'-
Stabilitét von Sy r bzw. J), r aus und erhalten

1/2 1/2
11 = Tn)ewllgrragy S 1= Tnr)wl e 10 = Tnr)wlyte S B2 lwlm )
fiir alle w € H*(T"). Mit dem Dichtheitsargument aus Lemma 4.1.8 sehen wir ein, dass die
obere Schranke gegen 0 konvergiert sofern die Ortsschrittweite h verschwindet. Insgesamt
deduzieren wir daraus

IVugy — VU,Q,hHLQ(Q) —0 firh—0.

Damit ist der Beweis nun abgeschlossen.

4.4 Hybrider FEM-BEM-Ansatz nach Garcia-Cervera/Roma

Als alternativen hybriden FEM-BEM-Ansatz stellen wir das Losungsverfahren nach GARCIA-
CERVERA und ROMA vor, siehe [24]. Wie die Namensgebung bereits vermuten lisst, ist dieses
Verfahren verwandt zum Losungsansatz von FREDKIN und KOEHLER. Allerdings lauft diese Me-
thode zur approximativen Berechnung des Streufeldes zunéichst auf das Losen eines homogenen
Dirichlet-Problems hinaus, wobei in einem zweiten Schritt ein inhomogenes Dirichlet-Problem
zu behandeln ist.

Auch diese Methode beruht, wie der Ansatz von FREDKIN und KOEHLER, auf dem Superposi-
tionsprinzip, weshalb wir die gesuchte Losung u darstellen als u = uy + us. Wir betrachten fiir
eine gegebene Magnetisierung m € H'(2;R?) eine Funktion u; € H'(2) mit you; = 0, sodass
u1 das homogene Dirichlet-Problem

Ault = divm in £,

ult = 0 auf I' (4.39)

16st. Wir setzen diese Losung auf den Ganzraum R? durch u$** = 0 fort. Dies induziert folgende
Sprungeigenschaften

[You1] =0,
int int

(4.40)
[y1u1] = g™

Um nun sicherzustellen, dass u = u; + us das magnetostatische Potential darstellt, also Glei-
chungssystem (4.2) erfiillt, muss uy = u — u; Losung des folgenden Gleichungssystems sein

Aug = 0 in R3\T,
[uz] = 0 auf T,
[61/“2] = —m-v+du auf I, (4'41)
ug"t(x) = (9(1/|x|) fiir |x| — oo.

Es sei bemerkt, dass 0,u; stets die innere Normalenableitung einer Funktion wu; bezeichnet.

In der Literatur wurde sich bereits ausgiebig mit dem Transmissionsproblem (4.41) beschéftigt,
siehe beispielsweise [37, 48]. Hier sei lediglich betont, dass die eindeutige Losung des Gleichungs-
systems (4.41) durch das Einfachschichtpotential wie folgt gegeben ist

ug(x) = <‘7(m v — Byul)) (x) == ﬁ /F m(y)- 1/|;yz;|6,,u1(y) dsy (4.42)
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fiir alle x € R3\I'. Da das Einfachschichtpotential stetig auf R? ist, kann ug im Gebiet Q durch
das inhomogene Dirichlet-Problem

Ault = 0 in Q,
ul® = V(m-v—30,u;) aufl (4.43)

charakterisiert werden. Hierbei stimmt der Operator V mit 1% iiberein, wobei dieser nun fiir

x € I ausgewertet wird.

Mit Hilfe der Teillosungen uq und us lédsst sich das Streufeld auf dem Gebiet 2 durch Pm =

Vui + Vusy berechnen.

Wir wollen uns nun mit der numerischen Umsetzung dieses Ansatzes beschéftigen.

Da wir unsere Losung u nach dem Superpositionsprinzip berechnen, ist klar, dass wir dazu zwei
verschiedene Teilprobleme zu 16sen haben. Wie bereits zu Beginn dieses Abschnitts erwihnt und
wie auch aus den Gleichungen der partiellen Losungen hervorgeht, ist in einem ersten Schritt die
Losung eines homogenen Dirichlet-Problems erforderlich. Im zweiten Schritt ist ein inhomogenes
Dirichlet-Problem zu l6sen. Gekoppelt sind die Probleme iiber die Randdaten, die zur Losung
des inhomogenen Dirichlet-Problems benotigt werden, da diese aus der Losung des homogenen
Dirichlet-Problems hervorgehen. Dieses Prozedere induziert folgenden Algorithmus zur Losung
der magnetostatischen Potentialgleichungen:

Algorithmus 4.4.1. Input: Magnetisierung m, Triangulierung T, Approrimationsoperator
-Ah,F : Hl/Q(F) — Sl(ﬁ’p).

(i) Finde uyp € S§(Th), sodass fir alle Testfunktionen vy, € S§(Tp) folgende Gleichung gilt
(Vurn, Vop)r2() = (m, Vop) 12(q)- (4.44)
(ii) Berechne die Randdaten g, € S*(Thr) mit
gn = AprV (I r(m-v) —Vuy p, - v). (4.45)

(iii) Finde ugyp € S'(Tp), sodass fiir alle Testfunktionen vy, € S§(Tn) folgende Gleichungen
erfillt sind

Vg p, V —0
(Vuazn, Von) 12y (4.46)

You2,n = Gh-
(iv) Berechne das approzimative magnetostatische Potential uy, € S*(Ty,) durch
Up = Ul p + U2 p.

Output: Approzimationslosung u, € S*(Tp,).

Eine mogliche Wahl des Interpolationsoperators A, : HY2(T') — S'(T,r) kénnte der Scott-
Zhang-Operator Sy, 1 sein. Des Weiteren bezeichnet I, p : L*(I') — PO(Tj, ) die L2-Orthogonal-
projektion auf P°(7y 1), also die Berechnung des stiickweisen Integralmittels.

Wieder lisst sich mit Hilfe der Losung uy, € S*(7;,) aus Algorithmus 4.4.1 das Streufeld durch
Prm = Vuy, € P°(T,)? berechnen.
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Im Gegensatz zum hybriden FEM-BEM-Ansatz nach FREDKIN/KOEHLER kénnen wir fiir den
den Ansatz von GARCIA-CERVERA /ROMA zur Losung der magnetostatischen Potentialgleichun-
gen (4.2) weder Stetigkeit im Sinn von (4.4) noch Konvergenzeigenschaft (4.5) feststellen. Un-
ter Zuhilfenahme zusétzlicher Bedingungen halten wir einerseits eine modifizierte Stetigkeits-
abschitzung fest und kénnen andererseits Konvergenzeigenschaft (4.5) nachweisen.

Proposition 4.4.2. Sei der Interpolationsoperator Ay in Algorithmus 4.4.1 als Scott-Zhang-
Operator S, am Spurraum festgelegt. Des Weiteren sei m -v € L*(T) und es gelte

lim H’}qul — VuLh : VHH—I/Q(F) =0. (4.47)
h—0

Dann geniigt der diskrete Streufeldoperator, der nach dem hybriden FEM-BEM-Ansatz nach
GARCiA-CERVERA /ROMA, also mittels Algorithmus 4.4.1, berechnet wird, der Abschitzung

[Prm|z2(0) < Cllm| i) + an (4.48)
mit

li =0

Lim ap (4.49)

und erfillt Konvergenzeigenschaft (4.5).
Beweis. Wir gliedern den Beweis in einzelne Schritte.

e Wir betrachten zunéchst das homogene Dirichlet-Problem (4.44), wihlen als spezielle Test-
funktion vy, = uy, € S&(’ﬁl) und schétzen nach Cauchy-Schwarz ab

[V pll720) = (Verns Vi g) p2i) = (0, Vs i) 20) < [l 2o) | Vel 2@

Damit sehen wir insbesondere
Vur pllr2) < llmllp2(q)-

e Wir erinnern daran, dass u; € S&(’E) die Galerkin-Approximation zur kontinuierlichen
Losung u; des homogenen Dirichlet-Problems (4.39) ist. Demnach gilt das Céa-Lemma
und wir sehen

[Vur = Vurpllrz@) < llur —uipllm@e) <€ minfur = vpllgg)
Uheso(Th)

mit einer h-unabhingigen Konstante C' > 0. Wir bemerken, dass H2(Q) N H(Q) dicht in
H} () ist und halten fest, dass der nodale Interpolationsoperator Z;, Anforderung (4.17)
geniigt. Damit deduzieren wir mit dem Dichtheitsargument aus Lemma 4.1.8 die gewiin-
schte Konvergenz

lim [[Vay = Vup|lr2i) < lim flur =i pllm o) = 0.

e Um eine Konvergenzeigenschaft fiir die diskrete Teillosung us j, einzusehen, bedienen wir
uns des Céa-Lemmas und erhalten

[Vus — Vugpllrz) < llue — uznlla

< min uy — (vp, + SV (I r(m - v) — Vug - v
vhesg(m” 2 — (vn + SpV (I r( ) L V)@

< g — SV (I r(m - v) — Vuyp - v)| 1o
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mit einer positiven Konstante, die lediglich vom Gebiet €2 und dessen Rand I" abhéngt. Wie-
der setzen wir Darstellung (4.42) der kontinuierlichen Lésung des inhomogenen Dirichlet-
Problems ein
IVus = Vg pllr2i@) S IV (m - v = y1ur) = SV (I p(m - v) = Vug s - )| o)
<|V(m- v —yu1) = SV(m v — yu)|| 1 q)
+[SpV(m - v — yiu1) — SV (I r(m - v) — Vug g - v)| g1(q
=11 = Sp)(V(m v — y1u1)) | g1 ()
+ ||ShV(m V= "Y1u1 — Hhr(m : 1/) + VULh : V)HHl(Q)
Um den ersten Summanden der rechten Seite weiter abzuschétzen, bemerken wir us =

V(m - v — yu1), bedienen uns der Tatsache, dass v;, € ker(1 — S,) fiir alle v, € SY(Tj)
gilt, und sehen

(1 = Sp)uzll ) = Uhefgill(lm (1 = Sp)(uz —vn)ll g0y S Uhelgilf(lm luz — vl g1 (@)

Mit dem Dichtheitsargument aus Lemma 4.1.8 unter der Wahl des nodalen Interpolations-
operators Zp,, der Anforderung (4.17) geniigt, als Approximationsoperator und aufgrund
der Dichtheit von C*(Q) C H'(f2) erhalten wir

lim [|(1 — Sp)(V(m v —y1u1))|[g10) = 0.
h—0
Wenden wir die Stetigkeitseigenschaften des Scott-Zhang-Operators S, und des Einfach-

schichtpotentials V' an, so sehen wir weiters

HSh‘A/i(m VvV —"Y1u1 — Hh,[‘(m . V) + Vul,h . V)HHl(Q)
S Hm V= Y1up — Hh,p(m . I/) + Vul,h . V”H*l/Q(F)
<= TIpp) (- V)| 12y + Iy1us = Vugp - vl 172y,

woraus sich unter Anwendung der Approximationseigenschaft von IIj, r folgende Abschétzung
ergibt

1S,V (m - v — yyuy — Iy p(m - ) + Vg, v)||gq)
= O(h1/2) + Hfhul - vul,h : VHH—l/Q(F)-
Schliefilich fithrt dies unter Beriicksichtigung der Voraussetzung (4.47) auf
Lim [Vug — Vug pllr20) = lim [yiwr = Vurp vl g-12q) =0
und beschlieft somit diesen Beweisschritt.

e Ausgehend vom inhomogenen Dirichlet-Problem (4.46) schitzen wir mit Hilfe des Céa-
Lemmas und der Fortsetzung S,V (I1j, r (m-v)—Vu, j,-v) der Dirichlet-Daten S, rV (I, r (m-
v) — Vuy - v) wie folgt ab

[Vunallz2) < lun2llg)

IN

lun2 — w2l gy + luzll g1

S min oy + SpV (I r(m-v) = Vg, -v) — sl i) + lual o)
Uhesé('rh)

IN

[uz = SpV (I, r(m - v) = Vuy g, - v) || 1) + [zl g)-
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Wir erinnern an die Darstellung (4.42) der Losung des inhomogenen Dirichlet-Problems
und setzen diese ein

[Vunallz) S H‘N/(Nm v —yu1) = SV (I r(m - v) — Vuyy, V)| (@) (4.50)
IV (m v —y1u) g1 0)-
Wir schitzen den zweiten Summanden unter Zuhilfenahme der Stetigkeit des Einfach-
schichtpotentials V' und ebendieser Eigenschaft der Konormalenableitung ~; weiter ab
IV (m-v = yu) |y S lm-v = yrua |l -z
S vl g-ase ey + Il -1z
< - v vy + [Jurllm )

Mit der Friedrichs-Ungleichung, dem Resultat aus Schritt 1 und der Tatsache, dass v,
sich auf einen stetigen und linearen Operator von H(div; Q) — H~Y/2(T") erweitern lisst,
erhalten wir

V(m-v —yu)llgo) S llwmllg-12m) + Vur |2
S mll geaivie) + lmllz2(o)
S ml g aivi)-
Wir schétzen den ersten Summanden der rechten Seite von (4.50) wie in Schritt 3 des
Beweises ab und erhalten einen Term «y, fiir den limj,_,gap = 0 gilt. Damit sehen wir
insgesamt
IVunallz) S lml| gdivio) + an
wodurch dieser Beweisschritt nun vollsténdig ist.
e Schliefflich fiigen wir die Resultate, die wir im ersten und vierten Schritt des Beweises
gewonnen haben, zusammen und schéitzen mit der Dreiecksungleichung ab
[Prmll2(0) < [Vuinllrz@) + IVuznllrz@)
S HmHH(diV;Q) +ap
Damit haben wir insgesamt Eigenschaft (4.48) nachgewiesen.
e Kombinieren wir die Resultate der letzten Schritte, so erhalten wir unter Anwendung der
Dreiecksungleichung fast iiberall in [0, tenq] fiir A — 0
[P —Pyml|20) < IV (u1 = urn)llr20) + 1V (w2 = ugn)llr2) —= 0.

Dies stellt die geforderte Konvergenzeigenschaft (4.5) des approximativ berechneten Streu-
feldes Prm dar. Wir bemerken, dass sich obige Ausfithrungen fiir beliebige Funktionen
n € L?(Q;R3) anwenden lassen. SchlieBlich vervollstéindigt der Satz von Lebesgue iiber die
dominierte Konvergenz, siche Lemma 4.0.2, den Beweis.

O

Im Vergleich zum Ansatz von FREDKIN und KOEHLER ist zu bemerken, dass der hybride FEM-
BEM-Ansatz, der von GARCIA-CERVERA und ROMA eingefiihrt wurde, die Losung von zwei
Dirichlet-Problemen benétigt. Daher liegt der Vorteil dieser Methode darin, dass fiir beide Pro-
bleme lediglich ein Loser zum Einsatz kommt. Dennoch eignet sich dieser Ansatz nicht zur Losung
der magnetostatischen Potentialgleichungen im Sinn der Konvergenzanalysis aus Kapitel 3, da
weder Anforderung (4.4) noch Konvergenzeigenschaft (4.5) unter den iiblichen Voraussetzun-
gen einzusehen sind. Fordert man hingegen (4.47), so ldsst sich Konvergenzeigenschaft (4.5)
nachweisen.
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4.5 Symmetrische FEM-BEM-Kopplung

In diesem Abschnitt wollen wir eine Methode zur ndherungsweisen Berechnung des Streufeldes
anfithren und diskutieren, die auf einer FEM-BEM-Kopplung basiert. Die sogenannte symme-
trische FEM-BEM-Kopplung geht auf COSTABEL zuriick, siehe [19]. Anders als in den vorange-
gangen Abschnitten bendtigt dieser Ansatz das Losen eines einzigen Gleichungssystems, wobei
jedoch diverse Integraloperatoren involviert sind.

Zunichst wollen wir das symmetrische FEM-BEM-Kopplungsproblem in einer allgemeinen Va-
riante priisentieren. Dazu seien f € L%(Q),go € HY?(T) und g; € H~'/%(T") gegeben. Damit
lautet das zu lésende Problem: Finde (u, ¢) € H'(Q) x H~Y2(I'), sodass

(VU, V?})LQ(Q) + (W(’you) + (KI — 1/2)¢, ’yQU)LQ(F) = (f, ?})LQ(Q)

= (91 + Wg0,7%v) 21y » (4.51)
(1, Vo — (K = 1/2)(vou)) p2ry = (¢, (K = 1/2)g0) 12 (1)

fiir alle v € H'(Q) und ¥ € H~Y/2(T) gilt.

Bemerkung 4.5.1. In der Arbeit von COSTABEL, siche [19], wird gezeigt, dass die Formulie-
rung des Kopplungsproblems (4.51) auf beliebigen abgeschlossenen Teilrdumen X, C H(Q) und
Yy C H_l/Q(F) eine uniforme Inf-Sup-Bedingung erfillt sofern der diskrete Teilraum Yy die
konstanten Funktionen beinhaltet. Demnach stellt dann der Kopplungsoperator H mit

H Xy x Y — (X x Vn),
(H(un, @) (wn, Pn) = (Vup, Vou) r2q) + (W (oun) + (K" = 1/2)dn, 00m) L2(r) (4.52)
+ (Y, Vén — (K = 1/2)(voun)) 2(r)

einen Isomorphismus dar und es gilt |[H||, |H~|| < C mit einer positiven Konstante C' = C(§) >
0, die weder von X noch von Yy abhingt. Des Weiteren gilt die Céa-Abschitzung

_ _ < 1 — _
[[(w; @) = (uns 0| 1 () xr—172(r) < C(vh,w}glel%hxyh [[(w, @) = (ons ¥r) | g (@) r-172(1)

mit einer positiven Konstante C > 0, die nur vom Gebiet Q abhingt. Hierbei stellt (u,¢) €
HY(Q) x H-Y(T') das kontinuierliche Lisungspaar zu (4.51) und (up,,én) € X, x Yy die ent-
sprechende Galerkin-Ldsung dar.

Es sei bemerkt, dass nach [16] das Transmissionsproblem

Ayt = f in €,
Auext = 0 in Qext’
[u] = go auf I, (4.53)
[Opu] = —qn auf I,
u(x) = O(1/[x]) fiir |x| — oo

dquivalent zur FEM-BEM-Kopplung (4.51) ist in folgendem Sinn: Ist (u'™,u®') € H'(Q) x
HE, (9% eine Losung des Transmissionsproblems (4.53), dann stellt (u!™, 8,u®') € H(Q) x
H~1/2(I") eine Losung der direkten FEM-BEM-Kopplung (4.51) dar. In umgekehrter Weise gilt
fiir den Fall, dass (u™, ¢) € H'(Q) x H~'/?(T) eine Losung von (4.51) darstellt, dass dann auch
das Losungspaar (u™, K (you+go) — V) € HL () x HL, (Q°) eine Losung des Transmissions-
problems (4.53) ist.
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Aus Bemerkung 4.5.1 schliefen wir zusammen mit der Aquivalenz der beiden Formulierun-
gen (4.51) und (4.53), dass auch das Transmissionsproblem (4.53) eindeutig 16sbar ist.

Ausgehend von der allgemeinen Formulierung (4.51) deduzieren wir nun daraus ein symmetri-
sches Kopplungsproblem zur Losung der magnetostatischen Gleichungen (4.2). Sei m € H'(Q; R3)
gegeben, dann definieren wir f = —divm, gp = 0 und g; = —m -v. Nach der ersten Greenschen
Identitéat gilt

(=divm, v)r2(q) = (M, V) 2(0) — (m - v,y0v) 2y fiir alle v € HY(Q).

Demnach lautet das nun zu losende Gleichungssystem wie folgt: Finde (u, ¢) € H'(Q)x H~1/3(T),
sodass

(vu7 VU)LQ(Q) + (W(’You) + (K/ - 1/2)¢7 fYO/U)L2(F) = (m7 vU)LQ(Q) 5

(¥, Vo — (K — 1/2)(q0w)) oy =0 (4.54)

fiir alle v € H'(Q) und ¢ € HY/2(T) gilt.

Der Anteil u der Losung (u, ¢) des Kopplungsproblems (4.54) entspricht der Losung des Trans-
missionsproblems (4.2) auf dem Gebiet €. Die Losungskomponente ¢ stellt hingegen die duflere
Normalenableitung der Losung von (4.2) am Rand I' dar.

Des Weiteren halten wir fest, dass das Ersetzen des Sobolev-Raums H'(Q) durch den FE-
Ansatzraum S*(7) und das Ersetzen von H~/2(I") durch den Raum der stiickweise konstanten
Ansatzfunktion PO(T,r) auf eine Galerkin-Losung (up, ¢) von (4.54) fiithrt. Insbesondere wird
damit der diskrete Streufeldoperator durch Ppm = Vuy berechnet.

Wir stellen der Vollstéindigkeit halber den symmetrischen FEM-BEM-Kopplungsansatz in fol-
gendem Algorithmus dar:

Algorithmus 4.5.2. Input: Magnetisierung m, Triangulierung Ty,.

(i) Finde (up, ¢n) € SY(Ty) x Po(ﬁ,p), sodass fiir alle Testpaare (v, vp) € S (Th) x Po(ﬁ,r)
folgende Gleichung gilt
(V’LLh, V’Uh)LQ(Q) + (Wuh + (K/ — 1/2)¢h7 vh)LQ(F) = (m, VUh)LQ(Q) s

4.
(n, Vo — (K — 1/2)vh)L2(F) = 0. (4.55)

Output: Approzimationslosung uj, € S*(Tp,).

Auch der symmetrische FEM-BEM-Kopplungsansatz nach COSTABEL eignet sich als Methode
zur approximativen Berechnung des Streufeldes ohne die Giiltigkeit der Konvergenzanalysis aus
Kapitel 3 zu veréindern. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Proposition 4.5.3. Der diskrete Streufeldoperator, der nach dem FEM-BEM-Kopplungsansatz
von COSTABEL, also mittels Algorithmus 4.5.2, berechnet wird, erfillt die Anforderungen (4.4)
und (4.5).

Beweis. Wir gliedern den Beweis in zwei Teile.

e Da der FE-Ansatzraum S'(7j) ein abgeschlossener Teilraum des Sobolev-Raums H'!(£2)
ist und auch P°(7;r) ein abgeschlossener Teilraum von H~Y/2(T) ist, gilt eine uniforme
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Inf-Sup-Bedingung fiir & — 0 nach [19]. Wir schétzen daher mit dem Céa-Lemma wie folgt
ab

[Prml| 2y = [[Vunllp2(o)
< [|Vullrz@) + [Vu — Vup|| 12

< ||Vu + min U —v + ||l — _ .

S Vullzz ) (vh,wh)esl(Th)xp“(Th)(H wlla @) + 19 = allg-12(r)
Wir wihlen v, = |Q[~! [udx und ¢, = 0. Dies erlaubt uns nach Poincaré weiter ab-
zuschétzen

[Prm[2) < [[VullL20) +

u—|Q|1/udx
Q H1

S IVullza @) + 10l z-172r)-

+ el -2y
(&)

Wir beachten unter der Invarianz von K — 1/2 gegeniiber konstanten Funktionen die Dar-
stellung ¢ = V1K —1/2)u = V(K —1/2)(u—¢) und schitzen den letzten Summanden
der rechten Seite mit Hilfe der Stetigkeitseigenschaften der auftretenden Operatoren weiter

ab
101l gr-1/2ry = IV = 1/2)(w = )| 12 (ry S 1w = ell grae -

Schliellich treffen wir fiir die konstante Funktion ¢ die Wahl ¢ = |Q| ! Jo wdx und erhalten
nach Poincaré

el gr—1/20y S lw = el gy S llu=cllm@) S Vullzz@
und damit insgesamt die Stabilitdtsabschitzung
[Prml| 20y S [IVullz2) = 1Pm||120) < [ml|z2(q)-

Wir bemerken, dass diese Argumentation fiir beliebige Funktionen n € L?(Q) anwendbar
ist und haben damit Eigenschaft (4.4) nachgewiesen.

Um Konvergenzeigenschaft (4.5) einzusehen, bemiihen wir wieder das Céa-Lemma

HPm - ,thHLQ(Q) - HVu - VuhHLg(Q)

<l — upll g1

< mi

_ Tl — ) ‘
_(vh,wh)esl(%)xpo(n)(||u vnllmo) + 110 = Ynllg-1/2(r))

Wir bedienen uns der Dichtheit von H?(Q) in H'(Q) bzw. L*(T') in H~Y/2(T") und setzen
als Approximationsoperatoren den Scott-Zhang-Operator Sy, bzw. die Projektion Il in
Lemma 4.1.8 ein. Damit schlieffen wir fast iiberall in [0, tenq]

lim [|Pm — Ppml|z2(q) = 0.

Wieder beschlieflen wir mit dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz, siche
Lemma 4.0.2, den Beweis.

O
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Zusammenfassend halten wir fest, dass der symmetrische FEM-BEM-Kopplungsansatz mit Ma-
trizen auskommt, die entweder symmetrisch oder elliptisch sind. Dem ist die Tatsache gegeniiber
zu stellen, dass alle Randintegraloperatoren, nimlich das Einfachschichtpotential V', das Dop-
pelschichtpotential K, das adjungierte Doppelschichtpotential K’, sowie der hypersingulire In-
tegraloperator W, zum Einsatz kommen. Dariiber hinaus ist im Vergleich zu den hybriden
FEM-BEM-Ansitzen jeweils ein grofieres Gleichungssystem zu l6sen.

4.6 Direkte FEM-BEM-Kopplung nach Johnson/Nédélec

Ein weiterer Ansatz zur approximativen Berechnung des Streufeldes basierend auf FEM-BEM-
Kopplung wird in der Literatur auch als direkte FEM-BEM-Kopplung oder einfache FEM-BEM-
Kopplung bezeichnet und geht auf JOHNSON und NEDELEC zuriick. In ihrer Arbeit [30] stellen
die beiden Autoren einen Kopplungsansatz vor, der lediglich das Einfachschichtpotential V' und
das Doppelschichtpotential K zur Umsetzung bendttigt. Dies steht im Gegensatz zur symmetri-
schen FEM-BEM-Kopplung nach COSTABEL, wo sdmtliche Randintegraloperatoren involviert
sind.

Zunichst betrachten wir die allgemeine Formulierung des direkten Kopplungsproblems. Dabei
seien f € L%(Q),g0 € HY*(I'), sowie g, € H™'/?(T") gegeben. Ausgehend von der ersten Glei-
chung des Calderén-Systems (4.14) lautet das in diesem Ansatz zu losende Problem: Finde

(u, ) € HY(Q) x H-'/2(I), sodass
(Vu, VU)L2(Q) — (9, 70”)L2(r) = (f,v)m(g) - (91,701))L2(r) )
(1, Vo — (K —1/2)(vou)) p2ry = (¢, (K = 1/2)(90)) 12(q)

fiir alle v € H'(Q) und ¢ € H~'/?T) gilt. Nach JOHNSON/NEDELEC [30] besitzt das Glei-
chungssystem (4.56) eine eindeutige Losung.

(4.56)

Bemerkung 4.6.1. Betrachtet man ein Gebiet Q C R2, so ist zur Erhaltung der Ezistenz
einer eindeutigen Losung des Kopplungsproblems (4.56) eine Skalierung des Gebiets nétig, so-
dass letztendlich diam(Q)) < 1 gilt. Schlieflich gewdhrleistet eine solche Skalierung, dass das
Einfachschichtpotential V' positiv definit ist und damit eine eindeutige Losung sichergestellt ist.

Bemerkung 4.6.2. In der Arbeit von SAYAS, siehe [49], wird auf das Problem (4.56) Stellung
bezogen. Dabei wird nachgewiesen, dass fiir beliebige abgeschlossene Teilrdume Xy, C HY(Q) und
Yy C H_l/z(F) eine gleichmdflige Inf-Sup-Bedingung erfillt ist, sofern der diskrete Teilraum Yy,
die konstanten Funktionen beinhaltet. Demnach stellt der Kopplungsoperator H mit
H: Xy X Vp = (X X Vi),
(H(un, 1)) (0n, ¥n) = (Vun, Vor)r2) — (én, Y0Uh) £2(1) (4.57)
+ (Yn, Von — (K = 1/2)(voun)) 2(r)

einen Isomorphismus dar und es gilt |[H||, |H~|| < C mit einer positiven Konstante C' = C () >
0, die weder von X noch von Yy abhdngt. Des Weiteren gilt die Céa-Abschitzung

— _ <(C i - _
[[(w, ) = (wn o)l g (@) xr-172(r) < (vh,wﬁelghxyh”(u’é) (W )l @y w172

mit einer positiven Konstante C' > 0, die nur vom Gebiet Q abhingt. Hierbei stellt (u,d) €
HY(Q) x H-Y%(T") das kontinuierliche Lésungspaar zu (4.56) und (up, ¢p) € X x Yy, die ent-
sprechende Galerkin-Ldsung dar.
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Wir betrachten fiir gegebenes f € L?(Q),g90 € HY?(T) und gy € H-Y?(T) das allgemeine
Transmissionsproblem, das im distributionellen Sinn zu verstehen ist,

Ayt = f in €,
Aust = 0 in Qe
[u] = g0 auf T', (4.58)
[Oyu] = —q auf I',
u™(x) = O(1/x])  fiir [x| = o0

mit [u] und [Jyu] die Spriinge von u und seiner Normalenableitung am Rand I' = 2. Dieses ist
dquivalent zum Kopplungsproblem (4.56) in folgendem Sinn:

Ist (u™ u™t) € H1(Q) x HL, (Q%) eine Losung des Transmissionsproblems (4.58), dann stellt
(u™, 9,u®*) € H'(Q) x H-1/2(T) eine Losung der direkten FEM-BEM-Kopplung (4.56) dar. In
umgekehrter Weise gilt fiir den Fall, dass (u™,¢) € H'(Q) x ]—{‘UQ(I’) eine Losung von (4.56)
darstellt, dass dann auch das Losungspaar (v, K (you+ go) — V(¢)) € H(Q) x HL, (Q%) eine
Losung des Transmissionsproblems (4.58) ist.

Damit koénnen wir nun ein Kopplungsproblem zur Losung der magnetostatischen Gleichun-
gen (4.2) deduzieren. Sei m € H!(;R3) gegeben. Wir setzen f = —divm, gy = 0 und
g1 = —m - v. Bedienen wir uns der ersten Greenschen Identitét, so sehen wir

(=divm, v)r2(q) = (M, V) 12(0) — (m-v,y0v) 2y fiir alle v € HY(Q).
Dies fithrt uns nun auf das folgende Kopplungsproblem: Finde (u, ¢) € H*(Q)x H~Y/2(I'), sodass

(Vu, Vo) o) = (6:700) 2y = (M, V) 12y fiir alle v € H'(9),

(Y, Vo — (K — 1/2)(70u))1;2(p) =0 fiir alle ¥ € H_l/Q(F). (4.59)

Wir bemerken, dass sich dieses Gleichungssystem vom symmetrischen Kopplungsansatz (4.54)
lediglich in der ersten Gleichung unterscheidet.

Wieder stellt der Losungsanteil u der Gesamtlosung (u, ¢) von (4.59) die Losung des Transmissi-
onsproblems (4.2) im Gebiet € dar, wihrend sich ¢ auf die dufliere Normalenableitung am Rand
der Losung von (4.2) bezieht.

Ersetzt man H'(Q) durch den FE-Ansatzraum S'(7,) und H~'/2(T') durch P°(Ty,r), so ist
klar, dass das Gleichungssystem (4.59) eine eindeutige Galerkin-Losung (up, ¢p,) besitzt. Damit
berechnet sich das Streufeld ndherungsweise durch Pr,m = Vuy,.

Wir stellen der Vollstandigkeit halber den direkten FEM-BEM-Kopplungsansatz in folgendem
Algorithmus dar:

Algorithmus 4.6.3. Input: Magnetisierung m, Triangulierung Ty,.

(i) Finde (up, ¢n) € SY(Ty) x 730(771;), sodass fiir alle Testpaare (v, vp) € S (Th) x 730(771;)
folgende Gleichung gilt

(Vuh>vvh)L2(Q) - (¢havh)L2(F) = (m, V'Uh)LQ(Q) )

(¥n, Vgn — (K — 1/2)(un)) 2(py = 0 (4.60)

Output: Approzimationslosung u, € S*(Tp,).
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In folgender Proposition halten wir fest, dass sich auch die direkte FEM-BEM-Kopplung nach
JOHNSON und NEDELEC als Methode zur approximativen Berechnung des Streufeldes eignet,
ohne auf die Giiltigkeit der Konvergenzanalysis aus Kapitel 3 Einfluss zu nehmen.

Proposition 4.6.4. Der diskrete Streufeldoperator, der nach dem direkten FEM-BEM-Kop-
plungsansatz von JOHNSON und NEDELEC, also mittels Algorithmus 4.6.3, berechnet wird, erfiillt
die Anforderungen (4.4) und (4.5).

Da sich der direkte FEM-BEM-Kopplungsansatz nach Bemerkung 4.6.2 mit den wesentlichen
Eigenschaften der symmetrischen FEM-BEM-Kopplung auszeichnet, erfolgt der Beweis von Pro-
position 4.6.4 analog zum Beweis von Proposition 4.5.3.

Abschlieflend halten wir fest, dass der Vorteil der direkten FEM-BEM-Kopplung gegeniiber der
symmetrischen FEM-BEM-Kopplung in der Notwendigkeit der Implementierung lediglich zweier
Randintegraloperatoren, ndmlich des Einfachschichtpotentials V' und des Doppelschichtpotenti-
als K, liegt.

4.7 Kopplung finiter /infiniter Elemente

In diesem Abschnitt wollen wir einen Ansatz zur ndherungsweisen Berechnung des Streufeldes
mit Hilfe der Kopplung finiter und infiniter Elemente vorstellen. Diese Methode wurde bereits
von ALOUGES in [4] prisentiert und diskutiert.

Die grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, dass wir die magnetostatischen Potential-
gleichungen auf dem Ganzraum lésen, wobei wir im Innenraum uns der Finite-Elemente-Methode
bedienen und im Auflenraum die Infinite-Elemente-Methode zum Einsatz kommen lassen. Dazu
stellen wir im folgenden Abschnitt eine spezielle Triangulierung des Auflenraums vor. Da diese
jedoch aus unendlich vielen Elementen besteht, schneiden wir den Ganzraum bei einer hinrei-
chenden Grofle ab und 16sen sodann ein endliches Gleichungssystem fiir den reduzierten Raum.
Damit erzielen wir eine effektive Implementierung dieses Ansatzes. Dariiber hinaus weisen wir
nach, dass diese Methode zuléssig im Sinn einer vollstdndigen Konvergenzanalysis nach Kapi-
tel 3 ist.

Im Folgenden halten wir uns an [4] und umreiflen das darin beschriebene Vorgehen. Wir gehen
von folgendem Gleichungssystem aus

Au™ = divm in £,
Auext = 0 in Qext’
[u] = 0 auf I, (4.61)
[Oyu] = —m-v auf T,
ut(x) = O(1/]x|)  fiir x| = o0

und fiithren den Raum

HY (R?) = {v( Vo € L2(R?) und % € LQ(R?’)}

ein. Betrachtet man auf diesem die Norm

2
2 2 v*(x)
v = Vol d d
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oder

o2 ::/ Vol dx,
RS

so stellt H%*(R3) einen Hilbert-Raum dar, siche [48, Abschnitt 2.9]. Damit betrachten wir nun
die Variationsformulierung: Finde v € H*(R3) mit

Vu-Vvdx = / m-Vodx fir alle v e HY(R?). (4.62)
R3 Q

Es gilt zu beachten, dass die linke Seite den Ganzraum R? involviert.

Bemerkung 4.7.1. Es gilt zu bemerken, dass aufgrund der Abschitzung ||[v||3... < ||[v||3,. fiir
beliebiges v € H*(R3) folgende Inklusion vorliegt H'(R3) C H%*(R3).

Bemerkung 4.7.2. Vergleicht man das Transmissionsproblem (4.2) mit dem in diesem Ab-
schnitt betrachteten Problem (4.61) und beriicksichtigt man, dass H'(R®) C HY(R3) gilt,
so folgt aus der Eindeutigkeit der Ldsungen bereits, dass die Lisungen der beiden Probleme
tibereinstimmen.

Zunéchst wollen wir das Vorgehen zur Konstruktion einer sinnvollen Triangulierung des Ganz-
raums R? vorstellen. Wir betrachten ein konvexes Gebiet Q C R? mit Rand I' und Zentrum O,
das durch den Nullpunkt festgelegt ist. Wir bezeichnen mit 7; die Triangulierung des Gebiets
2. Dann definiert I'g := 7;, r den Rand des konvexes Gebiets. Von diesem ausgehend legen wir
eine Triangulierung des Auflenraums Q% fest, die aus homothetischen Schichten besteht. Da-
zu wéhlen wir eine Konstante ¢ > 1 und definieren fiir j € N5 weitere konvexe Polyeder €);
mit Réndern I'; := (’Ty, die nun homothetisch zu I'y sind mit dem Proportionalititsfaktor ¢/
und Zentrum O. Das Gebiet zwischen zwei aufeinander folgenden Polyedern €2;_; und Q; fiir
J > 0 bezeichnen wir als Schicht C;. Wir fordern, dass die Triangulierungen dieser Schichten
stets identisch sind. Ein solches Vorgehen fiihrt dazu, dass Schichten, die weiter vom Zentrum O
des Gebiets entfernt sind, eine entsprechend grobere Netzweite aufweisen. Fiir eine anschauliche
Darstellung wird in Abbildung 4.2 ein solches Netz fiir den zweidimensionalen Fall gezeigt.

Es gilt zu beachten, dass die Vergroberung der Triangulierung des Auflenraums durch den Abfall
der Losung u von (4.61), die sich durch

_ 47T/ m(y |X_y|3 )dy (4.63)

darstellen liasst, und deren Ableitungen ausgeglichen wird, sofern die VergrofSerung der Netzweite
nicht zu schnell erfolgt. Ergéinzend dazu halten wir fest, dass nach [4, Lemma 1] die Regula-
rititseigenschaft u € {v € HY*(R3) | D?ulq € L*(R2) und D?u|gex € L2(Q%%)} vorliegt.

Anders als bisher, bezeichnen wir nun mit 7, eine Folge von Triangulierungen des Gebiets ).
Dariiber hinaus notiert 7,° die durch das eben présentierte Prozedere konstruierte Triangulie-
rung des R3. Entsprechend enthélt ’UL jene Elemente, die im konvexen Polyeder liegen, das von
der Schicht C7, abgeschlossen wird. Die Folge von Netzen 7y ist so beschaffen, sodass

h
sup -z <C
TeT,UC or

mit C > 0 einer positiven Konstante und

hruc, — 0 fiir ¢ — oo
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Abbildung 4.2: Mogliche Triangulierung des Auflenraums mit Hilfe homothetischer Schichten
(entnommen aus [4, Abbildung 1]).

gilt. Diese Voraussetzung bedeutet im Wesentlichen, dass die Triangulierung des ersten Layers
C1 eben so fein zu sein hat, wie die Triangulierung des Gebiets (2.
Um nun eine diskrete Variante der Variationsformulierung (4.62) betrachten zu kénnen, definie-
ren wir ein diskretes Pendant zum Hilbert-Raum H*(R3) durch

HY (T7°) = {m e H""(R?)| op|p € PY(T) fiir alle T € 7?"} :

Es sei bemerkt, dass dieser Raum abgeschlossen aber noch immer unendlichdimensional ist, da
unsere Triangulierung 7, aus unendlich vielen Elementen besteht. Damit lautet die diskrete
Variationsformulierung: Finde u, € H fll’*(ﬁoo) mit

Vi, - Vi, dx = / m -V, dx firalle o, € H(T7°). (4.64)
R3 Q

Nach dem Lemma von Lax-Milgram besitzt dieses Problem eine eindeutige Losung.

Um letztendlich eine numerische Berechnung durchfithren zu kénnen, ist es notwendig das zu
l6sende Problem auf einem endlichdimensionalen Teilraum zu stellen. Dazu schneiden wir den
Ganzraum ab, sodass die Elemente der ersten L Schichten der Triangulierung des Auflenraums
Q%™ zusammen mit jenen Elementen der Triangulierung von € ein neues Gebiet darstellen,
das wir im Folgenden mit Q7 bzw. deren Triangulierung wir mit 7}L bezeichnen. Ein solches
Vorgehen zieht eine Randbedingung fiir den &ufleren Rand der L-ten Schicht C nach sich.
In [39] werden sowohl Neumann-, Dirichlet- als auch gemischte Randbedingungen betrachtet
und diskutiert. Wir halten uns hierbei jedoch an die Arbeit von ALOUGES [4] und betrachten
Neumann-Randbedingungen. Dies fithrt uns auf folgendes Problem

Au = divm in Qyp,

du = g auf 900 =1' (4.65)

mit fFL gdsyx = 0.
Mit dem Ziel ein diskretes Problem fiir den reduzierten Raum betrachten zu kénnen, definieren



132 KAPITEL 4. METHODEN ZUR BERECHNUNG DES STREUFELDES

wir den endlichdimensionalen diskreten Raum
H%7L(7ZL) = {vh € Hl(QL)‘ / v dx = 0 und vp,|p € PH(T) fiir alle T € EL} .
Qr

Dann lautet die entsprechende diskrete Variationsformulierung: Finde uy, € H} ;(7,%) mit

Vup, - Vo, dx = / m - Vup, dx +/ g-vpdsx furalle vy, € H,iL(ﬁL). (4.66)
Q 1o}

Qr Qr,

Dieses Problem besitzt nach [4, Lemma 3] eine eindeutige Losung, die der Fehlerabschitzung

. L
lu —up|gra,) < C1 Uhd;;i(m) [u = vnlmi o) + C207[|Ovu — gl 2y (4.67)

geniigt. Hierbei sind die Konstanten C7,Cy > 0 unabhéngig von der Netzweite h, der Anzahl L
der betrachteten Layer und dem Proportionalitéitsfaktor (.

Setzten wir nun g = 0 in die Neumann-Randbedingung ein, so wird in [4, Theorem 2] nachge-
wiesen, dass fiir ein asymptotisches Verhalten

1
L~ —% fiir 7o — 0 (4.68)

die Fehlerabschétzung
|u - uh|H1(QL) < Ch (469)

vorliegt. Die positive Konstante C' > 0 ist unabhéngig von der Anzahl L der betrachteten Layer
und der Netzweite h, die von der Triangulierung 7; von §2 und deren Fortsetzung auf die erste
Schicht C abhéngt. Des Weiteren sei betont, dass diese Fehlerabschétzung trotz des grober auf-
gelosten partiellen Aulenraums eine Genauigkeit erreicht, die der feineren Triangulierung des
Innenraums entspricht.

Wir fassen diesen Ansatz in folgendem Algorithmus zusammen:
Algorithmus 4.7.3. Input: Magnetisierung m, Triangulierung 7}L.

(i) Finde up, € Hflz,L(EL)’ sodass fir alle vy, € H,ll’L(’UL) folgende Gleichung gilt

(vuh, Vvh)L2(QL) == (m, V'Uh)LQ(Q) . (470)

Output: Approximationslosung up € H ,1 L(72L ).

Wir berechnen mit Hilfe der Losung uy, aus Algorithmus 4.7.3 das Streufeld durch Ppm = Vuy,.

Mit obigen Feststellungen kénnen wir nun die geforderten Eigenschaften eines diskreten Streu-
feldoperators nachweisen.

Proposition 4.7.4. Der diskrete Streufeldoperator, der mittels der Kopplung von finiten und
infiniten Elementen nach dem Ansatz von ALOUGES [//, also mittels Algorithmus 4.7.3, berech-
net wird, erfillt die Anforderungen (4.4) und (4.5) sofern sich die Anzahl der Layer L zum
Proportionalititsfaktor ¢ und der Netzweite h wie in (4.68) gefordert verhilt.
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Beweis. Zunichst wollen wir die Stabilitéatseigenschaft (4.4) nachweisen. Dazu betrachten wir die
diskrete Variationsformulierung (4.66) und wihlen eine spezielle Testfunktion vy, = uy,. Dies fiihrt
unter Beriicksichtigung von P,m = Vuy, und Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
auf

[Phml|72 0 §/Q Vay, - Vuy, dx = /Qm'vuhdxﬁ |22 o) [Vunllz2 (o)
L
und zeigt damit insbesondere
[Prmllz20) < [mz2(q)-

Da dasselbe Argument fiir eine beliebige diskrete Magnetisierung mi fiir j > 0 anwendbar ist,
haben wir somit Eigenschaft (4.4) mit einer Konstante C» = 1 nachgewiesen.

Um die Konvergenzeigenschaft (4.5) einzusehen, zitieren wir Fehlerabschitzung (4.69) und er-
halten

[Pm — Ppml|2(0) < |[Pm = Paml||12q,) = |u — unmq,) < Ch.

Die rechte Seite verschwindet, sofern die von suppcr, hy und der Netzweite des ersten Layers
C7 abhéngige Netzweite h gegen 0 geht. Damit schlieflen wir zusammen mit der Endlichkeit des
Zeitintervalls tenq < 0o und dem Satz von Lebesgue

HPm - thHLQ(Q.,—) —0 fir h— 0, (471)

wodurch wir die gewiinschte Konvergenzeigenschaft des approximierten Streufeldoperators, sie-
he (4.5), eingesehen haben.
Damit ist der Beweis nun vollsténdig. O

Insgesamt haben wir nun eine Methode zur approximativen Berechnung des Streufeldes darge-
legt, die den Anforderung (4.4) und (4.5) geniigt. Der Vorteil dieses Ansatzes besteht darin,
dass das passende Abschneiden des Ganzraums zusammen mit einer immer grober werdenden
Netzstruktur des noch vorhandenen Auflenraums auf eine zur Box-Methode aus Abschnitt 4.8
vergleichsweise speicherarme Implementierung der Steifigkeitsmatrix fithrt. Dem gegeniiber zu
stellen ist die Tatsache, dass diese Methode nur auf konvexe Gebiete anwendbar ist.

4.8 Box-Methode

In diesem Abschnitt wollen wir einen vergleichsweise naiven jedoch sehr anschaulichen und
einfachen Zugang zur approximativen Berechnung des Streufeldes vorstellen. Dabei 16sen wir
die magnetostatischen Potentialgleichungen nicht fiir den Ganzraum, sondern fiir eine um den
magnetischen Korper € gelegte Box €17, die so zu wéhlen ist, dass sie quasi den Ganzraum re-
préasentiert. Eine Motivation fiir dieses Vorgehen liegt in der Abklingbedingung der Losung der
magnetostatischen Potentialgleichungen. Sowohl fiir €2 als auch fiir den reduzierten Auflenraum
Q7\Q bemiihen wir die FEM als Losungsmethode.

Wir betrachten im Folgenden einen magnetischen Korper €2 in Form eines konvexen Polyeders,
der um einen Ursprung O zentriert ist. Diesen referenzieren wir kurz als Box. Des Weiteren be-
zeichne Ty die Triangulierung von 2 mit Netzweite h — 0. Wir wollen nun auf die Konstruktion
einer sinnvollen Triangulierung des Ganzraums R? eingehen. Dazu definieren wir den Rand des



134 KAPITEL 4. METHODEN ZUR BERECHNUNG DES STREUFELDES

Gebiets € als I'g := 7, und legen von diesem ausgehend eine Triangulierung des Auenraums
Q= fest. Wir definieren fiir ¢ € N+ weitere Rinder von konvexen Polyedern I'y := /Ty, die nun
proportional zu I'g sind und ebenfalls O als Zentrum haben. Das Gebiet zwischen zwei aufein-
ander folgenden Réndern I'y_1 und Ty fiir £ > 0 bezeichnen wir als Schicht Cy. Anders als in [4]
betrachten wir h als Netzweite sowohl fiir den Innenraum 2 als auch fiir den Aulenraum Q.
Dies betont einerseits die Einfachheit der Idee und deutet andererseits bereits auf eine unnotig
feine Partition des Auflenraums hin, die sich in der praktischen Umsetzung bemerkbar machen
wird.

In einem ersten Schritt betrachten wir den Ganzraum R3 und legen durch T>° eine Triangulie-
rung auf ihm fest, die als Fortsetzung der Triangulierung 7, des magnetischen Korpers 2 auf
den Ganzraum verstanden wird. Wir gehen nun wie in [4] bzw. Abschnitt 4.7 vor, verwenden
die darin eingefiithrten Rdume und deren Notation und betrachten Problem (4.61). Das daraus
resultierende diskrete Problem, das jedoch noch immer auf einem unendlichdimensionalen Raum
gestellt ist, lautet wieder wie folgt: Finde uj, € H ;*(7;100), sodass

(Viin, Vi) p2msy = (m, Vip) 20 filr alle o, € Hy ™ (T72°) (4.72)

gilt. Ausgehend von dieser diskreten jedoch unendlichdimensionalen Approximation der Lésung
der magnetostatischen Potentialgleichungen (4.2), zielen wir in einem néchsten Schritt auf eine
niaherungsweise Berechnung der Losung uw ab durch eine Approximation auf einem endlichdi-
mensionalen Raum Q7 := QU C; U--- U Cp. Um eine Triangulierung des Auflenraums €2 L\ﬁ
zu erhalten, setzen wir die Triangulierung 7, des Gebiets 2 zu einer Triangulierung 7;LL des
gesamten konvexen Polyeders €27 mit identer Netzweite h fort.

Fiir den Rand des Gebiets €27, wihlen wir nun homogene Neumann-Randdaten. Daher lautet
das zu losende kontinuierliche Problem

Au = divm in Qp,

[Gyu] = 0 auf 90 = I';. (4.73)

Unter der Definition von

Hy (T = {vh € Hl(QL)( / vp dx = 0 und vy, |7 € PH(T) fiir alle T € ThL} .
Qr,
findet (4.73) nun folgende Darstellung in der Variationsformulierung: Finde u;, € H ,1% 2 (TF) mit
Vuy - Vup, dx = / m - Vv, dx fiiralle v, € HA,L(EL)- (4.74)
Q

Qr,

Dieses Problem besitzt nach [4, Lemma 3] eine eindeutige Losung. Insbesondere ist der daraus re-
sultierende Algorithmus zur nidherungsweisen Losung der magnetostatischen Potentialgleichun-
gen ident zu Algorithmus 4.7.3.

Um gewisse Eigenschaften des approximativ berechneten Streufeldes P,m = Vuy, festhalten zu
konnen, zielen wir auf eine Fehlerabschitzung der Form

lu — U,h’Hl(QL) < Ch

mit einer positiven Konstante C' > 0, die unabhingig von der Anzahl L der betrachteten Schich-
ten und der Netzweite h ist, ab. Dabei gilt es zu bemerken, dass sich die Argumentation aus [4]
bis auf wenige Modifikationen vollstindig auf die in diesem Abschnitt betrachtete Box-Methode
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iibertragen lisst, da sich beide Varianten lediglich in der Konstruktion/Feinheit der Triangulie-
rung des Auflenraums unterscheiden. Der Vollstéindigkeit halber zitieren wir ausschliellich jene
Resultate, deren Argumentation aufgrund der betrachteten Methode abweicht und ergédnzen den
Beweis.

Lemma 4.8.1. Es existiert eine positive Konstante C > 0, sodass die Fehlerabschdtzung
|u — ah|H1’*(R3) < Ch
gilt.

Beweis. Wir betrachten eine Konstante R > 0, sodass |D?u(x)| < 1/[x[* fiir x € R? mit |x| > R
gilt. Die Existenz einer solchen Konstante wird in [4, Lemma 2] nachgewiesen. Wir bezeichnen
mit B(0, R) eine Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung 0 und Radius R. Nun wéhlen wir L > 0
als die kleinste natiirliche Zahl, sodass B(0, R) C €, gilt. Daher gilt

(L —1) min |x| < R < L max |x|.
x€00 x€002

Des Weiteren zitieren wir die in [4] postulierte Fehlerabschétzung

[ = n| ey < C Y [ulfeimyh®
Te7’h°°

Wir fiihren nun eine Fallunterscheidung beziiglich der Elemente 7" der Triangulierung 7,> durch:

e T € Ty Wir erhalten

> [ulfpzryh® < Julipo)h?
TETh

und wissen nach [4, Lemma 1], dass die H?(2)-Seminorm von u beschrinkt ist.

e n < L: In diesem Fall gilt T' € ’771L . Da die Netzweite im Auferen des Gebiets Q gleich
bleibt, erhalten wir

2 2 2 2 2 2
Z |u|H2(T)h < |u|H2(QL\§)h < |u|H2(Qext)h .
TET,N\Th
Nach [4, Lemma 1] ist die H2(Q2®")-Seminorm von u beschrinkt.

e n > [: In diesem Fall gilt T € 77100\7719 Wir betrachten zunéchst jene Elemente, die
innerhalb der n-ten Schicht liegen, und schitzen mit dem Resultat aus [4, Lemma 2] wie
folgt ab

1
w2 mh? < Jul2a0 B2 <h? | —dx <A T8Q,| < REn TR0
H2(T) H2(Cp) x[8
" X
TeT\T, Cn
Dies fiithrt letztendlich auf

SO ulepht ey n S h?

n>L T€7;L”\72n71 n>N

Die Kombination der Resultate der einzelnen Fallunterscheidungen bestétigt die Aussage des
Lemmas. [
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In einem néichsten Schritt gilt es eine Fehlerabschitzung fiir [u — up|f1(q,) 20 beweisen. Wieder
folgen wir dem Vorgehen aus [4].

Lemma 4.8.2. Es existieren Konstanten C1,Co > 0, die unabhdngig von der Netzweite h und
der Anzahl L der betrachteten Schichten sind, sodass die Fehlerabschitzung

lu —unlmiap) = IV —un)llzz@y)

<C inf — + CoL||0,
a 1Uh€];11£L(QL) ’u Uh‘Hl(QL) ’ H VUHLQ(FL)

(4.75)

gilt.
Beweis. Zunéchst folgen wir exakt der Beweisfithrung aus [4, Lemma 3] und erhalten
[V = Vonll72q,) < IV = Voull 2 [Von = Vunll 2,
+10vull 2(r, ) llun = vnllr2ry)-

Wir schitzen den zweiten Faktor des zweiten Summanden der rechten Seite weiter ab und
bedienen uns aulerdem der Poincaréschen Ungleichung, um

Jun, = vallz2@,) < Cllun = vnllma,) < C'Vun — Vol 2oy

zu sehen. Es gilt zu bemerken, dass hierbei die Konstante C’ von Gebiet €, abhingt. Um diese
Abh#ngigkeit zu umgehen, verwenden wir die Skalierung 27, = LQ) und erhalten

[un = vnll 2,y < C"L||Vup — Vou| r2(a,)-

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir analog zu [4] schliefllich das gewiinschte
Resultat. O

Lemma 4.8.3. Unter der Voraussetzung, dass sich die Anzahl L der betrachteten Schichten
asymptotisch invers zur Netzweite h verhdlt, gilt die Fehlerabschdtzung

|u—uh|H1(QL) < Ch, (476)
wobei die Konstante C' > 0 unabhdngig von h und L ist.

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Fehlerabschéitzung (4.75) und erhalten nach [4, Abschnitt
3]

inf U—v < Ch.
Uherly,,L(QL)| h|H1(QL> N

Um eine solche Abschétzung auch fiir den zweiten Summanden der rechten Seite aus (4.75) zu
erhalten, wihlen wir L, sodass L mingecgq [x| > R gilt. Dann kénnen wir uns des Abklingverhal-
tens der Losung u bedienen, siehe (4.63), und schitzen wie folgt ab

C C
1Byl Z2r,) < Tzl7g < [Tol 13-

Insbesondere zeigt dies L||Oyul|r2r, ) S 1/L. Um den Beweis nun abschlieflen zu koénnen, gilt es

~

< Ch

SIE

einzusehen. Diese Abschitzung ist giiltig, sofern sich L asymptotisch invers proportional zu h
verhélt. O
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Proposition 4.8.4. Fiir den nach Algorithmus 4.7.3 approzimativ berechneten Streufeldoperator
sind die Anforderungen (4.4) und (4.5) erfillt, sofern sich die Anzahl L der betrachteten Layer
invers zur Netzweite h verhdlt.

Da der Beweis analog zu jenem fiir Proposition 4.7.4 aus Abschnitt (4.7) verldauft, verweisen wir
auf diesen und verzichten an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Argumentation.

Zusammenfassend halten wir fest, dass sich die in diesem Abschnitt vorgestellte Box-Methode
durch ihre einfache Idee und der damit einhergehenden simplen praktischen Umsetzung auszeich-
net. Allerdings schléigt sich die grofiziigige Triangulierung der Box, deren Grofie im Vergleich zum
magnetischen Korper sehr hoch ist, in hohem Speicheraufwand und langen Simulationszeiten
nieder. Aus analytischer Sicht stellt diese Approximationsstrategie eine sinnvolle und zuléssige
Methode dar.
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Kapitel 5

Implementierung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Implementierung des Time-Splitting-Verfahrens 3.2.4
bzw. 3.2.14 aus Kapitel 3 beschéftigen. Diese Umsetzung wird der Simulation der numerischen
Beispiele in Kapitel 6 als Grundlage dienen. Vervollstandigt wird die Darlegung der implemen-
tierten Routinen durch Anhang A. Es sei bemerkt, dass alle Implementierungen bzw. Berech-
nungen mittels MATLAB (R2010B) durchgefiihrt werden. Ausgelagerte Codes in C bzw. C++
werden iiber die MEX-Schnittstelle von MATLAB bedient.

In einem ersten Schritt bemiihen wir uns, um eine iibersichtliche Darlegung der verwendeten
Datenstrukturen. Anschliefend legen wir den Fokus auf die Assemblierung der Daten fiir das
in jedem Zeitschritt zu losende lineare Gleichungssystem. Im dritten Abschnitt befassen wir
uns mit der Berechnung der einzelnen Energiebeitrige, um letztendlich eine Darstellung der
Simulation in Form von Energiewerten geben zu koénnen. Abschlielend présentieren wir einen
Algorithmus zur adaptiven Zeitschrittweitensteuerung, um eine effiziente Simulation im Sinn
einer hinreichend feinen Zeitschrittweite und moglichst wenigen Iterationsschritten zu garantie-
ren. Erginzt werden die einzelnen Implementierungsschritte durch Ausziige der entsprechenden
MATLAB-Codes.

5.1 Datenstrukturen

In diesem Abschnitt streben wir eine kurze und iibersichtliche Darstellung der verwendeten Da-
tenstrukturen an.

Wir bezeichnen im Folgenden mit N die Anzahl der Knoten der Triangulierung 7, = {T1,...,Tr}
des magnetischen Korpers 2, wihrend wir durch £ die Anzahl der Elemente #7;, notieren. Die
Menge der Knoten NV}, = {z1,...,zx} wird durch den N x 3-Array coordinates repriisentiert.
Hierbei beinhaltet die i-te Zeile die Koordinaten des i-ten Knotens z; = (z; 1, 2i2,2i3) € R3, d.h.

coordinates(i,:) = (21,121,221 3).

Des Weiteren beinhaltet der F x 4-Array elements die Menge der Elemente der Triangulierung
Tn. Dabei werden in der j-ten Zeile die Nummern jener Knoten gespeichert, durch die das j-te
Elemente T; = konv{zy, z¢, 2, Zn } als konvexe Hiille festgelegt ist, d.h.

elements(j,:) = [k¢mn].

Zusétzlich ist die Anordnung der Knoten derart gewihlt, dass die konvexe Hiille der ersten drei
Knoten ein Dreieck aufspannt, welches vom Blickpunkt des vierten Knotens aus gesehen im

139
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mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.

In analoger Weise werden Informationen beziiglich des Randnetzes gespeichert. Wir bezeichnen
mit nCB die Anzahl der Knoten der Triangulierung &, = {E1,..., E,gp} des Randes des ma-
gnetischen Korpers, wihrend nEB die Anzahl der Elemente #¢&, fixiert. Der nC'B x 3-Array
boundarycoo speichert in der i-ten Zeile die Koordinaten des i-ten Knotens des Randnetzes
beziiglich der Menge der Randknoten By, = {z1,...,z,cp}. Entsprechend werden in der i-ten
Zeile des nE'B x 3-Arrays boundaryele2D die Knotennummern beziiglich der Menge der Rand-
knoten By, festgehalten, deren konvexe Hiille das Element E; wiedergibt. Die Relation zwischen
der Nummerierung der Randknoten in der Menge Bj, und jener in der Knotenmenge N}, des
Volumensnetzes wird in den Arrays boundarynodes und full2boundary beschrieben.

Diese Charakteristiken der Geometrie werden durch weitere Groflen ergénzt, z.B. Volumina vol
der Elemente der Triangulierung 7j, Flicheninhalte area der Elemente der Triangulierung &y,
Skalierungsfaktor scalgeo zur Umrechnung des Volumens von Meter [m] in Nanometer [nm)|
bzw. zur Anpassung der Kantenldnge. Schliefflich zeigt Listing 5.1 die tatséchlichen Datenstruk-
turen zur Zusammenfassung der Informationen beziiglich der Triangulierung des Volumensnetzes
T bzw. des Randnetzes £,. Wihrend die Struktur VolumeData lediglich geometrische Eigen-
schaften des Volumensnetzes festhilt, werden in der Struktur BoundaryData zusétzlich zu diesen
tatséchlichen Geometriedaten der Randintegraloperator K — 1/2 sowie weitere vorab berechen-
bare Groflen zur Berechnung des Streufeldes eingefiigt.

Listing 5.1: Strukturen zum Sammeln der geometrischen Daten

function [VolumeData, BoundaryData] = createGeometricData(bounda ryOperator,
coordinates, elements, area, vol, boundarycoo, boundaryele2D,
boundarynodes, full2boundary, coordinatesplot, scalvol,

scalgeo)
9% ok * * kR kR kAR kAR kAR Rk ok ko
% Compute initial data for the computation of the stray —f ield. Create
% structures to summarize data.
% INPUT: boundaryOperator: 'double layer' potential operat or K-1/2
% coordinates: coordinates of volume mesh
% elements: elements of volume mesh in terms of node numbers
% area: area of surfaces of boundary mesh
% vol: volumes of elements of volume mesh
% boundarycoo: coordinates of boundary mesh
% boundaryele2D: elements of boundary mesh
% boundarynodes: boundary nodes relative to volume mesh
% full2boundary: volume nodes relative to boundary mesh
% coordinatesplot: coordinates of volume mesh scaled by a fac tor
% to stabilize computation of stray —f ield
% scalvol: volume of magnetic body scaled by 1e27
% scalgeo: scaling factor to stabilize computation of stray —f ield
% OUTPUT: VolumeData: structure involving data correspondi ng to vol. mesh
% BoundaryData: structure involving data to comp. stray —field as
% well as stray —field energy
%
% standard space unit due to Sl —units: 1 ..1 m
nE = size (elements,1); % number of elements
nC = size (coordinates,1); % number of nodes
% preliminary computation for later computation of stray —f ield

[ grad,scalcc] = prepareFK3D(coordinatesplot, elements);

% create structure to collect data corresponding to volume me sh
VolumeData = struct( ‘coordinates' ,coordinates, ‘elements’  ,elements,
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nE' ,ng, 'nC' ,nC, 'vol' ,vol);

% create structure to collect data needed for the implementat ion of

% the stray —field and the stray —field energy

BoundaryData = struct( ‘boundaryOperator’ ,boundaryOperator, ‘area’ ,area,
'‘boundarycoo’  ,boundarycoo, ‘'boundaryele2D' ,boundaryele2D,
‘boundarynodes' ,boundarynodes, ‘full2boundary’ ,[full2boundary,
‘coordinatesplot' ,coordinatesplot, 'scalvol' ,scalvol,
'scalgeo’  ,scalgeo, ‘'grad’ ,grad, 'scalcc’ ,scalcc);

Wir fassen Informationen beziiglich der Simulation in der Struktur SimulationData zusammen.
Dabei gilt es zu beachten, dass der vorliegende Code auf einer entdimensionalisierten Formulie-
rung der LLG-Gleichung basiert. Demnach wird die Einheit der Zeit intern durch eine Skalierung
modifiziert, weshalb sich Anfangs- und Endzeitpunkt der Simulation einerseits in [ns| darstel-
len lassen oder eben in reduzierten Einheiten, siche Kapitel 1. Des Weiteren wird die (initiale)
Zeitschrittweite vom Programm aus vorgegeben. Der Implizitdtsparameter 6 sowie der Skalie-
rungsfaktor scalL, der zur Verbesserung der Konditionszahl der Systemmatrix beitragt, werden
ebenfalls in dieser Struktur festgehalten.

Listing 5.2: Struktur zum Sammeln der Simulationsparameter

function [SimulationData] = createSimulationData(t 0, t _end, ...
t heta, gamma, Ms)

% Create structure to collect simulation parameters.
% INPUT: t _O: initial time in [ns], usually set to 0

% t_end: final time in [ns]

% gamma: gyromagnetic constant in [m/As]

% Ms: saturation magnetization Ms given [A/m]

% OUTPUT: SimulationData: structure involving the paramete r setting
% corresponding to simulation

e o * * ok ke kk kR kAR Rk kK okk ok Hekkkok

% initial and final time for non —dimensional LLG

tau_-0 = gamma Ms*t _0;
tau _end = gamma: Ms*t _end;

% uniform time —stepping

% time —step size should be in pico sec ...1le —12

steps = 10; % number of steps

k = (tau _end — tau_0O)/steps; % uniform time —step size

% adaption of Langrange  —multiplier —Ansatz for better condition

scalL = le -27;

% create structure to summarize simulation parameters

SimulationData = struct( 't 0',t 0,'t _end'" ,t _end, 'tau _0' ,tau _O, ...
‘tau _end' ,tau _end, 'theta’ ,theta, 'k' k, 'steps’ ,steps,
'scall’ ,scall);

Physikalische Kenngréflen und deren entdimensionalisierte Pendants werden in der Struktur
PhysicalData angelegt. Fiir eine genaue Beschreibung der auftretenden Konstanten verweisen
wir einerseits auf Kapitel 1 und andererseits auf die Kommentare in Listing 5.3.

Listing 5.3: Struktur zum Sammeln der physikalischen Daten
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function [PhysicalData] = createPhysicalData(Js, constexch, const ani,
easyaxis, turnstray, fstr, alpha)

O kkkkkkkkkkkkkokokokokokokokokokokokkokokokokakokokakakskakae e Ak ook

% Create structure to set and collect physical parameters.

% INPUT: Js: saturation polarization Js = Ms *mu0 given in [T]

% constexch: exchange constant A in [J/m]

% constani: anisotropy constant K in [J/m"3]

% easyaxis: select easy —axis as one of the coordinate axis

% turnstray: turn strayfield on (1) or off (0)

% fstr: strength of applied field in [A/m]

% alpha: damping parameter (material dependent) O < alpha <=1
% OUTPUT: PhysicalData: structure involving the physical pa rameter setting
%

% standard time unit due to SI —units: 1 .1 s

% physical constants (fix)

gamma = 2.210173e5; % gyromagnetic constant in [m/As]

mu0 = 12.566371e -7, % permeability in [T * MA]

% deduced physical constants (fix)

Ms = Js/muO0; % saturation magnetization Ms in [A/m]

Km = 0.5*mu0: Msx Ms; % magnetostatic energy density in [A/m]

% scaled coefficients for energy contributions of effective field H _eff
scalexch = 2 =*constexch/(mu0 * MsxMs);

scalani = constani/(mu0 * Msx Ms);

scalstray = 0.5 *Ms"2 *muO;

scalext = —Ms"2*mu0;

% set easy —axis and supplementary axes to represent orthonormal basis
[e, z1, z2] = seteasyaxis(easyaxis);

% strength of applied field: H _ext = fstrengthdim '= f * VB ...in [A/m]
% Hext for dimensionless LLG: 'f =' fstrength = fstrengthdim/Ms function
f strength = fstr/Ms;

% mesh size should be smaller than exchange length
I ex = sqrt (2 xmuO=*constexch/(Js  *Js)); % exchange length

PhysicalData = struct( ‘gamma’ ,gamma, 'mu0’ ,mu0, Js' Js, 'Ms' ,Ms, 'Km' ,Km, ...
‘constexch’ ,constexch,
'scalexch’ ,scalexch, ‘'constani' ,constani, 'scalani' ,scalani,
'scalstray’ ,scalstray, 'scalenergyext’ ,scalext,
‘e e, 'z1' ,z1, 'z2' ,z2, 'turnstray' turnstray, 'fstrength’ Jfstrength,

‘alpha’ ,alpha, ‘lex' lex);

Der Ubersichtlichkeit halber legen wir eine Struktur zur Zusammenfassung der einzelnen Ener-
giebeitréige fest. Dabei werden lediglich Vektoren zur Speicherung initialisiert und entsprechend
bezeichnet.

Listing 5.4: Struktur zum Sammeln der Werte der Energiebeitrige

function [EnergyData] = createEnergyData

%

% Create structure to save data corresponding to energy contr ibutions.
% OUTPUT: EnergyData: structure to save energy cont. at each t ime —step
%

% initialization of vectors to save energy
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energyexch = [];
energyani = [];
energystray = [];
energyext = [];

% create corresponding structure
EnergyData = struct( ‘energyexch’  ,energyexch, ‘energyani' ,energyani,
‘energystray’ ,energystray, ‘energyext’ ,energyext);

5.2 Programmstruktur und Implementierung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der numerischen Umsetzung des Algorithmus 3.2.4
bzw. 3.2.14. Im Hinblick auf das letztgenannte Verfahren, beschranken wir uns hierbei auf das
Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts als Approximation der L?-Terme, die im linearen Glei-
chungssystem auftreten. Abschnitt 2.2.1 ist einer detaillierteren Auseinandersetzung mit dieser
Approximationsstrategie gewidmet.

Zunéchst wollen wir uns mit der eigentlichen Programmstruktur befassen, um einen Gesamtiiber-
blick der implementierten Routinen zu gewinnen. Um eine numerisch und physikalisch sinnvolle
Simulation zu gestatten, ist es notwendig gewisse problemspezifische Parameter zu setzen. Im
vorliegenden Code ist es die Aufgabe des Benutzers folgende Parameter in Form einer Text-Datei
zu speichern:

Js

t_end

constexch

constani

easyaxis (1, 2, 3 <=>x, y, z)
turnstray (0, 1 <=> on, off)

fstrength
theta (0 <= theta <= 1)
alpha (alpha > 0)

Hierbei stellt Js die Saturationspolarisierung in Tesla [T'] dar, t_end bezeichnet den Endzeit-
punkt der Simulation in Nanosekunden [ns], wéhrend constexch die Austauschkonstante in
Joule pro Meter [J/m] wiedergibt. Analog dazu wird durch constani die Anisotropiekonstante
in Joule pro Volumenmeter [J/m3] festgehalten und durch den Parameter easyaxis, der die
Werte 1,2 oder 3 entsprechend der x-, y- bzw. z-Achse annehmen kann, die leichte Achse des
magnetischen Materials angegeben. Der Parameter turnstray kann die Werte 0 oder 1 anneh-
men, wobei im ersten Zustand eine Simulation ohne Einfluss des Streufeldes veranlasst wird und
im zweiten Fall der Effekt des Streufeldes miteinbezogen wird. In der Variable fstrength wird
die Stérke des dufleren angelegten Feldes in Ampere pro Meter [A/m] spezifiziert. Schlielich legt
der Benutzer durch theta den Implizitéitsparameter fest, der Werte zwischen 0 und 1 annehmen
kann, und setzt mit alpha den stets positiven Gilbert-Dampfungsparameter.

Auflerdem ist es notwendig, dass der Benutzer einen Namen einer Geometrie angibt, fiir die
bereits entsprechende Daten generiert wurden, siche Anhang A fiir weitere Details.

Damit ergibt sich bereits der Input fiir die Hauptroutine simulation.m, siche Anhang A, wes-
halb ein Aufruf beispielsweise wie folgt aussehen kann

simulation(’cube’,’ExampleData_mumag3.txt’);
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Diese Routine stellt die Kern-Datei der gesamten Simulation dar. Einerseits werden hierin alle
Parameter und Geometriedaten eingelesen und sinnvoll fiir das Time-Stepping-Verfahren aufbe-
reitet und andererseits wird von hier aus die Zeitintegration veranlasst. Die Zeitintegration kann
hierbei entweder mit uniformen Zeitschritten erfolgen oder durch einen adaptiven Algorithmus in
jedem Schritt angepasst werden. Diese Funktion verzichtet auf einen Output im herkémmlichen
Sinn und speichert daher alle interessanten Groflen direkt in dafiir vorgesehenen Dateien.

Im gesamten Programm sind die Eintrdge der Systemmatrizen bzw. der Koeffizientenvektoren
derart angelegt, dass zunéchst die xz-Komponenten, dann die y-Komponenten und zuletzt die
z-Komponenten fiir jeweils alle Knoten betrachtet werden.

Jenes Vektorfeld, das die Magnetisierung m représentiert, wird in den folgenden Codesegmenten
gleichnamig bezeichnet und stellt iiblicherweise einen N x 3-Array dar, der in der j-ten Zeile
die Werte der einzelnen Komponenten der Magnetisierung speichert. In entsprechender Weise
werden analoge Groflen gespeichert.

Im Folgenden wollen wir nun auf die Implementierung des diskreten Systems eingehen, das in
jedem Zeitschritt zu losen ist. Dabei legen wir den Fokus auf die tatsédchliche Umsetzung der
Berechnung jener Groflen und Bauteile, die von Interesse sind. Wir ergéinzen dies durch Co-
desegmente. Aus den in den einzelnen Codeabschnitten enthaltenen Kommentaren ist sodann
Input und Output der Funktion zu entnehmen und wird daher nicht separat diskutiert.

5.2.1 Diskretisierung der Bilinearform a(-, ) ohne Mass-Lumping

Wir erinnern an die Wahl der Basisfunktionen B;_y = Bie, mit i =1,...,N, £ =1,...,3
des FE-Ansatzraumes S!(7,;R?) aus Abschnitt 2.1. Dem entsprechend findet die aus (3.30)
bekannte Bilinearform

a(Bis By) = a /Q B: - By dx + OCl /Q VB: - VBy dx

eine Darstellung in der Form einer symmetrischen Blockdiagonalmatrix

AO
A= A° € RSN (5.1)
AO
mit symmetrischen Blocken
A e RIXN. mit A% =« /Q BiBir dx + 0kCox /Q V5 - VB dx. (5.2)

Es sei bemerkt, dass die auftretenden Integrale durch geschlossene Formeln zu berechnen sind.
AuBerdem stellt A? eine positiv gewichtete Summe der standardmifBfigen Massen- und Stei-
figkeitsmatrix dar. Daher sind A® und insbesondere A positiv definite und schwach besetzte
Matrizen, die jeweils nicht vom Zeit- bzw. Iterationsschritt j abhéingen.

Der Vollsténdigkeit halber stellen wir die Massenmatrix fiir stiickweise affine und global stetige
Basisfunktionen B (o_1)ny = pie¢fiiri =1,..., N, £ =1,...,3 des FE-Ansatzraumes SY(Tn; R?)
dar

NO

N = N @ e RN (5.3)
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mit Blocken
N € RV*N it Ng/:/ﬁi-ﬁi,dx.
Q

In analoger Weise ldsst sich die Steifigkeitsmatrix wie folgt schreiben

SO
S = S0 € RINAN
SO

mit Blocken

S0 e RN it S?Z-,:/Vﬂi-Vﬁi,dx.
Q

145

(5.6)

Die entsprechende numerische Realisierung der Masse- und Steifigkeitsmatrix findet sich in
den Codeabschnitten 5.5 und 5.6. Hierbei wurde bereits auf die Tatsache, dass diese Matri-

zen schwach besetzt sind, eingegangen.

Listing 5.5: Berechnung der Massenmatrix

function M = calcmassma(coordinates, elements)
%
% Computation of mass —matrix for lowest order basis functions mapping
% from R"3 to R"3 in linear complexity.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh

% OUTPUT: M: (3nC x 3nC)—nmass —matrix

Y%

nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,l); % number of elements
| = zeros (3 *16xnE,1); % initialize data vectors
J = zeros (3 *16+nE,1);

M = zeros (3 *16*nE,1);

% assembly of mass —nmatrix in linear complexity

for i = 1.nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
% compute coordinates of non —zero entries

idx = 16+ (i —1)+1:16 =i
tmp = [1;1;1;1] *nodes;
I(idx) = reshape (tmp',16,1);
I(idx + 16 =*nE) = reshape (tmp'+nC,16,1);
I(idx + 2 =16*nE) = reshape (tmp'+2 *nC,16,1);
J(idx) =  reshape (tmp,16,1);
J(@idx + 16 =*nE) = reshape (tmp+nC,16,1);
J(idx + 2 *16*nE) = reshape (tmp+2 *nC,16,1);
% compute integral and set values of non —zero entries
hipM = det ([1 1 1 1;coordinates(elements(i,:),:))
*x[2111;,1211;,1121;111 2]/120;
M(idx) = hlpM;
M(idx + 16 *nE) = hlpM
M(idx + 2 *16+nE) = hlpM;

end

M = sparse (1,J,M,3 *nC,3*nC);
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Listing 5.6: Berechnung der Steifigkeitsmatrix

function A = calcstima(coordinates, elements)
%
% Computation of stiffness —natrix for lowest order basis functions mapping
% from R"3 to R"3 in linear complexity.
% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh
% elements: elements of volume mesh
% OUTPUT: A: (3nC x 3nC) —stiffness  —matrix
e o * HIRHFIEAFIEHFREFFIAFFIAFIRE kA
nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,1); % number of elements
| = zeros (3 *16*nE,l); % initialize data vectors
J = zeros (3 *16+*nE,1);
A = zeros (3 *16*nE,1);
% assembly of stiffness —matrix in linear complexity
for i = 1.nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
% compute local stiffness —matrix
B =[1 1 1 1; coordinates(nodes,:)T;
grad =B \[000;100;,010; 00 1],
% compute coordinates of non —zero entries
idx = 16*( —1)+1:16 =*i;
tmp = [1;1;1;1] *nodes;
I(idx) = reshape (tmp',16,1);
I(idx + 16 =*nE) = reshape (tmp'+nC,16,1);
I(idx + 2 =16*nE) = reshape (tmp'+2 *nC,16,1);
J(idx) = reshape (tmp,16,1);
J(idx + 16 =*nE) = reshape (tmp+nC,16,1);
J(idx + 2 *16*nE) = reshape (tmp+2 *nC,16,1);
% compute integral and set values of non —zero entries
hlpA = det (B)/6 =*reshape (grad =*grad'16,1);
A(idx) = hipA,;
A(idx + 16 *nE) = hlpA;
A(idx + 2 *16*nE) = hlpA;
end

A = sparse (ILJ,A,3 *nC,3*nC);

5.2.2 Diskretisierung der Bilinearform ¥ (-,-) ohne Mass-Lumping

Unter Verwendung der Identitiit a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ fiir alle a,b,c € R? lisst sich die
Bilinearform b/(-,-) aus (3.30) fiir Basisfunktionen Bive—1)yy = Bieg mit i = 1,...,N, £ =
1,...,3 des FE-Ansatzraumes S*(7j;R?) aus Abschnitt 2.1 wie folgt darstellen

b (Bi, B) = /Q(mi; % Bi) - By dx — /Qwi x i) - i dx.

Um eine entsprechende Systemmatrix B € R3V*3N prisentieren zu kénnen, bemerken wir, dass

Biep X Buep = ;B er X ep, sowie folgende Eigenschaften gelten
€] Xeyp=e3, ey Xez3=e;, e3XxXe =ey, und egxeg:O.
Also findet B eine Blockstruktur in folgender Form

0 +B? —B?
B=|-B> 0 +B!| R33N (5.7)
+B?> -B! o0
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mit

B € RYXN Bfi,:/gﬁiﬁi/ m] - e/ dx. (5.8)

sym
Da b (¢p, %) = —b (¥, ¢n) und b (¢n, ¢p,) = 0 fiir alle ¢y, ¥, € SH(T; R3) gilt, ist klar, dass

B cine schief-symmetrische und positiv semidefinite Matrix ist, die gleichzeitig auch schwach
besetzt ist. Wir verweisen auf Listing 5.7 fiir eine numerische Umsetzung.

Listing 5.7: Berechnung der Bilinearform b7

function C = calccrossma(m, coordinates, elements)

e o * * HIRHFIEHFIEFFREFFIAFFIAFIRE HkkK
% Computation of matrix including the vector —cross —product (b%(.,.))
% with affine basis functions mapping from R"3 to R"3.

% INPUT: m: magnetization as (nC x 3) —matrix

% coordinates: coordinates of nodes of volume mesh
% elements: elements of volume mesh

% OUTPUT: C: matrix representing bilinear form b7j(.,.)

e o * * HIRHFIAHFIEHFREHFIAFFIAFIRE kA
nC = size (coordinates,1); % number of nodes

nE = size (elements,1); % number of elements
Z = sparse ([I, [I, [I,nC,nC); % initialize matrix

I = zeros (16 *nE,1); % initialize data vectors
J = zeros (16 *nE,1);

B1 zeros (16 *nE,1);

B2 = zeros (16 *nE,1);

B3 = zeros (16 *nE,1);
% compute local cross —product —matrices for reference tetrahedron under:
% betal = 1-—x-y—z; beta2 = x; beta3 = y; betad = z
% tmp.i(j,k) = int beta j *beta k+*beta _i
tmpl = [6222;,2211 2121211 2]/720;
tmp2 =22 11,2622, 1221;121 2]./720;
tmp3 =212 112212262 112 2]./720;
tmpd =2 112, 1212, 1122222 6]/720;
% compute matrix according to vector —cross —product
for j = 1.nE
nodes = elements(j,:); % numbers of nodes belonging to j —t h element
% compute coordinates of non —zero entries
idx = 16*(j —1)+1:16 =j;
tmp = [1;1;1;1] *nodes;
I(idx) = reshape (tmp',16,1);
J(idx) =  reshape (tmp,16,1);

% compute determinant
tmpdet = det ([1 1 1 1;coordinates(elements(j,:),:));
% evaluate m at nodes of | —t h element
t mpm = [m(nodes(1),:); m(nodes(2),:); m(nodes(3),:); m(nodes(4),:)];
tmpm = reshape (tmpm,12,1);
% set values of non —zero entries
Bl(idx) = tmpdet = (tmpl *tmpm(1) + tmp2 *tmpm(2) ...
+ tmp3*tmpm(3) + tmp4 *tmpm(4));

B2(idx) = tmpdet = (tmpl *tmpm(5) + tmp2 *tmpm(6) ...
+ tmp3+*tmpm(7) + tmp4 *tmpm(8));
B3(idx) = tmpdet = (tmpl *tmpm(9) + tmp2 *tmpm(10) ...

+ tmp3*tmpm(11) + tmp4 *tmpm(12));
end
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B1 sparse (1,J,B1,nC,nC);
B2 sparse (1,J,B2,nC,nC);
B3 = sparse (1,J,B3,nC,nC);

C = [z B3 -B2; —B3 Z Bl1;, B2 -B1 Z];

5.2.3 Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts

Im vorliegenden Abschnitt behandeln wir die Implementierung einer vereinfachten Berechnung
der auftretenden Massenmatrizen unter Verwendung des Mass-Lumpings des L?-Skalarprodukts,
sieche Abschnitt 2.2.1. Es gilt zu bemerken, dass wir die korrespondierenden Matrizen hier und
im Folgenden gleichnamig bezeichnen, da eine entsprechende Interpretation ohnedies je nach
betrachtetem Algorithmus erfolgt.

Wir betrachten nun die approximativen Pendants ay(+,-) und bgl(-, -) der Bilinearformen a(-,-)
und b7 (-,-), die in (3.45) eingefiihrt wurden. Sie werden fiir Basisfunktionen Bit(—1yn = Bies
mit i =1,...,N, £ =1,...,3 des FE-Ansatzraumes S'(7y,; R3) durch

2A
an(Bi By) = a /Q (8 B) dx + 021 /Q VB, VB, dx (5.9)
und
b (Bi, Br) — / To((mi % B;) - By) dx = / To((Bs x Bir) - mi) dx (5.10)
Q Q

représentiert. Die daraus resultierenden Matrixblocke haben den Vorteil, dass sie Diagonalgestalt
haben, d.h. der L2-Anteil der Matrix A° aus (5.2) findet nun folgende Darstellung

/ Tn(BiBir) dx = |wi] i
0

mit w; = J {T eTy :z € T} als den mit dem Knoten z; € N}, assoziierten Knotenpatch und
0;# dem Kronecker-Symbol. Diese Beobachtung ist von noch groflerer Bedeutung fiir die Blocke
der Matrix B¢ aus (5.8) mit

Bfi/ = /QIh(ﬁzﬁz’mgl . eg) dx = |wz| m%(zl) €y (5“7.

3N

L1 HmBm, konnen wir die Matrix BY in folgender Form prisentieren

Unter der Darstellung m% =>
B! = diag (\wi\,uH(g,l)N, i=1,....,N) € RNXN

wodurch die Implementierung von B wesentlich vereinfacht wird.

Es sei betont, dass trotz des Mass-Lumpings des L*-Skalarprodukts sowohl die Matrix A, die
nun zur Bilinearform a (-, -) korrespondiert, als auch die Matrix B, die der Bilinearform b; (-, )
entspricht, ihre charakteristischen Eigenschaften beibehalten. Das bedeutet, dass A noch immer
eine schwach besetzte positiv definite Matrix ist, wihrend B nun aus Blocken mit Diagonal-
gestalt besteht und damit insbesondere schwach besetzt ist. Dariiber hinaus ist B noch immer
schief-symmetrisch und positiv semidefinit. Fiir eine numerische Umsetzung verweisen wir auf
Listing 5.8 bzw. 5.9.
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Listing 5.8: Berechnung der Massenmatrix mittels Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts

function M = calcMLmassma(coordinates, elements, vol)

% Computation of martix corresponding to mass —| umping (ML) of
% L2—scalar —product for lowest order basis functions mapping

% from R™3 to R"3.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh

% vol: volumes of elements of volume mesh

% OUTPUT: M: (3nC x 3nC)—nmass —matrix

Y%

nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,l); % number of nodes
volPatch =  zeros (nC,1); % initialize data vector

% compute volumes of node patches

for i = 1inE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
volPatch(nodes) = volPatch(nodes) + vol(i);

end

% MkEmatrix for lowest order basis functions mapping from R™3 to R™3

M = spdiags([volPatch; volPatch; volPatch],0,3 *nC,3 *nC);

Listing 5.9: Berechnung der Bilinearform b{l mittels Mass-Lumping des L?-Skalarprodukts

function C = calcMLcrossma(m, coordinates, elements, vol)
%
% Computation of matrix including the vector —cross —product (b _h7j(.,.))

% with affine basis functions mapping from R"3 to R"3 under app lication of
% the mass—| umping (ML) of the L'2  —scalar —product.

% INPUT: m: magnetization as (nC x 3) —matrix

% coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh

% vol: volumes of elements of volume mesh

% OUTPUT: C: matrix representing bilinear form b _h7j(.,.)

%

nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,l); % number of nodes
volPatch =  zeros (nC,1); % initialize data vector

% compute volumes of node patches

for i = 1.nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
volPatch(nodes) = volPatch(nodes) + vol(i);
end
C = spdiags([[volPatch. *m(:,2); zeros (2 *nC,1)],
[ —volPatch. *m(,3); —volPatch. *m(;,1); zeros (nC,1)],
[ zeros (nC,1);volPatch. *n(:,3);volPatch. *m(:,1)],
[ zeros (2 *nC,1); —volPatch. *m(:;,2)]],[ —2*nC —nC nC 2+nC],3 *nC,3 *xnC);

5.2.4 Diskretisierung der rechten Seite L/(-)

In diesem Abschnitt wollen wir die Implementierung der Linearform L7(-) aus (3.30) kurz umrei-
Ben. Wir wahlen die vektorwertigen Funktionen ,Bi+(g_1)N =fieemite=1,..., N, £=1,...,3,
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die bereits in Abschnitt 2.1 eingefiihrt wurden, als Basis des FE-Ansatzraumes S*(7;,; R3). Damit
lisst sich die rechte Seite L7(-) wie folgt darstellen

L (B;) = —Cex/ﬂvmg-vm dx—cani/QDcp(mi) - B dx
‘ ‘ (5.11)
Q Q

Wir betrachten im Folgenden die numerische Realisierung der auftretenden Summanden einzeln
und verwenden hierfiir eine entsprechende Notation durch selbsterkldrende Indizierung.

Zunichst betrachten wir die Darstellung der diskreten Magnetisierung mil = Zf’ivl i mit
pu € R3Y wodurch jener Beitrag der rechten Seite, der der Austauschenergie entspringt, wie
folgt dargestellt werden kann

L3(8s) = ceXZuz | 8. - v ax. (5.12)

Demnach ist klar, dass sich eine Implementierung mit einfacher Matrix-Vektor-Multiplikation
unter Verwendung der standardméfigen Steifigkeitsmatrix S € Rg’ﬁnng , siehe (5.5), in Form
eines Vektors £ey € R3N mit

by = —CoySp (5.13)

umsetzen lasst.

Es stelle Bgs = {by1, ba, e} eine orthonormale Basis des R? dar. Dann lisst sich jener Beitrag, der
zur Anisotropieenergie korrespondiert, unter der Definition der Anisotropiedichte aus Kapitel 1,
wie folgt darstellen

inm(ﬁ )= _2Cani/ ((m% ~by)by + (mil : b2)b2) - Bi dx. (5.14)

Unter Verwendung der Darstellung der diskreten Magnetisierung in der Form m] = Z 1 iBi

mit g € R3¥ fiihrt die Berechnung von L;m (Bi) zunichst auf das Aufstellen der standardméfigen

Massenmatrix N € RS;,YHX:SN siehe (5.3). Damit lisst sich dieser Beitrag der rechten Seite L7(-)

durch Matrix-Vektor-Multiplikation in der Form eines Vektors £un; € RN mit
fani = —QCaniNa (5.15)

realisieren, siehe Codeauszug 5.11. Hierbei stellt a € R3N einen Koeffizientenvektor mit Ein-
tragen Qi (1—1)N = ((mh(zl) bl)bl) ey + ((m%(zl) . b2)b2) - ey dar.

Im Bezug auf die Darstellung jenes Terms, der dem Streufeld entspringt, bemerken wir zunéchst,
dass Ppmj € PO (Th; R?) gilt. Es stelle Xi+(e-1)E = xie¢ fir i = 1,..., FE, £ = 1,2,3 eine vek-
torwertige Basis von PY(7j;R3) dar. Hierbei bezeichnen wir wieder mit e, € S? den /(-ten
Einheitsvektor und mit y; die charakteristische Funktion des Elements T; € Tj,, also jene skalar-
wertige Basisfunktion des P°(7}), die konstant auf dem Element 7} € Ty ist. Unter Verwendung
dieser Basis lisst sich das approximierte Streufeld thh durch thh = ZZ | pixi mit p € R3E
dem entsprechenden Koeffizientenvektor ausdriicken, siche Kapitel 4 fiir weitere Details. Des
Weiteren findet der dazu korrespondierende Beitrag der rechten Seite folgende Darstellung

stray - sz /QXZ’ ,Bz dx. (516)
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Insbesondere fiihrt dies auf die Berechnung einer Massenmatrix der Gestalt

NO
N = NO € R3N*3E (5.17)
No
mit Blocken
N e RN*F mit N9, = / xi - Bir dx, (5.18)
Q

die elementweise konstante Basisfunktionen mit knotenweise definierten affinen Ansatzfunktio-
nen koppelt. Wir halten fest, dass die auftretenden Integrale durch eine geschlossene Formel zu
berechnen sind. Insgesamt ergibt sich damit die Berechnung eines Vektors £g;ay € R3N mit

zstray = _ﬁp (519)

zur numerischen Realisierung dieses Anteils der rechten Seite. Wir verweisen auf Listing 5.10
fiir die Implementierung der Systemmatrix NY.

Wir setzen voraus, dass die Diskretisierung des angewandten dufleren Feldes auf eine Funktion
£ ~ f(t,) mit f] € SY(T,;R3) fiir t € [t;,¢;41) fiir j > 0 fiihrt. Mit der Notation £ = 23111 1 Bir
mit ¢ € R3V lisst sich der aus dem angelegten duBeren Feld resultierende Beitrag durch

) 3N
Lii(B:) = G /Q Bir - B dx (5.20)
i'=1

darstellen. Simple Matrix-Vektor-Multiplikation, siehe Listing 5.12, unter Verwendung der Mas-
senmatrix N € R3V>3N aus (5.3) fiihrt auf auf einen Vektor Lo € R*Y mit

sym
Loxe = NC. (5.21)

Damit ist dieser Abschnitt nun vollstindig.

FEine numerische Realisierung der Assemblierung der Daten findet sich in Codeauszug 5.14. Dies
wird ergénzt durch die Listings 5.11 und 5.12, in denen die Berechnung der Beitréige beziiglich
der Anisotropie und des angelegten dufleren Feldes ausgelagert sind.

Listing 5.10: Berechnung der Massenmatrix (fiir das Streufeld)

function MnEnC = calcMnEnC(vol, nC, nE, elements)

% Computation of mass —matrix for lowest order nodal basis functions
% mapping from R"3 to R with element basis functions from R"3 to R in

% linear complexity.
% INPUT: vol: volumes of elements of volume mesh

% nC: number of nodes of volume mesh
% nE: number of elements of volume mesh
% elements: elements of volume mesh

% OUTPUT: MnENnC: nCxnEnass —matrix combining S1 and P"0 ansatz functions
%

% initialize data vectors
| = zeros (4 *nE,1);
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J = zeros (4 *nE,l);
MnEnC = zeros (4 *nE,1);

hlp = 1/4 =xones (4,1);

% assembly of mass —nmatrix in linear complexity

for i = 1.nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
% compute coordinates of non —zero entries

idx = 4% —1)+1:4 i
I(idx) = nodes’;

J(idx) = i;
% compute integral and set values of non —zero entries
MENC(idx) = hlp  *vol(i);

end
MhENnC = sparse (I,J,MnEnC,nC,nE);

Listing 5.11: Berechnung der Anisotropie

function val = calcani(m, coordinates, bl, b2, scaling)

%

% Computation of DPhi with e, bl, b2 an orthogonal basis of R"3.

% INPUT: m: magnetization as nCx3 —matrix

% coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% bl, b2: such that e, bl, b2 is orthogonal basis of R"3

% scaling: scaling factor of anisotropy due to dimensionless LLG

% OUTPUT: val: anisotropy

O kkkkkkkkkkkkkkokokokokokokokokokokokokokokokokokokokakokokok Ak koo B

nC = size (coordinates,1); % number of nodes
val = zeros (3 *nC,1);

% compute euclidean scalarproduct of m with orthogonal basis vectors z1,z2
hlpbl = m*bl;
hlpb2 = m *b2;
% compute DPhi
for i=1:nC
val(i nC+i 2 *NC+i]) = hlpbl1(i). *bl + hlpb2(i). *b2;
end

% include scaling factors arising due to derivative and aniso tropy
val = val =2=+scaling;

Listing 5.12: Konstantes angelegtes dufleres Feldes

function val = f(nC, scaling)

O *kkkkkkkkkkkkkokokokokokokokokokokokokokokokokokokokakokokok Ak koo B

% Computation of constant applied field.
% INPUT: nC: number of nodes

% scaling: scaling factor of applied field including sign

% OUTPUT: val: constant applied field

%

% compute constant applied field in direction of 45 —degree including the

% scaling factor arising due to the applied field
val = scaling. *[—ones(nC,1); zeros (nC,1); —ones (nC,1)];
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5.2.5 Berechnung der diskreten Zeitableitung Vfl

Wir wollen uns nun mit der Berechnung der Approximation vfl € ICmi = {¢, € SH(Tw; R3)| i (z:)-
on(z;) = 0 fiir alle z; € N}, } der Zeitableitung my(t;, ) der Magnetisierung beschéftigen. Dabei
bemerken wir zunichst, dass nach Kapitel 3 die Systemmatrix M = A + B € R3V>*3N positiv
definit und daher regulér ist. Demnach besitzen die Variationsformulierungen (3.28) und (3.44)
eine eindeutige Losung, wenn man diese Probleme jeweils am Ganzraum S Y(Th; R3) betrachtet.
Allerdings wird vy, stets dadurch bestimmt, indem man die Gleichungssysteme (3.28) und (3.44)
am Teilraum Kmi l6st. Wir realisieren diese linearen Nebenbedingungen, die aus der Orthogo-

nalitdtsrelation
mil(z) -vi(z) =0 firalle z e N, (5.22)

hervorgehen, durch einen Lagrangeschen Multiplikator-Ansatz, d.h. wir berechnen die unbekann-
ten Koeffizienten p € R3Y von

3N i
V%, = Z tmBm durch Losen von <1XI AO > <l/<> _ (g) ‘

m=1

Hierbei stellt A € RV die Lagrange-Multiplikatoren dar und Ap = O realisiert die Nebenbedin-
gungen (5.22). Demzufolge ldsst sich die Lagrange-Matrix wie folgt darstellen

A= (A" A2 A3 eRVSN it AY e RVN AL, = kR2m) (2:) - e b,

d.h. die Teilmatrizen A’ sind stets diagonal und werden zusiitzlich mit dem Faktor kh? skaliert,
um die Konditionszahl der Systemmatrix zu verbessern und damit das Schema zu stabilisieren,
sieche z.B. [13]. Eine numerische Umsetzung der Lagrange-Multiplikatoren findet sich im Code-
auszug 5.13, wihrend in Listing 5.14 die Realisierung der Lésung des linearen Gleichungssystems
in einem Zeitschritt zu finden ist.

Listing 5.13: Berechnung der linearen Nebenbedingungen

function L = computeLambda(m, nC)

e o * HERHFKEAFIEHFREFFIAFFIAFIRE *

% Computation of (nCx3nC) —mmatrix for implementation of linear constraints
% m(z)\cdot v(z) = 0 for all nodes z due to v \in \KK.m.

% INPUT: m: magnetization m as (nC x 3) —matrix

% nC: number of nodes of volume mesh

% OUTPUT: L: matrix to realize Langrange multiplier ansatz

%

% computation of linear constraints
L = spdiags(m,[0 nC 2 *nC],nC,3 *nC);

Listing 5.14: Assemblierung der Daten und Losen des linearen Gleichungssystems

function [m,v,EnergyData] = TimeSplitting(i, m, VolumeData,
BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext, Ald, MASSMA,
STIMA, MnEnC, EnergyData)

[ * e e — *
% Assembing of the data used in the linear system. Computation of energy
% contributions at current time —step. Performance of one step of

% time —splitting scheme.
% INPUT: i: current time —step
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% m: magnetization (known from prev. time —step) given as 3nC  —vector
% VolumeData: struct. to summarize data corresponding to vol . mesh
% BoundaryData: struct. to summarize data corr. to boundary m esh
% SimulationData: struct. involving simulation parameters

% PhysicalData: struct. involving physical parameters

% ext: constant applied field

% Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC: system —matrices

% EnergyData: struct. incl. vectors to save energy contribut ions
%

% OUTPUT: m: magnetization (of current time —step with [ml = 1)

% v: approximation of time derivative of magnetization m

% EnergyData: updated structure including energy contribut ions

%

nE = VolumeData.nE; % number of elements

nC = VolumeData.nC; % number of coordinates

% ASSEMBLE DATA and COMPUTE ENERGY:

% compute exchange energy

EnergyData.energyexch(i+1) = computeExchEnergy(m,
PhysicalData.constexch, STIMA);

% extract 1D —part for computation of anisotropy energy

MASSMA1d = MASSMA(1:nC,1:nC);

% compute anisotropy

ani = MASSMA calcani(m,VolumeData.coordinates,PhysicalData.z1,

PhysicalData.z2, PhysicalData.scalani);

% compute anisotropy energy

EnergyData.energyani(i+1) = computeAniEnergy(m, PhysicalData.z1,
PhysicalData.z2, PhysicalData.constani, MASSMA1d);

% compute stray —field and its energy contribution if turned on
if  PhysicalData.turnstray == 1
hipstray = calcFK3D(m, VolumeData, BoundaryData, Ald);
stray = BoundaryData.scalgeo *
[ MnNENG hlpstray(1:nE);MnEnC * hlpstray(nE+1:2 *nE); ...
MhENCx hlpstray(2  *nE+1:3 *nE)];
% compute stray —field energy
EnergyData.energystray(i+1)
= computeStrayEnergy(VolumeData.elements, m, hlpstray,
PhysicalData.scalstray, BoundaryData.scalvol);
else
stray = zeros (3 *nC,1);
EnergyData.energystray(i+1) = 0;
end

% compute Zemann energy
EnergyData.energyext(i+1) = computeExtEnergy(m,
PhysicalData.scalenergyext, ext);

% compute bilinearform a(.,.)
A = PhysicalData.alpha * MASSMA
+ PhysicalData.scalexch * SimulationData.k * SimulationData.theta * STIMA;
% compute bilinearform b7j(.,.)
B = calccrossma(m, VolumeData.coordinates, VolumeData.elements);
% compute linear constr. due to Lagrange ansatz to solve in sub space K_m
L = SimulationData.scalL. * computeLambda(m, nC);
% compute system —natrix
TOTAL = [A+B, L' L, zeros (nC)J;
% compute right —hand side L7j(.)
| = [ —PhysicalData.scalexch *STIMA*m(:) — ani — stray + ext; zeros (nC,1)];
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% STEP (i):

% solve linear system on subspace K _m
vtmp = TOTAL\I;

% devide solution vector vtmp into individual parts
v = vtmp(1:3 *nC);

lagrangian = vtmp(3 *nC+1:4 »nC);

% STEP (ii):
% update and normalize magnetization
v = reshape (v(:),nC,3);
for j=1:nC
m(j,:) = (m(,:) + SimulationData.k *V(},})) .
/ norm(m(j,:) + SimulationData.k *V(j,));
end

5.3 Implementierung der Energiebeitrige

In diesem Abschnitt wollen wir die Implementierung der Gibbs-Energie F = E(m) behandeln.
Der Ubersichtlichkeit halber wiederholen wir diese

M2
E:A/ |Vm|2dx+K/ <1>(m)dx+uo—5/ |P(m)|2dx—,u0M52/f-mdx. (5.23)
Q 0 2 Jrs 0

Wir betonen, dass der Streufeldoperator P : L?(2;R?) — L2(Q;R?) die L?-Orthogonalprojektion
auf den Raum der Gradientenfelder darstellt und demnach [p; |P(m)|? dx = [, P(m)-mdx gilt.
Im Folgenden betrachten wir die auftretenden Energiebeitriage einzeln und legen den Fokus auf
deren numerische Umsetzung. Schliefflich gibt dann die Summation dieser Beitridge die totale
Energie E wieder.

Austauschenergie

Unter der Wahl der Basisfunktionen B8, _y = Bie, mit i = 1,...,N, £ =1,...,3 des FE-
Ansatzraumes S'(7,;R?) aus Abschnitt 2.1 und p € R3Y als Koeffizientenvektor von m] =
ZgN tmBm lasst sich die Austauschenergie zum Zeitpunkt ¢; wie folgt darstellen

m=1
) 3N 3N
Fox = A/ Vi [P dx = A > pip / VB; - VB dx. (5.24)
f i=1i'=1 @

Die zu den auftretenden Integralen korrespondierende Matrix ist die standardméfige Steifig-

keitsmatrix, die wir hier mit S € RgﬁnX?’N bezeichnen, siehe (5.5). Mit Hilfe dieser Notation

resultiert die Berechnung der Austauschenergie in eine Vektor-Matrix-Vektor-Multiplikation
Eeo = Ap™Sp, (5.25)

wie auch dem Auszug des entsprechenden Codes zu entnehmen ist, siehe Listing 5.15.

Listing 5.15: Berechnung der Austauschenergie
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function [energyexch] = computeExchEnergy(m, constexch, STIMA)

%

% Computation of exchange energy.

% INPUT: m: magnetization as (nC x 3) —matrix
% constexch: exchange constant

% STIMA: (3nC x 3nC) —stiffness  —matrix
% OUTPUT: energyani: exchange energy

%

% compute exchange energy
energyexch = constexch ~ *m(})' *STIMA*m(:);

Anisotropieenergie

Wir erinnern an die Definition der Anisotropiedichte aus Kapitel 1. Wir definieren mit Bps =
{b1, by, e} eine orthonormale Basis des R? und erhalten somit die Darstellung

am_K/ dx_K/ m - b1)? + (m - by)?) dx. (5.26)

Damit lésst sich die Anisotropieenergie zum Zeitpunkt ¢; ndherungsweise durch

Eai=K > > (mj(z;) by)(m](zy) by) /ﬁlﬁldx (5.27)

Z7,€./V’h Z: /GNh

+K Y > (mi(z;) - by)(mi(zi) - by) /B,ﬁzdx (5.28)

Z; ENhZ /ENh

berechnen. Hierbei bezeichnen wir mit 3; fiir i = 1, ..., N die mit dem Knoten z; € N/, assoziier-
ten skalarwertigen Hutfunktionen, die dem FE-Ansatzraum S!(7}) als Basis dienen. Demnach
wird die Integration iiber die entsprechende Massenmatrix N € Ré\}[ernN aus (5.4) fiir Funktionen,
die von R? nach R abbilden, realisiert. Halten wir in g1, 02 € RV die Eintriige o1, = mh( z;) - by
bzw. 0o; = mh( z;) - by fiir z; € N}, fest, so resultiert die niherungsweise Berechnung der Aniso-

tropieenergie zum Zeitpunkt ¢; in Vektor-Matrix-Vektor-Multiplikationen
Eani = K (0] N1 + 05 N'02). (5.29)

Diese Umsetzung wird in Listing 5.16 festgehalten.

Listing 5.16: Berechnung der Anisotropieenergie

function [energyani] = computeAniEnergy(m, z1, z2 , constani, MASSMA 1d)
e o * * HIRHFKAAFIEFFREFFIAFFIAFIRE HkkK

% Computation of anisotropy energy.

% INPUT: m: magnetization as (nC x 3) —matrix

% z1, z2: such that e,z1,z2 orthonormal basis of R"3

% constani: anisotropy constant

% MASSMA1d: (nC x nC)-mass —matrix

% OUTPUT: energyani: anisotropy energy

%

% compute anisotropy energy

hipl = m=z1;

hlp2 = m *z2;

energyani = constani *(hlpl" *MASSMAldhlpl + hlp2'" *MASSMAZldhlp2);
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Streufeldenergie

Es sei bemerkt, dass das approximativ berechnete Streufeld th{L = VU{L fiir alle 5 > 0 kon-

stant auf jedem Element T € 7}, ist, d.h. es gilt thfl € PY(T,;R3). Demnach lisst sich die
Streufeldenergie wie folgt darstellen

M? . . M2 . .
Estray = M02 . / Ppmy - my dx = MOTS Z (,th%)‘T/ m) dx. (5.30)
Q TET, T

Es gilt zu beachten, dass das nun zu berechnende Integral durch Mittelpunktsquadratur
/} m] dx = |T|mj (Sr) (5.31)

mit Sp dem Schwerpunkt des Elements T € Tj, gelost werden kann. Die zugehorige Implemen-
tierung findet sich im Listing 5.17.

Listing 5.17: Berechnung der Streufeldenergie

function [energystray] = computeStrayEnergy(elements, m, hlpstray
scalstray, scalvol)

%

% Computation of stray  —field energy.

% INPUT: elements: elements of volume mesh

% m: magnetization

% hlpstray: stray —field

% scalstray: scaling factor for stray —f ield energy which is
% defined as 0.5 *Ms"2 *mu0

% scalvol: scaled volume of magnetic body

% OUTPUT: energystray: stray —f ield energy

%6

nE = size (elements, 1); % number of elements

% reshape stray —field

hipstray = reshape (hlpstray, ng, 3);

% evaluate magnetization at center of mass

hlpmass = (m(elements(:;,1),:)+m(elements(:,2),:)+
melements(:;,3),:)+m(elements(:,4),:))/4;

% compute stray —field energy with one —point —quadrature

energystray = scalstray xscalvol.  *sum(hlpstray. * hlpmass,2);

Zeeman Energie

Wieder betrachten wir die kanonischen Basisfunktionen 3; +(—1)Ny = Bigg firi=1,... N, £ =
1,...,3 des FE-Ansatzraumes S L(Th; R3). Unter dieser Wahl lisst sich die approximative Magne-
tisierung mi mit Hilfe eines Koeffizientenvektors p € R*Y durch mgl = f’nj\il tmBm darstellen.
Auflerdem nehmen wir an, dass die Diskretisierung des angewandten dufleren Feldes auf eine
Funktion £ ~ f(t,-) mit £ € SY(7,;R?) fiir t € [t;,¢;41) fiir j > 0 fiihrt und daher ebenfalls
eine solche Darstellung fg = Z3m]i1 omBm mit o € R3*V findet. Demnach berechnen wir die
Zeeman Energie zum Zeitpunkt ¢; ndherungsweise durch

3N 3N

Eext = —poM; /Q £ -mj dx = —poM2Y > oipa /Q,Bi - By dx. (5.32)

1=11=1
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Wir bemerken, dass die auftretenden Integrale zu einer standardméfligen Massenmatrix N €
Rg}",\rfnxg’]v korrespondieren, siehe (5.3). Demzufolge lisst sich die Berechnung der Zeeman Energie

als Vektor-Matrix-Vektor-Multiplikation darstellen
Eext = —poMZe" Np. (5.33)

Dies ist auch im Auszug 5.18 des Codes nachzulesen.

Wir bemerken, dass im Zuge einer effizienten Implementierung unter Anwendung eines in der
Zeit konstanten angelegten #uBeren Feldes der Anteil o?’ N € R3V bereits vor der Zeititeration
berechnet werden kann. Innerhalb der Iteration wird schliellich durch das Produkt mit dem Ko-
effizientenvektor der aktuellen Magnetisierung m% der Wert der Zeeman Energie zum Zeitpunkt
t; nédherungsweise berechnet.

Listing 5.18: Berechnung der Zeeman Energie

function [energyext] = computeExtEnergy(m, scalenergyext, ext)

e * * Fkkok * *
% Computation of Zeeman energy.

% INPUT: m: magnetization as (nC x 3) —matrix

% scalenergyext: scaling factor for Zeeman energy
% defined as  —Ms"2 »mu0

% ext: computation of constant applied field by

% ext = MASSMA: f (coordinates,fstrength);

% OUTPUT: energyext: Zeeman energy

e * * Fkkok * *

% recall, 'ext' already includes the integral
energyext = scalenergyext +*m(:)  *ext

5.4 Adaptive Zeitschrittweitensteuerung

Aus den in Kapitel 6 durchgefiihrten numerischen Experimenten geht hervor, dass (zumindest
zu Beginn der Simulation) die Wahl einer im Vergleich zur Ortsschrittweite geringen Zeitschritt-
weite von Noten sein kann, um einen zuverléssigen Simulationsablauf zu garantieren. Allerdings
stellt eine relativ kleine Zeitschrittweite eine unter Umstdnden unnétig und entsprechend lange
Simulation in Aussicht. Um dies zu vermeiden ist man an einer adaptiven Zeitschrittweiten-
steuerung interessiert.

In der vorliegenden Arbeit halten wir uns im Wesentlich an den adaptiven Algorithmus zur
Schrittweitensteuerung, wie er in [29] vorgeschlagen wird. Der Ubersichtlichkeit halber stellen
wir diese Prozedur angewandt auf unsere Problemstellung hier vereinfacht dar. Dabei wihlen wir
die verkiirzte Schreibweise W(-) fiir die Berechnung der Losungen v; bzw. mffl aus Schritt (i)
und (ii) von Algorithmus 3.2.4 bzw. 3.2.14. Des Weiteren halten wir fest, dass die Time-Splitting
Schemata 3.2.4 und 3.2.14 formal von erster Ordnung sind, d.h. der Ordnungsparameter p wird
durch p = 1 festgelegt. Damit ldsst sich die adaptive Zeitschrittweitensteuerung in folgendem
Pseudocode darstellen:

Algorithmus 5.4.1. Input: minimale Zeitschrittweite kuyin, initiale Zeitschrittweite kg, Tole-
ranz € > 0, Sicherheitsfaktor o € (0,1], Vergrifierungsfaktor n > 1, Zihler j = 0, Zeitschritt
7 := 0, initiale diskrete Magnetisierung m?l. So lange T < Tena gilt, sind folgende Schritte zu
iterieren:
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(i) Berechne die Lisung IYI{LJFI = \I!(m?l, k) mit zugehoriger Zeitschrittweite k
(ii) Berechne die Losungen fflfflp = \Il(mib, k/2) und ffl{fl = \Il(fflfflp, k/2) mit der jewei-
ligen Zeitschrittweite k/2.

(iii) Berechne den Indikator EST = lﬁlii;iﬁl‘

(iv) Falls EST/k > € und k > kyin, vermindere die Zeitschrittweite k — k/2 und gehe zu (i).

(v) Ansonsten setze m{lﬂ = r?l{fl, erhohe den Zihler j — j + 1 und die Zeit T — 7 + k,
wéhle neue Zeitschrittweite k := min {Tend — 7, max {kmin, min{nk, Q(EngpH)l/p}}},

und gehe zu (i).

Output: Folge von diskreten Magnetisierungen m{l e My, firj > 0.

In Codeauszug 5.19 findet sich die Realisierung dieses Algorithmus zur adaptiven Steuerung der
Zeitschrittweite.

Es gilt zu bemerken, dass die adaptive Zeitschrittweitensteuerung eine gewisse Anzahl an zuséitz-
lich zu l6senden Gleichungssystemen mit sich bringt. Wie sich dieser Overhead gegeniiber der
tatséichlichen Anzahl an notwendigen Losungsschritten verhélt wird in Kapitel 6 an Hand nu-
merischer Simulationen veranschaulicht.

Listing 5.19: Adaptive Zeitschrittweitensteuerung

function [EnergyDataAdap,timeval,m] = adaptiveTimeStepping(m, Vo lumeData,
BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext, Ald, MASSMA,
STIMA, MnEnC, EnergyDataAdap)

[ R— RR—— B

% Solve LLG with adaptive time —stepping.

% INPUT: m: initial magnetization as nCx3 —matrix

% VolumeData: struct. to summarize data corresponding to vol . mesh
% BoundaryData: struct. to summarize data corr. to boundary m esh
% SimulationData: struct. involving simulation parameters

% PhysicalData: struct. involving physical parameters

% ext: constant applied field

% Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC: system —nmatrices

% EnergyData: struct. incl. vectors to save energy contribut ions
% OUTPUT: EnergyDataAdap: struct. incl. energy contributio ns at each time
% m: magnetization in final state

% timeval: vector including values of time t

%

% adaptive parameter —setting

kO = SimulationData.k; % initial guess for time —step size
tol = le -2 % tolerance

kMIN = kO*le—1,; % minimal time -—step size

rho = 0.5; % safety factor ( > 0; < 1)

eta = 1.25; % amplification factor ( >= 1)

p =1 % order of procedure

t = SimulationData.tau 0; % set time to initial time

% compute initial time —step size

k = min(kO, (SimulationData.tau end — SimulationData.tau 0));
control = 1; % check if we already reached final time

count = 0; % count number of iterations

countenergy = 0; % count number of successful iterations

timeval = []; % save time if iteration is successful
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35 while control ~= 0

36 count = count+1;

37

38 SimulationData.k = k;

39 % perform one step of time —splitting scheme with time —step size k
40 [ mTILDE,vTILDE,EnergyData] = TimeSplitting(countenergy, m,

41 VolumeData, BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext,

42 Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC, EnergyData);

43

44 SimulationData.k = k x0.5;

45 % perform one step of time —splitting scheme with time —step size k/2
46 [ mHALF,vHALF,EnergyData] = TimeSplitting(countenergy, m,

47 VolumeData, BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext,

48 Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC, EnergyData);

49 % perform one step of time —splitting scheme with time —step size k/2
50 [ mHAT,vHAT,EnergyData] = TimeSplitting(countenergy, mHALF,

51 VolumeData, BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext,

52 Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC, EnergyData);

53

54 % compute estimator to decide if choice of 'k' was admissible

55 est = norm(VTILDE — vHAT)/(1 —(1/27p));

56 if  ((est/k <= tol) || (k <= kMIN))

57 m = mHAT;

58

59 % computation of energy

60 countenergy = countenergy + 1;

61

62 % compute energy contributions

63 EnergyDataAdap.energyexch(countenergy)

64 = computeExchEnergy(m, PhysicalData. constexch STIMA);

65 EnergyDataAdap.energyext(countenergy)

66 = computeExtEnergy(m, PhysicalData. scalenergyext ext);

67 EnergyDataAdap.energyani(countenergy)

68 = computeAniEnergy(m, PhysicalData.z1, PhysicalData.z2,

69 PhysicalData.constani, MASSMA(1:VolumeData.nC,1:VolumeData.nC));
70 hipstray = calcFK3D(m, VolumeData, BoundaryData, Ald);

71 EnergyDataAdap.energystray(countenergy)

72 = computeStrayEnergy(VolumeData.elements, m, hipstray,

73 PhysicalData.scalstray, BoundaryData.scalvol);

74

75 timeval(countenergy) = ft; % save time

76 t = t+k; % update time

77

78 if t == SimulationData.tau -end

79 control = O; % reached already final time

80 end

81 % compute new time step -size

82 k = min(kMAX, max(kMIN, min(eta  *k, rho =*((tol/est) *K'(p+1))"(1/p))));
83 if t+k >= SimulationData.tau end

84 k = SimulationData.tau end—t; % 'k' for possible last iter. step
85 end

86 else

87 k = kx0.5; % try again with smaller time —step size

88 end

s9 end




Kapitel 6

Numerische Experimente

In diesem abschlieenden Kapitel wollen wir das in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Time-
Splitting-Verfahren, sieche Algorithmus 3.2.4 bzw. 3.2.14, auf in der Physik relevante Probleme
anwenden. Damit illustrieren wir die analytischen Resultate, die wir in Kapitel 3 zusammenge-
stellt und vollstéindig bewiesen haben, und erhalten gleichzeitig eine experimentelle Rechtferti-
gung dieser Ergebnisse.

Falls nicht explizit anders gesagt, kommt in unseren Simulationen stets Algorithmus 3.2.4 zum
Finsatz, um Fehler, die das Mass-Lumping nach sich zieht, auszublenden. Des Weiteres bemiihen
wir stets den Ansatz von Fredkin/Koehler, sieche Abschnitt 4.3 fiir weitere Details, zur approxi-
mativen Berechnung des Streufeldes.

Zur Simulation der LLG-Gleichung wurde im Rahmen der Dissertation ein eigener Code in
MaTLAB (R2010B) entwickelt. Auf diesen wird in Kapitel 5 genauer eingegangen. Auflierdem
wird zur Generierung eines Randnetzes auf den Code von KEMETMULLER [31] zuriickgegriffen.
Dank der Programmierarbeit von MAYR [36] liegt eine stabile Implementierung des Randinte-
graloperators K in C+4++ vor, die wir iiber die MEX-Schnittstelle von MATLAB bedienen. Die
folgenden numerischen Experimente wurden mit ebendiesem Code bzw. diesen Beitrigen erzielt.

Bevor wir uns den numerischen Beispielen widmen, wollen wir Begriffe einfiihren, die von grofler
Bedeutung fiir eine zuverléssige Simulation sind.

Aus numerischen Experimenten ist bekannt, dass die Diskretisierung des magnetischen Korpers
Q fiir eine zuverlissige Simulation derart erfolgen sollte, dass die Netzweite h in etwa der kriti-
schen Linge des Materials entspricht. Diese signifikante Ldinge hédngt von der relativen Stérke
der Austauschenergie im Vergleich zu den anderen Energiebeitriigen der totalen Energie ab. Wir
unterscheiden:

e weichmagnetische Materialien: In weichmagnetischen Korpern ist der einflussreichste Ener-
giebeitrag die magnetostatische Energie. Die kritische Ldnge wird durch die sogenannte
Austauschlinge gegeben, die wie folgt definiert ist

210 A\ /2
lex = 72 .
Hierbei bezeichnet A > 0 in [J/m] die Austauschkonstante, g = 47 - 10~7 in [T'm/A] die
Vakuum-Permeabilitéit und J; in [T] die Saturationspolarisierung.

e hartmagnetische Materialien: Korper aus hartmagnetischem Material weisen eine Domi-
nanz der magneto-kristallinen Anisotropieenergie auf. Die signifikante Linge des Materials

161
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Abbildung 6.1: Koeffizienten des Rotationsterms und des Démpfungsterms als Funktionen f(«)
der Gilbert-Dampfungskonstante a.

ist hierbei durch den Bloch-Parameter gegeben, der wie folgt definiert ist

AN\ /2
50_(?) .

Hierbei stellt K > 0 in [J/m?] die Anisotropiekonstante dar.

Wir fiihren die magnetostatische Energiedichte K, in [J/m?] mit Hilfe der Volumenmagnetisie-
rung My in [A/m] durch

_ poM?

K, 5

(6.1)

ein. Damit ist auch eine Darstellung der Austauschldnge durch

A\ 12
lex = (K—m>

zuléssig.

Wie wir bereits in Kapitel 1 festgestellt haben wird in der klassischen Formulierung der LLG-
Gleichung die zeitliche Anderung der Magnetisierung durch einen Rotationsterm und einen
Dampfungsanteil beschrieben. In Abschnitt 1.1.5 wird auf die Bedeutung des (materialabh#ngig-
en) Gilbert-Démpfungsparameters o > 0 eingegangen. Es gilt zu beachten, dass wir in der vor-
liegenden Arbeit eine entdimensionalisierte Version der LLG-Gleichung betrachten und daher
skalierte Vorfaktoren auftreten. Wihrend der Koeffizient der Rotation durch 1/(1 + o?) gege-
ben ist, lautet jener fiir die Démpfung a/(1 + o). Abbildung 6.1 stellt diese Koeffizienten als
Funktionen in Abhéngigkeit der Dampfungskonstante a dar. In realistischen Simulationen gilt
001 <a<l.

6.1 Hysterese-Beispiel

Wir betrachten im ersten numerischen Experiment das uniachsiale Material Nds Fé14 B, das
durch die intrinsischen Parameter A = 1.25 - 107! [J/m)] fiir die Austauschkonstante, K =
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Abbildung 6.2: (Zulissige) Triangulierung eines Wiirfels mit einer Kantenléinge von 1 [nm] .

4.5-10° [J/m?] fiir die Anisotropiekonstante und Js = 1.61 [T] fiir die Saturationspolarisierung
festgelegt ist. Auflerdem sei die leichte Achse e parallel zur z-Achse es = [0, 0, 1] ausgerichtet.

Im Folgenden sind wir an der Reaktion der Magnetisierung auf ein angewandtes dufleres Feld
interessiert. Dabei stellen wir uns die Frage, wie sich ein magnetisches Material durch ein an-
gelegtes dufleres Feld ummagnetisieren ldsst. Eine solche Fragestellung wird iiblicherweise in
sogenannten Hysterese-Plots beantwortet. In diesen wird die durchschnittliche Magnetisierung
beziiglich der Easy-Achse, also |Q|™! [, m(¢,x) - edx, iiber der mit o/ Js skalierten Stérke des
angewandten dufleren Feldes, also |F(t)|- o/ Js, aufgetragen. Jenen Punkt, in dem die Hysterese-
Schleife das erste Mal die y-Achse schneidet, bezeichnet man als Remanenzpunkt. Wiirde man zu
diesem Zeitpunkt das angelegte duflere Feld ausschalten, so wiirde die Magnetisierung in diesem
Zustand verweilen. Jenen Punkt, in dem die Hysterese-Schleife das erste Mal die z-Achse schnei-
det, nennen wir Koerzivitdt. In der Literatur verwendet man den Begriff Ummagnetisierungsfeld
fiir jene Stérke des angewandten Feldes, die notwendig ist, um das magnetische Feld diesem sich
dndernden externen Feld folgen zu lassen.

Wir wollen nun eine Analyse der Antwort des magnetischen Feldes auf ein wechselndes ange-
legtes duferes Feld betreiben. Dabei vernachlissigen wir die Wirkung des Streufeldes. Dariiber
hinaus betrachten wir einen Wiirfel mit einer Kantenlénge von 1 [nm], der eine Triangulie-
rung wie in Abbildung 6.2 dargestellt besitzt. Ausgegangen wird von einer konstanten initialen
Magnetisierung my = e = [0,0,1] und einem Gilbert-Dampfungsparameter o = 1. Der Im-
plizitdtsparameter wird mit § = 1 gewihlt. Dariiber hinaus legen wir eine skalare Funktion
—2 < A(t) < 2 fest, die sich kontinuierlich in der Zeit ¢ veréindert. Mit Hilfe dieser Funktion l4sst
sich das angewandte #ufiere Feld durch F(¢) = A(t)F in [A/m] darstellen, wobei F ein konstantes
Feld in Richtung [—0.5,0, —1] mit einer Stirke von K/Js = 2.7950-10° [A/m] bezeichnet. Damit
ergibt sich als maximaler Wert der Stirke des angewandten &uBeren Feldes 2K/.J = 5.5901 - 10°
[A/m]. Fiir eine Veranschaulichung der skalaren Funktion A\(¢) verweisen wir auf Abbildung 6.3.
Wir bemerken, dass ein solch rasches Umkehren der Richtung des angewandten Feldes F deshalb
moglich ist, da als Gilbert-Démpfungskonstante o = 1 vorliegt und wir daher davon ausgehen
konnen, dass die Magnetisierung sehr schnell bzw. schnell genug auf eine (Richtungs)-Anderung
des effektiven Feldes reagiert. In Anbetracht dessen, dass die Simulation einen Zeitraum von 100
[ns] umfasst, gilt es dennoch zu bemerken, dass das Feld sehr langsam zu- bzw. abnimmt.

Nach der Stoner-Wohlfarth-Theorie, vgl. [2, Abschnitt 5.4], kann man die Koerzivitit fy, fiir
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Abbildung 6.3: Skalare Funktion A(¢), die die Anderung des angelegten externen Feldes F be-
stimmt.

ein Eindoménenteilchen mit uniachsialer Anisotropie analytisch mit Hilfe der Formel

fko _ Ckguc . 2K pg _ 1 1 2K pg

J: cos(o) (1 + (tan(g))?/3)3/2  JZ
berechnen. Hierbei bezeichnet o den vom angelegten dufleren Feld und der leichten Achse einge-
schlossenen Winkel, wihrend a},"¢ einen Mikrostrukturparameter angibt. Damit ergibt sich fiir
obige Angaben eine Koerzivitit von ~ 2.3435. Wie aus Abbildung 6.4 bzw. 6.5 hervorgeht, wird
dieser Wert sowohl bei uniformer Zeitschrittweite als auch bei adaptiver Zeitschrittweitensteue-
rung nahezu exakt angenommen.

Wir untersuchen im Folgenden die Auswirkung diverser Parametersetzungen im Bezug auf eine
uniforme bzw. adaptive Zeitschrittweitensteuerung. Im Falle einer adaptiven Zeitschrittweiten-
steuerung gehen wir jeweils von einer initialen Schrittweite ky = 0.002 [ns] aus und betrachten
verschiedene Toleranzparameter tol sowie diverse Vielfache fac von kg, um die minimale Zeit-
schrittweite durch k,,;, = ko - fac festzulegen.

Betrachtet man zunéchst eine uniforme Zeitschrittweitensteuerung, so werden die zugehorigen
Hysterese-Schleifen in Abbildung 6.4 dargestellt. Es zeigt sich, dass erst ab einer Zeitschritt-
weite von k = 0.0004 [ns] ein zuverlédssiges Ergebnis gewéhrleistet wird. Eine solche Feinheit
des Zeitnetzes zieht jedoch unndétig lange Simulationszeiten nach sich wie aus dem Vergleich
zu adaptiver Zeitschrittweitensteuerung hervorgeht, siehe Tabelle 6.1. Auflistung 6.1 beinhaltet
einerseits die Gegeniiberstellung der tatséchlichen Simulationsdauer bei uniformer Zeitschritt-
weite und adaptiver Zeitschrittweitensteuerung und unterscheidet andererseits im Hinblick auf
diverse Parametersetzungen in den einzelnen Kategorien.

Im Bezug auf den adaptiven Fall veranschaulicht Abbildung 6.5 bzw. dessen vergroferter Bild-
ausschnitt 6.6, dass die Berechnung wenig sensibel gegeniiber verschiedenen Genauigkeiten und
zuléissigen Zeitschrittweiten ist. Offenbar ist bereits die initiale Zeitschrittweite von kg = 0.002
[ns] fiir weite Bereiche der Simulation genau genug und die minimale Schrittweite ki, jeweils
klein genug, um das Zeitnetz dort aufzulésen, wo das Verfahren Gefahr liuft instabil zu werden.

In Abbildung 6.7 wird die durchschnittliche Magnetisierung in jeder Komponente gegeniiber
der dritten Komponente des mit g skalierten externen Feldes dargestellt. Um den zeitlichen
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Abbildung 6.4: Hysterese-Plot unter Verwendung eines uniformen Zeitnetzes mit verschiedener
Feinheit. Der Wert des entdimensionalisierten Koerzivitiatsfeldes wird durch den roten Punkt
markiert.
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Abbildung 6.5: Hysterese-Plot unter Verwendung einer adaptiven Zeitschrittweitensteuerung mit
verschiedenen Toleranzen tol und minimalen Zeitschrittweiten k,,;,. Der rote Punkt markiert
den Wert der Koerzivitét.
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Abbildung 6.6: Vergroflerter Bildausschnitt von Abbildung 6.5 zur Veranschaulichung der
Ubereinstimmung der Simulationsergebnisse.

uniform adaptiv

kin [ns] | # Schritte | Zeit in [s] tol fac | # Schritte | Overhead | Zeit in [s]

1.3000e-03 75000 1.3973e402 || 1e-02 | 1le-02 57491 10564 1.2998e+02
1.0000e-03 100000 1.9152e4-02 || 1e-02 | 1le-03 61390 10584 1.4724e+02
8.0000e-04 125000 3.0387e+02 || 1le-03 | 1e-02 58856 10533 1.3508e+-02
4.0000e-04 250000 7.2244e+02 || 1e-03 | 1e-03 72252 10629 1.7340e+02
2.0000e-04 500000 2.4320e+03 || 1le-06 | 1e-02 88001 9987 2.3570e+02
le-06 | 1e-03 181115 10026 7.9702e4-02

Tabelle 6.1: Variation der Simulationsparameter fiir eine uniforme (Zeitschrittweite &k in [ns],
Anzahl der Schritte) bzw. adaptive Zeitschrittweitensteuerung (Toleranz tol, Verkleinerungsfak-
tor fac der initialen Schrittweite kg = 0.002 [ns], sodass kyin = ko - fac, Anzahl an tatséchlichen
Losungsschritten (inkl. Overhead), Anzahl an zusétzlichen Schritten Overhead fiir Zeitschritt-
weitensteuerung) und der jeweils daraus resultierenden Simulationsdauer in [s].

Verlauf dieses Plots zu skizzieren, wird in Abbildung 6.8 das Entstehen einer Hysterese-Schleife
dargestellt. Wie erwartet wird mit zunehmendem bzw. abnehmendem &ufleren angelegten Feld
das magnetische Feld derart beeinflusst, sodass die Magnetisierung in den Extremwerten des
exterenen Feldes diesem vollstandig gefolgt ist.

Betrachtet man verschiedene Werte des Implizitidtsparameters 6 € (0.5, 1], so stellen die Simu-
lationsergebnisse jeweils idente Hysterese-Kurven dar, siehe Abbildung 6.7. Wir wihlen in den
zugehorigen Simulationen stets eine Toleranz von tol = 10~% und eine minimale Zeitschrittweite
von kpmin = 0.00002 [ns]|. Betrachtet man nun den Aufwand, um zu einem zuverlédssigen Re-
sultat zu gelangen, so zeigt sich, dass fiir € (0.5,1] eine in etwa gleichbleibende Anzahl von
Losungsschritten mit nahezu identem Overhead entsteht. Als Overhead bezeichnen wir in diesem
Fall, die zusétzliche Anzahl an Losungsschritten die aus der adaptiven Zeitschrittweitensteue-
rung resultiert. Fiir 8 = 0.5 besagt die Analysis aus Kapitel 3, dass sich die Zeitschrittweite im
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Abbildung 6.7: Darstellung der durchschnittlichen Magnetisierung in z-, y- und z-Komponente
entlang der skalierten Stéarke des angelegten d&ufleren Feldes F.

Wesentlichen quadratisch zur Ortsschrittweite zu verhalten hat, um ein zuverlidssiges Simulati-
onsresultat erwarten zu konnen. Aus Tabelle 6.2 ist zu entnehmen, dass sowohl der Overhead als
auch die Anzahl an notwendigen Losungsschritten mehr als 10% ansteigt. Dies lisst jedoch nicht
vermuten, dass eine wesentlich kleinere minimale Zeitschrittweite ki, von No6ten ist, sondern
bestétigt den Verdacht, dass die Wahl 8 = 0.5 keine Restriktion von Orts- und Zeitschrittweite
benotigt, um ein sinnvolles Simulationsergebnis sicherzustellen. Hingegen dazu fiihrt eine Wahl
von 6 < 0.5 auf einen deutlichen Mehraufwand an Schritten bzw. Overheadschritten, um ein
hinreichend genaues Simulationsergebnis zu garantieren. Dies entspricht der Erwartung aus Ka-
pitel 3.

Setzt man zur Berechnung der auftretenden Massen-Matrizen das Mass-Lumping des L?-Skalar-
produkts ein, so zeigt sich, dass fiir eine Parameterwahl von 6§ = 1 insgesamt 88074 lineare
Gleichungssysteme zu lsen sind mit einem Overhead von 10002 Schritten. Damit liegt die An-
zahl an zu l6senden linearen Gleichungssystemen zwar etwas hoher als im exakten Fall, allerdings
zeigt sich durch die Dauer von 2.1722 - 10? [s] eine Verbesserung hinsichtlich des Aufbaus der
Massen-Matrizen und eine strukturbedingte Beschleunigung im Losen der Gleichungssysteme.
Der Strukturvorteil, den der Matrixaufbau mittels Mass-Lumping nach sich zieht, liegt zwar auch
bei der Berechnung der Massenmatrix vor, wird aber besonders deutlich bei der Berechnung der
Kreuzproduktsmatrix. In Abbildung 6.9 veranschaulichen wir die strukturellen Unterschiede.
Dabei gehen wir von einer durch Zufall generierten Magnetisierung aus, die auf einer Triangu-
lierung betrachtet wird, die aus 4913 Knoten besteht. Dies fithrt bei einem standardméfBigen
Vorgehen zum Aubau der Kreuzproduktsmatrix auf 401766 Nicht-Null-Eintrige, wiahrend die
Anzahl dieser unter Anwendung des Mass-Lumpings auf 29478 reduziert wird.

Abschlielend stellen wir die zeitliche Entwicklung der Energiebeitrige, sieche Abbildung 6.10,
sowie die der totalen Energie dar, siehe Abbildung 6.11. Wir bemerken, dass auf Grund der zeit-
lichen und richtungsbezogenen Verdnderung des angelegten dufleren Feldes Energie dem System
zugefiihrt bzw. abgezogen wird. Des Weiteren bewegt sich das eingangs homogen ausgerichtete
Feld ebenfalls homogen und bedingt daher das Verschwinden des Austauschbeitrags. Schliellich
resultiert dies insgesamt in eine Zu- und Abnahme der Zeeman Energie sowie der Anisotropie-
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Abbildung 6.8: Darstellung der durchschnittlichen Magnetisierung m in -, y- und z-
Komponente entlang der skalierten Stérke des angelegten dufleren Feldes F in Zeitlupe. Dabei
bezieht sich die erste Zeile an Abbildungen auf eine Zeit ¢t = 16.6667 [ns], die zweite Zeile ver-
anschaulicht die Entwicklung zum Zeitpunkt ¢ = 33.3333 [ns], wihrend in der dritten Zeile auf
t = 50 [ns] Bezug genommen wird. Zuletzt werden die entsprechenden Werte zum Zeitpunkt
t = 66.6667 [ns| aufgetragen.
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Abbildung 6.9: Sparsity-Pattern der Kreuzproduktsmatrix.

# Schritte gesamt | Overhead | Dauer in [s]

1 88001 9987 2.3570e+4-02
0.9 88113 10068 2.3117e+02
0.8 88077 10038 2.2906e+02
0.75 88008 10006 2.3559e+-02
0.7 87941 9949 2.2964e4-02
0.6 88132 10082 2.2999e+-02
0.5 97535 13439 2.6772e+02
0.4 195286 50814 6.8863e+02
0.3 1967503 1448036 | 3.9649e+4-04

Tabelle 6.2: Die Simulationsdauer, die Anzahl der insgesamt zu lésenden linearen Gleichungssys-
teme und die Anzahl der zusétzlichen Schritte, die durch eine sinnvolle adaptive Zeitschrittwei-
tensteuerung bedingt sind, werden im Bezug auf verschiedene Werte des Implizitéitsparameters
6 aufgelistet. Dabei wird fiir die adaptive Zeitschrittweitensteuerung stets tol = 1076 gewiihlt,
wéhrend kmpin = ko - 0.01 [ns] mit kg = 0.002 [ns] gilt.

energie und begriindet damit insbesondere das Verhalten der Gesamtenergie.
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Abbildung 6.10: Darstellung der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Energiebeitrige fiir eine
Simulation unter Verwendung einer adaptiven Zeitschrittweitensteuerung mit tol = 107% und
Emin = ko - 0.01 [ns] mit kg = 0.002 [ns].
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Abbildung 6.11: Darstellung der um 1/K,, skalierten totalen Energiedichte fiir eine Simulation

unter Verwendung einer adaptiven Zeitschrittweitensteuerung mit tol = 107% und ki = ko-0.01
[ns] mit ko = 0.002 [ns].
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Abbildung 6.12: Initiale Magnetisierungskonfigurationen parallel zur leichten Achse e.

6.2 pmag-Problem #3

In diesem numerischen Beispiel wollen wir unser Verfahren auf ein Standardproblem anwenden.
Dabei handelt es sich um das sogenannte pmag-Problem #3. Dieses wurde vom NIST (National
Institute of Standards and Technology) und dem CTCMS (Center for Theoretical and Compu-
tational Materials Science) zum Testen numerischer Verfahren zum Zwecke der Simulation des
dynamischen Verhaltens der Magnetisierung in mikromagnetischen Koérpern vorgeschlagen.
Wir wollen die Problemstellung kurz eroértern. Wir betrachten einen magnetischen Wiirfel, der
aus einem uniachsialen Material besteht, fiir das die Easy-Achse e parallel entlang einer Wiirfel-
kante ausgerichtet ist. Auflerdem wird kein dufleres Feld angelegt, sodass die beobachtbaren
magnetischen Effekte ohne dufleren Einfluss hergestellt werden. Fiir diesen Wiirfel ist die Kan-
tenlédnge so zu bestimmen, dass die Gesamtenergie im Flower-Zustand genau jener im Vortex-
Zustand entspricht. Diese spezielle Grofle des Wiirfels wird in der Literatur als Findomdnen-
grenze bezeichnet.

Sowohl der Flower-Zustand als auch der Vortex-Zustand sind stabile Zustédnde niedrigster Ener-
gie, die jedoch abhingig von der initialen Magnetisierung erreicht werden. Um in der Simu-
lation als Endzustand einen Flower-Zustand zu beobachten, richten wir die gesamte Startma-
gnetisierung parallel und gleichgerichtet zu einer Wiirfelkante aus. Im Gegensatz dazu wéahlen
wir eine inhomogene initiale Magnetisierungskonfiguration, um als stabilen Energiezustand den
Vortex-Zustand vorzufinden. Dabei ist zwar die gesamte Startmagnetisierung parallel zu einer
Wiirfelkante ausgerichtet, jedoch zeigen die Vektoren, die die Magnetisierung repréisentieren, in
einer Hilfte des Korpers exakt entgegengesetzt zur Ausrichtung der Vektoren in der anderen
Wiirfelhélfte, siehe Abbildung 6.12.

In unserer numerischen Simulation legen wir als Ddmpfungsparameter @ = 1 fest und wéhlen
den Implizitdtsparameter ebenfalls als § = 1. Mit einer Saturationspolarisierung von J; = 1
[T], einer Austauschkonstante A = 107!' [J/m] und einer magnetostatischen Energiedich-
te K, = poM2/2 = 3,9788736 - 10° [J/m?] bestimmen wir die Anisotropiekonstante durch
K =0.1-K,, = 3,9788736 - 10* [J/m?3] und berechnen eine Austauschlinge von e, = 5.013256
[nm]. Des Weiteren wird in unserem Beispiel durch e = [0, 0, 1] die leichte Achse gegeben.

Zur Diskretisierung des Orts wéhlen wir eine im Sinn der Analysis aus Kapitel 3 zuléssige
Triangulierung bestehend aus 24576 Tetraedern. Diese wird ergénzt durch eine uniforme Zeit-
schrittweite & = 0.0004 [ns]. Die folgenden Simulationsresultate beziehen sich, falls nicht explizit
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anders gesagt, auf diese Diskretisierungsparameter.

Flower-Zustand. Wir ergénzen die vorgegebenen Parameter durch eine homogene Startmagne-
tisierung entlang der leichten Achse e, sieche Abbildung 6.12, und beobachten ein dynamisches
Verhalten der Magnetisierung wie es in Abbildung 6.15 zu sehen ist. Wir bemerken, dass wir im
Folgenden den Endzustand, den diese initiale Magnetisierung nach sich zieht, als Flower-Zustand
bezeichnen. Grundsétzlich unterscheidet man zwischen symmetrischem und getwistetem Flower-
Zustand. Der erstgenannte stellt bei einer Kantenléinge von in etwa 42 ~ 8.3778 - lox [nm], im
Gegensatz zu geringeren Kantenldngen, keinen stabilen Zustand mehr dar, wohingegen sich der
eingedrehte Flower-Zustand nun als stabiler Eindoménenzustand niedrigerer Energie erweist,
vgl. [32, Kapitel 13].

Wie in Abbildung 6.14 dargestellt ist, &ndert sich die totale Energie zu Beginn der Simulation
relativ schnell und findet somit bereits nach wenigen Pikosekunden ein minimales Energieni-
veau. Betrachtet man die diversen Energiebeitrige einzeln, sieche Abbildung 6.13, so zeigt sich,
dass anfangs sowohl die Austauschenergie als auch die Anisotropieenergie minimal sind. Dies ist
einfach einzusehen, da die Startmagnetisierung gerade so gewéhlt ist, dass diese beiden Betrige
im Sinne einer Energieminimierung befriedigt sind. Dies ist jedoch anders im Bezug auf die
magnetostatische Energie. Uber die Zeit hinweg nehmen also die Austauschenergie und die Ani-
sotropieenergie zu Gunsten einer Minderung der Streufeldenergie zu. Schliellich stellt sich der
Zustand minimaler Gesamtenergie als ein Kompromiss der einzelnen Préferenzen der Energiebei-
trage dar. Abbildung 6.15 ist die entsprechende Entwicklung der Magnetisierung zu entnehmen.
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0.041 0.018¢} 0.33}

0.035¢ 0.016} 0.32}
0.031 0.014} 0.31

0.025¢ 0.012} 0.3
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Abbildung 6.13: Entwicklung der Austauschenergiedichte, der Anisotropieenergiedichte und der
Streufeldenergiedichte jeweils mit 1/K,, skaliert zum Flower-Zustand in der Simulation des
dynamischen Verhaltens der Magnetisierung an Hand des pumag-Problems #3. Dabei wurde
a =1, 6 =1 und eine Kantenlidnge von 42 [nm] gew#hlt.

Um den Equilibriumszustand klarer darzustellen wurden in Abbildung 6.16 diverse Querschnit-
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Abbildung 6.14: Entwicklung der mit 1/K,, skalierten Gibbs-Energiedichte zum Flower-Zustand
in der Simulation des dynamischen Verhaltens der Magnetisierung an Hand des pmag-Problems
#3 fiir « = 1, § = 1 und eine Kantenlénge von 42 [nm].

te des magnetischen Korpers samt der entsprechenden Magnetisierung zusammengefasst. Die
Querschnitte liegen jeweils parallel zu einer Wiirfelseite. Auflerdem entsprechen die Farben der
Richtung der Magnetisierung normal zur Bildebene. Dabei beschrinken wir uns auf die Be-
trachtung eines Wiirfels mit einer Kantenldnge von 42 [nm]. Wir beobachten einen leicht einget-
wisteten Flower-Zustand, der in diesem Kantenlédngenbereich als stabiler Equilibriumszustand
erwartet wird. Betrachtet man allerdings einen Wiirfel mit einer Kantenléinge von 28 [nm], so
stellt ein symmetrischer Flower-Zustand einen stabilen Zustand niedrigster Energie dar. Wie
Abbildung 6.16 veranschaulicht, erfiillt unsere Simulation diese Erwartung.

Die totale Energie bzw. die einzelnen Energiebeitrige sind abhéngig von der Kantenldnge des
Wiirfels. Daher haben wir die partiellen Energiewerte Fexeh, Eani, Estray, sowie die totale Ener-
gie Fiotal fiir den Flower-Zustand in Tabelle 6.3 fiir variierende Kantenléngen zusammengestellt.
Dies erméglicht uns die tatsichliche Ubergangslinge im Vergleich mit entsprechenden Werten
fiir den Vortex-Zustand zu ermitteln.

Kantenlinge in [nm] | eexch/Em | €ani/Em | €stray/Km | €total/EKm
39 0.0156 0.0043 0.2882 0.3081
40 0.0161 0.0047 0.2865 0.3073
41 0.0203 0.0072 0.2788 0.3063
42 0.0400 0.0187 0.2459 0.3045
43 0.0554 0.0285 0.2184 0.3022

Tabelle 6.3: Auflistung der mit 1/K,, skalierten (und daher dimensionslosen) partiellen Ener-
giedichten €exch, €ani, €stray, sowie der ebenfalls mit 1/K,, skalierten totalen Energiedichte etotal
im Flower-Zustand beziiglich eines Wiirfels mit gewisser Kantenlénge.

Vortex-Zustand. Ergénzen wir die eingangs festgelegten Parameter durch eine inhomogene
initiale Magnetisierungskonfiguration wie sie in Abbildung 6.12 dargestellt ist, so zeigt sich
ebenfalls ein rasches Abklingen der totalen Energie hin zu jenem Energieniveau in dem die
Magnetisierung einen stabilen Endzustand erreicht hat, siche Abbildung 6.20. Dabei ist zu be-
merken, dass zu Beginn der Simulation die totale Energie hoher liegt als beim vorangegangenen
Experiment. Da die Startmagnetisierung inhomogen festgelegt ist, ist aulerdem am Anfang die
Austauschenergie etwas erhoht, wiahrend die Parallelitéit zur leichten Achse fiir eine befriedigte
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Abbildung 6.16: Visualisierung der Magnetisierung im (eingedrehten

gewisser Ebenen fiir einen Wiirfel mit einer Kantenlénge von 42 [nm]. Die Farben charakterisie-

ren die Richtung der Magnetisierung normal zur Bildebene.
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Abbildung 6.17: Visualisierung der Magnetisierung im (symmetrischen) Flower-Zustand entlang
gewisser Ebenen fiir einen Wiirfel mit einer Kantenlinge von 28 [nm]. Die Farben charakterisie-
ren die Richtung der Magnetisierung normal zur Bildebene.
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Abbildung 6.18: Visualisierung der Magnetisierung im Flower-Zustand fiir einen Wiirfel mit
einer Kantenlédnge von 42 [nm|. Die Farben charakterisieren die Richtung der Magnetisierung
normal zur jeweiligen Oberfléchenebene.

Anisotropieenergie sorgt. Insbesondere nimmt daher die Streufeldenergie anfangs ihr Maximum
an. Wie sich diese partiellen Energien im Laufe der Simulation, mit dem Ziel ein optimales
Energieniveau im Sinne einer Minimierung der Gesamtenergie zu erreichen, verdndern, zeigt
Abbildung 6.19 und wird mit Zahlen unter anderem in Tabelle 6.4 belegt. Das entsprechende
dynamische Verhalten der Magnetisierung ist in Abbildung 6.21 abgebildet.

In Abbildung 6.22 veranschaulichen wir die zeitliche Entwicklung der totalen Energie Fiqa ge-
geniiber diversen Werten der Gilbert-Dampfungskonstante a.. Hierbei betrachten wir stets einen
Wiirfel mit einer Kantenlénge von 42 [nm] und gehen von einer inhomogenen Startmagnetisie-
rung, vgl. Abbildung 6.12, aus. Wie erwartet findet die Magnetisierung am schnellsten in ein
stabiles Energieminimum fiir eine Wahl von o = 1, vgl. Abbildung 6.1 fiir eine Darstellung der
Koeffizienten des Dampfungsanteils. Hingegen fiihrt ein kleiner Wert fiir o auf eine langsamere
Energiereduktion. Wir bemerken, dass unser Time-Splitting-Verfahren auch fiir eine kleine Wahl
von « ein stabiles Verhalten zeigt, ohne eine wesentlich geringere Zeitschrittweite k einzufordern.

In Abbildung 6.23 sind verschiedene Querschnitte des magnetischen Korpers samt der entspre-
chenden Magnetisierung dargestellt. Dies soll einen iibersichtlicheren Einblick in die Magneti-
sierung im Equilibriumszustand geben. Die Querschnitte liegen hierbei jeweils parallel zu einer
Wiirfelseite. Auflerdem entsprechen die Farben der Richtung der Magnetisierung normal zur
Bildebene. Wir beschrinken uns auf die Betrachtung eines Wiirfels mit einer Kantenlédnge von
42 [nm].

Um schliefflich jene Kantenlinge feststellen zu kénnen, bei der das Energieniveau im Equilibrum
fiir den Vortex- und den Flower-Zustand {ibereinstimmt, halten wir die Werte der einzelnen
Energiebeitrége in Form der dimensionslosen Grofien ecxch/Km, €ani/Km, €stray/Km, sowie die
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Abbildung 6.19: Entwicklung der mit 1/K,, skalierten Austauschenergiedichte egycp, der Aniso-
tropieenergiedichte e,,; und der Streufeldenergiedcihte egtray zum Vortex-Zustand in der Simu-
lation des dynamischen Verhaltens der Magnetisierung an Hand des pmag-Problems #3. Dabei
wurde a = 1, § = 1 und eine Kantenlénge von 42 [nm| gew&hlt.
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Abbildung 6.20: Entwicklung der mit 1/K,, skalierten Gibbs-Energiedichte eiya zum Vortex-
Zustand in der Simulation des dynamischen Verhaltens der Magnetisierung an Hand des pmag-
Problems #3 fiir a = 1, # = 1 und eine Kantenlénge von 42 [nm].

skalierte totale Energiedichte etota1/ Ky, in Tabelle 6.4 fest.

Schliefllich wollen wir die Transitionslénge, also jene Kantenldnge des Wiirfels fiir die der Flower-
Zustand und der Vortex-Zustand idente Equilibriumsenergie aufweisen, ermitteln. Dazu kénnen
wir die Werte der Tabellen 6.3 und 6.4 miteinander vergleichen. Diese werden in Abbildung 6.25
visualisiert und wir sehen, dass der Ubergang bei einer Kantenlinge von in etwa 42.1 [nm]
stattfindet. Diesen Wert konnen wir auch beziiglich der Austauschliange o, darstellen und sehen
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Abbildung 6.22: Entwicklung der mit 1/K,, skalierten totalen Energiedichte fiir einen Wiirfel mit
Kantenlidnge 42 [nm] unter Betrachtung von verschiedenen Werten des Dampfungsparameters
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a=1
a=05
a=0.1

o =0.05
a=0.01

o =0.001
o =0.0001

0.5 0.6

Zeit in [ns]

0.7

0.8 0.9

o.
Kantenlinge in [nm] | eexch/Em | €ani/Em | €stray/Km | €total/EKm

39 0.1809 0.0546 0.0961 0.3316

40 0.1795 0.0535 0.0895 0.3225

41 0.1774 0.0525 0.0838 0.3136

42 0.1747 0.0516 0.0788 0.3052

43 0.1715 0.0509 0.0746 0.2970

Tabelle 6.4: Auflistung der mit 1/K,, skalierten (und daher dimensionslosen) partiellen Ener-
giedichten €exch , €ani, €stray, sowie der ebenfalls mit 1/K, skalierten totalen Energiedichte etotal
im Vortex-Zustand beziiglich eines Wiirfels, mit gewisser Kantenlénge.

42.1 = 8.3977 - lex [nm]. Dies entspricht den Erwartungen der Hausgeber des pmag-Problems

#3.
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Abbildung 6.23: Visualisierung der Magnetisierung im Vortex-Zustand entlang gewisser Ebe-
nen fiir einen Wiirfel mit Kantenldnge 42 [nm]. Die Farben charakterisieren die Richtung der

Magnetisierung normal zur Bildebene.



182 KAPITEL 6. NUMERISCHE EXPERIMENTE

20

10

z-Achse
o

-20

0

-20 -20
y-Achse x-Achse

Abbildung 6.24: Visualisierung der Magnetisierung im Vortex-Zustand fiir einen Wiirfel mit
einer Kantenlédnge von 42 [nm|. Die Farben charakterisieren die Richtung der Magnetisierung
normal zur jeweiligen Oberflichenebene.
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Abbildung 6.25: Die mit 1/K,, skalierten (und daher dimensionslosen) totalen Energiedichten
beziiglich des Vortex-Zustands und des Flower-Zustands werden gegeniiber der Kantenldnge des
Wiirfels in [nm] aufgetragen.
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y-Achse
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Abbildung 6.26: Stabiler Endzustand S-State unter einem langsam abklingenden angelegten
duBeren Feld in Richtung [1,1,1].

6.3 pmag-Problem #4

Anders als beim pmag-Problem #3 liegt der Fokus im vierten Standardproblem, das vom NIST
(National Institute of Standards and Technology) und dem CTCMS (Center for Theoretical and
Computational Materials Science) herausgegeben wurde, auf den dynamischen Aspekten einer
mikromagnetischen Simulation. Deshalb eignet sich diese Problemstellung in besonderem Mafle
zur Verifikation und Validierung des Zeitintegrators aus Algorithmus 3.2.4 bzw. 3.2.14.

Wir stellen zunéchst die Ausgangskonfiguration beziiglich des pmag-Problems #4 dar. Hier-
bei wird als initiale Magnetisierung der sogenannte S-State betrachtet, siehe Abbildung 6.26.
Diese Konfiguration entspricht dem Equilibriumszustand, der erreicht wird, wenn man ein sa-
turierendes Feld in Richtung [1, 1, 1] anlegt und dieses langsam iiber den Zeitraum der Simu-
lation abklingen ldsst. Im numerischen Experiment wird dann ausgehend von diesem initialen
S-Zustand ein Feld angelegt, das hinreichend stark ist, sodass die Magnetisierung des qua-
derformigen Korpers umgekehrt wird. Im Gegensatz zum pmag-Problem #3 ist man nun an der
zeitlichen Verédnderung der Magnetisierung vom Beginn der Simulation bis hin zum Endzustand
oder iiber einen gewissen Zeitraum hinweg interessiert. Wir betrachten diesen Prozess, wie im
pmag-Problem #4 vorgeschlagen, an Hand von zwei verschiedenen angelegten dufleren Feldern.

Beziiglich der Geometrie halten wir fest, dass ein Film betrachtet wird, der 3 [nm] dick ist, 500
[nm] lang ist und 125 [nm] breit ist. Dieser wird, falls nicht explizit anders gesagt, von einer im
Sinn der Analysis aus Kapitel 3 zuldssigen Triangulierung des magnetischen Korpers in 29483
Tetraeder zerlegt. Dies fiihrt eine Netzweite von in etwa 3.5 [nm]. Des Weiteren wihlen wir
als uniforme Zeitschrittweite k& = 0.0002 [ns]. Dariiber hinaus liegen &hnliche Parameter wie
fiir Permalloy Filme vor. Demnach wird die Austauschkonstante durch A = 1.3 - 107! [J/m],
die Saturationsmagnetisierung durch M, = 8.0 - 10° [A/m] und die Anisotropiekonstante durch
K = 0.0 [J/m3] festgelegt. Als Gilbert-Déampfungskonstante kommt o = 0.02 zum Einsatz.

Experiment 1

In einem ersten numerischen Experiment legen wir ein dufleres Feld an, das in der xy-Ebene
liegt und durch die Komponenten pigF, = —24.6 [mT), poFy = 4.3 [mT] und poF, = 0.0 [mT]
festgelegt ist. Damit ergibt sich ein mit pg skaliertes angelegtes dufleres Feld mit einer Stérke
von in etwa 25 [mT], das im 170°-Winkel ausgehend von der positiven z-Achse im mathematisch
positiven Sinn wirkt.
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Abbildung 6.27: Darstellung der Magnetisierung zu jenem Zeitpunkt, in dem die durchschnitt-
liche Magnetisierung in der z-Komponente zum ersten Mal den Wert 0 annimmt, wobei als
angelegtes dufleres Feld die Konfiguration aus Experiment 1 zum Einsatz kommt. Die Farben
charakterisieren die Richtung der Magnetisierung normal zur Bildebene.

Zunichst sind wir an jener Magnetisierung interessiert, die sich zu jenem Zeitpunkt ausprigt,
in dem die durchschnittliche Magnetisierung der z-Komponente den Wert 0 annimmt. Die zu-
gehorige Magnetisierungskonfiguration wird in Abbildung 6.27 dargestellt und tritt, wie Ab-
bildung 6.30 zu entnehmen ist, nach in etwa 0.151 [ns] auf. Es gilt zu bemerken, dass diese
Veranschaulichung den Erwartungen entspricht.

Um einen weiteren Einblick in die dynamische Antwort der Magnetisierung auf das angelegte
duflere Feld zu erhalten, verweisen wir den Leser auf Abbildung 6.28 bzw. 6.29. Darin wird zu
ausgewahlten Zeitpunkten die Magnetisierung dargestellt, wodurch einerseits die Bewegung der
Doménenwénde sichtbar wird und andererseits sich nach 1 [ns]| bereits ein Zustand minimaler
Energie erahnen lésst.

Mochte man die zeitliche Verdnderung der durchschnittlichen Magnetisierung pro Komponente
hinterfragen, so gibt Abbildung 6.30 eine Antwort darauf. Wir bemerken, dass zwar das quali-
tative Verhalten den Erwartungen der Herausgeber des Beispiels entspricht, allerdings weichen
die Absolutwerte von den Referenzlosungen ab. Dies legt den Verdacht nahe, dass die Triangu-
lierung fiir die Berechnung des Streufeldes noch nicht hinreichend fein gewé#hlt wurde.

Abschlieend stellen wir der Vollstandigkeit halber die zeitliche Entwicklung der jeweiligen Ener-
giebeitriage sowie der Gesamtenergie in Form von skalierten und daher dimensionslosen Energie-
dichten dar, sieche Abbildung 6.31 bzw. 6.32. Wie erwartet beobachten wir stets ein Abnehmen
der mit 1/K,, skalierten totalen Energiedichte und damit der Gesamtenergie.
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Abbildung 6.28: Auswahl gewisser Zeiten ¢ in [ns] zu denen jeweils die Magnetisierung visualisiert
wird, wobei als angelegtes dufleres Feld die Konfiguration aus Experiment 1 betrachtet wird.
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Magnetisierung visualisiert wird, wobei als angelegtes dufleres Feld die erste Konfiguration be-

Abbildung 6.29: Fortsetzung der Auswahl von gewissen Zeiten ¢ in [ns| zu denen jeweils die
trachtet wird.
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Abbildung 6.30: Zeitliche Entwicklung der durchschnittlichen Magnetisierung in jeder Kompo-
nente. Dabei kommt die Konfiguration des dufleren angewandten Feldes aus Experiment 1 zum
Einsatz.
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Abbildung 6.31: Zeitliche Entwicklung der Austauschenergiedichte ey, der Streufeldenergie-
dichte egtray und der Zeeman Energiedichte ecxt, wobei jeweils mit 1/K, skaliert wurde, um eine
dimensionslose Grofle zu erhalten. Dabei kommt die Konfiguration des dufleren angewandten
Feldes aus Experiment 1 zum Einsatz.
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Abbildung 6.32: Zeitliche Entwicklung der mit 1/ K, skalierten Gibbs-Energiedichte eyyt,1, wobei
als angelegtes duferes Feld jene Variante betrachtet wird, die in Experiment 1 angegeben ist.
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Abbildung 6.33: Darstellung der Magnetisierung zu jenem Zeitpunkt, in dem die durchschnitt-
liche Magnetisierung in der z-Komponente zum ersten Mal den Wert 0 annimmt, wobei als
angelegtes dufleres Feld die Konfiguration aus Experiment 2 betrachtet wird. Die Farben cha-
rakterisieren die Richtung der Magnetisierung normal zur Bildebene.

Experiment 2

Im zweiten Experiment zum pmag-Problem #4 legen wir ein Feld an, das ebenfalls in der xy-
Ebene liegt und diesmal {iber die Komponenten poF, = —35.5 [mT], puoF, = —6.3 [mT] und
poF, = 0.0 [mT] definiert wird. Daraus resultiert ein duferes Feld mit einer Stérke von in etwa
36 [mT], das im 190°-Winkel ausgehend von der positiven z-Achse im mathematisch positiven
Sinn angelegt wird.

Wieder betrachten wir zunéchst die Magnetisierung zu jenem Zeitpunkt, in dem die z-Komponente
der durchschnittlichen Magnetisierung zum ersten Mal den Wert 0 annimmt. Dies passiert, wie
Abbildung 6.36 zu entnehmen ist, in etwa nach 0.16 [ns]. Abbildung 6.33 stellt die entsprechende
Magnetisierungskonfiguration dar. Wir bemerken, dass dies den Vergleichsresultaten entspricht.

Abbildung 6.34 bzw. 6.35 zeigt zu ausgewahlten Zeitpunkten iiber die Dauer der Simulation hin-
weg die zugehorige Magnetisierung. Daraus léasst sich einerseits die Bewegung der Doménenwénde
ablesen und andererseits lidsst jene Abbildung, die zum Zeitpunkt von einer 1 [ns] korrespon-
diert, einen stabilen Endzustand vermuten.

Um die durchschnittliche Magnetisierung pro Komponente zu dokumentieren, wird diese in
Abbildung 6.36 festgehalten. Wieder stellen wir fest, dass das qualitative Verhalten den Refe-
renzlosungen und damit den Erwartungen entspricht, allerdings weichen die absoluten Werte
etwas ab. Einerseits konnte der Grund hierfiir bereits in den leichten Abweichungen der initialen
Magnetsierung liegen, da die Simulationsparameter so gewahlt sind, dass die Simulation bereits
auf minimale Verdnderungen in der Ausgangskonfiguration der Magnetsierung mit starken Ab-
weichungen reagiert. Andererseits scheint auch die betrachtete Netzweite zur Berechnung des
Streufeldes nicht fein genug zu sein.

Der Vollandigkeit halber wird der zeitliche Fortschritt der einzelnen Energiebeitrige in Ab-
bildung 6.37 in Form von dimensionslosen Groflen festgehalten. Anschlieffend findet sich die
Entwicklung der totalen Energie in Abbildung 6.38. Diese wird ebenfalls durch die dimensions-
lose Grofle egoral/ Ky, dargestellt. Wir beobachten stets ein Abnehmen der Gesamtenergie. Dies
bestétigt unsere Erwartungen.
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wird, wobei als angelegtes dufleres Feld jene Konfiguration betrachtet wird, die in Experiment

Abbildung 6.34: Auswahl gewisser Zeiten ¢ in [ns] zu denen jeweils die Magnetisierung visualisiert
2 angegeben ist.
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Abbildung 6.35: Fortsetzung der Auswahl von gewissen Zeiten ¢ in [ns| zu denen jeweils die
Magnetisierung visualisiert wird, wobei als angelegtes dufleres Feld jene Konfiguration betrachtet
wird, die in Experiment 2 angegeben ist.
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Abbildung 6.36: Zeitliche Entwicklung der durchschnittlichen Magnetisierung m in jeder Kom-
ponente. Dabei kommt die Variante des dufleren angewandten Feldes aus Experiment 2 zum
Einsatz.
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Abbildung 6.37: Zeitliche Entwicklung der Austauschenergiedichte ey, der Streufeldenergie-
dichte estray und der Zeeman Energiedichte ecy;, wobei jeweils mit 1/K,, skaliert wurde, um
eine dimensionslose Grofle betrachten zu konnen. Dabei wird als angelegtes dufleres Feld die
Konfiguration aus Experiment 2 angewandt.
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Abbildung 6.38: Zeitliche Entwicklung der mit 1/K,, skalierten (und damit dimensionslosen)
Gibbs-Energiedichte eiota unter Verwendung des angelegten dufleren Feldes aus Experiment 2.
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Anhang A

Weitere Quelltexte

FErgénzend zu Kapitel 5 fiigen wir hier die iibrigen Codeabschnitte an, die zu einer erfolgreichen
Simulation des dynamischen Verhaltens der Magnetisierung notwendig sind. Dabei sind die Lis-
tings A.1—A.4 als vorbereitende Codeteile zu sehen, die dazu dienen vorab fiir eine gewisse
Geometrie Daten beziiglich des Volumensnetzes zu generieren. Eingelesen werden die simulati-
onsspezifischen Daten in den Codeabschnitten A.5—A.8. In den Codeausziigen A.10—A.13 wird
die Berechnung des magnetostatischen Potentials durchgefiihrt unter Verwendung des Ansatzes
von FREDKIN/KOEHLER, siehe Kapitel 4 fiir weitere Details. Diese letztgenannten Segmente
wurden in Zusammenarbeit mit M. PAGE (Institut fiir Analysis und Scientific Computing, TU
Wien) erarbeitet. AbschlieBend findet sich die Hauptdatei in Listing A.14, von der aus die ge-
samte Simulation gesteuert wird. Mit unter ist auch eine uniforme Zeitschrittweitensteuerung
implementiert, siehe Listing A.15.

Listing A.1: Netzverfeinerung

function [coordinatesfine,elementsfine]
= refineVolumeMesh(coordinates,elements)

[ R— SRRR——— B

% Uniform refinement of a given mesh fulfilling a certain angl e

% condition. Please make sure that all elements are numbered i n such

% a way that the first 3 nodes are the convex hull of a triangle wh ich are
% run through in mathematical positive way if you look at the tr iangle

% from the fourth point of the tetrahedron.
% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: tetrahedron elements of volume mesh
% OUTPUT: coordinatesfine: coordinates of nodes of unif. ref ined vol. mesh
% elementsfine: tetrahedron elements of uniform refined vol ume mesh

[ RRR— SRRR—— B

% check the correct number of input parameters
if ~(nargin == 2)

error( 'refineVolumeMesh: Wrong number of input arguments! );
end

% check the correct number of output parameters

if ~(nargout == 2)
error( ‘refineVolumeMesh: Wrong number of output arguments! );
end
nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,l); % number of elements

% produce edges in certain order resulting in edge2nodes

195
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| = reshape (elements(;,[1,2,3,1,2,3]),6 *nE,1);
J = reshape (elements(:,[2,3,1,4,4,4]),6 *nE,1);
edge2nodes = [I,J];

% sort nodes of edges
sortedge2nodes = sort(edge2nodes,2);

% eliminate same edges
[ unigueedge2nodes,K,L] = unique (sortedge2nodes, rows' );

% enumerate all occuring edges
nU = size (uniqueedge2nodes,l);
number2edges = [1:nU];

edge2number = number2edges(L);

% provide element2edges
element2edges = reshape (edge2number,nE,6);

% generate new nodes
coordinatesfine = [coordinates; zeros (nU,3)];
coordinatesfine(nC+(1:nU),:) =

( coordinates(uniqueedge2nodes(:,1),:)

+ coordinates(uniqgueedge2nodes(:,2),:)) *0.5;

% generate new elements
elementsfine = zeros (8 *nE,4);
elementsfine = [elements(;,1),nC+element2edges(;,1),nC+element2edges(:,3),
nC+element2edges(:,4);
nC+element2edges(:,1),elements(:,2),nC+element2edges(:,2),
nC+element2edges(:,5);
nC+element2edges(:,3),nC+element2edges(:,2),elements(:,3),
nC+element2edges(:,6);
nC+element2edges(:,4),nC+element2edges(:,5),
nC+element2edges(:,6),elements(:,4);
nC+element2edges(:,1),nC+element2edges(:,3),
nC+element2edges(:,4),nC+element2edges(:,5);
nC+element2edges(:,1),nC+element2edges(:,2),
nC+element2edges(:,3),nC+element2edges(:,5);
nC+element2edges(:,3),nC+element2edges(:,5),
nC+element2edges(:,2),nC+element2edges(:,6);
nC+element2edges(:,3),nC+element2edges(:,4),
nC+element2edges(:,5),nC+element2edges(:,6)];

Listing A.2: Anordnung der Knoten pro Element

function elementsnew = alignMesh(coordinates, elements)

Y% ok * kR kk Rk kA kR Rk kKo *

% Realignment of mesh to ensure that each element is properly o rientated,
% i.e. all determinants are positive.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh
% OUTPUT: elementsnew: elements of volume mesh containing re ordering of
% node numbers
%
nE = size (elements, 1); % number of elements
for 1 = 1nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element

vert = coordinates(nodes,:); % coordinates of those nodes
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d = size (vert,2); % dimension
% compute 6 times the volume via determinant
areaTest = det ([ ones (1,d+1);vert?);
% areaTest should be positive — i f not:
% swap numbering in current element such that determinant is p ositive
if (areaTest <= 0)
elements(i,:) = [nodes(1), nodes(3), nodes(2), nodes(4)];
disp( ‘orientation changed' );
end
end
elementsnew = elements;

Listing A.3: Berechnung der Fliacheninhalte der Randelemente

function area = getarea(coordinates, elements)
%
% Computation of area of triangle elements.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of boundary mesh

% elements: elements of boundary mesh

% OUTPUT: area of elements of boundary mesh (triangles)
%

nC = size (coordinates, 1); % number of nodes

nE = size (elements, 1); % number of elements
area = zeros (nC,1); % initialize data vector

% compute auxiliary quantities

cl = coordinates(elements(:,1),:);

d21 = coordinates(elements(:,2),:) — cl;

d31 = coordinates(elements(:,3),:) - cl;

for i = 1.nE
% compute area for i —th element via vector —cross —product
area(i) = norm (cross(d21(i,:),d31(i,:)))/2;

end

Listing A.4: Berechnung der Volumina der Elemente

function vol = getvol(coordinates, elements)
%
% Computation of volumes of tetrahedron elements.
% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh
% elements: elements of volume mesh in terms of node numbers
% OUTPUT: vol: volumes corresponding to elements
%
nE = size (elements, 1); % number of elements
vol = zeros (nE,1); % initialize data vector
for i = 1inE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes belonging to i —t h element
% computation of volume of i —t h element via determinant
MI = [1 1 1 1; coordinates(nodes,:)];
vol(i) = 1/6 *det (MT);
end

Listing A.5: Einlesen der Geometriedaten
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function [boundaryOperator, coordinates, elements, area, vol,
boundarycoo, boundaryele2D, boundarynodes, full2boundary,
coordinatesplot, scalgeo, scalvol]
= readinGeometricData(geometry)

%
% Read in geometric input data. Set parameters in connection w ith
% geometric data.

% INPUT: geometry: type of geometry

% OUTPUT: boundaryOperator: 'double layer' potential opera tor K —1/2

% coordinates: coordinates of volume mesh

% elements: elements of volume mesh in terms of node numbers

% area: area of surfaces of boundary mesh

% vol: volumes of elements of volume mesh

% boundarycoo: coordinates of boundary mesh

% boundaryele2D: elements of boundary mesh

% boundarynodes: boundary nodes relative to volume mesh

% fullzboundary: relation between volume node numbers and

% boundary node numbers

% coordinatesplot: coordinates of volume mesh scaled by a fac tor
% to stabilize computation of stray —f ield

% scalgeo: scaling factor to stabilize computation of stray —field
% scalvol: volume of magnetic body scaled by scalgeo

%

% read in geometric data

boundaryOperator = dimread([ 'K _", geometry, "ixt' )E
coordinates = dimread([ ‘coordinates _', geometry, "ixt' D;
elements = dimread([ ‘elementsSTRAY _' geometry, "txt' )E

area = dlmread([ ‘area _', geometry, "ixt' )E

vol = dimread([ 'vol _' geometry, "ixt' D;

boundarycoo = dimread([ ‘boundarycoo _', geometry, "ixt' )E
boundaryele2D = dimread([ '‘boundaryele2D ', geometry, "ixt' 1;
boundarynodes = dimread([ '‘boundarynodes ', geometry, "ixt' 1;
full2boundary = dimread([ ‘full2boundary _', geometry, "ixt' 1;

% scaling factor for size of magnetic body
scalcoo = 20;

% in order to stabilize comp. of stray —field and to produce nicer pictures
coordinatesplot = coordinates;

% transform geometry (centered around (0,0,0)) such that cub e has
% edge length of 2 =*scalcoo [nm] = 2 =*scalcoo *1e—9 [m]

coordinates = le —9xscalcoo. =*coordinates;

scalgeo = le —27xscalcoo’3;

scalvol = le —27%scalcoo™3. =*vol;

Listing A.6: Einlesen der spezifischen Daten des Experiments

function [Js, t _0, t _end, constexch, constani, easyaxis, turnstray, fstr
t heta, alpha] = readinExampleData(file)

%

% Read in data for numerical simulation.

% INPUT: file: file containing physical and simulation param eters
% OUTPUT: Js: saturation polarization Js = Ms *mu0 given in [T]

% t _0: initial time in [ns]

% t _end: final time in [ns]

% constexch: exchange constant A in [J/m]

% constani: anisotropy constant K in [J/m"3]

% easyaxis: easy —axis (1,2,3) as one of the coordinate axes (X,y,z)
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% turnstray: turn stray —field on (1) or off (0)

% fstr: strength of applied field in [A/m]

% theta: implicitiy parameter with 1/2 < theta <=1

% alpha: damping parameter (material dependent) O < alpha <=1
%

% set standard value for initial time
t.0 =0;

% read in filename and check number of input arguments

i np = dimread(file, ", 13, 0);
if length (inp) ~= 9

error(  'ErrorMsg:Inp _Args' , 'Wrong number of input arguments.’ );
end

% give information

disp([ 'starting simulation with parameter file: ' , file]);

disp( " " );

% read in from input file

Js = inp(1);

disp([ 'saturation polarization Js: ' , humz2str(Js)]);

disp( " " );

t _.end = inp(2);

disp([ ‘final time in [ns]: ' , hum2str(t  _end)]);

disp( " " );

constexch = inp(3);

disp([ ‘'exchange constant A in [J/m]: ' , hum2str(constexch)]);

disp( " " );

constani = inp(4);

disp([ ‘'constant for uniaxial anisotropy K in [J/m"3]: * , hum2str(constani)]);
disp( " " );

easyaxis = inp(5);

disp([ 'direction of easy —axis (1, 2, 3 <= X, Yy, z): ' , hum2str(easyaxis)]);
disp( " " );

turnstray = inp(6);

disp([ ‘'turn stray —field on or off (should be 0 or 1): "' , huma2str(turnstray)]);
disp( " " );

fstr = inp(7);

disp([ 'strength of the applied field in [A/m]: * , num2str(fstr)]);

disp( " " );

theta = inp(8);

disp([ ‘'implicity paramter theta: ' , num2str(theta)]);

disp( " " );

alpha = inp(9);

disp([ 'damping parameter alpha: ' , hum2str(alpha)]);

disp( " " );

Listing A.7: Setzen der Easy-Achse

function [e, z1, z2] = seteasyaxis(easyaxis)

%

% Under consideration of a uniaxial material, set easy —axis due to
% input parameter. We restrict ourselves to an easy —axis which

% is parallel to the x —axis, y -—axis, or the z —axis.

% INPUT: easyaxis: easy —axis (1,2,3) as one of the coordinate axes (x,y,z)
% OUTPUT: e, z1, z2: basis of R™3
%

% characterization of easy —axis e and additional vectors z1, z2
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if easyaxis == 1
z1 = [0 1 0]
z2 = [0 0 1];
e =[100];
elseif  easyaxis == 2
z1 = [1 0 O];
z2 = [0 0 1];
e =[010];
elseif  easyaxis ==
z1 = [1 0 0]}
z2 = [0 1 0]
e = [0 0 1],
else
error( 'ErrorMsg: Check  _Easy _Axis' , ...
'‘easy axis for uniaxial anisotropy has to be 1, 2, or 3! );
end

Listing A.8: Setzen der initialen Magnetisierung

function [m] = initMagnetization(nC, coordinates)

[y A—— Sk A A A Ak koo B

% Set initial magnetization under consideration of the non —covex
% constraint |[m| = 1. Here, some initial states due to NIST example

% "mumag #3" are given.

% INPUT: nC: number of nodes

% coordinates: coordinates of volume mesh

% OUTPUT: initial magnetization fulfilling Im =1

O kkkkkkkkkkkkkkokokokokokokokokokokkokokokokokokokokakokokok Ak koo B

% random initial magnetization
m = rand(nC, 3);

% homogeneous initial magnetization in z —direction
n:,1) = 0;
m(:,2) = 0;
m(:,3) = 1;
% inhomogeneous initial magnetization (in pos./neg. z —direction)
%foo = find(coordinates(:,1) >= 0);
%m(foo,3) = —1;
% ensure geometric side constraint Im _{R3} =1
for i = 1:nC
m(i,:) = m(,:)/ norm(m(i,:));
end

Listing A.9: Berechnung der Steiffigkeitsmatrix (fiir das Streufeld)

function [A] = calcstimalD(coordinates, elements)
%
% Computation of stiffness —matrix for lowest order basis functions mapping
% from R"3 to R in linear complexity.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh

% OUTPUT: A: stiffness —matrix

Y%

nC = size (coordinates,1); % number of nodes
nE = size (elements,l); % number of elements
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| = zeros (16 *nE,1); % initialize data vectors
J = zeros (16 *nE,1);
A = zeros (16 *nE,1);

% assembly of stiffness —matrix in linear complexity

for i = 1.nE
nodes = elements(i,:); % numbers of nodes of i —th element
% compute local stiffness —matrix

B =[1 1 1 1; coordinates(nodes,:)T;

grad =B \[000;100;,010; 00 1]
% compute coordinates of non —zero entries
idx = 16+ (i —1)+1:16 =i;

tmp = [1;1;1;1] *nodes;

I(idx) = reshape (tmp',16,1);

J(idx) =  reshape (tmp,16,1);

% compute integral and set values of non —zero entries
A(dx) = det (B)/6 =*reshape (grad =*grad'16,1);

end
A = sparse (1,J,A,nC,nC);

Listing A.10: Clement-Interpolation 2D
function gh = interpCL(gh _PO, coordinates, elements)

e HIEHFIEHFIAFIAFFIAKK HIRHFIEAFIEHFREFFIAFFIAFIRE kA
% Computation of Clement —i nterpolant of a given function.
% INPUT: gh_PO: funtion to be Clement —i nterpolated

% coordinates: coordinates of nodes of boundary mesh
% elements: elements of boundary mesh

% OUTPUT: gh: interpolated function ready for use in calcFK3D

[ RR— SRRR—— B

nE = size (elements, 1); % number of boundary elements
nC = size (coordinates, 1); % number of boundary nodes
gh = zeros (nC,1);

% compute area for all elements
cl = coordinates(elements(:,1),:);

d21 = coordinates(elements(:,2),:) - cl;

d31 = coordinates(elements(:,3),:) — cl;

for i = 1.nE
% compute area of triangle via vector —cross —product
area(i) = norm (cross(d21(i,:),d31(i,:)))/2;

end

area = area’;

for i = 1:nC
% find elements of i —t h patch; row index corresponds to element number
[ind i, ind _j] = find (elements == i);
areaPatch = sum(area(ind  .i)); % area of i —th node patch
i ntegrals = zeros (length (ind .i),1);
% compute value at i —th node via Clement —interpolation formula
i ntegrals(:;,1) = area(ind _i). *gh_PO(ind _.i);
gh(i) = 1/areaPatch * sum(integrals);
end

Listing A.11: Aufbau des Doppelschichtpotentials K

function K = getK
%
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% Computation of double layer potential K (M. Mayr).
% OUTPUT: K: 'double layer' potential operator K -1/2

O kkkkkkkkkkkkkokokokokokokokokokokokkokokokokakokakakakokska e A ok ook

% read in data

coordinates = dimread( '‘boundarycoo.txt' );
elements = dimread( 'boundaryele2D.txt );

area = dlmread( ‘area.txt' );

nC = size (coordinates, 1); % number of nodes

% build double layer potential under usage of HLib
K = buildK(coordinates, elements, area, 0.5);

% assembling of potential operator K -1/2
for i = 1:nC

K(,i) = —K(:,i)./area;
end

Listing A.12: Aufbereitung der Daten fiir calcFK3D

function [grad,c] = prepareFK3D(coordinates, elements)

U 5o Fdddd A AFIAFFRAFIRFFIAFFEIFIEFFREFRIAFIRAFIRAFIAAFIAAFIEAFIAFFIAFFIAAK

% Preliminary computations for later computation of stray —f ield under
% ussage of Fredkin —Koehler approach.

% INPUT: coordinates: coordinates of nodes of volume mesh

% elements: elements of volume mesh
% OUTPUT: grad: gradient matrix
% c: vector to extend linear system of equations to solve
% neumann problem arising in fredkin —koehler ansatz
%
nE = size (elements, 1); % number of elements
nC = size (coordinates,1); % number of nodes
% compute |T|*grad(V _j), where V _j is hat function on T by matrix with
% blocks containing values per element and its nodes, where
% first column is just for listing the nodes corresponding to e lement
grad = zeros (nE*4,4);
for i=1:nE
nodes = elements(i,:); % node numbers corresponding to i —t h element

rows = (4 (i —1)+1):(4 ~*i);

grad(rows,1) = nodes;

grad(rows,2:4) = gradMatrix(coordinates(nodes,:));
end

% compute scalc to fix constants in neumann problem
¢ = zeros (nC,1);

for i = 1linE
nodes = elements(i,:); % node numbers corresponding to i —t h element
MI = [1 1 1 1; (coordinates(nodes,:))T];
areaT = det (MT)/6; % compute area via determinant
c(nodes) = c(nodes) + areaT/4; % \.k has value 1/4 at mid —point
end

% comupte local gradient matrix

function B = gradMatrix(vert)

MT =[1 1 1 1; vert];

B=MT\[000 100;,010; 00 1]
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B = 1/6 xdet (MT) *B; % multiply by |T| via determinant

Listing A.13: Berechnung der magnetostatischen Potentials nach FREDKIN/KOEHLER

function [GRADu] = calcFK3D(m, VolumeData, BoundaryData, Ald)

e HHEHFIRHFIAAFRIFIEFFIAFIRAFIAFFIIFFIAFIIAFFIAFFIAFIRE kA

% Compute demagnetization field in 3D via the approach of Fred kin/Koehler.
% To discretize boundary data standard Clement —QOperator is used.

% INPUT: m: magnetization

% VolumeData: structure to collect geometric data of volume

% BoundaryData: struct. to collect geom. data of boundary of v ol.
% Ald: nCxnC-stiffness  —matrix

% OUTPUT: GRADu: stray —field (P0 —function)

[ RRR— SRRRR—— B

coordinates = BoundaryData.coordinatesplot; % unscaled coordinates... [m]
nC = size (coordinates,1); % number of nodes

%

% STEP 1: compute ( \nabla ul, \nabla v _h) = (M, \nabla v _h)

% for al v.. _h in ST1 _x(T.h)

%

% compute m(sT) for one —point quadrature
% if m is affine then m at barycenter is given by
MsT = (m(VolumeData.elements(:,1),:) + m(VolumeData.elements(:,2),:)
+ m(VolumeData.elements(:,3),:) + m(VolumeData.elements(:,4),:))/4;

% assembe right —hand side via | T|*grad(V _j) *MsT)
b = zeros (nC, 1);
MsTmat = reshape (MsT, VolumeData.nE, 3);
for i = 1:VolumeData.nE
nodes = VolumeData.elements(i,:);
gMat = (BoundaryData.grad(4 *(i —1)+1:4 *i,2:4)),
b(nodes) = b(nodes) + (MsTmat(i,:) *gMat)';
end

% compute P1-FEM approx. of Neumann problem by solving extended system
EA = [Ald, BoundaryData.scalcc; BoundaryData.scalcc' zeros (1)];
Eb = [b; 0];

Exl = EA \ Eb;

x1 = Ex1(1:nC);
lambda = Ex1(nC+1: end);

[ RR— SRRR—— .

% STEP 2: compute Dirichlet data g -h = J_h(K — 1/2)ul |_.Gamma

x1 = reshape (x1, nC, 1);
ulh = x1(BoundaryData.boundarynodes);

% get 'double layer' potential operator K -1/2
gh_P0 = BoundaryData.boundaryOperator *ulh;

% get P1 approximation by Clement —i nterpolation

g_h = interpCL(gh _P0,BoundaryData.boundarycoo,BoundaryData.boundaryele 2D);
%

% STEP 3: compute solution of ( \nabla u2h, \nabla vh) = 0 with

% u2h | _.Gamma = gh

Y%
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% prescribe values at boundary
x2 = zeros (nC,1);
x2(BoundaryData.boundarynodes) = g _h;

% assemble right —hand side
b = —Ald*x2;

% compute P1-FEM solution
freenodes = setdiff (1:nC, BoundaryData.boundarynodes);
x2(freenodes) = Ald(freenodes, freenodes) \b(freenodes);

[ RRR— SRRRR—— B

% STEP 4: obtain discrete solution and demagnetization field
%
X = X1+x2;

% compute demagnetization field
% PhM =\grad x1 + \grad x2 = \grad x on elements
GRADu = zeros (VolumeData.nE,3);
for i = 1:VolumeData.nE
nodes = VolumeData.elements(i,:);
gradient _tmp = zeros (3,1);
vec _tmp = zeros (3,1);
mat = BoundaryData.grad((4 *(i =1)+1):(4  *i),);
for j = nodes
ind = find (mat(:,1)==j);
vec _tmp(;,1) = mat(ind,2:4)’;

gradient _tmp = gradient _tmp + x() *vec_tmp/VolumeData.vol(i);

end
GRADuU(i,:) = gradient _tmp*;
end
GRADu = reshape (GRADu, 3=*VolumeData.nE, 1);

Listing A.14: Simulation basierend auf LLG

function val = simulation(geometry,example)
%
% Implementation of time —splitting scheme with uniform time
% INPUT: geometry: type of geometry of magnetic body

% example: input file including material parameters

% OUTPUT: val: vector including values of total energy at each

[ RRR— SRRR—— -

Offp Hkxrkkkkdrxrhkhk read in geometry data of magnetic body Fekkkkkkkddkkkk ke dkk

% read in data and set geometric parameters

[ boundaryOperator, coordinates, elements, area, vol, .
boundarycoo, boundaryele2D, boundarynodes, fuII2boundary,
coordinatesplot, scalgeo, scalvol]

= readinGeometricData(geometry);

% creat according structures

[ VolumeData, BoundaryData] = createGeometricData(boundaryOperator,
coordinates, elements, area, vol, boundarycoo, boundaryele2D,
boundarynodes, full2boundary, coordinatesplot, scalvol, scalgeo);

Y%

—step size.

time —step

Ul Hrddddrkth kR kkkk Ak initial magnetization HkkFdkkok
% set initial magnetization
m = initMagnetization(VolumeData.nC, VolumeData.coordinates);

[ RRR—— PRRR—— B

*%

*%
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% parameter —setting PHYSICAL
% read in physical parameters
[Js, t _0, t _end, constexch, constani, easyaxis, turnstray, fstr
t heta, alpha] = readinExampleData(example);
% create according structure
PhysicalData = createPhysicalData(Js, constexch, constani, easyaxis,
t urnstray, fstr, alpha);

%

% parameter —setting ALGORITHMIC

% read in algorithmic parameters

[ SimulationData] = createSimulationData(t -0, t _end, theta,
PhysicalData.gamma, PhysicalData.Ms);

%

Y krkkikkmkk computation of system —matrices and others ekkkkk kR k kR kk

% compute mass—matrix for affine ansatz functions: R"3 to R™3

MASSMA = calcmassma(coordinates, elements);

% compute stiffness  —natrix for affine ansatz functions: R"3 to R"3

STIMA = calcstima(coordinates, elements);

% compute mass—natrix with nodale basis functions and element basis func.
MhEnC = calcMnEnC(VolumeData.vol, VolumeData.nC, VolumeData.nE, elements);
% compute stiffnress  —matrix for affine ansatz functions: R"3 to R

Ald = calcstimalD(coordinatesplot, elements);

% computation of constant applied field
ext = MASSMA f(VolumeData.nC,PhysicalData.fstrength);

% create structure to collect energy contributions
[ EnergyData] = createEnergyData;

%
T T SIMULATIONktsscksscksoksthihitkiotsk x
% perform simulation with uniform time —stepping

[ EnergyData, m] = uniformTimeStepping(m, VolumeData, BoundaryData,
SimulationData, PhysicalData, ext, Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC,
EnergyData);

% return vector of Gibbs Free energy for all time —steps
val = EnergyData.energyexch + EnergyData.energyani
+ EnergyData.energystray + EnergyData.energyext;

[ RR— SRR—— B

Listing A.15: Uniforme Zeitschrittweitensteuerung

function [EnergyData,m] = uniformTimeStepping(m, VolumeData,
BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext, Ald, MASSMA,
STIMA, MnEnC, EnergyData)

%

% Solve LLG with uniform time —stepping.

% INPUT: m: initial magnetization

% VolumeData: struct. to summarize data corresponding to vol . mesh
% BoundaryData: struct. to summarize data corr. to boundary m esh
% SimulationData: struct. involving simulation parameters

% PhysicalData: struct. involving physical parameters

% ext: constant applied field

% Ald, MASSMA, STIMA, MnEnC: system —matrices

% EnergyData: struct. incl. vectors to save energy contribut ions
% OUTPUT: EnergyData: struct. incl. energy contributions at each time —step

% m: magnetization in final state
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%
% solve LLG with uniform time —stepping
for i=0:SimulationData.steps -1

% assemble data (and compute energy) and perform one step of
% time —splitting scheme
[ m,v,EnergyData] = TimeSplitting(i, m, VolumeData,
BoundaryData, SimulationData, PhysicalData, ext, Ald, MASSMA
STIMA, MnEnC, EnergyData);

end

% computation of energy for magnatization in final state
EnergyData.energyexch(SimulationData.steps+1)
= computeExchEnergy(m, PhysicalData.constexch, STIMA)
EnergyData.energyani(SimulationData.steps+1)
= computeAniEnergy(m, PhysicalData.z1, PhyS|caIData22
PhysicalData.constani, MASSMA(1:VolumeData.nC,1:VolumeData.nC));
if  PhysicalData.turnstray ==
hipstray = calcFK3D(m, VolumeData, BoundaryData, Ald);
EnergyData.energystray(SimulationData.steps+1)
= computeStrayEnergy(VolumeData.elements, m, hlpstray,
PhysicalData.scalstray, BoundaryData.scalvol);
else
EnergyData.energystray(SimulationData.steps+1) =
end
EnergyData.energyext(SimulationData.steps+1) =
computeExtEnergy(m, PhysicalData.scalenergyext, ext)
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