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Kurzfassung

Wir betrachten eine turbulente, ebene Stromung mit freier Oberflache in einem um einen
kleinen Winkela gegen die Horizontale geneigten Kanal in leicht Uberkritischem Aus-
gangszustand Fe 1+ %_’s, O<e<1, welche die Ausbildung eines welligen Wassersprun-
ges ermoglicht. In diesem Fall tritt eine wellige Oberflachenstruktur mit in Strémungs-
richtung langsam abfallenden Amplituden und Wellenlangen auf.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung dieser Stromung im Rahmen
einer asymptotischen Theorie, wobei von dem uberkritischen Zustromzustand als Refe-
renzzustand (Grundzustand) ausgegangen wird. Dieser Referenzstromungszustand kann
beliebig, insbesondere auch nicht voll ausgebildet sein, solange die Abweichung von ei-
nem voll ausgebildeten Zustand klein ist, so wie dies in zahlreichen Experimenten der
Fall ist. Eine asymptotische Entwicklung der Grundgleichungen nach dem Parameter
die die Notwendigkeit einer Turbulenzmodellierung vermeidet und dennoch den Einfluss
schwacher turbulenter Dissipation bertcksichtigt, fihrt zu folgender Bestimmungsglei-
chung fur die Stérung der Flussigkeitshdtgals Funktion der LAngskoordinake

Haixxx(X) + [H1(X) — 1] Hix(X) = BH1(X) + ¥ = 0.

Die dimensionslosen Konstantgnbzw. y beschreiben die turbulente Dissipation bzw.
den Antrieb infolge einer Abweichung des Referenzzustandes von dem der voll ausgebil-
deten Strémung.

Der Hauptteil der vorliegenden Arbeit beschaftigt sich mit dem Erfassen des vollstandi-
gen Losungsfeldes dieser Gleichung und der Bestimmung von Kriterien fir Anfangsbe-
dingungen und Parameterwerte, bei denen ein welliger Wassersprung auftritt.

Eine numerische Analyse der obigen Bestimmungsgleichung ergibt, dass abstromseitig
drei verschiedene Lésungstypen mdoglich sind, unter anderem auch Ldésungen, die nicht
beliebig weit stromab fortgesetzt werden kénnen. Im Rahmen einer Entwicklung der
Gleichung nactg mithilfe der Methode der mehrfachen Variablen werden unterschied-
liche Losungsverhalten erklart und Bedingungen flr das jeweilige Auftreten der drei L6-
sungstypen abgeleitet. Das wesentliche Ergebnis ist ein vom Pargmetabhangiges,
universelles Phasendiagramm, das alle méglichen Lésungstypen erfasst, sowie ein vom
Parametety unabhéngiges Diagramm fur die Anfangsbedingungen. Mit diesen beiden
Diagrammen lassen sich das Auftreten und der Verlauf welliger Lésungen vorhersagen.
Im Vergleich mit dem Experiment werden gute Ubereinstimmungen zwischen der asymp-
totischen Theorie und Labormessungen erzielt. Insbesondere wird der von der Theorie
vorhergesagte Ubergang zu voll ausgebildeter Stromung weit stromab infolge eines wel-
ligen Wassersprunges bei bestimmten, nicht voll ausgebildeteten Zustrémbedingungen im
Experiment bestéatigt.



Abstract

We consider a turbulent, two-dimensional free-surface flow in a channel with small slope
a in a slightly supercritical initial state Fe 1+ gs, O<e<1, allowing for the formation

of an undular hydraulic jump. If this is the case, the surface developes a wavy shape with
amplitudes and wave lengths that decay but slowly in the main flow direction.

The present work concerns the description of this flow on the basis of an asymptotic theo-
ry, starting from the supercritical state of the oncoming flow as a reference state (ground
state). This reference state may be chosen arbitrarily, in particular also as a non-fully de-
veloped state, provided the deviation from a fully developed state is small, as this is the
case in many experiments. An asymptotic expansion of the basic equations in terms of
the parametet, thereby avoiding the necessity of turbulence modelling but accounting
for the dfect of weak turbulent dissipation, leads to the following master equation for the
disturbance of the surface height as a function of the downstream coordin&te

HlXXX(X) + [H]_(X) - l] Hlx(X) —IBHl(X) +y= 0.

The non-dimensional constatandy describe the turbulent dissipation and the forcing
due to deviations from fully-developed flow in the reference state, respectively.

The main part of the present work is devoted to capturing the complete field of solutions
of this equation and the derivation of criteria for undular jumps to occur.

Numerical solutions of the above equation show that downstream thfeeedi cases of
solutions are possible. Among those are solutions which fail to exist arbitrarily far down-
stream. A multiple scales expansion of the master equation in tergpssgberformed.

Two different length scales are introduced, accounting for the slowly changing amplitudes
and wave lengths as well as for the rapidly changing surface undulations. It is explained
why some solutions fail to exist far downstream. Conditions for the occurence of each of
the three types of solutions are derived. The major outcomes of the asymptotic theory is a
universal phase diagram independent of the parampatentaining all possible types of
solutions, and a-independent diagram for the initial conditions. With both diagrams it is
possible to predict the occurence and the progress of an undular solution.

In comparison with experimental data good agreement between the asymptotic theory and
laboratory measurements is found. In particular the predicted transition to fully developed
flow far downstream in course of an undular hydraulic jump resulting from specific non
fully-developed conditions of the oncoming flow is comfirmed by experiment.



Symbolverzeichnis

Lateinische Buchstaben

A B Kopplungsparameter [-] Seite 12
b transformierter Parameter, Dampfung durch [-] Seite 31
turbulente Dissipation
b Kanalbreite [m] Seite 84
Co, C1 Grundzustand und héhere Ordnungen der [-] Seite 14
3 asymptotischen Entwickung va@nache
C konstante HilfsgroRe [-] Seite 74
C konstante HilfsgroRe [-] Seite 19
~ C konstante HilfsgroRe [-] Seite 74
Cy, Co,. konstante HilfsgroRen [] Seite 19
C, C. G, konstante HilfsgroRen [] Seite 19
C konstante Hilfsgréf3e [-] Seite 64
c konstante Hilfsgréf3e [-] Seite 18
c+,C Hilfsgrossen im Geschwindigkeitstiberlap- [-] Seite 10
pungsgesetz
Gt Kanalbodenreibungsbeiwert [-] Seite 34
C Kurve in den Diagrammen Abbildung 5.6 [-] Seite 72
und 5.7
D Hilfsgrosse im asymptotischen Widerstands- [-] Seite 84
gesetz
D Diskriminante des Polynoms [-] Seite 33
D dimensionslose Amplitude der Hohenaus- [-] Seite 70
lenkungen (transformierte Variable)
D Diskriminante des Poynonts [-] Seite 24
D_1, Do, D;  Punkte in den Diagrammen Abbildung 5.6 [-] Seite 72
und 5.7
Dy, hydraulischer Durchmesser [m] Seite 84
Fr Froude-Zahl [-] Seite 10
Fro Kennzahl in der hydraulischen Naherung [] Seite 34
Fry, Froude-Zahl am Referenzpunkt, gebildet mit [-] Seite 10
der Schubspannungsgeschwindigkeit
f(s ), 9(s,¢) Hilfsfunktionen [-] Seite 76
g Schwerebeschleunigung [m/sz] Seite 9

Vi



Symbolverzeichnis

D1

b1, D2, b3

910, D115 - - -

bm

Hw, F, ..

F]li F‘Z! F]3

HlO, Hll,---

H
h
Ho, Hi, H>

h11 h21 h3
H max H:anin
1 )
Hip

HlO, Hll,---

hhyd

™
Hhyd 1

K(m)

3 3 —x

Q>

transformierte dimensionslose Flissigkeits- [-]
hoéhenstérung in erster Ordnung der asym-
ptotischen Entwickung nach

geordnete Nullstellen des Polynoms
Grundzustand und héhere Ordnungen von
91 (transformierte Variable) in der Entwick-
lung nach der Methode der mehrfachen Va-
riablen

dimensionslose mittlere Hohenauslenkung [-]
(transformierte Variable)

hohere Ordnungen der Entwicklung veh [-]
fiur X - o

komplexe By, hy) und reelle fi;) Nullstellen  [-]
des Polynoms

Grundzustand und héhere Ordnungen von [-]
H, in der regulédren Entwicklung nach
dimensionslose Flissigkeitshéhe [-]
Flussigkeitshbhe, vom Kanalboden aus ge- [m]
messen

Grundzustand und hohere Ordnungen der di- [-]
mensionslosen Flissigkeitshdhe in der Ent-
wicklung nache

geordnete Nullstellen des Polynoups [-]
lokales Maximum bzw. Minimum voi, [-]
Partikularlosung der linearisierten Glei- [-]
chung (2.54)

Grundzustand und héhere Ordnungen von [-]
H, in der Entwicklung nach der Methode der
mehrfachen Variablen

Flissigkeitshdhe in der hydraulischen Nahe- [m]
rung

dimensionslose mittlere Hohenauslenkung
dimensionslose Flussigkeitshbhenstorung in [-]
der hydraulischen N&herung

dimensionslose Flussigkeitshohenstérung in [-]
der quasi-eindimensionalen Naherung
vollstandiges elliptisches Integral 1.Art mit [-]
dem Parameten

[-]
[-]

Hilfsparameter [-]
charakteristische Wellenlange [m]
Parameter [-]
Parameter [-]

Einheitsvektor normal auf die Flussigkeitso- [-]
berflache

~,Manningscher Ko#izient* [-]
Landausches Ordnungssymbol [-]

vii

Seite 31

Seite 33
Seite 69

Seite 70

Seite 20

Seite 28

Seite 48

Seite 9
Seite 9

Seite 12
Seite 23
Seite 74

Seite 19

Seite 50

Seite 34

Seite 68

Seite 36

Seite 36

Seite 27

Seite 75
Seite 9

Seite 69
Seite 26

Seite 11

Seite 85
Seite 11



Symbolverzeichnis

ST U

a(b, R, ©)
qH.RS)

R(X)

Ro, Ry, ...

_u/vl

AU

Landausches Ordnungssymbol
dimensionsloser Flussigkeitsdruck

Flassigkeitsdruck

Polynomfunktion der transformiertén mit
den Parametei und S
Polynomfunktion vonH, mit den Parame-

ternRundS

transformierte Hilfsfunktion

Grundzustand und héhere Ordnungen %on
(transformierte Variable) in der Entwicklung
nach der Methode der mehrfachen Variablen
Reynoldszahl, gebildet mit dem hydrauli-

schen Durchmesséy,

Reynolds-Zahl, gebildet mit der Schubspan-
nungsgeschwindigkeit am Referenzpunkt
Reynolds-Zahl, gebildet mit der Schubspan-

nungsgeschwindigkeit

Grundzustand und héhere Ordnungen on
in der regularen Entwicklung naeh

Hilfsfunktion

Grundzustand und hohere Ordnungen #on
in der Entwicklung nach der Methode der

mehrfachen Variablen

transformierte Hilfsfunktion

Grundzustand und héhere Ordnungen #n
(transformierte Variable) in der Entwicklung
nach der Methode der mehrfachen Variablen
Grundzustand und hohere Ordnungen $on
in der regularen Entwicklung naeh

ganzzahliger Parameter

Hilfsfunktion

Grundzustand und héhere Ordnungen #on
in der Entwicklung nach der Methode der

mehrfachen Variablen

kinematische Reynoldssche Scheinschu mz/sz]
spannung, dividiert durch die Flussigkeits-

dichtep

[-]
[-]

[Pa]

[-]
[-]

[-]
[-]

[
[
[
[

]
]
]
]

e e
d ] d bl

[-]

dimensionsloser Geschwindigkeitsdefekt im [-]

Referenzquerschnitt

volumetrisch Uber den Referenzquerschnitfm/s]
gemittelte Geschwindigkeit in Hauptstro-

mungsrichtung

kinematische Reynoldssche Scheinnormal mz/sz]
spannung, dividiert durch die Flussigkeits-

dichtep

viii

Seite 20
Seite 9

Seite 9

Seite 33
Seite 23
Seite 32
Seite 69
Seite 84
Seite 10
Seite 10
Seite 48
Seite 23
Seite 50

Seite 32
Seite 69

Seite 48

Seite 31

Seite 23
Seite 50

Seite 9

Seite 12

Seite 9

Seite 9



Symbolverzeichnis

Uop, U, Uy

Us

dimensionslose bzw. dimensionsbehaftefe, m/s]
Geschwindigkeit in Hauptstrémungsrich-
tung

Grundzustand und héhere Ordnungen der di- [-]
mensionslosen Geschwindigkeit in Haupt-
stromungsrichtung in der Entwicklung nach

&

dimensionslose Geschwindigkeit in Haupt- [-]
stromungsrichtung an der Flussigkeitsober-
flache

dimensionslose Schubspannungsgeschwin-[-]

digkeit
Schubspannungsgeschwindigkeit [m/s]
Volumenstrom pro Kanalbreite [mz/s]

kinematische Reynoldssche Scheinnormal mz/sz]
spannung, dividiert durch die Flussigkeits-
dichtep

dimensionslose bzw. dimensionsbehaftefe, m/s]
Geschwindigkeit normal zur Hauptstro-
mungsrichtung

transformierte Koordinate in Hauptstro- [-]
mungsrichtung

dimensionslose Koordinate in Hauptstro- [
mungsrichtung

Koordinate in Hauptstromungsrichtung [m]
konstante Verschiebung der Koordinate
dimensionslose X-Koordinate des ersten
Wellenmaximums

dimensionslose Koordinate normal zur []
Hauptstromungsrichtung

Koordinate normal zur Hauptstromungsrich- [m]
tung

Hilfsvariable

Punkt in den Diagrammen Abbildung 5.6
und 5.7

Punkt in den Diagrammen Abbildung 5.6 [-]
und 5.7

Punkt in den Diagrammen Abbildung 5.6 [-]
und 5.7

]

[-]
[-]

Griechische Buchstaben

Neigungswinkel des Kanalbodens gegen- [-]
Uber der Horizontalen

Parameter, Dampfung durch turbulente Dis- [-]
sipation

Seite 9

Seite 12

Seite 10

Seite 9

Seite 9
Seite 9

Seite 9

Seite 9

Seite 31
Seite 9
Seite 9
Seite 21
Seite 99
Seite 9

Seite 9

Seite 21
Seite 72

Seite 73

Seite 72

Seite 7

Seite 15



Symbolverzeichnis

D < &~ x

lo

dimensionslose Amplitude der HOhenaus- [-]
lenkungen
Streckungsparameter [-]
Stérparameter, Abweichung vom kritischen [-]
Stromungszustand

Transformierte Variable [-]
Anfangsbedingung der transformierten Va- [-]
riablenn

Parameter, Abweichung vom voll ausgebil- [-]
deten Stromungszustand im Referenzquer-
schnitt

Parameter, Abweichung vom voll ausgebil- [-]
deten Strémungszustand im Referenzquer-
schnitt

Von Karmansche Konstante [-]
konstante HilfsgroRe [-]
kinematische Viskositat [mz/s]

langsam veréanderliche Ortsvariable in der [-]
Entwicklung nach der Methode der mehrfa-
chen Variablen

Hilfsfunktion in der Entwicklung nach der [-]
Methode der mehrfachen Variablen

Flussigkeitsdichte [kg/m3]

kinematische Reynoldssche Scheinschub{Pa]
spannung bzw. Wandschubspannung

Winkel zwischen Normaleneinheitsvektor [-]
auf die Flussigkeitsoberflache ugéhchse
Hilfsvariable [-]
Transformierte vordy bzw. i [-]
Transformierte Variable [-]
Anfangsbedingung der transformierten Va- [-]
riablen?

hochgestellte Indizes

’

Indizes

r
S
w

zeitgemittelte GroRRe
mittlere Abweichung einer Gré3e vom zeit-
gemittelten Wert

Position im Referenzquerschnitt
Position an der Flussigkeitsoberflache
Position an der Kanalwand

Seite 68

Seite 9
Seite 12

Seite 76
Seite 76

Seite 17

Seite 15

Seite 10
Seite 19

Seite 10
Seite 49

Seite 49

Seite 9
Seite 9

Seite 11

Seite 54
Seite 81
Seite 75
Seite 76

Seite 9
Seite 9

Seite 9
Seite 10
Seite 9



Kapitel 1

Einleitung

StoRwellen,
ausgehend von
den Seitenwanden

Strémungs- ’

richtung

Abbildung 1.1: Welliger Wassersprung in einem Laborexperiment [44%, Er49.

Wir wenden uns in der vorliegenden Arbeit der Beschreibung eines welligen Wasser-
sprunges (welligen hydraulischen Sprunges) in einer turbulenten Stromung zu. Dieses
Phanomen tritt in Kanalstromungen einer inkomressiblen Flussigkeit mit freier Oberfla-
che auf, bei der die Froude-Zahl knapp tber dem Wert 1 liegt, siehe Abbildung 1.1. Dabei
nimmt die Oberflache ab einer bestimmten Stelle eine wellige Form an, die stationar ist,
wobei die charakteristische Wellenlange viel grésser und die Amplituden viel kleiner sind
als die Flussigkeitstiefe. Die Amplituden und Wellenlangen nehmen in Hauptstromungs-
richtung langsam ab. Die Stromung geht dabei von einem Uberkritischen, schiessenden
Zustand vor dem Sprung in einen unterkritischen Zustand weit stromab Uber, wobei kine-
tische Energie dissipiert wird. Die mittlere Flissigkeitshohe weit stromab ist dabei grosser
als die der Zustromung, siehe [15, 22, 55].
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Einleitung

Ausgelost wird ein welliger Sprung beispielsweise durchéveerung der Boden- oder
Wandreibung, durch Veranderung der Kanalneigung, durch am Boden angebrachte Hin-
dernisse oder durch Kanalverengungen. In Laborexperimenten werden die Stromungsver-
haltnisse meist weit stromab mit einer von oben in die Flissigkeit eintauchenden bzw. von
unten aus dem Boden herausragenden, vertikal verschiebbaren Schneide, die als Schiitz
bzw. Wehr fungiert, geregelt. Diese Beeinflussung der unterkritischen Stromung breitet
sich dann bis zum Anfangspunkt (engl. ,toe*) des welligen Sprunges aus, wahrend die
Uberkritische Zustromung davon unbeeinflusst bleibt. Auf diese Weise wird durch Ver-
schieben der Schneide der Anfangspunkt des welligen Sprunges verschoben.

Wir werden in der hier vorliegenden Arbeit das Phanomen des welligen Wassersprunges
zweidimensional betrachten. Wir sehen also von vorhandenen dreidimensiofialen E

ten, resultierend von den Einflissen der seitlichen Begrenzungswénde, ab, von denen z.B.
,Stosswellen? ausgehen (siehe Abbildung 1.1). Die wesentliche Aufgabe besteht in der
Bestimmung der Oberflachenkontur und des Stromungsfeldes bei gegebenen Zustrémbe-
dingungen.

Wir orientieren uns bei der Formulierung unserer Uberlegungen an vorangegenenen Ar-
beiten [26, 51, 52], in denen eine asymptotische Theorie flr den welligen Wassersprung
entwickelt wurde. Dabei wurde auf Ergebnisse der Turbulenzasymptotik [23, 1] zurlick-
gegriten, mithilfe derer Ergebnisse ermdglicht werden, die unabhangig von jeglicher Tur-
bulenzmodellierung sind. Diesen grof3en Vorteil wollen wir auch in der hier vorliegenden
Arbeit niitzen. Eine gestfie Version dieser Arbeit ist in [34] zu finden.

Die in [26, 51, 52] abgeleiteten Ergebnisse sind allerdings nur fur Falle gultig, bei denen
die Stromung von einem asymptotisch weit stromauf vorhandenen voll ausgebildeten Zu-
stand ausgeht. Weder bei in naturlichen Gewassern auftretenden welligen Wassersprin-
gen noch bei jenen in Laborexperimenten kann jedoch immer davon ausgegangen werden,
dass die Uberkritische Zustromung bei Entstehung des welligen Sprunges voll ausgebildet
turbulent ist. In Experimenten (siehe z.B. [44, 43]) wird zwar n&herungsweise ein sol-
cher Zustand erreicht, indem die Zustromung eine derart lange Vorlaufstrecke durchlauft,
dass die vom Kanalboden vertikal zur Hauptstromungsrichtung sich aufbauende Grenz-
schicht bis zum Anfangspunkt des welligen Sprunges die Oberflache erreicht hat, jedoch
entspricht dies nicht der konventionellen Definition einer voll ausgebildeten Stromung,
bei der samtliche Zustandsgréssen der Strémung sich in Strémungsrichtung nicht mehr
andern. Wir werden daher in der vorliegenden Arbeit eine Theorie formulieren, die auch
nicht voll ausgebildete Zustromzustande zulésst. Die Abweichung vom voll ausgebilde-
ten Zustand in einem gewissen Referenzzustand wird dabei ebenfalls asymptotisch for-
muliert, wobei ein zuséatzlicher Parameter diese Abweichung quantifiziert. Fir konkrete
Falle im Labor muss dieser aus den Zustandsgréssen der Strémung bestimmt werden. Der
in den Arbeiten [26, 51, 52] angenommene, asymptotisch weit stromauf voll ausgebildete
Zustrémzustand hat zur Konsequenz, dass die sich ergebenden Losungen asymptotisch
weit stromab nicht voll ausgebildet sind. Unter anderem ist es Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit, mdgliche nicht-voll ausgebildete Referenzzustande anzugeben, die auf voll
ausgebildete Abstromzustande fuhren.

Weiters ist es Ziel dieser Arbeit, herauszufinden, wie gross die Stérungen in einer leicht
Uberkritischen, turbulenten Strémung sein missen, sodass ein welliger Wassersprung aus-

! shock waves" in der englischsprachigen Literatur; es handelt sich hierbei nicht um Stosswellen im
Sinne der Gasdynamik.
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geldst wird.

In Kapitel 2 werden die Grundgleichungen und Randbedingungen aufgestellt und in einer
asymptotischen Betrachtung fur grosse Reynoldszahlen, grol3e Wellenlangen und Froude
Zahlen nahe bei 1 entwickelt, ohne dass auf eine Turbulenzmodellierung zurli@leyegri
werden muss. Das Ergebnis ist eine gewdhnlich@eentialgleichung dritter Ordnung

fur die Stérung der Flussigkeitshohe, mithilfe derer die wellige Oberflachenstruktur des
Wassersprungs und andere Zustandsgréssen der Stromung bei weitestgehenden Freiheiten
betredfend den Zustromzustand beschrieben werden kann. Diese Bestimmungsgleichung
wird in weiterer Folge geldst und analysiert.

Kapitel 3 widmet sich den allgemeinen Eigenschaften dieser Bestimmungsgleichung, ein-
fache Losungen werden prasentiert und Umformulierungen vorgenommen. Weiters wird
ein Vergleich mit der eindimensionalen hydraulischen Theorie angestellt.

Kapitel 4 widmet sich den numerischen Lésungen dieser Bestimmungsgleichung und den
dabei auftretenden unterschiedlichen Losungsttypen.

Kapitel 5 befasst sich mit einer asymptotischen Losung dieser Bestimmungsgleichung
nach der Methode der mehrfachen Variablen. Dies hat den Zweck, einerseits das Auf-
treten der unterschiedlichen Losungstypen besser verstehen zu kbénnen, andererseits aber
auch dient sie dazu, Kriterien abzuleiten, die das Auftreten bestimmter Lésungstypen an-
hand der Wahl bestimmter Parameter vorhersagen. Universelle, d.h. von den eingehenden
Parametern moglichst unabhangige Diagramme fur die Losungskurven und die Bedingun-
gen, die zum Auftreten eines welligen Sprunges eines bestimmten Typs fiihren, werden
prasentiert.

In den aktuelleren experimentellen Arbeiten zum welligen Wassersprung werden meist
Oberflachen-, Geschwindigkeits-, Druck- und Reynoldssche Scheinspannungsprofile an-
gegeben, aber auch Wellenlangen(veranderungen) und Amplituden(verédnderungen).

Als gesicherte Ergebnisse gelten die folgenden:

Wellige Wasserspringe treten im Allgemeinen bis zu einer Obergrenze der Froude-Zahl
von etwa 3 bis 4 auf [14]. Bei nahezu voll ausgebildeter Stromung im Ausgangszustand
(in dem die Grenzschichtdicke die Flussigkeitsoberflache erreicht hat) betragt die Ober-
grenze der Froude-Zahl fur die Ausbildung eines welligen Wassersprungg43, 15,

54]. Die wellige Struktur der Oberflache, deren Amplituden und die Wellenlangen in
Hauptstromungsrichtung langsam abnehmen, ist weder rein sinusférmig noch rein von
der Form der Cosinus-amplitudinis- (cn-) Funktion [3], [14]. Weiters steht fest, dass sich
die Druckverteilung in der gesamten Stromung von der hydrostatischen nur gering unter-
scheidet. Die starksten Abweichungen von einer hydrostatischen Verteilung treten dabei
an den lokalen Maximal- und Minimalwerten der Flissigkeitshohe auf, siehe [13].
Reibungseinflisse sind bei einem welligen hydraulischen Sprung sehr gering; es werden
sogar wellige Spriinge in horizontalen Kandlen gemessen [43, 44, 45]. Andererseits sind
Reibungseinfliisse auch nicht vollstandig vernachlassigbar, da jeder (wellige und nicht
wellige) Wassersprung mit Dissipation verbunden ist.

Abstromseitig erreicht die Stromung in vielen in der Natur und in hydraulischen Anwen-
dungen auftretenden Fallen den sogenannten Zustand des ,tiefen Wassers®, also einen im
Mittel horizontalen Flissigkeitsspiegel, wie er beispielsweise beim Minden der Kanal-
stromung in ein grosses stehendes Gewasser (See) weit stromab auftritt. Neueste experi-
mentelle Untersuchungen [24] zeigen, dass auch ein Stromungszustand mdoglich ist, der
abstromseitig auf eine im Mittel konstante, verglichen mit der Zustromhohe grossere Flis-
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Abbildung 1.2: Welliger Schwall (engl. ,bo-
re') im Fluss Dordogne in Frankreich, aus
[4]. Strdmungsrichtung von rechts nach links,
Ausbreitung des Schwalls von links nach
rechts. Der wellige Schwall stellt einen be-
wegten welligen Sprung dar, im Gegen-
satz zum in der vorliegenden Arbeit aus-
schliesslich behandelten stationaren welligen
Sprung.

sigkeitshéhe fuihrt und demnach asymptotisch weit stromab voll ausgebildet ist. Dies ist
nur moglich, wenn die Stromung aus einem Zustand vor dem welligen Sprung resultiert,
der nicht voll ausgebildet ist, da ohne Vernachlassigung von Reibufeigen bei Er-
haltung des Volumenstromes neine bestimmte Flussigkeitshohe im voll ausgebildeten
Zustand moglich ist, vgl. [15]. Diesen interessanten Fall werden wir in der vorliegenden
Arbeit ausfiihrlich analysieren.

Von Seiten der theoretischen Beschreibung eines Wassersprunges wird die aus Anwen-
dungen in der Gerinnehydraulik bekannte eindimensionale, sogenannte hydraulische Theo-
rie [15, 55] verwendet. Diese Theorie beschréankt sich auf graduell veranderliche Stro-
mungsverhéaltnisse und vermag schwach gekrimmte Oberflachenprofile einer Kanalstro-
mung zu beschreiben. Sie versagt allerdings in der Nahe des kritischen Strdomungszu-
standes, wo starkere Oberflachenkrimmungen auftreten, und ist daher nicht imstande,
Oberflachenkontur eines welligen Wassersprungs zu beschreiben.

Erste zweidimensionale Beschreibungen des welligen Wassersprunges gehen zuriick bis
ins Jahr 1935 [36]. In [36] wird ein welliger Oberflachenverlauf abgeleitet, der exakt
periodisch mit abklingender Amplitude in Hauptstromungsrichtung ist. Diese exakte Pe-
riodizitat widersprach allerdings den experimentellen Beobachtungen [8].

Ein wesentlicher Fortschritt wurde in der Arbeit [6] (1954) erzielt. Die Autoren stell-

ten fest, dass im Rahmen einer zweidimensionalen, reibungsfreien Theorie kein (stetiger)
Ubergang von einem Uberkritischen auf einen unterkritischen Stromungszustand méglich
ist. Eine solche Theorie lasst nur eine sogenannte Solitarwelle zu, die weit stromab kei-
ne Veranderung der Flussigkeitsh6he gegenilber der des Zustromzustandes ergibt. Dies
ist, wie in [26] festgestellt wurde, eine Konsequenz der Erhaltung des Impulses und des
Volumenstromes, da jeder hydraulische Sprung mit viskoser Dissipation verbunden ist.

In der Arbeit [33] (1972) wird die Analogie zwischen welligem Wassersprung und wel-
ligem Schwall (engl. ,bore”, siehe Abbildung 1.2) benitzt, um mit asymptotischen Me-
thoden ein Bestimmungsgleichung fur die Oberflache eines welligen Wassersprunges in
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laminarer Strémung abzuleiten. Fur die BerlucksichtigungMarbulenzé&ekten wird die
Annahme eines nicht-Newtonschen Fliel3gesetzes vorgeschlagen, die wiederum auf eine
Bestimmungsgleichung derselben mathematischen Struktur fihrt. Dass diese Annahme
jedoch zu falschen Ergebnissen fur turbulente Strémungen fihrt, wurde in [26] (2003)
nachgewiesen. Bemerkenswert dabei ist, dass im Unterschied zu laminarer Stromung bei
turbulenten Stromungen Dissipationsvorgange nicht Gber einen Term beschrieben wer-
den, der eine zweite Ableitung enthalt (Burgers-Gleichung) [58, 40], sondern dass ein
linearer Storterm turbulente Dissipationsvorgdnge beschreibt. Setzt man diesen Storterm
gleich Null, so ergibt sich die Solitarwellenldsung.

In den Arbeiten [5, 31, 41] wurden verschiedene ad-hoc-Approximationen vorgenommen,
um die wellige Oberflachenstruktur zu erfassen. Die Ergebnisse bedienen sich starker Ver-
einfachungen der Grundgleichungen und sind infolgedessen nur von eingeschrankter Gul-
tigkeit. In [5] wird die Oberflachenkontur eines welligen Wassersprunges auf Basis einer
Energiegleichung bestimmt, die die turbulente Dissipation vernachlassigt. Dementspre-
chend wird die Dampfung der Amplituden der welligen Oberflache nicht wiedergegeben.
In [31] wird die Flussigkeitsoberflache durch einen unstetigen Verlauf mit einem Uber-
gang von einer Solitarwellenldsung auf eine cnoidale Wellenlsumgwave*) beschrie-

ben, der die dissipativen Energieverluste infolge des welligen Sprunges auf einen Punkt
konzentriert. Dies hat zur Folge, dass der Einfluss der turbulenten Dissipation zwar tGber
die ersten Wellenlangen korrekt erfasst wird, das Abklingverhalten weiter stromab jedoch
damit nicht bestimmt werden kann.

In der semi-empirischen Beschreibung eines welligen Wassersprunges in der Arbeit [41]
werden ausgehend von einer Energiegleichung Erweiterungen durch empirische Parame-
ter berlcksichtigt, um den Einfluss der vom Kanalboden herriihrenden Scherkréafte und
die damit verbundene Dissipation zu erfassen.

Ein anderer Zugang zur Bescheibung der welligen Oberflache des turbulenten Wasser-
sprunges stammt aus Uberlegungen, bei denen nicht die Bewegungsgleichungen der Stro-
mungsmechanik direkt den Ausgangspunkt bilden, sondern die Korteweg-De Vries-Gleich-
ung oder die Burgers-Gleichung [58] als Modellgleichung den Ausgangspunkt bildet, die
durch Hinzunahme verschiedener Storterme erweitert werden [51, 27, 20, 21, 19, 30, 42].
Die Arbeiten [42, 51] untersuchen Erweiterungen, die den Einfluss der Viskositat so-
wohl in laminarer als auch turbulenter Stromung erfassen sollen. Der Storterm fir den
turbulenten Fall fihrt dabei auf eine Korteweg-De Vries-Burgers-Gleichung. In den Ar-
beiten [20, 28, 42, 50, 29, 17, 18, 7, 16] werden Erweiterungen eingefuhrt, die eine mit
der Stromung veranderliche Topographie (,Hindernisse"yoaer einen veranderlichen
Bodenreibungsbeiwert beschreiben sollen. Die Arbeit [30] untersucht eine Erweiterung
fur die Beschreibung von Strémungen tber ein stufenférmiges Hindernisnahe dem kri-
tischen Punkt, in dem die Froude-Zahl gleich Eins ist. In [11] wird der Einfluss einer
Stromlinienkrimmung untersucht. In der Arbeit [21] wird ein Modell fur eine reibungs-
freie Stromung untersucht, das das instationare Verhalten eines welligen Schwalls be-
schreiben soll. Die Arbeit [2] betrachtet verallgemeinerte, zeitabhéngige Erweiterungen
der Burgers und der Korteweg-De Vries-Burgers-Gleichung und gibt aus gruppentheore-
tischen Uberlegungen abgeleitete Lésungen an. Die Ubersichtsartikel [27, 10] enthalten
eine Zusammenfassung unterschiedlichster, in der Literatur untersuchter Erweiterungen
der Korteweg-De Vries-Gleichung.

Arbeiten, die das Phdnomen des welligen Wassersprunges mit den Mitteln der numeri-
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schen Stromungsmechanik zu beschreiben versuchen, sincaseln [32] wurde unter
Verwendung der kommerziellen Software CFX bei Ermittlung einer numerischen Lésung
in der Nahe des kritischen Punktes von Komplikationen wie z.B. Konvergenzschwierig-
keiten berichtet, dennoch wurden Ergebnisse erzielt, die Uber jene der eindimensionalen
Theorie hinausgehen. Die berechneten lokalen Maximal- und Minimalwerte der Flus-
sigkeitshohe stimmen jedoch nur begrenzt mit den in [44] angegebenen, im Experiment
beobachteten Werten Uberein.



Kapitel 2

Grundgleichungen und
Randbedingungen flr grof3e
Reynolds-Zahlen, lange Wellenlangen
und Froude-Zahlen nahe 1

2.1 Problemstellung

Abbildung 2.1: Welliger Wassersprung bei nicht voll ausgebildeter turbulenter Zustrémung.

Wir betrachten eine zweidimensionale, turbulente, im zeitlichen Mittel stationare Kanal-
strémung mit einer freien Oberflache wie in Abbildung 2.1 dargestellt. Der Kanalboden ist
konstant um den kleinen Winkelgegentber der Horizontalen in Strémungsrichtung ab-
warts geneigt. Oberflichenspannuriide werden aufgrund einer geringen Krimmung

der Oberflache ebenso vernachlassigt wie dynamische Einflisse durch die Bewegung der
darUberliegenden Luft, deren Dichte viel kleiner als die der Flissigkeit ist.

Die Reynolds-Zahl sei hinreichend grof3, sodass das Stromungsfeld im Rahmen einer
asymptotischen Betrachtung in eine Defektschicht und eine viskose Unterschicht unter-
teilt werden kann [23, 46, 1]. Die Dicke der viskosen Unterschicht nimmt dabei asympto-
tisch mit zunehmender Reynolds-Zahl ab. Fir die viskose Unterschicht existiert eine uni-
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verselle Losung (,universelles Wandgesetz“), daher betesiowir ausschliesslich die tur-
bulente Defektschicht. Die Geschwindigkeit an einer bestimmten Stelleinem Stro-
mungsquerschnitt weicht dabei um einen kleinen Geschwindigkeitsdefekt von der mitt-
leren Geschwindigkeit in diesem Stromungsquerschnitt ab. Mit zunehmender Reynolds-
Zahl wird der Geschwindigkeitsdefekt kleiner.

In den folgenden Bezeichnungen kennzeichnen Querstriche tber den Gro3en die Zeitmit-
telung, Apostrophe kennzeichen die Abweichung der Grol3en von diesem zeitgemittelten
Zustand. Die zeitgemittelten Grol3en sind dabei zeitunabhangig.

Wir wahlen einen Referenzpunkt vor oder am Anfangspunkt des welligen Sprunges, in
dem der Ursprung des Koordinatensystems liegt. Alle physikalischen Grél3en werden fir
eine dimensionslosen Formulierung der Bestimmungsgleichungen auf die entsprechen-
den Werte im Referenzquerschnitt bezogen. In diesem Referenzquerschritt Dest

die Stromung nicht notwendigerweise voll ausgebildet turbulent, wenngleich die Abwei-
chungen von einem voll ausgebildeten Zustand klein sein sollen. Diese Freiheit in der
Festlegung des Referenzzustandes tragt der Tatsache Rechnung, dass weder bei in der
Natur auftretenden noch den im Labor erzeugten welligen Wasserspriingen sichergestellt
werden kann, dass die Stromung an einer bestimmten Stelle voll ausgebildet ist. Wie wir
spater in Kapitel 6 zeigen werden, ist bei Labormessungen [24] keineswegs garantiert,
dass der experimentell ermittelte Kanalwiderstand ein Kraftegleichgewicht in der Stro-
mung bei gegebener Kanalneigung hervorruft. Wir werden im Rahmen der folgenden
asymptotischen Theorie prazisieren, wie im Referenzzustand die Abweichung von einem
voll ausgebildet turbulenten Stromungszustand quantifiziert werden kann und wie grof3
diese Abweichung im Rahmen dieser Theorie sein darf.

Ein grundsatzliches Problem bei der Behandlung turbulenter Stromungen stellt das Schlies-
sungsproblem der Grundgleichungen in der nach Reynolds gemittelten Form dar, das ub-
licherweise zum Einsatz von Turbulenzmodellen zwingt. Es wird jedoch eine Starke der
hier entwickelten asymptotischen Theorie sein, dass die Ergebnisse frei von jeder Turbu-
lenzmodellierung sind.

Ein welliger Wassersprung bei nahezu voll ausgebildeten Stromungsverhaltnissen tritt bei
Froude-Zahlen zwischen 1 bis maximal caz Auf. Wir werden daher im Folgenden eine
Theorie prasentieren, die flr asymptotisch nahe bei 1 liegende Froude-Zahlen und Uber-
kritische Zustrombedingungen im Referenzquerschnitt gltig ist.

2.2 Grundgleichungen und Randbedingungen flr grol3e
Reynolds-Zahlen und lange Wellenlangen
Die in diesem Abschnitt vorgenommenen Umformungen und Entwicklungen der Grund-

gleichungen orientieren sich stark an der Vorgédngerarbeit [26] und sind im Wesentlichen
auch in [34] zu finden. Wir formulieren die Grundgleichungen in dimensionsloser Form
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mittels folgender Festlegungen:

Ro=hix=0). 0= 2220 o
r
s= xosX veY @22
I h, h,
A = 1 pixyy = PN o5
h, oghy
U(X,Y) := ”(é’ N YY) = 5-1@, (2.4)
r r
(X Y) = —pUV(XY), Tw(X) = pU(X) := —pUV'(X, Y)|y:0, (2.5)
_ U, (X
Tw.r = pUZ 1= —pUV'(X, y)|x=y=0, U.(X) := u( ), (2.6)
Tr

'RV 72 2
UV/(X.Y) = =Y Vlf,j( N TRk y) = LY 5)2( D Ay =LY g

Tr Tr Tr
Dabei bezeichner undy die kartesischen Koordinaten in Hauptstromungsrichtung und
normal dazu. Querstriche Gber den Symbolen kennzeichnen (tiber einen hinreichend gro-
Ren Zeitraum) gemittelte Grol3en, und Apostrophe kennzeichnen die entsprechenden zeit-
lichen Fluktuationen um den Mittelwert. Der Index r bezeichnet stets Grossen im Refe-
renzquerschnitt bei= X=0, und der Index W bezeichnet Gréssen an der Kanalwand bei
y=Y =0. Weiters bedeuten die Flussigkeitshohe vom Kanalbodga 0 aus gemessen,
V den Volumenstrom pro Kanalbreite (iréys), | eine charakteristische Wellenlange der
welligen Oberflache des Wassersprungeden Druck,p die Dichte, g die Schwerebe-
schleunigungy undv die (mittleren) Geschwindigkeiten in Hauptstromungsrichtung und
normal dazur die (turbulente) kinematische Reynoldssche Scheinschubspannung, sowie

pw? und pv'? die kinematischen Reynoldsschen Scheinnormalspannungen. Alle angege-
benen Materialzustandsgrossen beziehen sich dabei auf die Flisdiglstilt dabei

die volumetrisch Uber den Referenzquerschnitt gemittelte Geschwindigkeit in Hauptstro-
mungsrichtung dan), wird als Schubspannungsgeschwindigkeit bezeichnet. Die dimen-
sionslosen Grossen werden also mit grof3geschriebenen Buchstaben bezeichnet, mit Aus-
nahme vorV fiir den Volumenstrom.

Die Grundgleichungen in dimensionsloser Form lauten nun:

ou oV
a—x + 6_Y = O, (28)
_oU _ou P o F2( 4U2 sUV
_ N oV oP auUN' V72
2 ov 9Vl - 9T 12
S Frf(u o V&Y) oy ~L-Fra ((5 " oy ] (2.10)
mit den Froude-Zahlen
Fr, :=U/~/gh, Fry:=Us/~/gh. (2.11)
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Im asymptotischen Grenzfall sehr grol3er Reynoldszahledigsviskose Unterschicht
sehr dunn. In diesem Fall lautet die Randbedingung flir die Geschwindigkeitskomponente
normal zur Hauptstrémungsrichtung am Boden

V(X,0) =0, (2.12)

und die Geschwindigkeitskomponente in Hauptstromungsrichtung muss eine asymptoti-
sche Anpassungsbedingung an die viskose Unterschicht erfiillen. Demzufolge lautet die
Gleichung flr die dimensionslose Geschwindigkeitskomponend&Richtung an der
Oberflache

_ E 1 _ _
Us(X) = U H) = # U, [;In(Re,r U, H)+C + C(X)], (2.13)
r
_ HOOFr, 0U 1
qm‘ﬁ(mﬂﬁﬁ_ﬁﬁY (2.14)

(siehe [23], Seite 574). Dabei wurde der in [23] fur die Poiseuille-Stromung in der Kanal-
mittelebene abgeleitete Ausdruck fur die Stromungsgeschwindigkeit aufgrund der Spie-
gelungssymmetrie beziglich der Kanalmittelebene hier fir diemen Kanal fur die Ge-
schwindigkeit an der freien Oberflache Gbernommen. Die G@jfist eine Funktion der
Bodenrauhigkeit und nimmt z.B. bei hydraulisch glatten Oberflachen den WerCH3an.

in (2.14) kann mit Hilfe eines Turbulenzmodells oder aus empirischen Daten ermittelt
werden. Wie wir jedoch spater zeigen werden, wird keine der beiden Grol3en explizit in
das Ergebnis der asymptotischen Rechnung eingehen. Die Reynolds-Zahlen sind dabei

definiert Uber _ _
Th i h
Re = & Re, = 2t (2.15)
4 4
Weiters mussen die Reynoldsschen Scheinspannungen die asymptotische Anpassungsbe-

dingung

-U'v=U? fir Y>O0 (2.16)

erfullen.
Auf der Flussigkeitsoberflache sind die kinematische und die dynamische Randbedingung
zu erfullen. Die kinematische Randbedingung lautet in dimensionsloser Form (siehe z.B.
[34]) _

V(X, H) = U(X,H) dH (2.17)
e dX '
Diese Bedingung legt fest, dass die gemittelte freie Oberflache eine Stromlinie des gemit-
telten Geschwindigkeitsfeldes ist uni@gfiniertdie mittlere Flussigkeitsoberflache. Die
dynamische Randbedingung lautet in dimensionsbehafteter Form (siehe z.B. [39], S. 4

und S. 602)
[—ﬁ —p?] |-puv|
|-puV] [—T) -p ﬁ]
und beschreibt das Kraftegleichgewicht an der freien Oberflache bei Vernachlassigung der
Oberflachenspannung und molekular-viskoser Spannungen (siehe [39]it&R) den

A=0 (2.18)
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Normaleneinheitsvektor auf die Oberflache dar, der den Witikait der y-Achse ein-
schlieRt, d.h. tait = dh/dx. (2.18) beschreibt verschwindende turbulente Scheintangen-
tialspannungen und ein Gleichgewicht von Reynoldsschen Normalspannungen mit dem
Umgebungsdruck an der Oberflache, der Null gesetzt wird.

Nach Beobachtungen im Experiment sind die Wellenlangen eines welligen Wassersprun-
ges wesentlich grosser als die Wassertiefe, alsol, daher werden wir im Folgenden
eine Entwicklung nach durchftihren. Unter der Voraussetzung langer Wellenlangen, also

—=0—x1 (2.19)
ergibt sich fur (2.18) in dimensionsloser Formulierung n&ehl entwickelt das Ergebnis
[26, 25]

5 dH
dXx
+(-F% UVI(X H))[1+0(%)] =0, (2.20)

[-ﬁ(x, H) - Fr2, U(X, ﬁ)] l +O()| +

|-POCH) - F2 VEOCH) | [1+ 069)] +
dH

+ (R TV ) [_5 o

+ 0(53)l =0. (2.21)

2.3 Entwicklung flr Froude-Zahlen nahel

Um in weiterer Folge die Notwendigkeit einer Turbulenzmodellierung zu vermeiden, wer-
den die Gleichungen (2.8)-(2.10) sowie (2.12), (2.13), (2.17) und (2.18) einer asympto-
tischen Entwicklung fur kleine Abweichungen vom kritischen Stromungszustand unter-
zogen. Die Froude-Zahl im leicht Giberkritischen Referenzzustand H8iist

Fro:=T/+/gh = 1+ 2e, (2.22)

wobei O< & <« 1. Der Faktor 32 in (2.22) dient der Vereinfachung der weiter unten ab-
geleiteten Gleichungen. Neben dem kleinen Paransegéat es noch zwei weitere kleine
Parametery und Fr,, deren relative Grosse zufestgelegt werden muss. Dies geschieht
mittels folgender Kopplungen

6 =34, (2.23)
A=a/e® =0(1), (2.24)
B = (Fr.;/&)? = O(L), (2.25)

wobei der Faktor 3 in (2.23) wieder der Vereinfachung der in Folge abgeleiteten Gleichun-
gen dient. Die Kopplung gemal Gleichung (2.25) erfolgt wie in [26] und resultiert aus der
Forderung, dass die Gréf3e der Reynoldsschen Scheinspannungen einerseits so bemessen
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ist, dass das Nichtvorhandensein von welligen Loésungenmwdei reibungsfreien Theo-

rie vermieden wird und andererseits keine Turbulenzmodellierung erforderlich ist. Die
Festlegungen (2.24) und (2.25) implizieren, dassd F¢ von gleicher GréRenordnung

sind. Im Falle einer voll ausgebildeten, turbulenten Strémunggit Fr.,, und es wird
angenommen, dass im nicht voll ausgebildeten Referenzzustand nur asymptotisch kleine
Abweichungen von diesem Wert auftreten. Das bedeutet, dass die Stromung nicht belie-
big stark vom voll ausgebildeten Zustand abweichen darf. Dies werden wir weiter unten
in Gleichung (2.53) noch prazisieren.

Der Entwicklungsansatz fur die unbekannten Grof3en lautet:

H(X &, Fry) = Ho(A B)+eHi(X; A B) +£2Hx(X;A B) +0(s%), (2.26)
UX, Y, &, a,Fry) =Uo(Y; A B)+e U (X, Y; A B)+2Uy(X, Y; A B)+O(s%),  (2.27)

und analogen Anséatzen fir die GroReN(X Y., a,Fry), P(X Y, e, a,Fry),
U'V/ (X Y. a,Fry), U2(X Y. e, a Fry), V(X Y, g, a, Fry) undC(X, €, a, Fry).

Entscheidend fir die Gultigkeit der asymptotischen Entwicklung ist unter anderem die
Festlegung eines Grundzustandes, d.h. des Stromungszustandes im Referenzquerschnitt
bei x= X =0. Die Stromung ist dort leicht Gberkritisch, annédhernd parallel zum Boden,
mittlere Geschwindigkeit und Flussigkeitshohe nehmen dort ihre Referenzwerte an, und
das Geschwindigkeitsprofil (die Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung als Funkti-
on vony) weicht um einen kleinen Geschwindigkeitsdefekt von der volumetrisch gemit-
telten Referenzgeschwindigkeit ab. Die Abweichung der Vertikalgeschwindigkeit vom
Wert O und die der Horizontalgeschwindigkeit vom Wertsind von der Gro3e der

als klein angenommenen Schubspannungsgeschwindigkditie dimensionslosen Ge-
schwindigkeiten im Referenzquerschnitt lauten daher gemass (2.4) und (2.11)

U(,Y) = 1+Fr,AU(Y), (2.28)
V(,Y) = O(Fr,/é). (2.29)

Die GrosseAU =0(1) stellt dabei den dimensionslosen Geschwindigkeitsdefekt der Stro-
mung im Referenzquerschnitt dar, fur den gilt

f lAU(Y) dy = 0. (2.30)
0

Dies ist eine Konsequenz der Definition vonin (2.1) als volumetrisch gemittelte Ge-
schwindigkeit. Aus den Gleichungen (2.25), (2.26), (2.27), (2.8) und (2.12) folgt ftr den
Grundzustand der Entwicklung

Ho=1, Up=1, Vo=0. (2.31)

Weiters wird demGrundzustandunterstellt, dass er voll ausgebildet turbulent ist. Das
bedeutet, dass die Stromungsgro3e@(h) der Entwicklung unabhéngig von der Koor-
dinate in Hauptstrémungsrichtung sind. Dies ist durch Gleichung (2.31) fur die Hohen-
auslenkung und Geschwindigkeitskomponenten bereits sichergestellt, und weiters muss
fur die Reynoldsschen Scheinspannungen

(U'V)(Y)=Y-1 (2.32)
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gelten. Das lineare Scheinschubspannungsprofil erfllkicib Randbedingung in Glei-
chung (2.16) ir0(1), d.h. U’V")o(0) = 1, sowie die Randbedingun(V")o(1) = 0, die

aus einer Entwicklung von Gleichung (2.20)Ms?) resultiert.

Die Entwicklung der BewegungsgleichungenXn und Y-Richtung, Gleichungen (2.9)

und (2.10), sowie der dynamischen Randbedingung, Gleichungen (2.20) und (2.21) nach
¢ ergibt mithilfe der Ergebnisse in Gleichung (2.31)a(i)

Po(Y)=1-Y. (2.33)

Diese Voraussetzungen, Gleichungen (2.31) und (2.32) sowie das Ergebnis (2.33) fur die
Grundstromung zeigen, dass in niedrigster Ordnung der asymptotischen Entwicklung die
Stromung einer voll ausgebildet turbulenten Stromung (mit einem Kraftegleichgewicht
zwischen Gewichts- und Reibungskraften) entspricht: Die Druckverteilung ist hydrosta-
tisch, und das Profil der Reynoldsschen Scheinschubspannungeniist linear. Ein leicht Gber-
kritischer Referenzzustand gemalf (2.22) mit kleinen positiven, aber endlichen Werten von
¢ ergibt dann eine Abweichung von diesem voll ausgebildeteten Grundzustand als dessen
Stérung in hoherer Ordnung der Entwicklung nach

Aus der Entwicklung der Gleichungen (2.9), (2.10), (2.20) und (2.21) maetgibt in

O(e) mithilfe der Gleichungen (2.31) bis (2.33)

Uix + Pix =0, (2.34)
PL(X) = Hy(X) (2.35)

Aus (2.28) folgt mit dem Entwicklungsansatz (2.27) und (2.25) fur die Abweichung der
Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung vom Grundzustand (,Geschwindigkeitsde-
fekt")

eU1(0,Y) = Fr,AU(Y) = e VBAU(Y). (2.36)
Die Entwicklung der Bewegungsgleichung XaRichtung, Gleichung (2.9), der Konti-

nuitatsbedingung Gleichung (2.8) sowie der kinematischen Randbedingung (2.17) bis zur
O(e) ergibt zusammen mit den Gleichungen (2.35) und (2.36)

Ui(X,Y) = —Hi(X) + VBAU(Y), Vi(XY)=Hx(X)Y. (2.37)

Entwickelt man die dynamische RandbedingungkiRichtung bis zuO(&%), so erhalt
man
(U'V)1(X 1) = =Hy(X). (2.38)

Weiters miussen noch die Gleichungen (2.13) und (2.14) entwickelt werden. Fur den
Referenzzustand folgt, da gemal3 Gleichungen (2.3) und (2.7) die Flussigkeitshéhe auf
den Wert der Flussigkeitshohe im Referenzpunkt und die Reynoldsschen (turbulenten)
Scheinspannungen auf den Wert der Scheinspannungen am Kanalboden im Referenz-
punkt bezogen werden, dass

H.(0) =0, (2.39)
(U'V")1(0,0)=0, C4(0)=0. (2.40)
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Die Entwicklung von Gleichung (2.13) bis z0Xe) ergibt

Fo
Fr,
Fr
Fr,

1 _
1+eUi(X1) = [—In(Rerr)+C++Co +
K

+

+&

{3070 In(Re) + © 4y

+% (Hl(X) - %(W)l(x, 0)) - El(X)} . (241)

sodass mit den Gleichungen (2.36), (2.39) und (2.40) fur den Referenzzustand folgt

Fr,
1+&VBAU(1) = Frr

1 _
[—In(RQr) +C" +Col .
K

(2.42)
Diese Gleichung liefert einen Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit an der Flus-
sigkeitsoberflache und der Schubspannung am Kanalboden (Wandschubspannung) im Re-
ferenzquerschnitt. Setzt man Gleichung (2.42) in die fur belieKig@ gultige Entwick-

lung, Gleichung (2.41), ein, so ergibt sichd{s) mithilfe von Gleichung (2.37) unter
Beachtung void(Fr./Fr,) = O(¢):

(U'V")1(X, 0) = 2H4(X). (2.43)

In weiterer Folge treten die empirischen Konstarke@* und C, nicht mehr auf. Dies

liegt an der hier vorgenommenen Festlegung des Referenzzustandes der asymptotischen
Entwicklung. Die Bestimmung der absoluten physikalischen Grof3en des Referenzzustan-
des erfordert die Hinzunahme empirischer Konstanten oder alternativ einer Turbulenzmo-
dellierung. Beispielsweise erfordert die Bestimmung der Geschwindigkeit an der Flissig-
keitsoberflache im Referenzquerschiuik = 0,y = h,) gemass Gleichungen (2.4) und
(2.13) die Werte vor, C* undC(X = 0). Die Abweichungeron diesem Grundzustand,

d.h. die gesuchten StérungsgroR3en erster Ordnung im Rahmen der asymptotischen Ent-
wicklung, sind davon allerdingsnabhangigH;(X) selbst bleibt jedoch im Rahmen der
ersten Ordnung der Entwicklung unbekannt.

Die Ergebnisse (2.37) bis (2.43) zeigen, dass auch in erster Ordnung der asymptotischen
Entwicklung nacte der Druck immer noch hydrostatisch verteilt ist: Eine Vergréf3erung

der Flussigkeitshbhe um den Wett; erhoht die Flissigkeitsaule um diesen Betrag und
erhoht infolgedessen den hydrostatischen Druck an einer festen Giallselben Aus-

mal3. In analoger Weise verschiebt eine Vergrosserung der Flissigkeitshdhe die lineare
Verteilung der Reynoldsschen Scheinspannungen so, dass deren Betrag am Boden, d.i.
der Wandschubspannung, entsprechend erhéht wird.

Die Herleitung der Gleichungen fur die Berechnung der Stérungsgrof3en zweiter Ordnung
ist aufwandiger. Die Entwicklung der Bewegungsgleichunj-Richtung (2.9) ergibt in

O(£?) unter Verwendung der Ergebnisse der Entwicklung niedrigerer Ordnung, Gleichun-
gen (2.31) bis (2.43), sowie unter Beachtung, dass der Grundzustand der asymptotischen
Entwicklung nicht vonX abhangt

sz(X, Y) + PZX(X, Y) =
= =3Uix(XY) = U1 (X Y)Uix (X Y) = Va(X, Y)Uy (X Y) —
=3y = BUV )1 (X.Y), (2.44)
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mit den beiden neuen Parametern

,8 = %Bv_ = %Frfrs_e’/z, (245)
B-A i
Y= evE 1(Fr2 - a)e 2 (2.46)

Die Entwicklung der Bewegungsgleichung¥rRichtung (2.10) bis z@(s?) ergibt kom-
biniert mit Gleichung (2.37)

Pav(X, Y) = =9H1xx(X)Y = B(V2)oy(Y). (2.47)

Anschliel3ende Integration nadtwvon 0 bis 1, Kombination mit der dynamischen Rand-
bedingung (2.21) und Verwendung der Resultate der Entwicklung niedrigerer Ordnung
ergibt L

P2(X, Y) = Ha(X) = 3H1xx(X)(L - Y?) = B(V'2)o(Y), (2.48)

womit die Unbekannt®, in Gleichung (2.44) eliminiert werden kann. Unter Verwendung
der Kontinuitatsbedingung (2.8) ergibt sich

—“Vay(X,Y) + Hox(X) = —2Hpox(X)(1 - Y?) -
—Uix(X,Y) B+ U1(X, Y)) = Va(X, Y)Ury (X, Y) -
—3’}/ - ,8 (U’V’Z)ly(x, Y) (249)

Die so erhaltene Gleichung kann na¢lvon 0 bis 1 integriert werden, und mithilfe von
(2.12), (2.30) und (2.43) ergibt sich die Gleichung

Vo(X, 1) = Hox(X) + 3Hixxx(X) —
—Hix(X)[3 - Hy(X) - VBAU(1)| +
+3(y - BH1(X)) . (2.50)

Die kinematische Randbedingung liefertis?)

Vo(X, 1) = Hax(X) — [2H1(X) = VBAU(1)| Hix(X). (2.51)
(2.50) und (2.51) ergeben zusammen die Vertraglichkeitsbedingung

Haixxx(X) + [H1(X) = 1] Hix(X) = BH1(X) + ¥ = 0, (2.52)

die als Bestimmungsgleichung fiir die Stérung der Flissigkeitshéhe dient. Diese Glei-
chung wurde erstmalig in [48] prasentiert.

2.4 Diskussion der Bestimmungsgleichung fur die Sto6-
rung der freien Oberflache
Gleichung (2.52) ist eine gewdhnlicheffarentialgleichung dritter Ordnung K. Vom

mathematischen Standpunkt aus betrachtet handelt es sich um die stationare Form einer
Korteweg-de Vries-Gleichung [47], die um den TeraBH; + y) erweitert ist.
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Diese Gleichung enthalt Terme, die eine halbe GroRenordklenger 3 o« £%?) und
Terme, die eine halbe GroRenordnung groBes (s~Y/?) sind als die restlichen Terme,

die vonO(1) sind, siehe (2.45) und (2.46). Sie ist in diesem Sinne als gleichmaf3ig gultige
Differentialgleichung aufzufassen (vgl. [47, 56]). Die Aquivalenz der Lésungsmannigfal-
tigkeit dieser gleichmassig gultigen fgrentialgleichung mit jener bei einer asymptoti-
schen Entwicklung bei strikter Trennung der Grossenordnungen nach halbzahligen Po-
tenzen des Entwicklungsparametesgurde flry=0 und spezielle Anfangsbedingungen

in [52] gezeigt.

Ein Vergleich mit [26] zeigt, dass Gleichung (2.52) der dortigen Gleichung (27y &t
entspricht. Numerische Lésungen von (2.52) yit 0 in [26] haben gezeigt, dass diese
Gleichung imstande ist, wellige Oberflachen zu beschreiben. Der Pargirschreibt

dabei die Dampfung der Amplitude der welligen Oberflache, eine Dampfung, die gemaf
der Definition vorg in (2.45) durch Reynoldssche Scheinspannungen erzeugt wird. Es gilt
also stetg > 0. Der Einflul3 dieser Viskositat§ekte infolge der turbulenten Scheinspan-
nungen ist zwar gering, wird jedogh= 0 gesetzt, so ergibt sich keine wellige Losung,
sondern eine nichtperiodische Solitonldsung (vgl. [51]).

Bemerkenswert ist, dass Gleichung (2.52) keinerlei Terme mit einer zweiten Ableitung
von H; enthalt, so wie das bei der Burgers-Gleichung der Fall ist. Die Burgers-Gleichung
beschreibt schwach dissipative nichtlineare Wellenvorgange, wahrend hingegen bei der
Korteweg-De Vries-Gleichung dissipativétfékte keine Rolle spielen [47, 58]. Der Ein-

flulR der Dissipation in Gleichung (2.52) erfolgt also ausschliesslich Uber den Stdrterm
(-BH; + ) als Folge der turbulenten Reynoldsschen Scheinspannungen, wahrend hin-
gegen bei laminarer Strémung Stdrterme proportional zur zweiten AbleituHg ader

auch integrale Terme dissipativ@f&kte bertcksichtigen (siehe [33], [37]).

Der Parametey, definiert in Gleichung (2.46), misst die Abweichung des Zustandes der
Stromung im Referenzquerschnitt be:0 von einem voll ausgebildeten turbulenten Zu-
stand. Isty=0, so giltA=B bzw.a = Frfr oder auchry,/p= ufr = gaﬁr (mit 7, als Wand-
schubspannung im Referenzquerschnitt). In diesem Fall herrscht Kraftegleichgewicht in
der Stromung zwischen Gewichtskraft und Bodenreibungskraft im Referenzquerschnitt.
Gilt zusatzlich, dassl;«(0)=0, so folgtV(0, Y) =0 und die Stromung ist dort (lokal) voll
ausgebildet turbulent.

Der Parametey spielt dabei die Rolle eines dynamischen Antriebesylst0, so ist

die Stromung gegentber einem voll ausgebildeten Zustand verzdgert, ist hingefen

so beschleunigt die Stromung. Mittels des Parametdsann daher die Abweichung ei-

nes unter Laborbedingungen hergestellten Zustromzustandes, aus dem ein hydraulischer
Sprung resultiert, von einem voll ausgebildeten Zustand quantifiziert werden. Fir den Fall
eines horizontalen Kanalbodens gilt- 0. Aus den Kopplungen der kleinen Parameter

Fr2. unde liber dieO(1)-GroRenA und B in (2.24) und (2.25) folgt, dass Abweichungen
von einem Zustand, in dem Kréftegleichgewicht im Referenzzustand herrscht, mit Anna-
herung an den kritischen Stromungszustand«{ 0) verschwinden mussen. In diesem
Grenzfall geht die Stromung in den voll-ausgebildeten Grundzustand der asymptotischen
Entwicklung Uber.

Wie aus den folgenden Untersuchungen ersichtlich wird (siehe Kapitel 4 und 6), sind
wellige Losungen von Gleichung (2.52) durch Werte ygrgekennzeichnet, die in der
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GrolRenordnung voa oder darunter liegen. Dies legt die Einfihrung des Parameters

nahe, der dann anstelle vonzur Untersuchung des Grenzfalles— 0 herangezogen
wird, siehe Kapitel 5. Die Bestimmungsgleichung (2.52) schreibt sich damit

Hixxx(X) + [H1(X) — 1] Hix(X) = B[H1(X) =T = 0. (2.54)

Bezuglich der zur L6ésung von Gleichung (2.54) notwendigen Anfangsbedingungen gilt
im ReferenzpunkiX = 0 nach Gleichung (2.39,(0) = 0. Die beiden restlichen An-
fangsbedingungehi;x(0) und Hyxx(0) bleiben jedoch im Rahmen der asymptotischen
Herleitung von (2.54) unbestimmt.

Aus den Gleichungen (2.31), (2.26) und (2.27) folgt fur die Froude-Zahl

U (1+eUim(X))

Fr(X) = , 2.55
r(X) \/ﬁ N ey (2.55)

wobei . HOO
Uim(X) := T fo Ui(X, Y)dY. (2.56)

Daraus folgt mit (2.22), (2.37) und (2.30), dass
Fr(X) = 1+ 2 (1 - Hy(X)) (2.57)

bis auf Terme hoherer OrdnungdanDas bedeutet, dass der WEIg(X) =1 dem kritischen
Stromungszustand mit Erl entspricht.

Fur voll ausgebildete Stromung stromab ist es erforderlich, Dask+ 0. Aufgrund des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist bei einem Wassersprung nur ein Ubergang
von Uber- zu unterkritischer Stromung mdoglich, da nur in diesem Fall die Energiedissi-
pation positiv ist [54, 55]. Das bedeutet fur den Wertebereichigndass der Wert im
Uberkritischen Referenzzustand mif(0) =0< 1 (und Ff=1+ g’s) in einen Wert im
unterkritischen abstromseitigen Zustand Hit> 1 Ubergeflhrt werden muss. Wie wir
spater in Abschnitt 3.3 zeigen werden, ist asymptotisch abstromseitgjmaisympto-

te mit konstanterFlussigkeitshohél; =T" moglich. Fur voll ausgebildete, unterkritische
Strdomung weit stromab muss daher geltenixEr, = 1 — gs(l“ — 1) <1undl’ > 1 mit
r=0().

FUr den Fall des horizontalen Kanalbodens hingegen muss nach (2.46), (2.53) und (2.45)
geltenI'=1/3e.
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Kapitel 3

Allgemeine Eigenschaften und Analyse
der Bestimmungsgleichung (2.52) bzw.
(2.54) fur die Storung der freien
Oberflache

3.1 Einfache analytische Losungen

Der spezielle Faly =8I"'=0 zusammen mit der speziellen Anfangsbedingdng- O fir

X — —oco wurde in [51] analytisch und in [26] numerisch untersucht. Dieser Fall entspricht
einem voll-ausgebildeten turbulenten Referenzzustand asymptotisch weit stromauf.

In unserer Arbeit sind die Anfangsbedingungen fir Gleichung (2.54) an einem beliebig
wahlbaren, aber fixierten Referenzpuixi O vorzugeben, wobei nach (2.39)(0)=0

sein muss.

Gleichung (2.54) besitzt stets die Partikularlésung

Hi=T (3.1)
fur beliebiged’, sowie fur den Spezialfall = 1 die L6sung
Hy=BX+c (3.2)

mit einer beliebigen Konstante Die Anfangsbedingung (2.39) wird allerdings nur fur

die spezielle Wahl voir =0 im ersten Fall und@d=0 im zweiten Fall erfillt, die weiteren
Anfangsbedingungen sind dadurch bereits festgelegt. In beiden Féllen beschreiben die
Ldsungen keine wellige Oberflache. Die Losug= 0 fur I'=0 beschreibt den trivialen

Fall, wonach die Stromung in ihrem leicht Uberkritischen, voll-ausgebildeten turbulenten
Zustand verbleibt. Die Lésunig, =X fur I'=1 beschreibt eine horizontale Flissigkeit-
soberflache, also eine Oberflache, die im gewahlten Koordinatensystem der dimensions-
behafteten Variablen den Anstiedesitzt: Nach (2.2), (2.3), (2.23), (2.26) und (2.45) gilt
namlich in erster Naherung

d_ﬁ = 383/2%

™ v Fr2 = a. (3.3)
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Gleichung (2.54) lasst sich fiir < 1 fur die folgenden zwei Falle udl; =T linearisie-
ren. Ein AnsatZC exp(tX) fur die Lé6sung der homogenen fBdrentialgleichung und die
Partikularlosundd, ,=I" ergeben bei

(1) Linearisierung uniH; =I"#1 und Entwicklung nacp:

H1:F+Clexp{[\/—+2(1 r)+0(32) X}+
+C~22exp{[ Vi-T+ 2(1 5 +0(B%) X}+
+Csexp{[-B/(1-1) +0()] X}, (3.4)

(2) LinearisierungunH,;=T"'=1:
Hy=1+C exp{,fg’l/3x} +
+GoX exp{,@l/3x} +
+ CoXPexp{B X}, (3.5)

wobei dieC, undCz:i (i = 1, 2, 3) jeweils unbestimmte Konstanten bezeichnen. Die Linea-
risierung umH; =I"'#1 zeigt, dass in der Nahe vaéh =T fur I'> 1 periodische Losungen
maoglich sind. Dies ist nicht der Fall fir< 1.

3.2 Verhalten in der Nahe des Referenzpunktes{ — 0)

Im speziellen Fall vor = 0 (voll-ausgebildete Zustrémung) kann zur Charakterisierung
der Lésung furX — O in der Nahe des Referenzpunktes, in dert0) = 0 gilt, die

um H; = 0 linearisierte Losung (3.4) mlt = 0 herangezogen werden. Die Bedingung,
dass in Gleichung (3.4) (mlt = 0) Hy(X) — 0 fur X — 0 erfordert eine Kombination
der Konstanter€;, €, und C3, die in Summe O ergibt. Sollen weltelrﬁx(X) — 0 und
Hixx(X) — 0O fur X — 0, so bleibt nur die triviale Losun@l_Cz C3 0.

Da jedoch Gleichung (2.54) eine autonom@&®@rentialgleichung darstellt, sind ihre allge-
meinen Losungen nur bis auf eine beliebige, additive Konstante bestimmt; das bedeutet,
dass sich die Anfangsbedinguiy = O in einem asymptotischen Sinne erfullen Iasst,
wenn man den Referenzpunk§ von seinem urspringlichen Wert 0 naetv verschiebt.
Die Lésung nach Gleichung (3.4) verlangt dann, d&ss0, und es gilt weiters

X ——0o:  Hy(X) ~ Coexp{[-1+p/2+0()| X} -0
Hix(X) ~ [1+8/2+ O()] Hy(X) — O,
Hixx(X) ~ |1+ 8+ O(8%) | Hi(X) — O. (3.6)

Diese asymptotische Erflllung der Anfangsbedingtiig= O ist jener schon oben er-
wéhnte, in [26, 51] untersuchte Fall.
Im Fall vonT"#0 zeigt ein einfacher Potenzreihenansatz

Hi(X) = CiX + CoX2 + CaXP + . .. (3.7)
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flr X — Ound Einsetzen inin Gleichung (2. 54) dass wieder (vgl. Diskussion in Abschnitt
2.4) die Nelgung'_tl = Hyx(0) und KriimmungZ, = —Hlxx(O) im Referenzpunkt unbe-
stimmt bleiben. Damit erhebt sich die Frage, bei welchen Werten der beiden verbleiben-
den Anfangsbedingungen durch Gleichung (2.54) ein welliger Wassersprung beschrieben
wird und bei welchen nicht. Die Antwort werden wir erst nach einer asymptotischen Ent-
wicklung der Gleichung nach der Methode der mehrfachen Variablen in Abschnitt 5.7
geben kdnnen.

3.3 Verhalten weit stromab (X — o)

Fir X — oo kann man durch Einsetzen in (2.54) erkennen, dass zwei Stromungszustande
asymptotisch abstromseitig moglich sind. Erstens stellt

H, = BX + o(X) (3.8)

eine asymptotische Losung dar, wenngleich sie nicht gleichmassig gultig ist, da sie flr
X — oo unbeschréankt ist. Eine solche Losung wurde bereits in [51] und [26] gefunden.
Wie in (3.3) gezeigt stellt sie eine Oberflache mit horizontalem Flissigkeitsspiegel dar.
Ein mdglicher asymptotisch abstromseitiger Stromungszustand ist also der ,,Ubergang
ins tiefe Wasser*, also z.B. das Miinden des Kanals in einen See.
Der durch (3.8) beschriebene Stromungszustand ist (in niedrigster Ordnung) won
abhéangig. Jedoch ist nicht klar, welche Anfangsbedigungen flir diesen abstromseitigen
Zustand notwendig sind und ob auch diese unabhangidwind. Eine endgtltige Ant-
wort auf beide Fragen werden wir erst in Abschnitt 5.7 geben kdnnen.
Zweitens erflllt auch

H; =T + o(1) (3.9

asymptotisch die Gleichung (2.54). Diese L6sung beschreibt eine konstante Flissigkeits-
hohe parallel zum Boden, und nach (2.37)-(2.43) einen voll ausgebildetet Stromungszu-
stand asymptotisch weit stromab. Aus den am Ende von Abschnitt 2.4 genannten Griinden
kann ein solcher Zustand allerdings nur fir 1 auftreten.

In beiden Fallen lasst sich Gleichung (2.54) fur kleine Abweichungen vom asymptotisch
abstromseitigen Zustand entwickeln. Im Fall der Asymptote Gleichung (3.8) fuhrt der
Ansatz

Hl :ﬁx + |:|(l) + |:|(2) (310)
mit H® = o(8X) undH® = o(H®) auf
Higx+ (BX = DHY ~ p(1-T) = 0. (3.11)

Nimmt man nun an, dass der Te#{}, fiir X — c gegen die anderen vernachlassigbar
ist, so folgt N N
HO =(@1-D)In(BX-1)+C (3.12)

als asymptotische Korrektur zur horizontalen Oberflache in erster Ordnung, die eine unbe-
stimmte Konstant€ enthalt. Die angenommene Vernachlassigung des Tbltﬁff&wird
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durch die erhaltene Losung gerechtfertigt.
Fur die Korrektur vorH; in zweiter Ordnung folgt die Gleichung

H®., + (,BX +H® - JHP + HPH® = 0, (3.13)

Vernachlassigt man in dieser Gleichung den TéHHH®, was durch die weiter unten
erhaltene Lésung fiilH® gerechtfertigt wird, so stellt (3.13) eine flérentialgleichung
zweiter Ordnung in der Funktioh:= H?) dar. Ersetzt man auch noch die Variablén
Gleichung (3.13) durch die Variabinach der Vorschrift

—BR7:=pX+(1-DInBX-1)+C -1, (3.14)
so ergibt sich mit (3.12) bis auf Tern@((5%°2)?)

21-T
(1 - %) fry — 2f = 0. (3.15)
Bis auf Terme der Ordnun@((ﬁz/32)‘2) ergibt sich mit der neuerlichen Variablenerset-

zung
z:=7+2(1-1)/p*?3 (3.16)

die Airysche Diferentialgleichung
f,,—zf=0, (3.17)

deren Losung die Airy-Funktion Adf ist, siehe [3], S.446. Durch Integration und unter
Verwendung der flr asymptotisch groRe Argumente gultigen Beziehung fur die Airy-
Funktion (siehe [3], S.448) erhalt man

H@ = Y2 [BX — (1 - I) In(BX)]">/* cos|387H (BX - (1-T)In(BX))*?|.  (3.18)

wobei C eine unbestimmte Konstante darstellt. Mit den beiden Teillésungen (3.12) und
(3.18) ergibt sictiPH@/HOHA® ~ g(BX)~32In"}(8X — 1) — 0, sodass die weiter oben
vorgenommene Vernachlassigung des TelFfﬁ%H(Z) a posteriori gerechtfertigt wird.

Die asymptotische Korrektur in zweiter Ordnung liefert also infolge der Berlcksichtigung
der dritten Ableitung der Hohenstorung in (3.13) das asymptotische Frequenzverhalten
der welligen Oberfache.

SowohIC in (3.18) als aucl€ in (3.12) stellen willkiirliche Konstanten dar, bis auf die

die L6sungen unbestimmt bleiben. Diese Konstanten mussten durch die Vorgabe von An-
fangsbedingungen an einer bestimmten Position festgelegt werden, was jedoch bei asym-
ptotischen Losungen nicht maglich ist.

FUr den Fall der Asymptote der voll-ausgebildeten Stromungfés o ist das Ergebnis

der Linearisierung in (3.4) heranzuziehen. Ist dBmi (wie fiir einen Strémungszustand
weit stromab notwendig ist), so lautet die Losung

Hy=T+C exp[-BX/2(T - 1)] cos| VI = 1(X - Xo)|. (3.19)

Auch diese Losung enthalt zwei nicht naher bestimmbare Konstézmedxo. Die Null-
stellen der Cosinusfunktion in (3.19) sind jedoch ¥minabhéngig und allein duch die
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Wahl von X, bestimmt. Das asymptotische Frequenzverhalten der welligen Oberflache
tritt in (3.19) bereits in der Korrektur erster Ordnung auf, da die dritte Ableitung der
Hohenstorung bereits in dieser Ordnung in (3.4) bericksichtigt ist. In (3.12) und (3.18)
hingegen tritt das asymptotische Frequenzverhalten erst in zweiter Ordnung der asympto-
tischen Korrektur auf.

Analoges gilt fir den Einfluss des Parameieaaf das asymptotische Frequenzverhalten:

In (3.19) geht dieser in erster Ordnung in den Ausdruck fur die Frequenz ein, wohingegen
erin (3.18) erst in zweiter Ordnung im Ausdruck fur die Frequenz in Erscheinung tritt.
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3.4 Aguivalenz mit System von 3 Dfferentialgleichungen
erster Ordnung

Durch zweimalige formale Integration naghkann Gleichung (2.54) in ein aquivalen-
tes System von drei Berentialgleichungen erster Ordnung umgewandelt werden (siehe
[51]). Einmalige Integration von (2.54) ergibt

Hixx + %H% -Hi =R (3.20)

mit der unbekannten FunktioR(X), welche die DfferentialgleichundRx = B(Hy — I')
erfillen muss. Multiplikation von Gleichung (3.20) nkit;x und nochmalige Integration
ergibt

T(Hix)*+ iH; - iHZ -RH; = S (3.21)

mit einer weiteren unbekannten Funkti6(X), welche die Diferentialgleichungy =
—BH1(H; — T) zu erfullen hat. Das Gleichungssystem lautet also

HZ, = -iH}+HI+2(RH,+S)>0, (3.22)
R« = B(H.-T), (3.23)
Sx = —IBHl(Hl—F). (324)

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.22) auftretende Polynéth liezeichnen

wir mit gq(H; R S) = —H3® + 3H? + 6RH + 6S, in demR und S als Parameter auftreten.
ObwohlIR undS selbst Funktionen voK sind, die aus dem gekoppelten Gleichungssys-
tem (3.22)-(3.24) zu bestimmen sind, ist ihre Betrachtung als Parameagangoferne
gerechtfertigt, als sie alshabhéngigd-unktionen in Gleichung (3.22) eingehen. Die al-
gebraischen Eigenschaften dieses Polynoms sind im nachsten Abschnitt 3.5 angegeben.
Wie wir in Abschnitt 3.7 zeigen werden, lassen sich die Losungen von (3.22)-(3.24) fur
den Fallg=0 anhand der von den Nullstellé&n, h, undhz des Polynomsg angenomme-

nen Werte klassifizieren. Obwohl die Betrachtung des reibungsfreien FaH€ {ur die
Beschreibung des welligen Wassersprunges unzureichend ist, treten einige der Lésungen
von Gleichung (2.54) im Faj =0 auch im Falj3 # 0 bei der L6sung nach der Methode

der mehrfachen Variablen in Kapitel 5 wieder auf.

Die rechnerische Behandlung des Gleichungssystems (3.22)-(3.24) anstelle von Glei-
chung (2.54) hat einige Vorteile: Erstens sind numerische Lésungsverfahren fur das Dif-
ferentialgleichungssystem erster Ordnung einfacher als jene fur flex@itialgleichung

dritter Ordnung. Zweitens bildet (3.22)-(3.24) die Basis fur eine asymptotische Behand-
lung nach der Methode der mehrfachen Variablen; dies wird in Abschnitt 5.2 durchge-
fahrt. Drittens lassen sich aus den analytischen Eigenschaften des in Gleichung (3.22)
auftretenden Polynoms bereits Aussagen uber die fur eine wellige L6sung notwendigen
Anfangsbedingungehlx(0) undHyxx(0) treffen (siehe Abschnitt 3.6) sowie ein notwen-
diges Kriterium fur die Welligkeit einer vorhandenen L6sung ableiten (siehe Abschnitt
3.8).
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3.5 Algebraische Eigenschaften des PolynonggH; R, S)

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.22) auftretende Polynbimnmit den Para-
meternR undS ist definiert als

q(H;R S) := —H® + 3H? + 6RH + 6S, (3.25)
fur dessen Nullstellehy, h, undh; gilt
q(H; R, S) = (H = hy)(H — hy)(hs — H). (3.26)

h;, h, und h; hdngen vorR und S ab. Ob diese Nullstellen reell und voneinander ver-
schieden sind, lasst sich nach elementaren Formeln [9] anhand der Diskrini{BnE)
entscheiden, die sich fur obiges Polynom ergibt zu:

D(R S) = (1+3R+3S)?> - (1+2R)3, (3.27)
oder auch
D(hy, hp, hg) = =155 [(hy — hp)(hy — hg)(hy — hg)]® . (3.28)

Das Kriterium fiir das Vorhandensein von mindestens zwei reellen, voneinander verschie-
denen Nullstellen lautet
D<O, (3.29)

wobeiim Fall dreier voneinander verschiedener Nullstellen das Ungleichheitszeichen gilt.
Im Fall, dasdh,, h, undhs reell sind, geniigen sie den folgenden Relationen

h; <h, <hs (geordnet) (3.30)
hi +hy+hs3 =3, (3.31)
hit+ht+hit = -R/S, (3.32)
hihohs = 6S, (3.33)

oder alternativ zu (3.32) und (3.33) unter Verwendung von (3.30) und (3.31):

R = §(h5+hahg +h5 - 3(h; + hy)), (3.34)
S = §B-hy—hghphs. (3.35)

Die Umkehrung zu (3.34) und (3.35) fur die Darstellung VR, S), ho(R,S) und
hs(R, S) lautet mit sgn=sign(1+ 3R + 3S) und cosp:=|1 + 3R + 3S|/|1 + 2R*? > 0:

hy = 1-2+|1+2R cos[% —2(sgn+ L)r + 90)] , (3.36)
h, = 1-2sgn/|1+ 2R cos[%(n + 90)] , (3.37)
hs = 1+2+i1+2Ricos|3(3(sgn- )r +¢)| . (3.38)

Der GrenzfallD =0, der den Bereich reeller von dem komplexwertiger Nullstellen trennt,
entsteht nach (3.28) beim Zusammenfallen kipah, oderh, =h; (oder dem Zusammen-
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fallen aller drei Nullstellen). Diese Félle lassen sich diuiadgende Parameterdarstellun-
gen furRundS beschreiben (X t < o):

hy=hs: R=1(t-3)(t+1), (3.39)
S = Lt(t-3), (3.40)
h, =hg: R=1t(t-2), (3.41)
S =-1t%(2t-3). (3.42)

Im Fall dreier identischer Nullstelledm =h,=hs;=1 gilt (R, S)=(-1/2, 1/6).

3.6 Einfluss der Anfangsbedingungen auf wellige Losun-
gen

Unser Interesse gilt dem Alinden von welligen Lésungen von (3.22)-(3.24), also von
Lésungen, die quasiperiodische Eigenschaften mit veranderlicher Amplitude und veran-
derlicher ,Frequenz* inX-Richtung aufweisen. So wiR(X) und S(X) Funktionen der
KoordinateX sind, ist dies gemass Gleichungen (3.36)-(3.36) auch fur die Nullstellen
h;(X), hy(X) und h3(X) des Polynomg) der Fall. Aus Gleichung (3.22) folgt, dass flr
jene Werte vorH,, an dem das Polynom auf der rechten Gleichungsseite den Wert O
annimmt (also an den Nullstellen), Extremwerte nvorliegen. Ein notwendiges Kri-
terium fir eine wellige Losung ist das Vorhandensein von zumindest zwei voneinander
verschiedenen, reellen Nullstellen des Polynapsowie ein Anfangswelitl;(0)=0, der
zwischen diesen beiden Nullstellen liegt, also Nullstellen unterschiedlichen Vorzeichens.
Nur dann namlich verlauft die Losuridy von (3.22)-(3.24) zwischen diesen Extremwer-
ten und weist eine (quasi)periodische (wellige) Gestalt auf. Nach Abschnitt 3.5 muss fir
das Vorhandensein von mindestens zwei verschiedenen, reellen Nullstellen die Diskrimi-
nanteD <0 sein.

Die Anfangsbedingungen am ReferenzpuXki 0 sind gegeben durdd;(0)=0, Hyx(0)
undHixx(0). Es folgt aus Gleichungen (3.20) und (3.21) fiir die Anfangsbedingungen von
RundS

R(0)
S(0)

Hixx(0), (3.43)
I[Hx(0)* > 0. (3.44)

FUr den Fall mindestens zweier voneinander verschiedener, reeller Nullstellen folgt aus
der Anfangsbedingung (2.39), den Gleichungen (3.44) und (3.30) sowie der flr Quasipe-
riodizitat notwendigen Forderung, dadg(0) = 0 zwischen diesen beiden verschiedenen
Nullstellen liegt, dass beX =0 gilt hy(0) < 0. Daraus folgt weiters mit (3.44) und (3.33),
dass

h;(0) < hy(0) < 0 < h3(0) (3.45)

und mit (3.32) und (3.33) folgt
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Diese Bedingungen fur die fir eine wellige Losung notwendigafangsbedingungen
lassen sich in einem Diagrammi{xx(0), Hix(0)] darstellen, siehe Abbildung 3.2 auf
Seite 29. Unter den Vorraussetzungen (3.44) und (3.46) sind also nur Werte im roten
Bereich in der oberen Halbebene als giltige Anfangsbedingungen zulassig, sodass Glei-
chung (2.54) wellige L6ésungen aufweist. Der Parametest dabei definiert als

. hs—h
m:= o h.

Isolinien vonm sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Fir zusammenfallende Nullstellen
h;=h, istm=1, dieser Grenzfall ist als seitliche Begrenzungslinien des roten und blauen
Bereiches ersichtlich. Fim =h; istm=0, jener Grenzfall ist als untere Begrenzungslinie
des blauen Bereiches ersichtlich. Alle drei Nullstellen fallen im Ursprung zusammen.

In dem in Abbildung 3.2 blau dargestellten Bereich sind jene Anfangsbedingungen zu
finden, die ebenfalls zu welligen Lésungen von (2.54) fihren, jedoch nicht die Anfangs-
bedingung (2.39) erflullen. Diese Losungen sind aufgrund dessen unbrauchbar. Auf denin
Abbildung 3.2 dargestellten Grenzkurven fallen zwei oder alle drei Nullstellen des Poly-
nomsq zusammen. Durch die analytische Bedingung des Zusammenfallens der Nullstel-
len lasst sich mit (3.43) und (3.44) eine Parameterdarstellung fur diese Kurven finden, die
in den Gleichungen (3.39)-(3.42) angegeben ist.

(3.47)

3.7 Analytische Losungen flurB=0

Obwohl der Sonderfajp = 0 (keine Dissipation) in Gleichung (2.54) keine welligen L6-
sungen zulasst, sind die analytischen Losungen, die dieser Fall erméglicht, von Nutzen
bei der asymptotischen Entwicklung der Gleichunggi 0, die in Kapitel 5 durchge-

fuhrt wird. Im Fall 3 = 0 und endlichen Werten von folgt aus (3.23) und (3.24), dass
R=const. undS = const., das heisst, dass die unbekannten FunktiBnam S konstante
Werte annehmen, die durch die Anfangsbedingungen (3.43) und (3.44) festgelegt sind.
Der Parameter tritt in diesen konstanten Werten fRrund S nicht auf.

In Abhangigkeit von den in Abschnitt 3.5 eingefuhrten Nullsteligrh, undhs, die dann
allesamt ebenfalls konstant sind, lassen sich exakte Losungen von (3.22)-(3.24) angeben
(siehe [3], S. 597): Das Kriterium fur die Klassifikation der unterschiedlichen Lésungs-
typen ist durch die DiskriminantB(R, S), definiert in Gleichung (3.27), gegeben. Wir
listen die unterschiedlichen Losungstypen im folgenden auf.

() D<O, alle drei Nullstellen sind reell.
Es folgt aus Glgn. (3.22) und (3.26), dass entwedgiX) < h; < h, < hs oder
h; <h, <H;(X) <h; gilt.

(1) Hi<h

(@) gq(H,R S) hat drei verschiedene reelle Nullstelleps h, # hs. Es gilt
D(R, S)<0, 0<m <1 mitdem in (3.47) definierten Parameter

Vv3-2h; —h

Hy = hy + (hp — hy) cn 2 o 2(X = Xo)m|, (3.48)
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wobei cn(im) der Cosinus amplitudinis (eine der zwdlf Jacobischen el-
liptischen Funktionen) ist. Die cn-Funktion ist periodisch mit Periode
4K(m), wobei K(m) das vollstandige elliptische Integral 1.Art mit dem
Parametem ist (siehe [3], S. 590)X, wird durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt. Die Losung (3.48) ist nicht periodisch, da sie an pe-
riodisch wiederkehrenden Stellen singular ist.

(b) q(H, R, S) besitzt zwei reelle doppelté(=h,) und eine reelle einfache
(h3) Nullstelle. Es giltD(R, S)=0, m=1:
H; = const= h; = h,. (3.49)

(¢) q(H, R, S) besitzt eine reelle einfachb,] und zwei reelle doppeltdf =
h3) Nullstellen. Es giltD(R, S)=0, m=0:

H; = hy — 3(h, — 1) cos? [T(X - Xo) (3.50)

(3.50) ist nicht periodisch.
(2) h<H;< hg

(@) gq(H, R S) hat drei verschiedene reelle Nullstellen= h, # hs. Es gilt
D(R, S)<0, O<m< 1:

Vi — m] . (3.51)

Hi=hy+(hs—h cnz[—X—Xol

1 2 ( 3 2) 2\/:—)’ ( )

(3.51) ist eine periodische Losung mit Periode 2K (

(b) q(H, R, S) besitzt zwei reelle doppeltéd{=h,) und eine reelle einfache
(hz) Nullstelle. Es giltD(R, S)=0, m=1:

Vlz_ hz(x - xo)] . (3.52)

Hy=h, +3(1-hy) secﬁ[

(3.52) ist eine aperiodische Ldsung, die sogenannte Solitonenldsung
(Einzelwelle). (3.52) enthalt den Spezialfajl=h, =0, h;=3,R=S=0,

H, = 3sech [%(X - Xo)]. Diese Losung ist nur mit asymptotischen An-
fangsbedingungenH;, Hix, Hixx] — (0,0,0) bei X, —» —oo erflll-

bar, was einer voll ausgebildeten turbulenten, reibungsfreien Stromung
asymptotisch weit stromauf aus Sicht des ersten Wellenmaximums ent-
spricht.

(¢) q(H, R, S) besitzt eine reelle einfachb,{ und zwei reelle doppeltdf =
h3) Nullstellen. Es giltD(R, S)=0, m=0:
H; = const.= h, = hs. (3.53)

Im Grenzibergang; — h,, m— 1 gilt cn(jm) — sech() (siehe [3], S. 571), und die
Lésung (3.51) geht in (3.52), die Lésung (3.48) in die triviale Losung (3.49) Uber.
Im Grenziibergany, — hz, m— 0 gilt cn(|m) — cos(), und die Losung (3.51) geht
in die triviale Losung (3.53), die Losung (3.48) in (3.50) uber.
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(1) D>0, g(H, R S) hat zwei komplexef{, undh,) und eine reellefz) Nullstelle.

(3.54)

mit dem Parameten= 1 {1 + [1 + (2im(hy)/(hs - 1))2]_1/2}. Fir Imy) =-Im(hy) -

0 gehtmi— 1 oder 0 mit den entsprechenden Grenzfallen der cn-Funktion. Alle die-
se Losungen sind aperiodisch.

(@) Aperiodische Solitonenlo- (b) Periodische Lésung (3.51)(c) Aperiodische Lésung (3.54)
sung (3.52) miXp=0 mit Xo=0 undm=0,7 mit Xg=0 undri=0, 999

Abbildung 3.1: Skizzen ausgewahlter Ldsungen von (2.54Bb8i

In Bild 3.1(a) ist die aperiodische Solitonenlésung (3.52) dargestellt. Die Amplitude der
Einzelwelle betraghs — h,, und die Losung néhert sich fr— +oco dem Werth, an.

Bild 3.1(b) zeigt die periodische Losung (3.51). Die Amplitude der Welle betrgths,,

und die Periodenldnge betragt 2B)( Diese Losung besitzt keine Asymptote, bertihrt aber

in periodischem Abstand die waagerechten Einhullefddanten) undhs (oben).

In Bild 3.1(c) ist die aperiodische Lésung (3.54) dargestellt. Diese Losung besitzt peri-
odisch auftretende Singularitaten und Maxima der HaH(enit der Periodenlange 4K))

und hat keine Asymptote.

Alle Falle ausser (3.51) stellen aperiodische Loésungen dar und sind daher zur Beschrei-
bung des welligen Wassersprunges nicht geeignet. Der Grehzfallh, in (3.51) stellt

den Ubergang zu einer Einzelwelle (Solitarwelle) mit ,unendlich langer“ Periode dar. Der
Grenzfallh, — hs in (3.51) stellt den Ubergang zu welligen Losungen mit verschwinden-
der Amplitude dar.

(3.51) ist also die einzige periodische Losung, die bei der asymptotischen Losung von
Gleichung (2.54) im Fall eines kleinen, aber endliclgfem Abschnitt 5.2 wieder auf-
treten wird. Die notwendige Bedingung fir ihre Existenz sind drei reelle, voneinander
verschiedene Nullstellem, h, undhz. Ein endlicher Wert vog flhrt dabei zu einer Mo-
dulation der Lésung (3.51), bei der sich die Werte ¥prh, undhz sowie Frequenz und
Amplitude langsam verédndern, wie in Abschnitt 5.2 gezeigt werden wird.

3.8 Kiriterium fur wellige Losungen

Das notwendige Kriterium fir die Existenz einer welligen Struktur der LogdneX)
in (2.54) fur den gesamten Losungsverlauf lautet also: Es mussen 3 reelle, voneinander
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verschiedene Nullstelleh,(X), hy(X) und h3(X) des Polynomg vorhanden sein oder
aquivalent: es mudd (R(X), S(X)) <0 mit D aus (3.27) gelten. Dabei muBsecht klei-

ner als Null sein, da nach Abschnitt 3.7 der Grenztak- 0 (mit 8 = 0 und Nullstellen

h; = h, = 0 oderh, = h; = 0) keine quasiperiodischen (welligen) Lésungen zulasst. Die
Werte flrhy, h, undhz sowie firR undS sind dabei durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt.

Die BedingundD <0 lasst sich fur die Anfangsbedingungen unter Verwendung von (3.44)
und (3.46) auf Bedingungen fitt1xx(0) undH1x(0) umformulieren, die in Abbildung 3.2
graphisch dargestellt sind. Hierbei fuhren Werte der Anfangsbedingungen im roten Be-
reich zu welligen Losungen, Werte auf den Grenzkumren (0, 1) stellen die aperiodi-
schen Grenzfalle dar, und Anfangswerte ausserhalb erlauben keine welligen Losungen.

Hixx(0) -
bzw.R(X) 0,7 0,8 0,9

1,0

Wellige Losungen

H;(0)=0

Andere wellige

Losungen._
-2 -1

1 2

m=0 0,6 0,8 1,0

Abbildung 3.2: Bereiche giiltiger Anfangsbedingunghr(0) undH1xx(0) bzw. gultiger WertdR(X), S(X)
fur wellige Lésungen von (2.54). Der Paramateist definiert in Gleichung (3.47)

Nach (3.43), (3.44) und (3.46) ist die Bedingubg< 0 fur die Anfangsbedingungen
R(0)=0 und beliebige$(0) > 0 (dies entspricht der Abszisse in Abbildung 3.2) niemals
erfillt, das bedeutet, dass ein welliger Wassersprung nur aus einer im Referenzpunkt po-
sitiv gekrimmten Oberflache entstehen kann.

IstB#0in (3.23) und (3.24), so bleib&(X) undS(X) im Verlauf der Lésundd;(X) nicht

mehr konstant. Gleichung (3.22) sowie die algebraischen Eigenschaften des Polynoms
bleiben davon jedoch unbeeinflusst. Das Kriterium fur wellige Losuimye0 bleibt da-

her fir den gesamten Lésungsverlauf y(X) giltig. Das heisst, dass eine graphische
Darstellung vorD(R, S) < 0 mit D gemaf3 Gleichung 3.27 als Kriterium fur die Existenz
einer welligen Losung auch fir Wer¥e> 0 gliltig ist. Ersetzt man die in Abbildung 3.2
aufgetragenen GrosseH [x(0), Hixx(0)] durch[\/ZS(X), R(X)] far beliebigeX > 0, so
bleibt die Darstellung des Bereiches jener Werte ROK) und v2S(X), die zu welligen
LésungenH;(X) gehdren, unverédndert (der rote Bereich), und der blaue Bereich kommt
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als Wertebereich fur wellige Lésungen hinzu, da im Allgereeikl,(X) # 0 fur X > 0,
wodurch die Bedingung (3.46) entfallt und auch Werte in der unteren Halbebene zulassig
sind. In diesem Fall ist die Darstellung wie in Abbildung 3.2 allerdings ungeeignet, da
negative Werte vos(X) nicht eingezeichnet werden kdnnen.

Diese Schwierigkeit lasst sich mit einem Ubergang zur direkten DarstelR(>Q),[S(X)]

jener Werte, die zu welligen Lésungen fuhren, beheben. Jedoch sind $t, (¥gauch

R(X) und S(X) sowie die Nullstellerh,(X), ho(X) und hs(X) selbst Teil der Lésung des
Problems. Eine direkte Berechnung der L6sung und die Darstellung des Verlaufes der L6-
sungskurve in einem DiagramrR(X), S(X)] ist jedoch noch ausstandig. Wir verzichten
daher auf eine Darstellung der Wer(X), S(X)], die fur wellige Losungen notwendig
sind. Infolgedessen bleibt noch unklar, ob eine Losung, deren Anfangsisu(@) und
Hixx(0) im Bereich fur wellige Lésungen liegt, auch fur alle weiteren Werte Xarn 0

im Bereich fur wellige Losungen bleibt. Wir werden spéter in Kapitel 5 mit Abbildung
5.6 eine entsprechend verallgemeinerte Darstellung angeben, die bei gegebenen Anfangs-
bedingungen eine Vorhersage Uber den gesamten Losungsverlauf zulasst.

Weiters ist nicht auszuschliessen, dass im Verlauf der Lésungsfurtkief) bei Losung

des Gleichungssystems (3.22)-(3.24) Werte Ramd S auftreten, bei denen die Nullstel-

len vonq und H; selbst komplex werden (siehe (3.20) und (3.21)). Anders ausgedrickt
bedeutet das, dass die WerR(X), S(X)] den Bereich fur wellige Losungen (mit reel-

len Nullstellenhy(X), hy(X) undhg(X)) verlassen. Komplexe Werte vaiy sind natirlich
physikalisch bedeutungslos, und der WertebereicfR{) und S(X) ist entsprechend zu
beschranken.

Eine Darstellung der Diskriminante als Funktion vonH,, Hix und Hyxx ergibt sich,
indem man in (3.27) die UnbekanntBundS gemalf (3.20) und (3.21) ersetzt

D(Hl, Hax, HlXX) = %fo - 8fox -
~3(Hy — 1F°[(H1 — DHE + Hio -
—~9(H; — 1)HZ Hixx. (3.55)

Das notwendige Kriterium fir wellige Losungéh< 0 lasst sich damit ausschliesslich
durchH(X) und dessen Ableitungen darstellen. Daraus ist zu erkennen, dass zum Bei-
spiel der FalH, =H;x =Hixx=0 einen jener Grenzfalle darstellt, bei dem eine aperiodi-
sche Lésung in eine periodische Gbergeht und umgekehrt.

Wie wir in Kapitel 5 zeigen werden, ist die Berechnung einer Logih@X), R(X), S(X))

im Rahmen einer asymptotischen Entwicklung nach der Methode der mehrfachen Varia-
blen moglich. Dabei tritt das Problem auf, dass die Losungskurveimarhangig sind.

Es besteht jedoch die Méglichkeit, den Paraméteus (2.54) bzw. aus (3.22)-(3.24)
mittels einer geeigneten Transformation zu eliminieren.

3.9 Transformation auf I'-freie Gleichungen

Mithilfe einer linearen Transformatiohl; — $; ist es moglich, den ParametEraus
der Bestimmungsgleichung fir die freie Oberflache (2.54) zu eliminieren. Dabei treten
in Abhangigkeit vonl" drei Falle auf, die wir mit dem neuen Parametemterscheiden
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wollen. Es ist

s=+1 I'<1,
s=0: r=1,
s=-1: r>1. (3.56)

Fur den jeweiligen Fall gilt folgende Transformationsvorschrift:

I#1, s=+: H1(X) = (Hi(X)-T) /L - 1], X:=F-1X, (3.57)
=1, s=0: $1(¥) =H; -1, X:=X. (3.58)

Mit dieser Transformation ergibt sich die zu (2.54) transformierte Gleichung:
Drxxx + (91— 991 —0H1 =0, (3.59)
mit der Transformationsvorschrift firgeman

= B/Il - 1172, (3.60)
B. (3.61)

I'#l, s==+1:

b:
r:l, S:O b:

Man beachte: Fur den speziellen Ha# 0 ist s=1 und$,(X) = H.(X).

Gleichung (3.59) hat fis = 1 dieselbe Struktur wie die in [51], [26] untersuchte Glei-
chung. Verglichen mit Gleichung (2.54) besitzt (3.59) dieselbe Struktur wie (2.54) fur
den FallT" = 0, jedoch sind die Anfangswert&l[(X=0)=0, Hix(X=0), Hixx(X=0)] im
Allgemeinen verschieden v, (X¥=0), H1x(X=0), H1:x(X=0)).

Die Transformation der Anfangsbedingunde(0)=0, H1x(0) undHxx(0) lautet:

F#1, s=+1: $(0)=-T/Il-1,  $1(0) = Hix(0)/IT - 112,

H1:(0) = Haxx(0)/(T — 1), (3.62)
=1, s=0: $9:(0)=-1 91x(0) = Hix(0),

91xx(0) = Hixx(0). (3.63)

Daraus ist ersichtlich, dass nur im speziellen Fall0 die Anfangsbedingungen im trans-
formierten und untransformierten Fall gleich sind: Dann Bil(X=0) = $,(X=0) = 0,
Hix(X=0)= $1x(X=0) undHxx(X=0)= H1xx(X=0).

Die in den Abschnitten 3.4 bis 3.8 vorgenommenen Umformungen der Gleichung (2.54)
und das Aufstellen von Kriterien fur welllige Losungen kann nun in analoger Weise fur
Gleichung (3.59) fur die entsprechend transformierten Gréssen durchgefuhrt werden. Die
entsprechenden Formeln sind in den beiden folgenden Abschnitten zusammengefasst. Im
Falle vonI' =0 (s=1) gehen die Formeln flr die transformierten Grél3en in die entspre-
chenden Formeln fir die untransformierten Grol3en tber. Im Falls¥dnund 1>T"'#0

gehen nur jene Formeln fir die transformierten Grol3en in die entsprechenden Formeln
fur die untransformierten GréR3en Uber, in die die Anfangsbedingungen nicht involviert
sind, also alle in den folgenden zwei Abschnitten angegebenen Formeln mit Ausnahme
von (3.73)-(3.76).
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3.10 Aquivalenz der transformierten Gleichung (3.59) mit
System von 3 Diferentialgleichungen erster Ordnung
und transformierte Anfangsbedingungen

Analog zu Abschnitt 3.4 kann man fur die transformierte Gleichung (3.59) aus Abschnitt

3.9 ein &quivalentes Gleichungssystem von dréiddentialgleichungen erster Ordnung
finden,

20 = 193+ sH2+2M9: + ©); (3.64)
Re = 091 (3.65)
Sy = -b%i, (3.66)
mit den analog z&R(X) und S(X) definierten GroRen uri(X) und S(X).
Dabei gilt
R = Dux+H [%551 - S] ; (3.67)
S = 39i - §57[291 - 39 - Hrueh (3.68)

wobei 91, H1x und H1xx Mit (3.57) bis (3.58) auf die urspringlichen, untransformierten
GroRRen zurtickgefuhrt werden kdnnen:

1 1 1 2
r+1, s=+1: %R ~T-1p [Hixx + Hi (3H1 - 1) - 3(C-1°-1)].  (3.69)
1
S :m [%fo — (H]_ — F)H]_xx‘l‘
+1(Hy - T3 -2H, -T)), (3.70)
=1 s=0: R =Hixx + 3(H1 - 1)%, (3.71)
S =1H%, — (H1 - DHixx — 3(Hy - 1)°. (3.72)

Die Anfangsbedingungen transformieren sich analog. Mit den Formeln (3.62) bis (3.63)
fur $1(0), H1x(0) und H1:x(0) kdnnen die Anfangsbedingungen fir die transformierten
GroRRen auf die Anfangsbedingungen der urspriinglichen, untransformierten Gréf3en zu-
rickgefuhrt werden:

1

r#1, s=+1: R(0) “T-17 |Hixx(0) + T(1 - 4D)], (3.73)
2(0) == [ HK O

+THixx(0) + 3T(1 - 31)] (3.74)

=1, s=0: ER(O) :H1XX(O) + :—ZL, (375)

S(0) =2H%(0) + Hixx(0) + . (3.76)
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3.11 Algebraische Eigenschaften des Polynom&; R, ©)
und Kriterium far wellige L6sungen

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.64) auftretende Polyn@nbezeichnen
wir mit

a(h: R, S) := b3 + 3H? + BRY + 63, (3.77)
mit den Nullsteller, b, undbs, die vonR und S abhangen. Ob diese Nullstellen reell
und voneinander verschieden sind, lasst sich wieder anhand der Diskrimin@hte)
entscheiden, die wie folgt aussieht:

D(R, ©) = (s+ 3N + 36)? — (S + 2R)°. (3.78)

Im Fall, dass die drei Nullstellen reell sind, gilt<0 und

b1 <bh2< b3 (geordnet) (3.79)
b1+ b2 + b3 = 3s, (3.80)
bt + byt + b3t = —R/E, (3.81)
h1ba2hs = 6S, (3.82)

siehe [9], oder alternativ zu (3.81) und (3.82) unter Verwendung von (3.79) und (3.80):

R = (07 + babs + b3 — 3s(h2 + ba)) , (3.83)
S = 213(35—[)2—b3)[)2b3- (3.84)

Der Grenzfall® =0, der den Bereich reeller von den komplexwertigen Nullstellen trennt,
entsteht beim Zusammenfallen von= b, oderl, = hz (oder dem Zusammenfallen aller
drei Nullstellen). Diese Félle lassen sich durch folgende Parameterdarstellunggn ftr
und & beschreibeng<t < oo):

by = by R=21t-9°-1is, (3.85)
S = 2(2t - 39)%(4t - 39), (3.86)
by =Db3: R=30-9°-35, (3.87)
S = -it*(2t - 39). (3.88)

Im Fall dreier identischer Nullstellen =b, =hz=sgilt (R, S)=(-5?/2, 5/6).

Wir werden auf die Ergebnisse dieses Abschnitts in Abschnitt 5.7 wieder zuriickkommen,
wenn wir den Bereich jener Anfangsbedingungen abgrenzen, die auf wellige Lésungen
von Gleichung (3.59) fuhren.
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3.12 Hydraulische Theorie und Vergleich mit quasi-ein-
dimensionaler Naherung

Fur praktische Anwendungen bei Kanalstromungen mit freien Oberflachen wird oft eine
stationare, eindimensionale Betrachtung herangezogen, bei der die Zustandsgrof3en nur
von derx-Koordinate abhangen, die wir hier als hydraulische Theorie bezeichnen wol-
len [15, 54, 57]. Im Rahmen einer solchen Theorie ist es allerdings nicht mdglich, einen
welligen Wassersprung zu beschreiben. Dieser stellt einen Grenzfall einer schnell ver-
anderlichen Stromung (engl. ,rapidly varying flow") dar, siehe [57] S. 694, bei der die
Annahmen der hydraulischen Theorie nicht erfillt sind.

Wir wollen uns der hydraulischen Theorie nicht nur zu Vergleichszwecken bedienen, son-
dern auch deshalb, um aus dieser Aufschliisse Uber die bislang fehlenden, eindeutigen
Anfangsbedingungeldx(0) undHyxx(0) fur die aus der zweidimensionalen Betrachtung
resultierenden asymptotischen Theorie (Gleichung (2.54)) zu erhalten, die einen welligen
Sprung ermoglichen. Die hydraulische Theorie liefert bei gegebenen Werten von Flissig-
keitshohe und Froude-Zahl bestimmte Werte fiir die Neigung und Krimmung der Ober-
flache. Unter der Annahme, dass der Uberkritische Stromungszustand an einer bestimmten
Stellex> 0 vor Einsetzen eines welligen Wassersprunges sowohl durch die hydraulische
Theorie als auch durch die in Kapitel 2 dargelegte asymptotische Theorie beschrieben
werden kann, kann man den Wert von Flissigkeitshohe, -steigung und -krimmung an
dieser Stelle von der hydraulischen Theorie, die selbst keine welligen Oberflachen be-
schreiben kann, in Gleichung (3.55) einsetzen und Uberprifen, ob damit das Kriterium
fur wellige Losungen von Gleichung (2.54) erfullt ist. Damit erhlt man eine Aussage
dartiber, ob und aus welchen Uberkritischen Stromungszustanden, beschrieben nach der
hydraulischen Theorie, ein welliger Wassersprung, beschrieben durch Gleichung (2.54)
der zweidimensionalen Theorie, resultieren kann.

Bezeichnet die Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtugdn.,q die Hohe der Ober-

flache vom Kanalboden aus gemesserie konstante Neigung des Kanalbodens und

¢t den (nicht notwendigerweise konstanten) Bodenreibungsbeiwert, so lautet die Bewe-
gungsgleichung nach der hydraulischen Theorie (siehe [57], S. 716, 717, [15], S. 218
ff.)

du  dhpyg c u?
ud_X g dx = — Ewyd, (389)
die mit der Kontinuitatsbedingung
d(Uhnyq)
e 0 (3.90)
auf folgende Form gebracht werden kann (vgl. [57], S. 717)
dh Fr3 — Fr?
hyd _ & 0 , (391)
dx 2 1-Fr?
mit den Definitionen
Fr:=u/ \/0Nnyq, Fro := 2a/c. (3.92)

Im Falle voll-ausgebildeter Stromung ist £rFry, der kritische Stromungszustand herrscht
bei Fr= 1, und der Ubergang ins tiefe Wasser findet beim Ubergang zuCFstatt.
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Anhand von Gleichung (3.91) lassen sich Oberflachenprofiledischiedene Falle der
Zustromung klassifizieren. Enthalten ist dabei auch der Fall des horizontalen Kanals mit
Fro = 0. Diese Félle sind z.B. in Abbildung (9-2) von [15] dargestellt.

Nach (3.91) gilt

Fr> 1 und Fr> Fry dh
F
oder dhyd >0 undc:j—r <0, (3.93)
Fr< 1 und Fr< Fry X X
dh
{ Fr # 1 und Fr= Fr } d::d = 0und Fr= Fry = const (3.94)
Fr> 1 und Fr< Fry
dh F
oder dhyd <0 undc:j—r > 0. (3.95)
Fr< 1 und Fr> Fry X X

Dies ergibt eine in Tabelle 3.1 dargestellte Ubersicht tiber alle moglichen (nichttrivialen)
Falle.

| | | Fr>1 [ Fr<1 | Fr=Fr, Fro=Fry |

Fr> Fro Fro<1 Fr—1 >0
Flo> 1l by, Fry
Fr < Frg Fr—0 I'<O

Tabelle 3.1: Qualitatives Stromungsverhalten nach derguliichen Theorie

Daraus ist zu entnehmen, dass im Falle des horizontalen KangésQFdie Stromung in
jedem Fall dem kritischen StromungszustanesAr entgegenstrebt.

Der Zustand des tiefen Wassers €0) ist nur aus einem unterkritischen Stromungszu-
stand mit Fk 1 erreichbar.

Ein voll-ausgebildeter Stromungszustand &Fry) kann nur aus Uberkritischen Stro-
mungszustanden mit Brl erreicht werden.

Die letzte Spalte gibt dabei das Vorzeichen des ParaméteiGleichung (2.54) an, wenn

die angegebenen Stromungsverhaltnisse im Referenzpunkt der zweidimensionalen Theo-
rie herrschen. Dies folgt aus Gleichung (3.100) weiter unten.

Um Gleichung (3.91) mit der Bestimmungsgleichung fuir die freie Oberflache (2.54) aus
der asymptotischen zweidimensionalen Theorie zu vergleichen, muss (3.91) in analoger
Weise entdimensionalisiert und um den kritischen Referenzzustand Fr- %s entwi-

ckelt werden. Nach der in Gleichungen (2.5), (2.6) und (2.11) eingeftihrten Notation ist

2 2
- 200 o]

r

Mit den Gleichungen (2.22), (2.24), (2.25), (2.45), (2.46) und (2.53) erhalt man

3 (3.96)

Fr, = ?(l + %8), (3.97)
Crr
P = oap |1+3e+0(%)|, (3.98)
r = 21-2% 3406 (3.99)
= 3 o c g)l, .
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wobeic;, :=¢;(x=0). Eine Kombination der Gleichungen (2.22), (3.92), (3.96), (3.99) und
(2.45) ergibt bis auf Terme hoherer Ordnung

Fr2—Fr2, = 3¢, (3.100)

sodass aus den GroRRenverhéaltnissen der Froude-Zahlen im Referenzzustand auf das Vor-
zeichen vorl™ geschlossen werden kann. Dies ist in Tabelle 3.1, letzte Spalte dargestellt.
Nach der hydraulischen Theorie ist also nur mit WelterD der Zustand des tiefen Was-

sers erreichbar, und nur mit WertEr» 0 kann der kritische Zustand erreicht werden.

Damit kénnen in Gleichung (3.91) nach Entdimensionalisierung die GHaf&x), c: (X)

und Fr(X) entwickelt werden. Es ist

Fr* = 1+3(1 - Hy)e + O(&?), (3.101)
Ci/Cr =1 —2H:& + O(&?), (3.102)

und mit (2.2), (2.3), (2.45), (2.46) und (2.53) folgt als Ergebnis eine Bestimmungsglei-
chung fur die Stérung der freien Oberflache nach der hydraulischen Theorie:

(Hhya1 — 1)Hnya 1x — 2BHnya1+ BT = 0. (3.103)

Der Unterschied dieser Gleichung zu (2.54) ist der fehlende Ty sowie der hier
auftretende Fakto vor dem Term-BH.

Wir wollen nun diese Bestimmungsgleichung mit einer quasi-eindimensionalen N&herung
von Gleichung (2.54) vergleichen. Eine solche Naherung kann erzielt werden, indem man
eine Koordinatenstreckun¥ := X (8 < 1) durchfiihrt. Mit ddX = gd/dX und der
Vernachlassigung von Termen d&{3?) ergibt sich fur (2.54)

(Hg1 = DHq1x = (Hq1 —T) = 0, (3.104)

wobei wir fUr die Stérung der dimensionslosen Flossigkeitshdhe in der quasi-eindimen-
sionalen Naherung die eigene Bezeichnungsweligeeingefuhrt haben. Im Vergleich

mit Gleichungen (3.103) und (2.54) fallt der Tekyxx in der hydraulischen und quasi-
eindimensionalen Theorie weg.

Die Losungen der beiden Gleichungen (3.103) und (3.104) mit den Anfangsbedingungen
Hhya1(0)=0 undHy1(0)=0 kdnnen implizit angegeben werden:

Hhya1(X) + BT = 1) In |5thd 1(X)/3r - 1| 58X/3 (3.105)
Hq1(X) + (T = 1) In|Hqa(X)/T -1 = BX (3.106)

wobei wir stattX wiedersX eingefiihrt haben. Die beiden Lésungen sind fiir verschiedene
I'-Werte in Abbildung 3.3 dargestelit.

Die Wertel' = 5/3 bzw.T" = 1 stellen jene Grenzfélle in der hydraulischen bzw. quasi-
eindimensionalen Theorie dar, ab denen fir gréRere Werté be tberkritische Stro-
mung stets einem kritischen Zustand zustrebt ¥R > Fry,, Fr— 1), fur kleinere, aber
positive Werte vord” strebt die Gberkritische Stromung stets einem Uberkritischen, voll-
ausgebildeten Zustand zu (BiFry > 1, Fr— Frp), und fur negative Werte vdnstrebt die
Uberkritische Stromung einem voll-ausgebildeten Uber- oder unterkritischen Zustand zu
(Fro, > Fr, > 1, Fr— Frp), vgl. Tabelle 3.1. Im Falle des Ubergangs zu voll-ausgebildeter
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=2

1,0
Hhya1, |

qu 0’5;

0,5} i

Abbildung 3.3: Profile der Oberflachenstérungen nach der hydraulischen Theorie (3.105) (durchgezogene
Kurven) und nach der quasi-eindimensionalen Naherung (3.106) (strichlierte Kurven)

Stromung betragt der Wert der Flussigkeitshohenstdrung asymptotisch weit strbybab 3
bzw.T nach der hydraulischen bzw. quasi-eindimensionalen Theorie.

Aus den Losungen (3.105) und (3.106) folgen unmittelbar Werte fur die Neigung und
Krimmung der Oberflache. Diese Werte lauten am Referenzpunkt

Hhya1(0) = 0 Hq1(0) =0 (3.107)
Hhya 1x(0) = gT Hq1x(0) = BT (3.108)
Hiya 1xx(0) = BT (T - 2) Hq1xx(0) = T( - 1) (3.109)

Setzt man die Werte flr die Neigung und Krimmung der Oberflache, die aus (3.105) und
(3.106) folgen, in Gleichung (3.55) ein, so folgt

D(Hhya1) = —28°(Hnya1 — 1)(5Hnya1 — 31)?
4 (5thd 1= 3F)2

108Hpyq1 — 1)*

+0(8°) (3.110)

|-100+ 991 + 75Hyq1(Hya1 + 4) — 300 (9Hnya1 + 2)|

D(Hq1) = —38%(Hq1 - 1)(Hq1 - T)?
43(qu - F)Z

4(Hq1 — 1)*

+ 0(36) (3.111)

|4+ 111 + 3Hq1(Hq1 + 4) — 2[(9Hq1 + 2)]

Fur Gberkritische Stromung (also bei Werten Mdp,q1 bzw. Hy; zwischen O und 1)

folgt in fuhrender Ordnung i sowohl fur die hydraulische Theorie als auch die quasi-
eindimensionale Naherung, dass st2ts0, unabhangig voir. Daraus folgt, dass weder

aus der hydraulischen noch aus der quasi-eindimensionalen Losung (3.105) bzw. (3.106)
Stromungszustande resultieren, die als Ausgangszustand (z.B. als Anfangsbedingungen
fur Gleichung (2.54)) zu einer welligen Losung nach der zweidimensionalen Theorie fuh-
ren. Das bedeutet, dass leicht Uberkritische, turbulente Kanalstromungen mit nur langsam
veranderlichen Strémungsverhéltnissen keinen welligen Wassersprung zulassen, solange
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eine eindimensionale Betrachtung ztiiead ist. Ein solcher muss durch eine wie auch
immer geartete plotzliche Stérung der Stromung oder durch zweidimensiofiald¢eE
ausgeldst werden.
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Kapitel 4

Numerische Losungen der
Bestimmungsgleichung fur die Stérung
der freien Oberflache und Vergleich mit
hydraulischer Theorie

4.1 Losungen mit Ubergang zu horizontalem Flissigkeits-
spiegel

Gleichung (2.54) lasst sich bei der Vorgabe von AnfangsbedinguHgé)=0, H1x(0)
undHixx(0) direkt numerisch integrieren. Dabei treten drei unterschiedliche Klassen von
Lésungen zutage, die wir hier systematisch auflisten wollen.

Die Berechnung der in diesem Unterkapitel dargestellten numerischen Losungen erfolgte
(ausser in eigens erwahnten Fallen) mittels der Software MATHEMATICA 6.0.1.0 unter
Einsatz eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens bei konstanter Schrittweite mit mindes-
tens 1000 Schritten.

Die erste Klasse von Losungen ist jene, bei denen weit stromab ein Ubergang zu einem
horizontalen Flussigkeitsspiegel festgestellt werden kann Halso X flr X — oo (sie-

he Abschnitt 3.1, Gleichung (3.2). sowie Abschnitt 3.3). Abbildung 4.1 zeigt einige
Beispiele fur verschiedenen Werte vbrbei festen Werten vog und den Anfangsbe-
dingungen. Zur Veranschaulichung des Einflusses des Pargdraefsdie Losungen ist
zusatzlich die Solitonenlésung der reibungsfreien Theorie (3.52) eingezeichnet, die die
L6sung von Gleichung (2.54) fur den Fgl= O darstellt. Deren Parametly lasst sich

aus den Anfangsbedingungen mit (3.43) und (3.44) und anschlieender Berechnung der
Nullstellen des Polynoms (3.25) ermitteln. Die Solitonenlosung erflillt jedoch nicht die
vorgegebenen Anfangsbedingungen und ist nur bis auf eine willkirliche Verschiebung in
X festgelegt, wobei hieKy,=4,18 gewahlt wurde, sodass die ersten Kurvenmaxima von
reibungsfreier und reibungsbehafteter Theorie in etwa tUbereinstimmen. Im Phasendia-
gramm erscheint die Solitonenlésung als homokliner Orbit.

Bei den Losungskurven in Abbildung 4.1(a) ist das asymptotische Verhalten weit stromab
nicht zu erkennen. Dies ist jedoch der Abbildung 4.1(b) zu entnehmen, die die Losungs-
kurven Uber langere Distanzen hin zeigt. Alle Kurven streben unabhangig vom Wert von
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(a) Hohenstorung im Nahbereich
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(b) Héhenstérung im Fernbereich

Abbildung 4.1: Héhenstérungen aus der numerischen Losung von Gleichung (2.54) mit der Asymptote
Hy ~ BX fir X — 0. =0,1, H1(0)=0, H1x(0)=0,01, H1xx(0)=0,5. Die strichlierte Kurve stellt die Solito-
nenlésung (3.52) dar.

I' einer konstanten Neigungyentgegen. Diese Asymptoten sind jedoch um Konstanten
bezuglich der Abszisse verschoben, die umso grof3er sind, je graeMVeiters ist zu
erkennen, dass groRere Werte Yosine starkere Dampfung der welligen Struktur bewir-
ken, was im Einklang mit der Definition vdn = /8 mit (2.46) auf hdhere turbulente
Dissipation zurtickzufthren ist. Ein &hnlicher Einfluss auf die Dampfung ist durch hohere
Werte vong feststellbar, wie schon in [26, 51] festgestellt wurde.

Die hier prasentierten Losungen, die einen Ubergang ins tiefe Wasser beschreiben, ah-
neln allesamt den Losungen fiie0 in [26, 51]. Ist die LosungsfunktioH;(X) bekannt,

so lasst sich das Auftreten dieser welligen numerischen Losungen von (2.54) verstehen,
indem man Gleichung (3.55) als Kriterium fur die Existenz von welligen Lésungen her-
anzieht. Aus den Werten des Ldsungsvek{bls Hix, Hixx) kann das Vorzeichen vadd
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der Lésungen aus Abbildung 4.1(a).

fur den gesamten Losungsverlauf direkt berechnet werden.

Die in Abbildungen 4.1 und 4.2 dargestellten Lésungen erflllenXbeiO und fir alle

X> 0 das notwendige Kriteriur® <0, daher sind diese Losungen wellig. Die in [26, 51]
gewahlten Anfangsbedingungerc®;(0) < 1, H1x(0) = 0 undHyxx(0) = 0, die anstelle

der asymptotischen Randbedinguidg— O flir X — —oo flir die numerische Integration
verwendet werden, fuhren allerdings &u# 0, also den aperiodischen Grenzfall.

Integriert man jedoch von diesem Anfangszustand aus Gleichung (2.54), so folgt nach
dem ersten IntegrationsschikX:

H1(AX) H1(0) + AX Hix(0) + O(AX?) = H4(0), (4.1)
Hix(AX) Hix(0) + AX Hixx(0) + O(AX?) = 0, (4.2)
Hixx(AX) = Hixx(0) + AX Hixxx(0) + O(AXZ) = AXB(H1(0)-T) (4.3)

und durch Einsetzen in (3.55), dd3¢H;(AX), Hix(AX), Hixx(AX)) <0, wenn nugI'AX <

3/8[1 - 2H,(0)]. Das bedeutet, dass das Kriterium fur eine wellige L6sung nach dem ers-
ten (ausreichend kleinen) Integrationsschritt bereits erfillt ist, wenn z.B. wie in [26, 51]
I' = 0 ist. Obwohl die in [26, 51] gestellten asymptotischen Anfangsbedingungen streng
genommen keine wellige Lésung zulassen, so wird bedingt durch die numerische Integra-
tion auch in diesen Féllen eine wellige LOsung erhalten.

Analog fuhrt eine kleine (positive oder negative) Stérung der Krimmung der flachen
OberflacheH;(0)=0, H1x(0)=0, |H1xx(0)| < 1 aufD = —H1xx(0)? [3 + 8H1xx(0)] < 0. Aus

(3.46) folgt aber, dass nur Wettth xx(0)> 0 zu welligen Lésungen fuhren. Abbildung 4.3
zeigt Losungen von Gleichung (2.54) in Abh&ngigkeit unterschiedlicher Anfangsbedin-
gungen bei festen Paramet@a 0,01 undl'=1.

Als Anfangsbedingungen wurden die aus den Gleichungen (3.107)-(3.109) folgenden
Werte fur Neigung und Krimmung am Referenzpunkt nach der hydraulischen Theorie
H1(0)=0, H1x(0)=0, 01 undHxx(0)=—-6, 7- 10~° bzw. nach der quasi-eindimensionalen
TheorieH1(0)=0, H1x(0)=0, 01 undH;xx(0)=0 vorgeschrieben. Aus Abbildung 4.3 ist
anhand der durchgezogenen Ldsungskurven zu entnehmen, dass bei kleinen, aber positi-
ven Abweichungen der anfanglichen Oberflachenkrimmung gegentber dem Wert O der
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guasi-eindimensionalen Theorie eine wellige Losung dtjftteren erster Wellenberg bei
kleineren Abweichungen von 0 weiter nach rechts verschoben ist. Zum Vergleich sind die
bei betragsmassig gleicher, aber negativer Stérung der anfanglichen Oberflachenkriim-
mung strichliert eingezeichneten Lésungskurven dargestellt, die nach den Feststellungen
in Abschnitt 3.8 zu keiner welligen Struktur fuhren.

Zusatzlich sind zum Vergleich die Losungen nach der quasi-eindimensionalen und nach
der hydraulischen Theorie eingezeichnet, siehe Gleichungen (3.106) und (3.105), die bei-
de keinen welligen Sprung der Oberflache zulassen. Die L6ésung nach der hydraulischen

———
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(b) Phasendiagramm
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Abbildung 4.3: Numerische Losungen von Gleichung (2.54)Imitl, 8= 0,01, H1(0) = 0, H1x(0)= 0,01

und verschiedenen Werten vbiixx(0): Hixx(0)=10"* (durchgezogemzw. Hixx(0)=—10"* (strichliert),
Hixx(0)=10"" (durchgezogenbzw. Hixx(0)=-10"" (strichliert) Hixx(0)=10"'° (durchgezogenbzw.
Hixx(0)=—1019(strichliert). Die schwarz strichlierte Kurve stellt die Losung (3.2) (0%t0) dar, die sich

in diesem Fall mit der Losung der quasi-eindimensionalen Theorie (3.106) deckt. Die schwarz durchgezo-
gene Kurve stellt die L6sung nach der hydraulischen Theorie (3.105) dar.
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Theorie ndhert sich asymptotisch dem We& 8n, wahrend durch die spezielle Wahl von
I'=1die L6sung nach der quasi-eindimensionalen Theorie mit der speziellen sprungfreien
Lésung (3.2) (mitc=0) der vollen Gleichung (2.54) zusammenfallt.

4.2 Lo6sungen mit beschranktem Glltigkeitsbereich

Zur zweiten Klasse der numerischen Lésungen von Gleichung (2.54) zahlen jene, deren
Gultigkeitsbereich irK-Richtung beschrankt ist. Abbildung 4.4 zeigt eine solche Lésung
bei einer speziellen Wahl der Parameter und der Anfangsbedingungen.

0 10 20 30 40

(b) Phasendiagramm

Abbildung 4.4: Numerische Ldsung von Gleichung (2.54) mit beschranktem Giltigkeitsbdreicl,

B =0,01, Hi(0) = 0, Hix(0) = 0,02 undH;xx(0) = 0,085. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenldsung (3.52) dar.

Zur Orientierung ist schwarz strichliert die Solitonenlosung (3.52) der reibungsfreien
Theorie eingezeichnet, deren Paramétesich aus den gestellten Anfangsbedingungen
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berechnen lasst, wobei die Solitonenldsung selbst die Asfaadingungen nicht erfullt.

Die willkrliche Verschiebung irxX wurde in Abbildung 4.4(a) zX, = 5,56 gewahlt, so-

dass die ersten Maxima der reibungsfreien und der reibungsbehafteten Theorie in etwa
zusammenfallen.

Zu erkennen ist, dass die Lésung nach drei Wellenbergen schliesslich in einer Singularitat
H; — —oo endet. Dies hdngt damit zusammen, dass das notwendige Kriterium fur wellige
LésungerD <0 (D kann mittels Gleichung (3.55) bestimmt werden), das fur die Anfangs-
bedingungen erfillt ist, ab einem gewisséiVert nicht mehr erfillt ist. Aus Kenntnis der
Anfangsbedingungen alleine ist allerdings das Abbrechen der L6sung nicht vorhersagbar.
Die Frage, bei welchen Anfangsbedingungen abbrechende Losungen auftreten, werden
wir erst in Abschnitt 5.7 mittels Abbildung 5.7 beantworten kénnen.

y/—
3

_2:w\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\’
0 20 40 60 80 100 120

(a) Hohenstérung

15
10/
05

05
~10"
- 15+ ,

(b) Phasendiagramm
Abbildung 4.5: Numerische Lésung von Gleichung (2.54) mit beschranktem Giiltigkeitsbéteighund

B =108 Hy(0) = 0, Hix(0) = 0,3 und Hixx(0) = 0,314. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenldsung (3.52) dar. FikOX 10 sind die beiden Lésungen nahezu identisch.

44



Numerische Loésungen der Bestimmungsgleichung fir die Stpder freien Oberflache
und Vergleich mit hydraulischer Theorie

Abbildung 4.5 zeigt ebenfalls eine Loésung mit beschranktdittigkeitsbereich, bei der

bis zum Abbruch der Losung ein langerer Bereich mit einer welligen Struktur durchlau-
fen wird. Die hier dargestellte Losungsfunktion liegt sehr nahe an der entsprechenden
Solitonenldsung der reibungsfreien Theorie. Die Verschiebung der Solitonenfunktion in
Abbildung 4.5(a) betragk,=3,5.

Ein Vergleich der Losungen von Abschnitt 4.1 mit der Lésung in Abbildung 4.5 wirft die
Frage auf, ob eine Losung, die vermeintlich asymptotisch zu einem horizontalen Flussig-
keitsspiegel fuhrt, also fur die das Kriterium fur wellige Losungen Uber lange Distanzen
hinweg erflillt bleibt, bei Integration Uber ein ausreichend langes Integrationsintervall ir-
gendwann in einer Singularitat endet, d.h. das Kriterium ab eiesi nicht mehr erfillt

ist. Diese Frage ist aus der Betrachtung der numerischen Losungen von (2.54) nicht un-
mittelbar zu beantworten. Die Antwort werden wir erst in Abschnitt 5.7 geben kdnnen.

4.3 Losungen mit Ubergang zu voll ausgebildeter Abstro-
mung

Eine andere Klasse von numerischen Losungen von Gleichung (2.54) umfasst jene Losun-
gen, die asymptotisch weit stroma¥-6 ) in den voll ausgebildeten Stromungszustand

mit H, = T Gbergehen. Infolge des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik muss je-
doch die Stérung der Flussigkeitshéhe weit strontéil; 1 sein, siehe Abschnitt 3.1, das
heisst, dass diese Losungen nur fir Parameterwerte auftreten. Abbildung 4.6 zeigt
beispielhaft ein Ergebnis.

Zur der in Abbildung 4.6 dargestellten Losung ist festzustellen, dass sie nicht wie die L6-
sungen aus den Abschnitten 4.1 und 4.2 aus einem Anfangswertproblem erhalten werden
kann. Dies hat folgenden Grund: Fur Werte udnin der Nahe vori™ kann Gleichung

(2.54) umr linearisiert werden, die allgemeine Losung fur diesen Fall ist in Gleichung
(3.4) angegeben. Diese Losung enthéltlfiwr 1 eine Exponentialfunktion mit positivem
Exponenten proportional z8. Bei der Berechnung einer Losung von Gleichung (2.54)

fur I > 1 als Anfangswertproblem fihren daher numerische Fehler bei fortschreitender
Integration inX in der N&he vorH; =T stets auf diesen exponentiell anwachsenden Lo-
sungsast. Die Losung zweigt dann von der exakten Losung mit der Asyniptoieéab

und nahert sich der Asymptokd, ~3X an. Losungen mit dem asymptotischen Verhalten

H, — BX zweigen bei numerischen Fehlern hingegen nicht auf andere Losungsaste ab, da
Abweichungen von der Asymptote in diesem Fall nur von logarithmischer Grésse sind.
Dies kann der L6ésung der ukh, =8X linearisierten Gleichung entnommen werden kann,
siehe Gleichung (3.12).

Die Auswirkung der mitX exponentiell anwachsenden Abweichungen #n=T" kann

in Abbildung 4.1 anhand der L6sung flie= 2 beobachtet werden, die sich ab dem Wert
X=~30 durch ein starkes Anwachsen der mittleren Hohe bemerkbar machen.

Fur das Adtinden von Ldsungen von Gleichung (2.54) mit der Asymptéte— I re-
formulieren wir die Aufgabenstellung daher als Randwertproblem. Durch die Randbedin-
gungH; =T am rechten Ende des Integrationsintervalls, das zu diesem Zwecke ausrei-
chend grol3 gewahlt werden muss, wird der asymptotische Wert der Losung erzwungen.
Fur die Loésung in Abbildung 4.6 wurden zwei RandbedingungenXbei 0, namlich

H1(0) = 0 undHyx(0) = 0,1, sowie eine Randbedingung asymptotisch weit stromab ge-
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Abbildung 4.6: Numerische Lésung von Gleichung (2.54) mit Ubergang zu voll ausgebildeter Strémung:
I'=2,8=0,1, H1(0) = 0, H1x(0) = 0,1 undH4(130)= 2. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenldsung (3.52) dar.

stellt. Im Rahmen des endlichen numerischen Integrationsbereiches wurde das rechte In-
tervallende zuX = 130 gewahlt und an dieser Stelle der asymptotische Wert der Flissig-
keitshoheH;(130)=2 vorgerschrieben. Der Wahl des Werk¥es 130 fur das rechte Ende
des Integrationsbereiches wurde dabei so ¢feing dass einerseits Abweichungen vom
asymptotischen Wetl; = 2 im Rahmen der numerischen Rechnung hinreichend klein
sind und andererseits der Rechenaufwand begrenzt bleibt.

Zur numerischen Berechnung wurde im Rahmen der Software MATLAB 7.5.0 als Rand-
wertldser die Funktiobvp4c verwendet, die auf einem Kollokationsverfahren basiert.
Der Integrationsbereich erstreckte sich Zu [0, 130], es wurden ca. 2300 Stitzstellen
verwendet, die variable Schrittweite KxRichtung betrug zwischen@ und 025, das
Residuum der Losung betrug fQund als Schéatzfunktion fiid,; wurde die konstante
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Funktion 2 vorgegeben.

In Abbildung 4.6 ist zur Orientierung zuséatzlich wieder die Solitonenlésung (3.52) der
reibungsfreien Theorie dargestellt, wobei eine Verschiebsing 3,95 gewahit wurde,
sodass ihr Maximum mit dem ersten Maximum LOsung der reibungsbehafteten Theorie
in etwa zusammenfallt. Der in der Solitonenlésung auftretende Parameterde wie

folgt berechnet: Aus der Randbedinguidg(0) = 0,1 sowie dem numerisch ermittelten
Ergebnis Hxx(0) = 0,4570 fir die in Abbildung 4.6 dargestellte L6sung von Gleichung
(2.54) wurden mittels Gleichungen (3.43) und (3.44) die Wert&{Q) undS(0) berech-

net. Anschliel3end wurden diese Werte fir die Paranieiend S des Polynoms (3.25)
eingesetzt und die drei (geordneten) Nullstehgrh, undhs berechnet. Die zweitgrésste
Nullstelle ergab somit den Wert fiim, mit dem die Solitonenldsung in Abbildung 4.6
bestimmt wurde.

Ein Ubergang der Stromung zu konstanter Fliissigkeitstitihe I' stellt ebenso einen
Ubergang zu voll ausgebildeter Stromung dar, wie aus Gleichungen (2.37) folgt. Im Pha-
sendiagramm, Abbildung 4.6(b), tritt der Pur{kt 0) als Strudelpunkt in Erscheinung,

vgl. [9], S.551. Die Solitonenldsung ist schwarz strichliert als homokliner Orbit darge-
stellt.
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Kapitel 5

L 6sungen der Bestimmungsgleichung
far die Storung der freien Oberflache
mittels der Methode der mehrfachen
Variablen

5.1 Versagen der regularen Entwicklung nactg

Um Aufschlul3 Gber die Losungsmannigfaltigkeiten von Gleichung (2.54) bzw. (2.52) und
die Auswirkung der Anfangsbedingungen und des ParamEtbmw. v auf die Lésung

zu erhalten, wollen wir eine asymptotische Entwicklung von Gleichung (2.54) nach dem
kleinen Parametgd< 1 durchfiihren. Der Parametései im Rahmen dieser Entwicklung
auf einen willktrlichen, aber festen Wert fixiert.

Wir betrachten das zu (2.54) aquivalentéfBientialgleichungssystem (3.22)-(3.24). Der
Ansatz fur eine regulare Entwicklung lautet

Hy = Hio+BH11 + O(6%), (5.1)
R=Ry +B8R+0(5?), (5.2)
S=8, +85,+0(), (5.3)

und ergibt inO(1) unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen (2.39), (3.43) und
(3.44)

Hix = —2H3o+HIo+ 2RoH10 + 250 = q(H1o0; Ro. So), (5.4)
Ry = Hixx(0) = const (5.5)
So = 1H%(0) = const (5.6)

mit dem in (3.25) definierten Polynoq In O(B) ergibt sich

I'~|10xH~11x"‘(%"110—1) HioH11=RiHi0+Ss, (5.7)
Rix = Hio- T, (5.8)
Six = —Hio(Hio-T) . (5.9)
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Die Losung dieses Gleichungssystems fuhrt ganz analog & Jrauf eine Lésung mit
dem asymptotischen Verhalten

Hi1 ~ Hiox € ~ € (5.10)

fur X — oo und stellt also eine nicht gleichmassig gultige Loésung dar. Daher wenden
wir zur Bestimmung einer asymptotischen Losung von Gleichung (2.54) die Methode
der mehrfachen Variablen im folgenden Abschnitt an, und orientieren uns an der in [51]
eingeschlagenen Vorgangsweise.

5.2 Allgemeine Losung

Analog zu [51] kann (2.54) mit der Methode der mehrfachen Variablen (siehe [47]) gelOst
werden. Mit dem Erhalt einer solchen Lésung durch asymptotische Entwicklung nach
dem kleinen Parametgrwollen wir Einblick in das verschiedenartige Verhalten der L6-
sungen erhalten, das wir anhand der numerischen Lésungen kennengelernt haben. Dar-
Uberhinaus besteht das Ziel, analytische Kriterien zu finden, mithilfe derer das Auftreten
eines welligen Wassersprunges vorhergesagt werden kann.

Der Inhalt dieses und der nachsten beiden Abschnitte wurde erstmalig in [35] prasentiert.
Wir betrachten das zu (2.54) aquivalente Gleichungssystem (3.22)-(3.24). Bei Anwen-
dung der Methode der mehrfachen Variablen wird angenommen, dass die gesuchte Lo-
sungsfunktion die Periodizitdtseigenschaften einer gedampft periodischen Schwingung
hat. Strenge Periodizitat kann véh(X) allerdings nicht angenommen werden. Aus die-
sem Grund fuhren wir fir die unabhéngige Variallleine Transformation auf die un-
abhangige Variablé durch, sodassl;(¢) die Periodizitatseigenschaften einer gedampft
periodischen Schwingung mit Periode 1ébesitzt. Eine formale Definition vaaAwer-

den wir erst weiter unten in Gleichung (5.41) angeben, die gleichzeitig als Formel fur die
Berechnung vog bei gegebenerK dient.

Nun fuhren wir nach der Methode der mehrfachen Variablen zur ,schnellen” Varigblen
eine zuséatzliche unnabhangige, ,langsame*” Varigbkin, die wie folgt definiert ist:

Q = BE, (5.11)
d
w = %:W%zo. (5.12)

Mit der Variablen¢ sollen dabei die schnell variierenden, rein periodischen Eigenschaften,
mit Q hingegen die langsam veranderlichen Eigenschaften wie Dampfung der Amplitu-
de und Periodenanderung véh erfasst werden. Die Grosse beschreibt die relative
Frequenz der Welligkeit der Funktidth (X), d.i. die Verdnderung der Ortsvarialglgbe-
zuglich der die FunktiorH; die Wellenlange 1 besitzt, im Verhaltnis zur Veranderung
der OrtsvariabletX. Die Festlegung eines positiven Vorzeichensdiist willkirlich und
bedingt stets positive Werte vgrundQ bei positiven Werten voix.

Wir setzen nun die gesuchten Lésungsfunktionen fir (3.22)-(3.24) wie folgt an:

Hi(X,8) = Hio(§, Q)+BH11(£, Q) + ..., (5.13)
R(X,8) = Ry(£,Q) +BRi(£, Q)+ ..., (5.14)
S(X,B) = So(&,Q) +B8S1(£,Q) +.... (5.15)
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Die geforderten Periodizitatseigenschaften lauten also

Hln(f"‘ 1, Q) = Hln(‘f, Q), (5.16)
Ri(€+1,Q) = Ry, 9Q), (5.17)
Sn(é: + 17 Q) = Sn(f’ Q) k (518)

fur allen>0. Entwickelt man die Gleichungen (3.22)-(3.24) Hy, Rund S nachg nach

der Methode der mehrfachen Variablen, so ist zu beachten, dass an Stelle der Vatiablen
nun zwei unabhangige Variable und Q treten. Dementsprechend ist wegen Gleichung
(5.12) an Stelle der Ableitung nach

d 0 0
ax = w(a—f +ﬁa—Q) (5.19)
zu setzten. Man erhalt so (1):
dH10\
a)z( 6;0) = —%H]?_’O+ H§0+2R0H10+280: %q(HlO; RO,SO), (520)
0Ry S
e - e Y 5.21
o¢ a¢ (5.21)

gist das bereits in (3.25) definierte Polynom. Das bedeutet Riagssd S, ausschliesslich
Funktionen vorQ) sind. InO(B) erhalt man

OR,  dRp)

w(—ag +_dQ) = Hyo-T, (5.22)
0S; dS

w(a—;-l-d—gzo) = _HlO(HlO_F)- (523)

Diese beiden Gleichungen kénnen ngdlber eine Periode integriert werden. Dabei fal-
len die UnbekannteR; undS, aufgrund ihrer Periodizitatseigenschaft (5.17) und (5.18)
weg:

Ry [T
o - v fO(Hlo—F)df, (5.24)
o = v fOHlo(Hlo—r)dg. (5.25)

(5.20) kann als Transformationsformel dazu benutzt werden, um in den Integralen anstatt
& die neue Integrationsvariabit o selbst einzufiihren, d.h.
s ()dh

1
fo Ok =2V | e

wobeih;(Ry, Sp), h2(Ry, So) undhs(Ry, Sp) die als reell angenommenen, geordneten Null-
stellen des Polynontgsind, mit den schon bekannten Eigenschaften (3.30)-(3.33) (wobei
jetzt R durchRy und S duchS, zu ersetzen ist). Der Faktor 2 rihrt daher, dass dem In-
tegral Uber eine volle Periode thder doppelte Wert des Integrals Uber die Amplitude

(5.26)
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von H; o entspricht, da diese sich innerhalb einer Periode nur langsam als Funktiéh von
andert.
Somit lauten die Bestimmungsgleichung fir die langsam veranderlRy{e) undSy(Q2)

‘i—';" = 2V33,(Ro, So), (5.27)

% = _2V33(Ro.So), (5.28)

m Ji(Ro, So) 1= 1i(Ro, So) —T'li-1(Ro, So)  1=1(1,2) (5.29)
d

" " hich i=(0,1,2). (5.30)

I =

' Jn V=)= h)(hs - )
Da die langsam Veranderlich&a und Sy eindeutig mit den Nullstellehy, h, undh;z zu-
sammenhangen (siehe Gleichungen (3.31), (3.34) und (3.35)), kann man die Gleichungen
(5.27) und (5.28) auf Bestimmungsgleichungen fur die langsam Veranderhg¢herund
hs umformulieren. Es ergeben sich

dh,

L2hy + hg - 3)(h, - h) 25 2V3(hpdy — Jy) (5.31)

12hs +hy - 3)(hs - he) 2o dh3 2V3(hgdy — Jy) (5.32)

als Bestimmungsgleichungen fir die Iangsam Veranderlidhéq) und h;(Q2). Dabei
kannh,(Q) stets mithilfe von (3.31) berechnet werden.

Aus Gleichung (5.26) folgt eine Bestimmungsgleichung fur die bislang unbestimmte Fre-
quenzw:

dh
h,  V(h—hy)(h—hy)(hs - h)
Nach [3], S. 597, Gleichung (17.4.69) kann man das Intdgralich darstellen als

2K(m)
vhs—=h;’

mit dem schon in Abschnitt 3.7, Gleichung (3. 4B)e|ngefuhrten vollstandigen ellipti-
schen Integral 1. Art Kf) und dem Parameten = h h2 . Auch die Integrald; und I,

lassen sich auf elementare elliptische Funktionen zuruckfuhren (siehe [51]).

Die Gleichungen (5.20), (5.27) und (5.28) ergeben zusammen ein Gleichungssystem, aus
dem die L6ésung nach der Methode der mehrfachen Variablen berechnet werden kann.
Dabei ist die Gleichung (5.20) von den beiden anderen entkoppelt, die langsam Verander-
lichenR, und Sy kdnnen unabhangig vad, o berechnet werden.

Vergleicht man das Gleichungssystem (5.20), (5.27) und (5.28), das wir hier mittels der
Methode der mehrfachen Variablen erhalten haben, mit dem Gleichungssystem (3.22),
(3.23) und (3.24) fur den schon friher in Abschnitt 3.7 untersuchterBEal oder auch

mit dem Gleichungssystem (5.4)-(5.6), das wir aus der reguldren Entwicklung in Ab-
schnitt 5.1 erhalten haben, so kann man feststellen, Rassl S im Fall 8= 0 bzw. R,

1-2+3

= 2V3I(Ro, So) - (5.33)

lo = (5.34)
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und S, bei der regulédren Entwicklung konstante Werte annahr®gmund So nach der
Methode der mehrfachen Variablen hingegen langsam veranderlich und vom Parameter
I abhéngig sind. Diese beiden Funktionen liefern also die gesuchten langsam verander-
lichen Welligkeitseigenschaften der Oberflache bei einem welligen Wassersprung. In die
Berechnung von voi, o, gehen jedochR, und Sy nur als Parameterfunktionen ein, die
autonom durch zwei unabhéngigefirentialgleichungen bestimmt sind.

Tatsachlich bedeutet die implizite Voraussetzung einer welligen Losung, wie sie durch
Anwendung Methode der mehrfachen Variablen gé&trowurde, dass das Kriteriub<

0 mit D aus (3.27) mit den langsam Veranderlici@rund Sy erflillt sein muss, d.h.

D(Ro, So) <0 (5.35)

ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die Existenz einer welligen Losung
nach der Methode der mehrfachen Variablen. Das heisst aber, dass die oben verwendeten
Nullstellenhy, h, undhs reell sein missen. Dann kénnen wir formal die Losung des Falles

B =0, d.h. Gleichungen (3.51)-(3.53), verwenden, um auch fur dergkall und belie-

bige, endliche Werte voh eine allgemeine Lésung nach der Methode der mehrfachen
Variablen anzugeben. Diese lautet

Hio = hy + (hs — hp) cr? [2K(M)(£ — &o)im] , (5.36)

wobei hierh, und h; nicht konstant, sondern langsam veranderliche Funktionerfd/on
sind. Diese Losung geht im Falle zusammenfallender Nullstellen in die entsprechenden
Grenzfélle (3.52) bzw. (3.53) Uber. Aus den analytischen Eigenschaften von($i€he
[3], S. 591)

K(m—0)— 3, (5.37)

folgen mit dem Zusammenfallen der Nullstellen auch die folgenden Grenzen fir die Werte
von w:

m|h1—>h2 -1 w|h1—>h2 -0, (539)
M, —h; — 0 Wlhyosny = 5= V3 — 1), (5.40)

wobei (5.33) und (5.34) verwendet wurden. Das Zusammenfallerhyamd h, stellt

auch die Gultigkeitsgrenze der Transformation mit dem Ubergang zu unendlich langer
Wellenlange dar.

Es l&sst sich auch unter Verwendung der analytischen Eigenschaften des Cosinus ampli-
tudinis (siehe [3], S.573) und unter Verwendung von (5.33) direkt verifizieren, dass (5.36)
die Gleichung (5.20) erfllt.

Zu beachten ist, dass, h, und hs und damit auchmin (5.36) vonR, und S, abhangen,

also Funktionen vog sind. In (5.36) stellh; — h, die (langsam veranderliche) Amplitude
und (, + h3)/2 die (langsam veranderliche) mittlere Auslenkung der Hohenstdrung der
welligen Oberflache dar. Die (langsam veranderliche) Periode defumktion ist gege-

ben durch 2Kifn); dies garantiert die Periode der Lange 1 der Losung (5.36) als Funktion
voné.
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Die Kombination der Gleichungen (5.12) und (5.33) erméglads Umrechnen von den
Variablené undQ auf die urspriingliche Variablé geman
dXx dXx
& Fa "
sodass damit die Losung (5.36) nach der Methode der mehrfachen Variablen als Funktion
von X dargestellt werden kann. Gleichung (5.41) kann simultan mit den Gleichungen
(5.27) und (5.28) geldst werden. Wir verwendég = 0, Q =0)=0 und verzichten dabei
auf eine willkurliche Verschiebung zwischen urspringlicher Koordinatena€hsel der
Koordinatenachse der transformierten Variablen der asymptotischen Entwicklumad)
Q. Gleichung (5.41) kann als Definitionsgleichung fur die Variabdeifgefasst werden.
Nun mussen noch die gegebenen AnfangsbedinguHg@) =0, H1x(0) undHxx(0) auf
entsprechende Anfangsbedingungen fur die Lésung nach der Methode der mehrfachen
Variablen umgerechnet werden. Adg(0)=0 folgt unmittelbar

w™t = 2V3lo(Ro, So), (5.41)

Hi0(é=0,Q2=0)=0. (5.42)

Dies liefert zusammen mit (5.36) eine Gleichung fur das bislang unbestiggmte

_signHx(0)] _ _ h,
- e |V Sl

wobei crt! die Umkehrfunktion zum Cosinus amplitudinis darstellt. Hierbei tritt das Vor-
zeichen vorHix(0) auf. Der Grund dafir liegt darin, dass Gleichung (5.42) den Wert von

& nur bis auf das Vorzeichen bestimmt. Unterschiedliche Vorzeichenéyam (5.36)
bewirken zueinander phasenverschobene Lésungsfunktionen. Erst die Eindeutigkeit des
Vorzeichens vot, durch die Berlcksichtigung des Vorzeichens Ygr(0) fihrt zu einer
Eindeutigkeit in der Losung (5.36).

Weiters zeigt (5.43), dass$, o = 0 nur flr Werteh,(0) < 0 erfullbar ist.

Fir die Anfangsbedingungen folgt mittels (5.19)

: (5.43)

Q=0

Hyx(0) = wag';"(g:o, 0=0) +0(), (5.44)
2
Hixx(0) = w2 a'gzlo(g:o, Q=01+0(3). (5.45)

Damit folgt einerseits direkt aus (5.20) sowie andererseits durtbr®nzieren von (5.36)
naché (fir dHy o/ 0& #0)

Ro(Q=0) = wza?jg"(f:o,sz:m +0(B) = Hixx(0)+0(8), (5.46)
2
So(Q=0) = 10? 8;20(5:0,(2:0) +0(8) = $HZ(0)+0(B) > 0. (5.47)

Aus (5.42) und (5.36) folgt, da$s(0)<0<h3(0), und aus den algebraischen Eigenschaf-
ten der Nullstellen (3.30)-(3.33) (miR durchR, und S duchS, ersetzt) folgt analog zur
Vorgangsweise in Kapitel (3.7), dass

Ro(Q = 0) = Hixx(0) + O(B) > 0. (5.48)
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Damit kann die Lésung (5.36) nun berechnet werden. Um digjtatel; in (5.30) nu-
merisch besser auswerten zu kdénnen, wird der Integrand folgender Transformation unter-
worfen (siehe [51]):

h=2[h, +hs - (h, — hg) sind] , -3<9<73, (5.49)
sodass sich die Integrale darstellen lassen als
w2 {1 [hy + hg + (hs - hp) sin]) 9 .
= Zf —, j=(0,1,2). (5.50)
/2 \/—Zhl + h2 + h3 + (h3 - h2) sind

5.3 Diskussion der allgemeinen Losung

Formal besitzt die Losung (5.36) groRe Ahnlichkeit mit der asymptotischen Losung in
[51] bei asymptotischen Anfangsbedingungen. In [51] musste jedoch di¢ #i® be-
stimmte L6osung nach der Methode der mehrfachen Variablen mit der Losung aus einer
reguléren Entwicklung fuK < 0 mittels eines Patchings vereint werden, ohne dass eine
asymptotische Anpassung beider Entwicklungen im Sinne von [56] mdglich war. Bei der
Lésung (5.36) ist dies nicht notwendig, da die Anfangsbedingungen hier am (fixen) Re-
ferenzpunkt beX =0 vorgegeben werden. Das Problem hier liegt darin, gultige Anfangs-
bedingungen fir die Existenz einer Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen
zu finden.

Bei der Berechnung der im Folgenden dargestellten Losungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen wurden (ausser in eigens erwdhnten Fallen) die Gleichungen (5.27)
und (5.28) flr gegebene Anfangsbedingungen numerisch geldst und aus den erhaltenen
Werten fUrR, und Sy die FunktionH; mittels (5.36) bestimmt. Die Berechnung erfolg-

te (ausser in eigens erwéhnten Fallen) mittels der Software MATHEMATICA 6.0.1.0,
wobei ein implizites Runge-Kutta-Verfahren bei konstanter Schrittweite mit mindestens
1000 Schritten verwendet wurde.

Abbildung 5.1 zeigt einen Vergleich der numerischen Lésung von Gleichung (2.54) mit
der entsprechenden Losungen nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) fur un-
terschiedliche Anfangsbedingungen. Die dunkelblau durchgezogene Kurve stellt die nu-
merische Losundf; von Gleichung (2.54) mig =107, I' = -3, H,(0)=0, H1x(0)=0,8
undHyxx(0)=1,5 dar, die sich mit Losunbl, o aus (5.36) mit den entsprechenden Werten

fur die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.46) und (5.47) Uberdeckt. Analog tber-
decken sich die beiden hellblau durchgezogen dargestellten Losungen, deren Anfangs-
bedingungen sich von denen der dunkelblau dargestellten Losungen nur durch ein unter-
schiedliches Vorzeichen vdf;x(0) unterscheiden. Dieser Unterschied bewirkt nur eine
Phasenverschiebung der welligen Lésung.

Im Fall der Losung nach der Methode der mehrfachen Variablex ssibst ein Teil der
Losung, der aus der Integration der Gleichung (5.41) erhalten wurde. Die langsam Ver-
anderlicherh, undh; stellen dabei die Einhlllenden des welligen Verlaufes Mgpdar,

siehe Gleichung (5.36). Sie wurden so bestimmt, dass die Gleichungen (5.27) und (5.28)
mit den Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.46) und (5.47) integriert wurden, die
daraus gewonnenen langsam VeranderlidReand Sy an Stelle vorR und S in (3.25)
eingesetzt wurden und daraus die Nullstelignh, und hs berechnet wurden. Der Inte-
grationsbereich erstreckte sich awfe [0, 3,34- 106]. Abbildung 5.1(b) zeigt, dass die
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(a) Verlauf der Losungen

1.8 ! \
1.6} ---} Tangente inX=0 5
1.4F -} Oskulierende Parabel s
1.2} in X=0 .

0.8+
0.6+ ]
0.4+ -

0.0

-04 | | | I
(b) Erfullung der Anfangsbedingungen

Abbildung 5.1: Numerische Ldsunig; von Gleichung (2.54) und Lésung;o nach der Methode der
mehrfachen Variablen (5.36) im Vergleich. Parameterwerte und Anfangsbedingyngdir®, I = -3,

H1(0) = 0, Hixx(0) = 1,5 und H1x(0)=0,8 (dunkelblau durchgezogene Kurve: Losug, die sich mit
LésungH; o Uberdeckt) bzwH1x(0)=-0,8 (hellblau durchgezogene Kurve: LosuRlg, die sich mit L6-
sungHj o Uberdeckt). Die jeweiligen Losungéty undH; o sind in dieser Darstellung voneinander unun-
terscheidbar. Die strichlierte bzw. punktierte Kurve in 5.1(a) stellt die obere bzw. untere Einhillende der
LésungH; o dar, siehe Gleichung (5.36). Die strichlierten bzw. punktierten Kurven in 5.1(b) stellen die zu
den jeweiligen Anfamgsbedingungen gehdrigen Tangenten bzw. oskulierenden Parabeln dar.

Lésungen nach der Methode der mehrfachen Variablen als Funktiog vowl Q, fir

die die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.42), (5.46) und (5.47) durch die Werte
von Hy(X = 0), Hix(X = 0) und Hixx(X = 0) vorgegeben wurden, umgerechnet mithil-

fe von Gleichung (5.41) auf Funktionen véndie entsprechenden Anfangsbedingungen
H1(X=0), Hix(X=0) undHyxx(X=0) erflllen. Zur Orientierung sind die entsprechenden
Tangenten und oskulierenden Parabeln im PXk0 eingezeichnet.

95



Losungen der Bestimmungsgleichung fur die Stérung derrfr@ieerflache mittels der
Methode der mehrfachen Variablen

Abbildung 5.2 zeigt den Vergleich der numerischen Lésung @beichung (2.54) aus
Abbildung 4.1 (rote Kurve) mit der entsprechenden Losung nach der Methode der mehr-
fachen Variablen. Der Integrationsbereich erstreckte siclaaf0, 11,5]. Dabei ist zu
erkennen, dass zwar das asymptotische VerhaltenHygrdurch die Losung nach der
Methode der mehrfachen Variablen erfasst wird, jedoch weicht der Absolutwert der Ho-
henstérung betrachtlich von der numerischen Losung ab. Der Grund dafir liegt einerseits
darin, dass die Genauigkeit der asymptotischen Losung mit der Grosse des Entwicklungs-

125 |

0 50 100 150

(a) Verlauf der Losungen

0.5
0.4
Hi, 03
0.2

01 | T

0.2 04 0.6 0.8 1
X

(b) Nichterfullung der Anfangsbedingungen

Abbildung 5.2: Vergleich der numerischen Lésutg von Gleichung (2.54) (rote Kurve) aus Abbildung
4.1 mit der LésungH; o nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz durch-
gezogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingugge@,1, T = 2, H1(0) =0, H1x(0)= 0,01 und
Hixx(0)=0,5. Die langsam Veranderlichén bzw. h; sind strichliert bzw. strichpunktiert dargestellt.
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parameterg korreliert; die Genauigkeit ist im Fall der L6ésung in Abbildung 5.1 héher ist
alsin jener in Abbildung 5.2. Dies erklart aber noch nicht die starken Abweichungen zwi-
schen den beiden Lésungen. Ein anderes Problem stellen die Anfangsbedingungen dar,
die von der Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen nicht erfullt werden, wie
Abbildung 5.2(b) zeigt. Wir werden dies im Folgenden anhand des nachsten Beispiels in
Abbildung 5.3 erlautern.

150 |
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1.2
Hi, 08 | B
06 | -
04 | i

02 | =

0.2 04 0.6 0.8 1
X

(b) Nichterfullung der Anfangsbedingungen

Abbildung 5.3: Vergleich der numerischen Lésudgvon Gleichung (2.54) (blaue Kurve) aus Abbildung
4.1 mit der LosundH; o nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz durchge-
zogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingunye®,1, I = -2, H;(0) = 0, H1x(0) = 0,01 und
Hixx(0)=0,5. Die langsam Veranderlichdém bzw. h; sind strichliert bzw. punktiert dargestellt.

Abbildung 5.3 zeigt den Vergleich der numerischen Lésung von Gleichung (2.54) aus Ab-
bildung 4.1 (blaue Kurve) mit der entsprechenden Losung nach der Methode der mehr-
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fachen Variablen. Der Integrationsbereich erstreckte aidi2 € [0, 16,5]. Auch hier
erfillt die Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen, fur die als Funktion von
& und Q die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.42), (5.46) und (5.47) durch die
Werte vonH;(X =0), Hix(X =0) undHxx(X =0) vorgegeben wurden, nicht die entspre-
chenden Anfangsbedingungehy (X = 0) undHixx(X = 0), wenn man sie mithilfe von
Gleichung (5.41) auf eine Funktion vofiumrechnet. Dies liegt daran, dass die Losung
nach der Methode der mehrfachen Variablen stets zwischen den beiden Einhiilenden
undhs liegen muss, diese aber keinen ausreichend flachen Anstiégdiezulassen, um

die Anfangsbedingunbl;x(0)=0,01 erfillen zu kénnen.

Tatséachlich folgt fur Anfangsbedingungkhx(0)< 1 aus Gleichung (5.47), daSg(0) <«

1 und daraus mit Gleichungen (3.35), (3.30) und der fiir die Erflllung der Anfangsbedin-
gungH;(0)=0 notwendigen Bedingungy(0) <0, dasd,(0) <« 1. Die Werte vorh,(0) in
Abbildungen 5.2 und 5.3 sind entsprechend verschwindend klein im Vergleich zu jenen
in Abbildung 5.1.

FUr Hix(0) < 1 undHxx(0) = O(1) lasst sich die Gréssenordnung vdm aiX abschat-

zen: Nach Gleichungen (5.47), (3.30) und (3.33) folgt fur die Intedsate(5.30) undJ;

in (5.29), dass diese von der Grdssenordnung 1 sind. Verwendet man die auf die langsam
Veranderlicheéh, umgeschriebene Bestimmungsgleichung nach der Methode der mehrfa-
chen Variablen (5.31), so folgt fur kleidg naherungsweise

dhy = 12v8) (5.51)
dQ  hs(hs - 3)
und mit (5.41) und (5.34) folgt
dh, 6 J (5.52)

aX " e To"-

Demnach folgt fir Anfangsbedingungéhix(0) < 1 undHxx(0)=0(1), das$,(0) < 1

und dh,/dX(0) = O(B). Das bedeutet, dass die in den Beispielen in Abbildungen 5.2 und
5.3 vorgeschriebenen Werte fhiix(0) der Oberflachenneigung am Referenzpunkt, die
um eine Gréssenordnung Kleiner sind als der Wegfiron der auf die urprtingliche Orts-
variableX umgerechneten Losurid; o(X) nach der Methode der mehrfachen Variablen
nicht erfullt werden kann, da deren Funktionswerte gemalf3 Gleichung (5.36) immer gro-
Ber oder gleichn, sind. Diese Nichterfillung der Anfangsbedingungen durch die Lésung
nach der Methode der mehrfachen Variablen bewirkt in den Beispielen in Abbildungen
5.2 und 5.3 eine zu grof3e Steigung im Referenzpunkt und infolgedessen eine konstante
Verschiebung irX-Richtung firX <1 gegentiber den numerischen Losungen von (2.54),
die die vorgegebenen Anfangsbedingungen korrekt wiedergeben.

Analoges gilt fur den FalH;x(0) < 1 undH;xx(0) < 1. Nach Gleichungen (5.46) und
(5.47) ergibt sich in diesem Faiy(0) < 1 undSy(0) <« 1, und infolgedessen i > 1,
wahrend die beiden anderen Integralandl, aus Gleichung (5.30) von Gréssenordnung

1 sind. Mit den Gleichungen (3.30)-(3.30) folgt dami0) <« 1, h,(0) <« 1 undhz~ 3, also

m=~1 mitmaus Gleichung (3.47). Bei diesen Anfangsbedingungen nahert sich die Lésung
(5.36) an den Grenzfall der aperiodischen Solitarwellenlésung des reibungsfreien Falles
an, d.h. die Wellenlange wird sehr grol3 gegen 1 und die Amplitude nahert sich dem Wert
3 an. Aus Gleichung (5.31) folgt in diesem Fall, dakg/dQ > 1 und weiters mit Glei-
chung (5.41), dass (bei festgehalten®ndh,/dX> 1. Das bedeutet, dass auch in diesem
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Fall die Losung (5.36), umgerechnet auf die urspriunglichealée X, die Anfangsbedin-
gungen nicht korrekt wiedergeben kann.

Dass die Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen im Falle kleiner Werte von
H1x(0) die Anfangsbedingungen nicht erfiillt, bedeutet jedoch nicht, dass sie inkorrekt
ware. Vielmehr widersprechen obige Annahmen fir die Anfangsbedinguhgéd) < 1
odeyund Hixx(0) < 1 der Voraussetzung, dass die Unbekannten in der asymptotischen
Entwicklung als Funktionen d€?(1) anzusehen sind, vergleiche Gleichungen (5.46) und
(5.47). Kleine Werte fur die Anfangsbedingung(éth)x(0) < 1 odefund Hixx(0) <« 1
verlangen einen anderen asymptotischen Losungsansatz als in Gleichungen (5.1)-(5.3),
in dem die Grossenordnung der Unbekanr®éf) und S(Q2) in Bezug auiB festgelegt
werden muss, wobei eine Veranderlichkeit der Unbekannten in der Entwicklungsnach
erstin Ordnung oder in héherer Ordnung auftritt.

Wir halten also fest, dass die Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen die An-
fangsbedingungen sehr kleiner Werte der Oberflachenneigy(@) < 1 ungoder sehr
kleiner Werte der Oberflachenkrimmuilxx(0) < 1 am Referenzpunkt nicht richtig
wiedergibt, wenrH;x(0) <3 odeyund Hixx(0) <.

Der Grenzfall einer Losung (5.36) mit einer am Referenzpunkt verschwindenden Ampli-
tude |h3(0) — hy(0)] < 1 ist unmdoglich, da sich in diesem Fall die Bedingungg®) <0<

h3(0) und (3.31) firX =0 nicht gemeinsam erfillen lassen.

Abbildung 5.4(a) zeigt den Vergleich einer numerischen Lésung mit beschranktem Gul-
tigkeitsbereich mit der entprechenden Lésung nach der Methode der mehrfachen Varia-
blen. Die numerische L6ésung von Gleichung (2.54) ist rot durchgezogen, die L6sung nach
der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36), ist schwarz durchgezogen ein-
gezeichnet. Die Ubereinstimmung zwischen beiden Lésungen ist sehr gut, sogar bis un-
mittelbar vor Ende der schwarz durchgezogenen Lésung. Der Grund fir das Abbrechen
der Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen ist in Abbildung 5.4(b) zu erken-
nen, die die langsam Veranderlichen h, und h; durch eine gestreckte Ordinatenskala
dataillierter zeigt.

Die Integration der Gleichungen fur die langsam Veranderlichen (5.27) und (5.28) bricht
beim Wert vonQ = 7,33- 10, X =1098 undm=0,9999 ab. Die Nullstelletn; und h,

laufen bis zum Abbruch der Losung zusammen und nehmen dann die Werte des aperiodi-
schen Grenzfalls an. Setzt man die numerische Berechnung der Nullstellen des Polynoms
g weiter fort, so werden diese komplex, und die Losung (5.36) verliert ihre Gliltigkeit. Die
direkte numerische Integration von Gleichung (2.54), deren L6sung in Abbildung 5.4(a)
rot durchgezogen dargestellt ist, geht noch etwas weiter Uber die Abbruchstelle der L6-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen hinaus, bricht aber dann ebenso in Form
einer Singularitat ab. Die Losungskurve &hnelt in diesem Bereich jener exakten Losung
in Gleichung (3.54), die wir im Falle komplexer Nullstellen fiir den BaH 0 gefunden
haben, siehe Abbildung 3.1.

Die numerischen Losungen aus Abbildung 4.3 lassen sich durch die Methode der mehr-
fachen Variablen Gberhaupt nicht erfassen, da in diesen Fallen das notwendige und hin-
reichende KriteriunD (Ry(0), So(0)) < 0 bei X =0 bereits am Referenzpunkt nicht erfullt

ist, also keine reellen Wertg (0), h,(0) oderh3(0) vorhanden sind. Dass die direkte nu-
merische Integration von Gleichung (2.54) dennoch Ldsungen zulasst, liegt daran, dass in
Abhangigigkeit von der Grosse der Schrittweite wellige Loésungen erhalten werden kon-
nen, auch wenn das Kriteriul < O nicht erflllt ist, siehe Abschnitt 4.1, Gleichungen
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Abbildung 5.4: Vergleich der numerischen Lésufigvon Gleichung (2.54) (rot durchgezogene Kurve) aus
Abbildung 4.5 mit der L6sun#i; o nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz
durchgezogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingypgdir®, I' = 3, H1(0)= 0, H1x(0)= 0.3

und Hixx(0) = 0,314. In Abbildung 5.4(b) sind die langsam Veranderliclignh, und hg mit einer im
Vergleich zu Abbildung 5.4(a) gestreckten Ordinate dargestellt. Dabei gilt die schwarze Ordinatenskala fir
die schwarzen Kurverh{ undhz) und die rote Ordinatenskala fir die rot strichlierte Kurkg)

(4.3)ff..
Abbildung 5.5 zeigt einen Vergleich der numerischen Lésung aus Abbildung 4.6 mit ei-
nem Ubergang zu voll ausgebildet turbulenter Stromung weit stromab mit der entspre-
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chenden Losung nach der Methode der mehrfachen VariablemeSbe numerische L6-

sung der vollen Gleichung (2.54), die wir in Abschnitt 4.3 prasentiert haben, muss auch
die numerische Lésung der Gleichungen (5.41), (5.27) und (5.28) fur die Unbekannten
X(Q), Ro(€2) und Sp(2) nach der Methode der mehrfachen Variblen als Losung eines
Randwertproblems formuliert werden. Im Zuge der Bestimmung der Losung hat sich je-
doch herausgestellt, dass anstelle der Gleichungen (5.27) und (5.28) die umformulierten
Gleichungen (5.31) und (5.32) fir die Bestimmung der langsam Veranderlichen besser
geeignet sind.

Als Integrationsintervall wurd€ < [0, 2] gewéahlt, wobei zwei Randbedingungen bei
Q=0 und eine Randbedingung kei= 2 gestellt wurde, und zwar

X(0) = 0,
h,(0) = -0,01108,
he(2) = T|1+exp(-27/(T - 1)°?)| = 2,003735 (5.53)

Die Wahl des Wertes 2 fir das rechte Ende des Integrationsintervalls hat folgende Grin-
de: Die sich aus Bestimmung der langsam Veranderli¢hamd h; ergebende Losung
(5.36) nach der Methode der mehrfachen Variablen reicht, wenn sie mittels Gleichung
(5.41) als Funktion vorX dargestellt wird, so weit, dass ein Vergleich mit der direkten
numerischen Losung von Gleichung (2.54) aus Abbildung 4.6(a) moglich ist, und zwar
ergibt sichX(2) = 127,01. Weiters bedingt die Wahl dieses Wertes, dass der Wert von
h; an dieser Stelle ndherungsweise durch den fur gibRéerte glltigen asymptotischen
Wert ersetzt werden kann. Diesen asymptotischen Grenzfdi} firerden wir erst weiter
unten in Abschnitt 5.4 angeben, und zwar greifen wir hier auf die Gleichungen (5.59) und
(5.67) vor, die bei einer Wahl der unbestimmten Konsta@ted undI’ = 2 denin (5.53)
angegebenen Wert fii(2) liefern. Die Abweichung vom fif2 — oo glltigen Wert
h;=I"=2 ist beiQQ =2 bereits so gering, dass die Verwendung des asymptotischen Nahe-
rungswertes gerechtfertigt ist. Schliesslich bedingt die Wahl des Wertes 2 fiir das rechte
Ende des Integrationsintervalles, dass der Rechenaufwand in vertretbarem Ausmalf bleibt.
Die in (5.53) angegebene Randbedingit@) =0 folgt der in Gleichung (5.41}. getrof-

fenen Festlegung. Der Wert ftig(0) in (5.53) wurde aus den Resultaten der numerischen
Lésung aus Abbildung 4.6 mit der Randbedinguhg(0) = 0,1 und dem dort errech-
neten Wert vorHxx(0) = 0,4570 gewonnen, mithilfe derer aus den Gleichungen (5.46)
und (5.47)R(0) undS(0) und damit die Nullstellen des Polynomsn (3.25) berechnet
werden kénnen, sodass der Wert ffgi(0)= -0, 01108 folgt.

Zur numerischen Berechnung wurde im Rahmen der Software MATLAB 7.5.0 als Rand-
wertldser die Funktion bvp4c verwendet, die auf einem Kollokationsverfahren basiert,
wobei ca. 400 Stutzstellen verwendet wurden. Die Schrittweite wurde dabei adaptiv ange-
passt, und das Residuum der Losung betrug.IDer Rechenaufwand fir die Ermittlung

der L6sung betrug in etwa 5 Stunden bei einer AMD Athlon Dual Core 64 Bit CPU mit
1024 kB Cache und einer 3 GHz Taktung.

Als vorgegebene Schéatzfunktionen #irh, undhz waren in diesem Fall im Unterschied

zur direkten numerischen Losung der Gleichung (2.54) konstante Funktionen nicht aus-
reichend. Wir haben zum Erhalt der Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen
in Abbildung 5.5 die fir groR-Werte glltigen asymptotischen Grenzfélle der Losungen
fur X(Q), ho(2) undh;(Q2) verwendet, die wir erst im weiter unten folgenden Abschnitt
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Abbildung 5.5: Vergleich der numerischen Ldsurg von Gleichung (2.54) (rote Kurve) aus Abbildung

4.6) mit der Losungd; o nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) (schwarz durchgezogene Kur-
ve). Parameterwert@.= 0,1, I = 2. Randbedingungen fiH;: H1(0) = 0, H1x(0) = 0,1 undH(130)= 2.
Randbedingungen fill1o: X(Q = 0) =0, hy(0)=-0,01108 undhz(2) = 2,003735. Die strichlierte Kurve

stellt die langsam Veranderliclg, die punktierte Kurvéyz dar. Abbildung 5.5(b) zeigt einen vergrésserten
Ausschnitt in der Nahe des Referenzpunktes, wo die Lésung nach der Methode der mehrfachen Variablen,
dargestellt als Funktion voX, die vorgegebenen Randbedingungen nicht erflillt.

5.4 prasentieren werden, und zwar wurden die in Gleichungen (5.68), (5.69) und (5.70)
angegebenen Funktionen it 4 als Schatzfunktionen fur die Lésungen der Gleichun-
gen (5.41), (5.31) und (5.32) vorgegeben. Mit den so berechneten langsamen Veréander-
lichen X(Q), hy(Q2) und h3(Q2) kann die Losungsfunktiohl, o in (5.36) als Funktion der
urspringlichen VariableK dargestellt und mit der direkten numerischen LésHiagyon
Gleichung (2.54) verglichen werden.

In Abbildung 5.5 ist ersichtlich, dass der Verlauf von Amplitude und Frequenzéanderung
von der LOsung nach der Methode der mehrfachen Variablen im Vergleich mit der direk-
ten numerischen Lésung von Gleichung (2.54) sehr gut wiedergegeben wird. Abbildung
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5.5(b) zeigt, dass die Abweichungen zwischen beiden Losuags der Nichterfullung

der Anfangsbedingungen durch die Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen
resultiert, &hnlich wie dies in den Beispielen in Abbildungen 5.2 und 5.3 der Fall war.
Anhand der asymptotisch fiir grode€Werte gultigen Darstellung filn, und hs, Glei-
chungen (5.69) und (5.70), ist ersichtlich, dass das numerische Randwertproblem auf der
rechten Seite des Integrationsintervalls einen erhéhten Rechenaufwand verursacht: Fir
X — oo gilt h, > T"undh; —» I', sodass aus den Gleichungen (3.34) und (3.35) folgt, dass
Ro—T'('/2 - 1) undSy— -T'?(I'/3 - 1/2), und mit Gleichung (3.27) ergibt sich fir die
DiskriminanteD — 0. Der Ubergang zu voll ausgebildeter Stromung stellt also den Uber-
gang zu einem Grenzfall einer aperiodischen, in diesem Fall einer konstanten Losung dar.

5.4 Asymptoten fir X — oo

Wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, besitzt Gleichung (2.54) Losungen mit der Asympto-
teH, =TI fur X— oo. Auch die Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36)
besitzt im Grenzfall gro3eR-Werte eine entsprechende Asymptote. Lasst man namlich
h,, hs —T gehen, so folgt aus Gleichung (5.50)

l; - 701/ 3T - 1), i=1(0,1,2), (5.54)
und mit (5.29), (5.27) und (5.28)
dRy ds,

sodass die langsam Veranderlichen asymptotisch die konstanten Werte
Ry — 3I(-2), So — ir*(3-20), (5.56)

annehmen, wie aus (3.34) und (3.35) folgt. Nach (5.54) ist dies im reellen Wertebereich
allerdings nur fud" > 1 moglich, das heisst, dass es sich bei den dbgeh I' undhz —

I' beschriebenen asymptotischen Stromungszustanden um abstrémseitige Zustande mit
grol3en Koordinatenwerten handeln muss. Dies stehtim Einklang mit dem asymptotischen
Wert fur die Ortskoordinat, denn mitQQ — co geht auch

X =2V3571 f ’ 10(Q)dQ — . (5.57)
0

Weiters kann maim, und h; um diesen asymptotischen Zustand entwicklen. Aus einem
Ansatz

hy = T+hP+..., (5.58)
hy = T+h{)+..., (5.59)

mit T = O(1), h{" = o(1) undh{’ = o(1) folgt fiir die Integrald; und J

_ bd 1 1) 1)
lg = = [1 + 355 (—(h3 +hY)+
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gri(h(l) + h(l))z 48F 1(h(l) h(zl))Z)] +o, (5.60)
I, = 3(r S 6[1 T (F L2(h + hid)+
% ( (r3 - )(h(l) + h(l))2482 (24(rl—1) - G_lF) (hgl) - h(zl))z)] T,
(5.61)
al 2 1 1
I, = ‘/3(?_1) [1 4E°>(Fr 41) (h( ) h( )+
(1) (1)
th(riz 8(F 1)2 T Ta- 1))(h +h; )2+
1 1
%(% 24(F—1)2 ERO= 1)) (h( )~ h ))2] o (5.62)
Jl = Il - Flo =
1 1 1 1 1 1
3(1_ = [(h( )+h( )) 4(1_ - ((h( )+h( ))2 1(hg)_h(2))2)] +o
(5.63)
b= 1,-Tl; =
(1) (1)
= | (05 + hS)+
(1) 1) 1) (1)
3 (2= o) (09 +hE)? +3(F - o) (M) = hE?)] + 660
5.64

Setzt man diese in die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32) ein und addiert bzw.
subtrahiert die Gleichungen jeweils, so ergibt sich

dh? +h$)  2n

e = m(hgl>+h§>)+..., (5.65)
d(h(l) _ h(l))
— g = T 1)3/2(h(1) h) +.... (5.66)

Aus Integration der ersten Gleichung folgt mir den Randbedinguhigen 0 undh{’ — 0
fir Q — oo, dassh{’ = —h{". Aus Integration der zweiten Gleichung und der Gleichung
(5.41) folgt

hy = —h = C/2exp|-=Q/(T - 1)¥?] (5.67)
2r

X = 0 5.68

BVr -1 ' 59

wobei wir wieder die Anfangsbedinguné =0)=0 mitQ = B¢ verwendet haben. Damit
folgt also furQ, X — oo

h,
hs

I'-C/2exp[-BX/20C -] +..., (5.69)
'+ C/2exp[-BX/2C-1)]+..., (5.70)

mit einer unbestimmten Konstantén

Damit lasst sich die Losung fiur die H6henstérung nach der Methode der mehrfachen
Variablen (5.36) fur diesen Grenzfall angeben. Der langsam veranderliche Paraieter
definiert in Gleichung (3.47), ergibt sich bis auf Terme hoherer Ordnung zu

m=C/3( — 1) exp[-BX/2(C - )] +... . (5.71)
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Damit folgt aus den asymptotischen Eigenschaften des i6)Yaw#tretenden elliptischen
Integrals KM) (siehe [3], S.591, 17.3.11) sowie des Cosinus amplitudinis (siehe [3],
S.573, 16.13.2) bis auf Terme héherer Ordnung

R0 - )
H1’0:F+h3 COS[Z?T[].-Fm-F...J(f—fo) +..., (572)
wobei wir Gleichung (5.67) verwendet haben. it ¢ und Gleichung (5.68) ist
2n
X = , 5.73
N (5.73)

sodass die Loésung fur die Hohenstorung nach der Methode der mehrfachen Variablen
(5.36) im asymptotischen Fdll, X — oo in fihrender Ordnung lautet:

Hyo =T + Cexp[-BX/2(T - 1)] cos| VT - 1(X - Xo)| + ..., (5.74)

wobei wir Xo=2n1&9/ VI' — 1 gesetzt haben. Das bedeutet, dass im asymptotischen Grenz-
fall des Ubergangs zu voll ausgebildeter Stromung die Losung nach der Methode der
mehrfachen Variablen fif2 — oo das gleiche asymptotische Verhalten zeigt wie die
asyptotische Losung der vollen Gleichung (2.54)Xie o, vergleiche Gleichung (3.19).
Dabei treten wieder zwei Konstant€rund X, auf, die aufgrund der asymptotischen Guil-
tigkeit von Gleichung (5.74) unbestimmt bleiben.

Die andere in Abschnitt 3.3 prasentierte Asymptdte= 8X flr X — oo von Gleichung
(2.54) wird von der Lésung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) ebenfalls
im Grenzfall groR3eQQ-Werte entsprechend wiedergegeben. Fir das asymptotische Ver-
haltenh,, h; — X folgt unter Verwendung von Gleichung (3.31) fir den Parameter

aus Gleichung (3.47), dass— 0 und aus Gleichung (5.37) folgt Kj) — /2. Fir diesen
asymptotischen Fall kann man Gleichung (5.41) unter Verwendung von Gleichung (5.34)
integrieren, und es folgt

BX — (31?3, (5.75)
sodass im GrenzfaK — co auchQ — co. Demnach folgt fuihy, h, undhg
hy —» —2(31Q)%3, (5.76)
hy, hs — (37Q)%°. (5.77)
Dies ergibt fiir die Integralg in der Gestalt (5.50)
lj - Z@EQ)@D2, j=(0,1,2), (5.78)
und mit (5.29), (5.27) und (5.28) folgt
R — (3n0)*3, (5.79)
So — -i(BrQ)>. (5.80)

Man kann nun die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32)fiind h; um diesen
asymptotischen Zustand entwicklen. Aus einem Ansatz

hy = Br)?+h)+. ., (5.81)
hy = (B3 +h+..., (5.82)
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mit h{" = o(Q%3) undh{? = o(Q?3) folgt fur die Integrald; und J

o= g (1- 4G 3| () + )+
2(3nQ) 2 ((h + hP)? + H(P - 3|} + ... (5.83)
= U4 13rQ) R[4+ (1- (31 22) (hS) + hY)-
—33@rQ) R (0 + h)? + 30 - hPP) |} + ..., (5.84)
I, = D1+ 13rQ) 8+ (3+ 2(3rQ) %) (S + hY) +
(BrQ) 3 (4 + Z(0 + hP)? + LY - )|} + ..., (5.85)
Ji= Li-Tlp=
=11+ 1(3rQ) 22 [4(1-T) + (h + h$Y)-
— 1(3rQ) 3 ((1 - I)(hEY + h$)+
(0 + h)2 + 2P - )|} + .. (5.86)
b= 1p-Tl=

2 {1+ 2(3nQ) *2 42— 1) + 3(h + hi))+
(3rQ) 23 ((1-T) - (1 - 5(n§” + h§)+
(0 + hy2 + 2 — b))+ ... (5.87)
Beim Einsetzen der Ansétze (5.82) in die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32)
zeigt sich, dass die Gleichungen in fiihrender Ordnung, i.é)[i(ﬁﬂQ)l/?’(h(gl) + h(zl))]
identisch erfillt sind. In n&chster Ordnung folgen zwei Gleichungen Iflgh)/dQ und

dhgl)/dQ, die jeweils einmal addiert und einmal subtrahiert folgende Gleichungen erge-
ben:

dh§’ +hY)  an(1-T) .

= : 5.88
dQ 3rQ ’ ( )
d(hgl) - h(zl)) 31 (1) (1)
Aus Integration dieser Gleichungen und der Gleichung (5.41) folgt
h+hd = 41-T)InGrQ)+C+..., (5.90)
h® - h® = C@)™2+..., (5.91)
BX = (BrQ)*P+..., (5.92)

wobei wir die Anfangsbedinguny(¢ = 0) = 0 mit Q = B¢ verwendet haben. Damit folgt
also firQ, X— oo

hy=hy = BX+@-D)InBX)+C/2+..., (5.93)
hs—h, = CBX)**+..., (5.94)
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mit den unbestimmten Konstant€und C.

Da der langsam veranderliche Parameteaus Gleichung (3.47) im Grenzfall der Asym-
ptote des tiefen Wassers gegen 0 geht, kann man die asymptotische Losung fur die Ho-
henstorung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) unter Verwendung von
(5.34), (5.90) und (5.91) sowie den asymptotischen Eigenschaften des Cosinus amplitu-
dinis (siehe [3], S.573, 16.13.2) bis auf Terme hoherer Ordnung schreiben als

Hio = (3m)?*+24(1-T)In@ErQ)+C/2+

In [(3r©)%?|

é (37TQ)—1/2 COS{Zﬂ' [1 + (1 - F)W

1/2
§+...}+.... (5.95)

Mit (5.92) lautet nun die Losung fur die Hohenstorung nach der Methode der mehrfachen
Variablen (5.36) im asymptotischen F&l] X — oo bis auf Terme hoherer Ordnung:

Hio = BX+@-T)InBX)+C/2+
+C(BX) /4 cos| 28 1BX)Y2 + .. | + ... . (5.96)

Das bedeutet, dass im asymptotischen Grenzfall des Ubergangs zu tiefem Wasser die L6-
sung nach der Methode der mehrfachen Variable@fi» oo das gleiche asymptotische
Verhalten zeigt wie die asyptotische Lésung der vollen Gleichung (2.5 fiiko, ver-

gleiche Gleichungen (3.8), (3.12) und (3.18). Dabei treten wieder zwei Kons@nied

C auf, die aufgrund der asymptotischen Giiltigkeit von Gleichung (5.96) unbestimmt blei-
ben.

Interessant dabei ist, dass der Korrekturterm (1) In(8X) dartber entscheidet, ob eine
wellige Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen existiert: Setzt man (5.93) in
(3.34) und (3.35) ein und uberpruft das Kriterium fur die Existenz einer welligen Losung

D <0 mit D aus Gleichung (3.27), so ergibt sich bis auf Terme héherer Ordnung

D=[1-(1-T)InBX)](BX)°+..., (5.97)

sodass nur fiF < 1 eine wellige L6sung nach der Methode der mehrfachen Variablen im
asymptotischen Grenzfall des Ubergangs zu tiefem Wassers moglich ist. Andererseits ist
dann die Bedingunf <1 auch hinreichend fur die Existenz eines welligen Stromungszu-
standes weit stromab.

5.5 Elimination der Ortskoordinate,
Differentialgleichung fur die Amplitude als Funktion
der mittleren Auslenkung (Phasenebene)

Die L6sung nach der Methode der mehrfachen Variablen ist durch die Gleichungen (5.36),
(5.27), (5.28) und (5.41) sowie durch die Angabe von Anfangsbedingungen vollstandig
bestimmt. Die als Funktionen van langsam VeranderlichdR,, So und X kbnnen dabei
unabhéngig von der schnell mitveranderlichen Lésungl, o berechnet werden; diese
treten in Losung (5.36) als Parameter in Erscheinung. Mit der Bestimmunigouamd Sy
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sind aber nach Abschnitt 3.5 aulsh h, und hsz und damit auch die Periode 2i§] sowie
die mittlere Auslenkung
hm = (hy + h3)/2 (5.98)

und die Amplitude
A= h3 - h2 (599)

der Losung bestimmt. Wesentlich zur Charakterisierung des Losungsverlaufes ist also die
Bestimmung der langsam Veréanderlichen, d.i. die Losung der Gleichungen (5.27), (5.28)
und (5.41) oder alternativ der Gleichungen (5.31), (5.32) und (5.41). Durch entsprechende
Addition bzw. Subtraktion und einige Umformungen kann man die beiden Gleichungen
(5.31) und (5.32) auf die entsprechenden Gleichungen fir die in (5.98) und (5.99) einge-
fuhrten langsam Veranderlichér, und A umschreiben. Diese lauten dann:

dm .z d2+ (2hn —3)s

dQ 6\/:9(1— hm)2 — A2/4°

dA 31200 - Dndi - J) - A2),
dQ [9(1 — hy)2 — A2/4] A

(5.100)

(5.101)

Die in Gleichung (5.30) eingefuhrten Integrdleaus denen dig; aufgebaut sind, lassen
sich damit wie folgt ausdriicken

- fﬂ/z [hm + (A/2) sind]' di?
" Jre VBm - D + (A/2)sing

i =(0,1,2). (5.102)

Man kann die Gleichungen fir die langsam Veranderlichen nun vereinfachen, indem man
die Ortskoordinat& eliminiert und die AmplitudeA als Funktion der mittleren Auslen-
kung h,, der Stérung der welligen Oberflache in einem Phasenraum darstellt. Aus Glei-
chungen (5.100) und (5.101) folgt

dA  12(hy — 1)(hndy — o) - A%
dhy, [J2 + (2hy, — 3)J1] A

(5.103)

Die Grenzfalle der aperiodischen Lésungen sind beim Zusammenfallem wdn (kon-

stante L6sung) und vam, = h, (Solitonenldsung) zu finden, oder gleichbedeutend0
(konstante Lésung) bzw = +6(h,, — 1) (Solitonenlésung). Ersterer Fall stellt einen sin-
guléaren Punkt der Biierentialgleichung (5.103) dar: Aus (5.102) folgt namlich, dass mit

A =0 automatischd,/J; = hy, = h, = hs gilt, sodass alle Terme im Zahler und Nenner von
(5.103) verschwinden.

Die Losungen fur die langsam Veranderlichen kénnen somit in einem Phasendiagramm
(hm, A) dargestellt werden. Der Anfangspunkt einer jeweiligen Loésung wird aus der An-
gabe der Anfangsbedingungein(0)=0, H1x(0) undHxx(0) berechnet, indem mit diesen

aus (5.46) und (5.48,(0) undSy(0) ermittelt wird, aus diesen die Nullstellen des Poly-
nomsq (h, Ry(0), So(0)) in Gleichung (3.25) ermittelt werden und mittels diesen dann die
Werte furh,,(0) undA(0) berechnet werden. Aus den Werten der langsam Veranderlichen
entlang der Losungskurve ergibt sich auch die mit diesen Werten parametrisierte schnell
veranderliche Losung (5.36).

Der Nachteil dieser Darstellung ist allerdings, dass die Lésungskurven alle den Parameter
" Uber die Integrald; in (5.103) enthalten. Um eine universelle, d.h. Yonnabhangige
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Darstellung der langsam Veranderlichen zu erhalten, wendleabige Vorgehensweise

auf die in Abschnitt (3.9) hergeleiteten transformierten, Vamabhé&ngigen Gleichungen

an. Wir beginnen mit der allgemeinen Lésung dieser transformierten Gleichungen nach
der Methode der mehrfachen Variablen.

5.6 Universelle Losungen dei-freien Gleichungen

Ausgehend vom zu Gleichungen (3.22)-(3.24) aquivalenten, aber form&l woabhan-

gigen Gleichungssystem (3.64)-(3.66) entwickeln wir die Gleichungen in analoger Vor-
gehensweise zu Abschnitt 5.2 nach der Methode der mehrfachen Variablen. Dabei sind in
Abhangigkeit vorT" die drei Félle nach Gleichungen (3.57) und (3.58) zu unterscheiden.
Der Zusammenhang zwischen der langsamen und der schnell veranderlichen Variablen
ist wieder durch Gleichung (5.11) gegeben, die Definitionsgleichung fur die schnell ver-
anderliche Variabl& werden wir weiter unten in Gleichung (5.110) angeben. Der zu
(5.13)-(5.15) analoge Lésungsansatz zur Lésung der Gleichungen (3.64)-(3.66) lautet:

g)l(%’ b) = 51 0({:’ Q)+b 551 l(é:’ Q) +..., (5104)
R(X, D) = Ro(£,Q) +bR(£,Q) + ..., (5.105)
S(X,0) = Go(¢, Q) +bCy(E, Q) +... . (5.106)

Die Funktionen in (5.104)-(5.106) werden als periodisch it der Periode 1 vorausge-
setzt. Eine Rechnung analog zu jener in Abschnitt 5.2 durchgefiihrten ergibt eine allge-
meine Losung nach der Methode der mehrfachen Variablen

H10 = b2 + (b3 — h2) CF [2K(m)(& — &o)lm] . (5.107)

Die in (5.107) auftretendelp undbs sind die Nullstellen des Polynomsin Gleichung
(3.77) mit den in Abschnitt 3.11 aufgelisteten Eigenschaften.
Die Gleichungen fur die langsam Veranderlich&n S und X lauten

% = 2V31,(Ro, So), (5.108)
% = —2V31,(Ro, S0), (5.109)
dx  dx
E:bﬁ =t w? = 2V3lyRo, So), (5.110)

mit den in (5.30) definierten Integralén Dabei dient Gleichung (5.110) als Definitions-
gleichung fur die schnell veranderliche Varialdleind die langsam verédnderliche Fre-
quenzw. Die Gleichungen (5.108) und (5.109) sind im Unterschied zu (5.27) und (5.28)
formal vonT" unabhéangig. Die implizite Abhangigkeit der Losungen Joergibt sich

Uber die Abhangigkeit von (siehe (3.60)-(3.61)) sowie die Abhangigkeit der Anfangs-
bedingungen (3.62)-(3.63) vdnh

Ganz analog zum untransformierten Fall gehen auch in die L6ésung (5.107) als Parameter
die langsam Veranderlichen ein, die selbst unabhangig mittels der Gleichungen (5.108)
und (5.109) berechnet werden missen. Auch hier kdnnen die Gleichungénuiid S,
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durch Gleichungen fli, und b3 ersetzt werden, diese lauten

d
120+ 05 -390~ Do) g2 = 2Valoohs - 12), (5.111)

d
£(2b3 + b2 — 39)(bs3 — bZ)d_ES);

h1(Q2) kann dabei mithilfe von (3.80) berechnet werden.
Analog zum untransformierten Fall kann man eine mittlere Auslenkung

bm = (b2 + b3)/2 (5.113)

2V3(hsly — 12). (5.112)

und eine Amplitude
D=bh3-Dh (5114)

fur die transformierten Grossen einfuhren und die beiden Gleichungen (5.111) und (5.112)
auf entsprechende Gleichungen fur die langsam Veranderlighemd h; umformen, mit
dem Ergebnis

dbm _ 6\/3|2 + (me - 35)'1

dQ 7 T9(s— bm)2 - 02/4° (5-115)
dd _ lz(bm - S)(bmll - |2) - bzl1
o = 6V3 95— b)E /4T (5.116)
Die Integralel; haben dabei die Gestalt
/2 H i
= f Lbw + (®/2)SINIT D 5 _ 6.1,2). (5.117)
/2 V3(Om — 9) + (/2) sind

Eliminiert man aus den Gleichungen (5.115) und (5.116) die langsame ,Orts“vafiable
so erhalt man eine Darstellung im Phasenraum:

dd  12(hm — (Ol — 12) = Iy
dbm [IZ"‘(me_?’S)Il]b ,
analog zu (5.103) im untransformierten Fall. Der Parameterterscheidet die in Glei-
chung (3.56) definierten Félle.
Wie schon in Abschnitt 3.9 festgestellt wurde und wie aus dem Vergleich der Gleichun-
gen (5.115), (5.116), (5.117) und (5.118) mit den Gleichungen (5.100), (5.101), (5.102)
und (5.103) zu erkennen ist, decken sich im Falle gerl (I' < 1) die Formeln fir den
untransformierten Fall mit jenen des transformierten Falles.
Der Zusammenhang zwischen den transformierten Gren R und S lautet

R = %[(bm—s)z—sz] + =%,
S = 1(3s—2hm) (b - 307). (5.119)

(5.118)

Die Lésungen von Gleichung (5.118) fur die langsam Veranderliohamd b, liefern in
einem Phasendiagramfiy,, d) universelle (d.h. voi" unabhéngige) Kurven. Der zulas-
sige Wertebereich fiy undb,, ergibt sich aus Gleichungen (3.79)- (3.82):

0<d><6(Om-9), (5.120)
S<Dhp < 0. (5.121)
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Dies ist ein Ausschnitt des ersten Quadranten, begrenzturdeh durch die Lini@ =0

und nach oben durch=6(h,, — ). Analog zum untransformierten Fall ergeben sich die
Grenzfalle der aperiodischen Losungen beim Zusammenfallebyob (konstante L6-

sung) und vory; =, (Solitonenlésung), oder gleichbedeutend:0 (konstante Lésung)
undd=6(h, — S) (Solitonenldsung). Fiv=0 folgt aus (5.117), dads/l; =bn =bo =Dbs,

sodass alle Terme im Z&ahler und Nenner von (5.118) verschwinden.

Das bedeutet, dass die Begrenzungsgeraden fur den erlaubten Bereich an Werten, das
heisst fur auf wellige Losungen fihrende Weig, b) im ersten Quadranten auch gleich-
zeitig die Grenzfélle der aperiodischen Losungen markieren. Beide Geraden schneiden
sich im Punki(bm,, d) =(s, 0), in dem alle drei Nullstelleh, =b, =3 = szusammenfallen.

Wir wollen nun die singularen Punkte derfirentialgleichung (5.118) untersuchen, die
offensichtlich entlang der Begrenzungsgeraden zu finden sind (siehe [9]). Ein (trivialer)
singularer Punkt ist der Punks,, d) = (0, 0), flr den die Integralé sowie Zahler und
Nenner der rechten Seite von Geichung (5.118) identisch verschwinden.

Fir den ersten nichttrivialen Grenzfall entwickeln wir Gleichung (5.118) naeth, =

O(1). Dabei ergibt sich fir die Integralein der Darstellung (5.117)

n 1 b2
lo = 1 e 5.122
T B9\ 1920m- 7 (5:122)
Hm 1 3y, - 4S)b2)
I, = 1 - 5.123
T B9\ 192 (n - 9% (5.129)
nh2, 1 (17p2 — 40sh, + 24)b2)
I, = 1 5.124
= B9\ 7192 (m- 9% (5.124)
Diese ergeben eingesetzt in (5.118) bis auf Terme héherer Ordnung
dd 1 1
dbm:_(me+4(bm—S))b+“" (5.125)

Die singularen Punkte lauten dal{gy, d) = {(0, 0), (s, 0)}.

Nach [9] entscheiden die konstanten Komenten bei Linearisierung von Zahler und
Nenner in (5.118) um den singularen Punkt dariber, in welche Klasse ein singularer
Punkt fallt. Wie man sich leicht Uberzeugen kann, sind in diesem Fall beide singulére
Punkte Sattelpunkte, durch die zwei Lésungskurven hindurchgehen.

Der zweite nichttriviale Grenzfall folgt aus Entwicklung von Gleichung (5.118) nach
(bm — S) < d = O(1), welche wir hier jedoch nicht durchfihren wollen, weil die kriti-
schen Punkte fur diesen Fall anhand der numerischen Lésungen von Gleichung (5.118),
die wir in der folgenden Abbildung prasentieren werden, direkt ersichtlich sind.
Abbildung 5.6 zeigt das Losungsfeld von Gleichung (5.118). Die F&le 1,0 bzw.-1

oder auchl’ < 1,T' =1 bzw.T > 1 sind in den Farben blau, griin bzw. rot dargestellt.
Die durchgezogenen Kurven sind Losungskurven von Gleichung (5.118). Die strichlier-
ten Kurven stellen die obere Gliltigkeitsgrenze in (5.120) fur den erlaubten, das heisst auf
wellige Losungen fuhrenden Bereich der dargestellten GrdReimd d dar, auf denen
jeweils die Nullstellerh; undb, zusammenfallen. Die Abszisse reprasentiert die fir die
drei unterschiedlichen Falle gemeinsame untere Gliltigkeitsgrenze in (5.120), auf der die
Nullstellenh, undbhz; zusammenfallen.
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Abbildung 5.6: Amplitude gegen mittlere Auslenkung der welligen Oberflachenstérung in der transformier-
ten Darstellung. Losungsfeld von Gleichung (5.118). Falll (blaue Kurven), Fall (grine Kurven)

und FallT" > 1 (rote Kurven). Die durchgezogenen Kurven stellen Lésunga&kudar, die strichlierten Li-

nien begrenzen zusammen mit der Abszisse den fir wellige Lésungen méglichen Wertebereich. Spezielle
Punkte sind eingeringt dargestellt.

Spezielle Punkte in diesem Lésungsfeld sind eingeringt dargestellt. Dabei sind die sin-
gularen Punkte mib_; (-1, 0), Do(0, 0), D1(1, 0) undZF, (-1/2, 3) bezeichnet. Der Punkt

ZF, ist ein Mittelpunkt, wahrend alle anderen dieser vier singularen Punkte Sattelpunkte
sind.

In den drei Punkten auf der AbszisBe; (-1, 0), Do(0, 0) undD4(1, 0) fallen jeweils alle

drei Nullstellenh, =h, =hz = sfur die Falles=-1, s=0 unds=1 zusammen. Der Punkt

D, stellt gleichzeitig fur die rot dargestellten Kurven den voll ausgebildeten Strémungs-
zustand weit stromab dar, woldeb 1 sein muss, vergleiche die Diskussion am Ende von
Abschnitt 2.4, Tatsachlich folgt aus den Gleichungen (3.69) und (3.70) fur deh Fall
undH; —»T, Hix — 0 undH;xx— 0, dass

R -0, -0,
bm — 0, »— 0. (5.126)

Alle Kurven, die rechts aus dem Diagrammbereich laufen, minden asymptotisch in den
Zustand des tiefen Wassers (siehe Abschnitt 4.1), alle roten Kurven, die von der Grenz-
geradend = 6(hn + 1) ausgehen und wieder in diese minden, sind Losungen mit be-
schranktem Gultigkeitsbereich (siehe Abschnitt 4.2). Die spezielle Losung, die in den
voll ausgebildeten Zustand weit stromaldg(0, 0) mindet (siehe Abschnitt 4.3), trennt
gleichzeitig den Bereich der Anfangswerte, die auf Losungen, die in den Zustand des tie-
fen Wassers miinden, von jenen Anfangswerten, die auf Lésungen mit einem beschrank-
ten Gultigkeitsbereich fihren. Diese L6sung ist in Abbildung 5.6@vbezeichnet.

Die strichpunktierte, blau dargestellte Losung, die vom P43/ 2, 3) ausgeht, stellt je-

ne spezielle Losung dar, die aus einem voll ausgebildeten Referenzstromungszustand weit
stromauf resultiert, fall§' = 0. In diesem Fall voll ausgebildeter Strémung weit stromauf
folgt beiH; =0, Hix — 0 undH3xx — 0 mit den Gleichungen (3.69) und (3.70) oder auch
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mit den Gleichungen (3.79) bis (3.82), dass

R—0, G -0,
bm — 3/2, b — 3. (5.127)

Dieser Punkt ist in Abbildung 5.6 m#; bezeichnet.

Die in Abbildung 5.6 dargestellten, aus Integration von (5.118) gewonnenen Lésungen
wurden mit folgenden Anfangsbedingungen berechnet:

(bm(0), d(0)) = (bm(O), 6(bm(0) - 9) — 104), wobei fiirh,,(0) folgende Werte vorgegeben
wurden:

e Blaue Kurven §6=1,T < 1): h,(0) = 2, 1,5, 1,115 (von rechts oben nach links
unten),

grine Kurven $=0,I'=1): h»,(0) = 1, 0,6, 0,2 (von rechts oben nach links unten)
und

e rote Kurven §6=-1,T > 1): h(0) = 0,1, -0,2, -0,31, —0,333 -0,4 (von rechts
oben nach links unten, ausgenommen die spezielle Losung, die in den Pukt (O
mundet).

Bei der Berechnung der speziellen Lésung, die in den PRy, 0) mindet, ergeben sich
numerische Schwierigkeiten aufgrund des unbegrenzt anwachsenden Anstieges der Kurve
zum PunktDg hin. Aufgrunddessen wurde statt (5.118) die entsprechende inverse Glei-
chung fur d,/dd nachbd integriert, ausgehend von der Anfangsbeding(i@), b, (0)) =
(104,0). Als Ergebnis dieser Integration ergibt sich fir den Ausgangspunkt, der weit
stromab auf voll ausgebildete Strémung fiihrt, der Pugfk(—3/10,21/5). In diesem

Punkt fallen die Nullstellery; = §, zusammen, was dem Ubergang zu einer welligen
Lésung mit unendlich langer Periodenlénge entspricht. Dieser Ausgangspunkt beschreibt
jedoch keine voll ausgebildete Strémung in einem Referenzpunkt weit stromauf, da daftr
I" = 0 erforderlich wére. Fur Anfangsbedingungen, die durch den PZfjkbeschrieben
werden, ist hingegeh> 1 erforderlich, das bedeutet nicht voll ausgebildete Strémung im
Referenzpunkt. Diese widersprichlichen Eigenschaften der durch die Methode der mehr-
fachen Variablen beschriebenen Stromungsverhaltnisse im Referenzpunkt bei Ubergang
zur Begrenzungsgerade = b, spiegelt die schon in Abschnitt 5.3 beschriebene Unzu-
lassigkeit von Anfangsbedingungén:(0) < B undoder $H1xx(0) < 8 im Rahmen der
asymptotischen Theorie wieder.

Auch bei den drei roten Kurven, die ausgehend von der rot strichlierten Grenzgeraden
wieder in diese hineinminden, wurde zusatzlich zu Gleichung (5.118) abschnittsweise
die inverse Gleichung integriert, um unendlich anwachsende Anstiege zu vermeiden.

Die Kurven wurden mit der Software MATHEMATICA 6.0.1.0 berechnet, wobei ein im-
plizites Runge-Kutta-Verfahren bei konstanter Schrittweite mit mindestens 1000 Schritten
bis zum maximalen Wei,, =10 (ausserhalb des in Abbildung (5.6) dargestellten Berei-
ches) verwendet wurde.

Gleichung (5.118) beinhaltet im Grenzfall wieder die Asymptoten weit stromab, die wir
schon in Abschnitt 5.4 berechnet haben. Aus den Transformationsformeln (3.57) und
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(3.58), der allgemeinen L6ésung nach der Methode der metefa®hriablen der trans-
formierten Gleichung (5.107) sowie den Definitionen (5.113) und (5.114) folgt, dass

+#1, s=+1: hm =T = 1| b + T, A=C-1b», (5.128)
r=1 s=0: hm = Bm + 1, A=b». (5.129)

Im asymptotischen Grenzfdil, = 8X + o(8X) gilt b, = constBX + o(BX) mit const- 0,
sodass mit Gleichung (5.125) fur (5.118) bis auf Terme hdherer Ordnung folgt

dd 3D
— = ——— ... 5.130
Qo ~ 4 (5.130)
Dies ergibt die L6sung .
b=Cph3¥*+..., (5.131)

die den friher gefundenen asymptotischen Grenzfall der Lésungen (5.93) und (5.94) der
untransformierten Gleichungen beinhaltet.
Im Grenzfallhy, =T + o(1) gilt b, = 0 + o(1), sodass sich (5.118) fur alle drei zu un-
terscheidenden Falle ricktransformiert auf die urspriinglichen Variablen bis auf Terme
héherer Ordnung schreibt

dA 1 A

ah __th—l"+"' :
Diese Gleichung ergibt das asymptotische Loésungsverhalten fir jenen Grenzfall, der schon
im untransformierten Fall in Gleichungen (5.65) bis (5.70) beschrieben wurde. Die L6-
sung lautet

(5.132)

A=Clhy-T)Y24 .. (5.133)

Die GroRRen der transformierten mittleren Hdjyeund der transformierten Amplitucte
lassen sich wie folgt veranschaulichen: Die lokalen Maxima und Minima der Stérung der
Hohenauslenkung liegen in transformierter Darstellung auf den Einhillépdemd b,
beziehungsweise atik und h, in untransformierter Darstellung. Die GroBg ist laut
Definition in Gleichung (5.113) als arithmetisches Mittel des lokalen Maximigmnsd

des lokalen Minimum$, der Funktion$i o zu bilden, die GroRe ist laut Definition in
Gleichung (5.114) als Btierenz des lokalen Maximungg vom lokalen Minimumi, der
Funktion$; o zu bilden. Der Zusammenhang zwischen der transformierten Oberflachen-
stérung9, o und der untransformierten Oberflachenstértigist in Gleichungen (3.57)

und (3.58) angegeben. Bezeichnen wir daherfit und H"" jeweils ein lokales Ma-
ximum und Minimum der entdimensionalisierten Stérung der Oberflache eines welligen
Wassersprunges, die zueinander benachbart sind, so gilt nAherungsweise

b = 3k(HT™+HP" - 2r) (5.134)
> = k(HI™-HM), (5.135)
mit
+l,
0.

S=
" (5.136)

IC— 1t furr+1,
1 furr=1,
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Die in den beiden Gleichungen (5.134) und (5.135) beinlealitherung bezieht sich da-

bei ausschliesslich auf die angenommene langsame Veréanderlichkeit von Amplitude und
mittlerer Hohenauslenkung im Rahmen der Methode der mehrfachen Variablen, sodass
die beiden Gleichungen im asymptotischen Grenzfall eines verschwindgrAdentes

exakt gultig werden. Mit den Gleichungen (5.134) und (5.135) kdnnen aus den im Ex-
periment gemessenen maximalen und minimalen Hoéhenauslenkungen die transformierte
Amplitude und transformierte mittlere Hohe (unter Zuhilfenahme von Gleichungen (2.3)
und (2.26)) direkt berechnet werden.

5.7 Universelles Diagramm der Anfangsbedingungen fir
wellige Losungen

Abbildung 5.6 enthalt alle moglichen universellen (d.h. Yomnabhangigen) Lésungen,

aus denen bei gegeben&mithilfe der in Abschnitt 5.6 angegebenen Formeln die Lésun-
gen des untransformierten Falles riickgerechnet werden kdnnen. Aus der Abbildung kann
aber noch nicht entnommen werden, welche Anfangsbedingungen zu welligen Lésungen
fuhren. Wir wollen solche Anfangsbedingungen nun ebenfalls in einem universellen (d.h.
vonI" unabhangigen) Diagramm darstellen.

Der Bereich gultiger Anfangsbedingungen, also solcher, von denen ausgehend eine L6-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen vorhanden ist, muss im Diagigmm (

d) jedenfalls zwischen den beiden Geraden6(h, — s) undd =0 im ersten Quadranten
liegen, da Werte ausserhalb nicht mit den geforderten Eigenschaften (3.79) und (3.80) fur
die reellen Nullstellen vereinbar sind. Auf ersterer Geradeniahtit h, zusammen, auf
zweiterer Geraden fallf; mit hz zusammen. In diesen beiden Fallen ergeben sich die in
(3.85), (3.86) und (3.87), (3.88) erwahnten Parameterdarstellungen fur die Werie von
und .

Fihrt man die Abkirzung

= V& + 2R (5.137)

ein und eliminert man aus den Gleichungen (3.85) bis (3.88) den Paransaergeben
sich fur die beiden Falle die Darstellung

he=bs: S=23i(s+(s-) = 1(s0), (5.138)
=0 G=2%(s-0%s+2)=9(s52). (5.139)

Aus den Gleichungen (5.119)-(5.121) folgt, dass —s?/2 und daraus, dass stets 0

gilt, also insbesondere, dasaur reelle Werte annimmt. Weiters gilt stdtss, ) <g(s, 2).
Gleichungen (5.138) und (5.139) stellen fur jeden méglichend=all1, 0 zwei, also ins-
gesamt sechs Grenzkurven dar, die man nun infig)-Diagramm einzeichnen kdnnte,

um den Bereich méglicher Anfangsbedingungen fur wellige Lésungen nach der Metho-
de der mehrfachen Variablen abzugrenzen. Man kann jedoch zur weiteren Vereinfachung
natzen, dass die beiden Funktionemind g auf den rechten Gleichungsseiten folgende
Antisymmetrieeigenschaft besitzen:

f(s{)=-9(-59). (5.140)
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Das bedeutet, dass jeweils beide Begrenzungskurven furalea++1 mit den beiden
Begrenzungskurven des Falles ¥1 zusammenfallen, wenn man fiir verschiedene Werte
von s = +1 stattS() entsprecheng S(¢) in einem Diagramm auftragt. Definiert man

s==+1: n =-S5, (5.141)
s=0: n.=C, (5.142)
was gleichbedeutend ist mit
s=0,-1 I'>1: n:=c, (5.143)
s=1 I<1: n=-S, (5.144)

so kann man vier (statt der obigen sechs) Begrenzungskurven

s=+lunds=-1, T #1: f(-L¢) <n<9(-12), (5.145)
s=0, I'=1; £(0,2) <n<9(0,2), (5.146)

angeben, die den Bereich mdglicher Anfangsbedingungen fur wellige L6sungen nach der
Methode der mehrfachen Variablen in einefyvj-Diagramm abgrenzen. Diese Abgren-
zung enspricht den Begrenzungen durch die Abszisse und die drei geneigten strichlierten
Geraden in Abbildung 5.6 fir die jeweiligen Fale 0, +1.

Die Bedingungen in Gleichungen (5.145) und (5.146) sind allerdings fur die Werte der
Anfangsbedingungen genauso zu erflllen wir fir den gesamten Verlauf der welligen L6-
sung in der transformierten Darstellung. Wir bezeichnen mit

fo=14Q=0),  n=n(Q=0) (5.147)

die transformierterAnfangsbedingungester Losung nach der Methode der mehrfachen
Variablen. Die fur eine wellige Losung notwendigen und hinreichenden Anfangsbedin-
gungen mussen dann noch die Bedingungen in Gleichungen (5.47) und (5.48) der untrans-
formierten Variablen erftllen. Setzt man diese Bedingungen in die Gleichungen (3.73) bis
(3.76) ein, so ergeben sich tber (5.141) und (5.142) entsprechend Bedingungemidir

no, denen die Anfangsbedingungen fur die transformierten Variablen gentigen missen.
Diese lauten:

s==+1, I'#1: Lo>T =11, (5.148)
s=0, I'=1: lo>1, (5.149)
und
1 1 1 1
=1 I'<1: <1+ —|2-Z(1+ —— 5.150
S 5 < 770—2( +1—~_1)§O 6( +(F—1)3)’ ( )
1 1 1 1
- —1 I'>1: > (14— |21+ —— 5.151
1 1
s=0, I'=1 nozzgg—é. (5.152)
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Diese Bedingungen hangen explizit vbrab. Dies war zu erwarten, denn der Vortdil,
formal aus den Bestimmungsgleichungenkijrzu eliminieren, geht auf Kosten dessen,
dassI” in den transformierten Anfangsbedingungen wieder auftritt, siehe Gleichungen
(3.62) bis (3.66).

Um dennoch eine universelle, vbhunabhangige Darstellung der Anfangsbedingungen
zu erhalten, kann man die Bedingungen (5.150)-(5.152) fur entsprechende Grenzfélle von
I' anschreiben, die fir die Anfangswerte v@undng als obere bzw. untere Schranken
mindestens erfullt sein missen. Aus den Ungleichungen (5.148) und (5.149) folgt, dass
mindestens

s=+1, T#1:4>0, (5.153)
s=0, I'=1:4>1 (5.154)

gelten muss, und die mit (5.148) und (5.149) abgeschatzten Ungleichungen (5.150)-(5.152)
ergeben

s=0,-1, I'>1: mo> 35— 1, (5.155)
s=1 TI'<1: no < 3 -1 (5.156)

als Minimalerfordernis.

Insbesondere folgt aus den Gleichungen (5.145)-(5.152), dass im Falljwed immer

wellige Lé6sungen mdglich sind.

Aus den Bedingungen in den Gleichungen (5.148)-(5.152) folgt weiters, dass flur die

Grenzfallel’ - 1+ undI’ — 1- keine welligen Lésungen moglich sind, was den wichti-

gen Schluss zulasst, dass der FaH 1 nicht durch einen Grenziibergahg- 1 aus den

Formeln fUrT" # 1 erhalten werden kann.

Die transformierten Anfangsbedingunggrundn, lassen sich mithilfe der Gleichungen

(5.137), (5.141), (5.142) sowie (3.73)-(3.76) direkt aus den untransformierten Anfangs-

bedingungend;(0)=0, Hix(0) undHxx(0) bestimmen:

_ [ IT =171 VI + 2H1xx(0) furr#1,
= { V1+ 2H1xx(0) furr=1, (5.157)
Ir_11-38 2 _Arr ..
o= { A [Tlxz(o) + 2 Hood0) - 5THT 3| furre1, (5.158)
sHIx(0) + Hixx(0) + 3 furr=1.

Das universelle Diagramm der notwendigen und hinreichenden Anfangsbedingungen fur
wellige Losungen nach der Methode der mehrfachen Variablen fir die transformierten
GroRenistin Abbildung 5.7 dargestellt. Eine Ubersicht iber die dabei auftretenden Grenz-
kurven firn entsprechend den Gleichungen (5.145)-(5.146) und (5.155)-(5.156) bietet
Tabelle 5.1.

Die fur eine wellige Losung notwendigen und hinreichenden Anfangsbedingungen sind
in den eingefarbten Bereichen zu finden, wahrend Werte ausserhalb zu keinen welli-
gen Loésungen fuhren. Die in den Gleichungen (5.155) und (5.156) auftretende Grenze
no = %gg - (—15 die unterschiedliche Bereiche der Anfangsbedingungen fir wellige Losun-
gen in Abhangigkeit vom Parametetrennt, ist in Abbildung 5.7 als schwarz strichlierte
Kurve eingezeichnet. Werte oberhalb dieser Kurve sind nur fir Wert& »dn(roter und
gruner Bereich) oddr = 1 (griiner Bereich) mdglich, Werte unterhalb dieser Kurve sind
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Abbildung 5.7: Karte der Anfangsbedingungenin der transformierten Darstellung. Farbige Bereiche kenn-
zeichnen Anfangswerte, die zu welligen Lésungen fithren, zusammen mit den dafiir notwendigen Wertebe-
reichen vorT'. Ausserhalb des farbigen Bereiches sind keine welligen Losungen méglich. Deffiectera
Bereich kennzeichnet Lésungen mit beschranktem Giiltigkeitsbereich. Anfangsbedingungen, die auf der
Kurve( liegen, fihren auf voll ausgebildete Strdmung weit stromab. Alle anderen Anfangsbedingungenim
farbigen Bereich ergeben Losungen, die ins tiefe Wasser flihren.

nur far Werte vorl <1 (blauer Bereich) mdglich.

Die vom PunktD.,(0, —1/6) ausgehende rote Kur¥&, g(-1, (o)) ist jene obere Grenz-
kurve aus Gleichung (5.145) bEi# 1 fur zu welligen Losungen fuhrenden Werten der
Anfangsbedingungen, die der in Abbildung 5.6 rot strichlierten Grenzkurve entspricht.
Da die Werte dieser roten Kurve stets tber jenen der schwarz strichlierten Kurve liegen,
kann diese Grenzkurve nur fur den Fa# —1 undI’ > 1 gelten. Nach Tabelle 5.1 ist dies

| |  s=-1T>1 | s=1,I<1 | s=0,I'=1 |
untere Grenz- 121 f(-1,%) = 121
kurve, no(Zo) = 20 6 ~5(l - 12 +1) 270 s
entspricht H1x(0)=Huxx(0)=0. b1 = by Hix(0)=Hixx(0)=0
I' -
obere Grenz- a(-1,%) = 1,2 1
k = || Yoo+ 1)2(20-1 260 s
urve,no(fo) = || o+ 1)(20 - 1)
entspricht b1 = by H1x(0)=Huxx(0)=0,
I' - -0

Tabelle 5.1: Grenzkurven der transformierten Anfangshmgdigno(Zp) hach den Fallunterscheidunges
+1, 0.
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nur fur den Fall zusammenfallender Nullstellgn= 5, moglich. Diese Grenzkurve istin
Tabelle 5.1 entsprechend rot eingefarbt.
Die ebenfalls vom Punkd.,(0, —1/6) ausgehende blaue Kur(@®, f(-1, o)) ist die un-
tere Grenzkurve aus Gleichung (5.145) bet 1 fur zu welligen Losungen fihrenden
Werten der Anfangsbedingungen, die der in Abbildung 5.6 blau strichlierten Grenzkurve
entspricht. Da die Werte dieser blauen Kurve stets unter jenen der schwarz strichlierten
Kurve liegen, kann diese Grenzkurve nur fir den Balll undl’ <1 gelten. Nach Tabelle
5.1 ist dies wieder nur fur den Fall zusammenfallender Nullst@ient, moglich. Diese
Grenzkurve ist in Tabelle 5.1 entsprechend blau eingefarbt.
Analog sind die vom PunkDy(0, 0) ausgehenden grinen Kurv&l, +f(0, /p)) die un-
tere bzw. obere Grenzkurve aus Gleichung (5.146)beil fur zu welligen Lésungen
fuhrenden Werten der Anfangsbedingungen, die in Abbildung 5.6 der grin strichlierten
Grenzkurve bzw. der Abszisse entsprechen. Nach Gleichung (5.154) kommen in diesem
Fall nur Werte voriy grof3er Eins in Frage, weswegen die beiden griinen Grenzkurven fur
kleinerey,-Werte strichliert dargestellt sind. Nach Tabelle 5.1 fallen entlang der oberen
grinen Grenzkurve die Nullstellén = b, zusammen, auf der unteren féjt = b3 zu-
sammen. Da die Werte der grinen Kurvengie 1 jeweils stets Uber bzw. unter jenen
der schwarz strichlierten Kurve liegen, welche nach Gleichung (5:45623ch unten be-
grenzt, kommt fir den Fal=0 undI’=1 nur die obere der beiden griinen Grenzkurven
als obere Begrenzung vop in Frage, wahrend die untere griine Kurve ausserhalb der
auf wellige Lésungen fihrenden Anfangsbedingungen liegt. Dementsprechend sind die
in Tabelle 5.1 grun eingefarbten Grenzkurven nur fur den Fall der oberen Grenzkurve fur
lo = 1 durchgezogen dargestellt, und sonst strichliert. Die untere Grenze der auf wellige
Lésungen fuhrenden Anfangsbedingungen ist im B&alD undI’ = 1 durch die schwarz
strichlierte Kurve gegeben.
Die in Abbildung 5.7 zusétzlich eingezeichnete rote Kurve zwischen den Puzkterd
Zfl, die mitC bezeichnet wurde, stellt unter anderen eine Grenzkurve fiir den Bereich von
Anfangsbedingungen flr Losungen mit beschrankten Gultigkeitsbereich dar. Die Grenz-
kurve C fur die transformierterAnfangsbedingungenurde aus jeneLdsungg&urve er-
mittelt, die in einen Zustand voll ausgebildeter Stromung weit stromab fihrt. Die Funk-
tionswerte dieser Kurve wurden aus den Werten der Kgrue Abbildung 5.6 ermittelt,
indem die Variablerh,, und » auf die Variablen/, und n, umgerechnet wurden. Uber
die bei der numerischen Integration auftretenden Schwierigkeiten wurden bereits in Ab-
schnitt 5.6 berichtet, siehe Seite 73. Aus den Bedingungen (5.153)-(5.156xinflgt,
dass jene Anfangsbedingungen, die auf wellige Losungen mit beschranktem Gultigkeits-
bereich fihren, im schfierten Bereich liegen. Dieser wird begrenzt durch die obere rote
Grenzkurve, die Kurve und die schwarz strichlierte Kurvg =£3/2 — 1/6, bzw. in den
Eckpunkten durch die Punki®,,, Z*, undz;.
Spezielle Punkte sind in Abbildung 5.6 eingeringt dargestellt, wobei die Bezeichnun-
gen der Punkte zwischen Abbildung 5.6 und 5.7 korrespondieren. Die beiden Punkte auf
der OrdinateD. (0, —1/6) undDy(0, 0) kennzeichnen den Fall dreier zusammenfallender
Nullstellend; = b, = h3 = s, entsprechen also den linken Eckpunkten der drei Dreiecks-
bereiche in Abbildung 5.6 fur die Falke=+1, 0. Tatsachlich folgt im Fall dreier zusam-
menfallender Nullstellen, dags, = sundd=0, sodass sich mit den Gleichungen (5.119),
(5.137), (5.141) und (5.142)

lo=0, 1no=-5/6 (5.159)
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ergibt. Der PunkiZ;(1,0) auf der Abszisse kennzeichnet den voll ausgebildeten Stro-
mungszustand westromauf entspricht also dem Punld; in Abbildung 5.6, in dem
s=1,I'=0,H; =0, Hix —» 0 undH.xx — O gilt. Bei voll ausgebildeter Stromung weit
stromauf gelten die Gleichungen (5.127), sodass mit Gleichungen (5.137) und (5.141)

fo=1, n=0 (5.160)

folgt. Der Fall voll ausgebildeter Stromung wsiromabmit s= -1 undI' > 1 fuhrt mit

den Gleichungen (5.126), (5.137) und (5.141) auf dieselben Wert&wordn,, die aber
wegen der Notwendigkeit voh < 1 entlang der blauen Kurve in Abbildung 5.7 nicht
maoglich sind, also nicht alanfangsbedingungerugelassen sind, die auf wellige Lésun-
gen fuhren .

Der PunktZ§1(7/5,216/125) in Abbildung 5.7, in dem sich die beiden roten Kurven
schneiden, entspricht dem Puri, in Abbildung 5.6, dessen Werte fiir die Anfangs-
bedingungen auf voll ausgebildete Stromung weit stromab fiihren und in dem selbst die
Nullstellend; = b, zusammenfallen. Tatsachlich ergeben die in Abschnitt 5.6, Seite 73
erhaltenen Werte fli,, = —3/10 undbd = 21/5 in diesem Punkt mittels der Gleichungen
(5.119), (5.137), (5.141) und (5.142)

lo=7/5=14, no=216/125=1728. (5.161)

Des weiteren fuihren auch alle anderen Werte der transformierten Anfangsbedingungen,
die auf der KurveC und im rot eingefarbten Bereich liegen, auf voll ausgebildete Stro-
mung weit stromab. Das Stick der Kur@eim blau eingefarbten Bereich kommt fur
Anfangsbedingungen, die auf voll ausgebildete Strémung weit stromab fuhren, nicht in
Frage, da hierfiF > 1 notwendig wére.

Der PunktzF, (1, 2/3) entspricht dem MittelpunkZ™, in Abbildung 5.6. Tatsé&chlich fiih-

ren die in Abschnitt 5.6, Seite 72 erhaltenen Wertebfjie= —1/2 undd = 3 in diesem

Punkt mittels der Gleichungen (5.119), (5.137), (5.141) und (5.142) auf

=1, 1no=2/3. (5.162)

Eine wichtige Folgerung aus Abbildung 5.7 ist, dass nicht beliebige Werte auf den L06-
sungskurven in Abbildung 5.6 auch als Anfangsbedingung fir wellige L6sungen genom-
men werden kdnnen. Vielmehr bietet die Kombination der Abbildungen 5.6 und 5.7 die
Mdglichkeit, Anfangsbedingungen flur wellige Lésungen zu finden und zu klassifizieren
und das Verhalten der Stromung in ihrem weiteren Verlauf vorherzusagen.

Die Einschrankung fur die Anfangsbedingungen, die als Grenze schwarz strichliert in
Abbildung 5.7 eingezeichnet ist, stellt nur ein Minimalerfordernis an die Anfangsbedin-
gungen dar, wenn ein bestimmtéWert gegeben ist. Genauer sind bei gegebehem

fur die Anfangsbedingungen die Gleichungen (5.148) bis (5.152) notwendigerweise zu
erfullen, um eine wellige Lésung nach der Methode der mehrfachen Variablen zu er-
halten. Diese Bedingungen waren aus den urspriglichen Bedingungen (5.47) und (5.48)
hervorgegangen. Das System von Ungleichungen (5.148) bis (5.152) lasst sich noch wei-
ter vereinfachen, indem man die Variablgnund r9 erneut nach folgender Vorschrift
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transformiert:

7 2 firr=1,

2 — 0

& _{ |1+ @ -1yt furr=1, (5.163)
~ To furr=1, e
7 o+ [60- 1P furrel. (5.164)

Mit diesen neuen Variablen lauten die Ungleichungen (5.148) bis (5.152) einfach

~

o

~

No

1, (5.165)

I'<1,
r=1.

152 1 £
L2~ L fur

L (5.166)

vV IA IV

Es ergibt sich hier fiing(Z,) wieder die schon in (5.155) und (5.156) fii(¢,) aufgetre-

tene Funktion als Grenzkurve. Die Ungleichungen (5.165) und (5.166) bilden gemeinsam
mit den Ungleichungen (5.145)-(5.146) ein notwendiges und hinreichendes Kriterium far
Anfangsbedingungen, die zu welligen Losungen fuhren.

Die fur wellige L6sungen notwendig zu erfullenden Ungleichungen fur die Anfangsbedin-
gungen (5.148) bis (5.152) oder alternativ (5.165) und (5.166) schreiben sich allerdings
nur fur die transformierten Gréossen derart umstandlich. Urspriinglich waren diese aus den
BedingungerH;(0)=0, H1x(0) reell undH,xx(0)>0 hervorgegangen und sind mit diesen
aquivalent.

Zusammenfassend ergibt sich damit folgende Vorgehensweise, um bei gegebenen, reellen
Werten der Anfangsbedingungéh(0) = 0, H1x(0), Hixx(0) und gegebenen Werten des
Parameter§ wellige Losungen nach der Methode der mehrfachen Variablen zu identifi-
zieren und zu klassifizieren:

(1) Es mussHixx(0) > 0 sein! Falls keine positive Krimmung der Oberflachensto-
rung als Anfangsbedingung vorliegt, ist keine wellige L6sung mdglich. Auch der
aperiodische GrenzfaHll;yxx(0)=0 fuhrt zu keiner welligen Losung.

(2) Bestimmung der Grosse(0) und S(0) anhand der Formeln (3.73)-(3.76) unter
Beachtung der Fallunterscheidung entsprechend dem Weft.von

(3) Bestimmung der Grdsse&pundng nach den Formeln (5.137), (5.141) und (5.142).

(4) Uberprifen, ob und in welchen der farbigen Berei¢heand, in Abbildung 5.7
fallt. Falls die Werte vord, undng ausserhalb der farbigen Bereiche liegen ist keine
wellige Losung maoglich.

(5) Klassifizierung der Anfangsbedingungen anhand des farbigen Bereiches, i den
undng in Abbildung 5.7 fallt:

(a) Blauer Bereichl" < 1: Es ergibt sich eine Lésung, die ins tiefe Wasser fuhrt
(blaue Losungskurven in Abbildung 5.6)

1Die Ungleichungen (5.165) und (5.166) fiirundj, beziehungsweise die Ungleichungen (5.148) bis
(5.152) furlp undng sind dadurch bereits automatisch erfullt.
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(b) Griner Bereichl”=1: Es ergibt sich eine Losung, die ins tiefe Wasser fluhrt
(griine Losungskurven in Abbildung 5.6)

(c) Gruner oder roter, nicht schfirter Bereich]' > 1: Es ergibt sich eine L6-
sung, die ins tiefe Wasser fuhrt (rote Losungskurven in Abbildung 5.6, die
rechts aus dem Diagramm laufen)

(d) Roter, schriierter BereichI'>1: Es ergibt sich eine Losung mit beschrank-
tem Gliltigkeitsbereich (rote Losungskurven in Abbildung 5.6, die in die rot

strichlierte Gerade munden).

(e) Rote KurveC in rotem Bereich] > 1: Es ergibt sich eine Losung, die in den
voll ausgebildet turbulenten Zustand weit stromab muindet (rote Losungskur-
ve C in Abbildung 5.6, die in den Punlg; mindet).

() Eine der anderen roten, blauen oder grtinen Kurven: Aperiodischer Grenzfall,
der zu keiner welligen Losung fuhrt.

Nach der Identifikation gultiger Anfangsbedingungen und der Klassifikation empfiehlt
sich fur die (humerische) Berechnung der jeweiligen L6sung nach der Methode der mehr-
fachen Variablen die untransformierte Darstellung, also die Losung des Gleichungssys-
tems (5.27), (5.28), (5.36) und (5.41).

Wir werden die hier beschriebene Vorgehensweise der Bestimmung der Parameter und
Anfangsbedingungen, die zu welligen Losungen fuhren, anhand konkreter, dem Experi-
ment entnommenen Daten im nachsten Abschnitt durchfihren und auf diese Weise die
Vorhersage der asymptotischen Theorie mit dem Experiment vergleichen.
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Kapitel 6

Vergleich der Ergebnisse der
asymptotischen Theorie mit
Messergebnissen

6.1 Bestimmung der Parameter und Anfangsbedingun-
gen der asymptotischen Theorie aus experimentellen
Daten

Der dimensionslose Parameteder asymptotischen Theorie wird gemaf (2.22) aus der
Abweichung der Froude-Zahl im Referenzpunkt vom kritischen Wert 1 berechnet:

£ =2(Fr,- 1), (6.1)

wobei die Referenz-Froude-Zahl aus dem (im Laborexperiment Ublicherweise gemesse-
nen) VolumenstronV pro Kanalbreitédo und der Referenzflissigkeitshohefolgt:

Fr. = V/\/gh. . (6.2)

Die zur Entdimensionalisierung der Geschwindigkeiten notwendige, volumetrisch gemit-
telte Geschwindigkeit itX-Richtung im Referenzpunkt folgt aus

T,=V/h. (6.3)

Die beiden dimensionslosen ParamgtemdI” in Gleichung (2.54) werden gemass den
Definitionen in (2.45), (2.46) und (2.53),

B
r

Fr2. /3%, (6.4)
(1-a/F%)/3e (6.5)

berechnet. Ef hangt dabei mit dem Bodenreibungsbeiwgtund der Wandschubspan-
nungr,, Im Referenzpunkt zusammen tber (vgl. (3.96))

Crr = 2twi/pT; = 2(Frer/Fr). (6.6)
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Rauheitskennzah| D
hydraulisch glatt O bis5 -0,08
Ubergangsbereich 5 bis 70 0,1 bis-7
vollrauh > 70 <=7

Tabelle 6.1: Werte fiir den Paramef2rin (6.8) bei unterschiedlichen Rauheiten, nach [23], S. 419-423.
Definition vonD nach [23], S. 594, Definition der Rauheitskennzahl nach [23], S. 419.

Der Bodenreibungsbeiwett, kann aus einem Widerstandsgesetz fir die turbulente Ka-
nalstromung bestimmt werden. Dabei tritt im Falle eines rechteckigen Kanalquerschnitts
(wie meist im Laborexperiment vorhanden) der hydraulische Durchm&sseand die
daraus gebildete Reynolds-Zahldrauf:

4bh Dyl
Dh=——, Rep=——), (6.7)
2h,+b v
wobeiv die kinematische Viskositat bedeutet. Fir die Bestimmung des Bodenreibungs-
beiwertes wurden die beiden folgenden Widerstandsgesetze herangezogen:

1. Asymptotisch giiltiges Widerstandsgesetz (,Uberlappungsgesetz*) fiir die voll-aus-
gebildete, turbulente Kanalstromung, siehe [23] S. 594:

2 1 Gt A
2 -2 J9R D, 6.8
o ~In\/5Rep + (6.8)

mit x=0,41 und einem ParametBx, der von der Bodenrauheit des Kanals abhangt.
Wir verwenden im Folgenden ausschliesslich den \legt —0,08 fiir hydraulisch

glatte Boéden. Andere Vergleichswerte sind in Tabelle 6.1 angefihrt.

Das asymptotische Widerstandsgesetz (6.8) hat allerdings nur im Fall einer voll-
ausgebildeten Stromung Gliltigkeit, kann also fur die vorliegende Theorie zur Be-
stimmung der Stromungsgrof3en im Referenzquerschnitt streng genommen nur im
Falle vonI'=0 im asymptotischen Grenzfafl;(0) — 0, Hix(0)— 0 undHxx(0) —

0 herangezogen werden. Wir ziehen (6.8) dennoch auch fur andere Féalle- @it

zur Berechnung vom;, heran, da, wie anhand von Tabelle 6.2 ersichtlich wird,
Abweichungen vom voll-ausgebildeten Stromungszustand im Rahmen der Mes-
sungenauigkeit von experimentell ermittelten Bodenreibungsbeiwerten liegen. Die
generelle Verwendung von (6.8) ist im Rahmen der vorliegenden asymptotischen
Theorie dadurch gerechtfertigt, dass Abweichungencyonom Wert fur den voll-
ausgebildeten Zustand niit= 0 nach (6.6) nur voi@(e) sind. Dies wird anhand

der Werte belegt, die sich aus dem Experimentlfiargeben (siehe Tabelle 6.2).

Wir werden daher fur den Vergleich mit den im folgenden Abschnitt betrachte-
ten Experimenten das Widerstandsgesetz in (6.8) fur hydraulisch glatte Béden zur
Berechnung des Kanalwiderstands heranziehen, wenn nahere Angaben zum Kanal-
widerstand fehlen.

2. Empirisches Widerstandsgesetz (,Manningsche Formel“), siehe [53] S. 454 bzw.
[57] S. 699:
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Ct = 29(4/Dn)*°n?. (6.9)

Dabei bedeuteh den sogenannten ,Manningschen Ko@enten®, der empirisch
bestimmt wird. Die Formel (6.9) ist bezuglich der physikalischen Dimensionen
inkonsistent, vergleiche die Diskussion in [57] S. 699; in der angegebenen Form
ist (6.9) nur gultig, wenn die dimensionsbehafteten Grol3en auf der rechten Glei-
chungsseite in SI-Einheiten angegeben werden.

Fur die Gultigkeit des empirischen Widerstandsgesetzes (6.9) ist zwar das Vorhan-
densein einer voll-ausgebildeten Stromung im Referenzquerschnitt nicht notwen-
dig, jedoch besteht der Nachteil seiner Anwendung darin, dass bei der experimen-
tellen Bestimmung vom groRe Messfehler auftreten, wie anhand der Tabelle 6.2
ersichtlich wird.

Die Tabelle 6.2 enthélt die mit den Formeln (6.1)-(6.9) berechneten dimensionslosen
Grossen der asymptotischen Theorie fur die Laborexperimente von [24, 31], bei denen
fur Fr. < 1,7 (siehe [15]) wellige Wasserspringe beobachtet wurden. Die Bestimmung
von ¢, B undT erfolgte in zwei Varianten, ndmlich nach Gleichung (6.8) mithilfe des
asymptotischen Widerstandsgesetzes und nach Gleichung (6.9) mithilfe der ,Manning-
schen Formel“. Die Klassifikation der Kanalneigungen in stark geneigt, kritisch geneigt,
schwach geneigt und horizontal wurde dabei aus [24] Gbernommen und bezieht sich auf
eine bei vorhandenem Volumenstrom gegeniber voll-ausgebildeter Stromung starkerer,
gleicher, geringerer und gar keiner Kanalneigung. Diese Klassifikation lasst sich auf die
Berechnung einer kritischen Flissigkeitshohe bei gegebenem Volumenstrom nach der hy-
draulischen Theorie zurickfihren, mit der die tatséchlich vorhandene Zustrémhdhe ver-
glichen wird, siehe [15]. Diese Klassifikation der welligen Spriinge wird durch den Para-
meterI” recht gut wiedergegeben. Dabei beschreibt der Wer0 eine kritische Kanal-
neigung, wahrend starke bzw. schwache oder gar keine Kanalneigungen durch negative
bzw. positivel -Werte beschrieben werden, vgl. Gleichung (6.5).

Soweit bekannt liegen die Messungenauigkeiten bei der Messung des Volumenstromes
V im Prozentbereich, viel gréssere Ungenauigkeiten in der Gréssenordnung von ca. 10%
jedoch treten bei der Messung des Manningfakicasf (die in Tabelle 6.2 angegebenen
Schwankungsbreiten beziehen sich ausschliesslich auf Ungenauigkeiten bei der Messung
des Manningfaktors). Schon erstere gehen sehr empfindlich in die Ergebnisse der asym-
ptotischen Theorie ein, wie bereits in [25] festgestellt wurde. Zweitere jedoch bewirken
eine besonders starke Ungenauigkeitid&verte fir den geneigten Kanal, wobei die Un-
genauigkeit umso grosser ist, je starker dieser geneigt ist. Dies ist unmittelbar aus (6.5)
verstandlich, wo der Einfluss einer Ungenauigkeit des Bodenreibungsbeiwertes umso gro-
Rere Schwankungen varbewirkt, je grol3etr ist. Insbesondere verschwinden die aus der
Widerstandsmessung resultierenden UngenauigkeitdnifirFall des horizontalen Ka-

nals, bei dena =0 ist, da in diesem Fatk, nicht in die Berechnung von eingeht.

Weiters ist der Tabelle 6.2 zu entnehmen, dass die Anwendung des asymptotischen Wi-
derstandsgesetzes (6.8) auch in den F&dllen0 und ohne Bezugnahme auf spezielle
Anfangsbedingungen gerechtfertigt ist, da die sich jeweils ergebenden Wdrtietier-

gleich zu den nach Gleichung (6.9) berechndieierten innerhalb der Schwankungs-
breite liegen, die durch Messungenauigkeiten des Manningfaktors bedingt ist.

Die in Tabelle 6.2 unter [Hutter orig.] aufgelisteten Daten wurden aus Messungen in [31]
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nach Gleichung (6.8) nach Gleichung (6.9)
. @ hy V Re Fr, e Cir B r Cir B r
Nr. Neigung [103] [cm] [dmz/s] [104] [1@3] [1@3]

Case 10 stark 5,88 9,57 9,92 1,0D0,0463| 3,72 0,0713 -12,69 3,73+1,66 0,07150,0318 -12,65 9,05
03-1-7 stark 3,41 7,19 6,50 1,080,0504| 4,12 0,0702 -2,86| 4,23+1,88 0,0721=0,0321 -2,60+4,20
Case l stark 3,07 8,71 8,70 1,089,0533| 3,81 0,0601 -2,39| 3,83+1,70 0,06050,0269 -2,34+3,91
03-2-6 stark 3,07 7,71 7,45 1,110,0737| 3,91 0,0402 -1,24| 3,96+1,76 0,040~ 0,0181 -1,16+2,59
Case 5 stark 3,55 8,89 9,25 1,1pv,0761| 3,76 0,0371 -2,27| 3,81+1,69 0,0375 0,0167 -2,19+2,99

02-12-10 stark 3,07 9,19 9,93 1,140,0917| 3,72 0,0289 -1,00f 3,77+1,68 0,0293-0,0130 -0,93-2,08
Case 4 stark 3,55 8,24 8,68 1,10,1142| 3,80 0,0225 -1,05| 3,89+1,73 0,0230-0,0102 -0,96+ 1,77
Case 2 stark 4,03 8,08 8,70 1,2D0,1391| 3,80 0,0178 -1,09| 3,91+1,74 0,0183:0,0082 -0,99-1,54

02-12-9 stark 3,70 8,62 9,93 1,290,1682| 3,71 0,0141 -0,54| 3,84+1,71 0,0146+0,0065 -0,46+1,11
03-2-1 stark 4,52 6,97 7,45 1,290,1946| 3,90 0,0126 -0,67| 4,07+1,81 0,01320,0059 -0,5% 1,04

02-12-1 stark 4,20 8,26 9,93 1,330,2233| 3,71 0,0104 -0,41| 3,88+1,73 0,0109-0,0049 -0,32-0,83

Hutter (adapt.) stark 3,27 8,10 9,93 1,3(0,2497| 3,88 0,0098 0,14| 4,24+1,89 0,010%# 0,0048 0,24+ 0,50
Case 6 stark 5,88 7,68 9,25 1,839,2584| 3,75 0,0092 -0,81] 3,96+1,76 0,0097% 0,0043 -0,70:0,91
Case 3 stark 5,32 7,36 8,70 1,39,2602| 3,79 0,0092 -0,58| 4,01+1,78 0,009%# 0,0043 -0,48-0,80
03-2-2 stark 5,32 6,57 7,45 1,410,2745| 3,89 0,0090 -0,45| 4,14+1,84 0,0096+0,0043 -0,35:0,71

02-12-2 stark 4,83 7,90 9,93 1,430,2849| 3,70 0,0083 -0,33] 3,93+1,75 0,00880,0039 -0,24+ 0,64
Case 9 stark 6,13 7,77 9,93 1,4®,3088| 3,70 0,0077 -0,59| 3,95+1,76 0,0082-0,0037 -0,49:0,71
03-2-3 stark 6,13 6,19 7,45 1,540,3625| 3,88 0,0071 -0,30| 4,21+1,87 0,00774 0,0034 -0,20:0,51
03-7-6  kritisch 2,75 8,73 9,07 1,120,0815| 3,78 0,0341 -0,63| 3,83+1,70 0,0345-0,0153 -0,54 2,13
03-7-7  kritisch 2,74 8,24 9,07 1,2p0,1492| 3,77 0,0163 0,07| 3,89+1,73 0,0168-0,0075 0,13 0,96
03-7-8  kritisch 2,73 7,70 9,07 1,360,2365| 3,76 0,0100 0,29| 3,96+1,76 0,0105-0,0047 0,35 0,48
03-7-1  kritisch 2,78 7,50 9,25 1,440,2915| 3,74 0,0082 0,32| 3,99+1,77 0,0084 0,0039 0,34 0,35
03-7-2  kritisch 2,77 6,97 9,25 1,600,4029| 3,74 0,0063 0,35| 4,07+1,81 0,00680,0030 0,39 0,20

Tabelle 6.2: Experimente zum wellligen Wassersprung nach [24] und [31] und zugeordnete dimensionslose Parameter der asymptotischen Theorie. Die Num
wurde von den Autoren Glbernommen. Unter ,Hutter (adapt.)" wurde gegeniiber den Originaldaten aus [31] der Wert fir die Kanalneigung adaptiert, siehe
fihrungen auf Seite 89. Die Bestimmung der Parameter erfolgte nach Gleichung (6.8) (asymptotisch gultiges Widerstandsgesetz) und alternativ nach Gleich
(empirisches Widerstandsgesetz, ,Manningsche Formel®). Die Schwankungsbreiten beziehen sich ausschliesslich auf Ungenauigkeiten bei der Messung des

faktors.
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nach Gleichung (6.8)

nach Gleichung (6.9)

: @ hy V. Re Fr € Cir B r Crr B r
Nr.  Neigung [10°] [em] [dm?/s|[10¢] [109] |10¢]
03-5-1 schwach 1,00 7,26 7,19 1,10,1153| 3,93 0,0230 1,84 4,03+ 1,79 0,0236: 0,0105 1,85t 0,48
03-6-5 schwach 1,00 8,65 9,93 1,29,1638| 3,71 0,0145 1,33 3,84+1,70 0,015Q: 0,0066 1,35t 0,31
03-5-4 schwach 1,00 6,93 7,19 1,2©,1718| 3,92 0,0145 1,31 4,08+1,81 0,015k 0,0067 1,34t 0,27
03-5-2 schwach 1,00 6,76 7,19 1,3D,2037| 3,92 0,0121 1,18 4,11+1,83 0,0127% 0,0056 1,17 0,21
03-5-3 schwach 1,00 6,70 7,19 1,3D,2154| 3,92 0,0114 1,10 4,12+1,83 0,012Q: 0,0053 1,12+ 0,20
Hutter (orig) ~ Schwach 1,40 8,10 9,93 1,370,2497| 3,88 0,0098 0,83 4,24+ 1,89 0,0107% 0,0048 0,87 0,21
03-5-6 schwach 1,00 6,43 7,19 1,4D0,2715| 3,91 0,0091 0,91 4,17+ 1,85 0,0097% 0,0043 0,93t 0,14
03-5-5 schwach 1,00 6,24 7,19 1,40,3147| 3,91 0,0080 0,81 4,21+ 1,87 0,0086+ 0,0038 0,83t 0,11
Case8 schwach 1,00 7,71 9,93 148,3202| 3,70 0,0075 0,78 3,96+ 1,76 0,008Q: 0,0035 0,80t 0,11
03-6-1 schwach 1,00 7,52 9,93 1,59,3579| 3,69 0,0068 0,72 3,99+ 1,77 0,0073 0,0033 0,73t 0,09
03-5-7 schwach 1,00 5,97 7,19 1,50,3820| 3,91 0,0068 0,69 4,26+ 1,89 0,0074: 0,0033 0,71 0,08
03-6-2 schwach 1,00 7,24 9,93 1,69,4179| 3,69 0,0060 0,63 4,03+1,79 0,0066+ 0,0029 0,65 0,07
03-5-8 schwach 1,00 5,56 7,19 1,79,5001| 3,90 0,0056 0,55 4,35+1,93 0,00630,0028 0,57 0,05
98-17-1 horizontal 0,00 10,66 12,29 1,19,0848| 359 0,0308 3,93 3,63+ 1,61 0,031k 0,0138 3,93+ 0,00
98-17-3 horizontal 0,00 10,32 12,29 1,1®,1222| 3,59 0,0196 2,73 3,66+ 1,63 0,0200: 0,0089 2,73t 0,00
00-15-9 horizontal 0,00 8,28 8,93 1,200,1307| 3,78 0,0191 2,55 3,88+ 1,73 0,0196+ 0,0087 2,55t 0,00
98-16-1 horizontal 0,00 8,45 9,23 1,200,1333| 3,76 0,0185 2,50 3,86+ 1,72 0,019Q: 0,0085 2,50t 0,00
99-17-1 horizontal 0,00 11,43 15,35 1,20,1788| 3,46 0,0123 1,86 3,56+ 1,58 0,0126+ 0,0056 1,86+ 0,00
93-8-1 horizontal 0,00 8,13 9,28 1,280,1850| 3,75 0,0128 1,8Q 3,90+ 1,73 0,0133:0,0059 1,8Q: 0,00
93-9-1 horizontal 0,00 8,40 9,76 1,280,1869| 3,72 10,0126 1,78 3,87+1,72 0,01310,0058 1,78 0,00
98-17-2 horizontal 0,00 9,66 12,29 1,310,2044| 3,58 0,0110 1,63 3,72+1,65 0,0115:0,0051 1,63+ 0,00
93-11-5 horizontal 0,00 9,50 12,04 1,310,2084| 3,59 0,0108 1,6Q 3,74+1,66 0,0113:0,0050 1,60 0,00
94-9-1 horizontal 0,00 8,77 11,00 1,39,2347| 3,64 0,0098 1,42 3,82+1,70 0,0102: 0,0046 1,42 0,00

Tabelle 6.2: Fortsetzung. Unter ,Hutter (orig.)* wurden im Unterschied zu ,Hutter (adapt.)" auf Seite 86 ausschliesslich Originaldaten aus [31] fur die Bestimmu

Parameter herangezogen, siehe dazu die Ausfiihrungen auf Seite 89.
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88

nach Gleichung (6.8) nach Gleichung (6.9)
. @ hy V Re Fr, & Cir B r Cir B r
Nr.  Neigung [10°] [cm] [dn?/s| [10¢] |10°2] |10°2]

99-17-2 horizontal 0,00 10,85 15,35 1,80,2475| 3,45 0,0088 1,354 3,61+ 1,60 0,0092-0,0041 1,35 0,00
94-8-1 horizontal 0,00 7,80 9,38 1,370,2494| 3,74 0,0094 1,34 3,95+1,75 0,0100=0,0044 1,34+ 0,00
93-8-2 horizontal 0,00 7,63 9,28 1,410,2700| 3,74 0,0088 1,23 3,97+1,77 0,0093-0,0041 1,23+0,00

93-11-6 horizontal 0,00 9,00 12,04 1,420,2823| 3,58 0,0081 1,18 3,79+1,69 0,0085 0,0038 1,18-0,00

00-15-1 horizontal 0,00 7,30 8,93 1440,2965| 3,77 0,0081 1,12 4,02+1,79 0,008% 0,0039 1,12-0,00
01-3-1 horizontal 0,00 6,14 6,98 1,460,3098| 3,91 0,0081 1,08 4,19+1,86 0,008% 0,0039 1,08+ 0,00

99-17-3 horizontal 0,00 10,33 15,35 1,4®,3174| 3,44 0,0070 1,08 3,66+ 1,63 0,0074-0,0033 1,05+ 0,00
94-9-2 horizontal 0,00 8,25 11,00 1,48,3213| 3,63 0,0073 1,04 3,89+1,73 0,0078:0,0035 1,04+ 0,00
93-9-2 horizontal 0,00 7,56 9,76 1,500,3330( 3,71 0,0072 1,00 3,98+1,77 0,0078 0,0035 1,0Q+0,00

98-16-2 horizontal 0,00 7,28 9,23 1,50,3337| 3,74 0,0073 1,00 4,02+1,79 0,0078:0,0035 1,00=0,00
Case 7 horizontal 0,00 7,64 9,93 1,5@®,3338| 3,70 0,0072 1,00 3,97+1,76 0,007% 0,0034 1,00:0,00

93-11-7 horizontal 0,00 8,58 12,04 1,53,3528| 3,58 0,0067 0,94 3,84+ 1,71 0,007+ 0,0032 0,94+ 0,00

(k.A.) horizontal 0,00 8,06 10,97 1,530,3540| 3,63 0,0067 0,94 391+1,74 0,0073:0,0032 0,94+ 0,00
94-8-2 horizontal 0,00 7,24 9,38 1,5340,3577| 3,73 0,0069 0,93 4,03+1,79 0,0074+0,0033 0,93-0,00
01-3-2 horizontal 0,00 5,94 6,98 1,340,3596| 3,91 0,0072 0,93 4,23+1,88 0,007%# 0,0034 0,93 0,00
93-8-3 horizontal 0,00 7,17 9,28 1,540,3616| 3,74 0,0068 0,92 4,04+1,80 0,0074-0,0033 0,92 0,00

99-17-4 horizontal 0,00 10,03 15,35 1,50,3619| 3,44 0,0063 0,94 3,69+ 1,64 0,006/ 0,0030 0,92 0,00
94-9-3 horizontal 0,00 7,95 11,00 1,%0,3777| 3,63 0,0064 0,88 3,93+1,74 0,0069 0,0031 0,88 0,00
93-9-3 horizontal 0,00 7,16 9,76 1,630,4179| 3,70 0,0060 0,8G0 4,04+1,80 0,0066+0,0029 0,80 0,00
01-3-3 horizontal 0,00 5,69 6,98 1,640,4279| 3,90 0,0063 0,78 4,28+1,90 0,0069-0,0031 0,78 0,00

93-11-8 horizontal 0,00 8,15 12,04 1,69,4346| 3,57 0,0057 0,714 3,90+ 1,73 0,0062-0,0028 0,74 0,00
01-7-8 horizontal 0,00 4,96 5,80 1,680,4508| 4,01 0,0062 0,74 4,41+1,96 0,0068 0,0030 0,74+ 0,00

Tabelle 6.2: Fortsetzung.
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ermittelt. Die unter [Hutter adapt.] angegebenen Daterestaine Modifikation dieser
Messwerte dar, die mit den anderen Daten in Tabelle 6.2 nicht direkt vergleichbar sind, da
sie nicht ausschliesslich aus den Messdaten in [31] ermittelt wurden. Bei den modifizier-
ten Daten wurde ein adaptierter Wert der Kanalneigung herangezogen, aus dem sich ein
modifizierter Wert furl" ergibt. Der adaptierte Wert der Kanalneigung entstammt einer
eigens auf das Experiment in [31] bezogenen, mit dem Finite-Volumen-Programmcode
FLUENT 6.2.16 durchgefuhrten numerischen Rechnung. Diese Rechnung basiert auf ei-
ner Losung der vollen, nach Reynolds gemittelten Bewegungsgleichungen unter Zuhilfe-
nahme de& — e-Turbulenzmodells zur Berechnung der Reynoldsschen Scheinspannun-
gen. Dabei wurde in einem zweidimensionalen Rechengebiet der Form eines Rechtecks
der im Experiment gemessene Volumenstrom und die Hohe der Zustrémung fest vor-
geschrieben und die Kanalneiguago ermittelt, dass eine voll-ausgebildete Stromung
(manifestiert durch ein iX-Richtung unveranderliches Geschwindigkeitsprofil) vorliegt.

Mit dem so ermittelten Wert vom=3,27-10-3 wurden die Parameter der asymptotischen
Theorie berechnet. Dass dennoch der in Tabelle 6.2 in Zeile [Hutter adapt.] eingetragene
der Wert furl' vom Wert O fur voll-ausgebildete Zustromung abweicht, ist auf den Ein-
fluss der Turbulenzmodellierung in der numerischen Rechnung zurtickzufuhren.

Das Experiment Case 8 in Tabelle 6.2 nimmt im Vergleich zu allen anderen aufgeliste-
ten Fallen einen Sonderstatus ein: In diesem Experiment wurde namlich ein Ubergang zu
einer voll-ausgebildeten Stromung weit stromab mit einer im Mittel konstanten Flussig-
keitsh6he beobachtet. Ein Vergleich der asymptotischen Theorie mit diesem speziellen
Experiment folgt im nachsten Abschnitt.

Eine Uberlegung betfiend die GréRenordnung der Parameter der asymptotischen Theo-
rie fihrt zu einer Beschrankung des Paramegers kleinen Werten hin: Laut Definition

in (2.45) musg von der Grossenordnur@( /=) sein. In (2.44) ist damit der Term, der

B als Kodtizienten enthalt, um eine halbe Grossenordnung kleiner als die anderen Terme.
Die Gréssenordnung vghdarf demnach keinesfalls die Ordnu@¢:*?) annehmen oder

gar unterschreiten, da sonst bereits hohere Ordnungen der asymptotischen Entwicklungen
grosser sind als der durghin (2.44) berticksichtigte Term. Ein Blick auf die Tabelle 6.2
zeigt aber, dass dies fir eine Vielzahl von Experimenten der Fall ist, und zwar bei jenen,
deren Werte fle verhaltnismalig gross sind. Die Experimente, mit denen wir die Vorher-
sage der Theorie im Folgenden vergleichen wollen, stellen eine Auswahl mit mdglichst
kleinen Werten vore dar, wenngleich die vorausgesetzten Gréf3enverhaltnisse von den
aus dem Experiment abgeleiteten Werten&iunde nicht immer zutréen.

6.2 Auslenkung der Oberflache als Funktion der Langs-
koordinate

Fur die Experimente aus [24] Case 1 bis 10 (siehe Tabelle 6.2) wurden die gemessenen
Oberflachenprofile von den Autoren zur Verfiigung gestellt. Mit Ausnahme von Case 7
und 8 fallen alle diese in die Klassifikation eines welligen Wassersprunges bei starker
Kanalneigung mit Werten vori<O0.

Nach Abschnitt 5.7 ist fiir diese Falle nur ein Ubergang ins tiefe Wasser moglich. Diese
theoretische Vorhersage deckt sich mit den Beobachtungen im Experiment. Abbildung
6.1(a) zeigt die Oberflachenstdruklg berechnet mit Gleichung (2.54) (schwarz durch-
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Abbildung 6.1: H6henauslenkung im Vergleich mit dem Experiment Case 5 augf2@)0761,3=0,0375

undT' =-2,19. In (a) sind die dimensionslosen Gréssen dargestellt. Die schwarz durchgezogene Kurve ist
eine numerische Lésung der Gleichung (2.54) mit den Anfangsbedingithg&) =0 undH;xx(0)=0,05.

Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse. In (b) sind die entsprechenden dimensionsbehafteten Gréssen
dargestellt. Die roten und grinen Kurven kennzeichnen dabei den Einfluss von Messungenauigkeiten. Rot
strichliert: ,01V. Rot punktiert: ®®9V. Grun strichliert: 11 n. Griin punktiert: (®n.
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gezogene Kurve) im Vergleich mit den Werten fur die Oberflash&ung, die geman
Gleichungen (2.2) und (2.26) aus den in Experiment Case 5 gemessenen Flussigkeitsho-
hen gewonnen wurden (schwarze Punkte). Die Parameterwerte wurden dabei mithilfe des
Manningschen Widerstandsgesetzes (6.9) ermittelt, wobei die Messwerte fir den Man-
nigschen Faktor ebenfalls von den Autoren zur Verfligung gestellt wurden. Die Anfangs-
bedingungen wurden dabei zu

Hix(0) = 0, Hixx(0) = 0,05 (6.10)

gewahlt. Die Wahl der Anfangsbedinguhkigx(0)=0 in Gleichung (6.10) tragt dem Um-
stand Rechnung, dass die Zustromung im Experiment nahezu flach erfolgte. Der Wert
fur die Anfangskrimmung wurde so bemessen, dass der Ort des ersten Wellenmaximums
Xm1 der Losungskurve von Gleichung (2.54) mit jenem aus dem Experiment zusammen-
fallt. Geringere Werte fur die Anfangskrimmung bewirken eine kleine Verschiebung der
numerisch berechneten Kurve in positiveRichtung, wobei die Form der Kurve unver-
andert bleibt.

Folgt man der auf Seite 81 dargestellten Vorgehensweise zur Bestimmung des Lésungs-
typus aus der Vorgabe des Paramelefs-2,19 und der genannten Anfangsbedingungen,

so ergeben sich folgende Werte fir die transformierten Anfangsbedingungen

o = 0,329, no = —0,124. (6.11)

Im Diagramm der universellen Anfangsbedingungen Abbildung 5.7 liegt dieser Punkt im
blauen Bereich, es liegt also eine wellige Losung vor, die weit stromab ins tiefe Wasser
fuhrt.

Waéhrend die gemessenen absoluten Werte der Héhe sowie die Amplituden von der asym-
ptotischen Theorie sehr gut wiedergegeben werden, sind die Werte fir die Wellenlangen
etwas zu klein, d.h. der Abstand dé&Koordinate von erstem zu zweitem Maximum bzw.

der Abstand von zweitem zu drittem Maximum wird durch die asymptotische Theorie um
ca. 20% geringer wiedergegeben als im Experiment beobachtet.

In Abbildung 6.1(b) ist der analoge Vergleich zwischen Experiment (schwarze Punkte)
und Theorie (schwarze Kurve) fur dasselbe Experiment in dimensionsbehafteten Gréssen
dargestellt. Zusatzlich eingezeichnet sind die Einflisse der Messungenauigkeiten auf das
Ergebnis der asymptotischen Theorie. Die rot strichlierte Kurve kennzeichnet dabei die
Veranderung der schwarz durchgezogenen Lésung von Gleichung (2.54) durch Verénde-
rung der Parameterwerte bei Erhéhung des Volumenstrdhues 1%, die rot punktierte

Kurve bei Erniedrigung um 1%, was in etwa der Schwankungsbreite der Ungenauigkeit
bei der Messung des Volumenstromes entspricht. Analog zeigen die griin strichlierte bzw.
punktierte Kurve die Veranderung bei 10%iger Erhéhung bzw. Erniedrigung des Man-
ningschen Fakora im Widerstandsgesetz, was ebenfalls im Bereich der Messungenau-
igkeit des Manningschen Faktors liegt. Trotz unterschiedlicher Gréssenordnungen dieser
beiden Ungenauigkeiten zeigt sich, dass der Einfluss auf die Oberflachenkontur von etwa
gleicher Grossenordnung ist.

Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse des Experiments Case 5 aus [24] fur die Auslenkung
der mittleren Flussigkeitshéhe im Vergleich zur asymptotischen Theorie und einer L6-
sung der vollstdndigen, nach Reynolds gemittelten Impulsgleichungen. Die Messpunkte
sind schwarz eingezeichnet, die Hohenauslenkdngach der vorliegenden asymptoti-
schen Theorie (blaue Kurve) wurde durch die Lésung der Gleichung (2.54) und mithilfe
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Abbildung 6.2: Héhenauslenkung im Vergleich zwischen der kombinierten asymtotisch-numerischen Itera-
tionsroutine nach [49] und dem Experiment. Parameterwerte wie in Abbildung 6.1. Die schwarzen Punkte
stellen Messergebnisse des Case 5 aus [24] dar. Die blaue Kurve basiert auf einer Losung von Gleichung
(2.54) mit den Parameterwerten und Anfangsbedingungen wie in Abbildung 6.1. Die graue Kurve ist das
Ergebnis der Iterationsroutine, eine Losung der vollstdndigen, nach Reynolds gemittelten Impulsgleichun-
gen unter Verwendung des Reynoldsspannungs-Turbulenzmodelles mittels FLUENT. Die schwarze Kurve
ist das analoge Ergebnis bei Verwendung des k-epsilon Turbulenzmodelles.

der Gleichungen (2.26) und (2.31) bestimmt. Die Parameterwerte und Anfangsbedingun-
gen sind dabei dieselben wie in Abbildung 6.1. Die graue und schwarze Kurve wurde
mittels einer Iterationsroutine ermittelt, die auf der Kombination einer asymptotischen
Rechnung mit einer Lésung der vollen Bewegungsgleichungen fir die turbulente Kanal-
strémung basiert, siehe [49].

Der asymptotische Teil der Iterationsroutine orientiert sich an [26], wobei Stérungen kon-
stanter Druckwerte an der Oberflache (also Abweichungen von der dynamischen Randbe-
dingung) im Rahmen der asymptotischen Theorie erfasst werden, die dann als Korrektiv
fur die Ermittlung einer numerischen Lésung der vollstandigen, nach Reynolds gemittel-
ten Impulsgleichungen dienen. Dadurch wird die Erfillung der dynamischen Randbedin-
gung iterativ erreicht.

Fir die Berechnung der numerischen Lésung wurde der Finite-Volumen-Programmcode
FLUENT 6.2.16 verwendet, wobei zur Bestimmung der Reynoldsschen Scheinspannun-
gen ein Turbulenzmodell verwendet werden musste. Die graue Kurve reprasentiert das Er-
gebnis der Iterationsroutine bei Verwendung des Reynoldsspannungs-Turbulenzmodelles,
die schwarze Kurve stellt das Ergebnis bei Verwendung des k-epsilon Turbulenzmodelles
dar. Der Unterschied zwischen diesen beiden Kurven zeigt also den Einfluss der Turbu-
lenzmodellierung auf die Losung, der nicht sehr stark ist. Dies ist auf die hohe Reynolds-
zahl von Re= 93.000 zurtckzufuhren. Weiters werden von den Ergebnissen der Iterati-
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onsroutine die Absolutwerte der Hohen, vor allem aber didéfEingen besser erfasst als

von der rein asymptotischen Beschreibung. Dies liegt vor allem daran, dass zwar die Kon-
vergenz bei der Iterationsroutine vom Storparametabhangt, nicht aber das Ergebnis
selbst, das von einer Losung der vollen Bewegungsgleichungen herriihrt. Die Berechnung
des Oberflachenprofils mithilfe der asymptotischen Theorie aus [26] stellt eine asympto-
tische Korrektur der Oberflache @(e) dar, und Unterschiede zu dem im Experiment
beobachteten Verlauf resultieren aus nicht berticksichtigten héheren Ordnungen.

Nach der in den vorhergehenden Kapiteln beschriebenen asymptotischen Theorie existiert
die Mdglichkeit, dass die Stromung infolge eines welligen Sprunges weit stromab in einen
voll-ausgebildeten Zustand Ubergeht. Mit den in Abschnitt 3.9 eingefiihrten transformier-
ten Groéssen lassen sich diese Losungen, die stromab auf voll-ausgebildete Stromung fiih-
ren, als eine universelle Kurve zusammenfassen. Diese Kurve istin Abbildung 5.6, die die
transformierte Amplitude gegen die transformierte mittlere Hohenauslenkipgeigt,

als rote Kurve, die in den Punkl; mindet, dargestellt. Nach der vorliegenden Theorie
mussen dazu notwendigerweise Wdrte 1 vorhanden sein. Ein Vergleich mit Tabelle

6.2 zeigt, dass ein solcher Ubergang nur in den Fallen eines schwach geneigten Kanals
maoglich ist.

Das Experiment Case 8 aus [24] ist das einzige uns bekannte, bei dem ein solcher Uber-
gang zu voll-ausgebildeter Stromung weit stromab im Labor tatsachlich beobachtet wur-
de. Ein Blick in Tabelle 6.2 zeigt allerdings, dass die dort eingetragEndlerte Q78

bzw. Q80 betragen und laut Theorie die Stromung weit stromab zu einem Zustand des
tiefen Wassers flihren sollten. Da jedoch geringe Messungenauigkeiten zu grof3en Ver-
anderungen des Wertes vbrfliihren, muss angenommen werden, dass diéaerte in

diesem Fall nicht die korrekten Verhaltnisse wiedergeben. Aus diesem Grund wollen wir
die Parameter fir die asymptotische Theorie alternativ, und zwar ausgehend von dem im
Experiment beobachteten Zustand weit stromab bestimmen. Nach (2.3), (2.26), (2.31) und
(3.9) betragt die konstante Fliussigkeitshdohe im voll-ausgebildeten Zustand weit stromab

h,.=(@+eT)h. (6.12)

Die dem Experiment Case 8 zu entnehmende Flissigkeitshohe weit stromablﬂxe_t)goagt
1,67h,. Wir wollen die experimentellen Ergebnisse mit der Theorie fir zwei unterschied-
liche Parametersatze vergleichen:

(1) Parameterwerte basierend auf den originalen Messdaten im Referenzpunkt nach
[24] gemal’ Tabelle 6.2 wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, unter Verwendung des
Manningschen Widerstandsgesetzes, Gleichung (6.9), mit dem experimentell be-
stimmten Wert des Manningfaktons mit Ausnahme des Wertes fiir I wird aus
dem Messwert fur die Flussigkeitshéhe weit stromab bestimmtlais®,67/¢ ~
2,1.

Die so errechneten Parameterwerte lauten:0, 320,38 = 0,0086,c; = 0,0043.

(2) Modifikation des Wertes aufe = 0,480, Bestimmung der tbrigen Parameterwerte
gemald Abschnitt 6.1, unter Verwendung des Manningschen Widerstandsgesetzes,
Gleichung (6.9). Bestimmung vdnwie in (1), alsol” = 0,67/ ~ 1,4.

Die Ubrigen Parameterwerte laut@= 0,0030,c; = 0,0028.
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(a) Originalwerte nach [24E = 0,320,8 = 0,0086,I" = 2,1.
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(b) Modifizierte Wertee = 0,480,8 = 0,0030,I' = 1,4.

Abbildung 6.3: Amplituded gegen Héhenauslenkuryg, der Losung nach der Methode der mehrfachen
Variablen in transformierter Darstellung (rot durchgezogene Kurve) im Vergleich mit dem Experiment bei
Ubergang zu voll-ausgebildeter Stromung weit stromab. Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse des

Case 8 aus [24]. Parameterwerte in (a) nach (1), Seite 93 (Originalwerte aus [24]), in (b) nach (2), Seite 93
(modifizierte Werte).
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Die Abbildungen 6.3(a) und 6.3(b) zeigen die mit den Parars@&teen nach (1) bzw. (2)
ermittelte Amplitude> gegen die H6henauslenkubg nach der Losung nach der Metho-

de der mehrfachen Variablen in transformierter Darstellung im Vergleich mit Messdaten.
Die schwarz eingezeichneten Messpunkte wurden aus aufeinanderfolgenden Messwer-
ten von Maxima und Minima ermittelt und gemass Gleichungen (5.134)-(5.136) auf die
transformierten Amplituden und transformierten Héhenauslenkungen umgerechnet.

In Diagramm 6.3(a) sind die theoretischen Werte der Amplitude in Abhangigkeit von der
mittlerer Auslenkung im Vergleich zum Experiment fir gréssere Werte der Amplitude
zu hoch. Bei den modifizierten Parameterwerten nach (2) wurde der Wek sorge-

wahlt, dass der experimentell beobachtete Verlauf von Amplitude und Hohenauslenkung
durch die Loésung nach der Methode der mehrfachen Variablen bestmdglich wiedergege-
ben wird, wobel” geméal Gleichung (6.12) aus der im Experiment weit stromab beobach-
teten Flussigkeitshohe bestimmt wurde, al§o= 0,67.

Die Abbildungen 6.4(a) bzw. 6.4(b) zeigen die Hohenauslenkungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen in untransformierter Darstellung, berechnet mit den Parametersat-
zen nach (1), Seite 93, bzw. (2), Seite 93, im Vergleich mit Messdaten nach [24] fur das
Experiment Case 8. Die Kurven fur die Hohenauslenkung wurden aus der universellen Lo-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen in der transformierten Darstellung ge-
wonnen, wobei die Gleichungen (3.57), (3.60) und (5.110)-(5.118) verwendet wurden und
die entsprechenden fPérentialgleichungen furtg,/dd, dX/dd und d&/dd mit eliminier-

ter Ortsvariable gelost wurden. Dabei wurde, analog zu Abschnitt 5.6, fur die Berech-
nung der universellen Kurve mit Ubergang zu voll-ausgebildeter Strdmung im Phasendia-
gramm Abbildung 5.6, ausgehend von einem leicht gestdrten Zustand voll-ausgebildeter
Stromung stromauf integriert, mit den Anfangsbedingunggnd) = (0, 0,01). Aus den
transformierten langsam Veranderlichen wurde mittels (5.107) die transformierte schnell
veranderliche Stérung der Hohenauslenkgiig ermittelt. Die so berechneten Gréssen

X, b, € und 910 wurden anschliessend mithilfe der Gleichungen (3.57), (3.60), (5.11),
(5.113) und (5.114) auf die untransformierten Grossen umgerechnet. Dabei wurden die
Gleichungen (3.57) und (3.60) nicht nur fir die Umrechnung der transformierten auf die
untransformierte Stérung der Héhenauslenkung, sondern auch fur die Umrechnung der
Einhlllenden), undbs aufh, undhz verwendet.

Waéhrend die Absolutwerte fur die HOhenauslenkung festgelegt sind, ist die LOSXRg in
Richtung um eine beliebige Konstante verschiebbar. Die Losungen in Abbildungen 6.4(a)
bzw. 6.4(b) wurden dabei so verschoben, dass das Abklingverhalten der Amplituden aus
dem Experiment erfasst wird. Dies ist in Abbildung 6.4(a) fir die originalen Parameter-
werte nur begrenzt méglich, wie dies schon aus den transformierten Grossen in Abbildung
6.3(a) entnommen werden kann. Die Ubereinstimmung in 6.4(b) bei Verwendung der mo-
difizierten Parameter ist besser, analog zu der in Abbildung 6.3(b). Allerdings sind auch
hier wie bereits bei obigem Vergleich mit dem Experiment Case 5 aus [24] die aus der
Theorie bestimmten Wellenlangen zu kurz.

Abbildung 6.5 zeigt einen Vergleich des Profils der Hohenauslenkungen zwischen der
asymptotischen Theorie (L6sungen von Gleichung (2.54)) und dem Experiment CD1 aus
[12]. Die Messdaten sind als schwarze Punkte eingetragen. Die Parameterwerte wurden
aus den experimentellen Daten wie in Abschnitt 6.1 beschrieben bestimmt, wobei fur
die Bestimmung des Kanalwiderstands das asymptotisch giiltige Uberlappungsgesetz fur
glatte Boden (Gleichung (6.8)) verwendet wurde, in Ermangelung ndherer Informatio-
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Abbildung 6.4: Héhenauslenkung bei Ubergang zu voll-ausgebildeter Strémung weit stromab. Parameter-
werte wie in Abbildung 6.3 (a) bzw. (b). Die rote wellige Kurve stellt die Losthg nach der Methode

der mehrfachen Variablen dar, die durch die Einhillengenndhz nach unten bzw. oben begrenzt wird.

Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse des Case 8 aus [24].
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Abbildung 6.5: Hohenauslenkung im Vergleich mit dem Experiment von [12] und Einfluss der Anfangsbe-
dingungen auf die asymptotische Losuegs 0,177,8 = 0,0137,T" = 1,88. Die schwarzen Punkte stellen
Messergebnisse des Experimentes CD1 aus [12] dar. Die Kurven sind Lésungen von Gleichung (2.54)
mit den Anfangsbedingungetix(0) = 0 (alle Kurven) undHyxx(0) = 0,17 (rot), Hixx(0) = 0,57 (griin),
Hixx(0)=0,46 (blau),H1xx(0)=0,035 (schwarz).

nen zum Kanalwiderstand. Die Losungen von (2.54) wurden fir verschiedene Werte der
AnfangsbedingungeHix(0) undHxx(0) gewonnen und anschliessend s&X#Richtung
verschoben, dass die Position des ersten Maximums der Hohenauslenkung mit jener im
Experiment Ubereinstimmt.

Auf diese Weise wird der Einfluss der Anfangsbedingungen auf die Absolutwerte der
Hohenauslenkung und die Wellenlangen deutlich. Die rote und die schwarze Kurve wur-
den mit Anfangsbedingungen berechnet, die zu einem beschrankten Gultigkeitsbereich
der Losung fihren. Dies ist fur die schwarze Kurve aus dem in Abbildung 6.5 dargestell-
ten Losungsverlauf zu erkennen. Nach der auf Seité.8largestellten Vorgehensweise

zur Bestimmung des Lésungstypus aus dem Pararhated den Anfangsbedingungen
H1x(0) und Hixx(0) ergeben sich die in Tabelle 6.5 zusammengefassten Werte fur die
transformierten Anfangsbedingungen samt der aus Diagramm Abbildung 5.7 folgenden

| Kurve in Abb. 6.5]| Hix(0) | Hixx(0) | & | no | Klassifikation]

0 0,57 | 1,662 | 2,541 | tiefes Wasser
blau 0 0,46 | 1,575 2,237 | tiefes Wasser
rot 0 0,17 1,315| 1,437 | beschrankt

schwarz 0 0,035 | 1,175| 1,065 | beschrankt

Tabelle 6.5: Transformierte Anfangsbedingungen und Ki&ssion der Losungstypen der in Abbildung
6.5 dargestellten Lésungen.
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Abbildung 6.6: Héhenauslenkung im Vergleich mit dem Experiment aus [45] und Einfluss der Anfangs-
bedingungen und der numerischen Integration auf die asymptotische Lésung. Die Parameterwerte lauten
£ =0,294,8=0,00764,T = 1,13 undh, = 105 cm. Die schwarzen Punkte stellen Messergebnisse dar.
Die Kurven sind Lésungen von Gleichung (2.54) mit der Anfangsbedindgiun@0) = 3T = 0,0087, ver-
schiedenen Werten der Anfangskrimmung und unterschiedlichen Integrationsbedingungen. Die schwarz
strichlierte Kurve stellt die fuH; <1 gultige N&herungslosurtgy; =8T'X dar.

Ein Vergleich des Profils der Hohenauslenkungen zwischen Theorie und dem Experiment
von [45], das in jener Arbeit in Fig. 11 (a) mit den Symbolemringezeichnet ist, ist in
Abbildung 6.6 dargestellt. Beim gemessenen Verlauf der Hohenauslenkungen (schwarze
Punkte) ist zu beobachten, dass dieser anfanglich eine nahezu konstante Steigung und
keine erkennbare Krimmung aufweist. Die Parameter wurden aus den Messwerten un-
ter Verwendung des asymptotisch giiltigen Uberlappungsgesetzes fiir glatte Boden (Glei-
chung (6.8)) fur den Kanalwiderstand und unter Bezugnahme auf den zweiten Messwert
fur die H6henauslenkung als Referenzwert (die Autoren geben den dritten Messwert als
Referenzwert an) berechnet.

Aus Abschnitt 4.1 ist bekannt (siehe Abbildung 4.3), dass Gleichung (2.54) fir den spe-
ziellen Falll’ = 1 Losungen besitzt, die in der N&he des Referenzpunkte® nahezu
konstante Neigundf;x = 8 und sehr kleine Oberflachenkrimmundeéikx aufweisen.

Der hier vorliegende Wert voh = 1, 13 weicht nur wenig von 1 ab. Entwickelt man die
Gleichung (2.54) fuH; < 1, so zeigt sich, dasd; = BI'X eine Naherungslésung fur
kleine Werte vorH; zur exakten sprungfreien Losuhty = X des Spezialfalle§ = 1

ist. In Abbildung 6.6 sind nun Losungen von (2.54) dargestellt, die nur gering von dieser
N&aherungsldsung durch sehr kleine Werte der Anfangskrimmung abweichen. Die Nahe-
rungslosung selbst ist in Abbildung 6.6 schwarz strichliert dargestellt.

Die durchgezogenelurven wurden mit den festen Anfangsbedingungkgr(0)=8T =
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0,0087 undHixx(0) = 9,05- 1075, und diestrichliertenKurven mit den Anfangsbedin-
gungenHx(0) = BT = 0,0087 undHxx(0) = 8,94 - 10°° berechnet. Die verschiedenen
Farben der Kurven unterscheiden die verwendete Integrationsschrittweite oder die Wahl
des verwendeten Integrationsverfahrens. Die roten Kurven wurden mittels eines implizi-
ten Runge-Kutta-Verfahrens mit einer Anzahl vor? Bthritten und fester Schrittweite
berechnet. Die grinen Kurven wurden mittels eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens
mit einer Anzahl von 10Schritten und fester Schrittweite berechnet. Die blauen Kurven
wurde mittels einer automatischen Integrationsroutine in MATHEMATICA 6.0.1.0 und
einer anfanglichen Schrittweite von 40-° berechnet.

Fir die durchgezogenen Kurven ist erkennbar, dass die Integrationsbedingungen kaum
Auswirkungen auf die Losungen haben, die alle nahezu deckungsgleich sind. Die An-
fangskrimmunddixx(0) =9, 05- 10°® wurde dabei so gewahlt, dass die Lage des ersten
Wellenmaximums in etwa mit dem des Experimentes zusammenfallt. Die asymptotische
Theorie vermag hier die experimentell beobachtete, nahezu konstante Neigung des Ober-
flachenprofiles in der Nahe des Referenzpunktes sehr gut wiederzugeben. Auch die Ab-
solutwerte der Hohe des ersten Maximums und des ersten Minimums werden recht gut
erfasst, nicht jedoch der weitere Verlauf der Hohen und die Wellenlangen.

Interessant ist auch der starke Einfluss der Wahl der Anfangskrimmungtrigidier-

te Kurve in einer bestimmten Farbe stellt jenes H6henprofil dar, das bei Verwendung
der gleichen numerischen Integrationsbedingung wie betdldethgezogeneKurve der
gleichen Farbe gewonnen wurde, jedoch bei geringfligig kleinerer Anfangskrimmung
H1xx(0)=8, 94-10°% als bei der entsprechenden durchgezogenen Kurve. Dies fiihrt zu vol-
lig andersartigen Kurven und zeigt die Sensibilitat dieser Losungen sowohl beziiglich der
Wahl der Anfangskrimmung als auch der Wahl der Integrationsbedingungen. Dieses Ver-
halten I&sst sich anhand der auf Seitét8dargestellten Vorgehensweise zur Bestimmung
des Losungstypus aus dem ParamEtet, 13 und den in Abbildung 6.6 verwendeten An-
fangsbedingungen verstehen. Gemalf Gleichungen (5.157) und (5.158) ergibt sich fur die
transformierten Anfangsbedingungen

§O = 75695 770 = 181. (613)

Im Diagramm der universellen Anfangsbedingungen Abbildung 5.7 liegt dieser Punkt
fast an der Grenze des Gliltigkeitsbereiches fir wellige Losungen (ausserhalb des in Ab-
bildung 5.7 dargestellten Bereiches), i.e. der Kug¢el, &), die den Grenzfall zusam-
menfallender Nullstellem, = b, darstellt, siehe Tabelle 5.1. Diese Kurve ist die in Ab-
bildung 5.7 rot dargestellte, obere Grenzkurve. Geringe Abweichungen infolge kleiner
Anderungen der Anfangsbedinguhigxx(0) oder geringfligig unterschiedlicher numeri-
scher Berechnung fuhren daher an dieser Stelle zu einem anderen Losungsverhalten.

6.3 Schubspannungsprofil

Abbildung 6.7 zeigt einen Vergleich der dimensionslosen Reynoldsschen Scheinschub-
spannungen als Funktion der Koordingtguer zur Hauptstromungsrichtung an der Stelle

des ersten WellenmaximunXg, ; zwischen asymptotischer Theorie und dem Experiment
Trial 1 in [38]. Die Messwerte sind als schwarze Punkte eingezeichnet, als Referenzwert
fur die Schubspannungen dient der Wert der Wandschubspannung im Referenzpunkt. Da
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Abbildung 6.7: Vergleich der Verteilung der Reynoldsschen Scheinschubspannungen am Ort des ersten
WellenmaximumsXy,1 mit dem Experiments = 0,249, = 0,0102,T" = 0. Die schwarzen Punkte stellen
Messergebnisse des Trial 1 aus [38] dar. Die rot durchgezogene Gerade stellt das Ergebnis der asymptoti-
schen Theorie bei Berticksichtigung von Termen bis(y) der Entwicklung nach dar. Die roten Punkte

@, @ und(@) stellen Ergebnisse bei Berticksichtigung von Termen big¢sy dar.

fur dieses Experiment keine Angaben zur Kanalneigung gemacht wurden, wurde hier
gemal dem experimentell ermittelten Schubspannungsprofil im Referenzpunkt, das na-
hezu dem einer voll-ausgebildeten Stromung entspricht, ein WWebtangenommen und

mittels (2.46) und (2.53) der Neigungswinkelae Fré, =0,0038 bestimmt. Zur Berech-

nung des Kanalwiderstandes wurde wieder das asymptotisch giiltige Uberlappungsgesetz
fur glatte Boden (Gleichung (6.8)) fur den Kanalwiderstand verwendet. Die rot einge-
zeichnete Gerade ist das Ergebnis fir die Scheinschubspannungen nach der vorliegenden
asymptotischen Theorie bei Bertuicksichtigung von TermerOfl3 in der Entwicklung

nache, also nach Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.32):

“UV'(Xm,Y)=1-Y. (6.14)

Die roten Punkté€d), @ und (@ stellen die theoretischen Ergebnisse fir die Schubspan-
nungen bei Berlcksichtigung von Termen bis @) der asymptotischen Entwicklung

dar, die aus dem Ergebnis flr die turbulenten Scheinspannungen li¥ualso den
Gleichungen (2.32) und (2.43)) gewonnen wurden. Die beiden Ergebnisse in Gleichung
(2.43) stammen einerseits aus einer Entwicklung der dynamischen Randbedingung, Glei-
chung (2.20), um den StrémungsgrundzustandHni 1, die auf ein Ergebnis fiir die
turbulenten Scheinspannungbkai Y=1 fuhrt, und andererseits aus einer Entwicklung
der Stromungsgeschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung an der Flussigkeitsoberflache
Us(X), Gleichung (2.13), die {ibed, mit den turbulenten Scheinspannungen Bo-

den bei Y=0 verknipft ist. Daher kdnnen bei Berlicksichtigung von Termeriig der
asymptotischen Entwicklung fur die Scheinschubspannungen keine Profile, sondern nur
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Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie misblggbnissen

Werte an einzelnen Punkt&hangegeben werden.
Der Punkt® beiY =0 ergibt sich gemaf Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.43) zu

—U'V'(Xm1,0)=1-2H:(Xm1) €, (6.15)
und der Punk€) beiY =1 ergibt sich gemafr Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.43) zu
—U’V’(Xml, 1) = Hl(Xm 1) E. (616)

Zur Darstellung in Abbildung 6.7 musste wieder eine LosungHigraus Gleichung
(2.54) bestimmt werden, wobél,x(0) = 0 und eine kleine positive Stérung der Ober-
flachenkrimmung im Referenzpunlk;xx(0) = 10, als Anfangsbedingungen vorge-
schrieben wurden. Kleine Variationen in den Werten fir die Oberflachenkrimmung im
Referenzpunkt bewirkten eine kaum merkliche Veranderung von Lage und H6he des ers-
ten Wellenmaximums. Diese Hohe wurdel2y(X, 1) =3, 04 ermittelt.

Der Wert der Scheinschubspannung im dritten roten P@nkeiY =1+&H1(Xn1)=1,76

wurde gemal Gleichungen (2.5) und (2.43) zu

oU'V'o(Xn1, Y)
oY

—UV' (Xnz L+ eHi(Xm1) = —UVo(Xn1, 1) - |_Hi(Xm1) & -

—U’V’l(Xml, 1)8 =
-0 (6.17)

berechnet. Dies ist eine Folge der dynamischen Randbedingung, Gleichung (2.20), die be-
sagt, dass die Scheinschubspannungen an der Flissigkeitsoberflache verschwinden. Aus
Abbildung 6.7 ist zu entnehmen, dass die asymptotische Theo@ié)ngegeniber den
gemessenen Schubspannungswerten am Boden zu kleine uMd=kkizu grol3e Wer-

te liefert. Dies durfte an dem relativ grossen Wert des Entwicklungsparametfr249

liegen. Insbesondere wird durch die Theori®fa) ein Abldsen der Stromung am Kanal-
boden vorhergesagt. In diesem Falldiea die als klein vorausgesetzten Abweichungen

von einem voll-ausgebildeten Stromungszustand nicht mehr zu.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine turbulente, ebene Stromung mit freier Oberflache
in einem um einen kleinen Winket gegen die Horizontale geneigten Kanal betrach-
tet. Die betrachtete Stromung befindet sich in leicht tiberkritischem Zustaad Fris
(O<e<1), sodass die Ausbildung eines welligen Wassersprunges mdoglich ist.

Im Rahmen einer asymptotischen Theorie, die die Oberflachenspannung vernachlassigt,
aber den Einfluss turbulenter Dissipation berucksichtigt, wurde der tberkritische Zu-
stromzustand als Referenzzustand (Grundzustand) fur die Entwicklung @acfenom-

men. Ein Parameter charakterisiert dabei die Abweichung des Referenzzustandes von
einem voll ausgebildeten Zustand. Fir> 0 wird die Stromung im Referenzzustand
verzogert, firy < 0 wird die Strémung im Referenzzustand beschleunigt, und im Fal-
le vony = 0 herrscht ein lokales Kraftegleichgewicht im Referenzquerschnitt zwischen
Reibungs- und Gewichtskraften. Eine solche quantitative Beschreibung der Abweichung
des Stromungzustandes von einem voll ausgebildeten Zustand mittels des Parameters
erlaubt z.B. die Behandlung welliger Wasserspriinge unter Laborbedingungen, bei denen
der Zustand einer voll ausgebildeten Zustromung nicht immer garantiert werden kann.
Die dimensionslos formulierten Impulsgleichungenin der nach Reynolds gemittelten Form
sowie die kinematischen und dynamischen Randbedingungen wurden fir lange Wellen-
langen und grol3e Reynoldszahlen entwickelt. Die in diesem Problem auftretenden klei-
nen Parameter sind das Verhdltnis von Flissigkeitshohe zu Wellensantgr Kanal-
neigungswinkek, die aus der turbulenten Scheinspannung im Referenzpunkt resultie-
rende Grof3e Ef, sowie die Abweichung vom voll ausgebildeten Stromungszusyand
Diese Parameter wurden naitgekoppelt und die Bestimmungsgleichungen nach einem
asymptotischen Ansatz fur die unbekannten Stromungsgréssers nactlen kritischen
Strémungszustand entwickelt. Die spezielle Wahl der Kopplung vermeidet die Notwen-
digkeit einer Turbulenzmodellierung, berticksichtigt aber einen schwachen Einfluss der
turbulenten Dissipation. Die asymptotische Entwicklung ergibt die folgende Kompatibi-
litatsbedingung:

Hixxx(X) + [H1(X) — 1] Hix(X) = BH1(X) + ¥ = 0, (2.52)

die eine Bestimmungsgleichung fur die Stérung der dimensionslosen Flissigkeitshohe

in O(e) als Funktion der dimensionslosen Langskoordinatarstellt. Dabei charakteri-

siert die positive Konstanjg< 1 die turbulente Dissipation. Im Falle vor=0 reduziert

sich diese Gleichung auf Gleichung (27) von [26], bei deren Herleitung ein voll ausgebil-
deter Zustromzustand vorausgesetzt wurde. Abgesehen von der notwendigen Anfangsbe-
dingungH;(0) =0 bleiben die beiden tbrigen Anfangsbedingungen dieser Gleichung im
Rahmen der asymptotischen Theorie frei.
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Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie misblggbnissen

Da wellige Losungen von Gleichung (2.52) fur Werte gnn der Gréfenordnung von

[ oder darunter vorliegen, wurde anstelle des Parametees Parametdr = y/3 einge-

fahrt, um insbesondere den Grenzjal 0 zu studieren.

Nach einer Untersuchung der Lésungen dieser Bestimmungsgleichung fur die asympto-
tischen Grenzfélle weit stromalX (- o) und in der Nahe des Referenzpunkt®s—+ 0)

sowie fur spezielle Werte der Parameter wurden analytische Losungen fur den Spezialfall
der reibungsfreien Stromung € 0) angegeben, siehe [53, 58]. Es wurden algebraische
Kriterien aufgestellt, fir welche Anfangsbedingunge(0) und Hqixx(0) wellige LO-
sungen vorliegen und fur welche Werte der Hohenauslenkiy(g) (X>0) lokal wellige
Lésungen vorhanden sind. Diese Kriterien sind in Diagramm 3.2, Seite 29, graphisch
dargestellt. Eine wichtige Folgerung ist, dass fiur wellige Losungdex(0) > 0 gelten

muss. Aus diesen Kriterien alleine konnte aber noch nicht auf den weiteren Verlauf einer
bestimmten Lésung geschlossen werden, also insbesondere, ob lokal wellige Losungen
beliebig weit stromab fortgesetzt werden kénnen.

Fur Hohenauslenkungen, die hinreichend weit weg vom kritischen Zuktardl sind,

wurde eine eindimensionale, die sogenannte hydraulische Theorie [15] betrachtet, und
mit einer quasi-eindimensionalen Naherung von obiger Bestimmungsgleichung vergli-
chen. Beide Zugéange liefern zwar unterschiedliche Ergebnisse, aber keiner von beiden
lasst wellige Losungen fiir einen Wassersprung zu. Das Aufstellen von Ubergangsbedin-
gungen, die auf einen welligen Sprung fuhren, d.h. die Bestimmung vom Strdomungszu-
sténden aus einer vereinfachten eindimensionalen Betrachtung, die in der Nahe des kriti-
schen Zustandes durch eine zweidimensionale Beschreibung fortgesetzt werden kénnen,
ist nicht moglich. Ein welliger Wassersprung kann daher nur durch rasch veranderliche
Stromungsverhaltnisse oder zweidimensiondfel&e hervorgerufen werden.

Eine numerische Analyse der Bestimmungsgleichung (2.54) zeigte, dass abstromseitig
drei verschiedene wellige Losungstypen moglich sind. Erstens gibt es Losungen, bei de-
nen die Stromung weit stromab in einen Zustand mit horizontaler Flussigkeitsoberflache
ubergeht; — BX, Zustand des ,tiefen Wassers*), zweitens gibt es Losungen, bei der die
Stromung in einen voll ausgebildeten Abstromzustand tUberdg®ht{ I'), und drittens

gibt es Losungen mit singularem Verhalten, die nicht beliebig weit stromab fortgesetzt
werden kdnnen (Losungen mit beschranktem Giiltigkeitsbereich). Fur das Auftreten der
letzteren beiden Lésungstypen muss der Pararhetérsein.

Nach einer asymptotischen Entwicklung der Bestimmungsgleichungdtaath der Me-

thode der mehrfachen Variablen, die die langsame Veranderlichkeit der Amplituden und
Wellenlangen und die schnelle Veranderlichkeit der Oberflachenauslenkungen als Funk-
tion zweier unterschiedlich skalierter Langskoordinaten erfasst, wurde eine allgemeine
Losung analytisch angegeben. Diese beschreibt die Losungen der exakten Gleichung mit
grol3er Genauigkeit und liefert dieselben analytischen Losungen der betrachteten Grenz-
und Spezialfélle. Die auftretenden Beschrankungen des Giiltigkeitsbereiches von Lésun-
gen wird durch die Nichtfortsetzbarkeit der langsam veranderlichen Einhulldnderd

hs der welligen Oberflachenauslenkung im reellen Wertebereich erklart. Diese Nichtfort-
setzbarkeit geht einher mit einem Ubergang von einer quasi-periodischen (welligen) zu
einer aperiodischen Losung. Schlechte Ubereinstimmungen mit den Losungen der exak-
ten Gleichung wird in jenen Fallen erzielt, bei denen die Anfangsbedingutgé®) und
Hixx(0) klein im Vergleich zum Parametgrsind, da in diesem Fall die in der asymtoti-
schen Entwicklung vorausgesetzten Grossenordnungen nicht erfullt sind.
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Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie misblggbnissen

Um die Abhéangigkeit der Losungen vom Paramé&teu eliminieren, wurde die Bestim-
mungsgleichung (2.54) transformiert und auf drei unterschiedlichevamabhangige
Gleichungen reduziert, die jeweils fur die Félle- 1,I' =1 undI’ < 1 gelten. Eine Ent-
wicklung dieser vori unabhangigen, transformierten Gleichungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen wurde analog zu der der untransformierten Gleichungen durchge-
fuhrt. Nach Elimination der langsam veréanderlichen Ortskoordi€izdes den Gleichun-

gen wurde als wesentliches Ergebnis ein vom Paranieterabhangiges, universelles
Phasendiagramm (Abbildung 5.6) erhalten, das die transformierte Ampditnd&bhan-

gigkeit von der transformierten mittleren Héhenauslenkiypndarstellt und das vollstan-

dige Losungsfeld aller moglichen Losungstypen erfasst. Weiters wurde ein Diagramm flr
die transformierten Anfangsbedingungenin Abhangigkeit von¢, angegeben (Abbil-

dung 5.7), das aus den analytischen Kriterien fur wellige Lésungen der transformierten
Gleichungen folgt. Es zeigt den Bereich méglicher Anfangsbedingungen fur wellige L6-
sungen und trennt diese in die drei voneinander unterschiedlichen Losungstypen. Durch
Kombination beider Diagramme lasst sich bei gegebenen Anfangsbedingungen und Para-
meterwerten das Auftreten und der gesamte Verlauf einer welligen Losung vorhersagen.
Die Vorgehensweise zur Klassifikation einer Lésung bei gegebenen Anfangsbedingungen
ist auf Seite 8% ., Punkt (1)-(5) angegeben.

Im Vergleich mit dem Experiment erzielt die asymptotische Theorie gute Ubereinstim-
mungen, wobei Verlaufe des Oberflachenprofils und die Schubspannungsverteilung in ei-
nem bestimmten Kanalquerschnitt verglichen wurden. Naturgemass werden fur Falle mit
kleineren Werten des Storparametevergleichsweise bessere Ergebnisse erzielt. Die aus
dem Experiment abgeleiteten Parameter der Theorie hdngen besonders stark von Messun-
genauigkeiten des Volumenstromes ab, weniger stark hingegen von der Messungenauig-
keit des Bodenreibungsbeiwertes (,Manningscher Faktor”), der allerdings auch starkeren
Schwankungen der Messwerte unterworfen ist. Der Bodenreibungsbeiwert kann mit gu-
ter Genauigkeit durch den asymptotisch fur voll ausgebildete Stromung gultigen Wert des
Kanalwiderstandes ersetzt werden.

Wahrend die absoluten Werte fur die Hohenauslenkung bzw. die Amplituden sehr gut
wiedergegeben werden, ergibt die asymptotische Theorie tendenziell zu kleine Werte fir
die Wellenlangen. Dies ist auf die aus experimentellen Daten abgeleiteten Werse von
zurtckzufuhren, die im Verhaltnis zuzu klein sind, sodass die in der Theorie vorausge-
setzte Grossenordnung, dgsgon derO(s/?) ist, nicht erflllt wird. Weiters kann auch

der Parametdr nur ungentigend genau aus den experimentellen Daten bestimmt werden.
Ein wesentliches Ergebnis ist ein von der Theorie vorhergesagter Ubergang von einem
nicht voll ausgebildeten Zustrémzustand zu voll ausgebildeter Stromung weit stromab.
Dieses Ergebnis wird durch ein Laborexperiment von [24] durch gute Ubereinstimmung
bestatigt.
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