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Kurzfassung

Wir betrachten eine turbulente, ebene Strömung mit freier Oberfläche in einem um einen
kleinen Winkelα gegen die Horizontale geneigten Kanal in leicht überkritischem Aus-
gangszustand Frr = 1+ 3

2ε, 0<ε≪1, welche die Ausbildung eines welligen Wassersprun-
ges ermöglicht. In diesem Fall tritt eine wellige Oberflächenstruktur mit in Strömungs-
richtung langsam abfallenden Amplituden und Wellenlängen auf.
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung dieser Strömung im Rahmen
einer asymptotischen Theorie, wobei von dem überkritischen Zuströmzustand als Refe-
renzzustand (Grundzustand) ausgegangen wird. Dieser Referenzströmungszustand kann
beliebig, insbesondere auch nicht voll ausgebildet sein, solange die Abweichung von ei-
nem voll ausgebildeten Zustand klein ist, so wie dies in zahlreichen Experimenten der
Fall ist. Eine asymptotische Entwicklung der Grundgleichungen nach dem Parameterε,
die die Notwendigkeit einer Turbulenzmodellierung vermeidet und dennoch den Einfluss
schwacher turbulenter Dissipation berücksichtigt, führt zu folgender Bestimmungsglei-
chung für die Störung der FlüssigkeitshöheH1 als Funktion der LängskoordinateX:

H1XXX(X) + [H1(X) − 1] H1X(X) − βH1(X) + γ = 0 .

Die dimensionslosen Konstantenβ bzw. γ beschreiben die turbulente Dissipation bzw.
den Antrieb infolge einer Abweichung des Referenzzustandes von dem der voll ausgebil-
deten Strömung.
Der Hauptteil der vorliegenden Arbeit beschäftigt sich mit dem Erfassen des vollständi-
gen Lösungsfeldes dieser Gleichung und der Bestimmung von Kriterien für Anfangsbe-
dingungen und Parameterwerte, bei denen ein welliger Wassersprung auftritt.
Eine numerische Analyse der obigen Bestimmungsgleichung ergibt, dass abströmseitig
drei verschiedene Lösungstypen möglich sind, unter anderem auch Lösungen, die nicht
beliebig weit stromab fortgesetzt werden können. Im Rahmen einer Entwicklung der
Gleichung nachβ mithilfe der Methode der mehrfachen Variablen werden unterschied-
liche Lösungsverhalten erklärt und Bedingungen für das jeweilige Auftreten der drei Lö-
sungstypen abgeleitet. Das wesentliche Ergebnis ist ein vom Parameterγ unabhängiges,
universelles Phasendiagramm, das alle möglichen Lösungstypen erfasst, sowie ein vom
Parameterγ unabhängiges Diagramm für die Anfangsbedingungen. Mit diesen beiden
Diagrammen lassen sich das Auftreten und der Verlauf welliger Lösungen vorhersagen.
Im Vergleich mit dem Experiment werden gute Übereinstimmungen zwischen der asymp-
totischen Theorie und Labormessungen erzielt. Insbesondere wird der von der Theorie
vorhergesagte Übergang zu voll ausgebildeter Strömung weit stromab infolge eines wel-
ligen Wassersprunges bei bestimmten, nicht voll ausgebildeteten Zuströmbedingungen im
Experiment bestätigt.
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Abstract

We consider a turbulent, two-dimensional free-surface flow in a channel with small slope
α in a slightly supercritical initial state Frr = 1+ 3

2ε, 0<ε≪1, allowing for the formation
of an undular hydraulic jump. If this is the case, the surface developes a wavy shape with
amplitudes and wave lengths that decay but slowly in the main flow direction.
The present work concerns the description of this flow on the basis of an asymptotic theo-
ry, starting from the supercritical state of the oncoming flow as a reference state (ground
state). This reference state may be chosen arbitrarily, in particular also as a non-fully de-
veloped state, provided the deviation from a fully developed state is small, as this is the
case in many experiments. An asymptotic expansion of the basic equations in terms of
the parameterε, thereby avoiding the necessity of turbulence modelling but accounting
for the effect of weak turbulent dissipation, leads to the following master equation for the
disturbance of the surface heightH1 as a function of the downstream coordinateX:

H1XXX(X) + [H1(X) − 1] H1X(X) − βH1(X) + γ = 0 .

The non-dimensional constantsβ andγ describe the turbulent dissipation and the forcing
due to deviations from fully-developed flow in the reference state, respectively.
The main part of the present work is devoted to capturing the complete field of solutions
of this equation and the derivation of criteria for undular jumps to occur.
Numerical solutions of the above equation show that downstream three different cases of
solutions are possible. Among those are solutions which fail to exist arbitrarily far down-
stream. A multiple scales expansion of the master equation in terms ofβ is performed.
Two different length scales are introduced, accounting for the slowly changing amplitudes
and wave lengths as well as for the rapidly changing surface undulations. It is explained
why some solutions fail to exist far downstream. Conditions for the occurence of each of
the three types of solutions are derived. The major outcomes of the asymptotic theory is a
universal phase diagram independent of the parameterγ containing all possible types of
solutions, and aγ-independent diagram for the initial conditions. With both diagrams it is
possible to predict the occurence and the progress of an undular solution.
In comparison with experimental data good agreement between the asymptotic theory and
laboratory measurements is found. In particular the predicted transition to fully developed
flow far downstream in course of an undular hydraulic jump resulting from specific non
fully-developed conditions of the oncoming flow is comfirmed by experiment.
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Kapitel 1

Einleitung

Strömungs-
richtung

Stoßwellen,
ausgehend von
den Seitenwänden

T
T
T
T
T
T
T
T
T
T
T

Abbildung 1.1: Welliger Wassersprung in einem Laborexperiment [44], Fr= 1, 49.

Wir wenden uns in der vorliegenden Arbeit der Beschreibung eines welligen Wasser-
sprunges (welligen hydraulischen Sprunges) in einer turbulenten Strömung zu. Dieses
Phänomen tritt in Kanalströmungen einer inkomressiblen Flüssigkeit mit freier Oberflä-
che auf, bei der die Froude-Zahl knapp über dem Wert 1 liegt, siehe Abbildung 1.1. Dabei
nimmt die Oberfläche ab einer bestimmten Stelle eine wellige Form an, die stationär ist,
wobei die charakteristische Wellenlänge viel grösser und die Amplituden viel kleiner sind
als die Flüssigkeitstiefe. Die Amplituden und Wellenlängen nehmen in Hauptströmungs-
richtung langsam ab. Die Strömung geht dabei von einem überkritischen, schiessenden
Zustand vor dem Sprung in einen unterkritischen Zustand weit stromab über, wobei kine-
tische Energie dissipiert wird. Die mittlere Flüssigkeitshöhe weit stromab ist dabei grösser
als die der Zuströmung, siehe [15, 22, 55].
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Einleitung

Ausgelöst wird ein welliger Sprung beispielsweise durch Veränderung der Boden- oder
Wandreibung, durch Veränderung der Kanalneigung, durch am Boden angebrachte Hin-
dernisse oder durch Kanalverengungen. In Laborexperimenten werden die Strömungsver-
hältnisse meist weit stromab mit einer von oben in die Flüssigkeit eintauchenden bzw. von
unten aus dem Boden herausragenden, vertikal verschiebbaren Schneide, die als Schütz
bzw. Wehr fungiert, geregelt. Diese Beeinflussung der unterkritischen Strömung breitet
sich dann bis zum Anfangspunkt (engl. „toe“) des welligen Sprunges aus, während die
überkritische Zuströmung davon unbeeinflusst bleibt. Auf diese Weise wird durch Ver-
schieben der Schneide der Anfangspunkt des welligen Sprunges verschoben.
Wir werden in der hier vorliegenden Arbeit das Phänomen des welligen Wassersprunges
zweidimensional betrachten. Wir sehen also von vorhandenen dreidimensionalen Effek-
ten, resultierend von den Einflüssen der seitlichen Begrenzungswände, ab, von denen z.B.
„Stosswellen“1 ausgehen (siehe Abbildung 1.1). Die wesentliche Aufgabe besteht in der
Bestimmung der Oberflächenkontur und des Strömungsfeldes bei gegebenen Zuströmbe-
dingungen.
Wir orientieren uns bei der Formulierung unserer Überlegungen an vorangegenenen Ar-
beiten [26, 51, 52], in denen eine asymptotische Theorie für den welligen Wassersprung
entwickelt wurde. Dabei wurde auf Ergebnisse der Turbulenzasymptotik [23, 1] zurück-
gegriffen, mithilfe derer Ergebnisse ermöglicht werden, die unabhängig von jeglicher Tur-
bulenzmodellierung sind. Diesen großen Vorteil wollen wir auch in der hier vorliegenden
Arbeit nützen. Eine gestraffte Version dieser Arbeit ist in [34] zu finden.
Die in [26, 51, 52] abgeleiteten Ergebnisse sind allerdings nur für Fälle gültig, bei denen
die Strömung von einem asymptotisch weit stromauf vorhandenen voll ausgebildeten Zu-
stand ausgeht. Weder bei in natürlichen Gewässern auftretenden welligen Wassersprün-
gen noch bei jenen in Laborexperimenten kann jedoch immer davon ausgegangen werden,
dass die überkritische Zuströmung bei Entstehung des welligen Sprunges voll ausgebildet
turbulent ist. In Experimenten (siehe z.B. [44, 43]) wird zwar näherungsweise ein sol-
cher Zustand erreicht, indem die Zuströmung eine derart lange Vorlaufstrecke durchläuft,
dass die vom Kanalboden vertikal zur Hauptströmungsrichtung sich aufbauende Grenz-
schicht bis zum Anfangspunkt des welligen Sprunges die Oberfläche erreicht hat, jedoch
entspricht dies nicht der konventionellen Definition einer voll ausgebildeten Strömung,
bei der sämtliche Zustandsgrössen der Strömung sich in Strömungsrichtung nicht mehr
ändern. Wir werden daher in der vorliegenden Arbeit eine Theorie formulieren, die auch
nicht voll ausgebildete Zuströmzustände zulässt. Die Abweichung vom voll ausgebilde-
ten Zustand in einem gewissen Referenzzustand wird dabei ebenfalls asymptotisch for-
muliert, wobei ein zusätzlicher Parameter diese Abweichung quantifiziert. Für konkrete
Fälle im Labor muss dieser aus den Zustandsgrössen der Strömung bestimmt werden. Der
in den Arbeiten [26, 51, 52] angenommene, asymptotisch weit stromauf voll ausgebildete
Zuströmzustand hat zur Konsequenz, dass die sich ergebenden Lösungen asymptotisch
weit stromab nicht voll ausgebildet sind. Unter anderem ist es Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit, mögliche nicht-voll ausgebildete Referenzzustände anzugeben, die auf voll
ausgebildete Abströmzustände führen.
Weiters ist es Ziel dieser Arbeit, herauszufinden, wie gross die Störungen in einer leicht
überkritischen, turbulenten Strömung sein müssen, sodass ein welliger Wassersprung aus-

1„shock waves“ in der englischsprachigen Literatur; es handelt sich hierbei nicht um Stosswellen im
Sinne der Gasdynamik.

2



Einleitung

gelöst wird.
In Kapitel 2 werden die Grundgleichungen und Randbedingungen aufgestellt und in einer
asymptotischen Betrachtung für grosse Reynoldszahlen, große Wellenlängen und Froude
Zahlen nahe bei 1 entwickelt, ohne dass auf eine Turbulenzmodellierung zurückgegriffen
werden muss. Das Ergebnis ist eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung
für die Störung der Flüssigkeitshöhe, mithilfe derer die wellige Oberflächenstruktur des
Wassersprungs und andere Zustandsgrössen der Strömung bei weitestgehenden Freiheiten
betreffend den Zuströmzustand beschrieben werden kann. Diese Bestimmungsgleichung
wird in weiterer Folge gelöst und analysiert.
Kapitel 3 widmet sich den allgemeinen Eigenschaften dieser Bestimmungsgleichung, ein-
fache Lösungen werden präsentiert und Umformulierungen vorgenommen. Weiters wird
ein Vergleich mit der eindimensionalen hydraulischen Theorie angestellt.
Kapitel 4 widmet sich den numerischen Lösungen dieser Bestimmungsgleichung und den
dabei auftretenden unterschiedlichen Lösungsttypen.
Kapitel 5 befasst sich mit einer asymptotischen Lösung dieser Bestimmungsgleichung
nach der Methode der mehrfachen Variablen. Dies hat den Zweck, einerseits das Auf-
treten der unterschiedlichen Lösungstypen besser verstehen zu können, andererseits aber
auch dient sie dazu, Kriterien abzuleiten, die das Auftreten bestimmter Lösungstypen an-
hand der Wahl bestimmter Parameter vorhersagen. Universelle, d.h. von den eingehenden
Parametern möglichst unabhängige Diagramme für die Lösungskurven und die Bedingun-
gen, die zum Auftreten eines welligen Sprunges eines bestimmten Typs führen, werden
präsentiert.
In den aktuelleren experimentellen Arbeiten zum welligen Wassersprung werden meist
Oberflächen-, Geschwindigkeits-, Druck- und Reynoldssche Scheinspannungsprofile an-
gegeben, aber auch Wellenlängen(veränderungen) und Amplituden(veränderungen).
Als gesicherte Ergebnisse gelten die folgenden:
Wellige Wassersprünge treten im Allgemeinen bis zu einer Obergrenze der Froude-Zahl
von etwa 3 bis 4 auf [14]. Bei nahezu voll ausgebildeter Strömung im Ausgangszustand
(in dem die Grenzschichtdicke die Flüssigkeitsoberfläche erreicht hat) beträgt die Ober-
grenze der Froude-Zahl für die Ausbildung eines welligen Wassersprunges 1, 7 [43, 15,
54]. Die wellige Struktur der Oberfläche, deren Amplituden und die Wellenlängen in
Hauptströmungsrichtung langsam abnehmen, ist weder rein sinusförmig noch rein von
der Form der Cosinus-amplitudinis- (cn-) Funktion [3], [14]. Weiters steht fest, dass sich
die Druckverteilung in der gesamten Strömung von der hydrostatischen nur gering unter-
scheidet. Die stärksten Abweichungen von einer hydrostatischen Verteilung treten dabei
an den lokalen Maximal- und Minimalwerten der Flüssigkeitshöhe auf, siehe [13].
Reibungseinflüsse sind bei einem welligen hydraulischen Sprung sehr gering; es werden
sogar wellige Sprünge in horizontalen Kanälen gemessen [43, 44, 45]. Andererseits sind
Reibungseinflüsse auch nicht vollständig vernachlässigbar, da jeder (wellige und nicht
wellige) Wassersprung mit Dissipation verbunden ist.
Abströmseitig erreicht die Strömung in vielen in der Natur und in hydraulischen Anwen-
dungen auftretenden Fällen den sogenannten Zustand des „tiefen Wassers“, also einen im
Mittel horizontalen Flüssigkeitsspiegel, wie er beispielsweise beim Münden der Kanal-
strömung in ein grosses stehendes Gewässer (See) weit stromab auftritt. Neueste experi-
mentelle Untersuchungen [24] zeigen, dass auch ein Strömungszustand möglich ist, der
abströmseitig auf eine im Mittel konstante, verglichen mit der Zuströmhöhe grössere Flüs-
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Abbildung 1.2: Welliger Schwall (engl. „bo-
re“) im Fluss Dordogne in Frankreich, aus
[4]. Strömungsrichtung von rechts nach links,
Ausbreitung des Schwalls von links nach
rechts. Der wellige Schwall stellt einen be-
wegten welligen Sprung dar, im Gegen-
satz zum in der vorliegenden Arbeit aus-
schliesslich behandelten stationären welligen
Sprung.

sigkeitshöhe führt und demnach asymptotisch weit stromab voll ausgebildet ist. Dies ist
nur möglich, wenn die Strömung aus einem Zustand vor dem welligen Sprung resultiert,
der nicht voll ausgebildet ist, da ohne Vernachlässigung von Reibungseffekten bei Er-
haltung des Volumenstromes nureinebestimmte Flüssigkeitshöhe im voll ausgebildeten
Zustand möglich ist, vgl. [15]. Diesen interessanten Fall werden wir in der vorliegenden
Arbeit ausführlich analysieren.
Von Seiten der theoretischen Beschreibung eines Wassersprunges wird die aus Anwen-
dungen in der Gerinnehydraulik bekannte eindimensionale, sogenannte hydraulische Theo-
rie [15, 55] verwendet. Diese Theorie beschränkt sich auf graduell veränderliche Strö-
mungsverhältnisse und vermag schwach gekrümmte Oberflächenprofile einer Kanalströ-
mung zu beschreiben. Sie versagt allerdings in der Nähe des kritischen Strömungszu-
standes, wo stärkere Oberflächenkrümmungen auftreten, und ist daher nicht imstande,
Oberflächenkontur eines welligen Wassersprungs zu beschreiben.
Erste zweidimensionale Beschreibungen des welligen Wassersprunges gehen zurück bis
ins Jahr 1935 [36]. In [36] wird ein welliger Oberflächenverlauf abgeleitet, der exakt
periodisch mit abklingender Amplitude in Hauptströmungsrichtung ist. Diese exakte Pe-
riodizität widersprach allerdings den experimentellen Beobachtungen [8].
Ein wesentlicher Fortschritt wurde in der Arbeit [6] (1954) erzielt. Die Autoren stell-
ten fest, dass im Rahmen einer zweidimensionalen, reibungsfreien Theorie kein (stetiger)
Übergang von einem überkritischen auf einen unterkritischen Strömungszustand möglich
ist. Eine solche Theorie lässt nur eine sogenannte Solitärwelle zu, die weit stromab kei-
ne Veränderung der Flüssigkeitshöhe gegenüber der des Zuströmzustandes ergibt. Dies
ist, wie in [26] festgestellt wurde, eine Konsequenz der Erhaltung des Impulses und des
Volumenstromes, da jeder hydraulische Sprung mit viskoser Dissipation verbunden ist.
In der Arbeit [33] (1972) wird die Analogie zwischen welligem Wassersprung und wel-
ligem Schwall (engl. „bore“, siehe Abbildung 1.2) benützt, um mit asymptotischen Me-
thoden ein Bestimmungsgleichung für die Oberfläche eines welligen Wassersprunges in
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laminarer Strömung abzuleiten. Für die Berücksichtigung von Turbulenzeffekten wird die
Annahme eines nicht-Newtonschen Fließgesetzes vorgeschlagen, die wiederum auf eine
Bestimmungsgleichung derselben mathematischen Struktur führt. Dass diese Annahme
jedoch zu falschen Ergebnissen für turbulente Strömungen führt, wurde in [26] (2003)
nachgewiesen. Bemerkenswert dabei ist, dass im Unterschied zu laminarer Strömung bei
turbulenten Strömungen Dissipationsvorgänge nicht über einen Term beschrieben wer-
den, der eine zweite Ableitung enthält (Burgers-Gleichung) [58, 40], sondern dass ein
linearer Störterm turbulente Dissipationsvorgänge beschreibt. Setzt man diesen Störterm
gleich Null, so ergibt sich die Solitärwellenlösung.
In den Arbeiten [5, 31, 41] wurden verschiedene ad-hoc-Approximationen vorgenommen,
um die wellige Oberflächenstruktur zu erfassen. Die Ergebnisse bedienen sich starker Ver-
einfachungen der Grundgleichungen und sind infolgedessen nur von eingeschränkter Gül-
tigkeit. In [5] wird die Oberflächenkontur eines welligen Wassersprunges auf Basis einer
Energiegleichung bestimmt, die die turbulente Dissipation vernachlässigt. Dementspre-
chend wird die Dämpfung der Amplituden der welligen Oberfläche nicht wiedergegeben.
In [31] wird die Flüssigkeitsoberfläche durch einen unstetigen Verlauf mit einem Über-
gang von einer Solitärwellenlösung auf eine cnoidale Wellenlösung („cn-wave“) beschrie-
ben, der die dissipativen Energieverluste infolge des welligen Sprunges auf einen Punkt
konzentriert. Dies hat zur Folge, dass der Einfluss der turbulenten Dissipation zwar über
die ersten Wellenlängen korrekt erfasst wird, das Abklingverhalten weiter stromab jedoch
damit nicht bestimmt werden kann.
In der semi-empirischen Beschreibung eines welligen Wassersprunges in der Arbeit [41]
werden ausgehend von einer Energiegleichung Erweiterungen durch empirische Parame-
ter berücksichtigt, um den Einfluss der vom Kanalboden herrührenden Scherkräfte und
die damit verbundene Dissipation zu erfassen.
Ein anderer Zugang zur Bescheibung der welligen Oberfläche des turbulenten Wasser-
sprunges stammt aus Überlegungen, bei denen nicht die Bewegungsgleichungen der Strö-
mungsmechanik direkt den Ausgangspunkt bilden, sondern die Korteweg-De Vries-Gleich-
ung oder die Burgers-Gleichung [58] als Modellgleichung den Ausgangspunkt bildet, die
durch Hinzunahme verschiedener Störterme erweitert werden [51, 27, 20, 21, 19, 30, 42].
Die Arbeiten [42, 51] untersuchen Erweiterungen, die den Einfluss der Viskosität so-
wohl in laminarer als auch turbulenter Strömung erfassen sollen. Der Störterm für den
turbulenten Fall führt dabei auf eine Korteweg-De Vries-Burgers-Gleichung. In den Ar-
beiten [20, 28, 42, 50, 29, 17, 18, 7, 16] werden Erweiterungen eingeführt, die eine mit
der Strömung veränderliche Topographie („Hindernisse“) und/oder einen veränderlichen
Bodenreibungsbeiwert beschreiben sollen. Die Arbeit [30] untersucht eine Erweiterung
für die Beschreibung von Strömungen über ein stufenförmiges Hindernisnahe dem kri-
tischen Punkt, in dem die Froude-Zahl gleich Eins ist. In [11] wird der Einfluss einer
Stromlinienkrümmung untersucht. In der Arbeit [21] wird ein Modell für eine reibungs-
freie Strömung untersucht, das das instationäre Verhalten eines welligen Schwalls be-
schreiben soll. Die Arbeit [2] betrachtet verallgemeinerte, zeitabhängige Erweiterungen
der Burgers und der Korteweg-De Vries-Burgers-Gleichung und gibt aus gruppentheore-
tischen Überlegungen abgeleitete Lösungen an. Die Übersichtsartikel [27, 10] enthalten
eine Zusammenfassung unterschiedlichster, in der Literatur untersuchter Erweiterungen
der Korteweg-De Vries-Gleichung.
Arbeiten, die das Phänomen des welligen Wassersprunges mit den Mitteln der numeri-
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schen Strömungsmechanik zu beschreiben versuchen, sind sehr rar. In [32] wurde unter
Verwendung der kommerziellen Software CFX bei Ermittlung einer numerischen Lösung
in der Nähe des kritischen Punktes von Komplikationen wie z.B. Konvergenzschwierig-
keiten berichtet, dennoch wurden Ergebnisse erzielt, die über jene der eindimensionalen
Theorie hinausgehen. Die berechneten lokalen Maximal- und Minimalwerte der Flüs-
sigkeitshöhe stimmen jedoch nur begrenzt mit den in [44] angegebenen, im Experiment
beobachteten Werten überein.
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Kapitel 2

Grundgleichungen und
Randbedingungen für große
Reynolds-Zahlen, lange Wellenlängen
und Froude-Zahlen nahe 1

2.1 Problemstellung

hr

h(x)

~g

α 0
x

y

u(0, y)

ur

Abbildung 2.1: Welliger Wassersprung bei nicht voll ausgebildeter turbulenter Zuströmung.

Wir betrachten eine zweidimensionale, turbulente, im zeitlichen Mittel stationäre Kanal-
strömung mit einer freien Oberfläche wie in Abbildung 2.1 dargestellt. Der Kanalboden ist
konstant um den kleinen Winkelα gegenüber der Horizontalen in Strömungsrichtung ab-
wärts geneigt. Oberflächenspannungseffekte werden aufgrund einer geringen Krümmung
der Oberfläche ebenso vernachlässigt wie dynamische Einflüsse durch die Bewegung der
darüberliegenden Luft, deren Dichte viel kleiner als die der Flüssigkeit ist.
Die Reynolds-Zahl sei hinreichend groß, sodass das Strömungsfeld im Rahmen einer
asymptotischen Betrachtung in eine Defektschicht und eine viskose Unterschicht unter-
teilt werden kann [23, 46, 1]. Die Dicke der viskosen Unterschicht nimmt dabei asympto-
tisch mit zunehmender Reynolds-Zahl ab. Für die viskose Unterschicht existiert eine uni-
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Grundgleichungen und Randbedingungen für große Reynolds-Zahlen, lange
Wellenlängen und Froude-Zahlen nahe 1

verselle Lösung („universelles Wandgesetz“), daher betrachten wir ausschliesslich die tur-
bulente Defektschicht. Die Geschwindigkeit an einer bestimmten Stelley in einem Strö-
mungsquerschnitt weicht dabei um einen kleinen Geschwindigkeitsdefekt von der mitt-
leren Geschwindigkeit in diesem Strömungsquerschnitt ab. Mit zunehmender Reynolds-
Zahl wird der Geschwindigkeitsdefekt kleiner.
In den folgenden Bezeichnungen kennzeichnen Querstriche über den Größen die Zeitmit-
telung, Apostrophe kennzeichen die Abweichung der Größen von diesem zeitgemittelten
Zustand. Die zeitgemittelten Größen sind dabei zeitunabhängig.
Wir wählen einen Referenzpunkt vor oder am Anfangspunkt des welligen Sprunges, in
dem der Ursprung des Koordinatensystems liegt. Alle physikalischen Größen werden für
eine dimensionslosen Formulierung der Bestimmungsgleichungen auf die entsprechen-
den Werte im Referenzquerschnitt bezogen. In diesem Referenzquerschnitt beix= 0 ist
die Strömung nicht notwendigerweise voll ausgebildet turbulent, wenngleich die Abwei-
chungen von einem voll ausgebildeten Zustand klein sein sollen. Diese Freiheit in der
Festlegung des Referenzzustandes trägt der Tatsache Rechnung, dass weder bei in der
Natur auftretenden noch den im Labor erzeugten welligen Wassersprüngen sichergestellt
werden kann, dass die Strömung an einer bestimmten Stelle voll ausgebildet ist. Wie wir
später in Kapitel 6 zeigen werden, ist bei Labormessungen [24] keineswegs garantiert,
dass der experimentell ermittelte Kanalwiderstand ein Kräftegleichgewicht in der Strö-
mung bei gegebener Kanalneigung hervorruft. Wir werden im Rahmen der folgenden
asymptotischen Theorie präzisieren, wie im Referenzzustand die Abweichung von einem
voll ausgebildet turbulenten Strömungszustand quantifiziert werden kann und wie groß
diese Abweichung im Rahmen dieser Theorie sein darf.
Ein grundsätzliches Problem bei der Behandlung turbulenter Strömungen stellt das Schlies-
sungsproblem der Grundgleichungen in der nach Reynolds gemittelten Form dar, das üb-
licherweise zum Einsatz von Turbulenzmodellen zwingt. Es wird jedoch eine Stärke der
hier entwickelten asymptotischen Theorie sein, dass die Ergebnisse frei von jeder Turbu-
lenzmodellierung sind.
Ein welliger Wassersprung bei nahezu voll ausgebildeten Strömungsverhältnissen tritt bei
Froude-Zahlen zwischen 1 bis maximal ca. 1, 7 auf. Wir werden daher im Folgenden eine
Theorie präsentieren, die für asymptotisch nahe bei 1 liegende Froude-Zahlen und über-
kritische Zuströmbedingungen im Referenzquerschnitt gültig ist.

2.2 Grundgleichungen und Randbedingungen für große
Reynolds-Zahlen und lange Wellenlängen

Die in diesem Abschnitt vorgenommenen Umformungen und Entwicklungen der Grund-
gleichungen orientieren sich stark an der Vorgängerarbeit [26] und sind im Wesentlichen
auch in [34] zu finden. Wir formulieren die Grundgleichungen in dimensionsloser Form
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Grundgleichungen und Randbedingungen für große Reynolds-Zahlen, lange
Wellenlängen und Froude-Zahlen nahe 1

mittels folgender Festlegungen:

hr := h(x=0), ur :=
V̇(x=0)

hr

, (2.1)

δ :=
hr

l
, X := δ

x

hr

, Y :=
y

hr

, (2.2)

H(X) :=
h(x)

hr

, P(X,Y) :=
p(x, y)

ρghr

, (2.3)

U(X,Y) :=
u(x, y)

ur
, V(X,Y) := δ−1v(x, y)

ur
, (2.4)

τ(x, y) := −ρu′v′(x, y), τW(x) ≡ ρu2
τ(x) := −ρu′v′(x, y)

∣

∣

∣

y=0
, (2.5)

τW, r ≡ ρu2
τr := −ρu′v′(x, y)

∣

∣

∣

x=y=0
, Uτ(X) :=

uτ(x)
uτr
, (2.6)

U′V′(X,Y) =
u′v′(x, y)

u2
τr

, U′2(X,Y) =
u′2(x, y)

u2
τr

, V′2(X,Y) =
v′2(x, y)

u2
τr

. (2.7)

Dabei bezeichnenx undy die kartesischen Koordinaten in Hauptströmungsrichtung und
normal dazu. Querstriche über den Symbolen kennzeichnen (über einen hinreichend gro-
ßen Zeitraum) gemittelte Größen, und Apostrophe kennzeichnen die entsprechenden zeit-
lichen Fluktuationen um den Mittelwert. Der Index r bezeichnet stets Grössen im Refe-
renzquerschnitt beix=X=0, und der Index W bezeichnet Grössen an der Kanalwand bei
y=Y=0. Weiters bedeutenh die Flüssigkeitshöhe vom Kanalbodeny=0 aus gemessen,
V̇ den Volumenstrom pro Kanalbreite (in m2/s), l eine charakteristische Wellenlänge der
welligen Oberfläche des Wassersprunges,p den Druck,ρ die Dichte, g die Schwerebe-
schleunigung,u undv die (mittleren) Geschwindigkeiten in Hauptströmungsrichtung und
normal dazu,τ die (turbulente) kinematische Reynoldssche Scheinschubspannung, sowie
ρu′2 und ρv′2 die kinematischen Reynoldsschen Scheinnormalspannungen. Alle angege-
benen Materialzustandsgrössen beziehen sich dabei auf die Flüssigkeit.ur stellt dabei
die volumetrisch über den Referenzquerschnitt gemittelte Geschwindigkeit in Hauptströ-
mungsrichtung dar,uτ wird als Schubspannungsgeschwindigkeit bezeichnet. Die dimen-
sionslosen Grössen werden also mit großgeschriebenen Buchstaben bezeichnet, mit Aus-
nahme vonV̇ für den Volumenstrom.
Die Grundgleichungen in dimensionsloser Form lauten nun:

∂U
∂X
+
∂V
∂Y

= 0, (2.8)

Fr2r













U
∂U
∂X
+ V
∂U
∂Y













= − ∂P
∂X
+
α

δ
− Fr2

τr

δ

















δ
∂U′2

∂X
+
∂U′V′

∂Y

















, (2.9)

δ2 Fr2r













U
∂V
∂X
+ V
∂V
∂Y













= −∂P
∂Y
− 1− Fr2

τr

















δ
∂U′V′

∂X
+
∂V′2

∂Y

















, (2.10)

mit den Froude-Zahlen

Frr := ur/

√

ghr, Frτr := uτr/
√

ghr. (2.11)
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Wellenlängen und Froude-Zahlen nahe 1

Im asymptotischen Grenzfall sehr großer Reynoldszahlen istdie viskose Unterschicht
sehr dünn. In diesem Fall lautet die Randbedingung für die Geschwindigkeitskomponente
normal zur Hauptströmungsrichtung am Boden

V(X, 0) = 0, (2.12)

und die Geschwindigkeitskomponente in Hauptströmungsrichtung muss eine asymptoti-
sche Anpassungsbedingung an die viskose Unterschicht erfüllen. Demzufolge lautet die
Gleichung für die dimensionslose Geschwindigkeitskomponente inX-Richtung an der
Oberfläche

US(X) ≡ U(X,H) =
Frτr
Frr

Uτ

[

1
κ

ln
(

Reτr Uτ H
)

+C+ +C(X)

]

, (2.13)

C(X) =
∫ H

0













Frr

Frτr Uτ

∂U
∂Y
− 1
κY













dY (2.14)

(siehe [23], Seite 574). Dabei wurde der in [23] für die Poiseuille-Strömung in der Kanal-
mittelebene abgeleitete Ausdruck für die Strömungsgeschwindigkeit aufgrund der Spie-
gelungssymmetrie bezüglich der Kanalmittelebene hier für den offenen Kanal für die Ge-
schwindigkeit an der freien Oberfläche übernommen. Die GrößeC+ ist eine Funktion der
Bodenrauhigkeit und nimmt z.B. bei hydraulisch glatten Oberflächen den Wert 5 an.C(x)
in (2.14) kann mit Hilfe eines Turbulenzmodells oder aus empirischen Daten ermittelt
werden. Wie wir jedoch später zeigen werden, wird keine der beiden Größen explizit in
das Ergebnis der asymptotischen Rechnung eingehen. Die Reynolds-Zahlen sind dabei
definiert über

Reτ =
uτhr

ν
, Reτr =

uτrhr

ν
. (2.15)

Weiters müssen die Reynoldsschen Scheinspannungen die asymptotische Anpassungsbe-
dingung

−U′V′ = U2
τ für Y→ 0 (2.16)

erfüllen.
Auf der Flüssigkeitsoberfläche sind die kinematische und die dynamische Randbedingung
zu erfüllen. Die kinematische Randbedingung lautet in dimensionsloser Form (siehe z.B.
[34])

V(X,H) = U(X,H)
dH
dX
. (2.17)

Diese Bedingung legt fest, dass die gemittelte freie Oberfläche eine Stromlinie des gemit-
telten Geschwindigkeitsfeldes ist unddefiniert die mittlere Flüssigkeitsoberfläche. Die
dynamische Randbedingung lautet in dimensionsbehafteter Form (siehe z.B. [39], S. 4
und S. 602)























[

−p− ρ u′2
]

[

−ρ u′v′
]

[

−ρ u′v′
]

[

−p− ρ v′2
]























· ~n = 0 (2.18)

und beschreibt das Kräftegleichgewicht an der freien Oberfläche bei Vernachlässigung der
Oberflächenspannung und molekular-viskoser Spannungen (siehe [39], S.12).~n stellt den
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Normaleneinheitsvektor auf die Oberfläche dar, der den Winkel ϑ mit der y-Achse ein-
schließt, d.h. tanϑ = dh/dx. (2.18) beschreibt verschwindende turbulente Scheintangen-
tialspannungen und ein Gleichgewicht von Reynoldsschen Normalspannungen mit dem
Umgebungsdruck an der Oberfläche, der Null gesetzt wird.
Nach Beobachtungen im Experiment sind die Wellenlängen eines welligen Wassersprun-
ges wesentlich grösser als die Wassertiefe, alsoδ≪ 1, daher werden wir im Folgenden
eine Entwicklung nachδ durchführen. Unter der Voraussetzung langer Wellenlängen, also

dh
dx
= δ

dH
dX
≪ 1 (2.19)

ergibt sich für (2.18) in dimensionsloser Formulierung nachδ≪1 entwickelt das Ergebnis
[26, 25]

[

−P(X,H) − Fr2
τr U′2(X,H)

]













−δ dH
dX
+ O(δ3)













+

+
(

−Fr2
τr U′V′(X,H)

) [

1+ O(δ2)
]

= 0, (2.20)

[

−P(X,H) − Fr2
τr V′2(X,H)

]

[

1+ O(δ2)
]

+

+
(

−Fr2
τr U′V′(X,H)

)













−δ dH
dX
+ O(δ3)













= 0 . (2.21)

2.3 Entwicklung für Froude-Zahlen nahe1

Um in weiterer Folge die Notwendigkeit einer Turbulenzmodellierung zu vermeiden, wer-
den die Gleichungen (2.8)-(2.10) sowie (2.12), (2.13), (2.17) und (2.18) einer asympto-
tischen Entwicklung für kleine Abweichungen vom kritischen Strömungszustand unter-
zogen. Die Froude-Zahl im leicht überkritischen Referenzzustand beiX=0 ist

Frr := ur/

√

ghr = 1+ 3
2ε, (2.22)

wobei 0< ε≪ 1. Der Faktor 3/2 in (2.22) dient der Vereinfachung der weiter unten ab-
geleiteten Gleichungen. Neben dem kleinen Parameterε gibt es noch zwei weitere kleine
Parameter,α und Frτr, deren relative Grösse zuε festgelegt werden muss. Dies geschieht
mittels folgender Kopplungen

δ = 3
√
ε, (2.23)

A = α/ε2 = O(1), (2.24)

B = (Frτr/ε)
2 = O(1), (2.25)

wobei der Faktor 3 in (2.23) wieder der Vereinfachung der in Folge abgeleiteten Gleichun-
gen dient. Die Kopplung gemäß Gleichung (2.25) erfolgt wie in [26] und resultiert aus der
Forderung, dass die Größe der Reynoldsschen Scheinspannungen einerseits so bemessen
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ist, dass das Nichtvorhandensein von welligen Lösungen wie in der reibungsfreien Theo-
rie vermieden wird und andererseits keine Turbulenzmodellierung erforderlich ist. Die
Festlegungen (2.24) und (2.25) implizieren, dassα und Fr2τr von gleicher Größenordnung
sind. Im Falle einer voll ausgebildeten, turbulenten Strömung giltα = Frτr, und es wird
angenommen, dass im nicht voll ausgebildeten Referenzzustand nur asymptotisch kleine
Abweichungen von diesem Wert auftreten. Das bedeutet, dass die Strömung nicht belie-
big stark vom voll ausgebildeten Zustand abweichen darf. Dies werden wir weiter unten
in Gleichung (2.53) noch präzisieren.
Der Entwicklungsansatz für die unbekannten Größen lautet:

H(X, ε, α,Frτr) = H0(A, B)+εH1(X; A, B) +ε2 H2(X; A, B) +O(ε3), (2.26)

U(X,Y, ε, α,Frτr) =U0(Y; A, B)+εU1(X,Y; A, B)+ε2 U2(X,Y; A, B)+O(ε3), (2.27)

und analogen Ansätzen für die GrößenV(X,Y, ε, α,Frτr), P(X,Y, ε, α,Frτr),

U′V′(X,Y, ε, α,Frτr), U′2(X,Y, ε, α,Frτr), V′2(X,Y, ε, α,Frτr) undC(X, ε, α,Frτr).
Entscheidend für die Gültigkeit der asymptotischen Entwicklung ist unter anderem die
Festlegung eines Grundzustandes, d.h. des Strömungszustandes im Referenzquerschnitt
bei x= X = 0. Die Strömung ist dort leicht überkritisch, annähernd parallel zum Boden,
mittlere Geschwindigkeit und Flüssigkeitshöhe nehmen dort ihre Referenzwerte an, und
das Geschwindigkeitsprofil (die Geschwindigkeit in Hauptströmungsrichtung als Funkti-
on vony) weicht um einen kleinen Geschwindigkeitsdefekt von der volumetrisch gemit-
telten Referenzgeschwindigkeit ab. Die Abweichung der Vertikalgeschwindigkeit vom
Wert 0 und die der Horizontalgeschwindigkeit vom Wertur sind von der Größe der
als klein angenommenen Schubspannungsgeschwindigkeituτr. Die dimensionslosen Ge-
schwindigkeiten im Referenzquerschnitt lauten daher gemäss (2.4) und (2.11)

U(0,Y) = 1+ Frτr∆U(Y), (2.28)

V(0,Y) = O(Frτr/δ). (2.29)

Die Grösse∆U=O(1) stellt dabei den dimensionslosen Geschwindigkeitsdefekt der Strö-
mung im Referenzquerschnitt dar, für den gilt

∫ 1

0
∆U(Y) dY = 0. (2.30)

Dies ist eine Konsequenz der Definition vonur in (2.1) als volumetrisch gemittelte Ge-
schwindigkeit. Aus den Gleichungen (2.25), (2.26), (2.27), (2.8) und (2.12) folgt für den
Grundzustand der Entwicklung

H0 = 1 , U0 = 1 , V0 = 0 . (2.31)

Weiters wird demGrundzustandunterstellt, dass er voll ausgebildet turbulent ist. Das
bedeutet, dass die Strömungsgrößen inO(1) der Entwicklung unabhängig von der Koor-
dinate in Hauptströmungsrichtung sind. Dies ist durch Gleichung (2.31) für die Höhen-
auslenkung und Geschwindigkeitskomponenten bereits sichergestellt, und weiters muss
für die Reynoldsschen Scheinspannungen

(U′V′)0(Y) = Y− 1 (2.32)
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gelten. Das lineare Scheinschubspannungsprofil erfüllt dabei die Randbedingung in Glei-
chung (2.16) inO(1), d.h. (U′V′)0(0) = 1, sowie die Randbedingung (U′V′)0(1) = 0, die
aus einer Entwicklung von Gleichung (2.20) inO(ε2) resultiert.
Die Entwicklung der Bewegungsgleichungen inX- und Y-Richtung, Gleichungen (2.9)
und (2.10), sowie der dynamischen Randbedingung, Gleichungen (2.20) und (2.21) nach
ε ergibt mithilfe der Ergebnisse in Gleichung (2.31) inO(1)

P0(Y) = 1− Y . (2.33)

Diese Voraussetzungen, Gleichungen (2.31) und (2.32) sowie das Ergebnis (2.33) für die
Grundströmung zeigen, dass in niedrigster Ordnung der asymptotischen Entwicklung die
Strömung einer voll ausgebildet turbulenten Strömung (mit einem Kräftegleichgewicht
zwischen Gewichts- und Reibungskräften) entspricht: Die Druckverteilung ist hydrosta-
tisch, und das Profil der Reynoldsschen Scheinschubspannungen ist linear. Ein leicht über-
kritischer Referenzzustand gemäß (2.22) mit kleinen positiven, aber endlichen Werten von
ε ergibt dann eine Abweichung von diesem voll ausgebildeteten Grundzustand als dessen
Störung in höherer Ordnung der Entwicklung nachε.
Aus der Entwicklung der Gleichungen (2.9), (2.10), (2.20) und (2.21) nachε ergibt in
O(ε) mithilfe der Gleichungen (2.31) bis (2.33)

U1X + P1X = 0 , (2.34)

P1(X) = H1(X) . (2.35)

Aus (2.28) folgt mit dem Entwicklungsansatz (2.27) und (2.25) für die Abweichung der
Geschwindigkeit in Hauptströmungsrichtung vom Grundzustand („Geschwindigkeitsde-
fekt“)

εU1(0,Y) = Frτr∆U(Y) = ε
√

B∆U(Y) . (2.36)

Die Entwicklung der Bewegungsgleichung inX-Richtung, Gleichung (2.9), der Konti-
nuitätsbedingung Gleichung (2.8) sowie der kinematischen Randbedingung (2.17) bis zur
O(ε) ergibt zusammen mit den Gleichungen (2.35) und (2.36)

U1(X,Y) = −H1(X) +
√

B∆U(Y) , V1(X,Y) = H1X(X) Y . (2.37)

Entwickelt man die dynamische Randbedingung inX-Richtung bis zuO(ε3), so erhält
man

(U′V′)1(X, 1) = −H1(X) . (2.38)

Weiters müssen noch die Gleichungen (2.13) und (2.14) entwickelt werden. Für den
Referenzzustand folgt, da gemäß Gleichungen (2.3) und (2.7) die Flüssigkeitshöhe auf
den Wert der Flüssigkeitshöhe im Referenzpunkt und die Reynoldsschen (turbulenten)
Scheinspannungen auf den Wert der Scheinspannungen am Kanalboden im Referenz-
punkt bezogen werden, dass

H1(0) = 0 , (2.39)

(U′V′)1(0, 0) = 0 , C1(0) = 0 . (2.40)
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Die Entwicklung von Gleichung (2.13) bis zurO(ε) ergibt

1+ εU1(X, 1) =
Frτr
Frr

[

1
κ

ln(Reτr) +C+ +C0

]

+

+ε
Frτr
Frr

{

−1
2

(U′V′)1(X, 0)

[

1
κ

ln(Reτr) +C+ +C0

]

+

+
1
κ

(

H1(X) − 1
2

(U′V′)1(X, 0)

)

+C1(X)

}

, (2.41)

sodass mit den Gleichungen (2.36), (2.39) und (2.40) für den Referenzzustand folgt

1+ ε
√

B∆U(1) =
Frτr
Frr

[

1
κ

ln (Reτr) +C+ +C0

]

. (2.42)

Diese Gleichung liefert einen Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit an der Flüs-
sigkeitsoberfläche und der Schubspannung am Kanalboden (Wandschubspannung) im Re-
ferenzquerschnitt. Setzt man Gleichung (2.42) in die für beliebigeX≥0 gültige Entwick-
lung, Gleichung (2.41), ein, so ergibt sich inO(ε) mithilfe von Gleichung (2.37) unter
Beachtung vonO(Frτr/Frr) = O(ε):

(U′V′)1(X, 0) = 2H1(X) . (2.43)

In weiterer Folge treten die empirischen Konstantenκ, C+ undC0 nicht mehr auf. Dies
liegt an der hier vorgenommenen Festlegung des Referenzzustandes der asymptotischen
Entwicklung. Die Bestimmung der absoluten physikalischen Größen des Referenzzustan-
des erfordert die Hinzunahme empirischer Konstanten oder alternativ einer Turbulenzmo-
dellierung. Beispielsweise erfordert die Bestimmung der Geschwindigkeit an der Flüssig-
keitsoberfläche im Referenzquerschnittu(x = 0, y = hr) gemäss Gleichungen (2.4) und
(2.13) die Werte vonκ, C+ undC(X= 0). Die Abweichungenvon diesem Grundzustand,
d.h. die gesuchten Störungsgrößen erster Ordnung im Rahmen der asymptotischen Ent-
wicklung, sind davon allerdingsunabhängig. H1(X) selbst bleibt jedoch im Rahmen der
ersten Ordnung der Entwicklung unbekannt.
Die Ergebnisse (2.37) bis (2.43) zeigen, dass auch in erster Ordnung der asymptotischen
Entwicklung nachε der Druck immer noch hydrostatisch verteilt ist: Eine Vergrößerung
der Flüssigkeitshöhe um den WertεH1 erhöht die Flüssigkeitsäule um diesen Betrag und
erhöht infolgedessen den hydrostatischen Druck an einer festen StelleY im selben Aus-
maß. In analoger Weise verschiebt eine Vergrösserung der Flüssigkeitshöhe die lineare
Verteilung der Reynoldsschen Scheinspannungen so, dass deren Betrag am Boden, d.i.
der Wandschubspannung, entsprechend erhöht wird.
Die Herleitung der Gleichungen für die Berechnung der Störungsgrößen zweiter Ordnung
ist aufwändiger. Die Entwicklung der Bewegungsgleichung inX-Richtung (2.9) ergibt in
O(ε2) unter Verwendung der Ergebnisse der Entwicklung niedrigerer Ordnung, Gleichun-
gen (2.31) bis (2.43), sowie unter Beachtung, dass der Grundzustand der asymptotischen
Entwicklung nicht vonX abhängt

U2X(X,Y) + P2X(X,Y) =

= −3U1X(X,Y) − U1(X,Y)U1X(X,Y) − V1(X,Y)U1Y(X,Y) −
−3γ − β(U′V′)1Y(X,Y), (2.44)
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mit den beiden neuen Parametern

β := 1
3B
√
ε = 1

3Fr2
τrε
−3/2 , (2.45)

γ :=
B− A

9
√
ε
= 1

9

(

Fr2
τr − α

)

ε−5/2. (2.46)

Die Entwicklung der Bewegungsgleichung inY-Richtung (2.10) bis zuO(ε2) ergibt kom-
biniert mit Gleichung (2.37)

P2Y(X,Y) = −9H1XX(x)Y − B(V′2)0Y(Y) . (2.47)

Anschließende Integration nachY von 0 bis 1, Kombination mit der dynamischen Rand-
bedingung (2.21) und Verwendung der Resultate der Entwicklung niedrigerer Ordnung
ergibt

P2(X,Y) − H2(X) = 9
2H1XX(X)(1− Y2) − B(V′2)0(Y), (2.48)

womit die UnbekannteP2 in Gleichung (2.44) eliminiert werden kann. Unter Verwendung
der Kontinuitätsbedingung (2.8) ergibt sich

−V2Y(X,Y) + H2X(X) = −9
2H1XXX(X)(1− Y2) −
−U1X(X,Y) (3+ U1(X,Y)) − V1(X,Y)U1Y(X,Y) −
−3γ − β (U′V′2)1Y(X,Y). (2.49)

Die so erhaltene Gleichung kann nachY von 0 bis 1 integriert werden, und mithilfe von
(2.12), (2.30) und (2.43) ergibt sich die Gleichung

V2(X, 1) = H2X(X) + 3H1XXX(X) −
−H1X(X)

[

3− H1(X) −
√

B∆U(1)
]

+

+3(γ − βH1(X)) . (2.50)

Die kinematische Randbedingung liefert inO(ε2)

V2(X, 1) = H2X(X) −
[

2H1(X) −
√

B∆U(1)
]

H1X(X). (2.51)

(2.50) und (2.51) ergeben zusammen die Verträglichkeitsbedingung

H1XXX(X) + [H1(X) − 1] H1X(X) − βH1(X) + γ = 0, (2.52)

die als Bestimmungsgleichung für die Störung der Flüssigkeitshöhe dient. Diese Glei-
chung wurde erstmalig in [48] präsentiert.

2.4 Diskussion der Bestimmungsgleichung für die Stö-
rung der freien Oberfläche

Gleichung (2.52) ist eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung inX. Vom
mathematischen Standpunkt aus betrachtet handelt es sich um die stationäre Form einer
Korteweg-de Vries-Gleichung [47], die um den Term (−βH1 + γ) erweitert ist.
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Diese Gleichung enthält Terme, die eine halbe Größenordnungkleiner (β ∝ ε1/2) und
Terme, die eine halbe Größenordnung größer (γ ∝ ε−1/2) sind als die restlichen Terme,
die vonO(1) sind, siehe (2.45) und (2.46). Sie ist in diesem Sinne als gleichmäßig gültige
Differentialgleichung aufzufassen (vgl. [47, 56]). Die Äquivalenz der Lösungsmannigfal-
tigkeit dieser gleichmässig gültigen Differentialgleichung mit jener bei einer asymptoti-
schen Entwicklung bei strikter Trennung der Grössenordnungen nach halbzahligen Po-
tenzen des Entwicklungsparametersε wurde fürγ=0 und spezielle Anfangsbedingungen
in [52] gezeigt.
Ein Vergleich mit [26] zeigt, dass Gleichung (2.52) der dortigen Gleichung (27) mitγ=0
entspricht. Numerische Lösungen von (2.52) mitγ = 0 in [26] haben gezeigt, dass diese
Gleichung imstande ist, wellige Oberflächen zu beschreiben. Der Parameterβ beschreibt
dabei die Dämpfung der Amplitude der welligen Oberfläche, eine Dämpfung, die gemäß
der Definition vonβ in (2.45) durch Reynoldssche Scheinspannungen erzeugt wird. Es gilt
also stetsβ>0. Der Einfluß dieser Viskositätseffekte infolge der turbulenten Scheinspan-
nungen ist zwar gering, wird jedochβ = 0 gesetzt, so ergibt sich keine wellige Lösung,
sondern eine nichtperiodische Solitonlösung (vgl. [51]).
Bemerkenswert ist, dass Gleichung (2.52) keinerlei Terme mit einer zweiten Ableitung
von H1 enthält, so wie das bei der Burgers-Gleichung der Fall ist. Die Burgers-Gleichung
beschreibt schwach dissipative nichtlineare Wellenvorgänge, während hingegen bei der
Korteweg-De Vries-Gleichung dissipative Effekte keine Rolle spielen [47, 58]. Der Ein-
fluß der Dissipation in Gleichung (2.52) erfolgt also ausschliesslich über den Störterm
(−βH1 + γ) als Folge der turbulenten Reynoldsschen Scheinspannungen, während hin-
gegen bei laminarer Strömung Störterme proportional zur zweiten Ableitung inH1 oder
auch integrale Terme dissipative Effekte berücksichtigen (siehe [33], [37]).
Der Parameterγ, definiert in Gleichung (2.46), misst die Abweichung des Zustandes der
Strömung im Referenzquerschnitt beiX=0 von einem voll ausgebildeten turbulenten Zu-
stand. Istγ=0, so giltA=B bzw.α=Fr2τr oder auchτwr/ρ=u2

τr=gαhr (mit τwr als Wand-
schubspannung im Referenzquerschnitt). In diesem Fall herrscht Kräftegleichgewicht in
der Strömung zwischen Gewichtskraft und Bodenreibungskraft im Referenzquerschnitt.
Gilt zusätzlich, dassH1X(0)=0, so folgtV(0,Y)≡0 und die Strömung ist dort (lokal) voll
ausgebildet turbulent.
Der Parameterγ spielt dabei die Rolle eines dynamischen Antriebes: Istγ > 0, so ist
die Strömung gegenüber einem voll ausgebildeten Zustand verzögert, ist hingegenγ<0,
so beschleunigt die Strömung. Mittels des Parametersγ kann daher die Abweichung ei-
nes unter Laborbedingungen hergestellten Zuströmzustandes, aus dem ein hydraulischer
Sprung resultiert, von einem voll ausgebildeten Zustand quantifiziert werden. Für den Fall
eines horizontalen Kanalbodens giltγ > 0. Aus den Kopplungen der kleinen Parameterα,
Fr2τr undε über dieO(1)-GrößenA undB in (2.24) und (2.25) folgt, dass Abweichungen
von einem Zustand, in dem Kräftegleichgewicht im Referenzzustand herrscht, mit Annä-
herung an den kritischen Strömungszustand (ε → 0) verschwinden müssen. In diesem
Grenzfall geht die Strömung in den voll-ausgebildeten Grundzustand der asymptotischen
Entwicklung über.
Wie aus den folgenden Untersuchungen ersichtlich wird (siehe Kapitel 4 und 6), sind
wellige Lösungen von Gleichung (2.52) durch Werte von|γ| gekennzeichnet, die in der
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Größenordnung vonβ oder darunter liegen. Dies legt die Einführung des Parameters

Γ := γ/β (2.53)

nahe, der dann anstelle vonγ zur Untersuchung des Grenzfallesβ → 0 herangezogen
wird, siehe Kapitel 5. Die Bestimmungsgleichung (2.52) schreibt sich damit

H1XXX(X) + [H1(X) − 1] H1X(X) − β [H1(X) − Γ] = 0 . (2.54)

Bezüglich der zur Lösung von Gleichung (2.54) notwendigen Anfangsbedingungen gilt
im ReferenzpunktX = 0 nach Gleichung (2.39)H1(0) = 0. Die beiden restlichen An-
fangsbedingungenH1X(0) und H1XX(0) bleiben jedoch im Rahmen der asymptotischen
Herleitung von (2.54) unbestimmt.
Aus den Gleichungen (2.31), (2.26) und (2.27) folgt für die Froude-Zahl

Fr(X) =
ur

√

ghr

(1+ εU1m(X))
√

1+ εH1(X)
, (2.55)

wobei

U1m(X) :=
1

H(X)

∫ H(X)

0
U1(X,Y)dY. (2.56)

Daraus folgt mit (2.22), (2.37) und (2.30), dass

Fr(X) = 1+ 3
2ε (1− H1(X)) (2.57)

bis auf Terme höherer Ordnung inε. Das bedeutet, dass der WertH1(X)=1 dem kritischen
Strömungszustand mit Fr=1 entspricht.
Für voll ausgebildete Strömung stromab ist es erforderlich, dassΓ>1,0. Aufgrund des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist bei einem Wassersprung nur ein Übergang
von über- zu unterkritischer Strömung möglich, da nur in diesem Fall die Energiedissi-
pation positiv ist [54, 55]. Das bedeutet für den Wertebereich vonH1, dass der Wert im
überkritischen Referenzzustand mitH1(0) = 0 < 1 (und Frr = 1 + 3

2ε) in einen Wert im
unterkritischen abströmseitigen Zustand mitH1 > 1 übergeführt werden muss. Wie wir
später in Abschnitt 3.3 zeigen werden, ist asymptotisch abströmseitig nureineAsympto-
te mit konstanterFlüssigkeitshöheH1 = Γ möglich. Für voll ausgebildete, unterkritische
Strömung weit stromab muss daher gelten: Fr|X→∞ = 1 − 3

2ε(Γ − 1) < 1 undΓ > 1 mit
Γ=O(1).
Für den Fall des horizontalen Kanalbodens hingegen muss nach (2.46), (2.53) und (2.45)
gelten:Γ=1/3ε.
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Kapitel 3

Allgemeine Eigenschaften und Analyse
der Bestimmungsgleichung (2.52) bzw.
(2.54) für die Störung der freien
Oberfläche

3.1 Einfache analytische Lösungen

Der spezielle Fallγ=β Γ=0 zusammen mit der speziellen AnfangsbedingungH1→0 für
X→−∞ wurde in [51] analytisch und in [26] numerisch untersucht. Dieser Fall entspricht
einem voll-ausgebildeten turbulenten Referenzzustand asymptotisch weit stromauf.
In unserer Arbeit sind die Anfangsbedingungen für Gleichung (2.54) an einem beliebig
wählbaren, aber fixierten ReferenzpunktX= 0 vorzugeben, wobei nach (2.39)H1(0)= 0
sein muss.
Gleichung (2.54) besitzt stets die Partikulärlösung

H1 ≡ Γ (3.1)

für beliebigesΓ, sowie für den SpezialfallΓ = 1 die Lösung

H1 = βX + c (3.2)

mit einer beliebigen Konstantec. Die Anfangsbedingung (2.39) wird allerdings nur für
die spezielle Wahl vonΓ=0 im ersten Fall undc=0 im zweiten Fall erfüllt, die weiteren
Anfangsbedingungen sind dadurch bereits festgelegt. In beiden Fällen beschreiben die
Lösungen keine wellige Oberfläche. Die LösungH1≡0 für Γ=0 beschreibt den trivialen
Fall, wonach die Strömung in ihrem leicht überkritischen, voll-ausgebildeten turbulenten
Zustand verbleibt. Die LösungH1=βX für Γ=1 beschreibt eine horizontale Flüssigkeit-
soberfläche, also eine Oberfläche, die im gewählten Koordinatensystem der dimensions-
behafteten Variablen den Anstiegα besitzt: Nach (2.2), (2.3), (2.23), (2.26) und (2.45) gilt
nämlich in erster Näherung

dh
dx
= 3ε3/2dH1

dX
= Fr2

τr = α. (3.3)
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Gleichung (2.54) lässt sich fürβ ≪ 1 für die folgenden zwei Fälle umH1=Γ linearisie-
ren. Ein AnsatzC̃ exp(λX) für die Lösung der homogenen Differentialgleichung und die
PartikulärlösungH1, p=Γ ergeben bei

(1) Linearisierung umH1=Γ,1 und Entwicklung nachβ:

H1 = Γ + C̃1 exp

{[√
1− Γ + β

2(1− Γ) + O(β2)

]

X

}

+

+ C̃2 exp

{[

−
√

1− Γ + β

2(1− Γ) + O(β2)

]

X

}

+

+ C̃3 exp
{[

−β/(1− Γ) + O(β2)
]

X
}

, (3.4)

(2) Linearisierung umH1=Γ=1:

H1 = 1+ ˜̃C1 exp
{

β1/3X
}

+

+ ˜̃C2X exp
{

β1/3X
}

+

+ ˜̃C3X2 exp
{

β1/3X
}

, (3.5)

wobei dieC̃i und ˜̃Ci (i = 1, 2, 3) jeweils unbestimmte Konstanten bezeichnen. Die Linea-
risierung umH1=Γ,1 zeigt, dass in der Nähe vonH1=Γ für Γ>1 periodische Lösungen
möglich sind. Dies ist nicht der Fall fürΓ≤1.

3.2 Verhalten in der Nähe des Referenzpunktes (X→ 0)

Im speziellen Fall vonΓ= 0 (voll-ausgebildete Zuströmung) kann zur Charakterisierung
der Lösung fürX → 0 in der Nähe des Referenzpunktes, in demH1(0) = 0 gilt, die
um H1 = 0 linearisierte Lösung (3.4) mitΓ = 0 herangezogen werden. Die Bedingung,
dass in Gleichung (3.4) (mitΓ = 0) H1(X) → 0 für X → 0 erfordert eine Kombination
der KonstantenC̃1, C̃2 und C̃3, die in Summe 0 ergibt. Sollen weitersH1X(X) → 0 und
H1XX(X) → 0 für X→ 0, so bleibt nur die triviale Lösung̃C1=C̃2=C̃3=0.
Da jedoch Gleichung (2.54) eine autonome Differentialgleichung darstellt, sind ihre allge-
meinen Lösungen nur bis auf eine beliebige, additive Konstante bestimmt; das bedeutet,
dass sich die AnfangsbedingungH1 = 0 in einem asymptotischen Sinne erfüllen lässt,
wenn man den ReferenzpunktX0 von seinem ursprünglichen Wert 0 nach−∞ verschiebt.
Die Lösung nach Gleichung (3.4) verlangt dann, dassC̃1=0, und es gilt weiters

X→ −∞ : H1(X) ∼ C̃2 exp
{[

−1+ β/2+ O(β2)
]

X
}

→ 0,

H1X(X) ∼
[

1+ β/2+ O(β2)
]

H1(X)→ 0,

H1XX(X) ∼
[

1+ β + O(β2)
]

H1(X) → 0. (3.6)

Diese asymptotische Erfüllung der AnfangsbedingungH1 = 0 ist jener schon oben er-
wähnte, in [26, 51] untersuchte Fall.
Im Fall vonΓ,0 zeigt ein einfacher Potenzreihenansatz

H1(X) = ˜̃C1X + ˜̃C2X
2 + ˜̃C3X3 + . . . (3.7)
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für X→ 0und Einsetzen in in Gleichung (2.54), dass wieder (vgl. Diskussion in Abschnitt
2.4) die Neigung˜̃C1 = H1X(0) und Krümmung˜̃C2 =

1
2H1XX(0) im Referenzpunkt unbe-

stimmt bleiben. Damit erhebt sich die Frage, bei welchen Werten der beiden verbleiben-
den Anfangsbedingungen durch Gleichung (2.54) ein welliger Wassersprung beschrieben
wird und bei welchen nicht. Die Antwort werden wir erst nach einer asymptotischen Ent-
wicklung der Gleichung nach der Methode der mehrfachen Variablen in Abschnitt 5.7
geben können.

3.3 Verhalten weit stromab (X→ ∞)

Für X→ ∞ kann man durch Einsetzen in (2.54) erkennen, dass zwei Strömungszustände
asymptotisch abströmseitig möglich sind. Erstens stellt

H1 = βX + o(X) (3.8)

eine asymptotische Lösung dar, wenngleich sie nicht gleichmässig gültig ist, da sie für
X→∞ unbeschränkt ist. Eine solche Lösung wurde bereits in [51] und [26] gefunden.
Wie in (3.3) gezeigt stellt sie eine Oberfläche mit horizontalem Flüssigkeitsspiegel dar.
Ein möglicher asymptotisch abströmseitiger Strömungszustand ist also der „Übergang
ins tiefe Wasser“, also z.B. das Münden des Kanals in einen See.
Der durch (3.8) beschriebene Strömungszustand ist (in niedrigster Ordnung) vonΓ un-
abhängig. Jedoch ist nicht klar, welche Anfangsbedigungen für diesen abströmseitigen
Zustand notwendig sind und ob auch diese unabhängig vonΓ sind. Eine endgültige Ant-
wort auf beide Fragen werden wir erst in Abschnitt 5.7 geben können.
Zweitens erfüllt auch

H1 = Γ + o(1) (3.9)

asymptotisch die Gleichung (2.54). Diese Lösung beschreibt eine konstante Flüssigkeits-
höhe parallel zum Boden, und nach (2.37)-(2.43) einen voll ausgebildetet Strömungszu-
stand asymptotisch weit stromab. Aus den am Ende von Abschnitt 2.4 genannten Gründen
kann ein solcher Zustand allerdings nur fürΓ>1 auftreten.
In beiden Fällen lässt sich Gleichung (2.54) für kleine Abweichungen vom asymptotisch
abströmseitigen Zustand entwickeln. Im Fall der Asymptote Gleichung (3.8) führt der
Ansatz

H1 = βX + H̃(1) + H̃(2) (3.10)

mit H̃(1) = o(βX) undH̃(2) = o(H̃(1)) auf

H̃(1)
XXX+ (βX − 1) H̃(1)

X − β(1− Γ) = 0. (3.11)

Nimmt man nun an, dass der Term̃H(1)
XXX für X→∞ gegen die anderen vernachlässigbar

ist, so folgt
H̃(1) = (1− Γ) ln (βX − 1) + C̃ (3.12)

als asymptotische Korrektur zur horizontalen Oberfläche in erster Ordnung, die eine unbe-
stimmte KonstantẽC enthält. Die angenommene Vernachlässigung des TermsH̃(1)

XXX wird
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durch die erhaltene Lösung gerechtfertigt.
Für die Korrektur vonH1 in zweiter Ordnung folgt die Gleichung

H̃(2)
XXX+

(

βX + H̃(1) − 1
)

H̃(2)
X + H̃(1)

X H̃(2) = 0. (3.13)

Vernachlässigt man in dieser Gleichung den TermH̃(1)
X H̃(2), was durch die weiter unten

erhaltene Lösung für̃H(2) gerechtfertigt wird, so stellt (3.13) eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der Funktionf := H̃(2)

X dar. Ersetzt man auch noch die VariableX in
Gleichung (3.13) durch die Variable ˜z nach der Vorschrift

−β2/3z̃ := βX + (1− Γ) ln(βX − 1)+ C̃ − 1, (3.14)

so ergibt sich mit (3.12) bis auf TermeO
(

(β2/3z̃)−2
)

(

1− 2(1− Γ)
β2/3z̃

)

fz̃z̃− z̃f = 0. (3.15)

Bis auf Terme der OrdnungO
(

(β2/3z̃)−2
)

ergibt sich mit der neuerlichen Variablenerset-
zung

z := z̃+ 2(1− Γ)/β2/3 (3.16)

die Airysche Differentialgleichung

fzz− z f = 0, (3.17)

deren Lösung die Airy-Funktion Ai(z) ist, siehe [3], S.446. Durch Integration und unter
Verwendung der für asymptotisch große Argumente gültigen Beziehung für die Airy-
Funktion (siehe [3], S.448) erhält man

H̃(2) = ˜̃Cβ1/2 [

βX − (1− Γ) ln(βX)
]−3/4 cos

[

2
3β
−1 (βX − (1− Γ) ln(βX))3/2

]

. (3.18)

wobei ˜̃C eine unbestimmte Konstante darstellt. Mit den beiden Teillösungen (3.12) und
(3.18) ergibt sichH̃(1)

X H̃(2)/H̃(1)H̃(2)
X ∼ β(βX)−3/2 ln−1(βX− 1)→ 0, sodass die weiter oben

vorgenommene Vernachlässigung des TermsH̃(1)
X H̃(2) a posteriori gerechtfertigt wird.

Die asymptotische Korrektur in zweiter Ordnung liefert also infolge der Berücksichtigung
der dritten Ableitung der Höhenstörung in (3.13) das asymptotische Frequenzverhalten
der welligen Oberfäche.
Sowohl ˜̃C in (3.18) als auchC̃ in (3.12) stellen willkürliche Konstanten dar, bis auf die
die Lösungen unbestimmt bleiben. Diese Konstanten müssten durch die Vorgabe von An-
fangsbedingungen an einer bestimmten Position festgelegt werden, was jedoch bei asym-
ptotischen Lösungen nicht möglich ist.
Für den Fall der Asymptote der voll-ausgebildeten Strömung fürX→∞ ist das Ergebnis
der Linearisierung in (3.4) heranzuziehen. Ist dannΓ>1 (wie für einen Strömungszustand
weit stromab notwendig ist), so lautet die Lösung

H1 = Γ +
˜̃̃

C exp
[−βX/2(Γ − 1)

]

cos
[√
Γ − 1(X − X0)

]

. (3.19)

Auch diese Lösung enthält zwei nicht näher bestimmbare Konstanten
˜̃̃

C undX0. Die Null-

stellen der Cosinusfunktion in (3.19) sind jedoch von
˜̃̃

C unabhängig und allein duch die
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Wahl von X0 bestimmt. Das asymptotische Frequenzverhalten der welligen Oberfläche
tritt in (3.19) bereits in der Korrektur erster Ordnung auf, da die dritte Ableitung der
Höhenstörung bereits in dieser Ordnung in (3.4) berücksichtigt ist. In (3.12) und (3.18)
hingegen tritt das asymptotische Frequenzverhalten erst in zweiter Ordnung der asympto-
tischen Korrektur auf.
Analoges gilt für den Einfluss des ParametersΓ auf das asymptotische Frequenzverhalten:
In (3.19) geht dieser in erster Ordnung in den Ausdruck für die Frequenz ein, wohingegen
er in (3.18) erst in zweiter Ordnung im Ausdruck für die Frequenz in Erscheinung tritt.
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3.4 Äquivalenz mit System von 3 Differentialgleichungen
erster Ordnung

Durch zweimalige formale Integration nachX kann Gleichung (2.54) in ein äquivalen-
tes System von drei Differentialgleichungen erster Ordnung umgewandelt werden (siehe
[51]). Einmalige Integration von (2.54) ergibt

H1XX +
1
2H2

1 − H1 = R (3.20)

mit der unbekannten FunktionR(X), welche die DifferentialgleichungRX = β(H1 − Γ)
erfüllen muss. Multiplikation von Gleichung (3.20) mitH1X und nochmalige Integration
ergibt

1
2 (H1X)2

+ 1
6H3

1 − 1
2H2

1 − RH1 = S (3.21)

mit einer weiteren unbekannten FunktionS(X), welche die DifferentialgleichungSX =

−βH1(H1 − Γ) zu erfüllen hat. Das Gleichungssystem lautet also

H2
1X = −1

3H3
1 + H2

1 + 2(RH1 + S) ≥ 0 , (3.22)

RX = β(H1 − Γ) , (3.23)

SX = −βH1(H1 − Γ) . (3.24)

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.22) auftretende Polynom inH1 bezeichnen
wir mit q(H; R,S) = −H3 + 3H2 + 6RH+ 6S, in demR undS als Parameter auftreten.
ObwohlR undS selbst Funktionen vonX sind, die aus dem gekoppelten Gleichungssys-
tem (3.22)-(3.24) zu bestimmen sind, ist ihre Betrachtung als Parameter inq insoferne
gerechtfertigt, als sie alsunabhängigeFunktionen in Gleichung (3.22) eingehen. Die al-
gebraischen Eigenschaften dieses Polynoms sind im nächsten Abschnitt 3.5 angegeben.
Wie wir in Abschnitt 3.7 zeigen werden, lassen sich die Lösungen von (3.22)-(3.24) für
den Fallβ=0 anhand der von den Nullstellenh1, h2 undh3 des Polynomsq angenomme-
nen Werte klassifizieren. Obwohl die Betrachtung des reibungsfreien Falles (β=0) für die
Beschreibung des welligen Wassersprunges unzureichend ist, treten einige der Lösungen
von Gleichung (2.54) im Fallβ= 0 auch im Fallβ, 0 bei der Lösung nach der Methode
der mehrfachen Variablen in Kapitel 5 wieder auf.
Die rechnerische Behandlung des Gleichungssystems (3.22)-(3.24) anstelle von Glei-
chung (2.54) hat einige Vorteile: Erstens sind numerische Lösungsverfahren für das Dif-
ferentialgleichungssystem erster Ordnung einfacher als jene für die Differentialgleichung
dritter Ordnung. Zweitens bildet (3.22)-(3.24) die Basis für eine asymptotische Behand-
lung nach der Methode der mehrfachen Variablen; dies wird in Abschnitt 5.2 durchge-
führt. Drittens lassen sich aus den analytischen Eigenschaften des in Gleichung (3.22)
auftretenden Polynoms bereits Aussagen über die für eine wellige Lösung notwendigen
AnfangsbedingungenHX(0) undHXX(0) treffen (siehe Abschnitt 3.6) sowie ein notwen-
diges Kriterium für die Welligkeit einer vorhandenen Lösung ableiten (siehe Abschnitt
3.8).
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3.5 Algebraische Eigenschaften des Polynomsq(H; R,S)

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.22) auftretende Polynom inH1 mit den Para-
meternR undS ist definiert als

q(H; R,S) := −H3 + 3H2 + 6RH+ 6S , (3.25)

für dessen Nullstellenh1, h2 undh3 gilt

q(H; R,S) = (H − h1)(H − h2)(h3 − H) . (3.26)

h1, h2 und h3 hängen vonR und S ab. Ob diese Nullstellen reell und voneinander ver-
schieden sind, lässt sich nach elementaren Formeln [9] anhand der DiskriminanteD(R,S)
entscheiden, die sich für obiges Polynom ergibt zu:

D(R,S) = (1+ 3R+ 3S)2 − (1+ 2R)3 , (3.27)

oder auch
D(h1, h2, h3) = − 1

108 [(h1 − h2)(h1 − h3)(h2 − h3)]
2 . (3.28)

Das Kriterium für das Vorhandensein von mindestens zwei reellen, voneinander verschie-
denen Nullstellen lautet

D ≤ 0 , (3.29)

wobei im Fall dreier voneinander verschiedener Nullstellen das Ungleichheitszeichen gilt.
Im Fall, dassh1, h2 undh3 reell sind, genügen sie den folgenden Relationen

h1 ≤ h2 ≤ h3 (geordnet), (3.30)

h1 + h2 + h3 = 3 , (3.31)

h−1
1 + h−1

2 + h−1
3 = −R/S , (3.32)

h1h2h3 = 6S , (3.33)

oder alternativ zu (3.32) und (3.33) unter Verwendung von (3.30) und (3.31):

R = 1
6(h2

2 + h2h3 + h2
3 − 3(h2 + h3)) , (3.34)

S = 1
6(3− h2 − h3)h2h3 . (3.35)

Die Umkehrung zu (3.34) und (3.35) für die Darstellung vonh1(R,S), h2(R,S) und
h3(R,S) lautet mit sgn:=sign(1+ 3R+ 3S) und cosϕ := |1+ 3R+ 3S|/|1+ 2R|3/2 > 0:

h1 = 1− 2
√

|1+ 2R| cos
[

1
3(−1

2(sgn+ 1)π + ϕ)
]

, (3.36)

h2 = 1− 2sgn
√

|1+ 2R| cos
[

1
3(π + ϕ)

]

, (3.37)

h3 = 1+ 2
√

|1+ 2R| cos
[

1
3(1

2(sgn− 1)π + ϕ)
]

. (3.38)

Der GrenzfallD=0, der den Bereich reeller von dem komplexwertiger Nullstellen trennt,
entsteht nach (3.28) beim Zusammenfallen vonh1=h2 oderh2=h3 (oder dem Zusammen-
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fallen aller drei Nullstellen). Diese Fälle lassen sich durch folgende Parameterdarstellun-
gen fürRundS beschreiben (1≤ t < ∞):

h1 = h2 : R= 1
8(t − 3)(t + 1) , (3.39)

S = 1
24t(t − 3)2 , (3.40)

h2 = h3 : R= 1
2t(t − 2) , (3.41)

S = −1
6t2(2t − 3) . (3.42)

Im Fall dreier identischer Nullstellenh1=h2=h3=1 gilt (R,S)= (−1/2, 1/6).

3.6 Einfluss der Anfangsbedingungen auf wellige Lösun-
gen

Unser Interesse gilt dem Auffinden von welligen Lösungen von (3.22)-(3.24), also von
Lösungen, die quasiperiodische Eigenschaften mit veränderlicher Amplitude und verän-
derlicher „Frequenz“ inX-Richtung aufweisen. So wieR(X) und S(X) Funktionen der
KoordinateX sind, ist dies gemäss Gleichungen (3.36)-(3.36) auch für die Nullstellen
h1(X), h2(X) und h3(X) des Polynomsq der Fall. Aus Gleichung (3.22) folgt, dass für
jene Werte vonH1, an dem das Polynomq auf der rechten Gleichungsseite den Wert 0
annimmt (also an den Nullstellen), Extremwerte vonH1 vorliegen. Ein notwendiges Kri-
terium für eine wellige Lösung ist das Vorhandensein von zumindest zwei voneinander
verschiedenen, reellen Nullstellen des Polynomsq, sowie ein AnfangswertH1(0)=0, der
zwischen diesen beiden Nullstellen liegt, also Nullstellen unterschiedlichen Vorzeichens.
Nur dann nämlich verläuft die LösungH1 von (3.22)-(3.24) zwischen diesen Extremwer-
ten und weist eine (quasi)periodische (wellige) Gestalt auf. Nach Abschnitt 3.5 muss für
das Vorhandensein von mindestens zwei verschiedenen, reellen Nullstellen die Diskrimi-
nanteD≤0 sein.
Die Anfangsbedingungen am ReferenzpunktX=0 sind gegeben durchH1(0)=0, H1X(0)
undH1XX(0). Es folgt aus Gleichungen (3.20) und (3.21) für die Anfangsbedingungen von
RundS

R(0) = H1XX(0), (3.43)

S(0) = 1
2[H1X(0)]2 ≥ 0. (3.44)

Für den Fall mindestens zweier voneinander verschiedener, reeller Nullstellen folgt aus
der Anfangsbedingung (2.39), den Gleichungen (3.44) und (3.30) sowie der für Quasipe-
riodizität notwendigen Forderung, dassH1(0)= 0 zwischen diesen beiden verschiedenen
Nullstellen liegt, dass beiX=0 gilt h1(0)≤0. Daraus folgt weiters mit (3.44) und (3.33),
dass

h1(0) ≤ h2(0) ≤ 0 ≤ h3(0) (3.45)

und mit (3.32) und (3.33) folgt

R(0) = H1XX(0) ≥ 0. (3.46)
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Diese Bedingungen für die für eine wellige Lösung notwendigen Anfangsbedingungen
lassen sich in einem Diagramm [H1XX(0),H1X(0)] darstellen, siehe Abbildung 3.2 auf
Seite 29. Unter den Vorraussetzungen (3.44) und (3.46) sind also nur Werte im roten
Bereich in der oberen Halbebene als gültige Anfangsbedingungen zulässig, sodass Glei-
chung (2.54) wellige Lösungen aufweist. Der Parameterm ist dabei definiert als

m :=
h3 − h2

h3 − h1
. (3.47)

Isolinien von m sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Für zusammenfallende Nullstellen
h1=h2 ist m=1, dieser Grenzfall ist als seitliche Begrenzungslinien des roten und blauen
Bereiches ersichtlich. Fürh2=h3 ist m=0, jener Grenzfall ist als untere Begrenzungslinie
des blauen Bereiches ersichtlich. Alle drei Nullstellen fallen im Ursprung zusammen.
In dem in Abbildung 3.2 blau dargestellten Bereich sind jene Anfangsbedingungen zu
finden, die ebenfalls zu welligen Lösungen von (2.54) führen, jedoch nicht die Anfangs-
bedingung (2.39) erfüllen. Diese Lösungen sind aufgrund dessen unbrauchbar. Auf den in
Abbildung 3.2 dargestellten Grenzkurven fallen zwei oder alle drei Nullstellen des Poly-
nomsq zusammen. Durch die analytische Bedingung des Zusammenfallens der Nullstel-
len lässt sich mit (3.43) und (3.44) eine Parameterdarstellung für diese Kurven finden, die
in den Gleichungen (3.39)-(3.42) angegeben ist.

3.7 Analytische Lösungen fürβ=0

Obwohl der Sonderfallβ= 0 (keine Dissipation) in Gleichung (2.54) keine welligen Lö-
sungen zulässt, sind die analytischen Lösungen, die dieser Fall ermöglicht, von Nutzen
bei der asymptotischen Entwicklung der Gleichung fürβ , 0, die in Kapitel 5 durchge-
führt wird. Im Fall β = 0 und endlichen Werten vonΓ folgt aus (3.23) und (3.24), dass
R= const. undS= const., das heisst, dass die unbekannten FunktionenRundS konstante
Werte annehmen, die durch die Anfangsbedingungen (3.43) und (3.44) festgelegt sind.
Der ParameterΓ tritt in diesen konstanten Werten fürR undS nicht auf.
In Abhängigkeit von den in Abschnitt 3.5 eingeführten Nullstellenh1, h2 undh3, die dann
allesamt ebenfalls konstant sind, lassen sich exakte Lösungen von (3.22)-(3.24) angeben
(siehe [3], S. 597): Das Kriterium für die Klassifikation der unterschiedlichen Lösungs-
typen ist durch die DiskriminanteD(R,S), definiert in Gleichung (3.27), gegeben. Wir
listen die unterschiedlichen Lösungstypen im folgenden auf.

(I) D≤0, alle drei Nullstellen sind reell.
Es folgt aus Glgn. (3.22) und (3.26), dass entwederH1(X) ≤ h1 ≤ h2 ≤ h3 oder
h1≤h2≤H1(X)≤h3 gilt.

(1) H1≤h1

(a) q(H,R,S) hat drei verschiedene reelle Nullstellenh1 , h2 , h3. Es gilt
D(R,S)<0, 0<m<1 mit dem in (3.47) definierten Parameterm:

H1 = h2 + (h2 − h1) cn−2

[ √
3− 2h1 − h2

2
√

3
(X − X0)|m

]

, (3.48)
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wobei cn(.|m) der Cosinus amplitudinis (eine der zwölf Jacobischen el-
liptischen Funktionen) ist. Die cn-Funktion ist periodisch mit Periode
4K(m), wobei K(m) das vollständige elliptische Integral 1.Art mit dem
Parameterm ist (siehe [3], S. 590).X0 wird durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt. Die Lösung (3.48) ist nicht periodisch, da sie an pe-
riodisch wiederkehrenden Stellen singulär ist.

(b) q(H,R,S) besitzt zwei reelle doppelte (h1=h2) und eine reelle einfache
(h3) Nullstelle. Es giltD(R,S)=0, m=1:

H1 = const= h1 = h2. (3.49)

(c) q(H,R,S) besitzt eine reelle einfache (h1) und zwei reelle doppelte (h2=

h3) Nullstellen. Es giltD(R,S)=0, m=0:

H1 = h2 − 3(h2 − 1) cos−2

[ √
h2 − 1
2

(X − X0)

]

. (3.50)

(3.50) ist nicht periodisch.

(2) h2≤H1≤ h3

(a) q(H,R,S) hat drei verschiedene reelle Nullstellenh1 , h2 , h3. Es gilt
D(R,S)<0, 0<m< 1:

H1 = h2 + (h3 − h2) cn2

[ √
h3 − h2

2
√

3
(X − X0)|m

]

. (3.51)

(3.51) ist eine periodische Lösung mit Periode 2K(m).

(b) q(H,R,S) besitzt zwei reelle doppelte (h1=h2) und eine reelle einfache
(h3) Nullstelle. Es giltD(R,S)=0, m=1:

H1 = h2 + 3(1− h2) sech2
[ √

1− h2

2
(X − X0)

]

. (3.52)

(3.52) ist eine aperiodische Lösung, die sogenannte Solitonenlösung
(Einzelwelle). (3.52) enthält den Spezialfallh1=h2=0, h3=3, R=S=0,
H1 = 3sech2

[

1
2(X − X0)

]

. Diese Lösung ist nur mit asymptotischen An-
fangsbedingungen [H1,H1X,H1XX] → (0, 0, 0) bei X0 → −∞ erfüll-
bar, was einer voll ausgebildeten turbulenten, reibungsfreien Strömung
asymptotisch weit stromauf aus Sicht des ersten Wellenmaximums ent-
spricht.

(c) q(H,R,S) besitzt eine reelle einfache (h1) und zwei reelle doppelte (h2=

h3) Nullstellen. Es giltD(R,S)=0, m=0:

H1 = const.= h2 = h3. (3.53)

Im Grenzübergangh1→h2, m→1 gilt cn(.|m)→sech(.) (siehe [3], S. 571), und die
Lösung (3.51) geht in (3.52), die Lösung (3.48) in die triviale Lösung (3.49) über.
Im Grenzübergangh2→h3, m→0 gilt cn(.|m)→cos(.), und die Lösung (3.51) geht
in die triviale Lösung (3.53), die Lösung (3.48) in (3.50) über.
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(II) D>0, q(H,R,S) hat zwei komplexe (̃h1 undh̃2) und eine reelle (̃h3) Nullstelle.

H = h̃3 −
3
2

h̃3 − 1
2m̃− 1

1− cn
[√

h̃3−1
2(2m̃−1)(X − X0)|m̃

]

1+ cn
[√

h̃3−1
2(2m̃−1)(X − X0)|m̃

]
(3.54)

mit dem Parameter ˜m= 1
2

{

1+
[

1+
(

2
3Im(h̃1)/(h̃3 − 1)

)2
]−1/2

}

. Für Im(̃h1)=−Im(h̃2)→
0 gehtm̃→1 oder 0 mit den entsprechenden Grenzfällen der cn-Funktion. Alle die-
se Lösungen sind aperiodisch.

0 X

H1(X)

h2

h3

(a) Aperiodische Solitonenlö-
sung (3.52) mitX0=0

0 X

H1(X)

h2

h3
2K(m)

(b) Periodische Lösung (3.51)
mit X0=0 undm=0,7

0
X

H1(X)

h34K(m̃)

(c) Aperiodische Lösung (3.54)
mit X0=0 undm̃=0, 999

Abbildung 3.1: Skizzen ausgewählter Lösungen von (2.54) beiβ=0

In Bild 3.1(a) ist die aperiodische Solitonenlösung (3.52) dargestellt. Die Amplitude der
Einzelwelle beträgth3 − h2, und die Lösung nähert sich fürX→ ±∞ dem Werth2 an.
Bild 3.1(b) zeigt die periodische Lösung (3.51). Die Amplitude der Welle beträgth3 − h2,
und die Periodenlänge beträgt 2K(m). Diese Lösung besitzt keine Asymptote, berührt aber
in periodischem Abstand die waagerechten Einhüllendenh2 (unten) undh3 (oben).
In Bild 3.1(c) ist die aperiodische Lösung (3.54) dargestellt. Diese Lösung besitzt peri-
odisch auftretende Singularitäten und Maxima der Höheh3 (mit der Periodenlänge 4K(m))
und hat keine Asymptote.
Alle Fälle ausser (3.51) stellen aperiodische Lösungen dar und sind daher zur Beschrei-
bung des welligen Wassersprunges nicht geeignet. Der Grenzfallh1→ h2 in (3.51) stellt
den Übergang zu einer Einzelwelle (Solitärwelle) mit „unendlich langer“ Periode dar. Der
Grenzfallh2→h3 in (3.51) stellt den Übergang zu welligen Lösungen mit verschwinden-
der Amplitude dar.
(3.51) ist also die einzige periodische Lösung, die bei der asymptotischen Lösung von
Gleichung (2.54) im Fall eines kleinen, aber endlichenβ in Abschnitt 5.2 wieder auf-
treten wird. Die notwendige Bedingung für ihre Existenz sind drei reelle, voneinander
verschiedene Nullstellenh1, h2 undh3. Ein endlicher Wert vonβ führt dabei zu einer Mo-
dulation der Lösung (3.51), bei der sich die Werte vonh1, h2 undh3 sowie Frequenz und
Amplitude langsam verändern, wie in Abschnitt 5.2 gezeigt werden wird.

3.8 Kriterium für wellige Lösungen

Das notwendige Kriterium für die Existenz einer welligen Struktur der LösungH1(X)
in (2.54) für den gesamten Lösungsverlauf lautet also: Es müssen 3 reelle, voneinander
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verschiedene Nullstellenh1(X), h2(X) und h3(X) des Polynomsq vorhanden sein oder
äquivalent: es mussD (R(X),S(X))< 0 mit D aus (3.27) gelten. Dabei mussD echt klei-
ner als Null sein, da nach Abschnitt 3.7 der GrenzfallD = 0 (mit β = 0 und Nullstellen
h1 = h2 = 0 oderh2 = h3 = 0) keine quasiperiodischen (welligen) Lösungen zulässt. Die
Werte fürh1, h2 undh3 sowie fürRundS sind dabei durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt.
Die BedingungD<0 lässt sich für die Anfangsbedingungen unter Verwendung von (3.44)
und (3.46) auf Bedingungen fürH1XX(0) undH1X(0) umformulieren, die in Abbildung 3.2
graphisch dargestellt sind. Hierbei führen Werte der Anfangsbedingungen im roten Be-
reich zu welligen Lösungen, Werte auf den Grenzkurvenm= (0, 1) stellen die aperiodi-
schen Grenzfälle dar, und Anfangswerte ausserhalb erlauben keine welligen Lösungen.

H1XX(0)
bzw.R(X)

H1X(0) bzw.
√

2S(X)

m=

m=

0, 6

0, 7 0, 8

0, 8

0, 9
1, 0

1, 0

1, 0

−2 −1

0

0
0 1 2

−0, 5

0, 5

1, 5

2, 0

Wellige Lösungen

H1(0)=0

Andere wellige
Lösungen

Abbildung 3.2: Bereiche gültiger AnfangsbedingungenH1X(0) undH1XX(0) bzw. gültiger WerteR(X), S(X)
für wellige Lösungen von (2.54). Der Parameterm ist definiert in Gleichung (3.47)

Nach (3.43), (3.44) und (3.46) ist die BedingungD < 0 für die Anfangsbedingungen
R(0)=0 und beliebigesS(0)≥0 (dies entspricht der Abszisse in Abbildung 3.2) niemals
erfüllt, das bedeutet, dass ein welliger Wassersprung nur aus einer im Referenzpunkt po-
sitiv gekrümmten Oberfläche entstehen kann.
Istβ,0 in (3.23) und (3.24), so bleibenR(X) undS(X) im Verlauf der LösungH1(X) nicht
mehr konstant. Gleichung (3.22) sowie die algebraischen Eigenschaften des Polynomsq
bleiben davon jedoch unbeeinflusst. Das Kriterium für wellige LösungenD<0 bleibt da-
her für den gesamten Lösungsverlauf vonH1(X) gültig. Das heisst, dass eine graphische
Darstellung vonD(R,S)<0 mit D gemäß Gleichung 3.27 als Kriterium für die Existenz
einer welligen Lösung auch für WerteX> 0 gültig ist. Ersetzt man die in Abbildung 3.2
aufgetragenen Grössen [H1X(0),H1XX(0)] durch

[√
2S(X),R(X)

]

für beliebigeX > 0, so

bleibt die Darstellung des Bereiches jener Werte vonR(X) und
√

2S(X), die zu welligen
LösungenH1(X) gehören, unverändert (der rote Bereich), und der blaue Bereich kommt
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als Wertebereich für wellige Lösungen hinzu, da im Allgemeinen H1(X) , 0 für X > 0,
wodurch die Bedingung (3.46) entfällt und auch Werte in der unteren Halbebene zulässig
sind. In diesem Fall ist die Darstellung wie in Abbildung 3.2 allerdings ungeeignet, da
negative Werte vonS(X) nicht eingezeichnet werden können.
Diese Schwierigkeit lässt sich mit einem Übergang zur direkten Darstellung [R(X),S(X)]
jener Werte, die zu welligen Lösungen führen, beheben. Jedoch sind so wieH1(X) auch
R(X) undS(X) sowie die Nullstellenh1(X), h2(X) und h3(X) selbst Teil der Lösung des
Problems. Eine direkte Berechnung der Lösung und die Darstellung des Verlaufes der Lö-
sungskurve in einem Diagramm [R(X),S(X)] ist jedoch noch ausständig. Wir verzichten
daher auf eine Darstellung der Werte [R(X),S(X)], die für wellige Lösungen notwendig
sind. Infolgedessen bleibt noch unklar, ob eine Lösung, deren AnfangswerteH1X(0) und
H1XX(0) im Bereich für wellige Lösungen liegt, auch für alle weiteren Werte vonX > 0
im Bereich für wellige Lösungen bleibt. Wir werden später in Kapitel 5 mit Abbildung
5.6 eine entsprechend verallgemeinerte Darstellung angeben, die bei gegebenen Anfangs-
bedingungen eine Vorhersage über den gesamten Lösungsverlauf zulässt.
Weiters ist nicht auszuschliessen, dass im Verlauf der LösungsfunktionH1(X) bei Lösung
des Gleichungssystems (3.22)-(3.24) Werte vonRundS auftreten, bei denen die Nullstel-
len vonq und H1 selbst komplex werden (siehe (3.20) und (3.21)). Anders ausgedrückt
bedeutet das, dass die Werte [R(X),S(X)] den Bereich für wellige Lösungen (mit reel-
len Nullstellenh1(X), h2(X) undh3(X)) verlassen. Komplexe Werte vonH1 sind natürlich
physikalisch bedeutungslos, und der Wertebereich fürR(X) undS(X) ist entsprechend zu
beschränken.
Eine Darstellung der DiskriminanteD als Funktion vonH1, H1X und H1XX ergibt sich,
indem man in (3.27) die UnbekanntenR undS gemäß (3.20) und (3.21) ersetzt

D(H1,H1X,H1XX) = 9
4H4

1X − 8H3
1XX −

−3(H1 − 1)2[(H1 − 1)H2
1X + H2

1XX] −
−9(H1 − 1)H2

1XH1XX. (3.55)

Das notwendige Kriterium für wellige LösungenD < 0 lässt sich damit ausschliesslich
durchH1(X) und dessen Ableitungen darstellen. Daraus ist zu erkennen, dass zum Bei-
spiel der FallH1=H1X=H1XX=0 einen jener Grenzfälle darstellt, bei dem eine aperiodi-
sche Lösung in eine periodische übergeht und umgekehrt.
Wie wir in Kapitel 5 zeigen werden, ist die Berechnung einer Lösung(H1(X),R(X),S(X))
im Rahmen einer asymptotischen Entwicklung nach der Methode der mehrfachen Varia-
blen möglich. Dabei tritt das Problem auf, dass die Lösungskurven vonΓ abhängig sind.
Es besteht jedoch die Möglichkeit, den ParameterΓ aus (2.54) bzw. aus (3.22)-(3.24)
mittels einer geeigneten Transformation zu eliminieren.

3.9 Transformation auf Γ-freie Gleichungen

Mithilfe einer linearen TransformationH1 → H1 ist es möglich, den ParameterΓ aus
der Bestimmungsgleichung für die freie Oberfläche (2.54) zu eliminieren. Dabei treten
in Abhängigkeit vonΓ drei Fälle auf, die wir mit dem neuen Parameters unterscheiden
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wollen. Es ist

s= +1 : Γ < 1 ,

s= 0 : Γ = 1 ,

s= −1 : Γ > 1 . (3.56)

Für den jeweiligen Fall gilt folgende Transformationsvorschrift:

Γ,1 , s=±1 : H1(X) = (H1(X) − Γ) /|Γ − 1| , X :=
√

|Γ − 1|X , (3.57)

Γ=1 , s=0 : H1(X) = H1 − 1 , X := X . (3.58)

Mit dieser Transformation ergibt sich die zu (2.54) transformierte Gleichung:

H1XXX + (H1 − s)H1X − bH1 = 0 , (3.59)

mit der Transformationsvorschrift fürβ gemäß

Γ,1 , s=±1 : b := β/|Γ − 1|3/2 , (3.60)

Γ=1 , s=0 : b := β . (3.61)

Man beachte: Für den speziellen FallΓ=0 ist s=1 undH1(X) = H1(X).
Gleichung (3.59) hat fürs= 1 dieselbe Struktur wie die in [51], [26] untersuchte Glei-
chung. Verglichen mit Gleichung (2.54) besitzt (3.59) dieselbe Struktur wie (2.54) für
den FallΓ = 0, jedoch sind die Anfangswerte [H1(X=0)=0,H1X(X=0),H1XX(X=0)] im
Allgemeinen verschieden von(H1(X=0),H1X(X=0),H1XX(X=0)).
Die Transformation der AnfangsbedingungenH1(0)=0, H1X(0) undH1XX(0) lautet:

Γ,1 , s=±1 : H1(0) = −Γ/|Γ − 1| , H1X(0) = H1X(0)/|Γ − 1|3/2 ,
H1XX(0) = H1XX(0)/(Γ − 1)2 , (3.62)

Γ=1 , s=0 : H1(0) = −1 H1X(0) = H1X(0) ,

H1XX(0) = H1XX(0) . (3.63)

Daraus ist ersichtlich, dass nur im speziellen FallΓ=0 die Anfangsbedingungen im trans-
formierten und untransformierten Fall gleich sind: Dann giltH1(X=0) = H1(X=0) = 0,
H1X(X=0)=H1X(X=0) undH1XX(X=0)=H1XX(X=0).
Die in den Abschnitten 3.4 bis 3.8 vorgenommenen Umformungen der Gleichung (2.54)
und das Aufstellen von Kriterien für welllige Lösungen kann nun in analoger Weise für
Gleichung (3.59) für die entsprechend transformierten Grössen durchgeführt werden. Die
entsprechenden Formeln sind in den beiden folgenden Abschnitten zusammengefasst. Im
Falle vonΓ= 0 (s= 1) gehen die Formeln für die transformierten Größen in die entspre-
chenden Formeln für die untransformierten Größen über. Im Falle vons=1 und 1>Γ,0
gehen nur jene Formeln für die transformierten Größen in die entsprechenden Formeln
für die untransformierten Größen über, in die die Anfangsbedingungen nicht involviert
sind, also alle in den folgenden zwei Abschnitten angegebenen Formeln mit Ausnahme
von (3.73)-(3.76).
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3.10 Äquivalenz der transformierten Gleichung (3.59) mit
System von 3 Differentialgleichungen erster Ordnung
und transformierte Anfangsbedingungen

Analog zu Abschnitt 3.4 kann man für die transformierte Gleichung (3.59) aus Abschnitt
3.9 ein äquivalentes Gleichungssystem von drei Differentialgleichungen erster Ordnung
finden,

H2
1X = −1

3H
3
1 + sH2

1 + 2(RH1 +S) ; (3.64)

RX = bH1 ; (3.65)

SX = −bH2
1 , (3.66)

mit den analog zuR(X) undS(X) definierten Größen undR(X) undS(X).
Dabei gilt

R = H1XX + H1

[

1
2H1 − s

]

, (3.67)

S = 1
2H

2
1X − 1

6H
2
1 [2H1 − 3s] − H1XXH1 (3.68)

wobeiH1, H1X undH1XX mit (3.57) bis (3.58) auf die ursprünglichen, untransformierten
Größen zurückgeführt werden können:

Γ,1, s=±1 : R =
1

(Γ − 1)2

[

H1XX + H1

(

1
2H1 − 1

)

− 1
2

(

(Γ − 1)2 − 1
)]

, (3.69)

S =
1

|Γ − 1|3
[

1
2H2

1X − (H1 − Γ)H1XX+

+1
6(H1 − Γ)2(3− 2H1 − Γ)

]

, (3.70)

Γ=1, s=0 : R =H1XX +
1
2(H1 − 1)2, (3.71)

S =1
2H2

1X − (H1 − 1)H1XX − 1
3(H1 − 1)3 . (3.72)

Die Anfangsbedingungen transformieren sich analog. Mit den Formeln (3.62) bis (3.63)
für H1(0), H1X(0) undH1XX(0) können die Anfangsbedingungen für die transformierten
Größen auf die Anfangsbedingungen der ursprünglichen, untransformierten Größen zu-
rückgeführt werden:

Γ,1, s=±1 : R(0) =
1

(Γ − 1)2

[

H1XX(0)+ Γ(1− 1
2Γ)

]

, (3.73)

S(0) =
1

|Γ − 1|3
[

1
2H2

1X(0)+

+ΓH1XX(0)+ 1
2Γ

2(1− 1
3Γ)

]

, (3.74)

Γ=1, s=0 : R(0) =H1XX(0)+ 1
2, (3.75)

S(0) =1
2H2

1X(0)+ H1XX(0)+ 1
3 . (3.76)
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3.11 Algebraische Eigenschaften des Polynomsq(H;R,S)
und Kriterium für wellige Lösungen

Das auf der rechten Gleichungsseite von (3.64) auftretende Polynom inH1 bezeichnen
wir mit

q(h;R,S) := −h3 + 3sh2 + 6Rh + 6S , (3.77)

mit den Nullstellenh1, h2 undh3, die vonR undS abhängen. Ob diese Nullstellen reell
und voneinander verschieden sind, lässt sich wieder anhand der DiskriminanteD(R,S)
entscheiden, die wie folgt aussieht:

D(R,S) = (s+ 3sR + 3S)2 − (s2 + 2R)3 . (3.78)

Im Fall, dass die drei Nullstellen reell sind, giltD≤0 und

h1 ≤ h2 ≤ h3 (geordnet), (3.79)

h1 + h2 + h3 = 3s, (3.80)

h−1
1 + h

−1
2 + h

−1
3 = −R/S , (3.81)

h1h2h3 = 6S , (3.82)

siehe [9], oder alternativ zu (3.81) und (3.82) unter Verwendung von (3.79) und (3.80):

R = 1
6(h22 + h2h3 + h

2
3 − 3s(h2 + h3)) , (3.83)

S = 1
6(3s− h2 − h3)h2h3 . (3.84)

Der GrenzfallD=0, der den Bereich reeller von den komplexwertigen Nullstellen trennt,
entsteht beim Zusammenfallen vonh1= h2 oderh2 = h3 (oder dem Zusammenfallen aller
drei Nullstellen). Diese Fälle lassen sich durch folgende Parameterdarstellungen fürR

undS beschreiben (s≤ t <∞):

h1 = h2 : R = 2(t − s)2 − 1
2s2 , (3.85)

S = 1
6(2t − 3s)2(4t − 3s) , (3.86)

h2 = h3 : R = 1
2(t − s)2 − 1

2s2 , (3.87)

S = −1
6t2(2t − 3s) . (3.88)

Im Fall dreier identischer Nullstellenh1=h2=h3= s gilt (R,S)= (−s2/2, s/6).
Wir werden auf die Ergebnisse dieses Abschnitts in Abschnitt 5.7 wieder zurückkommen,
wenn wir den Bereich jener Anfangsbedingungen abgrenzen, die auf wellige Lösungen
von Gleichung (3.59) führen.
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3.12 Hydraulische Theorie und Vergleich mit quasi-ein-
dimensionaler Näherung

Für praktische Anwendungen bei Kanalströmungen mit freien Oberflächen wird oft eine
stationäre, eindimensionale Betrachtung herangezogen, bei der die Zustandsgrößen nur
von derx-Koordinate abhängen, die wir hier als hydraulische Theorie bezeichnen wol-
len [15, 54, 57]. Im Rahmen einer solchen Theorie ist es allerdings nicht möglich, einen
welligen Wassersprung zu beschreiben. Dieser stellt einen Grenzfall einer schnell ver-
änderlichen Strömung (engl. „rapidly varying flow“) dar, siehe [57] S. 694, bei der die
Annahmen der hydraulischen Theorie nicht erfüllt sind.
Wir wollen uns der hydraulischen Theorie nicht nur zu Vergleichszwecken bedienen, son-
dern auch deshalb, um aus dieser Aufschlüsse über die bislang fehlenden, eindeutigen
AnfangsbedingungenH1X(0) undH1XX(0) für die aus der zweidimensionalen Betrachtung
resultierenden asymptotischen Theorie (Gleichung (2.54)) zu erhalten, die einen welligen
Sprung ermöglichen. Die hydraulische Theorie liefert bei gegebenen Werten von Flüssig-
keitshöhe und Froude-Zahl bestimmte Werte für die Neigung und Krümmung der Ober-
fläche. Unter der Annahme, dass der überkritische Strömungszustand an einer bestimmten
Stellex≥0 vor Einsetzen eines welligen Wassersprunges sowohl durch die hydraulische
Theorie als auch durch die in Kapitel 2 dargelegte asymptotische Theorie beschrieben
werden kann, kann man den Wert von Flüssigkeitshöhe, -steigung und -krümmung an
dieser Stelle von der hydraulischen Theorie, die selbst keine welligen Oberflächen be-
schreiben kann, in Gleichung (3.55) einsetzen und überprüfen, ob damit das Kriterium
für wellige Lösungen von Gleichung (2.54) erfüllt ist. Damit erhält man eine Aussage
darüber, ob und aus welchen überkritischen Strömungszuständen, beschrieben nach der
hydraulischen Theorie, ein welliger Wassersprung, beschrieben durch Gleichung (2.54)
der zweidimensionalen Theorie, resultieren kann.
Bezeichnetu die Geschwindigkeit in Hauptströmungsrichtungx, hhyd die Höhe der Ober-
fläche vom Kanalboden aus gemessen,α die konstante Neigung des Kanalbodens und
cf den (nicht notwendigerweise konstanten) Bodenreibungsbeiwert, so lautet die Bewe-
gungsgleichung nach der hydraulischen Theorie (siehe [57], S. 716, 717, [15], S. 218
ff.)

u
du
dx
+ g

dhhyd

dx
= gα − cf

2
u2

hhyd
, (3.89)

die mit der Kontinuitätsbedingung

d(uhhyd)

dx
= 0 (3.90)

auf folgende Form gebracht werden kann (vgl. [57], S. 717)

dhhyd

dx
=

cf

2

Fr2
0 − Fr2

1− Fr2
, (3.91)

mit den Definitionen
Fr := u/

√

ghhyd, Fr0 :=
√

2α/cf . (3.92)

Im Falle voll-ausgebildeter Strömung ist Fr= Fr0, der kritische Strömungszustand herrscht
bei Fr= 1, und der Übergang ins tiefe Wasser findet beim Übergang zu Fr= 0 statt.

34



Allgemeine Eigenschaften und Analyse der Bestimmungsgleichung (2.52) bzw. (2.54)
für die Störung der freien Oberfläche

Anhand von Gleichung (3.91) lassen sich Oberflächenprofile für verschiedene Fälle der
Zuströmung klassifizieren. Enthalten ist dabei auch der Fall des horizontalen Kanals mit
Fr0 = 0. Diese Fälle sind z.B. in Abbildung (9-2) von [15] dargestellt.
Nach (3.91) gilt



















Fr > 1 und Fr> Fr0
oder

Fr < 1 und Fr< Fr0



















dhhyd

dx
> 0 und

dFr
dx
< 0, (3.93)

{

Fr , 1 und Fr= Fr0
} dhhyd

dx
= 0 und Fr= Fr0 = const, (3.94)



















Fr > 1 und Fr< Fr0
oder

Fr < 1 und Fr> Fr0



















dhhyd

dx
< 0 und

dFr
dx
> 0. (3.95)

Dies ergibt eine in Tabelle 3.1 dargestellte Übersicht über alle möglichen (nichttrivialen)
Fälle.

Fr > 1 Fr < 1 Fr = Frr, Fr0 = Fr0r

Fr0 < 1 Fr→ 1Fr > Fr0 Fr0 > 1
Γ > 0

Fr < Fr0
Fr→ Fr0 Fr→ 0 Γ < 0

Tabelle 3.1: Qualitatives Strömungsverhalten nach der hydraulischen Theorie

Daraus ist zu entnehmen, dass im Falle des horizontalen Kanals (Fr0=0) die Strömung in
jedem Fall dem kritischen Strömungszustand Fr→1 entgegenstrebt.
Der Zustand des tiefen Wassers (Fr= 0) ist nur aus einem unterkritischen Strömungszu-
stand mit Fr<1 erreichbar.
Ein voll-ausgebildeter Strömungszustand (Fr= Fr0) kann nur aus überkritischen Strö-
mungszuständen mit Fr>1 erreicht werden.
Die letzte Spalte gibt dabei das Vorzeichen des ParametersΓ in Gleichung (2.54) an, wenn
die angegebenen Strömungsverhältnisse im Referenzpunkt der zweidimensionalen Theo-
rie herrschen. Dies folgt aus Gleichung (3.100) weiter unten.
Um Gleichung (3.91) mit der Bestimmungsgleichung für die freie Oberfläche (2.54) aus
der asymptotischen zweidimensionalen Theorie zu vergleichen, muss (3.91) in analoger
Weise entdimensionalisiert und um den kritischen Referenzzustand Frr = 1 + 3

2ε entwi-
ckelt werden. Nach der in Gleichungen (2.5), (2.6) und (2.11) eingeführten Notation ist

cf (x) :=
2τW(x)

ρu2
r

= 2

(

uτ(x)
ur

)2

= 2

(

Frτ(x)
Frr

)2

. (3.96)

Mit den Gleichungen (2.22), (2.24), (2.25), (2.45), (2.46) und (2.53) erhält man

Frτr =

√

cf r

2
(1+ 3

2ε), (3.97)

β =
cf r

6ε3/2

[

1+ 3ε + O(ε2)
]

, (3.98)

Γ =
1
3ε

[

1− 2
α

cf r
+ 3ε + O(ε2)

]

, (3.99)
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wobeicf r :=cf (x=0). Eine Kombination der Gleichungen (2.22), (3.92), (3.96), (3.99) und
(2.45) ergibt bis auf Terme höherer Ordnung

Fr2r − Fr20 r = 3Γε, (3.100)

sodass aus den Größenverhältnissen der Froude-Zahlen im Referenzzustand auf das Vor-
zeichen vonΓ geschlossen werden kann. Dies ist in Tabelle 3.1, letzte Spalte dargestellt.
Nach der hydraulischen Theorie ist also nur mit WertenΓ<0 der Zustand des tiefen Was-
sers erreichbar, und nur mit WertenΓ>0 kann der kritische Zustand erreicht werden.
Damit können in Gleichung (3.91) nach Entdimensionalisierung die Größenhhyd(X), cf (X)
und Fr(X) entwickelt werden. Es ist

Fr2 = 1+3(1− H1)ε + O(ε2), (3.101)

cf/cf r = 1 −2H1ε + O(ε2), (3.102)

und mit (2.2), (2.3), (2.45), (2.46) und (2.53) folgt als Ergebnis eine Bestimmungsglei-
chung für die Störung der freien Oberfläche nach der hydraulischen Theorie:

(Hhyd 1− 1)Hhyd 1X − 5
3βHhyd 1+ βΓ = 0. (3.103)

Der Unterschied dieser Gleichung zu (2.54) ist der fehlende TermH1XXX sowie der hier
auftretende Faktor53 vor dem Term−βH1.
Wir wollen nun diese Bestimmungsgleichung mit einer quasi-eindimensionalen Näherung
von Gleichung (2.54) vergleichen. Eine solche Näherung kann erzielt werden, indem man
eine Koordinatenstreckung̃X := βX (β ≪ 1) durchführt. Mit d/dX = β d/dX̃ und der
Vernachlässigung von Termen derO(β2) ergibt sich für (2.54)

(Hq 1 − 1)Hq 1X̃ − (Hq 1 − Γ) = 0, (3.104)

wobei wir für die Störung der dimensionslosen Flössigkeitshöhe in der quasi-eindimen-
sionalen Näherung die eigene BezeichnungsweiseHq 1 eingeführt haben. Im Vergleich
mit Gleichungen (3.103) und (2.54) fällt der TermH1XXX in der hydraulischen und quasi-
eindimensionalen Theorie weg.
Die Lösungen der beiden Gleichungen (3.103) und (3.104) mit den Anfangsbedingungen
Hhyd 1(0)=0 undHq 1(0)=0 können implizit angegeben werden:

Hhyd 1(X) + (3
5Γ − 1) ln

∣

∣

∣5Hhyd 1(X)/3Γ − 1
∣

∣

∣ = 5βX/3 (3.105)

Hq 1(X) + (Γ − 1) ln
∣

∣

∣Hq 1(X)/Γ − 1
∣

∣

∣ = βX (3.106)

wobei wir stattX̃ wiederβX eingeführt haben. Die beiden Lösungen sind für verschiedene
Γ-Werte in Abbildung 3.3 dargestellt.
Die WerteΓ = 5/3 bzw.Γ = 1 stellen jene Grenzfälle in der hydraulischen bzw. quasi-
eindimensionalen Theorie dar, ab denen für größere Werte vonΓ die überkritische Strö-
mung stets einem kritischen Zustand zustrebt (Frr > 1> Fr0 r, Fr→ 1), für kleinere, aber
positive Werte vonΓ strebt die überkritische Strömung stets einem überkritischen, voll-
ausgebildeten Zustand zu (Frr>Fr0 r>1, Fr→Fr0), und für negative Werte vonΓ strebt die
überkritische Strömung einem voll-ausgebildeten über- oder unterkritischen Zustand zu
(Fr0 r>Frr > 1, Fr→Fr0), vgl. Tabelle 3.1. Im Falle des Übergangs zu voll-ausgebildeter
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Hhyd 1,

Hq 1

βX

Γ=2 Γ=5/3

Γ=1

Γ=1/5

Γ= − 1
−0, 5

0

0, 5

0, 5

1, 0

1, 0 1, 5 2, 0

Abbildung 3.3: Profile der Oberflächenstörungen nach der hydraulischen Theorie (3.105) (durchgezogene
Kurven) und nach der quasi-eindimensionalen Näherung (3.106) (strichlierte Kurven)

Strömung beträgt der Wert der Flüssigkeitshöhenstörung asymptotisch weit stromab 3Γ/5
bzw.Γ nach der hydraulischen bzw. quasi-eindimensionalen Theorie.
Aus den Lösungen (3.105) und (3.106) folgen unmittelbar Werte für die Neigung und
Krümmung der Oberfläche. Diese Werte lauten am Referenzpunkt

Hhyd 1(0) = 0 Hq 1(0) = 0 (3.107)

Hhyd 1X(0) = βΓ Hq 1X(0) = βΓ (3.108)

Hhyd 1XX(0) = β2Γ(Γ − 5
3) Hq1XX(0) = β2Γ(Γ − 1) (3.109)

Setzt man die Werte für die Neigung und Krümmung der Oberfläche, die aus (3.105) und
(3.106) folgen, in Gleichung (3.55) ein, so folgt

D(Hhyd 1) = −1
3β

2(Hhyd 1− 1)(5Hhyd 1− 3Γ)2

+ β4 (5Hhyd 1− 3Γ)2

108(Hhyd 1− 1)4
[

−100+ 99Γ2 + 75Hhyd 1(Hhyd 1+ 4)− 30Γ(9Hhyd 1+ 2)
]

+ O(β6) (3.110)

D(Hq 1) = −3β2(Hq 1 − 1)(Hq 1 − Γ)2

+ β43(Hq 1− Γ)2

4(Hq1 − 1)4
[

−4+ 11Γ2 + 3Hq 1(Hq 1 + 4)− 2Γ(9Hq 1+ 2)
]

+ O(β6) (3.111)

Für überkritische Strömung (also bei Werten vonHhyd 1 bzw. Hq 1 zwischen 0 und 1)
folgt in führender Ordnung inβ sowohl für die hydraulische Theorie als auch die quasi-
eindimensionale Näherung, dass stetsD>0, unabhängig vonΓ. Daraus folgt, dass weder
aus der hydraulischen noch aus der quasi-eindimensionalen Lösung (3.105) bzw. (3.106)
Strömungszustände resultieren, die als Ausgangszustand (z.B. als Anfangsbedingungen
für Gleichung (2.54)) zu einer welligen Lösung nach der zweidimensionalen Theorie füh-
ren. Das bedeutet, dass leicht überkritische, turbulente Kanalströmungen mit nur langsam
veränderlichen Strömungsverhältnissen keinen welligen Wassersprung zulassen, solange
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eine eindimensionale Betrachtung zutreffend ist. Ein solcher muss durch eine wie auch
immer geartete plötzliche Störung der Strömung oder durch zweidimensionale Effekte
ausgelöst werden.
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Kapitel 4

Numerische Lösungen der
Bestimmungsgleichung für die Störung
der freien Oberfläche und Vergleich mit
hydraulischer Theorie

4.1 Lösungen mit Übergang zu horizontalem Flüssigkeits-
spiegel

Gleichung (2.54) lässt sich bei der Vorgabe von AnfangsbedingungenH1(0)=0, H1X(0)
undH1XX(0) direkt numerisch integrieren. Dabei treten drei unterschiedliche Klassen von
Lösungen zutage, die wir hier systematisch auflisten wollen.
Die Berechnung der in diesem Unterkapitel dargestellten numerischen Lösungen erfolgte
(ausser in eigens erwähnten Fällen) mittels der Software MATHEMATICA 6.0.1.0 unter
Einsatz eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens bei konstanter Schrittweite mit mindes-
tens 1000 Schritten.
Die erste Klasse von Lösungen ist jene, bei denen weit stromab ein Übergang zu einem
horizontalen Flüssigkeitsspiegel festgestellt werden kann, alsoH1 ∼ βX für X→ ∞ (sie-
he Abschnitt 3.1, Gleichung (3.2)ff. sowie Abschnitt 3.3). Abbildung 4.1 zeigt einige
Beispiele für verschiedenen Werte vonΓ bei festen Werten vonβ und den Anfangsbe-
dingungen. Zur Veranschaulichung des Einflusses des Paramtersβ auf die Lösungen ist
zusätzlich die Solitonenlösung der reibungsfreien Theorie (3.52) eingezeichnet, die die
Lösung von Gleichung (2.54) für den Fallβ = 0 darstellt. Deren Parameterh2 lässt sich
aus den Anfangsbedingungen mit (3.43) und (3.44) und anschließender Berechnung der
Nullstellen des Polynoms (3.25) ermitteln. Die Solitonenlösung erfüllt jedoch nicht die
vorgegebenen Anfangsbedingungen und ist nur bis auf eine willkürliche Verschiebung in
X festgelegt, wobei hierX0=4,18 gewählt wurde, sodass die ersten Kurvenmaxima von
reibungsfreier und reibungsbehafteter Theorie in etwa übereinstimmen. Im Phasendia-
gramm erscheint die Solitonenlösung als homokliner Orbit.
Bei den Lösungskurven in Abbildung 4.1(a) ist das asymptotische Verhalten weit stromab
nicht zu erkennen. Dies ist jedoch der Abbildung 4.1(b) zu entnehmen, die die Lösungs-
kurven über längere Distanzen hin zeigt. Alle Kurven streben unabhängig vom Wert von
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Abbildung 4.1: Höhenstörungen aus der numerischen Lösung von Gleichung (2.54) mit der Asymptote
H1 ∼ βX für X → ∞. β=0,1, H1(0)=0, H1X(0)=0,01, H1XX(0)=0,5. Die strichlierte Kurve stellt die Solito-
nenlösung (3.52) dar.

Γ einer konstanten Neigungβ entgegen. Diese Asymptoten sind jedoch um Konstanten
bezüglich der Abszisse verschoben, die umso größer sind, je größerΓ ist. Weiters ist zu
erkennen, dass größere Werte vonΓ eine stärkere Dämpfung der welligen Struktur bewir-
ken, was im Einklang mit der Definition vonΓ = γ/β mit (2.46) auf höhere turbulente
Dissipation zurückzuführen ist. Ein ähnlicher Einfluss auf die Dämpfung ist durch höhere
Werte vonβ feststellbar, wie schon in [26, 51] festgestellt wurde.
Die hier präsentierten Lösungen, die einen Übergang ins tiefe Wasser beschreiben, äh-
neln allesamt den Lösungen fürΓ=0 in [26, 51]. Ist die LösungsfunktionH1(X) bekannt,
so lässt sich das Auftreten dieser welligen numerischen Lösungen von (2.54) verstehen,
indem man Gleichung (3.55) als Kriterium für die Existenz von welligen Lösungen her-
anzieht. Aus den Werten des Lösungsvektors(H1,H1X,H1XX) kann das Vorzeichen vonD
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der Lösungen aus Abbildung 4.1(a).

für den gesamten Lösungsverlauf direkt berechnet werden.
Die in Abbildungen 4.1 und 4.2 dargestellten Lösungen erfüllen beiX = 0 und für alle
X>0 das notwendige KriteriumD<0, daher sind diese Lösungen wellig. Die in [26, 51]
gewählten Anfangsbedingungen 0<H1(0)≪ 1, H1X(0)= 0 undH1XX(0)= 0, die anstelle
der asymptotischen RandbedingungH1 → 0 für X→ −∞ für die numerische Integration
verwendet werden, führen allerdings aufD=0, also den aperiodischen Grenzfall.
Integriert man jedoch von diesem Anfangszustand aus Gleichung (2.54), so folgt nach
dem ersten Integrationsschritt∆X:

H1(∆X) = H1(0)+ ∆X H1X(0)+ O(∆X2) = H1(0), (4.1)

H1X(∆X) = H1X(0)+ ∆X H1XX(0)+ O(∆X2) = 0, (4.2)

H1XX(∆X) = H1XX(0)+ ∆X H1XXX(0)+ O(∆X2) = ∆X β (H1(0)− Γ) (4.3)

und durch Einsetzen in (3.55), dassD (H1(∆X),H1X(∆X),H1XX(∆X))<0, wenn nurβ Γ∆X<
3/8 [1− 2H1(0)]. Das bedeutet, dass das Kriterium für eine wellige Lösung nach dem ers-
ten (ausreichend kleinen) Integrationsschritt bereits erfüllt ist, wenn z.B. wie in [26, 51]
Γ = 0 ist. Obwohl die in [26, 51] gestellten asymptotischen Anfangsbedingungen streng
genommen keine wellige Lösung zulassen, so wird bedingt durch die numerische Integra-
tion auch in diesen Fällen eine wellige Lösung erhalten.
Analog führt eine kleine (positive oder negative) Störung der Krümmung der flachen
OberflächeH1(0)=0, H1X(0)=0, |H1XX(0)|≪1 aufD=−H1XX(0)2 [3 + 8H1XX(0)]<0. Aus
(3.46) folgt aber, dass nur WerteH1XX(0)>0 zu welligen Lösungen führen. Abbildung 4.3
zeigt Lösungen von Gleichung (2.54) in Abhängigkeit unterschiedlicher Anfangsbedin-
gungen bei festen Parameternβ=0, 01 undΓ=1.
Als Anfangsbedingungen wurden die aus den Gleichungen (3.107)-(3.109) folgenden
Werte für Neigung und Krümmung am Referenzpunkt nach der hydraulischen Theorie
H1(0)=0, H1X(0)=0, 01 undH1XX(0)=−6, 7 · 10−5 bzw. nach der quasi-eindimensionalen
TheorieH1(0)=0, H1X(0)=0, 01 undH1XX(0)=0 vorgeschrieben. Aus Abbildung 4.3 ist
anhand der durchgezogenen Lösungskurven zu entnehmen, dass bei kleinen, aber positi-
ven Abweichungen der anfänglichen Oberflächenkrümmung gegenüber dem Wert 0 der
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quasi-eindimensionalen Theorie eine wellige Lösung auftritt, deren erster Wellenberg bei
kleineren Abweichungen von 0 weiter nach rechts verschoben ist. Zum Vergleich sind die
bei betragsmässig gleicher, aber negativer Störung der anfänglichen Oberflächenkrüm-
mung strichliert eingezeichneten Lösungskurven dargestellt, die nach den Feststellungen
in Abschnitt 3.8 zu keiner welligen Struktur führen.
Zusätzlich sind zum Vergleich die Lösungen nach der quasi-eindimensionalen und nach
der hydraulischen Theorie eingezeichnet, siehe Gleichungen (3.106) und (3.105), die bei-
de keinen welligen Sprung der Oberfläche zulassen. Die Lösung nach der hydraulischen
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Abbildung 4.3: Numerische Lösungen von Gleichung (2.54) mitΓ = 1, β= 0,01, H1(0)= 0, H1X(0)= 0,01
und verschiedenen Werten vonH1XX(0): H1XX(0)=10−4 (durchgezogen)bzw.H1XX(0)=−10−4 (strichliert),
H1XX(0)=10−7 (durchgezogen)bzw. H1XX(0)=−10−7 (strichliert), H1XX(0)=10−10 (durchgezogen)bzw.
H1XX(0)=−10−10 (strichliert). Die schwarz strichlierte Kurve stellt die Lösung (3.2) (mitc=0) dar, die sich
in diesem Fall mit der Lösung der quasi-eindimensionalen Theorie (3.106) deckt. Die schwarz durchgezo-
gene Kurve stellt die Lösung nach der hydraulischen Theorie (3.105) dar.
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Theorie nähert sich asymptotisch dem Wert 3/5 an, während durch die spezielle Wahl von
Γ=1 die Lösung nach der quasi-eindimensionalen Theorie mit der speziellen sprungfreien
Lösung (3.2) (mitc=0) der vollen Gleichung (2.54) zusammenfällt.

4.2 Lösungen mit beschränktem Gültigkeitsbereich

Zur zweiten Klasse der numerischen Lösungen von Gleichung (2.54) zählen jene, deren
Gültigkeitsbereich inX-Richtung beschränkt ist. Abbildung 4.4 zeigt eine solche Lösung
bei einer speziellen Wahl der Parameter und der Anfangsbedingungen.
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Abbildung 4.4: Numerische Lösung von Gleichung (2.54) mit beschränktem Gültigkeitsbereich:Γ = 2,
β = 0,01, H1(0) = 0, H1X(0) = 0,02 undH1XX(0) = 0,085. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenlösung (3.52) dar.

Zur Orientierung ist schwarz strichliert die Solitonenlösung (3.52) der reibungsfreien
Theorie eingezeichnet, deren Parameterh2 sich aus den gestellten Anfangsbedingungen
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berechnen lässt, wobei die Solitonenlösung selbst die Anfangsbedingungen nicht erfüllt.
Die willkürliche Verschiebung inX wurde in Abbildung 4.4(a) zuX0=5,56 gewählt, so-
dass die ersten Maxima der reibungsfreien und der reibungsbehafteten Theorie in etwa
zusammenfallen.
Zu erkennen ist, dass die Lösung nach drei Wellenbergen schliesslich in einer Singularität
H1→ −∞ endet. Dies hängt damit zusammen, dass das notwendige Kriterium für wellige
LösungenD<0 (D kann mittels Gleichung (3.55) bestimmt werden), das für die Anfangs-
bedingungen erfüllt ist, ab einem gewissenX-Wert nicht mehr erfüllt ist. Aus Kenntnis der
Anfangsbedingungen alleine ist allerdings das Abbrechen der Lösung nicht vorhersagbar.
Die Frage, bei welchen Anfangsbedingungen abbrechende Lösungen auftreten, werden
wir erst in Abschnitt 5.7 mittels Abbildung 5.7 beantworten können.
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Abbildung 4.5: Numerische Lösung von Gleichung (2.54) mit beschränktem Gültigkeitsbereich:Γ=3 und
β = 10−6 H1(0) = 0, H1X(0) = 0,3 und H1XX(0) = 0,314. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenlösung (3.52) dar. Für 0<X/10 sind die beiden Lösungen nahezu identisch.

44



Numerische Lösungen der Bestimmungsgleichung für die Störung der freien Oberfläche
und Vergleich mit hydraulischer Theorie

Abbildung 4.5 zeigt ebenfalls eine Lösung mit beschränktem Gültigkeitsbereich, bei der
bis zum Abbruch der Lösung ein längerer Bereich mit einer welligen Struktur durchlau-
fen wird. Die hier dargestellte Lösungsfunktion liegt sehr nahe an der entsprechenden
Solitonenlösung der reibungsfreien Theorie. Die Verschiebung der Solitonenfunktion in
Abbildung 4.5(a) beträgtX0=3,5.
Ein Vergleich der Lösungen von Abschnitt 4.1 mit der Lösung in Abbildung 4.5 wirft die
Frage auf, ob eine Lösung, die vermeintlich asymptotisch zu einem horizontalen Flüssig-
keitsspiegel führt, also für die das Kriterium für wellige Lösungen über lange Distanzen
hinweg erfüllt bleibt, bei Integration über ein ausreichend langes Integrationsintervall ir-
gendwann in einer Singularität endet, d.h. das Kriterium ab einemX≫1 nicht mehr erfüllt
ist. Diese Frage ist aus der Betrachtung der numerischen Lösungen von (2.54) nicht un-
mittelbar zu beantworten. Die Antwort werden wir erst in Abschnitt 5.7 geben können.

4.3 Lösungen mit Übergang zu voll ausgebildeter Abströ-
mung

Eine andere Klasse von numerischen Lösungen von Gleichung (2.54) umfasst jene Lösun-
gen, die asymptotisch weit stromab (X→∞) in den voll ausgebildeten Strömungszustand
mit H1 = Γ übergehen. Infolge des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik muss je-
doch die Störung der Flüssigkeitshöhe weit stromab,H1>1 sein, siehe Abschnitt 3.1, das
heisst, dass diese Lösungen nur für ParameterwerteΓ> 1 auftreten. Abbildung 4.6 zeigt
beispielhaft ein Ergebnis.
Zur der in Abbildung 4.6 dargestellten Lösung ist festzustellen, dass sie nicht wie die Lö-
sungen aus den Abschnitten 4.1 und 4.2 aus einem Anfangswertproblem erhalten werden
kann. Dies hat folgenden Grund: Für Werte vonH1 in der Nähe vonΓ kann Gleichung
(2.54) umΓ linearisiert werden, die allgemeine Lösung für diesen Fall ist in Gleichung
(3.4) angegeben. Diese Lösung enthält fürΓ> 1 eine Exponentialfunktion mit positivem
Exponenten proportional zuβ. Bei der Berechnung einer Lösung von Gleichung (2.54)
für Γ > 1 als Anfangswertproblem führen daher numerische Fehler bei fortschreitender
Integration inX in der Nähe vonH1=Γ stets auf diesen exponentiell anwachsenden Lö-
sungsast. Die Lösung zweigt dann von der exakten Lösung mit der AsymptoteH =Γ ab
und nähert sich der AsymptoteH1∼βX an. Lösungen mit dem asymptotischen Verhalten
H1→ βX zweigen bei numerischen Fehlern hingegen nicht auf andere Lösungsäste ab, da
Abweichungen von der Asymptote in diesem Fall nur von logarithmischer Grösse sind.
Dies kann der Lösung der umH1=βX linearisierten Gleichung entnommen werden kann,
siehe Gleichung (3.12).
Die Auswirkung der mitX exponentiell anwachsenden Abweichungen vonH1 = Γ kann
in Abbildung 4.1 anhand der Lösung fürΓ= 2 beobachtet werden, die sich ab dem Wert
X≈30 durch ein starkes Anwachsen der mittleren Höhe bemerkbar machen.
Für das Auffinden von Lösungen von Gleichung (2.54) mit der AsymptoteH1 → Γ re-
formulieren wir die Aufgabenstellung daher als Randwertproblem. Durch die Randbedin-
gungH1 = Γ am rechten Ende des Integrationsintervalls, das zu diesem Zwecke ausrei-
chend groß gewählt werden muss, wird der asymptotische Wert der Lösung erzwungen.
Für die Lösung in Abbildung 4.6 wurden zwei Randbedingungen beiX = 0, nämlich
H1(0) = 0 undH1X(0) = 0,1, sowie eine Randbedingung asymptotisch weit stromab ge-
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Abbildung 4.6: Numerische Lösung von Gleichung (2.54) mit Übergang zu voll ausgebildeter Strömung:
Γ = 2, β = 0,1, H1(0) = 0, H1X(0) = 0,1 undH1(130)= 2. Die schwarz strichlierte Kurve stellt stellt die
Solitonenlösung (3.52) dar.

stellt. Im Rahmen des endlichen numerischen Integrationsbereiches wurde das rechte In-
tervallende zuX= 130 gewählt und an dieser Stelle der asymptotische Wert der Flüssig-
keitshöhe,H1(130)=2 vorgerschrieben. Der Wahl des WertesX=130 für das rechte Ende
des Integrationsbereiches wurde dabei so getroffen, dass einerseits Abweichungen vom
asymptotischen WertH1 = 2 im Rahmen der numerischen Rechnung hinreichend klein
sind und andererseits der Rechenaufwand begrenzt bleibt.
Zur numerischen Berechnung wurde im Rahmen der Software MATLAB 7.5.0 als Rand-
wertlöser die Funktionbvp4c verwendet, die auf einem Kollokationsverfahren basiert.
Der Integrationsbereich erstreckte sich aufX ∈ [0, 130], es wurden ca. 2300 Stützstellen
verwendet, die variable Schrittweite inX-Richtung betrug zwischen 0,02 und 0,25, das
Residuum der Lösung betrug 10−6, und als Schätzfunktion fürH1 wurde die konstante
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Funktion 2 vorgegeben.
In Abbildung 4.6 ist zur Orientierung zusätzlich wieder die Solitonenlösung (3.52) der
reibungsfreien Theorie dargestellt, wobei eine VerschiebungX0 = 3,95 gewählt wurde,
sodass ihr Maximum mit dem ersten Maximum Lösung der reibungsbehafteten Theorie
in etwa zusammenfällt. Der in der Solitonenlösung auftretende Parameterh2 wurde wie
folgt berechnet: Aus der RandbedingungH1X(0)= 0,1 sowie dem numerisch ermittelten
Ergebnis H1XX(0)= 0,4570 für die in Abbildung 4.6 dargestellte Lösung von Gleichung
(2.54) wurden mittels Gleichungen (3.43) und (3.44) die Werte fürR(0) undS(0) berech-
net. Anschließend wurden diese Werte für die ParameterR und S des Polynoms (3.25)
eingesetzt und die drei (geordneten) Nullstellenh1, h2 undh3 berechnet. Die zweitgrösste
Nullstelle ergab somit den Wert fürh2, mit dem die Solitonenlösung in Abbildung 4.6
bestimmt wurde.
Ein Übergang der Strömung zu konstanter FlüssigkeitshöheH1 = Γ stellt ebenso einen
Übergang zu voll ausgebildeter Strömung dar, wie aus Gleichungen (2.37) folgt. Im Pha-
sendiagramm, Abbildung 4.6(b), tritt der Punkt(Γ, 0) als Strudelpunkt in Erscheinung,
vgl. [9], S.551. Die Solitonenlösung ist schwarz strichliert als homokliner Orbit darge-
stellt.
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Kapitel 5

Lösungen der Bestimmungsgleichung
für die Störung der freien Oberfläche
mittels der Methode der mehrfachen
Variablen

5.1 Versagen der regulären Entwicklung nachβ

Um Aufschluß über die Lösungsmannigfaltigkeiten von Gleichung (2.54) bzw. (2.52) und
die Auswirkung der Anfangsbedingungen und des ParametersΓ bzw. γ auf die Lösung
zu erhalten, wollen wir eine asymptotische Entwicklung von Gleichung (2.54) nach dem
kleinen Parameterβ≪1 durchführen. Der ParameterΓ sei im Rahmen dieser Entwicklung
auf einen willkürlichen, aber festen Wert fixiert.
Wir betrachten das zu (2.54) äquivalente Differentialgleichungssystem (3.22)-(3.24). Der
Ansatz für eine reguläre Entwicklung lautet

H1 = H̃1 0+βH̃1 1 + O(β2) , (5.1)

R= R̃0 +βR̃1 + O(β2) , (5.2)

S = S̃0 +βS̃1 + O(β2) , (5.3)

und ergibt inO(1) unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen (2.39), (3.43) und
(3.44)

H̃2
1 0X = −1

3H̃3
10 + H̃2

1 0+ 2R̃0H̃1 0 + 2S̃0 =
1
3q(H̃10; R̃0, S̃0) , (5.4)

R̃0 ≡ H1XX(0) = const, (5.5)

S̃0 ≡ 1
2H2

1X(0) = const, (5.6)

mit dem in (3.25) definierten Polynomq. In O(β) ergibt sich

H̃1 0XH̃1 1X +
(

1
2H̃10 − 1

)

H̃1 0H̃1 1 = R̃1H̃1 0 + S̃1 , (5.7)

R̃1X = H1 0− Γ , (5.8)

S̃1X = −H1 0 (H1 0− Γ) . (5.9)
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Die Lösung dieses Gleichungssystems führt ganz analog wie in[51] auf eine Lösung mit
dem asymptotischen Verhalten

H1 1 ∼ H1 0X e2X ∼ eX (5.10)

für X → ∞ und stellt also eine nicht gleichmässig gültige Lösung dar. Daher wenden
wir zur Bestimmung einer asymptotischen Lösung von Gleichung (2.54) die Methode
der mehrfachen Variablen im folgenden Abschnitt an, und orientieren uns an der in [51]
eingeschlagenen Vorgangsweise.

5.2 Allgemeine Lösung

Analog zu [51] kann (2.54) mit der Methode der mehrfachen Variablen (siehe [47]) gelöst
werden. Mit dem Erhalt einer solchen Lösung durch asymptotische Entwicklung nach
dem kleinen Parameterβ wollen wir Einblick in das verschiedenartige Verhalten der Lö-
sungen erhalten, das wir anhand der numerischen Lösungen kennengelernt haben. Dar-
überhinaus besteht das Ziel, analytische Kriterien zu finden, mithilfe derer das Auftreten
eines welligen Wassersprunges vorhergesagt werden kann.
Der Inhalt dieses und der nächsten beiden Abschnitte wurde erstmalig in [35] präsentiert.
Wir betrachten das zu (2.54) äquivalente Gleichungssystem (3.22)-(3.24). Bei Anwen-
dung der Methode der mehrfachen Variablen wird angenommen, dass die gesuchte Lö-
sungsfunktion die Periodizitätseigenschaften einer gedämpft periodischen Schwingung
hat. Strenge Periodizität kann vonH1(X) allerdings nicht angenommen werden. Aus die-
sem Grund führen wir für die unabhängige VariableX eine Transformation auf die un-
abhängige Variableξ durch, sodassH1(ξ) die Periodizitätseigenschaften einer gedämpft
periodischen Schwingung mit Periode 1 inξ besitzt. Eine formale Definition vonξ wer-
den wir erst weiter unten in Gleichung (5.41) angeben, die gleichzeitig als Formel für die
Berechnung vonξ bei gegebenemX dient.
Nun führen wir nach der Methode der mehrfachen Variablen zur „schnellen“ Variablenξ

eine zusätzliche unnabhängige, „langsame“ VariableΩ ein, die wie folgt definiert ist:

Ω := βξ , (5.11)

ω :=
dξ
dX
=

dΩ
d(βX)

≥ 0 . (5.12)

Mit der Variablenξ sollen dabei die schnell variierenden, rein periodischen Eigenschaften,
mit Ω hingegen die langsam veränderlichen Eigenschaften wie Dämpfung der Amplitu-
de und Periodenänderung vonH1 erfasst werden. Die Grösseω beschreibt die relative
Frequenz der Welligkeit der FunktionH1(X), d.i. die Veränderung der Ortsvariableξ, be-
züglich der die FunktionH1 die Wellenlänge 1 besitzt, im Verhältnis zur Veränderung
der OrtsvariablenX. Die Festlegung eines positiven Vorzeichens fürω ist willkürlich und
bedingt stets positive Werte vonξ undΩ bei positiven Werten vonX.
Wir setzen nun die gesuchten Lösungsfunktionen für (3.22)-(3.24) wie folgt an:

H1(X, β) = H1 0(ξ,Ω)+βH1 1(ξ,Ω) + . . . , (5.13)

R(X, β) = R0(ξ,Ω) +βR1(ξ,Ω) + . . . , (5.14)

S(X, β) = S0(ξ,Ω) +βS1(ξ,Ω) + . . . . (5.15)
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Die geforderten Periodizitätseigenschaften lauten also

H1n(ξ + 1,Ω) = H1n(ξ,Ω) , (5.16)

Rn(ξ + 1,Ω) = Rn(ξ,Ω) , (5.17)

Sn(ξ + 1,Ω) = Sn(ξ,Ω) , (5.18)

für allen≥0. Entwickelt man die Gleichungen (3.22)-(3.24) fürH1, RundS nachβ nach
der Methode der mehrfachen Variablen, so ist zu beachten, dass an Stelle der VariablenX
nun zwei unabhängige Variable,ξ undΩ treten. Dementsprechend ist wegen Gleichung
(5.12) an Stelle der Ableitung nachX

d
dX
= ω

(

∂

∂ξ
+ β
∂

∂Ω

)

(5.19)

zu setzten. Man erhält so inO(1):

ω2

(

∂H1 0

∂ξ

)2

= −1
3H3

10 + H2
1 0+ 2R0H1 0 + 2S0 =

1
3q(H10; R0,S0) , (5.20)

∂R0

∂ξ
=
∂S0

∂ξ
= 0 . (5.21)

q ist das bereits in (3.25) definierte Polynom. Das bedeutet, dassR0 undS0 ausschliesslich
Funktionen vonΩ sind. InO(β) erhält man

ω

(

∂R1

∂ξ
+

dR0

dΩ

)

= H10 − Γ , (5.22)

ω

(

∂S1

∂ξ
+

dS0

dΩ

)

= −H10 (H1 0 − Γ) . (5.23)

Diese beiden Gleichungen können nachξ über eine Periode integriert werden. Dabei fal-
len die UnbekanntenR1 undS1 aufgrund ihrer Periodizitätseigenschaft (5.17) und (5.18)
weg:

dR0

dΩ
= ω−1

∫ 1

0
(H10 − Γ) dξ , (5.24)

dS0

dΩ
= −ω−1

∫ 1

0
H10 (H1 0− Γ) dξ . (5.25)

(5.20) kann als Transformationsformel dazu benützt werden, um in den Integralen anstatt
ξ die neue IntegrationsvariableH1 0 selbst einzuführen, d.h.

∫ 1

0
(·) dξ = 2

√
3ω

∫ h3

h2

(·) dh
√

(h− h1)(h− h2)(h3 − h)
, (5.26)

wobeih1(R0,S0), h2(R0,S0) undh3(R0,S0) die als reell angenommenen, geordneten Null-
stellen des Polynomsq sind, mit den schon bekannten Eigenschaften (3.30)-(3.33) (wobei
jetzt R durchR0 undS duchS0 zu ersetzen ist). Der Faktor 2 rührt daher, dass dem In-
tegral über eine volle Periode inξ der doppelte Wert des Integrals über die Amplitude
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vonH10 entspricht, da diese sich innerhalb einer Periode nur langsam als Funktion vonΩ

ändert.
Somit lauten die Bestimmungsgleichung für die langsam veränderlichenR0(Ω) undS0(Ω)

dR0

dΩ
= 2

√
3 J1(R0,S0) , (5.27)

dS0

dΩ
= −2

√
3 J2(R0,S0) , (5.28)

mit
Ji(R0,S0) := I i(R0,S0) − Γ I i−1(R0,S0) i = (1, 2) (5.29)

und

I j :=
∫ h3

h2

h jdh
√

(h− h1)(h− h2)(h3 − h)
j = (0, 1, 2) . (5.30)

Da die langsam VeränderlichenR0 undS0 eindeutig mit den Nullstellenh1, h2 undh3 zu-
sammenhängen (siehe Gleichungen (3.31), (3.34) und (3.35)), kann man die Gleichungen
(5.27) und (5.28) auf Bestimmungsgleichungen für die langsam Veränderlichenh1, h2 und
h3 umformulieren. Es ergeben sich

1
6(2h2 + h3 − 3)(h2 − h3)

dh2

dΩ
= 2

√
3(h2J1 − J2) (5.31)

1
6(2h3 + h2 − 3)(h3 − h2)

dh3

dΩ
= 2

√
3(h3J1 − J2) (5.32)

als Bestimmungsgleichungen für die langsam Veränderlichenh2(Ω) und h3(Ω). Dabei
kannh1(Ω) stets mithilfe von (3.31) berechnet werden.
Aus Gleichung (5.26) folgt eine Bestimmungsgleichung für die bislang unbestimmte Fre-
quenzω:

ω−1 = 2
√

3
∫ h3

h2

dh
√

(h− h1)(h− h2)(h3 − h)
= 2
√

3I0(R0,S0) . (5.33)

Nach [3], S. 597, Gleichung (17.4.69) kann man das IntegralI0 auch darstellen als

I0 =
2K(m)
√

h3 − h1

, (5.34)

mit dem schon in Abschnitt 3.7, Gleichung (3.48)ff. eingeführten vollständigen ellipti-
schen Integral 1. Art K(m) und dem Parameterm= h3−h2

h3−h1
. Auch die IntegraleI1 und I2

lassen sich auf elementare elliptische Funktionen zurückführen (siehe [51]).
Die Gleichungen (5.20), (5.27) und (5.28) ergeben zusammen ein Gleichungssystem, aus
dem die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen berechnet werden kann.
Dabei ist die Gleichung (5.20) von den beiden anderen entkoppelt, die langsam Veränder-
lichenR0 undS0 können unabhängig vonH1 0 berechnet werden.
Vergleicht man das Gleichungssystem (5.20), (5.27) und (5.28), das wir hier mittels der
Methode der mehrfachen Variablen erhalten haben, mit dem Gleichungssystem (3.22),
(3.23) und (3.24) für den schon früher in Abschnitt 3.7 untersuchten Fallβ=0 oder auch
mit dem Gleichungssystem (5.4)-(5.6), das wir aus der regulären Entwicklung in Ab-
schnitt 5.1 erhalten haben, so kann man feststellen, dassR undS im Fall β = 0 bzw.R̃0
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und S̃0 bei der regulären Entwicklung konstante Werte annahmen,R0 und S0 nach der
Methode der mehrfachen Variablen hingegen langsam veränderlich und vom Parameter
Γ abhängig sind. Diese beiden Funktionen liefern also die gesuchten langsam veränder-
lichen Welligkeitseigenschaften der Oberfläche bei einem welligen Wassersprung. In die
Berechnung von vonH1 0 gehen jedochR0 und S0 nur als Parameterfunktionen ein, die
autonom durch zwei unabhängige Differentialgleichungen bestimmt sind.
Tatsächlich bedeutet die implizite Voraussetzung einer welligen Lösung, wie sie durch
Anwendung Methode der mehrfachen Variablen getroffen wurde, dass das KriteriumD<
0 mit D aus (3.27) mit den langsam VeränderlichenR0 undS0 erfüllt sein muss, d.h.

D(R0,S0) < 0 (5.35)

ist eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer welligen Lösung
nach der Methode der mehrfachen Variablen. Das heisst aber, dass die oben verwendeten
Nullstellenh1, h2 undh3 reell sein müssen. Dann können wir formal die Lösung des Falles
β= 0, d.h. Gleichungen (3.51)-(3.53), verwenden, um auch für den Fallβ , 0 und belie-
bige, endliche Werte vonΓ eine allgemeine Lösung nach der Methode der mehrfachen
Variablen anzugeben. Diese lautet

H1 0 = h2 + (h3 − h2) cn2 [

2K(m)(ξ − ξ0)|m
]

, (5.36)

wobei hierh2 und h3 nicht konstant, sondern langsam veränderliche Funktionen vonΩ

sind. Diese Lösung geht im Falle zusammenfallender Nullstellen in die entsprechenden
Grenzfälle (3.52) bzw. (3.53) über. Aus den analytischen Eigenschaften von K(m) (siehe
[3], S. 591)

K(m→ 0)→ π
2 , (5.37)

K(m→ 1)→∞ , (5.38)

folgen mit dem Zusammenfallen der Nullstellen auch die folgenden Grenzen für die Werte
vonω:

m|h1→h2 → 1 ω|h1→h2 → 0 , (5.39)

m|h2→h3 → 0 ω|h2→h3 → 1
2π

√

3(h3 − 1) , (5.40)

wobei (5.33) und (5.34) verwendet wurden. Das Zusammenfallen vonh1 und h2 stellt
auch die Gültigkeitsgrenze der Transformation mit dem Übergang zu unendlich langer
Wellenlänge dar.
Es lässt sich auch unter Verwendung der analytischen Eigenschaften des Cosinus ampli-
tudinis (siehe [3], S.573) und unter Verwendung von (5.33) direkt verifizieren, dass (5.36)
die Gleichung (5.20) erfüllt.
Zu beachten ist, dassh1, h2 undh3 und damit auchm in (5.36) vonR0 undS0 abhängen,
also Funktionen vonΩ sind. In (5.36) stellth3−h2 die (langsam veränderliche) Amplitude
und (h2 + h3)/2 die (langsam veränderliche) mittlere Auslenkung der Höhenstörung der
welligen Oberfläche dar. Die (langsam veränderliche) Periode der cn2-Funktion ist gege-
ben durch 2K(m); dies garantiert die Periode der Länge 1 der Lösung (5.36) als Funktion
vonξ.
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Die Kombination der Gleichungen (5.12) und (5.33) ermöglicht das Umrechnen von den
Variablenξ undΩ auf die ursprüngliche VariableX gemäß

dX
dξ
= β

dX
dΩ
= ω−1 = 2

√
3I0(R0,S0), (5.41)

sodass damit die Lösung (5.36) nach der Methode der mehrfachen Variablen als Funktion
von X dargestellt werden kann. Gleichung (5.41) kann simultan mit den Gleichungen
(5.27) und (5.28) gelöst werden. Wir verwendenX(ξ=0,Ω=0)=0 und verzichten dabei
auf eine willkürliche Verschiebung zwischen ursprünglicher KoordinatenachseX und der
Koordinatenachse der transformierten Variablen der asymptotischen Entwicklungξ und
Ω. Gleichung (5.41) kann als Definitionsgleichung für die Variableξ aufgefasst werden.
Nun müssen noch die gegebenen AnfangsbedingungenH1(0)=0, H1X(0) undH1XX(0) auf
entsprechende Anfangsbedingungen für die Lösung nach der Methode der mehrfachen
Variablen umgerechnet werden. AusH1(0)=0 folgt unmittelbar

H1 0(ξ=0,Ω=0) = 0 . (5.42)

Dies liefert zusammen mit (5.36) eine Gleichung für das bislang unbestimmteξ0

ξ0 := −sign [H1X(0)]
2K(m)

cn−1













√

h2

h2 − h3

∣

∣

∣

∣

∣

m













∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ω=0

, (5.43)

wobei cn−1 die Umkehrfunktion zum Cosinus amplitudinis darstellt. Hierbei tritt das Vor-
zeichen vonH1X(0) auf. Der Grund dafür liegt darin, dass Gleichung (5.42) den Wert von
ξ0 nur bis auf das Vorzeichen bestimmt. Unterschiedliche Vorzeichen vonξ0 in (5.36)
bewirken zueinander phasenverschobene Lösungsfunktionen. Erst die Eindeutigkeit des
Vorzeichens vonξ0 durch die Berücksichtigung des Vorzeichens vonH1X(0) führt zu einer
Eindeutigkeit in der Lösung (5.36).
Weiters zeigt (5.43), dassH1 0 = 0 nur für Werteh2(0) < 0 erfüllbar ist.
Für die Anfangsbedingungen folgt mittels (5.19)

H1X(0) = ω
∂H1 0

∂ξ
(ξ=0,Ω=0) +O(β) , (5.44)

H1XX(0) = ω2∂
2H1 0

∂ξ2
(ξ=0,Ω=0)+O(β) . (5.45)

Damit folgt einerseits direkt aus (5.20) sowie andererseits durch Differenzieren von (5.36)
nachξ (für ∂H1 0/∂ξ,0)

R0(Ω=0) = ω2∂
2H1 0

∂2ξ
(ξ=0,Ω=0) +O(β) = H1XX(0)+O(β) , (5.46)

S0(Ω=0) = 1
2ω

2

[

∂H10

∂ξ
(ξ=0,Ω=0)

]2

+O(β) = 1
2H2

1X(0)+O(β) ≥ 0 . (5.47)

Aus (5.42) und (5.36) folgt, dassh2(0)≤0<h3(0), und aus den algebraischen Eigenschaf-
ten der Nullstellen (3.30)-(3.33) (mitR durchR0 undS duchS0 ersetzt) folgt analog zur
Vorgangsweise in Kapitel (3.7), dass

R0(Ω = 0) = H1XX(0)+ O(β) ≥ 0 . (5.48)
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Damit kann die Lösung (5.36) nun berechnet werden. Um die Integrale I j in (5.30) nu-
merisch besser auswerten zu können, wird der Integrand folgender Transformation unter-
worfen (siehe [51]):

h = 1
2 [h2 + h3 − (h2 − h3) sinϑ] , −π2 ≤ ϑ ≤

π
2 , (5.49)

sodass sich die Integrale darstellen lassen als

I j :=
√

2
∫ π/2

−π/2

{

1
2 [h2 + h3 + (h3 − h2) sinϑ]

} j
dϑ

√
−2h1 + h2 + h3 + (h3 − h2) sinϑ

, j = (0, 1, 2) . (5.50)

5.3 Diskussion der allgemeinen Lösung

Formal besitzt die Lösung (5.36) große Ähnlichkeit mit der asymptotischen Lösung in
[51] bei asymptotischen Anfangsbedingungen. In [51] musste jedoch die fürX ≥ 0 be-
stimmte Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen mit der Lösung aus einer
regulären Entwicklung fürX < 0 mittels eines Patchings vereint werden, ohne dass eine
asymptotische Anpassung beider Entwicklungen im Sinne von [56] möglich war. Bei der
Lösung (5.36) ist dies nicht notwendig, da die Anfangsbedingungen hier am (fixen) Re-
ferenzpunkt beiX=0 vorgegeben werden. Das Problem hier liegt darin, gültige Anfangs-
bedingungen für die Existenz einer Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen
zu finden.
Bei der Berechnung der im Folgenden dargestellten Lösungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen wurden (ausser in eigens erwähnten Fällen) die Gleichungen (5.27)
und (5.28) für gegebene Anfangsbedingungen numerisch gelöst und aus den erhaltenen
Werten fürR0 undS0 die FunktionH1 mittels (5.36) bestimmt. Die Berechnung erfolg-
te (ausser in eigens erwähnten Fällen) mittels der Software MATHEMATICA 6.0.1.0,
wobei ein implizites Runge-Kutta-Verfahren bei konstanter Schrittweite mit mindestens
1000 Schritten verwendet wurde.
Abbildung 5.1 zeigt einen Vergleich der numerischen Lösung von Gleichung (2.54) mit
der entsprechenden Lösungen nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) für un-
terschiedliche Anfangsbedingungen. Die dunkelblau durchgezogene Kurve stellt die nu-
merische LösungH1 von Gleichung (2.54) mitβ= 10−6, Γ =−3, H1(0)= 0, H1X(0)= 0,8
undH1XX(0)=1,5 dar, die sich mit LösungH1 0 aus (5.36) mit den entsprechenden Werten
für die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.46) und (5.47) überdeckt. Analog über-
decken sich die beiden hellblau durchgezogen dargestellten Lösungen, deren Anfangs-
bedingungen sich von denen der dunkelblau dargestellten Lösungen nur durch ein unter-
schiedliches Vorzeichen vonH1X(0) unterscheiden. Dieser Unterschied bewirkt nur eine
Phasenverschiebung der welligen Lösung.
Im Fall der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen istX selbst ein Teil der
Lösung, der aus der Integration der Gleichung (5.41) erhalten wurde. Die langsam Ver-
änderlichenh2 undh3 stellen dabei die Einhüllenden des welligen Verlaufes vonH1 0 dar,
siehe Gleichung (5.36). Sie wurden so bestimmt, dass die Gleichungen (5.27) und (5.28)
mit den Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.46) und (5.47) integriert wurden, die
daraus gewonnenen langsam VeränderlichenR0 undS0 an Stelle vonR und S in (3.25)
eingesetzt wurden und daraus die Nullstellenh1, h2 undh3 berechnet wurden. Der Inte-
grationsbereich erstreckte sich aufΩ ∈

[

0, 3,34 · 10−6
]

. Abbildung 5.1(b) zeigt, dass die
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Abbildung 5.1: Numerische LösungH1 von Gleichung (2.54) und LösungH1 0 nach der Methode der
mehrfachen Variablen (5.36) im Vergleich. Parameterwerte und Anfangsbedingungen:β = 10−6, Γ = −3,
H1(0) = 0, H1XX(0) = 1,5 und H1X(0)=0,8 (dunkelblau durchgezogene Kurve: LösungH1, die sich mit
LösungH1 0 überdeckt) bzw.H1X(0)=−0,8 (hellblau durchgezogene Kurve: LösungH1, die sich mit Lö-
sungH1 0 überdeckt). Die jeweiligen LösungenH1 undH1 0 sind in dieser Darstellung voneinander unun-
terscheidbar. Die strichlierte bzw. punktierte Kurve in 5.1(a) stellt die obere bzw. untere Einhüllende der
LösungH1 0 dar, siehe Gleichung (5.36). Die strichlierten bzw. punktierten Kurven in 5.1(b) stellen die zu
den jeweiligen Anfamgsbedingungen gehörigen Tangenten bzw. oskulierenden Parabeln dar.

Lösungen nach der Methode der mehrfachen Variablen als Funktion vonξ undΩ, für
die die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.42), (5.46) und (5.47) durch die Werte
von H1(X = 0), H1X(X = 0) undH1XX(X = 0) vorgegeben wurden, umgerechnet mithil-
fe von Gleichung (5.41) auf Funktionen vonX die entsprechenden Anfangsbedingungen
H1(X=0), H1X(X=0) undH1XX(X=0) erfüllen. Zur Orientierung sind die entsprechenden
Tangenten und oskulierenden Parabeln im PunktX=0 eingezeichnet.
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Abbildung 5.2 zeigt den Vergleich der numerischen Lösung vonGleichung (2.54) aus
Abbildung 4.1 (rote Kurve) mit der entsprechenden Lösung nach der Methode der mehr-
fachen Variablen. Der Integrationsbereich erstreckte sich aufΩ ∈ [0, 11,5]. Dabei ist zu
erkennen, dass zwar das asymptotische Verhalten vonH1X durch die Lösung nach der
Methode der mehrfachen Variablen erfasst wird, jedoch weicht der Absolutwert der Hö-
henstörung beträchtlich von der numerischen Lösung ab. Der Grund dafür liegt einerseits
darin, dass die Genauigkeit der asymptotischen Lösung mit der Grösse des Entwicklungs-
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Abbildung 5.2: Vergleich der numerischen LösungH1 von Gleichung (2.54) (rote Kurve) aus Abbildung
4.1 mit der LösungH1 0 nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz durch-
gezogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingungen:β = 0,1, Γ = 2, H1(0)= 0, H1X(0)= 0,01 und
H1XX(0)=0,5. Die langsam Veränderlichenh2 bzw.h3 sind strichliert bzw. strichpunktiert dargestellt.
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parametersβ korreliert; die Genauigkeit ist im Fall der Lösung in Abbildung 5.1 höher ist
als in jener in Abbildung 5.2. Dies erklärt aber noch nicht die starken Abweichungen zwi-
schen den beiden Lösungen. Ein anderes Problem stellen die Anfangsbedingungen dar,
die von der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen nicht erfüllt werden, wie
Abbildung 5.2(b) zeigt. Wir werden dies im Folgenden anhand des nächsten Beispiels in
Abbildung 5.3 erläutern.

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

20 40 60 80 100
X

H1 ,

H10

(a) Verlauf der Lösungen

0.2

0.2

0.4

0.4

0.6

0.6

0.8

0.8

1

1

1.2

X

H1 ,

H10

(b) Nichterfüllung der Anfangsbedingungen

Abbildung 5.3: Vergleich der numerischen LösungH1 von Gleichung (2.54) (blaue Kurve) aus Abbildung
4.1 mit der LösungH1 0 nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz durchge-
zogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingungen:β = 0,1, Γ = −2, H1(0)= 0, H1X(0)= 0,01 und
H1XX(0)=0,5. Die langsam Veränderlichenh2 bzw.h3 sind strichliert bzw. punktiert dargestellt.

Abbildung 5.3 zeigt den Vergleich der numerischen Lösung von Gleichung (2.54) aus Ab-
bildung 4.1 (blaue Kurve) mit der entsprechenden Lösung nach der Methode der mehr-
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fachen Variablen. Der Integrationsbereich erstreckte sichauf Ω ∈ [0, 16,5]. Auch hier
erfüllt die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen, für die als Funktion von
ξ und Ω die Anfangsbedingungen in Gleichungen (5.42), (5.46) und (5.47) durch die
Werte vonH1(X=0), H1X(X=0) undH1XX(X=0) vorgegeben wurden, nicht die entspre-
chenden AnfangsbedingungenH1X(X = 0) undH1XX(X = 0), wenn man sie mithilfe von
Gleichung (5.41) auf eine Funktion vonX umrechnet. Dies liegt daran, dass die Lösung
nach der Methode der mehrfachen Variablen stets zwischen den beiden Einhüllendenh2

undh3 liegen muss, diese aber keinen ausreichend flachen Anstieg beiX=0 zulassen, um
die AnfangsbedingungH1X(0)=0,01 erfüllen zu können.
Tatsächlich folgt für AnfangsbedingungenH1X(0)≪1 aus Gleichung (5.47), dassS0(0)≪
1 und daraus mit Gleichungen (3.35), (3.30) und der für die Erfüllung der Anfangsbedin-
gungH1(0)=0 notwendigen Bedingungh2(0)<0, dassh2(0)≪1. Die Werte vonh2(0) in
Abbildungen 5.2 und 5.3 sind entsprechend verschwindend klein im Vergleich zu jenen
in Abbildung 5.1.
Für H1X(0)≪ 1 undH1XX(0)=O(1) lässt sich die Grössenordnung von dh2/dX abschät-
zen: Nach Gleichungen (5.47), (3.30) und (3.33) folgt für die IntegraleI j in (5.30) undJj

in (5.29), dass diese von der Grössenordnung 1 sind. Verwendet man die auf die langsam
Veränderlicheh2 umgeschriebene Bestimmungsgleichung nach der Methode der mehrfa-
chen Variablen (5.31), so folgt für kleineh2 näherungsweise

dh2

dΩ
≈ 12

√
3J2

h3(h3 − 3)
, (5.51)

und mit (5.41) und (5.34) folgt

dh2

dX
≈ − 6

h3(h3 − 3)
J2

I0
β . (5.52)

Demnach folgt für AnfangsbedingungenH1X(0)≪1 undH1XX(0)=O(1), dassh2(0)≪ 1
und dh2/dX(0)=O(β). Das bedeutet, dass die in den Beispielen in Abbildungen 5.2 und
5.3 vorgeschriebenen Werte fürH1X(0) der Oberflächenneigung am Referenzpunkt, die
um eine Grössenordnung kleiner sind als der Wert fürβ, von der auf die urprüngliche Orts-
variableX umgerechneten LösungH1 0(X) nach der Methode der mehrfachen Variablen
nicht erfüllt werden kann, da deren Funktionswerte gemäß Gleichung (5.36) immer grö-
ßer oder gleichh2 sind. Diese Nichterfüllung der Anfangsbedingungen durch die Lösung
nach der Methode der mehrfachen Variablen bewirkt in den Beispielen in Abbildungen
5.2 und 5.3 eine zu große Steigung im Referenzpunkt und infolgedessen eine konstante
Verschiebung inX-Richtung fürX≪1 gegenüber den numerischen Lösungen von (2.54),
die die vorgegebenen Anfangsbedingungen korrekt wiedergeben.
Analoges gilt für den FallH1X(0)≪ 1 undH1XX(0)≪ 1. Nach Gleichungen (5.46) und
(5.47) ergibt sich in diesem FallR0(0)≪ 1 undS0(0)≪ 1, und infolgedessen istI0≫ 1,
während die beiden anderen IntegraleI1 undI2 aus Gleichung (5.30) von Grössenordnung
1 sind. Mit den Gleichungen (3.30)-(3.30) folgt dannh1(0)≪1, h2(0)≪1 undh3≈3, also
m≈1 mitmaus Gleichung (3.47). Bei diesen Anfangsbedingungen nähert sich die Lösung
(5.36) an den Grenzfall der aperiodischen Solitärwellenlösung des reibungsfreien Falles
an, d.h. die Wellenlänge wird sehr groß gegen 1 und die Amplitude nähert sich dem Wert
3 an. Aus Gleichung (5.31) folgt in diesem Fall, dass dh2/dΩ≫ 1 und weiters mit Glei-
chung (5.41), dass (bei festgehaltenemβ) dh2/dX≫1. Das bedeutet, dass auch in diesem
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Fall die Lösung (5.36), umgerechnet auf die ursprüngliche VariableX, die Anfangsbedin-
gungen nicht korrekt wiedergeben kann.
Dass die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen im Falle kleiner Werte von
H1X(0) die Anfangsbedingungen nicht erfüllt, bedeutet jedoch nicht, dass sie inkorrekt
wäre. Vielmehr widersprechen obige Annahmen für die AnfangsbedingungenH1X(0)≪1
oder/und H1XX(0)≪ 1 der Voraussetzung, dass die Unbekannten in der asymptotischen
Entwicklung als Funktionen derO(1) anzusehen sind, vergleiche Gleichungen (5.46) und
(5.47). Kleine Werte für die Anfangsbedingung(en)H1X(0)≪ 1 oder/und H1XX(0)≪ 1
verlangen einen anderen asymptotischen Lösungsansatz als in Gleichungen (5.1)-(5.3),
in dem die Grössenordnung der UnbekanntenR(Ω) undS(Ω) in Bezug aufβ festgelegt
werden muss, wobei eine Veränderlichkeit der Unbekannten in der Entwicklung nachβ

erst in Ordnungβ oder in höherer Ordnung auftritt.
Wir halten also fest, dass die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen die An-
fangsbedingungen sehr kleiner Werte der OberflächenneigungH1X(0)≪ 1 und/oder sehr
kleiner Werte der OberflächenkrümmungH1XX(0)≪ 1 am Referenzpunkt nicht richtig
wiedergibt, wennH1X(0)≪β oder/undH1XX(0)≪β.
Der Grenzfall einer Lösung (5.36) mit einer am Referenzpunkt verschwindenden Ampli-
tude [h3(0)− h2(0)]≪1 ist unmöglich, da sich in diesem Fall die Bedingungenh2(0)<0<
h3(0) und (3.31) fürX=0 nicht gemeinsam erfüllen lassen.
Abbildung 5.4(a) zeigt den Vergleich einer numerischen Lösung mit beschränktem Gül-
tigkeitsbereich mit der entprechenden Lösung nach der Methode der mehrfachen Varia-
blen. Die numerische Lösung von Gleichung (2.54) ist rot durchgezogen, die Lösung nach
der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36), ist schwarz durchgezogen ein-
gezeichnet. Die Übereinstimmung zwischen beiden Lösungen ist sehr gut, sogar bis un-
mittelbar vor Ende der schwarz durchgezogenen Lösung. Der Grund für das Abbrechen
der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen ist in Abbildung 5.4(b) zu erken-
nen, die die langsam Veränderlichenh1, h2 undh3 durch eine gestreckte Ordinatenskala
dataillierter zeigt.
Die Integration der Gleichungen für die langsam Veränderlichen (5.27) und (5.28) bricht
beim Wert vonΩ= 7,33 · 10−6, X = 109,8 undm= 0,9999 ab. Die Nullstellenh1 undh2

laufen bis zum Abbruch der Lösung zusammen und nehmen dann die Werte des aperiodi-
schen Grenzfalls an. Setzt man die numerische Berechnung der Nullstellen des Polynoms
q weiter fort, so werden diese komplex, und die Lösung (5.36) verliert ihre Gültigkeit. Die
direkte numerische Integration von Gleichung (2.54), deren Lösung in Abbildung 5.4(a)
rot durchgezogen dargestellt ist, geht noch etwas weiter über die Abbruchstelle der Lö-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen hinaus, bricht aber dann ebenso in Form
einer Singularität ab. Die Lösungskurve ähnelt in diesem Bereich jener exakten Lösung
in Gleichung (3.54), die wir im Falle komplexer Nullstellen für den Fallβ= 0 gefunden
haben, siehe Abbildung 3.1.
Die numerischen Lösungen aus Abbildung 4.3 lassen sich durch die Methode der mehr-
fachen Variablen überhaupt nicht erfassen, da in diesen Fällen das notwendige und hin-
reichende KriteriumD (R0(0),S0(0))<0 beiX=0 bereits am Referenzpunkt nicht erfüllt
ist, also keine reellen Werteh1(0), h2(0) oderh3(0) vorhanden sind. Dass die direkte nu-
merische Integration von Gleichung (2.54) dennoch Lösungen zulässt, liegt daran, dass in
Abhängigigkeit von der Grösse der Schrittweite wellige Lösungen erhalten werden kön-
nen, auch wenn das KriteriumD < 0 nicht erfüllt ist, siehe Abschnitt 4.1, Gleichungen
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Abbildung 5.4: Vergleich der numerischen LösungH1 von Gleichung (2.54) (rot durchgezogene Kurve) aus
Abbildung 4.5 mit der LösungH1 0 nach der Methode der mehrfachen Variablen, Gleichung (5.36) (schwarz
durchgezogene Kurve). Parameterwerte und Anfangsbedingungen:β=10−6, Γ=3, H1(0)=0, H1X(0)=0,3
und H1XX(0) = 0,314. In Abbildung 5.4(b) sind die langsam Veränderlichenh1, h2 und h3 mit einer im
Vergleich zu Abbildung 5.4(a) gestreckten Ordinate dargestellt. Dabei gilt die schwarze Ordinatenskala für
die schwarzen Kurven (h1 undh3) und die rote Ordinatenskala für die rot strichlierte Kurve (h3).

(4.3)ff..
Abbildung 5.5 zeigt einen Vergleich der numerischen Lösung aus Abbildung 4.6 mit ei-
nem Übergang zu voll ausgebildet turbulenter Strömung weit stromab mit der entspre-
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chenden Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen. Sowie die numerische Lö-
sung der vollen Gleichung (2.54), die wir in Abschnitt 4.3 präsentiert haben, muss auch
die numerische Lösung der Gleichungen (5.41), (5.27) und (5.28) für die Unbekannten
X(Ω), R0(Ω) und S0(Ω) nach der Methode der mehrfachen Variblen als Lösung eines
Randwertproblems formuliert werden. Im Zuge der Bestimmung der Lösung hat sich je-
doch herausgestellt, dass anstelle der Gleichungen (5.27) und (5.28) die umformulierten
Gleichungen (5.31) und (5.32) für die Bestimmung der langsam Veränderlichen besser
geeignet sind.
Als Integrationsintervall wurdeΩ ∈ [0, 2] gewählt, wobei zwei Randbedingungen bei
Ω=0 und eine Randbedingung beiΩ=2 gestellt wurde, und zwar

X(0) = 0 ,

h2(0) = −0, 01108,

h3(2) = Γ
[

1+ exp
(

−2π/(Γ − 1)3/2
)]

= 2, 003735. (5.53)

Die Wahl des Wertes 2 für das rechte Ende des Integrationsintervalls hat folgende Grün-
de: Die sich aus Bestimmung der langsam Veränderlichenh2 und h3 ergebende Lösung
(5.36) nach der Methode der mehrfachen Variablen reicht, wenn sie mittels Gleichung
(5.41) als Funktion vonX dargestellt wird, so weit, dass ein Vergleich mit der direkten
numerischen Lösung von Gleichung (2.54) aus Abbildung 4.6(a) möglich ist, und zwar
ergibt sichX(2) = 127,01. Weiters bedingt die Wahl dieses Wertes, dass der Wert von
h3 an dieser Stelle näherungsweise durch den für großeΩ-Werte gültigen asymptotischen
Wert ersetzt werden kann. Diesen asymptotischen Grenzfall fürh3 werden wir erst weiter
unten in Abschnitt 5.4 angeben, und zwar greifen wir hier auf die Gleichungen (5.59) und
(5.67) vor, die bei einer Wahl der unbestimmten KonstantenC=4 undΓ = 2 den in (5.53)
angegebenen Wert fürh3(2) liefern. Die Abweichung vom fürΩ → ∞ gültigen Wert
h3=Γ=2 ist beiΩ=2 bereits so gering, dass die Verwendung des asymptotischen Nähe-
rungswertes gerechtfertigt ist. Schliesslich bedingt die Wahl des Wertes 2 für das rechte
Ende des Integrationsintervalles, dass der Rechenaufwand in vertretbarem Ausmaß bleibt.
Die in (5.53) angegebene RandbedingungX(0)=0 folgt der in Gleichung (5.41)ff. getrof-
fenen Festlegung. Der Wert fürh2(0) in (5.53) wurde aus den Resultaten der numerischen
Lösung aus Abbildung 4.6 mit der RandbedingungH1X(0) = 0,1 und dem dort errech-
neten Wert vonH1XX(0) = 0,4570 gewonnen, mithilfe derer aus den Gleichungen (5.46)
und (5.47)R(0) undS(0) und damit die Nullstellen des Polynomsq in (3.25) berechnet
werden können, sodass der Wert fürh2(0)=−0, 01108 folgt.
Zur numerischen Berechnung wurde im Rahmen der Software MATLAB 7.5.0 als Rand-
wertlöser die Funktion bvp4c verwendet, die auf einem Kollokationsverfahren basiert,
wobei ca. 400 Stützstellen verwendet wurden. Die Schrittweite wurde dabei adaptiv ange-
passt, und das Residuum der Lösung betrug 10−6. Der Rechenaufwand für die Ermittlung
der Lösung betrug in etwa 5 Stunden bei einer AMD Athlon Dual Core 64 Bit CPU mit
1024 kB Cache und einer 3 GHz Taktung.
Als vorgegebene Schätzfunktionen fürX, h2 undh3 waren in diesem Fall im Unterschied
zur direkten numerischen Lösung der Gleichung (2.54) konstante Funktionen nicht aus-
reichend. Wir haben zum Erhalt der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen
in Abbildung 5.5 die für großeΩ-Werte gültigen asymptotischen Grenzfälle der Lösungen
für X(Ω), h2(Ω) undh3(Ω) verwendet, die wir erst im weiter unten folgenden Abschnitt
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Abbildung 5.5: Vergleich der numerischen LösungH1 von Gleichung (2.54) (rote Kurve) aus Abbildung
4.6) mit der LösungH1 0 nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) (schwarz durchgezogene Kur-
ve). Parameterwerte:β = 0,1, Γ = 2. Randbedingungen fürH1: H1(0)= 0, H1X(0)= 0,1 undH1(130)= 2.
Randbedingungen fürH1 0: X(Ω = 0)= 0, h2(0)= −0, 01108 undh3(2)= 2,003735. Die strichlierte Kurve
stellt die langsam Veränderlicheh2, die punktierte Kurveh3 dar. Abbildung 5.5(b) zeigt einen vergrösserten
Ausschnitt in der Nähe des Referenzpunktes, wo die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen,
dargestellt als Funktion vonX, die vorgegebenen Randbedingungen nicht erfüllt.

5.4 präsentieren werden, und zwar wurden die in Gleichungen (5.68), (5.69) und (5.70)
angegebenen Funktionen mitC=4 als Schätzfunktionen für die Lösungen der Gleichun-
gen (5.41), (5.31) und (5.32) vorgegeben. Mit den so berechneten langsamen Veränder-
lichen X(Ω), h2(Ω) undh3(Ω) kann die LösungsfunktionH1 0 in (5.36) als Funktion der
ursprünglichen VariablenX dargestellt und mit der direkten numerischen LösungH1 von
Gleichung (2.54) verglichen werden.
In Abbildung 5.5 ist ersichtlich, dass der Verlauf von Amplitude und Frequenzänderung
von der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen im Vergleich mit der direk-
ten numerischen Lösung von Gleichung (2.54) sehr gut wiedergegeben wird. Abbildung
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5.5(b) zeigt, dass die Abweichungen zwischen beiden Lösungen aus der Nichterfüllung
der Anfangsbedingungen durch die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen
resultiert, ähnlich wie dies in den Beispielen in Abbildungen 5.2 und 5.3 der Fall war.
Anhand der asymptotisch für großeX-Werte gültigen Darstellung fürh2 und h3, Glei-
chungen (5.69) und (5.70), ist ersichtlich, dass das numerische Randwertproblem auf der
rechten Seite des Integrationsintervalls einen erhöhten Rechenaufwand verursacht: Für
X→∞ gilt h2→Γ undh3→Γ, sodass aus den Gleichungen (3.34) und (3.35) folgt, dass
R0→ Γ(Γ/2 − 1) undS0→−Γ2(Γ/3 − 1/2), und mit Gleichung (3.27) ergibt sich für die
DiskriminanteD→0. Der Übergang zu voll ausgebildeter Strömung stellt also den Über-
gang zu einem Grenzfall einer aperiodischen, in diesem Fall einer konstanten Lösung dar.

5.4 Asymptoten für X→ ∞
Wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, besitzt Gleichung (2.54) Lösungen mit der Asympto-
teH1=Γ für X→∞. Auch die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36)
besitzt im Grenzfall großerΩ-Werte eine entsprechende Asymptote. Lässt man nämlich
h2, h3→Γ gehen, so folgt aus Gleichung (5.50)

I j → π Γ j/
√

3(Γ − 1) , j = (0, 1, 2) , (5.54)

und mit (5.29), (5.27) und (5.28)

dR0

dΩ
→ 0 ,

dS0

dΩ
→ 0 , (5.55)

sodass die langsam Veränderlichen asymptotisch die konstanten Werte

R0→ 1
2Γ(Γ − 2) , S0→ 1

6Γ
2(3− 2Γ) , (5.56)

annehmen, wie aus (3.34) und (3.35) folgt. Nach (5.54) ist dies im reellen Wertebereich
allerdings nur fürΓ> 1 möglich, das heisst, dass es sich bei den durchh2→ Γ undh3→
Γ beschriebenen asymptotischen Strömungszuständen um abströmseitige Zustände mit
großen Koordinatenwerten handeln muss. Dies steht im Einklang mit dem asymptotischen
Wert für die OrtskoordinateX, denn mitΩ→∞ geht auch

X = 2
√

3β−1

∫ Ω

0
I0(Ω)dΩ→∞ . (5.57)

Weiters kann manh2 undh3 um diesen asymptotischen Zustand entwicklen. Aus einem
Ansatz

h2 = Γ + h(1)
2 + . . . , (5.58)

h3 = Γ + h(1)
3 + . . . , (5.59)

mit Γ = O(1), h(1)
2 =o(1) undh(1)

3 =o(1) folgt für die IntegraleI i undJi

I0 =
π√

3(Γ−1)

[

1+ 1
4(Γ−1)

(

−(h(1)
3 + h(1)

2 )+
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3
8

1
Γ−1(h(1)

3 + h(1)
2 )2 + 1

48
1
Γ−1(h(1)

3 − h(1)
2 )2

)]

+ . . . , (5.60)

I1 =
πΓ√

3(Γ−1)
6
[

1+ 1
4(Γ−1)

(

Γ−2
Γ

(h(1)
3 + h(1)

2 )+

1
2

(

3
4(Γ−1) −

1
Γ

)

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 1
48

1
2

(

1
24(Γ−1) −

1
6Γ

)

(h(1)
3 − h(1)

2 )2
)]

+ . . . ,

(5.61)

I2 =
πΓ2
√

3(Γ−1)

[

1+ 3Γ−4
4Γ(Γ−1) (h

(1)
3 + h(1)

2 )+

1
4

(

1
Γ2) +

3
8(Γ−1)2 − 1

Γ(Γ−1)

)

(h(1)
3 + h(1)

2 )2+

1
8

(

1
Γ2 +

1
24(Γ−1)2 − 1

3Γ(Γ−1)

)

(h(1)
3 − h(1)

2 )2
]

+ . . . , (5.62)

J1 = I1 − ΓI0 =

π
2
√

3(Γ−1)

[

(h(1)
3 + h(1)

2 ) − 1
4(Γ−1)

(

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 + 1
6(h(1)

3 − h(1)
2 )2

)]

+ . . . ,

(5.63)

J2 = I2 − ΓI1 =

πΓ

2
√

3(Γ−1)

[

(h(1)
3 + h(1)

2 )+

1
4

(

1
Γ
− 1

2(Γ−1)

) (

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 +1
8

(

1
Γ
− 1

6(Γ−1)

)

(h(1)
3 − h(1)

2 )2
)]

+ . . . .

(5.64)

Setzt man diese in die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32) ein und addiert bzw.
subtrahiert die Gleichungen jeweils, so ergibt sich

d(h(1)
3 + h(1)

2 )

dΩ
=

2π
(Γ − 1)3/2

(h(1)
3 + h(1)

2 ) + . . . , (5.65)

d(h(1)
3 − h(1)

2 )

dΩ
= − π

(Γ − 1)3/2
(h(1)

3 − h(1)
2 ) + . . . . (5.66)

Aus Integration der ersten Gleichung folgt mir den Randbedingungenh(1)
2 →0 undh(1)

3 →0
für Ω→∞, dassh(1)

3 = −h(1)
2 . Aus Integration der zweiten Gleichung und der Gleichung

(5.41) folgt

h(1)
3 = −h(1)

2 = C/2 exp
[

−πΩ/(Γ − 1)3/2
]

, (5.67)

X =
2π

β
√
Γ − 1

Ω + . . . , (5.68)

wobei wir wieder die AnfangsbedingungX(ξ=0)=0 mitΩ = βξ verwendet haben. Damit
folgt also fürΩ, X→ ∞

h2 = Γ −C/2 exp
[−βX/2(Γ − 1)

]

+ . . . , (5.69)

h3 = Γ +C/2 exp
[−βX/2(Γ − 1)

]

+ . . . , (5.70)

mit einer unbestimmten KonstantenC.
Damit lässt sich die Lösung für die Höhenstörung nach der Methode der mehrfachen
Variablen (5.36) für diesen Grenzfall angeben. Der langsam veränderliche Parameterm,
definiert in Gleichung (3.47), ergibt sich bis auf Terme höherer Ordnung zu

m= C/3(Γ − 1) exp
[−βX/2(Γ − 1)

]

+ . . . . (5.71)
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Damit folgt aus den asymptotischen Eigenschaften des in (5.36) auftretenden elliptischen
Integrals K(m) (siehe [3], S.591, 17.3.11) sowie des Cosinus amplitudinis (siehe [3],
S.573, 16.13.2) bis auf Terme höherer Ordnung

H1, 0 = Γ + h(1)
3 cos















2π















1+
h(1)

3 − h(1)
2

3(Γ − 1)
+ . . .















(ξ − ξ0)














+ . . . , (5.72)

wobei wir Gleichung (5.67) verwendet haben. MitΩ=βξ und Gleichung (5.68) ist

X =
2π
√
Γ − 1

ξ , (5.73)

sodass die Lösung für die Höhenstörung nach der Methode der mehrfachen Variablen
(5.36) im asymptotischen FallΩ, X→∞ in führender Ordnung lautet:

H1, 0 = Γ +C exp
[−βX/2(Γ − 1)

]

cos
[√
Γ − 1(X − X0)

]

+ . . . , (5.74)

wobei wirX0=2πξ0/
√
Γ − 1 gesetzt haben. Das bedeutet, dass im asymptotischen Grenz-

fall des Übergangs zu voll ausgebildeter Strömung die Lösung nach der Methode der
mehrfachen Variablen fürΩ → ∞ das gleiche asymptotische Verhalten zeigt wie die
asyptotische Lösung der vollen Gleichung (2.54) fürX→∞, vergleiche Gleichung (3.19).
Dabei treten wieder zwei KonstantenC undX0 auf, die aufgrund der asymptotischen Gül-
tigkeit von Gleichung (5.74) unbestimmt bleiben.
Die andere in Abschnitt 3.3 präsentierte AsymptoteH1 = βX für X→∞ von Gleichung
(2.54) wird von der Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) ebenfalls
im Grenzfall großerΩ-Werte entsprechend wiedergegeben. Für das asymptotische Ver-
haltenh2, h3→ βX folgt unter Verwendung von Gleichung (3.31) für den Parameterm
aus Gleichung (3.47), dassm→0 und aus Gleichung (5.37) folgt K(m)→π/2. Für diesen
asymptotischen Fall kann man Gleichung (5.41) unter Verwendung von Gleichung (5.34)
integrieren, und es folgt

βX→ (3πΩ)2/3 , (5.75)

sodass im GrenzfallX→∞ auchΩ→∞. Demnach folgt fürh1, h2 undh3

h1 → −2(3πΩ)2/3 , (5.76)

h2, h3 → (3πΩ)2/3 . (5.77)

Dies ergibt für die IntegraleI j in der Gestalt (5.50)

I j → π√
3
(3πΩ)(2 j−1)/3 , j = (0, 1, 2) , (5.78)

und mit (5.29), (5.27) und (5.28) folgt

R0 → 1
2(3πΩ)4/3 , (5.79)

S0 → −1
3(3πΩ)2 . (5.80)

Man kann nun die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32) fürh2 und h3 um diesen
asymptotischen Zustand entwicklen. Aus einem Ansatz

h2 = (3πΩ)2/3 + h(1)
2 + . . . , (5.81)

h3 = (3πΩ)2/3 + h(1)
3 + . . . , (5.82)

65



Lösungen der Bestimmungsgleichung für die Störung der freien Oberfläche mittels der
Methode der mehrfachen Variablen

mit h(1)
2 =o(Ω2/3) undh(1)

3 =o(Ω2/3) folgt für die IntegraleI i undJi

I0 =
π√

3(3πΩ)1/3

{

1− 1
4(3πΩ)−2/3

[

(h(1)
3 + h(1)

2 )+

3
8(3πΩ)−4/3

(

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 + 1
18(h(1)

3 − h(1)
2 )2

)]}

+ . . . , (5.83)

I1 =
π(3πΩ)1/3
√

3

{

1+ 1
4(3πΩ)−2/3

[

4+
(

1− (3πΩ)−2/3
)

(h(1)
3 + h(1)

2 )−

−1
8(3πΩ)−2/3

(

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 + 1
2(h(1)

3 − h(1)
2 )2

)]}

+ . . . , (5.84)

I2 =
π(3πΩ)√

3

{

1+ 1
4(3πΩ)−2/3

[

8+
(

3+ 2(3πΩ)−2/3
)

(h(1)
3 + h(1)

2 ) +

(3πΩ)−2/3
(

4+ 3
8(h(1)

3 + h(1)
2 )2 + 17

48(h(1)
3 − h(1)

2 )2
)]}

+ . . . , (5.85)

J1 = I1 − ΓI0 =

π(3πΩ)1/3
√

3

{

1+ 1
4(3πΩ)−2/3

[

4(1− Γ) + (h(1)
3 + h(1)

2 )−

− 1
2(3πΩ)−2/3

(

(1− Γ)(h(1)
3 + h(1)

2 )+

1
4

(

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 + 1
2(h(1)

3 − h(1)
2 )2

))]}

+ . . . , (5.86)

J2 = I2 − ΓI1 =

π(3πΩ)√
3

{

1+ 1
4(3πΩ)−2/3

[

4(2− Γ) + 3(h(1)
3 + h(1)

2 )+

(3πΩ)−2/3
(

(1− Γ) − (1− Γ2(h(1)
3 + h(1)

2 )+

3
8

(

(h(1)
3 + h(1)

2 )2 + 17
48(h(1)

3 − h(1)
2 )2

))]}

+ . . . , (5.87)

Beim Einsetzen der Ansätze (5.82) in die Bestimmungsgleichungen (5.31) und (5.32)
zeigt sich, dass die Gleichungen in führender Ordnung, i.e. inO

[

(3πΩ)1/3(h(1)
3 + h(1)

2 )
]

identisch erfüllt sind. In nächster Ordnung folgen zwei Gleichungen für dh(1)
2 /dΩ und

dh(1)
3 /dΩ, die jeweils einmal addiert und einmal subtrahiert folgende Gleichungen erge-

ben:

d(h(1)
3 + h(1)

2 )

dΩ
=

4π(1− Γ)
3πΩ

+ . . . , (5.88)

d(h(1)
3 − h(1)

2 )

dΩ
= − 3π

2(3πΩ)
(h(1)

3 − h(1)
2 ) + . . . . (5.89)

Aus Integration dieser Gleichungen und der Gleichung (5.41) folgt

h(1)
2 + h(1)

3 = 4
3(1− Γ) ln (3πΩ) + C̃ + . . . , (5.90)

h(1)
3 − h(1)

2 = ˜̃C (3πΩ)−1/2 + . . . , (5.91)

βX = (3πΩ)2/3 + . . . , (5.92)

wobei wir die AnfangsbedingungX(ξ = 0)= 0 mit Ω= βξ verwendet haben. Damit folgt
also fürΩ, X→∞

h2 = h3 = βX + (1− Γ) ln(βX) + C̃/2+ . . . , (5.93)

h3 − h2 =
˜̃C(βX)−3/4 + . . . , (5.94)
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mit den unbestimmten KonstantenC̃ und ˜̃C.
Da der langsam veränderliche Parametermaus Gleichung (3.47) im Grenzfall der Asym-
ptote des tiefen Wassers gegen 0 geht, kann man die asymptotische Lösung für die Hö-
henstörung nach der Methode der mehrfachen Variablen (5.36) unter Verwendung von
(5.34), (5.90) und (5.91) sowie den asymptotischen Eigenschaften des Cosinus amplitu-
dinis (siehe [3], S.573, 16.13.2) bis auf Terme höherer Ordnung schreiben als

H1, 0 = (3πΩ)2/3 + 2
3(1− Γ) ln (3πΩ) + C̃/2+

˜̃C (3πΩ)−1/2 cos



















2π

















1+ (1− Γ)
ln

[

(3πΩ)2/3
]

(3πΩ)2/3

















1/2

ξ + . . .



















+ . . . . (5.95)

Mit (5.92) lautet nun die Lösung für die Höhenstörung nach der Methode der mehrfachen
Variablen (5.36) im asymptotischen FallΩ, X→∞ bis auf Terme höherer Ordnung:

H1, 0 = βX + (1− Γ) ln(βX) + C̃/2+

+ ˜̃C(βX)−3/4 cos
[

2
3β
−1(βX)3/2 + . . .

]

+ . . . . (5.96)

Das bedeutet, dass im asymptotischen Grenzfall des Übergangs zu tiefem Wasser die Lö-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen fürΩ → ∞ das gleiche asymptotische
Verhalten zeigt wie die asyptotische Lösung der vollen Gleichung (2.54) fürX→∞, ver-
gleiche Gleichungen (3.8), (3.12) und (3.18). Dabei treten wieder zwei KonstantenC̃ und
˜̃C auf, die aufgrund der asymptotischen Gültigkeit von Gleichung (5.96) unbestimmt blei-

ben.
Interessant dabei ist, dass der Korrekturterm (1− Γ) ln(βX) darüber entscheidet, ob eine
wellige Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen existiert: Setzt man (5.93) in
(3.34) und (3.35) ein und überprüft das Kriterium für die Existenz einer welligen Lösung
D<0 mit D aus Gleichung (3.27), so ergibt sich bis auf Terme höherer Ordnung

D =
[

1− (1− Γ) ln(βX)
]

(βX)5 + . . . , (5.97)

sodass nur fürΓ<1 eine wellige Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen im
asymptotischen Grenzfall des Übergangs zu tiefem Wassers möglich ist. Andererseits ist
dann die BedingungΓ<1 auch hinreichend für die Existenz eines welligen Strömungszu-
standes weit stromab.

5.5 Elimination der Ortskoordinate,
Differentialgleichung für die Amplitude als Funktion
der mittleren Auslenkung (Phasenebene)

Die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen ist durch die Gleichungen (5.36),
(5.27), (5.28) und (5.41) sowie durch die Angabe von Anfangsbedingungen vollständig
bestimmt. Die als Funktionen vonΩ langsam VeränderlichenR0, S0 undX können dabei
unabhängig von der schnell mitξ veränderlichen LösungH1 0 berechnet werden; diese
treten in Lösung (5.36) als Parameter in Erscheinung. Mit der Bestimmung vonR0 undS0
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sind aber nach Abschnitt 3.5 auchh1, h2 und h3 und damit auch die Periode 2K(m) sowie
die mittlere Auslenkung

hm := (h2 + h3)/2 (5.98)

und die Amplitude
∆ := h3 − h2 (5.99)

der Lösung bestimmt. Wesentlich zur Charakterisierung des Lösungsverlaufes ist also die
Bestimmung der langsam Veränderlichen, d.i. die Lösung der Gleichungen (5.27), (5.28)
und (5.41) oder alternativ der Gleichungen (5.31), (5.32) und (5.41). Durch entsprechende
Addition bzw. Subtraktion und einige Umformungen kann man die beiden Gleichungen
(5.31) und (5.32) auf die entsprechenden Gleichungen für die in (5.98) und (5.99) einge-
führten langsam Veränderlichenhm und∆ umschreiben. Diese lauten dann:

dhm

dΩ
= 6

√
3

J2 + (2hm − 3)J1

9(1− hm)2 − ∆2/4
, (5.100)

d∆
dΩ

= 6
√

3
12(hm − 1)(hmJ1 − J2) − ∆2J1

[

9(1− hm)2 − ∆2/4
]

∆
. (5.101)

Die in Gleichung (5.30) eingeführten IntegraleI i, aus denen dieJi aufgebaut sind, lassen
sich damit wie folgt ausdrücken

I i =

∫ π/2

−π/2

[hm + (∆/2) sinϑ] i dϑ
√

3(hm − 1) + (∆/2) sinϑ
, i = (0, 1, 2) . (5.102)

Man kann die Gleichungen für die langsam Veränderlichen nun vereinfachen, indem man
die OrtskoordinateΩ eliminiert und die Amplitude∆ als Funktion der mittleren Auslen-
kunghm der Störung der welligen Oberfläche in einem Phasenraum darstellt. Aus Glei-
chungen (5.100) und (5.101) folgt

d∆
dhm
=

12(hm − 1)(hmJ1 − J2) − ∆2J1

[J2 + (2hm − 3)J1] ∆
. (5.103)

Die Grenzfälle der aperiodischen Lösungen sind beim Zusammenfallen vonh2=h3 (kon-
stante Lösung) und vonh1=h2 (Solitonenlösung) zu finden, oder gleichbedeutend:∆=0
(konstante Lösung) bzw.∆=±6(hm − 1) (Solitonenlösung). Ersterer Fall stellt einen sin-
gulären Punkt der Differentialgleichung (5.103) dar: Aus (5.102) folgt nämlich, dass mit
∆=0 automatischJ2/J1=hm=h2=h3 gilt, sodass alle Terme im Zähler und Nenner von
(5.103) verschwinden.
Die Lösungen für die langsam Veränderlichen können somit in einem Phasendiagramm
(hm, ∆) dargestellt werden. Der Anfangspunkt einer jeweiligen Lösung wird aus der An-
gabe der AnfangsbedingungenH1(0)=0, H1X(0) undH1XX(0) berechnet, indem mit diesen
aus (5.46) und (5.47)R0(0) undS0(0) ermittelt wird, aus diesen die Nullstellen des Poly-
nomsq (h,R0(0),S0(0)) in Gleichung (3.25) ermittelt werden und mittels diesen dann die
Werte fürhm(0) und∆(0) berechnet werden. Aus den Werten der langsam Veränderlichen
entlang der Lösungskurve ergibt sich auch die mit diesen Werten parametrisierte schnell
veränderliche Lösung (5.36).
Der Nachteil dieser Darstellung ist allerdings, dass die Lösungskurven alle den Parameter
Γ über die IntegraleJi in (5.103) enthalten. Um eine universelle, d.h. vonΓ unabhängige

68



Lösungen der Bestimmungsgleichung für die Störung der freien Oberfläche mittels der
Methode der mehrfachen Variablen

Darstellung der langsam Veränderlichen zu erhalten, wendenwir obige Vorgehensweise
auf die in Abschnitt (3.9) hergeleiteten transformierten, vonΓ unabhängigen Gleichungen
an. Wir beginnen mit der allgemeinen Lösung dieser transformierten Gleichungen nach
der Methode der mehrfachen Variablen.

5.6 Universelle Lösungen derΓ-freien Gleichungen

Ausgehend vom zu Gleichungen (3.22)-(3.24) äquivalenten, aber formal vonΓ unabhän-
gigen Gleichungssystem (3.64)-(3.66) entwickeln wir die Gleichungen in analoger Vor-
gehensweise zu Abschnitt 5.2 nach der Methode der mehrfachen Variablen. Dabei sind in
Abhängigkeit vonΓ die drei Fälle nach Gleichungen (3.57) und (3.58) zu unterscheiden.
Der Zusammenhang zwischen der langsamen und der schnell veränderlichen Variablen
ist wieder durch Gleichung (5.11) gegeben, die Definitionsgleichung für die schnell ver-
änderliche Variableξ werden wir weiter unten in Gleichung (5.110) angeben. Der zu
(5.13)-(5.15) analoge Lösungsansatz zur Lösung der Gleichungen (3.64)-(3.66) lautet:

H1(X, b) = H1 0(ξ,Ω)+bH1 1(ξ,Ω) + . . . , (5.104)

R(X, b) = R0(ξ,Ω) +bR1(ξ,Ω) + . . . , (5.105)

S(X, b) = S0(ξ,Ω) +bS1(ξ,Ω) + . . . . (5.106)

Die Funktionen in (5.104)-(5.106) werden als periodisch inξ mit der Periode 1 vorausge-
setzt. Eine Rechnung analog zu jener in Abschnitt 5.2 durchgeführten ergibt eine allge-
meine Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen

H1 0 = h2 + (h3 − h2) cn2 [

2K(m)(ξ − ξ0)|m
]

. (5.107)

Die in (5.107) auftretendenh2 undh3 sind die Nullstellen des Polynomsq in Gleichung
(3.77) mit den in Abschnitt 3.11 aufgelisteten Eigenschaften.
Die Gleichungen für die langsam VeränderlichenR0,S0 undX lauten

dR0

dΩ
= 2

√
3 I1(R0,S0) , (5.108)

dS0

dΩ
= −2

√
3 I2(R0,S0) , (5.109)

dX
dξ
= b

dX
dΩ
=: ω−1 = 2

√
3I0(R0,S0) , (5.110)

mit den in (5.30) definierten IntegralenI i. Dabei dient Gleichung (5.110) als Definitions-
gleichung für die schnell veränderliche Variableξ und die langsam veränderliche Fre-
quenzω. Die Gleichungen (5.108) und (5.109) sind im Unterschied zu (5.27) und (5.28)
formal vonΓ unabhängig. Die implizite Abhängigkeit der Lösungen vonΓ ergibt sich
über die Abhängigkeit vonb (siehe (3.60)-(3.61)) sowie die Abhängigkeit der Anfangs-
bedingungen (3.62)-(3.63) vonΓ.
Ganz analog zum untransformierten Fall gehen auch in die Lösung (5.107) als Parameter
die langsam Veränderlichen ein, die selbst unabhängig mittels der Gleichungen (5.108)
und (5.109) berechnet werden müssen. Auch hier können die Gleichungen fürR0 undS0
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durch Gleichungen fürh2 undh3 ersetzt werden, diese lauten

1
6(2h2 + h3 − 3s)(h2 − h3)

dh2
dΩ

= 2
√

3(h2I1 − I2) , (5.111)

1
6(2h3 + h2 − 3s)(h3 − h2)

dh3
dΩ

= 2
√

3(h3I1 − I2) . (5.112)

h1(Ω) kann dabei mithilfe von (3.80) berechnet werden.
Analog zum untransformierten Fall kann man eine mittlere Auslenkung

hm := (h2 + h3)/2 (5.113)

und eine Amplitude
d := h3 − h2 (5.114)

für die transformierten Grössen einführen und die beiden Gleichungen (5.111) und (5.112)
auf entsprechende Gleichungen für die langsam Veränderlichenh2 undh3 umformen, mit
dem Ergebnis

dhm
dΩ

= 6
√

3
I2 + (2hm − 3s)I1

9(s− hm)2 − d2/4 , (5.115)

dd
dΩ

= 6
√

3
12(hm − s)(hmI1 − I2) − d2I1

[

9(s− hm)2 − d2/4] d . (5.116)

Die IntegraleI i haben dabei die Gestalt

I i =

∫ π/2

−π/2

[hm + (d/2) sinϑ] i dϑ
√

3(hm − s) + (d/2) sinϑ
, i = (0, 1, 2) . (5.117)

Eliminiert man aus den Gleichungen (5.115) und (5.116) die langsame „Orts“variableΩ,
so erhält man eine Darstellung im Phasenraum:

dd
dhm
=

12(hm − s)(hmI1 − I2) − d2I1

[I2 + (2hm − 3s)I1] d
, (5.118)

analog zu (5.103) im untransformierten Fall. Der Parameters unterscheidet die in Glei-
chung (3.56) definierten Fälle.
Wie schon in Abschnitt 3.9 festgestellt wurde und wie aus dem Vergleich der Gleichun-
gen (5.115), (5.116), (5.117) und (5.118) mit den Gleichungen (5.100), (5.101), (5.102)
und (5.103) zu erkennen ist, decken sich im Falle vons= 1 (Γ < 1) die Formeln für den
untransformierten Fall mit jenen des transformierten Falles.
Der Zusammenhang zwischen den transformierten Größenhm, d, R undS lautet

R = 1
2

[

(hm − s)2 − s2
]

+ 1
24d

2 ,

S = 1
6 (3s− 2hm)

(

h2m − 1
4d

2
)

. (5.119)

Die Lösungen von Gleichung (5.118) für die langsam Veränderlichend undhm liefern in
einem Phasendiagramm(hm, d) universelle (d.h. vonΓ unabhängige) Kurven. Der zuläs-
sige Wertebereich fürd undhm ergibt sich aus Gleichungen (3.79)- (3.82):

0 ≤ d ≤ 6(hm − s) , (5.120)

s≤ hm < ∞ . (5.121)
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Dies ist ein Ausschnitt des ersten Quadranten, begrenzt nachunten durch die Linied=0
und nach oben durchd= 6(hm − s). Analog zum untransformierten Fall ergeben sich die
Grenzfälle der aperiodischen Lösungen beim Zusammenfallen vonh2=h3 (konstante Lö-
sung) und vonh1= h2 (Solitonenlösung), oder gleichbedeutend:d=0 (konstante Lösung)
undd=6(hm − s) (Solitonenlösung). Fürd=0 folgt aus (5.117), dassI2/I1= hm= h2= h3,
sodass alle Terme im Zähler und Nenner von (5.118) verschwinden.
Das bedeutet, dass die Begrenzungsgeraden für den erlaubten Bereich an Werten, das
heisst für auf wellige Lösungen führende Werte(hm, d) im ersten Quadranten auch gleich-
zeitig die Grenzfälle der aperiodischen Lösungen markieren. Beide Geraden schneiden
sich im Punkt(hm, d)= (s, 0), in dem alle drei Nullstellenh1=h2=h3 = szusammenfallen.
Wir wollen nun die singulären Punkte der Differentialgleichung (5.118) untersuchen, die
offensichtlich entlang der Begrenzungsgeraden zu finden sind (siehe [9]). Ein (trivialer)
singulärer Punkt ist der Punkt(hm, d) = (0, 0), für den die IntegraleI i sowie Zähler und
Nenner der rechten Seite von Geichung (5.118) identisch verschwinden.
Für den ersten nichttrivialen Grenzfall entwickeln wir Gleichung (5.118) nachd≪ hm =
O(1). Dabei ergibt sich für die IntegraleI i in der Darstellung (5.117)

I0 =
π

√
3(hm − s)

(

1+
1

192
d2

(hm − s)2

)

+ . . . , (5.122)

I1 =
πhm√

3(hm − s)

(

1+
1

192
(3hm − 4s)d2

(hm − s)2hm

)

+ . . . , (5.123)

I2 =
πh2m√

3(hm − s)

(

1+
1

192
(17h2m − 40shm + 24)d2

(hm − s)2h2m

)

+ . . . . (5.124)

Diese ergeben eingesetzt in (5.118) bis auf Terme höherer Ordnung

dd
dhm
= −

(

1
2hm
+

1
4(hm − s)

)

d + . . . . (5.125)

Die singulären Punkte lauten daher(hm, d) = {(0, 0), (s, 0)}.
Nach [9] entscheiden die konstanten Koeffizienten bei Linearisierung von Zähler und
Nenner in (5.118) um den singulären Punkt darüber, in welche Klasse ein singulärer
Punkt fällt. Wie man sich leicht überzeugen kann, sind in diesem Fall beide singuläre
Punkte Sattelpunkte, durch die zwei Lösungskurven hindurchgehen.
Der zweite nichttriviale Grenzfall folgt aus Entwicklung von Gleichung (5.118) nach
(hm − s) ≪ d = O(1), welche wir hier jedoch nicht durchführen wollen, weil die kriti-
schen Punkte für diesen Fall anhand der numerischen Lösungen von Gleichung (5.118),
die wir in der folgenden Abbildung präsentieren werden, direkt ersichtlich sind.
Abbildung 5.6 zeigt das Lösungsfeld von Gleichung (5.118). Die Fälles=+1, 0 bzw.−1
oder auchΓ < 1, Γ = 1 bzw.Γ > 1 sind in den Farben blau, grün bzw. rot dargestellt.
Die durchgezogenen Kurven sind Lösungskurven von Gleichung (5.118). Die strichlier-
ten Kurven stellen die obere Gültigkeitsgrenze in (5.120) für den erlaubten, das heisst auf
wellige Lösungen führenden Bereich der dargestellten Größenhm und d dar, auf denen
jeweils die Nullstellenh1 undh2 zusammenfallen. Die Abszisse repräsentiert die für die
drei unterschiedlichen Fälle gemeinsame untere Gültigkeitsgrenze in (5.120), auf der die
Nullstellenh2 undh3 zusammenfallen.
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Abbildung 5.6: Amplitude gegen mittlere Auslenkung der welligen Oberflächenstörung in der transformier-
ten Darstellung. Lösungsfeld von Gleichung (5.118). FallΓ< 1 (blaue Kurven), FallΓ = 1 (grüne Kurven)
und FallΓ> 1 (rote Kurven). Die durchgezogenen Kurven stellen Lösungskurven dar, die strichlierten Li-
nien begrenzen zusammen mit der Abszisse den für wellige Lösungen möglichen Wertebereich. Spezielle
Punkte sind eingeringt dargestellt.

Spezielle Punkte in diesem Lösungsfeld sind eingeringt dargestellt. Dabei sind die sin-
gulären Punkte mitD−1(−1, 0), D0(0, 0), D1(1, 0) undZF

−1(−1/2, 3) bezeichnet. Der Punkt
ZF
−1 ist ein Mittelpunkt, während alle anderen dieser vier singulären Punkte Sattelpunkte

sind.
In den drei Punkten auf der AbszisseD−1(−1, 0), D0(0, 0) undD1(1, 0) fallen jeweils alle
drei Nullstellenh1=h2=h3 = s für die Fälles=−1, s=0 unds=1 zusammen. Der Punkt
D0 stellt gleichzeitig für die rot dargestellten Kurven den voll ausgebildeten Strömungs-
zustand weit stromab dar, wobeiΓ>1 sein muss, vergleiche die Diskussion am Ende von
Abschnitt 2.4. Tatsächlich folgt aus den Gleichungen (3.69) und (3.70) für den FallΓ>1
undH1→Γ, H1X→0 undH1XX→0, dass

R→ 0 , S→ 0 ,

hm→ 0 , d→ 0 . (5.126)

Alle Kurven, die rechts aus dem Diagrammbereich laufen, münden asymptotisch in den
Zustand des tiefen Wassers (siehe Abschnitt 4.1), alle roten Kurven, die von der Grenz-
geradend = 6(hm + 1) ausgehen und wieder in diese münden, sind Lösungen mit be-
schränktem Gültigkeitsbereich (siehe Abschnitt 4.2). Die spezielle Lösung, die in den
voll ausgebildeten Zustand weit stromab inD0(0, 0) mündet (siehe Abschnitt 4.3), trennt
gleichzeitig den Bereich der Anfangswerte, die auf Lösungen, die in den Zustand des tie-
fen Wassers münden, von jenen Anfangswerten, die auf Lösungen mit einem beschränk-
ten Gültigkeitsbereich führen. Diese Lösung ist in Abbildung 5.6 mitC bezeichnet.
Die strichpunktierte, blau dargestellte Lösung, die vom PunktZ1(3/2, 3) ausgeht, stellt je-
ne spezielle Lösung dar, die aus einem voll ausgebildeten Referenzströmungszustand weit
stromauf resultiert, fallsΓ=0. In diesem Fall voll ausgebildeter Strömung weit stromauf
folgt bei H1=0, H1X→0 undH1XX→0 mit den Gleichungen (3.69) und (3.70) oder auch
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mit den Gleichungen (3.79) bis (3.82), dass

R→ 0 , S→ 0 ,

hm→ 3/2 , d→ 3 . (5.127)

Dieser Punkt ist in Abbildung 5.6 mitZ1 bezeichnet.
Die in Abbildung 5.6 dargestellten, aus Integration von (5.118) gewonnenen Lösungen
wurden mit folgenden Anfangsbedingungen berechnet:
(hm(0), d(0)) =

(

hm(0), 6(hm(0)− s) − 10−4
)

, wobei fürhm(0) folgende Werte vorgegeben
wurden:

• Blaue Kurven (s = 1, Γ < 1): hm(0) = 2, 1,5, 1,115 (von rechts oben nach links
unten),

• grüne Kurven (s=0, Γ=1): hm(0) = 1, 0,6, 0,2 (von rechts oben nach links unten)
und

• rote Kurven (s= −1, Γ > 1): hm(0) = 0,1, −0,2, −0,31, −0,333, −0,4 (von rechts
oben nach links unten, ausgenommen die spezielle Lösung, die in den Punkt (0, 0)
mündet).

Bei der Berechnung der speziellen Lösung, die in den PunktD0(0, 0) mündet, ergeben sich
numerische Schwierigkeiten aufgrund des unbegrenzt anwachsenden Anstieges der Kurve
zum PunktD0 hin. Aufgrunddessen wurde statt (5.118) die entsprechende inverse Glei-
chung für dhm/dd nachd integriert, ausgehend von der Anfangsbedingung(d(0), hm(0))=
(10−4, 0). Als Ergebnis dieser Integration ergibt sich für den Ausgangspunkt, der weit
stromab auf voll ausgebildete Strömung führt, der PunktZA

−1(−3/10, 21/5). In diesem
Punkt fallen die Nullstellenh1 = h2 zusammen, was dem Übergang zu einer welligen
Lösung mit unendlich langer Periodenlänge entspricht. Dieser Ausgangspunkt beschreibt
jedoch keine voll ausgebildete Strömung in einem Referenzpunkt weit stromauf, da dafür
Γ = 0 erforderlich wäre. Für Anfangsbedingungen, die durch den PunktZA

−1 beschrieben
werden, ist hingegenΓ>1 erforderlich, das bedeutet nicht voll ausgebildete Strömung im
Referenzpunkt. Diese widersprüchlichen Eigenschaften der durch die Methode der mehr-
fachen Variablen beschriebenen Strömungsverhältnisse im Referenzpunkt bei Übergang
zur Begrenzungsgeradeh1 = h2 spiegelt die schon in Abschnitt 5.3 beschriebene Unzu-
lässigkeit von AnfangsbedingungenH1X(0)≪ β und/oderH1XX(0)≪ β im Rahmen der
asymptotischen Theorie wieder.
Auch bei den drei roten Kurven, die ausgehend von der rot strichlierten Grenzgeraden
wieder in diese hineinmünden, wurde zusätzlich zu Gleichung (5.118) abschnittsweise
die inverse Gleichung integriert, um unendlich anwachsende Anstiege zu vermeiden.
Die Kurven wurden mit der Software MATHEMATICA 6.0.1.0 berechnet, wobei ein im-
plizites Runge-Kutta-Verfahren bei konstanter Schrittweite mit mindestens 1000 Schritten
bis zum maximalen Werthm=10 (ausserhalb des in Abbildung (5.6) dargestellten Berei-
ches) verwendet wurde.
Gleichung (5.118) beinhaltet im Grenzfall wieder die Asymptoten weit stromab, die wir
schon in Abschnitt 5.4 berechnet haben. Aus den Transformationsformeln (3.57) und
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(3.58), der allgemeinen Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen der trans-
formierten Gleichung (5.107) sowie den Definitionen (5.113) und (5.114) folgt, dass

Γ,1, s=±1 : hm = |Γ − 1| hm + Γ, ∆ = |Γ − 1| d , (5.128)

Γ = 1, s= 0 : hm = hm + 1, ∆ = d . (5.129)

Im asymptotischen Grenzfallhm = βX + o(βX) gilt hm = const. βX + o(βX) mit const> 0,
sodass mit Gleichung (5.125) für (5.118) bis auf Terme höherer Ordnung folgt

dd
dhm
= −3

4
d

hm
+ . . . . (5.130)

Dies ergibt die Lösung
d = ˜̃C h−3/4

m + . . . , (5.131)

die den früher gefundenen asymptotischen Grenzfall der Lösungen (5.93) und (5.94) der
untransformierten Gleichungen beinhaltet.
Im Grenzfallhm = Γ + o(1) gilt hm = 0 + o(1), sodass sich (5.118) für alle drei zu un-
terscheidenden Fälle rücktransformiert auf die ursprünglichen Variablen bis auf Terme
höherer Ordnung schreibt

d∆
dhm
= −1

2
∆

hm − Γ
+ . . . . (5.132)

Diese Gleichung ergibt das asymptotische Lösungsverhalten für jenen Grenzfall, der schon
im untransformierten Fall in Gleichungen (5.65) bis (5.70) beschrieben wurde. Die Lö-
sung lautet

∆ =
˜̃̃̃

C(hm − Γ)−1/2 + . . . . (5.133)

Die Größen der transformierten mittleren Höhehm und der transformierten Amplituded
lassen sich wie folgt veranschaulichen: Die lokalen Maxima und Minima der Störung der
Höhenauslenkung liegen in transformierter Darstellung auf den Einhüllendenh3 und h2
beziehungsweise aufh3 und h2 in untransformierter Darstellung. Die Größehm ist laut
Definition in Gleichung (5.113) als arithmetisches Mittel des lokalen Maximumsh3 und
des lokalen Minimumsh2 der FunktionH1 0 zu bilden, die Größed ist laut Definition in
Gleichung (5.114) als Differenz des lokalen Maximumsh3 vom lokalen Minimumh2 der
FunktionH1 0 zu bilden. Der Zusammenhang zwischen der transformierten Oberflächen-
störungH1 0 und der untransformierten OberflächenstörungH1 0 ist in Gleichungen (3.57)
und (3.58) angegeben. Bezeichnen wir daher mitHmax

1 undHmin
1 jeweils ein lokales Ma-

ximum und Minimum der entdimensionalisierten Störung der Oberfläche eines welligen
Wassersprunges, die zueinander benachbart sind, so gilt näherungsweise

hm = 1
2k

(

Hmax
1 + Hmin

1 − 2Γ
)

, (5.134)

d = k
(

Hmax
1 − Hmin

1

)

, (5.135)

mit

k =

{

|Γ − 1|−1 für Γ,1, s=±1 ,
1 für Γ=1 , s=0 .

(5.136)
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Die in den beiden Gleichungen (5.134) und (5.135) beinhaltete Näherung bezieht sich da-
bei ausschliesslich auf die angenommene langsame Veränderlichkeit von Amplitude und
mittlerer Höhenauslenkung im Rahmen der Methode der mehrfachen Variablen, sodass
die beiden Gleichungen im asymptotischen Grenzfall eines verschwindendenβ-Wertes
exakt gültig werden. Mit den Gleichungen (5.134) und (5.135) können aus den im Ex-
periment gemessenen maximalen und minimalen Höhenauslenkungen die transformierte
Amplitude und transformierte mittlere Höhe (unter Zuhilfenahme von Gleichungen (2.3)
und (2.26)) direkt berechnet werden.

5.7 Universelles Diagramm der Anfangsbedingungen für
wellige Lösungen

Abbildung 5.6 enthält alle möglichen universellen (d.h. vonΓ unabhängigen) Lösungen,
aus denen bei gegebenemΓmithilfe der in Abschnitt 5.6 angegebenen Formeln die Lösun-
gen des untransformierten Falles rückgerechnet werden können. Aus der Abbildung kann
aber noch nicht entnommen werden, welche Anfangsbedingungen zu welligen Lösungen
führen. Wir wollen solche Anfangsbedingungen nun ebenfalls in einem universellen (d.h.
vonΓ unabhängigen) Diagramm darstellen.
Der Bereich gültiger Anfangsbedingungen, also solcher, von denen ausgehend eine Lö-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen vorhanden ist, muss im Diagramm (hm,
d) jedenfalls zwischen den beiden Geradend=6(hm − s) undd=0 im ersten Quadranten
liegen, da Werte ausserhalb nicht mit den geforderten Eigenschaften (3.79) und (3.80) für
die reellen Nullstellen vereinbar sind. Auf ersterer Geraden fällth1 mit h2 zusammen, auf
zweiterer Geraden fällth2 mit h3 zusammen. In diesen beiden Fällen ergeben sich die in
(3.85), (3.86) und (3.87), (3.88) erwähnten Parameterdarstellungen für die Werte vonR

undS.
Führt man die Abkürzung

ζ =
√

s2 + 2R (5.137)

ein und eliminert man aus den Gleichungen (3.85) bis (3.88) den Parametert, so ergeben
sich für die beiden Fälle die Darstellung

h2 = h3 : S = 1
6(s+ ζ)2(s− 2ζ) =: f (s, ζ) , (5.138)

h1 = h2 : S = 1
6(s− ζ)2(s+ 2ζ) =: g(s, ζ) . (5.139)

Aus den Gleichungen (5.119)-(5.121) folgt, dassR ≥ −s2/2 und daraus, dass stetsζ ≥ 0
gilt, also insbesondere, dassζ nur reelle Werte annimmt. Weiters gilt stetsf (s, ζ)≤g(s, ζ).
Gleichungen (5.138) und (5.139) stellen für jeden möglichen Falls=±1, 0 zwei, also ins-
gesamt sechs Grenzkurven dar, die man nun in ein (ζ, S)-Diagramm einzeichnen könnte,
um den Bereich möglicher Anfangsbedingungen für wellige Lösungen nach der Metho-
de der mehrfachen Variablen abzugrenzen. Man kann jedoch zur weiteren Vereinfachung
nützen, dass die beiden Funktionenf und g auf den rechten Gleichungsseiten folgende
Antisymmetrieeigenschaft besitzen:

f (s, ζ) = −g(−s, ζ) . (5.140)
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Das bedeutet, dass jeweils beide Begrenzungskurven für den Fall s= ±1 mit den beiden
Begrenzungskurven des Falless=∓1 zusammenfallen, wenn man für verschiedene Werte
von s= ±1 stattS(ζ) entsprechend∓S(ζ) in einem Diagramm aufträgt. Definiert man

s= ±1 : η := − sS , (5.141)

s= 0 : η :=S , (5.142)

was gleichbedeutend ist mit

s= 0, −1, Γ ≥ 1 : η := S , (5.143)

s= 1, Γ < 1 : η := −S , (5.144)

so kann man vier (statt der obigen sechs) Begrenzungskurven

s= +1 unds= −1, Γ , 1 : f (−1, ζ) ≤ η ≤ g(−1, ζ) , (5.145)

s= 0, Γ = 1 : f (0, ζ) ≤ η ≤ g(0, ζ) , (5.146)

angeben, die den Bereich möglicher Anfangsbedingungen für wellige Lösungen nach der
Methode der mehrfachen Variablen in einem (ζ, η)-Diagramm abgrenzen. Diese Abgren-
zung enspricht den Begrenzungen durch die Abszisse und die drei geneigten strichlierten
Geraden in Abbildung 5.6 für die jeweiligen Fälles=0, ±1.

Die Bedingungen in Gleichungen (5.145) und (5.146) sind allerdings für die Werte der
Anfangsbedingungen genauso zu erfüllen wir für den gesamten Verlauf der welligen Lö-
sung in der transformierten Darstellung. Wir bezeichnen mit

ζ0 = ζ(Ω=0) , η0 = η(Ω=0) (5.147)

die transformiertenAnfangsbedingungender Lösung nach der Methode der mehrfachen
Variablen. Die für eine wellige Lösung notwendigen und hinreichenden Anfangsbedin-
gungen müssen dann noch die Bedingungen in Gleichungen (5.47) und (5.48) der untrans-
formierten Variablen erfüllen. Setzt man diese Bedingungen in die Gleichungen (3.73) bis
(3.76) ein, so ergeben sich über (5.141) und (5.142) entsprechend Bedingungen fürζ0 und
η0, denen die Anfangsbedingungen für die transformierten Variablen genügen müssen.
Diese lauten:

s= ±1 , Γ , 1 : ζ0 ≥ |Γ − 1|−1 , (5.148)

s= 0, Γ = 1 : ζ0 ≥ 1 , (5.149)

und

s= 1, Γ < 1 : η0 ≤
1
2

(

1+
1
Γ − 1

)

ζ2
0 −

1
6

(

1+
1

(Γ − 1)3

)

, (5.150)

s= −1, Γ > 1 : η0 ≥
1
2

(

1+
1
Γ − 1

)

ζ2
0 −

1
6

(

1+
1

(Γ − 1)3

)

, (5.151)

s= 0, Γ = 1 : η0 ≥
1
2
ζ2

0 −
1
6
. (5.152)
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Diese Bedingungen hängen explizit vonΓ ab. Dies war zu erwarten, denn der Vorteil,Γ
formal aus den Bestimmungsgleichungen fürH1 zu eliminieren, geht auf Kosten dessen,
dassΓ in den transformierten Anfangsbedingungen wieder auftritt, siehe Gleichungen
(3.62) bis (3.66).
Um dennoch eine universelle, vonΓ unabhängige Darstellung der Anfangsbedingungen
zu erhalten, kann man die Bedingungen (5.150)-(5.152) für entsprechende Grenzfälle von
Γ anschreiben, die für die Anfangswerte vonζ0 undη0 als obere bzw. untere Schranken
mindestens erfüllt sein müssen. Aus den Ungleichungen (5.148) und (5.149) folgt, dass
mindestens

s= ±1 , Γ , 1 : ζ0 > 0 , (5.153)

s= 0 , Γ = 1 : ζ0 > 1 (5.154)

gelten muss, und die mit (5.148) und (5.149) abgeschätzten Ungleichungen (5.150)-(5.152)
ergeben

s= 0, −1, Γ ≥ 1 : η0 >
1
2ζ

2
0 − 1

6 , (5.155)

s= 1, Γ < 1 : η0 <
1
2ζ

2
0 − 1

6 (5.156)

als Minimalerfordernis.
Insbesondere folgt aus den Gleichungen (5.145)-(5.152), dass im Fall von|Γ|≫1 immer
wellige Lösungen möglich sind.
Aus den Bedingungen in den Gleichungen (5.148)-(5.152) folgt weiters, dass für die
GrenzfälleΓ→ 1+ undΓ→ 1− keine welligen Lösungen möglich sind, was den wichti-
gen Schluss zulässt, dass der FallΓ= 1 nicht durch einen GrenzübergangΓ→ 1 aus den
Formeln fürΓ,1 erhalten werden kann.
Die transformierten Anfangsbedingungenζ0 undη0 lassen sich mithilfe der Gleichungen
(5.137), (5.141), (5.142) sowie (3.73)-(3.76) direkt aus den untransformierten Anfangs-
bedingungenH1(0)=0, H1X(0) undH1XX(0) bestimmen:

ζ0 =

{

|Γ − 1|−1
√

1+ 2H1XX(0) für Γ,1 ,√
1+ 2H1XX(0) für Γ=1 ,

(5.157)

η0 =

{

1
2 |Γ − 1|−3

[

H2
1X(0)+ 2ΓH1XX(0)− 1

3Γ
2(Γ − 3)

]

für Γ,1 ,
1
2H2

1X(0)+ H1XX(0)+ 1
3 für Γ=1 .

(5.158)

Das universelle Diagramm der notwendigen und hinreichenden Anfangsbedingungen für
wellige Lösungen nach der Methode der mehrfachen Variablen für die transformierten
Größen ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Eine Übersicht über die dabei auftretenden Grenz-
kurven fürη entsprechend den Gleichungen (5.145)-(5.146) und (5.155)-(5.156) bietet
Tabelle 5.1.
Die für eine wellige Lösung notwendigen und hinreichenden Anfangsbedingungen sind
in den eingefärbten Bereichen zu finden, während Werte ausserhalb zu keinen welli-
gen Lösungen führen. Die in den Gleichungen (5.155) und (5.156) auftretende Grenze
η0 =

1
2ζ

2
0 − 1

6, die unterschiedliche Bereiche der Anfangsbedingungen für wellige Lösun-
gen in Abhängigkeit vom ParameterΓ trennt, ist in Abbildung 5.7 als schwarz strichlierte
Kurve eingezeichnet. Werte oberhalb dieser Kurve sind nur für Werte vonΓ>1 (roter und
grüner Bereich) oderΓ= 1 (grüner Bereich) möglich, Werte unterhalb dieser Kurve sind
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Abbildung 5.7: Karte der Anfangsbedingungen in der transformierten Darstellung. Farbige Bereiche kenn-
zeichnen Anfangswerte, die zu welligen Lösungen führen, zusammen mit den dafür notwendigen Wertebe-
reichen vonΓ. Ausserhalb des farbigen Bereiches sind keine welligen Lösungen möglich. Der schraffierte
Bereich kennzeichnet Lösungen mit beschränktem Gültigkeitsbereich. Anfangsbedingungen, die auf der
KurveC liegen, führen auf voll ausgebildete Strömung weit stromab. Alle anderen Anfangsbedingungen im
farbigen Bereich ergeben Lösungen, die ins tiefe Wasser führen.

nur für Werte vonΓ<1 (blauer Bereich) möglich.
Die vom PunktD±1(0,−1/6) ausgehende rote Kurve(ζ0, g(−1, ζ0)) ist jene obere Grenz-
kurve aus Gleichung (5.145) beiΓ , 1 für zu welligen Lösungen führenden Werten der
Anfangsbedingungen, die der in Abbildung 5.6 rot strichlierten Grenzkurve entspricht.
Da die Werte dieser roten Kurve stets über jenen der schwarz strichlierten Kurve liegen,
kann diese Grenzkurve nur für den Falls=−1 undΓ>1 gelten. Nach Tabelle 5.1 ist dies

s=−1, Γ>1 s=1, Γ<1 s=0, Γ=1

untere Grenz- f (−1, ζ0) =
kurve,η0(ζ0) =

1
2ζ

2
0 − 1

6 −1
6(ζ0 − 1)2(2ζ0 + 1)

1
2ζ

2
0 − 1

6

H1X(0)=H1XX(0)=0,entspricht
Γ→∞ h1 = h2 H1X(0)=H1XX(0)=0

obere Grenz- g(−1, ζ0) =
kurve,η0(ζ0) = 1

6(ζ0 + 1)2(2ζ0 − 1)
1
2ζ

2
0 − 1

6 g(0, ζ0) = 1
3ζ

3
0

H1X(0)=H1XX(0)=0,entspricht h1 = h2
Γ→ −∞ h1 = h2

Tabelle 5.1: Grenzkurven der transformierten Anfangsbedingungη0(ζ0) nach den Fallunterscheidungens=
±1, 0.
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nur für den Fall zusammenfallender Nullstellenh1 = h2 möglich. Diese Grenzkurve ist in
Tabelle 5.1 entsprechend rot eingefärbt.
Die ebenfalls vom PunktD±1(0,−1/6) ausgehende blaue Kurve(ζ0, f (−1, ζ0)) ist die un-
tere Grenzkurve aus Gleichung (5.145) beiΓ , 1 für zu welligen Lösungen führenden
Werten der Anfangsbedingungen, die der in Abbildung 5.6 blau strichlierten Grenzkurve
entspricht. Da die Werte dieser blauen Kurve stets unter jenen der schwarz strichlierten
Kurve liegen, kann diese Grenzkurve nur für den Falls=1 undΓ<1 gelten. Nach Tabelle
5.1 ist dies wieder nur für den Fall zusammenfallender Nullstellenh1 = h2 möglich. Diese
Grenzkurve ist in Tabelle 5.1 entsprechend blau eingefärbt.
Analog sind die vom PunktD0(0, 0) ausgehenden grünen Kurven(ζ0, ± f (0, ζ0)) die un-
tere bzw. obere Grenzkurve aus Gleichung (5.146) beiΓ = 1 für zu welligen Lösungen
führenden Werten der Anfangsbedingungen, die in Abbildung 5.6 der grün strichlierten
Grenzkurve bzw. der Abszisse entsprechen. Nach Gleichung (5.154) kommen in diesem
Fall nur Werte vonζ0 größer Eins in Frage, weswegen die beiden grünen Grenzkurven für
kleinereζ0-Werte strichliert dargestellt sind. Nach Tabelle 5.1 fallen entlang der oberen
grünen Grenzkurve die Nullstellenh1 = h2 zusammen, auf der unteren fällth2 = h3 zu-
sammen. Da die Werte der grünen Kurven fürζ0 > 1 jeweils stets über bzw. unter jenen
der schwarz strichlierten Kurve liegen, welche nach Gleichung (5.152)η0 nach unten be-
grenzt, kommt für den Falls=0 undΓ=1 nur die obere der beiden grünen Grenzkurven
als obere Begrenzung vonη0 in Frage, während die untere grüne Kurve ausserhalb der
auf wellige Lösungen führenden Anfangsbedingungen liegt. Dementsprechend sind die
in Tabelle 5.1 grün eingefärbten Grenzkurven nur für den Fall der oberen Grenzkurve für
ζ0 ≥ 1 durchgezogen dargestellt, und sonst strichliert. Die untere Grenze der auf wellige
Lösungen führenden Anfangsbedingungen ist im Falls= 0 undΓ = 1 durch die schwarz
strichlierte Kurve gegeben.
Die in Abbildung 5.7 zusätzlich eingezeichnete rote Kurve zwischen den PunktenZ1 und
ZA
−1, die mitC bezeichnet wurde, stellt unter anderen eine Grenzkurve für den Bereich von

Anfangsbedingungen für Lösungen mit beschränkten Gültigkeitsbereich dar. Die Grenz-
kurveC für die transformiertenAnfangsbedingungenwurde aus jenerLösungskurve er-
mittelt, die in einen Zustand voll ausgebildeter Strömung weit stromab führt. Die Funk-
tionswerte dieser Kurve wurden aus den Werten der KurveC in Abbildung 5.6 ermittelt,
indem die Variablenhm und d auf die Variablenζ0 und η0 umgerechnet wurden. Über
die bei der numerischen Integration auftretenden Schwierigkeiten wurden bereits in Ab-
schnitt 5.6 berichtet, siehe Seite 73. Aus den Bedingungen (5.153)-(5.156) undΓ>1 folgt,
dass jene Anfangsbedingungen, die auf wellige Lösungen mit beschränktem Gültigkeits-
bereich führen, im schraffierten Bereich liegen. Dieser wird begrenzt durch die obere rote
Grenzkurve, die KurveC und die schwarz strichlierte Kurveη0= ζ

2
0/2− 1/6, bzw. in den

Eckpunkten durch die PunkteD±1, ZA
−1 undZ1.

Spezielle Punkte sind in Abbildung 5.6 eingeringt dargestellt, wobei die Bezeichnun-
gen der Punkte zwischen Abbildung 5.6 und 5.7 korrespondieren. Die beiden Punkte auf
der OrdinateD±1(0,−1/6) undD0(0, 0) kennzeichnen den Fall dreier zusammenfallender
Nullstellenh1 = h2 = h3 = s, entsprechen also den linken Eckpunkten der drei Dreiecks-
bereiche in Abbildung 5.6 für die Fälles=±1, 0. Tatsächlich folgt im Fall dreier zusam-
menfallender Nullstellen, dasshm= s undd=0, sodass sich mit den Gleichungen (5.119),
(5.137), (5.141) und (5.142)

ζ0 = 0 , η0 = −s2/6 (5.159)
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ergibt. Der PunktZ1(1, 0) auf der Abszisse kennzeichnet den voll ausgebildeten Strö-
mungszustand weitstromauf, entspricht also dem PunktZ1 in Abbildung 5.6, in dem
s= 1, Γ = 0, H1 = 0, H1X→ 0 undH1XX→ 0 gilt. Bei voll ausgebildeter Strömung weit
stromauf gelten die Gleichungen (5.127), sodass mit Gleichungen (5.137) und (5.141)

ζ0 = 1 , η0 = 0 (5.160)

folgt. Der Fall voll ausgebildeter Strömung weitstromabmit s=−1 undΓ> 1 führt mit
den Gleichungen (5.126), (5.137) und (5.141) auf dieselben Werte vonζ0 undη0, die aber
wegen der Notwendigkeit vonΓ < 1 entlang der blauen Kurve in Abbildung 5.7 nicht
möglich sind, also nicht alsAnfangsbedingungenzugelassen sind, die auf wellige Lösun-
gen führen .
Der PunktZA

−1(7/5, 216/125) in Abbildung 5.7, in dem sich die beiden roten Kurven
schneiden, entspricht dem PunktZA

−1 in Abbildung 5.6, dessen Werte für die Anfangs-
bedingungen auf voll ausgebildete Strömung weit stromab führen und in dem selbst die
Nullstellenh1 = h2 zusammenfallen. Tatsächlich ergeben die in Abschnitt 5.6, Seite 73
erhaltenen Werte fürhm = −3/10 undd = 21/5 in diesem Punkt mittels der Gleichungen
(5.119), (5.137), (5.141) und (5.142)

ζ0 = 7/5 = 1,4 , η0 = 216/125= 1,728. (5.161)

Des weiteren führen auch alle anderen Werte der transformierten Anfangsbedingungen,
die auf der KurveC und im rot eingefärbten Bereich liegen, auf voll ausgebildete Strö-
mung weit stromab. Das Stück der KurveC im blau eingefärbten Bereich kommt für
Anfangsbedingungen, die auf voll ausgebildete Strömung weit stromab führen, nicht in
Frage, da hierfürΓ>1 notwendig wäre.
Der PunktZF

−1(1, 2/3) entspricht dem MittelpunktZF
−1 in Abbildung 5.6. Tatsächlich füh-

ren die in Abschnitt 5.6, Seite 72 erhaltenen Werte fürhm = −1/2 undd = 3 in diesem
Punkt mittels der Gleichungen (5.119), (5.137), (5.141) und (5.142) auf

ζ0 = 1 , η0 = 2/3 . (5.162)

Eine wichtige Folgerung aus Abbildung 5.7 ist, dass nicht beliebige Werte auf den Lö-
sungskurven in Abbildung 5.6 auch als Anfangsbedingung für wellige Lösungen genom-
men werden können. Vielmehr bietet die Kombination der Abbildungen 5.6 und 5.7 die
Möglichkeit, Anfangsbedingungen für wellige Lösungen zu finden und zu klassifizieren
und das Verhalten der Strömung in ihrem weiteren Verlauf vorherzusagen.
Die Einschränkung für die Anfangsbedingungen, die als Grenze schwarz strichliert in
Abbildung 5.7 eingezeichnet ist, stellt nur ein Minimalerfordernis an die Anfangsbedin-
gungen dar, wenn ein bestimmterΓ-Wert gegeben ist. Genauer sind bei gegebenemΓ
für die Anfangsbedingungen die Gleichungen (5.148) bis (5.152) notwendigerweise zu
erfüllen, um eine wellige Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen zu er-
halten. Diese Bedingungen waren aus den ursprüglichen Bedingungen (5.47) und (5.48)
hervorgegangen. Das System von Ungleichungen (5.148) bis (5.152) lässt sich noch wei-
ter vereinfachen, indem man die Variablenζ0 und η0 erneut nach folgender Vorschrift
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transformiert:

ζ̃2
0 =

{

ζ2
0 für Γ=1 ,

[

1+ (Γ − 1)−1
]

ζ2
0 für Γ,1 ,

(5.163)

η̃0 =















η0 für Γ=1 ,

η0 +
[

6(Γ − 1)3
]−1

für Γ,1 .
(5.164)

Mit diesen neuen Variablen lauten die Ungleichungen (5.148) bis (5.152) einfach

ζ̃0 ≥ 1 , (5.165)

η̃0
≤
≥

1
2 ζ̃0

2 − 1
6 für

Γ < 1 ,
Γ ≥ 1 .

(5.166)

Es ergibt sich hier für ˜η0(ζ̃0) wieder die schon in (5.155) und (5.156) fürη0(ζ0) aufgetre-
tene Funktion als Grenzkurve. Die Ungleichungen (5.165) und (5.166) bilden gemeinsam
mit den Ungleichungen (5.145)-(5.146) ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für
Anfangsbedingungen, die zu welligen Lösungen führen.
Die für wellige Lösungen notwendig zu erfüllenden Ungleichungen für die Anfangsbedin-
gungen (5.148) bis (5.152) oder alternativ (5.165) und (5.166) schreiben sich allerdings
nur für die transformierten Grössen derart umständlich. Ursprünglich waren diese aus den
BedingungenH1(0)=0, H1X(0) reell undH1XX(0)≥0 hervorgegangen und sind mit diesen
äquivalent.
Zusammenfassend ergibt sich damit folgende Vorgehensweise, um bei gegebenen, reellen
Werten der AnfangsbedingungenH1(0)= 0, H1X(0), H1XX(0) und gegebenen Werten des
ParametersΓ wellige Lösungen nach der Methode der mehrfachen Variablen zu identifi-
zieren und zu klassifizieren:

(1) Es mussH1XX(0) > 0 sein.1 Falls keine positive Krümmung der Oberflächenstö-
rung als Anfangsbedingung vorliegt, ist keine wellige Lösung möglich. Auch der
aperiodische GrenzfallH1XX(0)=0 führt zu keiner welligen Lösung.

(2) Bestimmung der GrössenR(0) undS(0) anhand der Formeln (3.73)-(3.76) unter
Beachtung der Fallunterscheidung entsprechend dem Wert vonΓ.

(3) Bestimmung der Grössenζ0 undη0 nach den Formeln (5.137), (5.141) und (5.142).

(4) Überprüfen, ob und in welchen der färbigen Bereicheζ0 undη0 in Abbildung 5.7
fällt. Falls die Werte vonζ0 undη0 ausserhalb der färbigen Bereiche liegen ist keine
wellige Lösung möglich.

(5) Klassifizierung der Anfangsbedingungen anhand des färbigen Bereiches, in denζ0
undη0 in Abbildung 5.7 fällt:

(a) Blauer Bereich,Γ< 1: Es ergibt sich eine Lösung, die ins tiefe Wasser führt
(blaue Lösungskurven in Abbildung 5.6)

1Die Ungleichungen (5.165) und (5.166) fürζ̃0 und η̃0 beziehungsweise die Ungleichungen (5.148) bis
(5.152) fürζ0 undη0 sind dadurch bereits automatisch erfüllt.
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(b) Grüner Bereich,Γ= 1: Es ergibt sich eine Lösung, die ins tiefe Wasser führt
(grüne Lösungskurven in Abbildung 5.6)

(c) Grüner oder roter, nicht schraffierter Bereich,Γ > 1: Es ergibt sich eine Lö-
sung, die ins tiefe Wasser führt (rote Lösungskurven in Abbildung 5.6, die
rechts aus dem Diagramm laufen)

(d) Roter, schraffierter Bereich,Γ>1: Es ergibt sich eine Lösung mit beschränk-
tem Gültigkeitsbereich (rote Lösungskurven in Abbildung 5.6, die in die rot
strichlierte Gerade münden).

(e) Rote KurveC in rotem Bereich,Γ>1: Es ergibt sich eine Lösung, die in den
voll ausgebildet turbulenten Zustand weit stromab mündet (rote Lösungskur-
veC in Abbildung 5.6, die in den PunktZ1 mündet).

(f) Eine der anderen roten, blauen oder grünen Kurven: Aperiodischer Grenzfall,
der zu keiner welligen Lösung führt.

Nach der Identifikation gültiger Anfangsbedingungen und der Klassifikation empfiehlt
sich für die (numerische) Berechnung der jeweiligen Lösung nach der Methode der mehr-
fachen Variablen die untransformierte Darstellung, also die Lösung des Gleichungssys-
tems (5.27), (5.28), (5.36) und (5.41).
Wir werden die hier beschriebene Vorgehensweise der Bestimmung der Parameter und
Anfangsbedingungen, die zu welligen Lösungen führen, anhand konkreter, dem Experi-
ment entnommenen Daten im nächsten Abschnitt durchführen und auf diese Weise die
Vorhersage der asymptotischen Theorie mit dem Experiment vergleichen.
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Kapitel 6

Vergleich der Ergebnisse der
asymptotischen Theorie mit
Messergebnissen

6.1 Bestimmung der Parameter und Anfangsbedingun-
gen der asymptotischen Theorie aus experimentellen
Daten

Der dimensionslose Parameterε der asymptotischen Theorie wird gemäß (2.22) aus der
Abweichung der Froude-Zahl im Referenzpunkt vom kritischen Wert 1 berechnet:

ε = 2
3(Frr − 1) , (6.1)

wobei die Referenz-Froude-Zahl aus dem (im Laborexperiment üblicherweise gemesse-
nen) VolumenstroṁV pro Kanalbreiteb und der Referenzflüssigkeitshöhehr folgt:

Frr = V̇/

√

gh
3

r . (6.2)

Die zur Entdimensionalisierung der Geschwindigkeiten notwendige, volumetrisch gemit-
telte Geschwindigkeit inX-Richtung im Referenzpunkt folgt aus

ur= V̇/hr . (6.3)

Die beiden dimensionslosen Parameterβ undΓ in Gleichung (2.54) werden gemäss den
Definitionen in (2.45), (2.46) und (2.53),

β = Fr2τr/3ε
3/2 , (6.4)

Γ = (1− α/Fr2τr)/3ε (6.5)

berechnet. Frτr hängt dabei mit dem Bodenreibungsbeiwertcf r und der Wandschubspan-
nungτw r im Referenzpunkt zusammen über (vgl. (3.96))

cf r = 2τW r/ρu
2
r = 2(Frτr/Frr)

2 . (6.6)

83
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Rauheitskennzahl D̂
hydraulisch glatt 0 bis 5 −0,08

Übergangsbereich 5 bis 70 0,1 bis−7
vollrauh ≥ 70 ≤ −7

Tabelle 6.1: Werte für den ParameterD̂ in (6.8) bei unterschiedlichen Rauheiten, nach [23], S. 419-423.
Definition vonD̂ nach [23], S. 594, Definition der Rauheitskennzahl nach [23], S. 419.

Der Bodenreibungsbeiwertcf r kann aus einem Widerstandsgesetz für die turbulente Ka-
nalströmung bestimmt werden. Dabei tritt im Falle eines rechteckigen Kanalquerschnitts
(wie meist im Laborexperiment vorhanden) der hydraulische DurchmesserDh und die
daraus gebildete Reynolds-Zahl ReD auf:

Dh =
4bhr

2hr + b
, ReD =

Dhur

ν
, (6.7)

wobeiν die kinematische Viskosität bedeutet. Für die Bestimmung des Bodenreibungs-
beiwertes wurden die beiden folgenden Widerstandsgesetze herangezogen:

1. Asymptotisch gültiges Widerstandsgesetz („Überlappungsgesetz“) für die voll-aus-
gebildete, turbulente Kanalströmung, siehe [23] S. 594:

√

2
cf
=

1
κ

ln

√

cf

2
ReD + D̂, (6.8)

mit κ=0,41 und einem ParameterD̂, der von der Bodenrauheit des Kanals abhängt.
Wir verwenden im Folgenden ausschliesslich den WertD̂ = −0,08 für hydraulisch
glatte Böden. Andere Vergleichswerte sind in Tabelle 6.1 angeführt.
Das asymptotische Widerstandsgesetz (6.8) hat allerdings nur im Fall einer voll-

ausgebildeten Strömung Gültigkeit, kann also für die vorliegende Theorie zur Be-
stimmung der Strömungsgrößen im Referenzquerschnitt streng genommen nur im
Falle vonΓ=0 im asymptotischen GrenzfallH1(0)→0, H1X(0)→0 undH1XX(0)→
0 herangezogen werden. Wir ziehen (6.8) dennoch auch für andere Fälle mitΓ, 0
zur Berechnung voncf r heran, da, wie anhand von Tabelle 6.2 ersichtlich wird,
Abweichungen vom voll-ausgebildeten Strömungszustand im Rahmen der Mes-
sungenauigkeit von experimentell ermittelten Bodenreibungsbeiwerten liegen. Die
generelle Verwendung von (6.8) ist im Rahmen der vorliegenden asymptotischen
Theorie dadurch gerechtfertigt, dass Abweichungen voncf r vom Wert für den voll-
ausgebildeten Zustand mitΓ = 0 nach (6.6) nur vonO(ε) sind. Dies wird anhand
der Werte belegt, die sich aus dem Experiment fürΓ ergeben (siehe Tabelle 6.2).
Wir werden daher für den Vergleich mit den im folgenden Abschnitt betrachte-
ten Experimenten das Widerstandsgesetz in (6.8) für hydraulisch glatte Böden zur
Berechnung des Kanalwiderstands heranziehen, wenn nähere Angaben zum Kanal-
widerstand fehlen.

2. Empirisches Widerstandsgesetz („Manningsche Formel“), siehe [53] S. 454 bzw.
[57] S. 699:
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cf = 2g(4/Dh)
1/3n2. (6.9)

Dabei bedeutetn den sogenannten „Manningschen Koeffizienten“, der empirisch
bestimmt wird. Die Formel (6.9) ist bezüglich der physikalischen Dimensionen
inkonsistent, vergleiche die Diskussion in [57] S. 699; in der angegebenen Form
ist (6.9) nur gültig, wenn die dimensionsbehafteten Größen auf der rechten Glei-
chungsseite in SI-Einheiten angegeben werden.
Für die Gültigkeit des empirischen Widerstandsgesetzes (6.9) ist zwar das Vorhan-
densein einer voll-ausgebildeten Strömung im Referenzquerschnitt nicht notwen-
dig, jedoch besteht der Nachteil seiner Anwendung darin, dass bei der experimen-
tellen Bestimmung vonn große Messfehler auftreten, wie anhand der Tabelle 6.2
ersichtlich wird.

Die Tabelle 6.2 enthält die mit den Formeln (6.1)-(6.9) berechneten dimensionslosen
Grössen der asymptotischen Theorie für die Laborexperimente von [24, 31], bei denen
für Frr ≤ 1,7 (siehe [15]) wellige Wassersprünge beobachtet wurden. Die Bestimmung
von cf r, β undΓ erfolgte in zwei Varianten, nämlich nach Gleichung (6.8) mithilfe des
asymptotischen Widerstandsgesetzes und nach Gleichung (6.9) mithilfe der „Manning-
schen Formel“. Die Klassifikation der Kanalneigungen in stark geneigt, kritisch geneigt,
schwach geneigt und horizontal wurde dabei aus [24] übernommen und bezieht sich auf
eine bei vorhandenem Volumenstrom gegenüber voll-ausgebildeter Strömung stärkerer,
gleicher, geringerer und gar keiner Kanalneigung. Diese Klassifikation lässt sich auf die
Berechnung einer kritischen Flüssigkeitshöhe bei gegebenem Volumenstrom nach der hy-
draulischen Theorie zurückführen, mit der die tatsächlich vorhandene Zuströmhöhe ver-
glichen wird, siehe [15]. Diese Klassifikation der welligen Sprünge wird durch den Para-
meterΓ recht gut wiedergegeben. Dabei beschreibt der WertΓ = 0 eine kritische Kanal-
neigung, während starke bzw. schwache oder gar keine Kanalneigungen durch negative
bzw. positiveΓ-Werte beschrieben werden, vgl. Gleichung (6.5).
Soweit bekannt liegen die Messungenauigkeiten bei der Messung des Volumenstromes
V̇ im Prozentbereich, viel grössere Ungenauigkeiten in der Grössenordnung von ca. 10%
jedoch treten bei der Messung des Manningfaktorsn auf (die in Tabelle 6.2 angegebenen
Schwankungsbreiten beziehen sich ausschliesslich auf Ungenauigkeiten bei der Messung
des Manningfaktors). Schon erstere gehen sehr empfindlich in die Ergebnisse der asym-
ptotischen Theorie ein, wie bereits in [25] festgestellt wurde. Zweitere jedoch bewirken
eine besonders starke Ungenauigkeit derΓ-Werte für den geneigten Kanal, wobei die Un-
genauigkeit umso grösser ist, je stärker dieser geneigt ist. Dies ist unmittelbar aus (6.5)
verständlich, wo der Einfluss einer Ungenauigkeit des Bodenreibungsbeiwertes umso grö-
ßere Schwankungen vonΓ bewirkt, je größerα ist. Insbesondere verschwinden die aus der
Widerstandsmessung resultierenden Ungenauigkeiten fürΓ im Fall des horizontalen Ka-
nals, bei demα=0 ist, da in diesem Fallcf r nicht in die Berechnung vonΓ eingeht.
Weiters ist der Tabelle 6.2 zu entnehmen, dass die Anwendung des asymptotischen Wi-
derstandsgesetzes (6.8) auch in den FällenΓ , 0 und ohne Bezugnahme auf spezielle
Anfangsbedingungen gerechtfertigt ist, da die sich jeweils ergebenden Werte fürΓ im Ver-
gleich zu den nach Gleichung (6.9) berechnetenΓ-Werten innerhalb der Schwankungs-
breite liegen, die durch Messungenauigkeiten des Manningfaktors bedingt ist.
Die in Tabelle 6.2 unter [Hutter orig.] aufgelisteten Daten wurden aus Messungen in [31]
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nach Gleichung (6.8) nach Gleichung (6.9)
. α hr V̇ Rer Frr ε cf r β Γ cf r β Γ

Nr. Neigung
[

10−3
]

[cm]
[

dm2/s
] [

104
] [

10−3
] [

10−3
]

Case 10 stark 5,88 9,57 9,92 1,070,0463 3,72 0,0713 -12,69 3,73± 1,66 0,0715± 0,0318 -12,65± 9,05
03-1-7 stark 3,41 7,19 6,50 1,080,0504 4,12 0,0702 -2,86 4,23± 1,88 0,0721± 0,0321 -2,60± 4,20
Case 1 stark 3,07 8,71 8,70 1,080,0533 3,81 0,0601 -2,39 3,83± 1,70 0,0605± 0,0269 -2,34± 3,91
03-2-6 stark 3,07 7,71 7,45 1,110,0737 3,91 0,0402 -1,24 3,96± 1,76 0,0407± 0,0181 -1,16± 2,59
Case 5 stark 3,55 8,89 9,25 1,110,0761 3,76 0,0371 -2,27 3,81± 1,69 0,0375± 0,0167 -2,19± 2,99

02-12-10 stark 3,07 9,19 9,93 1,140,0917 3,72 0,0289 -1,00 3,77± 1,68 0,0293± 0,0130 -0,93± 2,08
Case 4 stark 3,55 8,24 8,68 1,170,1142 3,80 0,0225 -1,05 3,89± 1,73 0,0230± 0,0102 -0,96± 1,77
Case 2 stark 4,03 8,08 8,70 1,210,1391 3,80 0,0178 -1,09 3,91± 1,74 0,0183± 0,0082 -0,99± 1,54

02-12-9 stark 3,70 8,62 9,93 1,250,1682 3,71 0,0141 -0,54 3,84± 1,71 0,0146± 0,0065 -0,46± 1,11
03-2-1 stark 4,52 6,97 7,45 1,290,1946 3,90 0,0126 -0,67 4,07± 1,81 0,0132± 0,0059 -0,57± 1,04

02-12-1 stark 4,20 8,26 9,93 1,330,2233 3,71 0,0104 -0,41 3,88± 1,73 0,0109± 0,0049 -0,32± 0,83
Hutter (adapt.) stark 3,27 8,10 9,93 1,370,2497 3,88 0,0098 0,14 4,24± 1,89 0,0107± 0,0048 0,24± 0,50

Case 6 stark 5,88 7,68 9,25 1,390,2584 3,75 0,0092 -0,81 3,96± 1,76 0,0097± 0,0043 -0,70± 0,91
Case 3 stark 5,32 7,36 8,70 1,390,2602 3,79 0,0092 -0,58 4,01± 1,78 0,0097± 0,0043 -0,48± 0,80
03-2-2 stark 5,32 6,57 7,45 1,410,2745 3,89 0,0090 -0,45 4,14± 1,84 0,0096± 0,0043 -0,35± 0,71

02-12-2 stark 4,83 7,90 9,93 1,430,2849 3,70 0,0083 -0,33 3,93± 1,75 0,0088± 0,0039 -0,24± 0,64
Case 9 stark 6,13 7,77 9,93 1,460,3088 3,70 0,0077 -0,59 3,95± 1,76 0,0082± 0,0037 -0,49± 0,71
03-2-3 stark 6,13 6,19 7,45 1,540,3625 3,88 0,0071 -0,30 4,21± 1,87 0,0077± 0,0034 -0,20± 0,51
03-7-6 kritisch 2,75 8,73 9,07 1,120,0815 3,78 0,0341 -0,63 3,83± 1,70 0,0345± 0,0153 -0,57± 2,13
03-7-7 kritisch 2,74 8,24 9,07 1,220,1492 3,77 0,0163 0,07 3,89± 1,73 0,0168± 0,0075 0,13± 0,96
03-7-8 kritisch 2,73 7,70 9,07 1,350,2365 3,76 0,0100 0,29 3,96± 1,76 0,0105± 0,0047 0,35± 0,48
03-7-1 kritisch 2,78 7,50 9,25 1,440,2915 3,74 0,0082 0,32 3,99± 1,77 0,0087± 0,0039 0,37± 0,35
03-7-2 kritisch 2,77 6,97 9,25 1,600,4029 3,74 0,0063 0,35 4,07± 1,81 0,0068± 0,0030 0,39± 0,20

Tabelle 6.2: Experimente zum wellligen Wassersprung nach [24] und [31] und zugeordnete dimensionslose Parameter der asymptotischen Theorie. Die Nummerierung
wurde von den Autoren übernommen. Unter „Hutter (adapt.)“ wurde gegenüber den Originaldaten aus [31] der Wert für die Kanalneigung adaptiert, siehe die Aus-
führungen auf Seite 89. Die Bestimmung der Parameter erfolgte nach Gleichung (6.8) (asymptotisch gültiges Widerstandsgesetz) und alternativ nach Gleichung (6.9)
(empirisches Widerstandsgesetz, „Manningsche Formel“). Die Schwankungsbreiten beziehen sich ausschliesslich auf Ungenauigkeiten bei der Messung des Manning-
faktors.
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nach Gleichung (6.8) nach Gleichung (6.9)
. α hr V̇ Rer Frr ε cf r β Γ cf r β Γ

Nr. Neigung
[

10−3
]

[cm]
[

dm2/s
] [

104
] [

10−3
] [

10−3
]

03-5-1 schwach 1,00 7,26 7,19 1,170,1153 3,93 0,0230 1,82 4,03± 1,79 0,0236± 0,0105 1,85± 0,48
03-6-5 schwach 1,00 8,65 9,93 1,250,1638 3,71 0,0145 1,33 3,84± 1,70 0,0150± 0,0066 1,35± 0,31
03-5-4 schwach 1,00 6,93 7,19 1,260,1718 3,92 0,0145 1,31 4,08± 1,81 0,0151± 0,0067 1,34± 0,27
03-5-2 schwach 1,00 6,76 7,19 1,310,2037 3,92 0,0121 1,15 4,11± 1,83 0,0127± 0,0056 1,17± 0,21
03-5-3 schwach 1,00 6,70 7,19 1,320,2154 3,92 0,0114 1,10 4,12± 1,83 0,0120± 0,0053 1,12± 0,20

Hutter (orig.) schwach 1,40 8,10 9,93 1,370,2497 3,88 0,0098 0,83 4,24± 1,89 0,0107± 0,0048 0,87± 0,21
03-5-6 schwach 1,00 6,43 7,19 1,410,2715 3,91 0,0091 0,91 4,17± 1,85 0,0097± 0,0043 0,93± 0,14
03-5-5 schwach 1,00 6,24 7,19 1,470,3147 3,91 0,0080 0,81 4,21± 1,87 0,0086± 0,0038 0,83± 0,11
Case 8 schwach 1,00 7,71 9,93 1,480,3202 3,70 0,0075 0,78 3,96± 1,76 0,0080± 0,0035 0,80± 0,11
03-6-1 schwach 1,00 7,52 9,93 1,540,3579 3,69 0,0068 0,72 3,99± 1,77 0,0073± 0,0033 0,73± 0,09
03-5-7 schwach 1,00 5,97 7,19 1,570,3820 3,91 0,0068 0,69 4,26± 1,89 0,0074± 0,0033 0,71± 0,08
03-6-2 schwach 1,00 7,24 9,93 1,630,4179 3,69 0,0060 0,63 4,03± 1,79 0,0066± 0,0029 0,65± 0,07
03-5-8 schwach 1,00 5,56 7,19 1,750,5001 3,90 0,0056 0,55 4,35± 1,93 0,0063± 0,0028 0,57± 0,05

98-17-1 horizontal 0,00 10,66 12,29 1,130,0848 3,59 0,0308 3,93 3,63± 1,61 0,0311± 0,0138 3,93± 0,00
98-17-3 horizontal 0,00 10,32 12,29 1,180,1222 3,59 0,0196 2,73 3,66± 1,63 0,0200± 0,0089 2,73± 0,00
00-15-9 horizontal 0,00 8,28 8,93 1,200,1307 3,78 0,0191 2,55 3,88± 1,73 0,0196± 0,0087 2,55± 0,00
98-16-1 horizontal 0,00 8,45 9,23 1,200,1333 3,76 0,0185 2,50 3,86± 1,72 0,0190± 0,0085 2,50± 0,00
99-17-1 horizontal 0,00 11,43 15,35 1,270,1788 3,46 0,0123 1,86 3,56± 1,58 0,0126± 0,0056 1,86± 0,00
93-8-1 horizontal 0,00 8,13 9,28 1,280,1850 3,75 0,0128 1,80 3,90± 1,73 0,0133± 0,0059 1,80± 0,00
93-9-1 horizontal 0,00 8,40 9,76 1,280,1869 3,72 0,0126 1,78 3,87± 1,72 0,0131± 0,0058 1,78± 0,00

98-17-2 horizontal 0,00 9,66 12,29 1,310,2044 3,58 0,0110 1,63 3,72± 1,65 0,0115± 0,0051 1,63± 0,00
93-11-5 horizontal 0,00 9,50 12,04 1,310,2084 3,59 0,0108 1,60 3,74± 1,66 0,0113± 0,0050 1,60± 0,00
94-9-1 horizontal 0,00 8,77 11,00 1,350,2347 3,64 0,0098 1,42 3,82± 1,70 0,0102± 0,0046 1,42± 0,00

Tabelle 6.2: Fortsetzung. Unter „Hutter (orig.)“ wurden im Unterschied zu „Hutter (adapt.)“ auf Seite 86 ausschliesslich Originaldaten aus [31] für die Bestimmung der
Parameter herangezogen, siehe dazu die Ausführungen auf Seite 89.
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nach Gleichung (6.8) nach Gleichung (6.9)
. α hr V̇ Rer Frr ε cf r β Γ cf r β Γ

Nr. Neigung
[

10−3
]

[cm]
[

dm2/s
] [

104
] [

10−3
] [

10−3
]

99-17-2 horizontal 0,00 10,85 15,35 1,370,2475 3,45 0,0088 1,35 3,61± 1,60 0,0092± 0,0041 1,35± 0,00
94-8-1 horizontal 0,00 7,80 9,38 1,370,2494 3,74 0,0094 1,34 3,95± 1,75 0,0100± 0,0044 1,34± 0,00
93-8-2 horizontal 0,00 7,63 9,28 1,410,2700 3,74 0,0088 1,23 3,97± 1,77 0,0093± 0,0041 1,23± 0,00

93-11-6 horizontal 0,00 9,00 12,04 1,420,2823 3,58 0,0081 1,18 3,79± 1,69 0,0085± 0,0038 1,18± 0,00
00-15-1 horizontal 0,00 7,30 8,93 1,440,2965 3,77 0,0081 1,12 4,02± 1,79 0,0087± 0,0039 1,12± 0,00
01-3-1 horizontal 0,00 6,14 6,98 1,460,3098 3,91 0,0081 1,08 4,19± 1,86 0,0087± 0,0039 1,08± 0,00

99-17-3 horizontal 0,00 10,33 15,35 1,480,3174 3,44 0,0070 1,05 3,66± 1,63 0,0074± 0,0033 1,05± 0,00
94-9-2 horizontal 0,00 8,25 11,00 1,480,3213 3,63 0,0073 1,04 3,89± 1,73 0,0078± 0,0035 1,04± 0,00
93-9-2 horizontal 0,00 7,56 9,76 1,500,3330 3,71 0,0072 1,00 3,98± 1,77 0,0078± 0,0035 1,00± 0,00

98-16-2 horizontal 0,00 7,28 9,23 1,500,3337 3,74 0,0073 1,00 4,02± 1,79 0,0078± 0,0035 1,00± 0,00
Case 7 horizontal 0,00 7,64 9,93 1,500,3338 3,70 0,0072 1,00 3,97± 1,76 0,0077± 0,0034 1,00± 0,00

93-11-7 horizontal 0,00 8,58 12,04 1,530,3528 3,58 0,0067 0,94 3,84± 1,71 0,0071± 0,0032 0,94± 0,00
(k.A.) horizontal 0,00 8,06 10,97 1,530,3540 3,63 0,0067 0,94 3,91± 1,74 0,0073± 0,0032 0,94± 0,00
94-8-2 horizontal 0,00 7,24 9,38 1,540,3577 3,73 0,0069 0,93 4,03± 1,79 0,0074± 0,0033 0,93± 0,00
01-3-2 horizontal 0,00 5,94 6,98 1,540,3596 3,91 0,0072 0,93 4,23± 1,88 0,0077± 0,0034 0,93± 0,00
93-8-3 horizontal 0,00 7,17 9,28 1,540,3616 3,74 0,0068 0,92 4,04± 1,80 0,0074± 0,0033 0,92± 0,00

99-17-4 horizontal 0,00 10,03 15,35 1,540,3619 3,44 0,0063 0,92 3,69± 1,64 0,0067± 0,0030 0,92± 0,00
94-9-3 horizontal 0,00 7,95 11,00 1,570,3777 3,63 0,0064 0,88 3,93± 1,74 0,0069± 0,0031 0,88± 0,00
93-9-3 horizontal 0,00 7,16 9,76 1,630,4179 3,70 0,0060 0,80 4,04± 1,80 0,0066± 0,0029 0,80± 0,00
01-3-3 horizontal 0,00 5,69 6,98 1,640,4279 3,90 0,0063 0,78 4,28± 1,90 0,0069± 0,0031 0,78± 0,00

93-11-8 horizontal 0,00 8,15 12,04 1,650,4346 3,57 0,0057 0,77 3,90± 1,73 0,0062± 0,0028 0,77± 0,00
01-7-8 horizontal 0,00 4,96 5,80 1,680,4508 4,01 0,0062 0,74 4,41± 1,96 0,0068± 0,0030 0,74± 0,00

Tabelle 6.2: Fortsetzung.
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Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie mit Messergebnissen

ermittelt. Die unter [Hutter adapt.] angegebenen Daten stellen eine Modifikation dieser
Messwerte dar, die mit den anderen Daten in Tabelle 6.2 nicht direkt vergleichbar sind, da
sie nicht ausschliesslich aus den Messdaten in [31] ermittelt wurden. Bei den modifizier-
ten Daten wurde ein adaptierter Wert der Kanalneigung herangezogen, aus dem sich ein
modifizierter Wert fürΓ ergibt. Der adaptierte Wert der Kanalneigung entstammt einer
eigens auf das Experiment in [31] bezogenen, mit dem Finite-Volumen-Programmcode
FLUENT 6.2.16 durchgeführten numerischen Rechnung. Diese Rechnung basiert auf ei-
ner Lösung der vollen, nach Reynolds gemittelten Bewegungsgleichungen unter Zuhilfe-
nahme desk − ε-Turbulenzmodells zur Berechnung der Reynoldsschen Scheinspannun-
gen. Dabei wurde in einem zweidimensionalen Rechengebiet der Form eines Rechtecks
der im Experiment gemessene Volumenstrom und die Höhe der Zuströmung fest vor-
geschrieben und die Kanalneigungα so ermittelt, dass eine voll-ausgebildete Strömung
(manifestiert durch ein inX-Richtung unveränderliches Geschwindigkeitsprofil) vorliegt.
Mit dem so ermittelten Wert vonα=3,27·10−3 wurden die Parameter der asymptotischen
Theorie berechnet. Dass dennoch der in Tabelle 6.2 in Zeile [Hutter adapt.] eingetragene
der Wert fürΓ vom Wert 0 für voll-ausgebildete Zuströmung abweicht, ist auf den Ein-
fluss der Turbulenzmodellierung in der numerischen Rechnung zurückzuführen.
Das Experiment Case 8 in Tabelle 6.2 nimmt im Vergleich zu allen anderen aufgeliste-
ten Fällen einen Sonderstatus ein: In diesem Experiment wurde nämlich ein Übergang zu
einer voll-ausgebildeten Strömung weit stromab mit einer im Mittel konstanten Flüssig-
keitshöhe beobachtet. Ein Vergleich der asymptotischen Theorie mit diesem speziellen
Experiment folgt im nächsten Abschnitt.
Eine Überlegung betreffend die Größenordnung der Parameter der asymptotischen Theo-
rie führt zu einer Beschränkung des Parametersβ zu kleinen Werten hin: Laut Definition
in (2.45) mussβ von der GrössenordnungO(

√
ε) sein. In (2.44) ist damit der Term, der

β als Koeffizienten enthält, um eine halbe Grössenordnung kleiner als die anderen Terme.
Die Grössenordnung vonβ darf demnach keinesfalls die OrdnungO(ε3/2) annehmen oder
gar unterschreiten, da sonst bereits höhere Ordnungen der asymptotischen Entwicklungen
grösser sind als der durchβ in (2.44) berücksichtigte Term. Ein Blick auf die Tabelle 6.2
zeigt aber, dass dies für eine Vielzahl von Experimenten der Fall ist, und zwar bei jenen,
deren Werte fürε verhältnismäßig gross sind. Die Experimente, mit denen wir die Vorher-
sage der Theorie im Folgenden vergleichen wollen, stellen eine Auswahl mit möglichst
kleinen Werten vonε dar, wenngleich die vorausgesetzten Größenverhältnisse von den
aus dem Experiment abgeleiteten Werten fürβ undε nicht immer zutreffen.

6.2 Auslenkung der Oberfläche als Funktion der Längs-
koordinate

Für die Experimente aus [24] Case 1 bis 10 (siehe Tabelle 6.2) wurden die gemessenen
Oberflächenprofile von den Autoren zur Verfügung gestellt. Mit Ausnahme von Case 7
und 8 fallen alle diese in die Klassifikation eines welligen Wassersprunges bei starker
Kanalneigung mit Werten vonΓ<0.
Nach Abschnitt 5.7 ist für diese Fälle nur ein Übergang ins tiefe Wasser möglich. Diese
theoretische Vorhersage deckt sich mit den Beobachtungen im Experiment. Abbildung
6.1(a) zeigt die OberflächenstörungH1 berechnet mit Gleichung (2.54) (schwarz durch-
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Abbildung 6.1: Höhenauslenkung im Vergleich mit dem Experiment Case 5 aus [24].ε=0,0761,β=0,0375
undΓ=−2,19. In (a) sind die dimensionslosen Grössen dargestellt. Die schwarz durchgezogene Kurve ist
eine numerische Lösung der Gleichung (2.54) mit den AnfangsbedingungenH1X(0)=0 undH1XX(0)=0,05.
Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse. In (b) sind die entsprechenden dimensionsbehafteten Grössen
dargestellt. Die roten und grünen Kurven kennzeichnen dabei den Einfluss von Messungenauigkeiten. Rot
strichliert: 1,01V̇. Rot punktiert: 0,99V̇. Grün strichliert: 1,1n. Grün punktiert: 0,9n.
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gezogene Kurve) im Vergleich mit den Werten für die Oberflächenstörung, die gemäß
Gleichungen (2.2) und (2.26) aus den in Experiment Case 5 gemessenen Flüssigkeitshö-
hen gewonnen wurden (schwarze Punkte). Die Parameterwerte wurden dabei mithilfe des
Manningschen Widerstandsgesetzes (6.9) ermittelt, wobei die Messwerte für den Man-
nigschen Faktor ebenfalls von den Autoren zur Verfügung gestellt wurden. Die Anfangs-
bedingungen wurden dabei zu

H1X(0) = 0 , H1XX(0) = 0,05 (6.10)

gewählt. Die Wahl der AnfangsbedingungH1X(0)=0 in Gleichung (6.10) trägt dem Um-
stand Rechnung, dass die Zuströmung im Experiment nahezu flach erfolgte. Der Wert
für die Anfangskrümmung wurde so bemessen, dass der Ort des ersten Wellenmaximums
Xm 1 der Lösungskurve von Gleichung (2.54) mit jenem aus dem Experiment zusammen-
fällt. Geringere Werte für die Anfangskrümmung bewirken eine kleine Verschiebung der
numerisch berechneten Kurve in positiverX-Richtung, wobei die Form der Kurve unver-
ändert bleibt.
Folgt man der auf Seite 81ff. dargestellten Vorgehensweise zur Bestimmung des Lösungs-
typus aus der Vorgabe des ParametersΓ=−2,19 und der genannten Anfangsbedingungen,
so ergeben sich folgende Werte für die transformierten Anfangsbedingungen

ζ0 = 0,329, η0 = −0,124. (6.11)

Im Diagramm der universellen Anfangsbedingungen Abbildung 5.7 liegt dieser Punkt im
blauen Bereich, es liegt also eine wellige Lösung vor, die weit stromab ins tiefe Wasser
führt.
Während die gemessenen absoluten Werte der Höhe sowie die Amplituden von der asym-
ptotischen Theorie sehr gut wiedergegeben werden, sind die Werte für die Wellenlängen
etwas zu klein, d.h. der Abstand derX-Koordinate von erstem zu zweitem Maximum bzw.
der Abstand von zweitem zu drittem Maximum wird durch die asymptotische Theorie um
ca. 20% geringer wiedergegeben als im Experiment beobachtet.
In Abbildung 6.1(b) ist der analoge Vergleich zwischen Experiment (schwarze Punkte)
und Theorie (schwarze Kurve) für dasselbe Experiment in dimensionsbehafteten Grössen
dargestellt. Zusätzlich eingezeichnet sind die Einflüsse der Messungenauigkeiten auf das
Ergebnis der asymptotischen Theorie. Die rot strichlierte Kurve kennzeichnet dabei die
Veränderung der schwarz durchgezogenen Lösung von Gleichung (2.54) durch Verände-
rung der Parameterwerte bei Erhöhung des VolumenstromesV̇ um 1%, die rot punktierte
Kurve bei Erniedrigung um 1%, was in etwa der Schwankungsbreite der Ungenauigkeit
bei der Messung des Volumenstromes entspricht. Analog zeigen die grün strichlierte bzw.
punktierte Kurve die Veränderung bei 10%iger Erhöhung bzw. Erniedrigung des Man-
ningschen Fakorsn im Widerstandsgesetz, was ebenfalls im Bereich der Messungenau-
igkeit des Manningschen Faktors liegt. Trotz unterschiedlicher Grössenordnungen dieser
beiden Ungenauigkeiten zeigt sich, dass der Einfluss auf die Oberflächenkontur von etwa
gleicher Grössenordnung ist.
Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse des Experiments Case 5 aus [24] für die Auslenkung
der mittleren Flüssigkeitshöhe im Vergleich zur asymptotischen Theorie und einer Lö-
sung der vollständigen, nach Reynolds gemittelten Impulsgleichungen. Die Messpunkte
sind schwarz eingezeichnet, die HöhenauslenkungH nach der vorliegenden asymptoti-
schen Theorie (blaue Kurve) wurde durch die Lösung der Gleichung (2.54) und mithilfe
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Abbildung 6.2: Höhenauslenkung im Vergleich zwischen der kombinierten asymtotisch-numerischen Itera-
tionsroutine nach [49] und dem Experiment. Parameterwerte wie in Abbildung 6.1. Die schwarzen Punkte
stellen Messergebnisse des Case 5 aus [24] dar. Die blaue Kurve basiert auf einer Lösung von Gleichung
(2.54) mit den Parameterwerten und Anfangsbedingungen wie in Abbildung 6.1. Die graue Kurve ist das
Ergebnis der Iterationsroutine, eine Lösung der vollständigen, nach Reynolds gemittelten Impulsgleichun-
gen unter Verwendung des Reynoldsspannungs-Turbulenzmodelles mittels FLUENT. Die schwarze Kurve
ist das analoge Ergebnis bei Verwendung des k-epsilon Turbulenzmodelles.

der Gleichungen (2.26) und (2.31) bestimmt. Die Parameterwerte und Anfangsbedingun-
gen sind dabei dieselben wie in Abbildung 6.1. Die graue und schwarze Kurve wurde
mittels einer Iterationsroutine ermittelt, die auf der Kombination einer asymptotischen
Rechnung mit einer Lösung der vollen Bewegungsgleichungen für die turbulente Kanal-
strömung basiert, siehe [49].
Der asymptotische Teil der Iterationsroutine orientiert sich an [26], wobei Störungen kon-
stanter Druckwerte an der Oberfläche (also Abweichungen von der dynamischen Randbe-
dingung) im Rahmen der asymptotischen Theorie erfasst werden, die dann als Korrektiv
für die Ermittlung einer numerischen Lösung der vollständigen, nach Reynolds gemittel-
ten Impulsgleichungen dienen. Dadurch wird die Erfüllung der dynamischen Randbedin-
gung iterativ erreicht.
Für die Berechnung der numerischen Lösung wurde der Finite-Volumen-Programmcode
FLUENT 6.2.16 verwendet, wobei zur Bestimmung der Reynoldsschen Scheinspannun-
gen ein Turbulenzmodell verwendet werden musste. Die graue Kurve repräsentiert das Er-
gebnis der Iterationsroutine bei Verwendung des Reynoldsspannungs-Turbulenzmodelles,
die schwarze Kurve stellt das Ergebnis bei Verwendung des k-epsilon Turbulenzmodelles
dar. Der Unterschied zwischen diesen beiden Kurven zeigt also den Einfluss der Turbu-
lenzmodellierung auf die Lösung, der nicht sehr stark ist. Dies ist auf die hohe Reynolds-
zahl von Re= 93.000 zurückzuführen. Weiters werden von den Ergebnissen der Iterati-
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onsroutine die Absolutwerte der Höhen, vor allem aber die Wellenlängen besser erfasst als
von der rein asymptotischen Beschreibung. Dies liegt vor allem daran, dass zwar die Kon-
vergenz bei der Iterationsroutine vom Störparameterε abhängt, nicht aber das Ergebnis
selbst, das von einer Lösung der vollen Bewegungsgleichungen herrührt. Die Berechnung
des Oberflächenprofils mithilfe der asymptotischen Theorie aus [26] stellt eine asympto-
tische Korrektur der Oberfläche inO(ε) dar, und Unterschiede zu dem im Experiment
beobachteten Verlauf resultieren aus nicht berücksichtigten höheren Ordnungen.
Nach der in den vorhergehenden Kapiteln beschriebenen asymptotischen Theorie existiert
die Möglichkeit, dass die Strömung infolge eines welligen Sprunges weit stromab in einen
voll-ausgebildeten Zustand übergeht. Mit den in Abschnitt 3.9 eingeführten transformier-
ten Grössen lassen sich diese Lösungen, die stromab auf voll-ausgebildete Strömung füh-
ren, als eine universelle Kurve zusammenfassen. Diese Kurve ist in Abbildung 5.6, die die
transformierte Amplituded gegen die transformierte mittlere Höhenauslenkunghm zeigt,
als rote Kurve, die in den PunktD0 mündet, dargestellt. Nach der vorliegenden Theorie
müssen dazu notwendigerweise WerteΓ > 1 vorhanden sein. Ein Vergleich mit Tabelle
6.2 zeigt, dass ein solcher Übergang nur in den Fällen eines schwach geneigten Kanals
möglich ist.
Das Experiment Case 8 aus [24] ist das einzige uns bekannte, bei dem ein solcher Über-
gang zu voll-ausgebildeter Strömung weit stromab im Labor tatsächlich beobachtet wur-
de. Ein Blick in Tabelle 6.2 zeigt allerdings, dass die dort eingetragenenΓ-Werte 0,78
bzw. 0,80 betragen und laut Theorie die Strömung weit stromab zu einem Zustand des
tiefen Wassers führen sollten. Da jedoch geringe Messungenauigkeiten zu großen Ver-
änderungen des Wertes vonΓ führen, muss angenommen werden, dass dieseΓ-Werte in
diesem Fall nicht die korrekten Verhältnisse wiedergeben. Aus diesem Grund wollen wir
die Parameter für die asymptotische Theorie alternativ, und zwar ausgehend von dem im
Experiment beobachteten Zustand weit stromab bestimmen. Nach (2.3), (2.26), (2.31) und
(3.9) beträgt die konstante Flüssigkeitshöhe im voll-ausgebildeten Zustand weit stromab

h
∣

∣

∣

x→∞= (1+ ε Γ) hr . (6.12)

Die dem Experiment Case 8 zu entnehmende Flüssigkeitshöhe weit stromab beträgth
∣

∣

∣

x→∞≈
1,67hr. Wir wollen die experimentellen Ergebnisse mit der Theorie für zwei unterschied-
liche Parametersätze vergleichen:

(1) Parameterwerte basierend auf den originalen Messdaten im Referenzpunkt nach
[24] gemäß Tabelle 6.2 wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, unter Verwendung des
Manningschen Widerstandsgesetzes, Gleichung (6.9), mit dem experimentell be-
stimmten Wert des Manningfaktorsn, mit Ausnahme des Wertes fürΓ. Γ wird aus
dem Messwert für die Flüssigkeitshöhe weit stromab bestimmt, alsoΓ = 0,67/ε ≈
2,1.
Die so errechneten Parameterwerte lauten:ε = 0, 320,β = 0, 0086,cf = 0, 0043.

(2) Modifikation des Wertesε aufε = 0,480, Bestimmung der übrigen Parameterwerte
gemäß Abschnitt 6.1, unter Verwendung des Manningschen Widerstandsgesetzes,
Gleichung (6.9). Bestimmung vonΓ wie in (1), alsoΓ = 0,67/ε ≈ 1,4.
Die übrigen Parameterwerte lauten:β = 0, 0030,cf = 0, 0028.
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(a) Originalwerte nach [24]:ε = 0,320,β = 0,0086,Γ = 2,1.
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(b) Modifizierte Werte:ε = 0,480,β = 0,0030,Γ = 1,4.

Abbildung 6.3: Amplituded gegen Höhenauslenkunghm der Lösung nach der Methode der mehrfachen
Variablen in transformierter Darstellung (rot durchgezogene Kurve) im Vergleich mit dem Experiment bei
Übergang zu voll-ausgebildeter Strömung weit stromab. Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse des
Case 8 aus [24]. Parameterwerte in (a) nach (1), Seite 93 (Originalwerte aus [24]), in (b) nach (2), Seite 93
(modifizierte Werte).
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Die Abbildungen 6.3(a) und 6.3(b) zeigen die mit den Parametersätzen nach (1) bzw. (2)
ermittelte Amplituded gegen die Höhenauslenkunghm nach der Lösung nach der Metho-
de der mehrfachen Variablen in transformierter Darstellung im Vergleich mit Messdaten.
Die schwarz eingezeichneten Messpunkte wurden aus aufeinanderfolgenden Messwer-
ten von Maxima und Minima ermittelt und gemäss Gleichungen (5.134)-(5.136) auf die
transformierten Amplituden und transformierten Höhenauslenkungen umgerechnet.
In Diagramm 6.3(a) sind die theoretischen Werte der Amplitude in Abhängigkeit von der
mittlerer Auslenkung im Vergleich zum Experiment für grössere Werte der Amplitude
zu hoch. Bei den modifizierten Parameterwerten nach (2) wurde der Wert vonε so ge-
wählt, dass der experimentell beobachtete Verlauf von Amplitude und Höhenauslenkung
durch die Lösung nach der Methode der mehrfachen Variablen bestmöglich wiedergege-
ben wird, wobeiΓ gemäß Gleichung (6.12) aus der im Experiment weit stromab beobach-
teten Flüssigkeitshöhe bestimmt wurde, alsoε Γ = 0,67.
Die Abbildungen 6.4(a) bzw. 6.4(b) zeigen die Höhenauslenkungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen in untransformierter Darstellung, berechnet mit den Parametersät-
zen nach (1), Seite 93, bzw. (2), Seite 93, im Vergleich mit Messdaten nach [24] für das
Experiment Case 8. Die Kurven für die Höhenauslenkung wurden aus der universellen Lö-
sung nach der Methode der mehrfachen Variablen in der transformierten Darstellung ge-
wonnen, wobei die Gleichungen (3.57), (3.60) und (5.110)-(5.118) verwendet wurden und
die entsprechenden Differentialgleichungen für dhm/dd, dX/dd und dξ/dd mit eliminier-
ter OrtsvariableΩ gelöst wurden. Dabei wurde, analog zu Abschnitt 5.6, für die Berech-
nung der universellen Kurve mit Übergang zu voll-ausgebildeter Strömung im Phasendia-
gramm Abbildung 5.6, ausgehend von einem leicht gestörten Zustand voll-ausgebildeter
Strömung stromauf integriert, mit den Anfangsbedingungen (hm, d) = (0, 0,01). Aus den
transformierten langsam Veränderlichen wurde mittels (5.107) die transformierte schnell
veränderliche Störung der HöhenauslenkungH1 0 ermittelt. Die so berechneten Grössen
X, hm, ξ undH1 0 wurden anschliessend mithilfe der Gleichungen (3.57), (3.60), (5.11),
(5.113) und (5.114) auf die untransformierten Grössen umgerechnet. Dabei wurden die
Gleichungen (3.57) und (3.60) nicht nur für die Umrechnung der transformierten auf die
untransformierte Störung der Höhenauslenkung, sondern auch für die Umrechnung der
Einhüllendenh2 undh3 auf h2 undh3 verwendet.
Während die Absolutwerte für die Höhenauslenkung festgelegt sind, ist die Lösung inX-
Richtung um eine beliebige Konstante verschiebbar. Die Lösungen in Abbildungen 6.4(a)
bzw. 6.4(b) wurden dabei so verschoben, dass das Abklingverhalten der Amplituden aus
dem Experiment erfasst wird. Dies ist in Abbildung 6.4(a) für die originalen Parameter-
werte nur begrenzt möglich, wie dies schon aus den transformierten Grössen in Abbildung
6.3(a) entnommen werden kann. Die Übereinstimmung in 6.4(b) bei Verwendung der mo-
difizierten Parameter ist besser, analog zu der in Abbildung 6.3(b). Allerdings sind auch
hier wie bereits bei obigem Vergleich mit dem Experiment Case 5 aus [24] die aus der
Theorie bestimmten Wellenlängen zu kurz.
Abbildung 6.5 zeigt einen Vergleich des Profils der Höhenauslenkungen zwischen der
asymptotischen Theorie (Lösungen von Gleichung (2.54)) und dem Experiment CD1 aus
[12]. Die Messdaten sind als schwarze Punkte eingetragen. Die Parameterwerte wurden
aus den experimentellen Daten wie in Abschnitt 6.1 beschrieben bestimmt, wobei für
die Bestimmung des Kanalwiderstands das asymptotisch gültige Überlappungsgesetz für
glatte Böden (Gleichung (6.8)) verwendet wurde, in Ermangelung näherer Informatio-
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Abbildung 6.4: Höhenauslenkung bei Übergang zu voll-ausgebildeter Strömung weit stromab. Parameter-
werte wie in Abbildung 6.3 (a) bzw. (b). Die rote wellige Kurve stellt die LösungH1 0 nach der Methode
der mehrfachen Variablen dar, die durch die Einhüllendenh2 undh3 nach unten bzw. oben begrenzt wird.
Die schwarzen Punkte sind Messergebnisse des Case 8 aus [24].

96



Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie mit Messergebnissen

0 5 10 15 20 25
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

X

H1

Abbildung 6.5: Höhenauslenkung im Vergleich mit dem Experiment von [12] und Einfluss der Anfangsbe-
dingungen auf die asymptotische Lösung.ε = 0,177,β = 0,0137,Γ = 1,88. Die schwarzen Punkte stellen
Messergebnisse des Experimentes CD1 aus [12] dar. Die Kurven sind Lösungen von Gleichung (2.54)
mit den AnfangsbedingungenH1X(0)= 0 (alle Kurven) undH1XX(0)= 0,17 (rot), H1XX(0)= 0,57 (grün),
H1XX(0)=0,46 (blau),H1XX(0)=0,035 (schwarz).

nen zum Kanalwiderstand. Die Lösungen von (2.54) wurden für verschiedene Werte der
AnfangsbedingungenH1X(0) undH1XX(0) gewonnen und anschliessend so inX-Richtung
verschoben, dass die Position des ersten Maximums der Höhenauslenkung mit jener im
Experiment übereinstimmt.
Auf diese Weise wird der Einfluss der Anfangsbedingungen auf die Absolutwerte der
Höhenauslenkung und die Wellenlängen deutlich. Die rote und die schwarze Kurve wur-
den mit Anfangsbedingungen berechnet, die zu einem beschränkten Gültigkeitsbereich
der Lösung führen. Dies ist für die schwarze Kurve aus dem in Abbildung 6.5 dargestell-
ten Lösungsverlauf zu erkennen. Nach der auf Seite 81ff. dargestellten Vorgehensweise
zur Bestimmung des Lösungstypus aus dem ParameterΓ und den Anfangsbedingungen
H1X(0) und H1XX(0) ergeben sich die in Tabelle 6.5 zusammengefassten Werte für die
transformierten Anfangsbedingungen samt der aus Diagramm Abbildung 5.7 folgenden

Kurve in Abb. 6.5 H1X(0) H1XX(0) ζ0 η0 Klassifikation

grün 0 0, 57 1, 662 2, 541 tiefes Wasser
blau 0 0, 46 1, 575 2, 237 tiefes Wasser
rot 0 0, 17 1, 315 1, 437 beschränkt

schwarz 0 0, 035 1, 175 1, 065 beschränkt

Tabelle 6.5: Transformierte Anfangsbedingungen und Klassifikation der Lösungstypen der in Abbildung
6.5 dargestellten Lösungen.
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Klassifikation des Lösungstypus nach dem Verhalten weit stromab.
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Abbildung 6.6: Höhenauslenkung im Vergleich mit dem Experiment aus [45] und Einfluss der Anfangs-
bedingungen und der numerischen Integration auf die asymptotische Lösung. Die Parameterwerte lauten
ε = 0,294, β = 0,00764,Γ = 1,13 undhr = 10,5 cm. Die schwarzen Punkte stellen Messergebnisse dar.
Die Kurven sind Lösungen von Gleichung (2.54) mit der AnfangsbedingungH1X(0)= βΓ = 0,0087, ver-
schiedenen Werten der Anfangskrümmung und unterschiedlichen Integrationsbedingungen. Die schwarz
strichlierte Kurve stellt die fürH1≪1 gültige NäherungslösungH1=βΓX dar.

Ein Vergleich des Profils der Höhenauslenkungen zwischen Theorie und dem Experiment
von [45], das in jener Arbeit in Fig. 11 (a) mit den Symbolen� eingezeichnet ist, ist in
Abbildung 6.6 dargestellt. Beim gemessenen Verlauf der Höhenauslenkungen (schwarze
Punkte) ist zu beobachten, dass dieser anfänglich eine nahezu konstante Steigung und
keine erkennbare Krümmung aufweist. Die Parameter wurden aus den Messwerten un-
ter Verwendung des asymptotisch gültigen Überlappungsgesetzes für glatte Böden (Glei-
chung (6.8)) für den Kanalwiderstand und unter Bezugnahme auf den zweiten Messwert
für die Höhenauslenkung als Referenzwert (die Autoren geben den dritten Messwert als
Referenzwert an) berechnet.
Aus Abschnitt 4.1 ist bekannt (siehe Abbildung 4.3), dass Gleichung (2.54) für den spe-
ziellen FallΓ = 1 Lösungen besitzt, die in der Nähe des ReferenzpunktesX = 0 nahezu
konstante NeigungH1X = β und sehr kleine OberflächenkrümmungenH1XX aufweisen.
Der hier vorliegende Wert vonΓ = 1, 13 weicht nur wenig von 1 ab. Entwickelt man die
Gleichung (2.54) fürH1 ≪ 1, so zeigt sich, dassH1 = β ΓX eine Näherungslösung für
kleine Werte vonH1 zur exakten sprungfreien LösungH1 = βX des SpezialfallesΓ = 1
ist. In Abbildung 6.6 sind nun Lösungen von (2.54) dargestellt, die nur gering von dieser
Näherungslösung durch sehr kleine Werte der Anfangskrümmung abweichen. Die Nähe-
rungslösung selbst ist in Abbildung 6.6 schwarz strichliert dargestellt.
Die durchgezogenenKurven wurden mit den festen AnfangsbedingungenH1X(0)= β Γ=

98



Vergleich der Ergebnisse der asymptotischen Theorie mit Messergebnissen

0,0087 undH1XX(0) = 9, 05 · 10−6, und diestrichliertenKurven mit den Anfangsbedin-
gungenH1X(0) = β Γ = 0,0087 undH1XX(0) = 8, 94 · 10−6 berechnet. Die verschiedenen
Farben der Kurven unterscheiden die verwendete Integrationsschrittweite oder die Wahl
des verwendeten Integrationsverfahrens. Die roten Kurven wurden mittels eines implizi-
ten Runge-Kutta-Verfahrens mit einer Anzahl von 103 Schritten und fester Schrittweite
berechnet. Die grünen Kurven wurden mittels eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens
mit einer Anzahl von 105 Schritten und fester Schrittweite berechnet. Die blauen Kurven
wurde mittels einer automatischen Integrationsroutine in MATHEMATICA 6.0.1.0 und
einer anfänglichen Schrittweite von 4· 10−5 berechnet.
Für die durchgezogenen Kurven ist erkennbar, dass die Integrationsbedingungen kaum
Auswirkungen auf die Lösungen haben, die alle nahezu deckungsgleich sind. Die An-
fangskrümmungH1XX(0)= 9, 05 · 10−6 wurde dabei so gewählt, dass die Lage des ersten
Wellenmaximums in etwa mit dem des Experimentes zusammenfällt. Die asymptotische
Theorie vermag hier die experimentell beobachtete, nahezu konstante Neigung des Ober-
flächenprofiles in der Nähe des Referenzpunktes sehr gut wiederzugeben. Auch die Ab-
solutwerte der Höhe des ersten Maximums und des ersten Minimums werden recht gut
erfasst, nicht jedoch der weitere Verlauf der Höhen und die Wellenlängen.
Interessant ist auch der starke Einfluss der Wahl der Anfangskrümmung: Diestrichlier-
te Kurve in einer bestimmten Farbe stellt jenes Höhenprofil dar, das bei Verwendung
der gleichen numerischen Integrationsbedingung wie bei derdurchgezogenenKurve der
gleichen Farbe gewonnen wurde, jedoch bei geringfügig kleinerer Anfangskrümmung
H1XX(0)=8, 94·10−6 als bei der entsprechenden durchgezogenen Kurve. Dies führt zu völ-
lig andersartigen Kurven und zeigt die Sensibilität dieser Lösungen sowohl bezüglich der
Wahl der Anfangskrümmung als auch der Wahl der Integrationsbedingungen. Dieses Ver-
halten lässt sich anhand der auf Seite 81ff. dargestellten Vorgehensweise zur Bestimmung
des Lösungstypus aus dem ParameterΓ=1,13 und den in Abbildung 6.6 verwendeten An-
fangsbedingungen verstehen. Gemäß Gleichungen (5.157) und (5.158) ergibt sich für die
transformierten Anfangsbedingungen

ζ0 = 7,69, η0 = 181. (6.13)

Im Diagramm der universellen Anfangsbedingungen Abbildung 5.7 liegt dieser Punkt
fast an der Grenze des Gültigkeitsbereiches für wellige Lösungen (ausserhalb des in Ab-
bildung 5.7 dargestellten Bereiches), i.e. der Kurveg(−1, ζ0), die den Grenzfall zusam-
menfallender Nullstellenh1 = h2 darstellt, siehe Tabelle 5.1. Diese Kurve ist die in Ab-
bildung 5.7 rot dargestellte, obere Grenzkurve. Geringe Abweichungen infolge kleiner
Änderungen der AnfangsbedingungH1XX(0) oder geringfügig unterschiedlicher numeri-
scher Berechnung führen daher an dieser Stelle zu einem anderen Lösungsverhalten.

6.3 Schubspannungsprofil

Abbildung 6.7 zeigt einen Vergleich der dimensionslosen Reynoldsschen Scheinschub-
spannungen als Funktion der KoordinateY quer zur Hauptströmungsrichtung an der Stelle
des ersten WellenmaximumsXm 1 zwischen asymptotischer Theorie und dem Experiment
Trial 1 in [38]. Die Messwerte sind als schwarze Punkte eingezeichnet, als Referenzwert
für die Schubspannungen dient der Wert der Wandschubspannung im Referenzpunkt. Da
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Abbildung 6.7: Vergleich der Verteilung der Reynoldsschen Scheinschubspannungen am Ort des ersten
WellenmaximumsXm 1 mit dem Experiment.ε = 0,249,β = 0,0102,Γ = 0. Die schwarzen Punkte stellen
Messergebnisse des Trial 1 aus [38] dar. Die rot durchgezogene Gerade stellt das Ergebnis der asymptoti-
schen Theorie bei Berücksichtigung von Termen bis zurO(1) der Entwicklung nachε dar. Die roten Punkte
1©, 2© und 3© stellen Ergebnisse bei Berücksichtigung von Termen bis zurO(ε) dar.

für dieses Experiment keine Angaben zur Kanalneigung gemacht wurden, wurde hier
gemäß dem experimentell ermittelten Schubspannungsprofil im Referenzpunkt, das na-
hezu dem einer voll-ausgebildeten Strömung entspricht, ein WertΓ=0 angenommen und
mittels (2.46) und (2.53) der Neigungswinkel zuα=Fr2τ r=0, 0038 bestimmt. Zur Berech-
nung des Kanalwiderstandes wurde wieder das asymptotisch gültige Überlappungsgesetz
für glatte Böden (Gleichung (6.8)) für den Kanalwiderstand verwendet. Die rot einge-
zeichnete Gerade ist das Ergebnis für die Scheinschubspannungen nach der vorliegenden
asymptotischen Theorie bei Berücksichtigung von Termen bisO(1) in der Entwicklung
nachε, also nach Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.32):

−U′V′(Xm1,Y) = 1− Y . (6.14)

Die roten Punkte1©, 2© und 3© stellen die theoretischen Ergebnisse für die Schubspan-
nungen bei Berücksichtigung von Termen bis zurO(ε) der asymptotischen Entwicklung
dar, die aus dem Ergebnis für die turbulenten Scheinspannungen bis zurO(ε) (also den
Gleichungen (2.32) und (2.43)) gewonnen wurden. Die beiden Ergebnisse in Gleichung
(2.43) stammen einerseits aus einer Entwicklung der dynamischen Randbedingung, Glei-
chung (2.20), um den Strömungsgrundzustand mitH = 1, die auf ein Ergebnis für die
turbulenten Scheinspannungenbei Y=1 führt, und andererseits aus einer Entwicklung
der Strömungsgeschwindigkeit in Hauptströmungsrichtung an der Flüssigkeitsoberfläche
US(X), Gleichung (2.13), die überUτ mit den turbulenten Scheinspannungenam Bo-
den bei Y=0 verknüpft ist. Daher können bei Berücksichtigung von Termen bisO(ε) der
asymptotischen Entwicklung für die Scheinschubspannungen keine Profile, sondern nur
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Werte an einzelnen PunktenY angegeben werden.
Der Punkt 1© bei Y=0 ergibt sich gemäß Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.43) zu

−U′V′(Xm1, 0) = 1− 2H1(Xm 1) ε , (6.15)

und der Punkt2© beiY=1 ergibt sich gemäß Gleichungen (2.5)-(2.7) und (2.43) zu

−U′V′(Xm1, 1) = H1(Xm 1) ε . (6.16)

Zur Darstellung in Abbildung 6.7 musste wieder eine Lösung fürH1 aus Gleichung
(2.54) bestimmt werden, wobeiH1X(0) = 0 und eine kleine positive Störung der Ober-
flächenkrümmung im Referenzpunkt,H1XX(0) = 10−4, als Anfangsbedingungen vorge-
schrieben wurden. Kleine Variationen in den Werten für die Oberflächenkrümmung im
Referenzpunkt bewirkten eine kaum merkliche Veränderung von Lage und Höhe des ers-
ten Wellenmaximums. Diese Höhe wurde zuH1(Xm 1)=3, 04 ermittelt.
Der Wert der Scheinschubspannung im dritten roten Punkt3© beiY=1+εH1(Xm 1)=1, 76
wurde gemäß Gleichungen (2.5) und (2.43) zu

−U′V′(Xm1, 1+ εH1(Xm 1)) = −U′V′0(Xm1, 1)− ∂U
′V′0(Xm1,Y)
∂Y

∣

∣

∣

Y=1
H1(Xm1) ε −

−U′V′1(Xm1, 1)ε =

= 0 (6.17)

berechnet. Dies ist eine Folge der dynamischen Randbedingung, Gleichung (2.20), die be-
sagt, dass die Scheinschubspannungen an der Flüssigkeitsoberfläche verschwinden. Aus
Abbildung 6.7 ist zu entnehmen, dass die asymptotische Theorie inO(ε) gegenüber den
gemessenen Schubspannungswerten am Boden zu kleine und beiY = 1 zu große Wer-
te liefert. Dies dürfte an dem relativ grossen Wert des Entwicklungsparametersε=0, 249
liegen. Insbesondere wird durch die Theorie inO(ε) ein Ablösen der Strömung am Kanal-
boden vorhergesagt. In diesem Falle treffen die als klein vorausgesetzten Abweichungen
von einem voll-ausgebildeten Strömungszustand nicht mehr zu.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine turbulente, ebene Strömung mit freier Oberfläche
in einem um einen kleinen Winkelα gegen die Horizontale geneigten Kanal betrach-
tet. Die betrachtete Strömung befindet sich in leicht überkritischem Zustand Fr= 1 + 3

2ε

(0<ε≪1), sodass die Ausbildung eines welligen Wassersprunges möglich ist.
Im Rahmen einer asymptotischen Theorie, die die Oberflächenspannung vernachlässigt,
aber den Einfluss turbulenter Dissipation berücksichtigt, wurde der überkritische Zu-
strömzustand als Referenzzustand (Grundzustand) für die Entwicklung nachε angenom-
men. Ein Parameterγ charakterisiert dabei die Abweichung des Referenzzustandes von
einem voll ausgebildeten Zustand. Fürγ > 0 wird die Strömung im Referenzzustand
verzögert, fürγ < 0 wird die Strömung im Referenzzustand beschleunigt, und im Fal-
le vonγ = 0 herrscht ein lokales Kräftegleichgewicht im Referenzquerschnitt zwischen
Reibungs- und Gewichtskräften. Eine solche quantitative Beschreibung der Abweichung
des Strömungzustandes von einem voll ausgebildeten Zustand mittels des Parametersγ

erlaubt z.B. die Behandlung welliger Wassersprünge unter Laborbedingungen, bei denen
der Zustand einer voll ausgebildeten Zuströmung nicht immer garantiert werden kann.
Die dimensionslos formulierten Impulsgleichungen in der nach Reynolds gemittelten Form
sowie die kinematischen und dynamischen Randbedingungen wurden für lange Wellen-
längen und große Reynoldszahlen entwickelt. Die in diesem Problem auftretenden klei-
nen Parameter sind das Verhältnis von Flüssigkeitshöhe zu Wellenlängeδ, der Kanal-
neigungswinkelα, die aus der turbulenten Scheinspannung im Referenzpunkt resultie-
rende Größe Frτr, sowie die Abweichung vom voll ausgebildeten Strömungszustandγ.
Diese Parameter wurden mitε gekoppelt und die Bestimmungsgleichungen nach einem
asymptotischen Ansatz für die unbekannten Strömungsgrössen nachε um den kritischen
Strömungszustand entwickelt. Die spezielle Wahl der Kopplung vermeidet die Notwen-
digkeit einer Turbulenzmodellierung, berücksichtigt aber einen schwachen Einfluss der
turbulenten Dissipation. Die asymptotische Entwicklung ergibt die folgende Kompatibi-
litätsbedingung:

H1XXX(X) + [H1(X) − 1] H1X(X) − βH1(X) + γ = 0 , (2.52)

die eine Bestimmungsgleichung für die Störung der dimensionslosen FlüssigkeitshöheH1

in O(ε) als Funktion der dimensionslosen LängskoordinateX darstellt. Dabei charakteri-
siert die positive Konstanteβ≪1 die turbulente Dissipation. Im Falle vonγ=0 reduziert
sich diese Gleichung auf Gleichung (27) von [26], bei deren Herleitung ein voll ausgebil-
deter Zuströmzustand vorausgesetzt wurde. Abgesehen von der notwendigen Anfangsbe-
dingungH1(0)=0 bleiben die beiden übrigen Anfangsbedingungen dieser Gleichung im
Rahmen der asymptotischen Theorie frei.
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Da wellige Lösungen von Gleichung (2.52) für Werte von|γ| in der Größenordnung von
β oder darunter vorliegen, wurde anstelle des Parametersγ der ParameterΓ = γ/β einge-
führt, um insbesondere den Grenzfallβ→ 0 zu studieren.
Nach einer Untersuchung der Lösungen dieser Bestimmungsgleichung für die asympto-
tischen Grenzfälle weit stromab (X→∞) und in der Nähe des Referenzpunktes (X→ 0)
sowie für spezielle Werte der Parameter wurden analytische Lösungen für den Spezialfall
der reibungsfreien Strömung (β = 0) angegeben, siehe [53, 58]. Es wurden algebraische
Kriterien aufgestellt, für welche AnfangsbedingungenH1X(0) undH1XX(0) wellige Lö-
sungen vorliegen und für welche Werte der HöhenauslenkungH1(X) (X≥0) lokal wellige
Lösungen vorhanden sind. Diese Kriterien sind in Diagramm 3.2, Seite 29, graphisch
dargestellt. Eine wichtige Folgerung ist, dass für wellige LösungenH1XX(0) > 0 gelten
muss. Aus diesen Kriterien alleine konnte aber noch nicht auf den weiteren Verlauf einer
bestimmten Lösung geschlossen werden, also insbesondere, ob lokal wellige Lösungen
beliebig weit stromab fortgesetzt werden können.
Für Höhenauslenkungen, die hinreichend weit weg vom kritischen ZustandH1 = 1 sind,
wurde eine eindimensionale, die sogenannte hydraulische Theorie [15] betrachtet, und
mit einer quasi-eindimensionalen Näherung von obiger Bestimmungsgleichung vergli-
chen. Beide Zugänge liefern zwar unterschiedliche Ergebnisse, aber keiner von beiden
lässt wellige Lösungen für einen Wassersprung zu. Das Aufstellen von Übergangsbedin-
gungen, die auf einen welligen Sprung führen, d.h. die Bestimmung vom Strömungszu-
ständen aus einer vereinfachten eindimensionalen Betrachtung, die in der Nähe des kriti-
schen Zustandes durch eine zweidimensionale Beschreibung fortgesetzt werden können,
ist nicht möglich. Ein welliger Wassersprung kann daher nur durch rasch veränderliche
Strömungsverhältnisse oder zweidimensionale Effekte hervorgerufen werden.
Eine numerische Analyse der Bestimmungsgleichung (2.54) zeigte, dass abströmseitig
drei verschiedene wellige Lösungstypen möglich sind. Erstens gibt es Lösungen, bei de-
nen die Strömung weit stromab in einen Zustand mit horizontaler Flüssigkeitsoberfläche
übergeht (H1→ βX, Zustand des „tiefen Wassers“), zweitens gibt es Lösungen, bei der die
Strömung in einen voll ausgebildeten Abströmzustand übergeht (H1 → Γ), und drittens
gibt es Lösungen mit singulärem Verhalten, die nicht beliebig weit stromab fortgesetzt
werden können (Lösungen mit beschränktem Gültigkeitsbereich). Für das Auftreten der
letzteren beiden Lösungstypen muss der ParameterΓ>1 sein.
Nach einer asymptotischen Entwicklung der Bestimmungsgleichung nachβ nach der Me-
thode der mehrfachen Variablen, die die langsame Veränderlichkeit der Amplituden und
Wellenlängen und die schnelle Veränderlichkeit der Oberflächenauslenkungen als Funk-
tion zweier unterschiedlich skalierter Längskoordinaten erfasst, wurde eine allgemeine
Lösung analytisch angegeben. Diese beschreibt die Lösungen der exakten Gleichung mit
großer Genauigkeit und liefert dieselben analytischen Lösungen der betrachteten Grenz-
und Spezialfälle. Die auftretenden Beschränkungen des Gültigkeitsbereiches von Lösun-
gen wird durch die Nichtfortsetzbarkeit der langsam veränderlichen Einhüllendenh2 und
h3 der welligen Oberflächenauslenkung im reellen Wertebereich erklärt. Diese Nichtfort-
setzbarkeit geht einher mit einem Übergang von einer quasi-periodischen (welligen) zu
einer aperiodischen Lösung. Schlechte Übereinstimmungen mit den Lösungen der exak-
ten Gleichung wird in jenen Fällen erzielt, bei denen die AnfangsbedingungenH1X(0) und
H1XX(0) klein im Vergleich zum Parameterβ sind, da in diesem Fall die in der asymtoti-
schen Entwicklung vorausgesetzten Grössenordnungen nicht erfüllt sind.
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Um die Abhängigkeit der Lösungen vom ParameterΓ zu eliminieren, wurde die Bestim-
mungsgleichung (2.54) transformiert und auf drei unterschiedliche, vonΓ unabhängige
Gleichungen reduziert, die jeweils für die FälleΓ > 1, Γ = 1 undΓ < 1 gelten. Eine Ent-
wicklung dieser vonΓ unabhängigen, transformierten Gleichungen nach der Methode der
mehrfachen Variablen wurde analog zu der der untransformierten Gleichungen durchge-
führt. Nach Elimination der langsam veränderlichen OrtskoordinateΩ aus den Gleichun-
gen wurde als wesentliches Ergebnis ein vom ParameterΓ unabhängiges, universelles
Phasendiagramm (Abbildung 5.6) erhalten, das die transformierte Amplituded in Abhän-
gigkeit von der transformierten mittleren Höhenauslenkunghm darstellt und das vollstän-
dige Lösungsfeld aller möglichen Lösungstypen erfasst. Weiters wurde ein Diagramm für
die transformierten Anfangsbedingungen,η in Abhängigkeit vonξ, angegeben (Abbil-
dung 5.7), das aus den analytischen Kriterien für wellige Lösungen der transformierten
Gleichungen folgt. Es zeigt den Bereich möglicher Anfangsbedingungen für wellige Lö-
sungen und trennt diese in die drei voneinander unterschiedlichen Lösungstypen. Durch
Kombination beider Diagramme lässt sich bei gegebenen Anfangsbedingungen und Para-
meterwerten das Auftreten und der gesamte Verlauf einer welligen Lösung vorhersagen.
Die Vorgehensweise zur Klassifikation einer Lösung bei gegebenen Anfangsbedingungen
ist auf Seite 81ff., Punkt (1)-(5) angegeben.
Im Vergleich mit dem Experiment erzielt die asymptotische Theorie gute Übereinstim-
mungen, wobei Verläufe des Oberflächenprofils und die Schubspannungsverteilung in ei-
nem bestimmten Kanalquerschnitt verglichen wurden. Naturgemäss werden für Fälle mit
kleineren Werten des Störparametersε vergleichsweise bessere Ergebnisse erzielt. Die aus
dem Experiment abgeleiteten Parameter der Theorie hängen besonders stark von Messun-
genauigkeiten des Volumenstromes ab, weniger stark hingegen von der Messungenauig-
keit des Bodenreibungsbeiwertes („Manningscher Faktor“), der allerdings auch stärkeren
Schwankungen der Messwerte unterworfen ist. Der Bodenreibungsbeiwert kann mit gu-
ter Genauigkeit durch den asymptotisch für voll ausgebildete Strömung gültigen Wert des
Kanalwiderstandes ersetzt werden.
Während die absoluten Werte für die Höhenauslenkung bzw. die Amplituden sehr gut
wiedergegeben werden, ergibt die asymptotische Theorie tendenziell zu kleine Werte für
die Wellenlängen. Dies ist auf die aus experimentellen Daten abgeleiteten Werte vonβ

zurückzuführen, die im Verhältnis zuε zu klein sind, sodass die in der Theorie vorausge-
setzte Grössenordnung, dassβ von derO(ε1/2) ist, nicht erfüllt wird. Weiters kann auch
der ParameterΓ nur ungenügend genau aus den experimentellen Daten bestimmt werden.
Ein wesentliches Ergebnis ist ein von der Theorie vorhergesagter Übergang von einem
nicht voll ausgebildeten Zuströmzustand zu voll ausgebildeter Strömung weit stromab.
Dieses Ergebnis wird durch ein Laborexperiment von [24] durch gute Übereinstimmung
bestätigt.
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