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Vorwort

Den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit bildet das 15. Kapitel des Bu-
ches ,,Fractal Geometry“ von Kenneth Falconer [12], in welchem der Autor
andeutet wie Martingalmethoden bei der Dimensionsbestimmung zufalli-
ger fraktaler Strukturen eingesetzt werden kénnen. Seine Voraussetzungen
kénnen zwar noch abgeschwicht werden, wesentliche Beweisideen sind aber
bereits aufgezeigt. Weitere Untersuchungen zum Thema fand ich bei Graf
[13], Mauldin und Williams [18], Falconer [11] und Edgar [7].

Von mathematischer Seite ist fiir das Leser dieser Arbeit kein Vorwis-
sen iiber Fraktale vorausgesetzt, es werden zwar Resultate aus der Theorie
deterministischer Fraktale verallgemeinert, in Beweisen allerdings niemals
verwendet. Mit entsprechendem Vorwissen fillt der Zugang zur hier vor-
gestellten Theorie aber sicher leichter. Die Grundlagen in sehr kompakter
Form findet man bei Hutchinson [16] oder ausfiihrlicher z.B. bei Edgar [8].

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse iiber Wahrscheinlichkeits-
theorie (speziell iiber Martingale), Mafitheorie, Funktionalanalysis und To-
pologie.

Im 1. Kapitel der vorliegenden Arbeit werden die Grundideen der Dimen-
sionsuntersuchung unter etwas schwicheren Voraussetzungen als bei Falco-
ner anhand zufélliger Cantormengen vorgestellt. Die dort gezeigten Beispiele
werden im Weiteren verwendet um neu eingefithrte Begriffe zu motivieren
oder Gegenbeispiele zu konstruieren.

Im 2. Kapitel wird zunéchst ein sehr allgemeiner Apparat zur Beschrei-
bung zufilliger Fraktale aufgebaut und dann der fiir die weitere Arbeit in-
teressante Fall der ,statistischen Selbstédhnlichkeit® vorgestellt, eine Verall-
gemeinerung der in Hutchinsons grundlegender Arbeit [16] iiber determini-
stische Fraktale verwendeten Selbstédhnlichkeit.

Im 3. Kapitel werden Martingalmethoden verwendet um die fast siche-
re Dimension solcher statistisch selbstdhnlicher Mengen zu studieren. Ein
wesentliches Resultat ist die Verallgemeinerung der Ahnlichkeitsdimension



aus der Theorie der deterministischen Fraktale. Ohne Zufall kann die Haus-
dorffdimension einer selbstdhnlichen Menge als jenes sy bestimmt werden,
welches die Gleichung

> Lip(8)* =1

16st, wobei Lip(S;) den hier deterministischen Ahnlichkeitskoeffizienten der
Abbildung S; bezeichnet. Dieses Resultat wird fiir statistisch selbstédhnliche
Mengen verallgemeinert, in Satz 3.20 ergibt sich die Hausdorffdimension fast
sicher als jenes s, welches die Gleichung

EY Lip(S;)*™ =1

16st, wobei die Erwartung den Ahnlichkeitskoeffizenten betrifft, der hier
zufillig ist. Dieses Resulat sieht dem deterministischen sehr #hnlich, aller-
dings tritt in Zufallskonstruktionen ein interessantes Phinomen auf, welches
im Satz 3.21 beschrieben wird. Sobald némlich wirklich Zufall im Spiel ist,
verschwindet die Eigenschaft sg-Menge zu sein, d.h. wird eine statistisch
selbstéhnliche Menge A mit dem Hausdorffmafl ihrer Dimension sy gemes-
sen, so gilt fast sicher

JC°°(A) =0,

wéhrend fiir selbstéhnliche Mengen A in der Theorie deterministischer Frak-
tale immer

0< (A <

gilt.

Im 4. Kapitel wird eine Anwendung martingaltheoretischer Methoden
bei der Untersuchung deterministischer Fraktale aufgezeigt, genauer wird
gezeigt, dass zwei deterministische Cantormengen selber Dimension nicht
bi-Lipschitz-Aquivalent sein miissen und einige notwendige Forderungen fiir
bi-Lipschitz-Aquivalenz abgeleitet, wobei der Martingalkonvergenzsatz eine
wichtige Rolle spielt.

Eine Auflistung zitierter Sétze mit Verweis auf Beweise, genaue Ausar-
beitung topologischer Probleme und einige notationsaufwendige Beweisde-
tails finden sich um den Textfluss nicht zu stéren im Anhang. Auflerdem
findet der Leser auf den letzten Seiten ein Verzeichnis der wichtigsten ver-
wendeten Notationen.



Herzlicher Dank ergeht an Prof. Wertz fiir die intensive Betreuung, Be-
reitstellung von Materialien, Anregungen und konstruktive Kritik.

Daniel Koffler
Wien, April 2009
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Kapitel 1

Motivation

1.1 Einleitung

Im Kapitel 2 wird eine sehr allgemeine Konstruktionsmethode fiir zufillige
Fraktale untersucht. Diese Untersuchung erweist sich als sehr technisch und
intuitiv nicht leicht verstdndlich. Darum soll in diesem Kapitel zuerst ein
Spezialfall untersucht werden, der dann im Weiteren zur Veranschaulichung
neuer Begriffe und Konstruktionen diesen soll. Der mit Fraktalen bereits gut
vertraute Leser kann, so er mochte, dieses Kapitel iiberspringen, es wird in
den spéteren Kapiteln zwar auf das Beispiel, nicht jedoch auf Definitionen
oder Sétze aus diesem Kapitel verwiesen.

Definition 1.1
Man beginne die folgende Konstruktion mit der Menge Cy = [0, 1]. Fiir die
Menge C entferne man aus Cy das mittlere Drittel, also Cy = [0, 3] U [3, 1].
Fiir C,, entferne man aus jedem der 2"~ ! Intervalle von C,_; wieder das
mittlere Drittel, C5 ist also beispielsweise
1 21 2 7 8
Cy=1[0,2]U[5,2]U[5, =] U[=,1].

Die triadische Cantormenge ist definiert als der Durchschnitt all dieser

Mengen C,, also
C=()Cn

neN

Bemerkung 1.1

Mathematisch ,schoner® ist die Konstruktion der Cantormenge als Fix-

punkt des iterierten Funktionensystems F' = (fz, fr) mit fr(z) = § und
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fr(z) = 3+ %, also
C = lim F"([0,1]).

n—oo

Vergleiche Hutchinson [16] Beispiel 3.3. (1) fiir die Existenz des Grenzwertes.

Wie kann man diese Konstuktion nun ,verzufilligen“? Die Methode,
welche im Folgenden untersucht wird, schneidet in jedem Schritt aus jedem
Teilintervall der Vorgéngermenge ein Intervall aus. Anders als bei der oben
definierten Cantormenge soll aber nicht immer das mittlere Drittel, sondern
ein Teilintervall zufélliger Lénge und Position entfernt werden, konkret

C1 = CO\(Xv 1- Y)

wobei X und Y Zufallsgréfien sind mit X+Y < 1. Im Weiteren soll aus jedem
der verbleibenden Teilintervalle wieder ein zufilliges Stiick entfernt werden,
wobei die Auswahl der ,, Ahnlichkeitskoeffizienten®, also des Verhéltnis der
Grofe eines neuen Teilstiickes zu seinem Vorgénger, in jedem Schritt und
fiir jedes Intervall unabhéngig, aber beziiglich der selben Verteilung erfolgen
soll.

Dies ist keineswegs die einzige denkbare Vorgehensweise, andere Me-
thoden werden zum Beispiel in der Diplomarbeit von Veronika Dinhobl [6]
diskutiert.

1.2 Eine zufillige Cantormenge

Konstruktion FE = {L,R} sei das Alphabet bestehend aus zwei Buch-
staben (links, rechts), W sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem offenen
Dreieck

T=A{(zx,y):z>0,y>0,z+y <1}

Fiir jedes a € E* (d.h. fiir jedes Wort endlicher Lénge, vgl. Definiti-
on 2.3) sei (Zq, Ya)acp+ eine Familie unabhéngige ZufallsgroBen mit Vertei-
lung W. Daraus sei rekursiv, beginnend mit dem leeren Wort A, definiert:

ap =0,by = 1,up = 1.

Angenommen fiir o« € E* seien aq, by, und u, = b, — a,, bereits definiert,
dann setze folgendermaflen fort:

Uasl, = UaTa, Gax, = Qay Daxl, = Qo + UaxL,
UaxR = UaYa; AaxR = bo — UaxR, baxr = b
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Jetzt setze fiir k € N :

Co = [aA,bA] = [0, 1]
Cy = ‘ Hk[aa,ba].

Es gilt Cy 2 C1 2 Cy O ... und die zufillige Cantormenge ergibt sich
aus

oo
C= Ck.
k=0
Bemerkung 1.2
C € K([0,1]), also eine kompakte Teilmenge von [0, 1].

Die Selbstéahnlichkeit der Cantormenge wird fiir diese randomisierte Kon-
struktion zu statistischer Selbstdhnlichkeit abgewandelt, d.h. wenn man sich
ein iteriertes Funktionensystem aus den zwei zufillige Ahnlichkeitsabbildun-
gen

F = (fp(t) = zat, fr(t) =1 —ya(1 — 1))

definiert und auf C' anwendet, so gilt zwar nicht wie im deterministischen Fall
F(C) = C, aber immerhin dass die Verteilung von C' aufgefasst als Maf§ auf
K(]0,1]) gleich derjenigen von f; '[C] und f5'[CR] wobei Cy, := CNlar, by
und analog Cr := C N [ag, bg).

Beispiele Es sollen einige spezielle Auswahlen von W untersucht werden.
Der Wert sy wird sich im spéteren als die fast sichere Hausdorff-Dimension
von C' herausstellen.

1. Wahlt man fiir W das Dirac-Mafl in (1/3,1/3) wird die Konstukti-
on deterministisch und man erhélt die gewohnliche Cantormenge aus
Definition 1.1.

2. Sei W das MaB mit Masse 1/2 im Punkt (1/4,1/4) und Masse 1/2 in
(1/8,1/8), z.B. entscheidet in jedem Schritt eine faire Miinze, ob auf
1/4 oder 1/8 der vorigen Linge gekiirzt wird. Es gilt unter Ausniitzung
der Symmetrie (24 = yo) sowie der unhéngigen identischen Verteilung
der Zufallsvariablen x:

EACH) =E | 3 te| = 2"Buq = 2¢(Eap)* = (%)’f — Sy

|a|=k
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Analog berechnet man:

E Z | = 2"Euf, = 2"E (2}, =} ST ay) =

o=k e
g (Gl + <;>S])k - (G <;>S)k . a(s)"

®(s) ist stetig und monoton fallend in s,s9 := 1(s : ®(s) = 1). Es gilt

oo o os< 8
klim d(s)* = 1 : s=sp.
e 0 s> 5o

Bestimmt man sg fiir dieses Beispiel numerisch ergibt sich ~ 0, 4057.

3. Entspreche W einer Gleichverteilung auf dem offenen Dreieck T (W =
2)2) wobei mit Ay das 2-dimensionale Lebesgue-Maf} eingeschrénkt auf
T gemeint ist.

Sucht man den Exponenten sy welcher fiir s eingesetzt die Gleichung

Eu (2} + ) = / (@ + )22, y) = 1
T

erfiillt, erh&lt man

H
|

Y

1
/(az +y°)d2\(x,y) = 2/ (z° + y°)dxdy =
T
0

(s+1)(s+2)

y=0z
Also gilt
st4+3s9—2=0

und daher
=(-3+V17)/2 =~ 0,5616.
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Existenz Allgemein sei ®(s) := [.(z® + y*)dW (z,y), dann gilt

E Y uy| =o(s)". (1.1)
|al=k
Dies zeigt man durch Induktion nach & unter Ausniitzung der Unabhéngig-

keit wie im 2. Beispiel, wo auch die nun folgende Argumentation bereits
angedeutet wurde:
®(s) ist stetig und streng monoton fallend.
®(0) = 2 und ®(1) = [ (x4 y)dW(z,y) < 1 da = +y < 1. Daher gibt es
einen eindeutigen Wert sg € (0,1) mit ®(so) = 1.

Martingaleigenschaft

Satz 1.2
Sei sg = 15(®(s) = 1) 1,
X X
la|=k
und sei

Fr = O-((:L‘aaya) : |a| < k)

Dann ist " := (X, Fi.) ein nichtnegatives Martingal und konvergiert daher
fast sicher gegen eine Zufallsvariable X .
Zusatz: Xy, ist ein L? beschrinktes Martingal, daher gilt EXs = EX.

Beweis: X, ist eine endliche Summe F}, messbarer Funktionen, also auch Fj
messbar. Der Prozess ist damit adaptiert.

E(Xp1|Fk) = Z E(tgip + toplFr)
|a|=k

= > E(uX (@ +y2)|Fk)
|a|=F
= > uPE@E +y) = Xy
———

o] =k D(s0)=1

Damit ist die Martingaleigenschaft gezeigt.
Die Konvergenz folgt aus dem 1. Doob’schen Konvergenzsatz, siehe Satz
A5,

175 bedeutet in Worten: ,, Dasjenige s, fiir das (...) erfiillt ist.
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Fiir den Zusatz soll bewiesen werden, dass

T
L

E[X{] =1+ (E[(a +y2)*] = 1) ) ®(2s0).

<
I
o

Dies zeigt man durch Induktion nach k:
Der Anfang fiir k = 0:

E(XZ) = up = 1.

Fiir den Induktionsschritt berechnet man:

E[X}]

laf=k
E|( P i) |

Bl + i PIE| ¥ 2]+
|a|=k—1
+IE[ > ug%gOE(xgo+ng)E(x;0+y;0)]

la|=|B8]=k—1
«a

B(w + 25| Py o] 5| g 2] + LR

k

L (Bl 4507~ 1) S (250).
=0

[aary

<

Die dritte Gleichheit verwendet die Unabhéngigkeit von z, und uq, bzw.
von z, und zg fir o # (. Die vierte Gleichheit verwendet die Definiti-
on von sp, also E(zf® + y2°) = 1 und ergénzt durch durch Addition von
E[Z|a\:k—1 u2%] — E[E\a|:k—1 u2%] auf vollstindiges Quadrat, die letzte
Gleichheit verwendet (1.1) und die Induktionsannahme.

Da ®(2sg) < 1 konvergiert die geometrische Reihe und man hat eine feste
obere Schranke, also ist X}, ein L2-beschriinktes Martingal und konvergiert
wegen dem Zusatz im Satz von Doob auch in L? gegen X.. Speziell gilt die
Konvergenz auch in L; und damit EXg = EX .

O
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Obere Schrake fiir Dimension

Satz 1.3
Sei C' eine Cantormenge, die von einem Maff W erzeugt wird und sy =
15(®(s) = 1). Dann gilt dimpy C < sq fast sicher.

Beweis: Unter Weiterverwendung der Notation von Satz 1.2 sei

Xoo := lim X,

k—oo
laut ebendiesem Satz existiert X, und ist endlich. Es gilt

E Z e = ®(1)F— 0 fiir k — oo,
la|=k

Wegen des Satzes von Lebesgue gilt

und daher
lim Z uq = 0 fast sicher. (1.2)

k—oo

la|=k
Bezeichne ¢j, := max{u, : || = k}, dann folgt €, — 0 fast sicher. Fiir festes
k wird C iiberdeckt von den Intervallen [aq, bo| mit o = k und es gilt:
H(C) < ) u = Xy (1.3)
|a|=k

Fir k — oo erhilt man

H5(C) < lim Xp = Xoo < 00

" k—oo
fast sicher. Daraus folgt dimpy(C') < sy wiederum fast sicher.

g

Untere Schrake fiir Dimension Einen direkten Beweis fiir eine unte-
re Schranke der Hausdorffdimension mittels Potenzialmethoden findet man
z.B. bei Edgar [7]. In dieser Arbeit kann die untere Schrake spéter aus dem
allgemeinen Fall deduziert werden.
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1.3 Die eindimensionale Cantormenge

Hier soll eine Menge definiert werden, die der Cantormenge auf dem ersten
Blick dhnlich sieht. Spater wird diese Menge zur Veranschaulichung von
Einschrankungen in der Konstruktion dienen.

Definition 1.4 (eindimensionale Cantormenge)
Sei a € (0, %) fest gewahlt. Man beginne die folgende Konstruktion mit der
Menge Co = [0,1]. Fr die Menge C) entferne man aus Cy das Mittelstiick
der Linge a, also C; = [0, 521y (M2, 1), Fir C, entferne man aus jedem
der 2"~ ! Intervalle ein Mittelstiick der Linge a™.

Die eindimensionale Cantormenge ist definiert als der Durchschnitt all
dieser Mengen én, also

C=)Cn (1.4)

neN

Folgender Satz hilft die Namensgebung zu begriinden, es gilt némliche
dimy(C) = 1.

Satz 1.5 _
Es gilt \(C) =1 — 5% > 0.
Beweis:
o0 [e.e] a
N\ k—1 _k __ k _
)\(C)—l—;Q o _1—akz_0(2a) =1- 1



Kapitel 2

Zufillige Fraktale

2.1 Der Raum (K(X),n)

2.1.1 Hausdorffabstand

Im Folgenden sei (X, d) immer ein metrischer Raum.

Definition 2.1
A, B C X. Es bezeichne

§(A) :=sup{d(z,y) : z,y € A}

den Durchmesser der Menge A. Weiters bezeichne

d(A, B) := inf{d(z,y) : x € A,y € B}
d(xz,B) :=d({z}, B)

d(®,0):=0

Dann heifit
e(A, B) :=sup{d(z,B) : x € A}

der Exzess von A iiber B.
0(A, B) i= max(e(A, B), (B, A))
heifit Hausdorffabstand oder -distanz.

Im Anhang B sind einige Eigenschaften des Hausdorffabstandes bewie-
sen.

14
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2.1.2 Der Raum K(X)

Satz 2.2
(X, d) sei metrischer Raum. KC(X) bezeichne alle nichtleeren kompakten Teil-
mengen von X. Dann ist (K(X),n) metrischer Raum. Ist (X,d) vollstindig,
so ist auch (K(X),n) vollstindig. Ist (X,d) separabel, so ist auch (K(X),n)
separabel.

Beweis: Im Anhang C.

2.1.3 Alphabete, Worter und Ketten

Definition 2.3
Sei N ¢ N
E = E(N) = {60, ey €N_1}

heiBt endliches Alphabet. O.B.d.A. kann £ = E(N) = {0,..., N — 1} ange-
nommen werden. Jedes

a=op...ap1 mita; € & Vje{0,...,k—1}

heifit Wort,
la] =k

heifit Lénge des Wortes , A bezeichne das leere Wort. (JA| = 0)

EF = E¥N) = {a:|a]=kAa € E(N) Vi<k-1}
E* := E*(N) = UkGN E*(N)
E*®:=FE*(N) = {a=oay...:q; € E VieN}

E soll mit der diskreten Topologie versehen werden, EF, E* und E> mit
der Produkttopologie. Nach dem Satz von Tychonoff ist E°° kompakt (siehe
A.1). Jedes a € E* heifit Kette. Eine Operation * sei wie folgt fiir o € E*
und G € E* U E* definiert:

Oé*ﬁ = ao...a|a|_1ﬁoﬂ1...
x ,héngt also § an « an®.
Weiters gelten die folgenden Notationen:
aln=aqg...an—1
a<peflla=a
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< definiert eine Halbordnung auf E* U E*°. Als Sprechweise wird ,,« geht 3
voran“ verwendet.

Motivation 1

Bei der zufilligen Cantormenge wurde das Alphabet E = {L, R} verwendet
um die Richtung anzudeuten. Genausogut hditte man natirlich E = {0,1}
verwenden konnen.

Bemerkung 2.1

In der Theorie der deterministischen Fraktale versieht man den Raum E*°
gerne mit einer Ultrametrik (vgl. [7]), die durch die Ahnlichkeitsfaktoren
der Funktionen des IFS bestimmt wird. Da diese Ahnlichkeitsfaktoren bei
in der hier untersuchten Konstruktion im Allgemeinen zuféllig sind, macht
dies in diesem Kontex keinen Sinn.

Bemerkung 2.2
#EF = NF = #E* = abzihlbar oo
H#E* = #R = Xy, wobei #A die Méchtigkeit der Menge A bezeichnet.

Definition 2.4

Eine Teilmenge I' C E* heifit Uberdeckung (von E), falls fiir jedes @ € E>
ein 3 € I existiert, welches « vorangeht (8 < «). Wenn dieses (3 eindeutig
bestimmt ist, heifit I' minimal. Bezeichne Min die Menge aller minimalen
Uberdeckungen von E*. Als Sprechweise gelte ,I' € Min ist eine Verfei-
nerung von H € Min“, geschrieben H < I'" wenn es fiir jedes v € T' ein
(eindeutiges) n € H gibt mit n < ~, also ein 7, welches v vorangeht.

Bemerkung 2.3
Der Begriff Uberdeckung lisst sich leicht rechtfertigen: Bezeichne fiir « € E*

[a] :=={p € E*:a< g} (2.1)
Aufgrund einer elementarer Eigenschaft der Produkttopologie, ndmlich dass
die
[10;
jeI
wobei O; € 7; und fiir alle bis auf endlich viele O; = X gilt, eine Basis fiir

[Lic; 7: bilden, gilt [o] € [[;c; Zi und daher ist [o] offen.
Sei nun I' € Min. Dann gilt

Ul 2 B

acl

d.h. die [a] bilden eine offene Uberdeckung von E.
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2.1.4 Con(X) als topologischer Raum

Definition 2.5
Fiir eine Funktion S : X — X sei

d(Sz, Sy)

Lip(S) = sup{ ()

‘%yEXw¢y}

die kleinste, nichtnotwendigerweise endliche Lipschitzkonstante. S heifit Kon-
traktion, falls Lip(S) < 1. Con(X) bezeichne die Menge aller Kontraktionen
auf X.

Definition 2.6
(X, d) sei ein vollstindiger metrischer Raum. Dann heiit (So,...,Sn-1) €
Con(X)" ein iteriertes Funktionensystem (IFS).

Motivation 2
Zur Konstruktion der triadischen Cantormenge kann man das iterierte Funk-
tionensystem (£,% + 2) € Con([0,1])? verwenden.

Definition 2.7
Sei X eine Menge, (Y, d) ein metrischer Raum und 7 die von d induzierte
Topologie. Bezeichne F(X,Y') die Menge aller Abbildungen f: X — Y und

| { FXY) = TLexY

Definiere eine Topologie V auf F(X,Y) wie folgt: O C F(X,Y) gehort zu V
genau dann wenn ¢(O) € [[,cx 7. Dann heifit V Topologie der punktweisen
Konvergenz.

Bemerkung 2.4

¢ ist ein Homéomorphismus von (F(X,Y), V) auf ([[,cx Y, [[.ex 7).

Der Name ergibt sich, da f,, — f beziiglich V genau dann, wenn Vx € X :
fn(x) — f(x) in der Metrik d.

Satz 2.8
Sei (X,d) ein wvollstindiger, separabler, metrischer Raum mit endlichem
Durchmesser. Dann ist Con(X ) versehen mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz ein separabler, metrisierbarer Raum, der die abzihlbare Verei-
nigung von vollstindigen, metrisierbaren Teilmengen und daher ein Suslin-
Raum ist.
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Beweis: Im Anhang D.

Im Weiteren wird folgender Raum eine wichtige Rolle spielen:

Definition 2.9
Sei (X,d) ein vollstdndiger, separabler, metrischer Raum mit endlichem
Durchmesser und = Q(X, N) = (Con(X)V)E* (V). Die Elemente von €

werden wie folgt notiert:
S = (y a)aEE*

wobei

Sy = (Sa*o, ceey Sa*Nfl) S COD(X)N

und

I = (Soy...,9N-1).
Qo = Qo(X, N) bezeichne alle . aus Q fiir welche fiir alle « € E* gilt:

q
qli{glo 1_[1 Lip(soz\n) = 0.
n=

Bemerkung 2.5
Ein Element von € ist also derart beschaffen, dass jedem Wort ein iteriertes
Funktionensystem zugeordnet ist.

Motivation 3

Fiir die zufillige Cantormenge ist Q = (Con([0,1])%)F", E = {L, R}. Ein
Element . € Q besteht aus abzihlbar vielen iterierten Funktionensystemen,
einem fiir jedes Wort.

Spiter wird der triadischen Cantormenge das Element . = (%) acp mit

2
T = (Sasi, Saxr) = (x Ty ) Va € E* (2.2)

3’3" 3
szugeordnet® sein. Lip(Sy) = % Va € E* und damit gilt

k—o0

k k
1
lim H Lip(Sapn) = kli_)n;o <3) =0 VaeE™
n=1

Es gilt also .7 € .
Fiir das 2. Beispiel auf Seite 8 werden diejenigen . fiir die gilt:
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r 3+x r T+zx .
ya—(SQ*L7Sa*R)€{<47 1 >,<8, 3 >}VO&€E (23)

interessant sein. Es gilt also je nach Wahl Lip(S,) = § oder Lip(S,) =
%, jedenfalls aber Lip(S,) < 1 Vo € E*\{A}. Fiir jedes solches .7 gilt

k k
1
lim [ Lip(Sayn) < Jim (4) =0 VYaeE™®

k—o0
n=1

und damit . € Q.
Fiir die eindimensionale Cantormenge sehen die iterierten Funktionensyste-
me folgendermafen aus:

S — [(;—3';“> 21— (;—?)alm) (1-@} (2.4)

Auch dieses . liegt in €.

1
Sei 0 < C < 1 fest. Definiere . wie folgt: /o = (Say,Sap) = (Clez, 1)
Offensichtlich gilt ¥ € Q. Fir o = LLL ..., also die Kette die nur aus dem
Buchstaben L besteht, gilt:

k—oo k—oo

k k

. . . . . r_1 2 log(C

lim ]._IlLlp(Sa”) = k]i)rgo l_IICnQ = lim e(znfl — log( )) >0
n= n=

Damit ist .7 ¢ Q.

Lemma 2.10
Sei . € Qg beliebig gewdhlt. Dann ¢ibt es fiir alle € > 0 ein g9 € N, derart,
dass fiir alle ¢ > qo und alle o € EItL gilt:

q
H Lip(Sa|n) <e.
n=1

Beweis: Fiir den Beweis niitzt man die Kompaktheit von E*. Fiir ¢ € N

definiere ,
Uy = {oz € B | ] Lip(Sajn) < 5}
n=1
und
Uy = | leld (2.5)

aclUy
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(fir Notation vgl. Bemerkung 2.3 auf Seite 16). Dann gilt U, = U(’I: C ist
trivial, fiir O beachte man, dass die Eigenschaft in U, enthalten zu sein
nur von den ersten ¢ Zeichen der Kette abhéngt. Somit ldsst sich U, als
Vereinigung offener Mengen schreiben und ist somit offen in E*°.

Da .# € Qq, bilden die Mengen (U,)qen eine offene Uberdeckung von
E°°. Aus der Definition ist klar, dass U, C Ug41. Aus der Kompaktheit von
E° folgt die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung und damit £ = U,
fiir hinreichend grofles q.

g

Hilfssatz 2.11
Fiir alle . € Q gilt

ﬂ U Sa1 0.0 8g41(X) = U ﬂSa‘lo...o alg+1(X). (2.6)

qeN qeFatl a€eE>® ¢geN

Beweis: Zuerst die Richtung D

Sei x € UaEEOO mqu Sa|1 0...0 a|q+1(X)
dann existiert ein o« € E°:

(S m5a|10~-05a\q+1(X)§ﬂ U Sauo"‘o a\q+1(X)

qeN qeN qeFatl

da a|q+1 € B! fiir alle ¢ € N.

Um C zu zeigen, sei z € (\,eny Unepott Sap1 © -+ 0 Sajg1(X), dann folgt:

Vg Jag:x € 841 0...08441(X) und damit sind die Mengen

B, = U [a]

a€EItlizeS, 10...08, 441 (X)

nichtleer. B, ist als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abge-
schlossen (sogar kompakt) in E°° (Topologie wie in 2.3). Da S,(X) C X
gilt

T € Sy 0.0 8g41 0 Sajg2(X) C Sy 0. 08, 441(X)

und damit By 2 Bg1. Dies impliziert die endliche Durchschnittseigenschaft
der Familie (Bg)gen (vgl. A.3) und damit

() By # 0.

geN
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Wiihle a € (e By beliebig, dann gilt 2 € [,y Saj1 © - © Sqjg41(X) und

damit
T e U ﬂsauo...o a|q+l<X>
acE>® geN
O
Satz 2.12
Fiir alle & € Qq ist die Menge
K=K(#) =) U Sano.. oSa(X) (2.7)
geN acEat1
kompakt. Fir jede Familie (Ky)acp+ in K(X) gilt
K(5) = lim U Sappo--- 0 Sajge(Ka) (2.8)
I acEatl

wobei der Limes beziiglich des Hausdorffabstandes 1 zu verstehen ist.

Beweis: Wegen der Vollsténdigkeit von (K(X),n) braucht nur die Cauchyei-
genschaft von

U Sa|1 0...0 a|q+1(Ko¢)

+1
ackE4 qEN

gezeigt werden, um die Existenz eines Grenzwertes in k(X)) sicherzustellen.
Sei € > 0 gegeben. Aufgrund der Definition von Lip (in Definiton 2.5) gilt
offensichtlich: (¢ wie in Definition 2.1 eingefiihrt bezeichne den Durchmesser)

q+1
6(504\1 O...00¢q|g+1 (X>) < <H Lip(San)> 6<X)
n=1

Wegen Lemma 2.10 und 6(X) < oo gibt es ein gg € N derart, dass die
rechte Seite fiir alle ¢ > ¢o und alle & € E9t! kleiner als € wird. Sei nun
r > q > qo beliebig. Es ist zu zeigen, dass

77( U Saj1 0.0 Sqq41(Ka), U Sﬁlo...055|T+1(K5)><€ (2.9)

acE1tl BeEr+1

:;A :SB
Hierzu schéitzt man jeweils den Exzess ab.

Fiir beliebiges 2 und z € Q bzw. 4; C  gilt folgende (triviale) Ungleichung:

d(z, | JA) <d(z, Ai). Viel (2.10)
el
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Man wihle nun ein beliebiges 7 € E™! mit o < 7, dann gilt wegen (2.10)
fiir alle @ € E4%! und alle # € Syp1 0... 0 Syig1(Ka)

d(x,B) < d(x,S:po...0841(K;)) =d(x,S410...084441(L)),

wobei L = S jgp10...08,41(K7).
Da x € Syjp0...084)441(X) gilt

d(x,Saj1 0.0 Sajq+1(L)) < 6(Sap 0-.. 08y 441(X)) <e

und damit e(A, B) < e. Die Abschéitzung fiir e(B, A) < e funktioniert ganz
analog.
Da n(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)) ist (2.9) gezeigt und es existiert

K/:q]i_{go U Sauo...o a|q+1(Ka)
aeEqul
in £(X).
Weiters ist
K=K (2.11)

zZu zeigen, zuerst D:
Fiir alle ¢ € N und alle r > ¢ gilt trivialerweise

U Sapo-0Sagi(Ka) S | Sppo-0Sgen(X).  (212)
acEr+1 ﬂeEq+1

Da die rechte Seite als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abge-
schlossen ist, gilt (2.12) auch fiir den Grenzwert und da die Gleichung fiir
alle ¢ gilt, folgt:

KcK=() |J Sspo.. 0Sg51(X).

geN BeEat+l

Um die Inklusion C in (2.11) zu zeigen, sei angenommen, dass K’ C K. Dann
gibt es ein x € K\K’ und wegen der Definition von K und Hilfssatz 2.11
ein a € B derart, dass fiir alle ¢ € N gilt:

T e Sa|1 o0...0 a|q+1(X).

Fiir hinreichend grofles ¢ gilt:

1
5d($,K/) >6(Sa‘10...0 a‘q_;’_l(X)).
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Daher ist Sy 0 ... 0 Syjq+1(Ka) C Bi g, K,)(a;), der Kugel mit Mittel-
2 ’
punkt = und Radius 3d(z, K’). Daraus folgt aber

—_

n| K, | Sspo...08s1(Ep) | = sd(x,K') >0

2
BeEatl

und damit fiir hinreichend grofie ¢ ein Widerspruch. (2.11) ist also gezeigt
und der Beweis erbracht.

O

Bemerkung 2.6
In Hilfssatz 2.11 wurde gezeigt, dass fiir alle . € () gilt:

N U SapooSui@X) = J [)Sapo--- o Sag1(X).

qeN aeEatl a€E> geN

Ist . € Q) ist die Menge

ﬂ Sa|10...0 a|q+1(X)

qeN

fiir jedes o € E*° einelementig, da wegen der Definition von ¢ der Durch-
messer der Menge 0 ist. Das heifit in Worten, dass fiir festes . € )y jeder
Kette a € E™ ein eindeutiger Punkt x zugeordnet ist. Man sagt auch « ad-
dressiert x. Umgekehrt hat jedes z € K (.¥’) mindestens eine solche Adresse
a (siehe Hilfssatz 2.11). Die Abbildung, die jedem « € E* diesen Punkt
zuweist, ist eine stetige Abbildung von E*° nach K(.¥)

Motivation 4

Hier lisst sich die bereits in Motivation 3 angedeutete Zuordnung eines
Elements aus Q zu einer kompakten Menge interpretieren. Die Abbildung
Qo — K(X) mit & — K() ist wohldefiniert (ab Satz 2.30 wird die Abbil-
dung ¥ heiflen). Nimmt man das .7 aus (2.2) so ist K(.7) die triadische
Cantormenge. Fiir jede Wahl von . wie in (2.3) erhdlt man eine Realisie-
rung der zufilligen Cantormenge aus dem 2. Beispiel auf Seite 8.

Man beachte speziell noch die Reihenfolge, in der die Abbildungen ange-
wandt werden! Es soll ja in jedem Schritt aus jedem Teilstiick des vorigen
Schrittes ein Mittelstiick entfernt werden, also im ersten Schritt das Inter-
vall [0,1] in zwei Intervalle [0, z] und [y, 1] zerteilt werden. Das macht man
indem man zwei Abbildungen S;, und Sgr anwendet. Im ndchsten Schritt soll
jedes der beiden Intervalle weiter zerlegt werden. Also das Intervall [0, x] in
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zwei Intervalle [0, k] und [, z]. Dies wiirde NICHT gelingen, wenn man die
Abbildungen Spr, und Spr auf das Intervall [0,x] anwendet, dann erhielte
man zwar ein Intervall [0, k], das zweite Intervall wiirde aber zu weit nach
rechts rutschen. Dieses Problem behebt man, indem man Sy, und Spr zuerst
anwendet. Der zweite Iterationsschritt kann also als

SL<SLL(X) U SLR(X)) U SR<SRL(X) U SRR<X))

geschrieben werden. So erhdlt man tatsichlich das gewiinschte Resultat.

2.1.5 Hausdorffmafl und Hausdorffdimension

Definition 2.13

A} -
Weiters sei h : [0,00] — (0, 00] monoton wachsend und rechtsstetig. Es

bezeichne

A (A) = E {3 A(E(C)) : (Ciza € %l AN}
Dann heif3t

A (A) = lim A#"(A) = lim inf{Zij h(3(Cy)) : (Ciiz1 € Z(A)}

das h-dimensionale Hausdorffmaf. Wahlt man h(t) = t* (0 < s < o0) so
schreibt man kurz J#* fiir s"~" und spricht vom s-dimensionalen Haus-
dorffmaf.

Definition 2.14
Fir A C X heifit

dimp (A) = 1,(H°(A) =00 Vs <t ANA*(A) =0 Vs > t)!
die Hausdorffdimension von A.

Bemerkung 2.7

A"(A) ist duBeres MaB, genauer: Das nach Methode II erzeugte #uBere
MaB zur Belegungsfunktion ¢ = h(46(C)) mit 6(()) = 0. Fiir Details und
ausfiihrlichere Motivation siche Rodgers[19] oder Wieger|[21].

175 bedeutet in Worten: ,, Dasjenige s, fiir das (...) erfiillt ist.
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2.1.6 Abschitzungen fiir 7°(K(Y))

Satz 2.15
Sei . € Qg gegeben. Dann gilt fiir alle s > 0 :

|ot]
H(K(Z)) <6(X)® sup inf {Z HLip(S’a|p)S|F € Min, I > FO} )

T'oeMin ael p=1

Beweis: Es gilt K = K() := (,en Uaegat1 Saj1 © - - - © Sajg1(X).
Sei € > 0 beliebig. Nach Lemma 2.10 gibt es ein ¢ € N derart, dass fiir alle
a € E* mit |af > ¢ gilt

|a|

5(X) [ ] Lip(Sayp) < e (2.13)
p=1

Sei I' € Min, I >= FE1 beliebig. Dann gilt

K C | Sai0-.08q(X)
ael

und
o]

8(Sap 00 Sayja) (X)) < 6(X) ] Lip(San) < e.
n=1

Daher gilt

|o|

A (K) <Y 5(Sa1 00 Sayja) (X)) < 8(X)* Y J] Lin(Sap)®- (2.14)

acel acl'n=1

Da I' = E9 beliebig war folgt:

ol
inf § 6(X)* Y " J] Lip(Sajn)* [T € Min, T == B
ael’ n=1

K (K)

IN

|a|

d(X)® sup inf Lip(Sqpn)® II' € Min, T' > Ty

IN

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle € > 0.
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Motivation 5
In Satz 1.3 wurde die hier verwendete Argumentation bereits angedeutet,
man vergleiche speziell (2.13) mit (1.2) und (2.14) mit (1.3).

Definition 2.16

Sei (X, d) metrischer Raum, eine Abbildung f : X — X heifit Ahnlichkeits-
abbildung wenn eine Konstante C' gibt, die d(Sz, Sy) = C d(z,y) Vr,y € X
erfiillt.

Bemerkung 2.8
Offensichtlich gilt fiir jede Ahnlichkeitsabbildung S € Con(X): Lip(S) = C.

Fiir die Abschétzung nach unten werden die Voraussetzungen verschéirft.

Satz 2.17 R

Sei X C RY eine kompakte Menge mit nichtleerem Inneren X. Sei % € Qq
so, dass fir alle « € E* und alle p,p’ € {0,...,N — 1} die Abbildung Sqxp
eine Ahnlichkeitsabbildung ist und fiir p # p' gilt:

Sep(X) N S (X) = 0. (2.15)

Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die nur von X und der Dimension d
abhdngt und fir alle s > 0 gilt:

|al

co(X)® sup inf Lip(S Lip(Syn)’ II' € Min, I = Ty
T'peMin a%‘ 1]1 aln

< H5(K(S)).

Beweis: Da X als kompakt vorausgesetzt und das stetige Bild kompakter
Mengen kompakt ist gilt (die rechte Seite bendtigt keinen Abschluss):

= ﬂ U Sa|10~--o a|q+1<X)'

geN aqeFatl

Sei € > 0 beliebig und sei (U;)i<i<m eine offene Uberdeckung von K mit
0(U;) <ed(X)und U; N K # ( fiir i = 1,...,m. Definiere

I, = {aEE*{SaHO...O aHa|(X)mKﬂUi?é@,

|al lal-1

HLlp a|n) < o(U, H Llp aln }
n=1
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Die letzte Bedingung stellt sicher, dass «, 3 € T'; (o # () unvergleichbar
sind, d.h. es gilt weder @ < (3 noch < a. Wegen Voraussetzung (2.15)
dieses Satzes impliziert dies fiir o, f € T'; (a0 # [):

o

Sa|1 o...0 oz||a|(X> N Sﬁ\l o...0 Sﬁ\lﬁ\(X) = @ (216)
Wegen Bemerkung 2.8 auf Seite 26 gilt fiir alle a € T';,

|

3(Sap 0 - -0 Sajja| (X)) = 6(X) [ [ Lip(Sajn) < 6(U:)

n=1
und daher
Sa|1 0...0 a||a\(X) - {$ € ]Rd|d($, U, N K) < 5(UZ)}
C  Baswy)(zi) Vo € UiN K, (2.17)

wobei B,.(x) die offene Kugel mit Radius r um z bezeichnet. A bezeichne
das d-dimensionale Lebesguemaf. Da alle Abbildungen in . Ahnlichkeits-
abbildungen sind, gilt

|2
)\d <Sa|1 0...0 a|\a|( > H Llp a|n . (2.18)

Setzt man die Formeln (2.16),(2.17) und (2.18) und die Definion von I';
zusammen erhélt man

> A(Syp1 0.0 Sy (X
(2.16),(2.17) g It laf (X))
|o]
(2.18) a; H ip(Sajn)
> /\d )9 Lip(Sa)?
(2.16) 5(X)d O;
und daher o
S Lip(s ) < X 2NBO) _ 1

ael; M(X) ¢
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Weiters schatzt man ab:

m m ||
D_0(U)* = Y maxd(X) HLlp(Sa\n)
=1 =1 n=1
= ZaEF Llp il
> Lip(San
; Zocef‘ Llp H ‘
\a|
> (XYY Lin(s dHLlp aln)’
=1 ael’;
Ial
> Z Lip(Sa)? H Lip(Sajn)® (2.19)
acUl’;

Direkt oder mittels (2.6) erkennt man, dass |J]-, I'; eine Uberdeckung (von
E*°) ist. Diese wird nun wie folgt zu einer Minimaliiberdeckung reduziert:

F:{aEUFiWﬂEUFi:ﬁ-<a:>ﬁ:a}.

Weiters definiere

o jal-1
I.={acE|[]Lip(San) <2< J] Lin(Sapm)
n=1 n=1

Auch T'; ist eine Minimaliiberdeckung und es gilt I'. < T', da 0(U;) <
€d(X) gewdhlt war.
Aus (2.19) erhilt man:

m |ov]
Z 6(Uz) Z Llp d H Llp oz|n
i=1 aell
|al
> )% inf Z Lip(S. d H Lip(San) ‘F/ € Min, I = T,
n=1

acl”

Da K kompakt ist und (U;) eine beliebige offene Uberdeckung von K mit
0(U;) < e erhélt man:
HP(K) > HP(K) (2.20)

|

> )% inf ZLlp dHLlp aln) ‘F € Min, I'" = T,
ael” n=1
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Sei I'g € Min beliebig. Da Lip(Sg) > 0 fur alle 3 € E* gibt es ein € > 0 mit

|o]
£ < min H Lip(San)|a € To

n=1
Daraus folgt I'g < I'.. Daher folgt aus (2.20) die Behauptung.

O

Bemerkung 2.9

Eigentlich wiirde in Satz 2.17 die folgende schwiichere Forderung geniigen:
X c R? kompakt und . € Qy und es existiere eine Borelmenge W C X
mit positivem Lebesguemaf die Sq., (W) C W und Spu,(W) NSy (W) = 0
wenn p # p' fiir alle « € E* und p, p’ € {0,..., N — 1} erfiillt.

Definition 2.18

Sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Eine Funktion f : X — R heifit halbst-
etig von unten (oben) im Punkt a € X, wenn fiir alle k < f(a) (h > f(a))
eine Umgebung V' € 7T existiert mit £ < f(x) (h > f(x)) fir allez € V. f
heifit halbstetig von unten (oben) wenn sie in jedem Punkt von X halbstetig
von unten (oben) ist.

Bemerkung 2.10
Eine reellwertige Funktion ist stetig dann und nur dann wenn sie halbstetig
von oben und halbstetig von unten ist.

Beispiel 2.1
In einem topologischen Raum (X, 7) ist eine Indikatorfunktion I4 genau
dann halbstetig von unten, wenn A € 7, also A offen ist.

Hilfssatz 2.19
Sei (fi)ier eine Familie von Funktionen, die alle in a € X halbstetig von
unten sind. Dann ist

g :=sup fi(a) (2.21)
iel

halbstetig von unten in a.
Beweis: Sei k < g(a) dann gibt es einen Index i € I mit h < fi(a) < g(a).

(
Wegen der Halbstetigkeit von unten von f; gibt es eine Umgebung V € 7
derart, dass k < f;(x) fiir alle z € V und daher k < g(z) fir alle x € V.

g
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Bemerkung 2.11
g heifit die obere Einhiillende von (f;)icr

Folgerung 2.20
Die obere Einhiillende einer Familie von stetigen reellwertigen Funktionen
auf einem Raum X ist halbstetig von unten.

Lemma 2.21
Die Funktion Lip : Con(X) — [0,1] ist halbstetig von unten.

Beweis: Zur Erinnerung: Con(X) ist versehen mit der Topologie der punkt-

weisen Konvergenz. Lip(S) = sup { %‘ z,y € X,z # y} und somit we-

gen Folgerung 2.20 als obere Einhiillende stetiger Funktionen halbstetig von
unten.

g

2.2 Ein Maf} auf £(X)

In diesem Abschnitt findet der Zufall Einzug in die Konstruktion und zwar
zu Beginn erstmals bei der Auswahl von Iterierten Funktionensystemen aus
Q. Wieder bezeichne Q = (Con(X)™)¥" versehen mit der Produkttopologie.
Da E* abzéhlbar ist, sind die Borelmengen von 2 gleich der Produktsig-
maalgebra der Borelmengen von Con(X).

Definition 2.22

Es sei p ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafi auf Con(X)™.
" bezeichne das ProduktmaB auf €.

(uF)N bezeichne das Produkt der p® auf Q.

Bemerkung 2.12
Die Wahl von " als Produktmaf lisst sich als Unabhingigkeitsforderung
interpretieren: Die ., sollen unabhéngig identisch nach p verteilt sein.

Bemerkung 2.13
Sei . € Q, dann gilt () =0 oder = 1.

Motivation 6

Bei der Konstruktion der zufilligen Cantormenge wurde das ein Mafi W
definiert, nach welchem die Kontraktionsfaktoren der beiden Abbildungen
eines iterierten Funktionensystems auf dem Dreieck T verteilt sind. Im Fol-
genden sei eine Idee vorgestellt, wie man diese Wahl von T formal auf die
hier angefiihrte Konstruktion ibertragen kann.
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Das Maf$ pu arbeitet direkt auf dem Raum Con(X)N der iterierten Funk-
tionensysteme, man mdochte aber das MafS W vorgeben, also p aus der Vor-
gabe von W konstruieren. Dazu definiere eine Abbildung f: T — Con(X)?
mit (z,y) — [t — (z-t,1 —y(1 —t))] und wdihle fir p das Bildmafl unter
dieser Abbildung. Da bei der Konstruktion der zufdlligen Cantormenge ge-
fordert wurde, dass (zq,Ya) unabhingig identisch nach W wverteilt sind, geht
man auf Q wie in obiger Definition einfach zum Produktmafs iber.

Fiir die Konstruktion der zufilligen Cantormengen stéfst man also auf
keinerlei Schwierigkeiten. Allerdings scheidet an dieser Stelle die eindimen-
sionale Cantormenge aus, da hier in jedem Schritt ein anderes (Dirac-) Maf
verwendet wurde, also die Auswahl der iterierten Funktionensysteme nicht
fiir alle a nach der selben Verteilung erfolgt. Mit dem selben Argument schei-
det auch das Beispiel fiir ein . € Q\Qqy aus Motivation 3 aus.

Die im Folgenden definierte Funktion ¢ setzt mehrere iterierte Funktio-
nensysteme zu einem zusammen, konkret werden N Elemente aus 2 und
ein Element aus Con(X)" benétigt, um ein neues Element aus  zu bil-
den. Spiter wird ofters p~! verwendet, um iterierte Funktionensysteme zu
zerstiickeln.

Definition 2.23
Definiere eine Funktion ¢ : Con(X)N x QY — Q wie folgt:

©((So, ..., Sn_1), (L0, ... Ny = 7
wobei
y@ == (SO?JSN—].)
und fir o € E*,n € {0,...,N — 1}

L = L1,

o

Motivation 7

Im Fall der zufilligen Cantormenge bestimmt (Sp,Sg) was im ersten Itera-
tionsschritt passiert. /L) entscheidet, wie die Feinstruktur des Bildes von
Sy, aussieht. Analog bestimmt ) wie Sg([0,1]) weiter zerlegt wird.

Lemma 2.24
© aus voriger Definition ist borelmessbar und fiir B € B(Q) gilt:

p® ()N H(B) = 1 (B).
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Beweis: Die Messbarkeit von ¢ ist klar.
Die zweite Aussage folgt aus den elementaren Eigenschaften des Produkt-
mafles (Satz von Fubini).

O

Das folgende Lemma und der nachfolgende Satz erkliren, warum es (fast
sicher) keine Einschrankung war, nur . aus 0y zu betrachten, wenn man
die Mafle wie in diesem Abschnitt wihlt.

Lemma 2.25
Sei g : Con(X)N — [0,1) eine borelmessbare Abbildung. Dann ist

Qg = {y € Q’Va € B> H g(S(a\n—l)*Oa ceey S(a|n—1)*(N—1)> = 0}

n=1
eine Borelmenge mit p" (Q,) = 1.
Beweis: Anders geschrieben gilt

q
1
Qg: {ymeNVaGE‘X’ dgeN: Hg(S(am,l)*o, ey S(a\nfl)*(Nfl)) < m} .

n=1

Wenn man die Kompaktheit von £ genauso wie im Beweis von Lemma 2.10
verwendet, erhdlt man

q
1
Qg = {meENHqENVOéEEq : Hg(S(am,l)*O, e 7S(a|n71)*(N71)) < }

-nun{~

meN geN acE4

n=1

q
1
H 9(S(aln—1)%0s - - - » S(aln—1)x(N-1)) < — } :
n=1

m

=A

A ist offensichtlich eine Borelmenge und somit ist €2, als abzéhlbare Verei-
nigung bzw. Durchschnitt von Borelmengen selbst eine Borelmenge.
Fiir a > 0 sei

B, = {y € Q|E|a € E*: H g(S(a|n—1)>kOa SRR S(a\n—l)*(N—l)) > CL} .

n=1

Mittels der selben Technik wie oben identifiziert man B, als Borelmenge.
Definiere p : (0,1) — [0,1] als p(a) = p® (B,). Dann ist p eine mono-
ton fallende Funktion. Wenn es noch gelingt nachzuweisen, dass p identisch
verschwindet (p = 0), ist der Beweis erbracht, da Qg = Q\ U, Ba-
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Aus Lemma 2.24 folgt fiir alle a € (0,1):

pla) = u®(uE*)N({((SO,...,SN_l),(y(o)’m’y(N—l)))‘
Jae E* 3pe{0,...,N —1}:

9(507 [ SN—l) : H Q(S((ﬁn_n*ov t 7S((Z?n—1)*(N—1)) 2 a})
n=1

N-1
< Y uo ) {(Soreen Sy (£, V) Bae B

p=0

T () (v)

g(SOa ) SNfl) : ]lg(s(gn—l)*O’ T ’S(Z|n—1)*(N—1)) 2 CL})

< Nu({(Sor., Sx-)lg(S0r- . Sn1) > a})p(a). (2.22)
Da g < 1 gibt es ein b € (0,1) mit
1
(S0 SIS0, .. Sx-1) 2 b)) < -

Wegen (2.22) mit a = b gilt

p(b) =0.
Definiere v = inf{a € (0,1)|p(a) = 0}. Angenommen es gelte v > 0, dann
gibt es ein @ > v mit a - b < . Wie vorher gilt dann

N-1
plab) < Zu®(uE*)N<{((SO, ey Sno), (2O (V)

p=0

Jae E°°:

9(S0 ..., Sn-1) - H 9(5((5)\n—1)*07 R S((cpu?n—l)*(N—l)) = ab}).
n=1

Da a > v gilt p(a) = 0. Das fiihrt auf

plab) < Nu({(So, ..., Sn-1)l9(S0, .-, Sn-1) = b})p(ab),
woraus p(ab) = 0 folgt. Ein Widerspruch. Daher gilt v = 0 und damit p = 0.

O
Satz 2.26
Die Menge Qp = {5” € QVa € B[22, Lip(Sajn) = 0} ist eine Borel-
menge mit u? (Qg) = 1.
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Beweis: Man wihle als Funktion g : Con(X)" —[0,1) als g(So, ..., Sn_1)=
maxo<,<N—1Lip(S,) und verwende diese in Lemma 2.25.

Lemma 2.27
Fiir alle m € N st die Abbildung Con(X)™ — Con(X), (So,...,S5m—-1)
Spo...08n,_1 stetig.

Beweis: Es geniigt den Beweis fiir m = 2 zu fiihren.

Seien € > 0, (Séo), Sgo)) € Con(X)? und = € X gegeben.

Fiir alle (Sp, S1) € Con(X)? fiir welche sowohl d(Slw,Sgo)af) < § als auch
d(Spo Sg)):v, Séo) o Sgo)x) < 5 gilt, erhélt man

d(Sy0 817, 5905\ z) + d(SpoS\”x, 51 05" )
Lip(So)d(S1z, S%O)(Iﬂ + % <e

d(Sp o S1a, S 0 81V 2)

VAN VAN

Daher ist die Abbildung Con(X)? — X, (Sp,S1) — So o Siz stetig. Da
Con(X) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen ist, ist
auch die Abbildung Con(X)? — Con(X), (Sp,S1) + Sp o S; stetig und
damit folgt die Behauptung.

O

Lemma 2.28
Die Abbildung Con(X) x K(X), (S, K) — S(K) ist stetig.

Beweis: Fir S,T € Con(X) und K,L € K(X) gilt wegen der Dreiecksun-
gleichung sowie Hilfssatz B.8:

n(S(K), T(L)) < n(S(K),S(L)) +n(S(L), T(L))
< Lip(S)n(K, L)
+sup({d(Sz,T(L))|x € L} U{d(S(L),Tx)|z € L})
< Lip(S)n(K, L) +sup({d(Sz,Tz)|z € L}).

Sei € > 0 gegeben und es seien T' € Con(X) und L € K(X) fest. Wegen der
Kompaktheit von L gibt es z1,...,z; € L derart, dass

L C Bg(l’l)UUBg(xk)
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Fir alle S € Con(X) mit d(Sxp, Txy) < §,p € {1,...,k} und alle
x € LN Be(xp) gilt

d(Sz,Tz) < d(Sz,Szp)+ d(Sxp, Txp) + d(Txp, Tx)
< Lip(S)d(w, ) + - + Lip(T)d(p, )
< ¢

und daher
sup{d(Sz,Tz)|x € L} <e.

Daher gilt fiir alle S € Con(X) mit d(Szp, Tx,) < 5(p € {1,...,k}) und fiir
alle K € K(X) mit n(K,L) < e:

n(S(K), T(L)) < 2.

Lemma 2.29
Die Abbildung K(X) x K(X) — K(X),(K,L) — K UL ist stetig.

Beweis: Sei e > 0 und K, L € K(X) fest. Fiir K, L € K(X) mit n(K, K) <
e An(L,L) < ¢ gilt mit Hilfssatz B.9:

n(KUL,KUL) < max{n(K,K),n(L,L)} <e
B.9

und damit die Stetigkeit der Abbildung.

U
Satz 2.30
Sei K € K(X) beliebig. Eine Abbildung ¥ : Q — K(X) sei definiert als:
ﬂqu UaeE‘Hl Sa|1 O”-OSaHa|(X) ey
U(s)=<¢ _ (2.23)
K . S d 0

Dann ist ¥ borelmessbar.

Beweis: Nach Satz 2.12 ist ¥ wohldefiniert.
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Aus den Lemmata 2.27 2.28 und 2.29 folgt fiir alle ¢ € N und jede Familie
(Ko)acp~ die Stetigkeit der Abbildung

Q=K. | Saio...0SuaKa) (2.24)

acEatl

Wegen Satz 2.12 ist die Abbildung ¥ in )y der punktweise Grenzwert einer
Folge von borelmessbaren Funktionen. Nach Satz 2.26 ist €y eine Borelmen-
ge, daher folgt die Behauptung.

Il
Definition 2.31
Fiir ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmal 11 auf Con(X)" sei P, das Bildmaf
von " bei der Abbildung ¥, d.h. fiir jede Borelmenge B C K(X) gilt
Py(B) = p* (¢71(B)).

2.2.1 P, ist das einzige p-selbstdhnliche Maf3 auf IC(X)

Das Bildmafl P, beschreibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aus dem Raum
K(X), den kompakten Teilmengen von X. W&hlt man fiir u ein Diracmafl
im Massepunkt (So, ..., Sy—-1), so ist auch P, ein Diracma$ in einem Mas-
sepunkt K € K£(X) und es gilt

K ist also ein Fixpunkt des IFS (S, . .., Sy_1), man spricht im Fall von Ahn-
lichkeitsabbildungen S; auch von einer selbstéhnlichen Menge K (beziiglich
(So0,-..,Sn-1)). (Siehe auch Theorie iiber deterministische Fraktale)

Ist p ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf, so gilt dies nicht mehr, aber es
gilt statistische Selbstdhnlichkeit, die im Folgenden konkretisiert wird.

Definition 2.32

Sei ;1 wieder ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafi auf Con(X)". Ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl P auf IC(X) heifit p-statistisch selbstahnlich (oder kurz
p-selbstihnlich), wenn fiir jede Borelmenge B C (X)),

P(B) = poPN ({((so, ., Sn-1), (Ko, ..., K1)

N-—1
U Su(K;) € B}). (2.25)

p=0

€ Con(X)N x K(X)N
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Motivation 8
Auf Seite 8 wurde im Absatz unter Bemerkung 1.2 diese Begriffsbildung
bereits am Beispiel der Cantormenge angedeutet.

Lemma 2.33
Sei r : K(X) — Ry eine borelmessbare Abbildung. Dann gilt fiir jedes u-
selbstihnliche Maf3 P auf K(X):

N-—1
/mdP://m U So(Kp) | dPY (Ko, ., K 1)du(So, ., Sx—1).
p=0

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition.

g

Definition 2.34
Es bezeichne P(K(X)) die Menge aller Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle auf
K(X). Definiere T), : P(K(X)) — P(K(X)) wie folgt:

[T @)(B)=p @ Q™4 ((So, .-, Sn-1), (Ko,..., Kn-1)) | Sp(K,) € B

Bemerkung 2.14
Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P € P(K(X)) ist p-selbstéhnlich dann und nur
dann, wenn 7),(P) = P, also wenn P ein Fixpunkt von T}, ist.

Definition 2.35
Seien fiy,, (n € N) Borel-Wahrscheinlichkeitsmafie. Dann heifit die Folge u,,

schwach konvergent gegen f, in Zeichen j, — pu, falls

lim [ fdun = / Jdu, ¥f € Cy(X, B),

n—oo
also fiir alle stetigen, beschrankten Funktionen f.

Satz 2.36

Sei  ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf Con(X)N. Dann ist P, das ein-
zige p-statistisch selbstihnliche Wahrscheinlichkeitsmafl auf K(X). Weiters
konvergiert fiir jedes Q € P(K(X)) die Folge (T}}(Q))nen schwach gegen P,.

Beweis:
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o T,(P,) = P,, also P, ist p-selbstéhnlich:
Definiere @ : Con(X)N x K(X)VN — K(X) als:

&((So,- -, Sn-1), (Ko,..., K1) = | Sp(Kp).

Wegen der Lemmata 2.28 und 2.29 ist ¢ stetig. Weiters gilt fiir jedes
Q € P(K(X)): T,(Q) ist das Bildma$ von u®@Q" bei der Abbildung .
Die Abbildung ¢ : Con(X)N x QN — Q sei definiert wie in Definition
2.23 und die Abbildung ¥ : Con(X)Y x QN — Con(X)N x K(X)V sei
wie folgt definiert:

U((So,...,Sn-1), (L0, . N1y
= (S0, Sn—1), (U(FO), .., W (F D))

wobei U definiert ist wie in 2.30. Dann gilt po U="o ¢ (Details sind
im Anhang ausgefiithrt [Lemma D.1]) und damit

1o (ﬁ_l =(po \Tl)_l =(Vo cp)_l = (p_l oW1,

s Plﬁv ist das BildmaB von p ® (") bei der Abbildung U. Nach
Lemma 2.24 gilt 7" ist das BildmaB von pu® ()N bei der Abbildung
. Da P, = u" o U1 gilt:
Tu(P) = poPl g =pe @ )Nvlop ! =
= u (W )YWelow =y owl= p,.

e Es gilt lim,, oo T7/(Q) = P

Sei A C K(X) abgeschlossen. Mittels Induktion zeigt man

[TH@IA) = 1" @Q ({(#, (Ka)acr+) € 2 x K(X)"|
U Sa1 0.0 8an(Ka) € A}).

ackn
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Daher gilt
lim sup([T}/(Q)](4) =

n—oo

= i%f sup uE*®QE*({(5ﬁ7 (Ka)acE*)

n>m

U Sapi o0 Sap(Ka)eA})

ackn

< ME*®QE*(HU {(y7 (Ka)aeE*)’ U Sa\l 0...0 a‘n(Ka)GA})

mn>m ackEm
<P RQF ({(7, (Ka)acr) € Qo x K(X)F"

| lim U Saf10--.0Syn(Ka)EAY})
n—oo
ackn
Wegen Satz 2.12 und der Definition von ¥ wird der letzte Ausdruck
zZu

n70QF ({(, (Ka)aer+) € Qo x K(X)P'|0(7) € A})

was wiederum pZ” (¥~1(A)) entspricht. Wegen der Definition von P,
ist damit
limsup[T}(Q)](A) < Pu(A)

n—od
gezeigt. Dies gilt fiir jede beliebige abgeschlossene Menge A aus K(X).
Es gilt T7}(Q)(X) = 1 (Vn € N) und daher ist wegen des Portmanteau-
Theorems (siehe Satz A.6) gezeigt, dass (7} (Q))nen schwach gegen P,
konvergiert.

e Eindeutigkeit:
Da (T}}(Q))nen schwach gegen P, konvergiert ist P, notwendigerweise
der einzige Fixpunkt von T),.

0

2.3 Tragermengen des Mafles P,

Zuerst soll der Begriff ,, Tragermenge prézisiert werden, danach wird eine
hinreichende Bedingung fiir die Trégermengeneigenschaft einer Menge A C
K(X) vorgestellt.

Im Folgenden bezeichne p ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl auf Con(X)

Definition 2.37

Sei (2, &7, 1) ein fopologischer Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge A heifit
Tragermenge des Mafes u, falls A p-messbar ist und p(A) = 1. Der Durch-
schnitt aller abgeschlossenen Triagermengen heifit auch der Triger von pu.

N
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Bemerkung 2.15
Die Forderung grober im folgenden Satz bedeutet nicht notwendigerweise
echt grober, die Topologien kénnen auch gleich sein.

Satz 2.38

Sei A C K(X) eine nichtleere Menge und da eine beschrinkte Metrik auf
A, sodass (A,da) ein vollstindiger metrischer Raum ist, dessen Topologie
grober ist als die von der Hausdorff-Metrik induzierte. Die folgenden beiden
Bedingungen seinen fiir (So, ..., Sn_1) € Con(X)N u-fast sicher erfiillt:

1. VEy,...,Kn_1 € A: U Sp(K,) € A.
2. dc € (0,1)VK0,...,KN_1 cA VLg,...,Ln_1 € A:

N-1 N-1
<
da pL_JO Sp(Kp),pL_JO SplLy) | e max da(Ky, Ly).

Dann ist A Trigermenge von P,.

Beweis: Sei W C Con(X)" eine Borelmenge mit ;(W) = 1 derart, dass fiir
alle (So,...,Sv—1) € W die Bedingungen 1. und 2. erfiillt sind. Definiere
g: Con(X)N —1[0,1) als:

g(S(), e 7SN—1) =

N-1 N-1
o {dA(UM S s S| (1), (1) € AN, (K,) # <Lp>}’

maxo<p<N—1da(Kp,Lp)

falls(So, ..., Sn—1) € W,
0 sonst.

dg : Ax A — R ist wie jede Metrik stetig ist beziiglich dem Produkt der
Topologie, welche von ihr induziert wird. Da die Topologie, welche von der
Hausdorffmetrik induziert wird feiner ist, ist d4 auch beziiglich dem Pro-
dukt dieser Topologie stetig. Mit Hilfssatz 2.19 erhilt man daraus, dass die
Einschrankung von g auf W halbstetig von unten ist. Da W eine Borelmenge
ist, impliziert dies, dass g messbar ist.

Sei V, die Menge aller . € WPE fiir die Vo € E>®

LT 9(Statm—1y+0: - -+ Stapm—1yx(v-—1)) = 0.
n=1

Wegen der Wahl von W als Tragermenge von p folgt aus Lemma 2.25, dass
E*
p (Vo) = 1.
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Sei nun K € A beliebig. Als néichstes soll gezeigt werden, dass fiir &/ € Vj,

U Sajpo-. o Sage(K) (2.26)
acETt! qeN
eine Cauchyfolge in (A, d4) ist.
Seien .7 € V; und € > 0 gegeben. Wie im Beweis von Lemma, 2.10 zeigt
man die Existenz eines gg € N mit

q0
Vo€ BT H 9(S(an—1)+0: -+ s Staln-1)x(v-1)) <&

n=1

Fiir ¢ > m > qg gilt somit

dA< U Sapo-oSapmri(E), | Sapo...o a|q+1(K)>

acpmtl acEa+1

N-1
= dA( U Sn( U Sn*(a|1) ©...0 Sn*(oz\m—‘rl) (K))a
n=0

aceE™

N-1
U Sn( U Sn*(a|1) O ... 0 Onx(alg+1) (K))>
n=0

ackatl

< 9(507 ce 7SN71) 0<Irfl<aji](71 da ( U Sn*(a\l) ©...0 Sn*(oz|m) (K)a
> SN acEm

U Swsamy o0 Sn*(azn(K))-

aceFE4

Mittels Induktion folgert man die Existenz eines 7 € E™*! mit

dA< U Sa1 0.0 S m1(K), U Sapio-..0 a|q+1(K)>

acEmtl ackatl
m—+1

< H9(5(T|n)*o,---,S(Tn)*(N_n)dA(K, U S(Tq-i—l)*li(K))
n=1 keEEI—™M

< €5A(A)

wobei d4(A) den (endlichen) Durchmesser des Raumes (A, d4) bezeichnet.
Damit ist die Cauchyeigenschaft der Folge gezeigt.
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Da (A,d4) vollstéindig ist, konvergiert die Folge aus (2.26) in (A,d4).
Wenn zusétzlich gilt, dass .7 € (g, dann konvergiert die obere Folge beziiglich
der Hausdorffmetrik n gegen ¥(.¥). Da die von d4 induzierte Topologie
grober als die von 7 induzierte war, folgt das die beiden Grenzwerte iiber-
einstimmen und daher ¥(.%) € A (fiir u®* fast alle .7, da u**(Qo) = 1). Da
2 und K(X) Suslin-Réume sind und ¥ messbar ist folgt, dass A beziiglich
p¥ oWl = P, messbar ist und P,(A) = 1 erfiillt.

O
Folgerung 2.39
Der Tréiger der Mafes P, ist gleich dem Durchschnitt aller nichtleeren ab-
geschlossenen Teilmengen A von K(X), sodass p-fast alle (So,...,Sn-1) €
Con(X)N und fiir alle (Ko, ..., Kn_1) € AV,
N-1

U Su(E,) € 4 (2.27)
p=0

gilt.

Beweis: Zuerst gilt es, die Voraussetzung von Satz 2.38 zu zeigen:

Da A abgeschlossen ist, ist (A,74) vollstindiger metrischer Raum, die To-
pologie ist die Spurtopologie, also genau die von der Haussdorf-Metrik in-
duzierte.

Voraussetzung 1. ist gefordert. Fiir 2. sei (Sp,...,Sny—1) fest und ¢ :=
max,(Lip(Sy)), dann gilt VKy,...,Ky_1 € A VLy,...,Ly_1 € A:

N-1 N-1
Ui U Sp(Kp), U Sp(Lp) | < n(Sp(Kp), Sp(Lyp)) < Cmgxn(KpaLp)~
p=0 p=0
Die erste Ungleichung ist der Hilfssatz B.9 und die Zweite der Hilfssatz B.8.
Wegen Satz 2.38 ist jedes abgeschlossene A mit den geforderten Eigenschaf-
ten Tridgermenge von P,. Da der Satz 2.38 nur eine hinreichende Bedingung
fiir eine Menge liefert, Trigermenge zu sein, der Durchschnitt also nicht
notwendigerweise iiber alle Trigermengen gebildet wird, muss noch gezeigt
werden, dass der Tréger selbst Bedingung (2.27) erfiillt:
Sei also A der Tréger von P,, dann gilt

1 :PM(A) = ,LL®P}£V{(SQ,...,SN1) X (Ko,...,KNfl)

€ Con(X)N x K(X)N|J Sp(K;) € A}.
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In Worten bedeutet die rechte Seite, dass die Menge {(Kp,...,Kn_1) :
U, Sp(Kp) € 4 1((So, ..., Sn—1))-fast sicher} beziiglich P MaB 1 hat,
also AN enthilt. Damit gilt (2.27) fiir den Triger und der Beweis ist erbracht.

g

Im Folgenden sollen zwei Anwendungen aufgezeigt werden, die Triger-
menge einer Konstruktion einzugrenzen. Auf topologische Beweisfithrung
wird hier ausnahmsweise verzichtet, Referenzen sind angegeben.

Beispiel 2.2 (Zufillige stetige Funktionen)

Sei E ein kompakter Teilraum des R? und a,b € R mit a < b. Sei X =
[a,b] x E versehen mit der euklidischen Metrik d. Es bezeichne ;([a, b], E)
den Raum aller Graphen stetiger Funktionen von [a, b] nach E mit der Su-
premumsmetrik. Sei (A,d4) ein nichtleerer abgeschlossenen Teilraum von
€y([a,b], E) (also ds wieder die Supremumsmetrik). Weiters sei p ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf Con(X)", sodass pu-f.s. die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. S, = S; X S’Z wobei S;(]a, b)) N Sll),(]a, b)) =0 fiir p £ p'.

2. Fiir alle Ko, ..., Kn_1 € A U Sp(Kp) € A.

Dann ist A Trédgermenge von F,.

Beweis: Die Metrik d 4 induziert die selbe Topologie auf A, wie die Hausdorff-
metrik. Einen Beweis hierfiir findet man bei Kuratowski [17] Vol I., Seite 223,
Theorem 7. Kuratoski bezeichnet (K(X),n) mit (2% ), sein &% N®(2", &)
wurde hier als €, (X, E) eingefiihrt. (A,d4) ist auBlerdem offensichtlich ein
beschrankter, vollstdndiger, metrischer Raum. Um Satz 2.38 anwenden zu
koénnen, muss noch die Bedingung 2. nachgewiesen werden.

Dazu seinen (Kp)peqo,...n—1} und (Lp)peqo,... . n—1} in A gegeben. Fiir die-

jenigen (Sp,...,Sy_1), welche 1. und 2. erfiillen, soll
N-1 N-1
< .
da UO Sp(Kp), UO SplLp) | < max Lin(Sy) | max  da(Kp, L)
p= p=

gezeigt werden.
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Wegen 2. sind U;,V:_Ol Sp(K}) bzw. U;],V: o Sp(L,) Graphen stetiger Funk-
tionen auf [a, b]. Uévz_ol Sj(Ja, b]) ist dicht in [a, b], daher geniigt es zu zeigen,
dass fiir alle x € U;V;Ol Sy(Ky), alle y fiir die (2,y) € Ué\];ol Sp(Kp) und alle
z fiir die (z,2) € Uév:_ol Sp(Lp)

ly =2l < max  Lip(Sp) max  da(Kp,Lp)

gilt (]|.]| bezeichne die euklidische Norm).

Sei also © € S)(Ja,b[). Dann folgt aus 1. (z,y) € Sp(Kp) und (z,z) €
Sp(Lp). Es gibt ein (u,v) € K, mit Sy(u,v) = (z,y). Da L, ein Graph
ist, gibt es ein eindeutiges w € E mit (u,w) € Ly. Es ist Sp(u,w) =
(Sp(u), SH(w)) = (x,S3(w)). Da auch U;V:_Ol Sp(Lp) ein Graph ist, folgt
Sz(w) = z. Dies ergibt:

ly =2 = 1S5(v) = S5 (w)]|
[19p(u, v) = Sp(u, w)|
Lip(Sp)||(u, v) = (u, w)]|
Lip(S,)da(Kp, Ly)-

IN A

Aus Satz 2.38 folgt nun die Behaupung.
O

Anschlieflend ein kurzes konkretes Beispiel:
Sei [a,b] = [0,1] = F und A = {f € ¥([0,1],]0,1])| f(0) =0, f(1) = 1}. Sei
v das normierte Lebesguemafl auf dem Dreieck A = {(z1, x2) € [0,1]?|z1 +
xo < 1}, Fiir (21, 22), (Y1,y2) € A definiere die Kontraktionen

Sglny:ylayQ (u,v) = (z1u, (1 — y2)v),

STrEY (g v) = (z1+(1 —u)(1 — 21 —x2), 1 —y2 + (1 — v)(y1+y2—1)),

S§l7z27y17y2(u7v) — (1 — 9 + uT9, Y1 + ’U(l . y1))

Sei p das Bildmafl von v ® v bei der Abbildung

((-Tlg ‘,E2)7 (y17y2)) — (531755279173127 Sf17127ylzy27 5523173727’!/1:92)'

Dann erfiillt ;1 die Bedingungen 1. und 2., daher ist das zugehorige Mafl P,
auf A konzentriert, man erhélt also mit dieser Konstruktion fast sicher eine
stetige Funktion mit f(0) =0 und f(1) = 1.
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Beispiel 2.3 (Zufillige Kurven)
Hier wird der Begriff Kurve fiir ein stetiges Bild des Intervalles [0, 1] ver-
wendet.

Sei E C RY kompakt versehen mit der eukidischen Metrik. Sei u ein
Wahrscheinlichkeitsmal auf Con(E)Y derart, dass es Punkte a,b € E und
fiir p-fast alle (Tp,...,Tn_1) € Con(E)N gilt: Ty(a) = a,Tn_1(b) = b und
Ty(b) = Tpt1(a) (p=0,...,N —2). Dann gilt fiir y-fast alle K € K(E): ,K
ist eine Kurve die a mit b verbindet®.

Beweis: Sei X = [0, 1] x E versehen mit der euklidischen Metrik. Definiere
eine stetige Funktion ¢ : Con(E)N — Con(X)V als

QD(T(), e ,TNfl) = (So, .. .,SNfl)
mit 1
p
Sp(x7y) = (7'% + 77pr)'

N N

Weiters definiere i = o @1,

Fiir
A={fe€(0,1]),E)[f(0) =a, f(1) = b}

iiberpriift man leicht, dass die Bedingungen 1. und 2. aus dem vorigen Bei-
spiel fiir p-fast alle (Sp, ..., Sv—1) € Con(X) erfiillt sind, also ist A Tréger-
menge von Pp. Definiere eine borelmessbare Funktion 1 : C(X) — £ als

n(K) ={y € BBz € [0,1]: (z,y) € K}.
Mit Satz 2.36 kann man P, = P; o n~! nachpriifen.

Daher ist {n(K)|K € A} Trégermenge von P, und jedes n(K) ist eine
Kurve, die a mit b verbindet.

g

Bemerkung 2.16
Dieses Resultat ist eine stochastische Version des Resultats von Hutchinson
[16], Seite 730f.



Kapitel 3

Dimensionsuntersuchung

3.1 Exkurs: Ahnlichkeitsdimension

Der folgende Begriff kommt aus der Theorie der deterministischen Fraktale,
entspricht also dem Einsatz eines Diracmafles p in der hier vorgestellten
Konstruktion.

Definition 3.1
Seien S, (p € E') Ahnlichkeitsabbildungen und p = 0(So,....Sn_1)- Dann heifit

die Ahnlichkeitsdimension von K = () cnyUgepatt Saj1 © -+ 0 Sajgr1(X).

Die folgende Bedingung an ein iteriertes Funktionensystem, nicht zuviel
zu Uberlappen wurde von Hutchinson [16] eingefiihrt.

Definition 3.2
Sei X C RY kompakt. Fiir das iterierte Funktionensystem (S, ..., Sy_1)
existiere eine offene Menge G sodass gilt:

e S,(G)N Sy (G) =0 fiir p # p'
e S,(G)CG Vpe E!
Dann sagt man (Sp, ..., Sy—1) erfiillt die offene Mengenbedingung (OMB).

Diese beiden Begriffe zusammengesetzt ermoglichen ein einfache Berech-
nung der Hausdorffdimension von K, es gilt ndmlich:

46
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Satz 3.3
Seien Sp, p € E' Ahnlichkeitsabbildungen, p = d(So,....5y_1) und die offene
Mengenbedingung sei erfillt. Dann gilt

S0 -— dlmA(K) = dlmH(K)
Zusdtzlich gilt 0 < A% (K) < oo.

Dieses Resultat wird im folgenden fiir zuféllige Fraktale verallgemeinert.
Es wird sich zeigen, dass dies in einem gewissen Rahmen moglich ist, und
die Dimension fast sicher

15| Y ELip(S,)° =1

pEE?

ist. Der obrige Satz kann fast aus diesem Resultat deduziert werden, es wird
etwas mehr als die OMB gefordert, konkret dass man fiir G das Innere von
X wihlen kann.

Interessant ist, dass der Zusatz verlorengeht sobald wirklich Zufall im
Spiel ist. Dann gilt ndmlich sogar

H°°(K) = 0 fast sicher.

Auch dieses auf Graf [13] zuriickgehende Resultat wird im folgenden vorge-
stellt.

3.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Vorbereitung

In diesem Kapitel sei g : Con(X) — [0, 1) eine borelmessbare Funktion. Wie
im vorigen Kapitel sei Q2 = (Con(X)™)®" und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf Con(X)V. Fiir I' C E* und s > 0 definiere eine Funktion frs: Q — Ry
als

|a|

fF,s(y) = ZHQ(Sa\n)S

acl'n=1
f@,s = 1.

Fiir fga, wird die kiirzere Schreibweise f, s verwendet.

Motivation 9
Im Folgenden wird es um die Verallgemeinerung von Satz 1.2 gehen. Als
Funktion g wird spéiter konkret die Funktion Lip verwendet. Wéhlt man s =1
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und g = Lip so gibt f,1(~”) die Linge der zufilligen Cantormenge, die
von & erzeugt wird, nach q Schritten an. Vorsicht ist geboten, da diese
Interpretation nur fir Ahnlichkeitsabbildungen S, richtig ist. Die im Satz
1.2 definierte Zufallsvariable Xy, kann man folgendermaflen umschreiben:

k
Xe= D ud =2, Hwam > TTLp(San)™ = faso:

la|=k acEk n=1 acEk n=1

Satz 3.4
Die Funktion Ry — Ry,

SH/Z )du(So, ..., SN—1)

(wobei 0° = 0) ist monoton fallend. Wenn

/Z )0du(So, ..., Sy_1) > 1 (3.1)

gilt, dann existiert ein eindeutiger Wert so > 0 sodass

/Z 5)%0du(So, ..., Sn_1) = 1.

Beweis: Da g(Sp) € [0,1) ist g(S,)° monoton fallend in s. Die Monotonie
der Funktion folgt aus der Monotonie der Summanden.

Wegen (3.1) kann die Funktion nicht konstant 0 sein und ist daher in s
sogar streng monoton fallend. Offensichtlich ist die Funktion stetig und es

gilt
lim /Z Ydu(So, ..., Sn-1) =0,

also existiert eine Stelle sg, an der die Funktion den Wert 1 annimmt.

Definition 3.5
Es bezeichne sy = s9(g) die Stelle aus dem vorigen Satz, an der gilt:

N-1
/Z 9(8,)*0du(So, ..., Sn_1) = 1. (3.2)
p=0
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Motivation 10
Auch diese Funktion wurde bereits im Motivationskapitel eingefithrt und dort
mit ®(s) bezeichnet.

Bemerkung 3.1
(3.2) lésst sich schreiben als

N-1

B o(5,)0 =1

p=

Fiir festes o € E* gilt dann

=z

-1
E 9(Saxp)® =1, (3.3)
p

I
o

da auf Q = (Con(X)M)E" immer das Produktma8 " verwendet wird.

Definition 3.6
Es bezeichne D7 = |J?_, E" also alle Worter o mit 0 < |a| < ¢. Fiir a €
E*\{A} seien Funktionen 7, : € — Con(X) definiert als

S S,
Wiéhle eine beliebige Abbildung S € Con(X) und setzte
AL — S,
also konstant. Definiere weiters

Fr = Ag U 7T071

a€Dk

Z. ist also die kleinste o-Algebra, beziiglich der die Abbildungen 7, mit
|a| < k messbar sind.

Bemerkung 3.2

da 75 konstant.
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Motivation 11

Sei B eine Borelmenge von Con(X). Wie sieht dann 7, *(B) konkret aus?
Es ist diejenige Borelmenge auf 2, die in der ,a-Koordinate“ die Menge B
stehen hat, und sonst jeweils ganz Con(X), also

Con(X) x Con(X) x ... x B X...x Con(X)x....
~—

a-Koordinate
Man spricht in diesem Zusammenhang auch oft von Zylindermengen, da
man sich die Form wie einen Zylinder vorstellen kann. Fine Koordinate ist
Leingeschrankt®, die anderen jeweils die ganze ,Achse”.

Die o-Algebra Fy beobachtet anschaulich nur, was sich in den Koordi-
naten « mit || < k abspielt, anhand der Cantormengen konnte man sich
das so vorstellen, dass erst die ersten k Iterationsschritte durchgefiihrt sind
und die ibrigen Kontraktionsfaktoren erst ,,gezogen“ werden.

Vergleicht man die o-Algebren F mit der Filtration Fi aus Satz 1.2,
so erkennt man einen Unterschied. Die F) werden von den m, erzeugt, die
Fi von Lipom,. Trotzdem sind die o-Algebren gleich, da fir die zufdllige
Cantormenge die Abbildung allein durch den Inder o (Richtung) und den
Kontraktionsfaktor (Stauchung) festgelegt wird, weify man z.B. dass die Ab-
bildung Sprrr den Kontraktionsfaktor a hat, ist Sprrr(z) = %, es macht
also in dem konkreten Fall keinen Unterschied.

Satz 3.7
Sei

N—-1
/Zg )%du(So, ..., Sn—1) > 1
p=0

und so = so(g) und F, wie in den obigen Definitionen. Dann ist fir jedes
p €N, fos, €in p-fach integrierbares Martingal beziiglich (F4)qen, welches
p-fast sicher und in LP gegen eine Funktion f = f9) konvergiert. Wenn fiir
p-fast alle (So,...,Sn—1) gilt, dass g(Sp) > 0 firp € {0,...,N — 1}, dann
gilt f > 0 fast sicher.

Beweis: Zuerst soll gezeigt werden, dass f, s, #,-messbar ist. Dazu muss
man die Funktion nur umschreiben

|a| |al

foa @)= 3 [T 9Sa)® = 22 []9an(

acE1n=1 acFItln=1

und man erhélt die .#,-Messbarkeit aus der .#,-Messbarkeit der 7, fiir [o| <
q.
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Die (.%4)qen bilden eine Filtration und damit ist der Prozess (fy,s, %¢)qen
adaptiert. Es gilt die Martingaleigenschaft zu zeigen. Sei also ¢ € N, dann
gilt:

|o|

E(flI+1,80|y(I) = E Z Hg(sa‘n)s()’jq

acEBatl n=1

N-1 |ef

= E Z Z Hg(saln)sog(sa*p)solyq

acFE? p=0 n=1

o] N-1
= E| > T 9(Sam)™ Y 9(Saw) |7,
ackEi1n=1 p=
|ex] N-1
= > T 9Sa) E | D 9(Saw) ™|,
a€ERIn=1 p=0
N—-1
= f(LSO]E’ g(Sp)SOL%J
p=0
N—1
= fosE Zg(sp)so .
p=0

=1

Fiir die zweite Gleichheit wird der letzte Buchstabe ,abgespalten®, in der
vierten Gleichheit geht die .27-Messbarkeit aller Terme, die nur von Wortern
der Léange kleiner g abhéngen. Die fiinfte Gleichheit wurde in vorhergehen-
der Bemerkung 3.3 erkliart und fiir die sechste Gleichheit hingt der Term
im Erwartungswert nicht mehr von « ab, also reduziert sich der bedingte
Erwartungswert zu einer normalen Erwartung.

Hieraus folgt auch, dass f, s, L'-beschrankt ist, da fiir alle ¢ € N,
Ef,so = 1 gilt. Bis jetzt wurde gezeigt, dass (fy.s,,%q)qen ein L-beschrink-
tes Martingal ist.

Mittels Induktion nach & € N soll nun die LP-Beschranktheit gezeigt
werden. Der Induktionsanfang fiir £ = 1 ist schon erledigt.

Sei also k > 1 und fiir alle m < k, (fy,59)qen L™-beschrénkt. Definiere
M = sup{||fg,s0ll,, |a € N, < k}, wobei ||.|[,,, die L™-Norm bezeichnet.
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||fq+1,soH£ = /f§+1780(y)duE*(,7)
1

N— el +1 k .
= / (Zgwpw > 11 g(Spm|n>S°> dp” (7)
p=0 a€R1 n=2

:fqﬁso(y(p))
N-1 k
g(Sp)s°fq,50(<5”(p))) dp @ (W H)N (7))

0
N-1

di(So, -+, Sn—1)
|
=X o [ty

o+ AN _1=k vo! ... on—1!
g I N T

= /(g(so)kso + oo+ g(Sn_1)0)du(So, . Sv1) | fasoll}

Z v vo UN-—1)50
’U(]!...UN_II/(g(SO) g(SN_l) )
vo+...+tony_1=k

V0, UN -1 <K

: ||fq,SOHZg el quﬁo”ﬁij .

Die erste Gleichheit ist die Definition der L* Norm. Die zweite Gleichheit
ist die Definition von fy41 s,, wobei diesmal der erste Buchstabe abgespal-
ten wird. Unter der Schleife wird die Notation aus Lemma 2.24 verwendet,
welches bei der dritten Gleichheit angewand wird. Fiir die vierte Gleichheit
wird der Satz von Fubini beniitzt. Fiir die fiinfte Gleichheit wird die k-te
Potenz ausmultipliziert und die inneren Integrale werden wieder als Norm
geschrieben(v; € N). Die sechste Gleichheit zerlegt die Summe in zwei Teile:
Einen indem ein v; = k ist und den Rest.

Der rechte Ausdruck enthélt noch immer k-Norm-Ausdriicke, allerdings
konnte das ¢ um Eins reduziert werden. Mittels Riickwértsinduktion nach ¢
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arbeitet man sich bis 1 herunter und erhalt:

q
[ forisollf = (/ (9(So)r= +...+g(SN_1)'fso>du(50,...,SN_1)> | fis0llf

k!
+ Z ’U(]!...UN_1! ‘
vo+...+tvny_1=k
V0, UN—1 <K

'/Q(SO)UOSO oo g(Sn—1)"™N0du(So, ..., Sn—1)

q—1 K
: [Z (/(g(so)kso + .+ g(Sn_1)")du(So, . .. ,SN_1)>

k=0

Mfarsollug - 1 farmsollon ) D

q
< (/(9(50)'“0 +~--+Q(SN—1)kSO)dU(SOv”'vSN—1)> 1 f1,s0 1%

LMk / (9(S0)* + - + g(Sn—1)") dpu(So, .. Sn_1)

q—1

. Z (/(Q(S())kso —+ ...+ g(SNfl)kSO)du(So, ce SN1)> .

xk=0

Da 0 < fi,s, < N und wegen der Wahl von s derart, dass
/(g(so)kso + o (S 1)) du(Sos - Sa1) < 1

(Monotonie aus Satz 3.4) folgt die LF-Beschrénktheit. Wegen dem Konver-
genzsatz fiir LP-Martingale folgt die Existenz eines f € L* sodass (f;.s,)qen
pP -fast sicher und in L*(Q) gegen dieses f konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass f > 0 p -fast sicher, gegeben dass g(S,) > 0 fiir
u-fast alle (Sp, ..., Sy—1). Zuerst folgendes Lemma:

Lemma 3.8
Es gelten die Annahmen und die Bezeichnung f aus dem vorigen Satz. Fiir
a, B € B* sei S definiert als

S = Fnnpy.

Dann sind fir p?" -fast alle .7 die folgenden Bedingungen erfillt:
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1. Fir alle « € E* : limg_o0 fq.50(-L%) = f(LY).

2. Fiir alle Minimaliberdeckungen I' C E* gilt

|al

= Z H g(Sa|n)80f(‘5ﬁa)'

acl'n=1

Beweis: Es bezeichne N die Nullmenge, auf der nicht limg_.o f5,6,() =
f(&) gilt und Ny, = {7 € Q: .S € N}, dann gilt 1. auf

( U Na> c. (3.4)

acE*
1. ist also gezeigt, wenn es gelingt IV, als Nullmenge zu identifizieren, da E*
abzéhlbar ist.

Dazu iiberlegt man sich, dass
Q = (Con(X)M)F" = (Con(X)M)**F" x (Con(X)N)E \exE"

wobei mit ax E* alle endlichen Worter, denen das Wort o vorangeht, gemeint
sind. Wenn man N, derart zerlegt, erhélt man:

p(Na) < u(N x Q) = p(N) =0,
wobei Q = (Con(X)N)E \axE",
Fiir den Beweis von 2. sei I' minimal und es sei . € {2 so, dass 1. erfiillt

ist. Fiir alle ¢ € N mit I' < E9 gilt:

|al

foso?) = > T 9(Sam)™

acki1n=1

| q—|al

= > > I« a\nSOHQ ax(8p)) "

a€l’ geEa—lal n=1

|ot] q*lal
= > [T o6an)™ > II 9(Sariom)™
acl' n=1 BeEa—lal p=1

|al

= > T 90San)™ Ffomjats0(7)-

acl'n=1
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Jetzt geht man auf beiden Seiten zum Grenzwert ¢ — oo iiber erhélt man
die Behauptung des Lemmas.

g

Fortsetzung des Beweises von Satz 3.7
Es war noch zu zeigen, dass f > 0 p -fast sicher, gegeben dass g(Sp) >0
fiir p-fast alle (So, ..., Sv—1).

Dazu verwendet man die Lemmata 2.24 und 3.8:

pPULIF() =0} = pe (W)Y ({((SO, L SN1), (O Ny
N—
)

= pu® (ME*)N({((SQ, oo 7SN—1), (y(O)’ . y(N—l)))
¥p € E: g(S,)* f(#P)) = 0}).

Da g(Sp) > 0 fiir p-fast alle (Sp,...,Sn—1) folgt:

n ({Z1f(7) = 0)) = (WP ({(L11() = )Y,
Also gilt 4P ({.7|f(#) = 0}) =0 oder = 1.
Da aber E(f) = E(fy,5,) = 1 scheidet die Moglichkeit ,,= 1¢ aus und es folgt
p ({Z1(F) = 0}) =0.

O
Motivation 12
In Satz 1.2 wurde die Funktion X}, bereits als L?-Martingal identifiziert. Jetzt
hat sie sich sogar als LF-Martingal fiir beliebiges k € N, k # 0 herausgestellt.

Folgerung 3.9
Sei fzp o 9(8p)°%du(So, ..., Sn—1) > 1 und so = so(g). Dann gilt fir u?" -
fast alle & € Q:

sup inf{fr s (-7)|I' € Min,I' > I'p} < oo.
T'peMin

Beweis:
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Fiir pF"-fast alle .7 gilt:

sup inf{fr s ()T € Min,I" > T'g} < sup mf fa.50(7) = f(F).
FOEMiH qOENq q0

Da [ fdu®" < 0o wegen Satz 3.7 folgt die Behauptung.

Das nichste Ziel ist das Finden einer unteren Schranke fiir

lim inf
fort

fir t < sp.

Lemma 3. 10

Sei fzp o 9(8p)°du(So, ..., Sn-1) > 1. f = 1) sei definiert wie in Satz
3.7. Dann emstze'rt 2ut < sg = so(g) fir u¥ -fast alle # € Q ein m € N
derart, dass fir alle o in E* mit |a| > m gilt:

|al |al

H g(Sa|n)SOf(ya) < H g(Sa|n)t'
n=1 n=1

Beweis: Seien a € E* und k € N beliebig.
Wegen der Chebyshev-Markov’schen Ungleichung (Satz A.4) gilt:

B
pu ({Y [T 9(Sap)* () > 1})
n=1
|ov|

< / I o(San)* 1™ ()

\al

- /Hg )04 () [ 1 (),

Das Integral darf aufgespalten werden, da .#’* nicht von S, abhingt.
Geht man auf der linken Seite zur Vereinigung aller o € E? {iber und
verwendet die Subaddidivitidt des Mafles, so erhélt man:

o
uF ({y Ja € E H 9(Sap) O () > 1})
o -

< [ 30 T otun a () [ 1) ().

acFR1n=1
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Fiir £ € N mit k(sp —t) > so ergibt sich:

/ Z Ms0=Ddp(Sp, ..., Sn—1) < 1. (3.5)

Wegen der Definition von p?" als ProduktmaB gilt:

|of

q
/Z 11 9(Sap) o Ddu? (# [/Z ko= td,u(So,...,SN_l)]

acFEin=1

und ffkduE* < oo aus Satz 3.7 folgt:

2ol

Jetzt folgt aus dem Lemma von Borel-Cantelli

(U

Nimmt man das Komplement der Menge auf der linken Seite, folgt die Be-
hauptung des Lemmas.

o
Ja € B9 [ 9(Sapm)® ' f(7%) > 1}) < 0.
n=1

ol
Ja € B: T 9(Sap)™ F(#%) > 1}) —0.

n=1

g

Satz 3.11
Sei fzp o 9(8p)%du(So, ..., Sn—1) > 1. Fiirt < so = so(g) und p -fast
alle & € Q gilt:

sup inf{fr()|I' € Min,I" > Ty} > f(.¥).
T'oeMin

Beweis: . € () erfiille die folgenden Bedingungen:

|al |al

ImeN VaeE ol =m =[] 9(Sap)f(7) <[] 9(San)’  (3.6)
n=1 =1

|a|

VI e Min: () = > [ 9(Sap)f . (3.7)

acl'n=1
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Dann erhilt man fiir alle I' € Min mit I = E™,

|a| |a|

E::[Ig Mn OfLyW }::[Ig am ﬁl%ép%

acl'n=1 acl'n=1

und damit

f(&) < sup inf{fr ()| > Lo}
T'oeMin

Aus den Lemmata 3.8 und 3.10 erhélt man, dass u -fast alle . (3.6) und
(3.7) erfiillen und damit ist der Satz bewiesen.

g

Satz 3.12
Es gelte fiir u-fast alle (S, ...,Sn—1) € Con(X)N und p € E, g(S,) > 0.
Seit < so = so(g) und d € N beliebig. Dann gilt fiir u”" -fast alle .7 :

|al
supmf { Zg )e H g(Sa|n)t\F € Min, I > FO} > 0.

aecl n=1

Beweis: Wegen Lemma 2.24 und da alle g(.5,) > 0 sind gilt:

ol
E* d t __
1 ({ Suprlgo E g(S J:[lg(%m) —0}>

= u® (ME*>N<{((50,...,SN_l),(y(o),,,,7y(N_1)))‘
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und damit kann

ro I»>T

uF 7 |sup inf0 Z g(Sa)d H Q(Sa\n)t =0
ael’

nur = 0 oder = 1 sein. Wenn es noch gelingt, den Fall ,,=1 “auszuschlieflen,
ist der Beweis erbracht.
Da fzp o 9(Sp)tdu(So, ..., Sn—1) > 1 gibt es ein & > 0 derart, dass

/ Z ) tdpu(So, .., Sn_1) > 1, (3.8)

wobei A = {(So,...,Sn-1)|g9(Sp) > &, p € E}.
Definiere g¢ : Con(X) — [0, 1) als:

: <
S) —
59 ={ 15 1 o)
Dann folgt aus (3.8) so(g¢) > t. Bezeichne f&) = f(9). Fiir alle .# € Q
gilt:

| |a|

sup inf d > sup inf d
FOPWFO;Q Hg an)’ > Foprgoflzgg Hg an)’

Y

f@(&ﬂ)-

Die letzte Abschitzung gilt laut Satz 3.11. Nach Satz 3.7 ist [ f(s)duE* >0
und damit gilt mit positiver Wahrscheinlichkeit:

|al

f ) t>0.
s;lprglpozg ]:[lg(Sam) >0

Damit scheidet die Méglichkeit ,= 1“ aus und die Behauptung ist bewiesen.

Il
Definition 3.13
Fir I' C E* sei
IT'| = max{|a| : a € T'}.
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Lemma 3.14
Wieder sei [ Zp 0 ' 9(S,)0du(So, - - ., Sn—1) > 1 und so = so(g). Firn e N
definiere Funktionen h, : Q — Ry als

ha(.#) = mE{ fr.o0 (#)IT € Min, T # {A}, |T] < n}.

Dann ist (hp)nen eine monoton nichtsteigende Folge von borelmessbaren
Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:

1. Yn €N V.Y € Q: by () = Y010 9(Sp)* min(1, by (7).
2. h:=infpen hp = infrenin\(a) fTs0 = 0.
3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) h >0 auf einer Menge mit positivem Mafs u®”
(b) h >0 pf -fast sicher.
(c) Zp 0 'g(S )% =1 p-fast sicher.

Beweis: Das Infimum reellwertiger messbarer Funktionen ist wieder messbar
(vgl. z.B. Halmos [15], S.84, Theorem A). Die Monotonie erkennt man, da
die Mengen, iiber welche das Infimum gebildet wird beziiglich C monoton
wachsend sind.

1. Fiir I' € Min und p € E! sei

I'(p) ={a € E*lpxacT}.

Es soll gezeigt werden, dass I'(p) € Min: Sei § € E* und p € E beliebig
und v = 971 - . - Vm das eindeutige Element aus I', welches p x 3 vorangeht.
Dann ist y172 . . . ¥, €in Element aus I'(p), welches 3 vorangeht. Leicht iiber-
priift man die Eindeutigkeit, denn gebe es ein zweites Element d, welches
(G vorangeht, ginge p * § dem Wort p * 8 voran und wéire wegen der Mini-
maliiberdeckungseigenschaft von I' somit gleich 7. Also ist I'(p) selbst wieder
Minimaliiberdeckung.

Weiters gilt fiir alle .

N-1

JTos0( 9(Sp)™ frp),so () (3.9)

=0

=
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Mit dieser Identitat erhilt man:

hn41 () inf{fps ()|l € Min, I" # {A}, [T <n +1}

= D gl {0 (77T € Min T (AL [P < 1+ 1)

2%
,_.o

I
(1]

g(Sp)S0 min(1, inf{fz, (#7)IT" € Min, T # {A}, |T| < n})

T
eyt

= 9(Sp)*° min(1, hy, (7).

3
I
=)

2. ist trivial.
3. (a) = (c¢)
Aus 1. und 2. erhilt man die folgende Gleichheit fiir alle .7 € :

N—

,_.

9(Sp)% min(1, h(S?)). (3.10)
p=0
Da g < 1 folgt aus (3.10), dass h durch N(= #E") beschrinkt und daher
pF -integrierbar ist. Unter Anwendung von Lemma 2.24 und (3.10) erhilt
man

hdut™ = )% min(1, h(.P))
Jra = [ [ 5 us,
d(p" )N (7O, sV d(Sp, . Sn)
N—-1
- /g(S )*°du(So, .- ., S /mm (L A())d(p" ) ()

Z/ (Sp)*du(So, ..., Sy_1) = 1.
p=0
Es folgt
/ hdp®" = / min(1, hy)dp®”
und daher
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Dies setzt man in (3.10) ein und erhélt fiir p-fast alle (Sp,...,Sy—1) und
(1P )N-fast alle (O, ..., #(N-D).

N-1
9(Sp)*h(S (P)y = h(.F) < esssup h =: 7).
=0

=

Wegen (a) gilt n > 0, also dividiert man die Gleichung durch n und da h < g
wP" -fast sicher fithrt dies auf

N-1
g(Sp)* =1 p-fs
p=0
(c) = (b)
Da Y00 g(Sp)%0 = 1 fiir p-fast alle (S, ..., Sy—1) gilt

hl =1 /LE*—f.S.

und damit nach 1.
und daher

(b) = (a) ist trivial.

g

Satz 3.15
Wieder sei fzp 0 ' 9(S,)0du(So, - - -, Sn_1) > 1 und so = so(g). Die folgen-

den Aussagen sind dquivalent:
1. Zp o 9(Sp)® =1 p-fast sicher.
2. Supp, emin If{ fr 5o (L)L € Min, T > o} > 0 fiir p¥" -fast alle .7

3. /,LE({f| supr, infryr, frs () > 0}) > 0.
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Beweis: 1. = 2.:
Folgende Behauptung wird mittels Induktion nach n = |I'| bewiesen:

freo=1 p¥ s

Fir n = 0 sei an daran erinnert, dass fypy,, = 1 definiert war. Fiir den
Schritt n — n + 1 gilt unter der Notation aus dem Beweis von Satz 3.14
offensichtlich:

IT(p)l =T -1
und damit:
N-1 N-1
Frso( ) =D 9(S)™ fripyse () = D> 9(Sp)™ = 1. (3.11)
p=0 p=0

Die erste Gleichheit kam schon unter Nummer (3.9) vor, die Zweite ist der
Induktionsschritt und die Dritte wurde vorausgesetzt. Damit folgt

. E*
Sll“lop Fllllﬁo frso=1 p~ -fs.
2. = 3. ist trivial.

3. = 1.: Sei I'g € Min fest gewihlt.

Fir I' > I'p und a € T'g sei 'y = {f € E*|a* § € I'}, also in der Notation
des Beweises von Lemma 3.14 T = [[[(ajq))](@ja—1))---](a1) und somit
auch eine Minimaliiberdeckung. h sei wie in Lemma 3.14, dann gilt fiir alle
S e

|| 18]
nf i () = inf [To(Sam™ | 32 TT9(Sasom)™
0 OaGFO n=1 Bely p=1 |
"/ | 18] i
— S0 3 S0
= 2 || IToamr | it >~ TT 9(Sasiam)
OCEFO n=1 IBGF(JL le i

|al

— Z Hg(5a|n)5° min(1 inf  fra(S)
n=1

? .
aeTo FeMin \{A}

|a|

= 2 || ITo(San) | min(1, ()
n=1

a€ly

Die erste Gleichheit ist der selbe Schritt wie in (3.11), |«| mal hintereinander
ausgefiihrt. Die dritte Gleichheit gilt wegen Lemma 3.14 Punkt 2.
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3. ist vorausgesetzt, also gibt es eine Borelmenge B € Q mit u?" (B) > 0 so,
dass es fiir alle . € B ein I'g mit infryp, fr s, (<) > 0 existiert. Die obri-
gen Uberlegungen liefern, dass es fiir jedes solches . € B ein I'y € Min und
ein a € Ty gibt mit h(L%) > 0. Fiir alle « € E* sei Q(a) = {Z|h(L%) > 0}.

Da B C J,cp Q(a) folgt, dass pf (U, cp Q(a)) > 0, also gibt es ein
a € E* mit ¥ (Q(a)) > 0. Da pP (Q(a)) = P ({Z|h(#) > 0}) folgt mit
Lemma 3.14 die Aquivalenz.

g

3.3 Hausdorff-Dimension von P,-zufilligen Frak-
talen

3.3.1 Existenz

Zuerst sollen Bedingungen hergeleitet werden, unter welchen P,-fast alle
Mengen K die selbe Hausdorffdimension besitzen. Die folgende Notation
wurde in Definition 2.13 eingefiihrt.

Lemma 3.16
Seit € Ry und p > 0 fest. Dann sind die folgenden Abbildungen von
K(X) — Ry borelmessbar:

1. K — J}(K).
9. K — #K).
3. K v dimg (K).

Beweis: 1. Seien Ky € K(X) und € > 0 beliebig, dann gibt es eine endliche
offene Uberdeckung (G,,), von Ky mit 6(G,) < p Vn (§ bezeichne wieder
den Durchmesser) mit

Za )< A (Kp) + € < o0.

Sei G =J,, Gn, und p’ = d(K, X\G) > 0.
Fiir alle K € (X)) mit n(Ky, K) < p' gilt K C G und damit ist (G,,),, auch
offene Uberdeckung von K und daher

<Z(5 )< A (Ko) +
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Damit ist die Funktion in 1. halbstetig von oben und somit borelmessbar.
2. gilt wegen der Darstellung (K ) = sup,, #{(K) und 1.
3. Fiir t € Ry gilt !

{K € K(X)|dimg (K) > t} = | J{K € K(X)|# 5 (K) > 0}
neN

und damit folgt die Aussage direkt aus 2.

g

Satz 3.17

Fiir p-fast alle (So, ..., Sn_1) € Con(X)Y und alle p € E existiere ein ¢ > 0
mit d(Sp(x), Sp(y)) > cd(x,y) fir alle z,y € X. Sei t € Ry fest. Dann gilt
fiir Py:

1. P,({K € K(X)|#*(K) =0}) =0 oder =1
2. P,({K € K(X)|#'(K) = 00}) =0 oder =1

Beweis: In Satz 2.36 wurde P, als einziges p-selbstahnliches Mafl auf IC(X)
charakterisiert, wegen dieser Eigenschaft gilt nun:

PM({K’%t<K):O}) = ,U®P/iv<{<(50;---ySN—l)y(K07--~7KN—1))‘

(i) )

= u @pg({((so, ..., SN-1), (Ko, . .. ,KN—I))|

A ((Sp(Kp) =0) fiir p € E1> })

Wegen der Annahme gilt p-fast sicher und fiir alle p, dass J#*(S,(K))) =
dann und nur dann, wenn #*(K,) = 0. Das fithrt auf

P.({K|#'(K) = 0}) = [P.({K|#"(K) = 0})]"

und damit ist 1. bewiesen. Der Beweis fiir 2. erfolgt analog.
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Folgerung 3.18
Unter den Annahmen von Satz 3.17 existiert ein s > 0 derart, dass

dimy(K) = s
fir Py-fast alle K € K(X).
Beweis: Definiere
s = inf{t > 0| (K) = 0 fiir P,-fast alle K € K(X)}.

Falls s = oo gilt jedenfalls dimg(K) < s. Sei also s < co. Dann gibt es
wegen der Definition von s eine monoton fallende Folge (¢, )nen mit t, — s
fir n — oo und ' (K) = 0 fiir py-fast alle K € K£(X) und alle n € N.
Aufgrund der Definiton der Hausdorffdimension folgt damit aber bereits,
dass dimpg(K) < s fiir Py-fast alle K € K(X). Wenn s = 0 gilt, ist der
Beweis bereits erbracht. Sei also s > 0 und (¢, ),en eine monoton wachsende
Folge positiver reeller Zahlen mit ¢, — s fiir n — co. Wegen Satz 3.17 Punkt
1. und der Definion von s gilt '~ (K) > 0 P,-fast sicher. Daraus folgt aber
wiederum dimg (K') > s fiir P,-fast alle K und damit die Behauptung.

g

3.3.2 Obere Schranke

Das néchste Ziel ist die konkrete Berechnung dieser fast sicheren Haus-
dorffdimension aus dem vorigen Abschnitt. Dazu soll zuerst ohne viele Ein-
schrinkungen eine obere Schranke hergeleitet werden. Die in den vorigen
Abschnitten allgemein eingefiihrte Funktion g wird nun konkret durch die
Funktion Lip ersetzt.

Satz 3.19
Set fE L1p 5)0dp(So, - .., Sn—1) > 1, und sei so = so(Lip), also

/ZLlp Od[,L S(),...,SN_l):l.

Dann gilt 7°°(K) < oo und damit dimg(K) < so fir Py-fast alle K €
K(X).

Beweis: Sei ¥ : Q — K(X) definiert wie in Satz 2.30. Laut Definition ist
P, = ¥ o U~1 und damit geniigt es %0 (¥ (7)) < oo fiir pf fast alle .7
zu zeigen. Nach den Sétzen 2.26 und 2.15 gilt

HC°0(U(S)) < 0(X)*sup inf fr s (L)
To I'=TIg
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fiir & -fast alle .. Wegen Folgerung 3.9 ist der rechte Ausdruck p” -fast
sicher endlich.

g

Motivation 13
Man vergleiche den Beweis mit Satz 1.5.

3.3.3 Untere Schranke

Fiir die untere Schranke miissen zusétzliche Bedingungen gestellt werden.
Als erstes wird der Raum X als Teilraum des R? spezifiziert. Weiters sol-
len aus Con(X) nur Ahnlichkeitsabbildungen ausgewihlt werden. Auerdem
benotigt man eine Bedingung, die sicherstellt, dass die Bilder der .S), nicht
iiberlappen. Im deterministischen Fall verwendet man Hutchinsons ,,Offene
Mengen Bedingung*, zu der es viel Theorie gibt. Im nichtdeterministischen
Fall beschrankt man sich auf iterierte Funktionensysteme, die sich im Sinne
von 2. des folgenden Satzes nicht iiberlappen. Die untere Schranke ist noch
zu beweisen, die obere wird aus dem vorigen Kapitel iibernommen.

Satz 3.20 (Mauldin-Williams)

Sei X C R kompakt mit nichtleerem Inneren (X #0) und sei d die Eukli-
dische Metrik auf X . Fiir p-fast alle (So,...,Sn_1) € Con(X)V seinen die
folgenden Bedingungen erfillt:

1. Vpe{0,...,N =1} : S, ist Ahnlichkeitsabbildung.

2.Vp,p'€{0,...,N -1} :p#p = Sp(X )ﬂS( ) 0.

Sei sg > 0 so, dass

/ZLlp Udu S(),...,SN_l):l.

Dann gilt dimp (K) = sq fir P,-fast alle K € KC(X).

Beweis: Im Satz 3.19 wurde bereits dimp (K) < sq fiir P,-fast alle K € IC(X)
gezeigt. Um die andere Ungleichung zu beweisen, muss

A K) > 0 fiir P,-fa. K € K(X)

fiir alle ¢t < s gezeigt werden. Wegen der Definition von P, ist dies dquiva-
lent zu

AHW(S)) > 0 fiir P -fa. S € Q. (3.12)
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wobei U wieder wie in Satz 2.30 definiert ist. Die Bedingungen 1. und 2.
stellen sicher, dass die Bedingungen von Satz 2.17 fiir p¥ -fast alle . € Q
erfiillt sind. Aus ebendiesem Satz erhilt man nur die Existenz eines ¢ > 0
derart, dass

|al

c§(X)! sup 1nf ZLlp dHLlp O¢|n) < ANV (S)). (3.13)

n=1

Wegen der Voraussetzung 1. gilt Lip(S,) > 0,p € E* fiir u-fast alle (Sp, ..., Sy-1) €
Con(X)V. Daher kann man den Satz 3.12 anwenden und erhélt, dass die lin-

ke Seite in (3.13) fiir pu¥ -fast alle .# positiv ist. Damit ist (3.12) gezeigt

und der Satz bewiesen.

O

3.3.4 Berechnung des Hausdorffmafles

Hier erfolgt die schon im Exkurs zu Beginn des Kapitels angedeutete Be-
rechnung des Hausdorffmafles. Die Bedingung im folgenden Satz schlief$t u.a.
den deterministischen Fall aus.

Satz 3.21 (Graf)
Es seinen die Bedingungen von Satz 3.20 erfillt. Es gelte

N
ol (S(),...,SN_l) ZLip(Sp)SO #1 > 0.
=0

Dann gilt 7°°(K) =0 fiir P,-fast alle K € K(X).
Beweis: Wegen der Definition von P, muss

H0(W(.L)) =0 fiir pP £ .7 € Q. (3.14)
gezeigt werden. Aus den Sétzen 2.15 und 2.26 folgert man

|a|

%wwmaommZHmMn

r'>-T
Lo anI‘n 1

fiir P -fast alle .. Jetzt folgt aus Satz 3.15 die Gleichheit in (3.14) und
damit die Behauptung.

g
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Motivation 14

Anhand der zufilligen Cantormenge kann man sich veranschaulichen, dass
die Bedingung des vorigen Satzes nicht nur den deterministischen Fall aus-
schliefit: Es sei0 < a< <1, a4+ <1 und

u((e, 8)) = u((B, @) = 5

Dann gilt
0% 4 3% =1
und damat
N—1
pl (S, Sno1) | Y Lip(Sp)™© #1 ¢ | =0.
p=0

Auch dieser Fall wurde also im Satz von Graf ausgeschlossen.

Satz 3.22

Es gelten die Annahmen aus Satz 3.20. Es existiere ein & > 0 derart, dass
Lip(Sy) > ¢ fiir p € E' und p-fast alle (So,...,Sn-1) € Con(X)N. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Z Llp( )% =1 fiir p-fast alle (So, ..., Sn-1) € Con(X)V.
2. H°(K) >0 fir P,-f.i. K € K(X).
3. P,({K € K(X)|s(K) > 0}) > 0.
Beweis: 1. = 2. Wegen der Definition von F,, muss
ALV () > 0 fiir pP i1 .7 € Q. (3.15)
gezeigt werden. Wegen der Sétze 2.17 und 2.26 existiert ein ¢ > 0 so, dass

|al

cd(X)%0 sup mf ZLlp )e HLlp San)® < A0 (V(S)).
o

fiir 417" -fast alle .7 € Q. Mit der Annahme des Satzes fithrt dies auf
|af
d s S
5(X)%0 f Lip(Sy, )% < 7% (W(.
¢ £70(X)" sup inf §€Fﬂ ip(Sajn) (T(7)).
wieder fiir p%" -fast alle . € Q. Mit Satz 3.15 ist (3.15) bewiesen.

2. = 3. ist trivial.
3. = 1. folgt direkt aus Satz 3.21.



KAPITEL 3. DIMENSIONSUNTERSUCHUNG 70

3.4 Sierpinskis Universalkurve

Als Sierpinskis Universalkurve bezeichnet man die folgende Konstruktion:

Definition 3.23

Man beginne mit dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] und Teile es in 9 gleich-
grofe Quadrate und entferne das Mittlere. Wiederhole diesen Vorgang in
jedem der 8 verbliebenen Quadrate. Den Grenzwert dieser Konstruktion be-
zeichnet man als die (deterministische) Sierpinskische Universalkurve.

Bemerkung 3.3
Leicht kann man diese Grenzmenge mit dem in dieser Arbeit vorgestellten
Modell untersuchen und erhélt fiir die Dimension den Grenzwertes:

Lis _ 4y _ log(8)
§) =1= log(3)

Im folgenden Absatz soll kurz die mathematische Bedeutung dieser Kur-
ve beschrieben werden, wobei auf Beweise verzichtet wird.

~ 1.8928

25{8 - (

Exkurs iiber die topologische Bedeutung In der Topologie gibt es
mehrere ganzzahlige Dimensionsbegriffe, eine detailierte Einfithrung in die-
ses Thema findet man zum Beispiel bei Edgar [8]. Eine solche Begriffsbildung
soll kurz angedeutet werden:

Man nehme eine Struktur und iiberdecke sie mit ,kleinen* offenen Men-
gen. Ist dies disjunkt moglich, also derart, dass je zwei verschiedene dieser
iiberdeckenden Mengen miteinander leeren Schnitt haben, so spicht man von
einer 0-dimensionalen Stuktur. Ein nichttriviales Beispiel hierfiir ist die Can-
tormenge, die man fiir jedes € > 0 disjunkt mit offen Mengen von Durchmes-
ser kleiner ¢ {iberdecken kann. (In einer allgemeinen, topologischen Definiti-
on brauch man natiirlich keine Metrik). Eine Struktur heifit n-dimensional,
wenn sie derart {iberdeckt werden kann, dass n + 2 iiberdeckende Mengen
leeren Schnitt haben (und dies fiir n + 1 Mengen noch nicht gilt).

Definition 3.24

Eine 1-dimensionale (im oben angedeuteten Sinn), lokal zusammenhéingende
Struktur heifit S-Kurve, wenn es keine lokal trennenden Punkte gibt, d.h. die
Struktur bleibt lokal zusammenhéngend, wenn man einen Punkt entfernt.

Bemerkung 3.4
Dies ist nicht die Originaldefinition, aber laut einer Arbeit von Whyburn
[20] zur Originaldefinition &quivalent.
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Mit dieser Definition kann man die Begiffsbildung Universalkurve er-
kldren, es gilt ndmlich folgender auf Sierpiriski zuriickgehender Satz (hier
ohne Beweis):

Satz 3.25
Jede S-Kurve ist homeomorph zur Sierpinskischen Universalkurve.

Verzufilligung Es soll diese Konstruktion nun verzufilligt werden: Da-
zu wihlt man vier unabhéngige Zufallszahlen (zo,21, 22, 23) aus (3,1), in
spaterer Rechnung wird Gleichverteilung angenommen und verwendet diese
als Ahnlichkeitsfaktoren fiir die Quadrate in den Ecken, die Abbildungen
dazu sehen folgendermaflen aus:

So(z,y) (2 - 20,y - o)
Si(z,y) = (1—z- 21,y 1)
So(z,y) = (x-x2,1—y-m2)
Ss(x,y) = (1—z-23,1—y-x3)

Jetzt setzte zwischen je zwei dieser Quadrate ein weiteres Quadrat ein, wobei
eine Seite den Rand von [0, 1] x [0, 1] beriihren soll. Diese haben jeweils eine
Seitenlénge < %, die Abbildungen dazu:

Si(z,y) = (vo+z-(1—20—121),y - (1 —20 —271))
Ss(z,y) = (x-(1—x0—2x2),20+y-(1—xz0—22))
Se(r,y) = (I1—x-(1—2x1—23),21+y-(1—x1—2x3))
S7(z,y) = (ro+x-(1—29—23),1 —y-(1—x9—23))

Fiihrt man den ersten Iterationsschritt aus, erhélt man eine ,,zufillige Schwei-
zerfahne*.

Man kann fiir die Grenzmenge dieser Konstruktion zeigen, dass sie ei-
ne S-Menge und damit homeomorph zur deterministischen Sierpinskischen
Universalkurve ist.

Hier soll noch die Dimension berechnet werden. Offensichtlich sind die
Bedingungen von Satz 3.20 erfiillt, es muss also noch jenes sg bestimmt
werden, welches die folgende Gleichung 16st:

1 1 1
1 = 4(6/2x8°dx> +4<6/26/2(1—w—y)80dydx>
: s
1 2

3
2 1 1 1
T st 12071 3wt gy o\l et )|
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Numerisch erhélt man sg ~ 1,8947.

3.5 Ausblick

Zum Abschluss soll noch ein kurzer Uberblick iiber weitere Moglichkeiten
zur Verallgemeinerung und Vertiefung gegeben werden.

3.5.1 Unendliche Alphabete

In der Arbeit von R.D. Mauldin und S.C. Williams [18] wird auf die Vor-
aussetzung, dass das Alphabet E endlich sein muss, verzichtet. Bei ihnen
kann E = N, also abzéhlbar unendlich gewéhlt werden. Ein mdogliches Bei-
spiel, dessen Konstruktion im hier diskutierten Modell nicht méglich wére
aus dieser Arbeit (Example 4.5):

Beispiel 3.1
Man beginne mit dem Intervall Ky = [0, 1] und wéhle eine Zufallszahl Z in
N\{0}, sodass W(Z = n) = 27", danach teile das Intervall [0, 1] in gn’+n

Intervalle
2p  (2p+1)
Kp - on24n’ 9n24n ’
firp=0,..., 2“2+”*1, anschliefend wiederhole diese Konstruktion auf je-

dem der Teilintervalle. Diese Angabe konnte man leicht in das hier beschrie-
bene Modell iibersetzen, diirfte man unendliche Alphabete verwenden. Maul-
din und Williams verwenden dieses Beispiel um eine zufillige Cantormenge
der Dimension 1 zu erzeugen und ein Problem aufzuzeigen, ndmlich dass die
Funktion aus Satz 3.4 (mit ¢ = Lip), in der Motivation und bei Mauldin
und Williams mit ® bezeichnet, springen kann. In diesem konkreten Beispiel
gibt es keinen Wert sp mit ®(sp) = 1, denn es gilt:

> 1\’ .2
(I’(S) _ 22—n (2n2+n> on +n—1'
n=1

Also gilt ®(s) = +oo fiir s <1 und (1) = 1.

Mauldin und Williams zeigen, dass in diesem und &hnlichen Féllen die Haus-
dorffdimension der Menge K fast sicher demjenigen Wert sg mit ®(sg) <
1A ®(s) > 1Vs < s entspricht, also im Beispiel dimy(K) = 1 fast sicher
gilt.
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3.5.2 Kompaktheit

M. Arbeiter zeigt in seiner Arbeit [1], dass die Voraussetzung der Kompakt-
heit abgeschwiicht werden kann. Dazu fithrt er den Begriff der Tréagerdimen-
sion (carring dimension) ein.

Definition 3.26
Ein Radonmaf p auf (R%, %) hat Trigerdimension sq, in Zeichen dime p =
sg, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Es gibt eine Borelmenge B mit p(B¢) = 0 und dimg(B) < s
e Aus u(B) > 0 folgt dimg(B) > sq.

Indem er diesen Begriff auf den fast sicheren Grenzwert einer Folge von
Wahrscheinlichkeitsmaflen anwendet, gelingt es ihm die in dieser Arbeit ge-
stellte Forderung nach einem kompakten Teilraum des R¢ fallen zu lassen.

3.5.3 Messen in der Dimension sg

Der Satz 3.21 liefert das etwas unbefridigende Ergebnis, dass das Maf§ s#%°
auf Mengen K nicht greift, also fast sicher % (K) = 0 gilt. Wiinscheswert
wére es, Mengen gleicher Dimension trotzdem Messen zu kénnen, also inner-
halb einer Dimension Mengen nach Gréfle zu unterscheiden. Eine Méglich-
keit hierfiir haben Graf, Mauldin und Williams [14] gefunden, indem sie das
durch die Belegungsfunktion

h(t) =t (log | log(t) )’

fiir eine Konstante 6, in vielen Féllen § = 1 — (s¢/d) definierte Hausdorffmafl
verwenden (d kommt von verwendeten Raum R%). Dann gilt in vielen Fillen

0 < #MK) < .

Dieses Maf} greift also und ermdglicht Gréenvergleiche innerhalb der Di-
mension.



Kapitel 4
Bi-Lipschitz-Aquivalenz

In diesem Kapitel wird der R” immer mit der Euklidischen Norm |.| versehen.

Die Topologie kann man betrachen als das Studium der Aquivalenzklas-
sen von Mengen unter Homeomophismen, einen &hnlichen Ansatz kann man
auch in der fraktalen Geometrie versuchen, namlich fraktale Geometrie als
Studium der Aquivalenzklassen von Mengen unter bi-Lipschitzstetigen Ab-
bildungen anzusehen. Bei der Beantwortung einer Frage nach Lipschitzéqui-
valenz von Mengen werden, vielleicht etwas iiberraschend da deterministi-
sche Fraktale untersucht werden, Martingalmethoden, genauer der Satz von
Doob, eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.1
Seien X, Y C R". Eine Funktion ® : X — Y heif}t bi-Lipschitzstetig auf X,
wenn Konstanten C1,Cs € (0,00) existieren, sodass fiir alle z,y € X gilt:

Cilz —y| < [@(z) — 2(y)| < Calz —yl. (4.1)

Zwei Mengen XY C R™ heiflen Lipschitzéiquivalent, wenn eine solche Ab-
bildung ® existiert mit ®(X) =Y.

Wie im Folgenden gezeigt wird, erhalten bi-Lipschitzstetige Abbildungen
die Hausdorffdimension:
Satz 4.2
Sei @ : A — R" bi-Lipschitzstetig auf A, dann gilt fiir alle B C A und alle
§>0:
CiA?*(B) < °(®(B)) < C50°(B).

Beweis: Zuerst die obere Schranke:
d(A) bezeichne wieder den Durchmesser, %.(A) sei wie in Definition 2.13,

74
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dann gilt fiir C C A trivialerweise
0(C) < C28(C).

Wihle (C;)i>1 € %.. Da auf |J; C; die bi-Lipschitzbedingung nicht erfiillt
sein muss, wéhle (C; N A);>; als Uberdeckung. Es ergibt sich die folgende
Abschétzung:

A2 (@(B) < 3 8(B(C;N A < 3 C33(C) = G5 D 6(C

Geht man rechts zum Infimum iiber, erhélt man

HZ(®(B)) < C347°(B)
und damit die obere Schranke. Fiir die untere Schranke braucht man die
folgende Uberlegung:
Eine (bi-)Lipschitzstetige Funktion ® ist immer injektiv, denn gelte ®(z) =
O (y) fir x # y, wire

1
0<lz—yl< 5|®(2) - 2(y)]=0
1

ein Widerspruch. Damit ist ® : A — ®(A) bijektiv und ®~! hat Lipschitz-
konstante C%
Also gilt mit Hilfe der Abschétzung der oberen Schranke:

1

H(B) = A (®'®(B)) < —
Cl

H(®(B)).

Folgerung 4.3
Sei A C R und ® bi-Lipschitzstetig, dann gilt

dimp (A) = dimp (B(A)).

Man kann die Frage nun umdrehen und Fragen, ob zwei Mengen &hnli-
cher Struktur mit der selben Hausdorffdimension auch Lipschitziquivalent
sein miissen. Diese Frage wird im Folgenden zum Negativen beantwortet
werden. Es wird sich die Cantormenge, im Folgenden mit E bezeichnet, als
nicht Lipschitzéquivalent zu einer Menge F' erweisen, deren Konstruktion
dghnlich der Cantormenge verlauft.
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Definition 4.4

Es bezeichne F(ay, ..., an_1) eine N-teilige Cantormenge mit Ahnlichkeits-
fakoren «g,...,any—_1, d.h. in jedem Konstruktionsschritt wird jedes Inter-
vall in N einander nicht iiberlappende Teilintervalle mit «;-facher Lange des
Vorgéngerintervalls zerlegt.

Bemerkung 4.1
e _Eine“ N-teilige Cantormenge, da die genaue Position der Intervalle
nicht vorgegeben ist.

e Eine F(1/3,1/3)-Menge wire die klassische Cantormenge.

e Es gilt dimy F(ag,...,an—_1) = 75(Zi]i61 o = 1). (Ahnlichkeitsdi-
mension)

Satz 4.5
Es sei 3 =371083/1082 [ — F(1/3,1/3) und F = F(3, 8, 3). Dann existiert
keine bi-Lipschitzstetige Funktion ®: E — F.

Bemerkung 4.2
Die Wahl von § ist derart, dass

log 2

sp:=dimyg F =dimyg F = .
log 3

Ohne Beweis sei noch angemerkt, dass 0 (E) = % (F) = 1.

Beweis: Angenommen es géibe eine bi-Lipschitzstetige Funktion ®, also gelte
(4.1).

Mit einem Intervall X des k-ten Iterationsschrittes von E soll eine Menge
E N X bezeichnet werden, wobei X eines der 2* Intervalle der Linge 37
ist, die im k-ten Iterationsschritt bei der Konstruktion der Cantormenge
entstehen. Analog bezeichne ein Intervall Y des k-ten Iterationsschrittes
von F eine Menge F'NY, wobei Y eines der 3* Intervalle der Linge ¥ im
k-ten Schritt der Konstrukion von F' bezeichne. Es gilt

HO(XNE)=\E)
und analog
HO(Y NF)=AF).

Definiere fiir k& € N eine Zahl m(k) € N als diejenige natiirliche Zahl,

sodass
gk < 37k < g1, (4.2)
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Es soll die bi-Lipschitzstetigkeit von ® ausgeniitzt werden, um zu zeigen,
dass fiir ein Intervall X des k-ten Iterationsschrittes von E das Bild ®(X)
die Vereinigung von n Intervallen des m(k)-ten Iterationsschrittes von F ist,
wobei n € N

3mko—kcy < n < 3mkokey (4.3)

erfiillt.
Um dies einzusehen, sei zuerst bemerkt, dass wenn ®(X) einen Punkt eines
Intervalles Y des m(k)-ten Iterationsschrittes von Y enthélt, bereits Y C
®(X) gilt, denn wenn nicht giibe es Punkte x € X und 2/ € F\X mit
O (), ®(2') € Y und

R = §(Y) > |®(x) — d(2')] > Cy|z — 2| > C137F

im Widerspruch zu (4.2). Die Grenzen fiir n erhilt man, da laut Satz 4.2
gilt
H0(B(X))  n3—mE)
H0(X) 27k~
Es gelingt mittels (4.2) und (4.3) auch eine gleichméflige Abschétzung
fiir n beziiglich k, es gilt ndmlich

C1 <

A
|
A
&2

(4.4)

log 2 log 2

ClilogB S n S 30;10g302'

Durchgerechnet werden soll hier nur die obere Schranke, die Untere berech-
net man analog, bzw. wird sie fiir den Beweis nicht bendétigt, man kénnte
auch 0 als triviale untere Schranke verwenden.

n < 3m(k)2_k02
3. g DEEEE ) i

log 2

— 3. B_(m(k)_l)ilogg 2—k02
klog2 —k
< 30137183277

log 2

= 30, 5 Ch.

Die erste Abschétzung ist (4.3), bei der ersten Gleichheit wird ein 3er
abgespalten und der Exponent mal ,,1“ gerechnet, in der zweiten Gleichheit
wird die Definition von 3 eingesetzt, anschlieBend wird mit der rechten Un-
gleichung (negativer Exponent!) aus (4.2) abgeschéitzt. Die letzte Gleichheit

.. . oy okios? k
beniitzt die Identitat 3" Toe3 = 2%,
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Fiir k£ € N definiere Funktionen g, : £ — R als

_ H(2(X))

o) = gy (15)

wobei X das Intervall das k-ten Iterationsschrittes von FE ist mit x € X.
gr. ist also konstant auf jedem Intervall des k-ten Iterationsschrittes von E.
Es bezeichne X und X die beiden verschiedenen Intervalle des k 4+ 1-ten
Iterationsschrittes von E mit X7, Xr € X und z; € Xy bzw. xg € Xp,
dann gilt:

ge(z) = 28 (@(X))
1

- - [ FHL050(8(X 1)) + 2871050 (B(XR))

= %[gk+1(IL) + gr1(zR)]

— (x)! /X o (2) A ().

Damit bildet die Folge (gk)r>0 ein nichtnegatives Martingal und konvergiert
daher fast sicher gegen eine Funktion g. Wihle einen Konvergenzpunkt z
mit gg(z) — c. Wegen (4.4) und (4.5) gilt C; < ¢ < Cs und

gi(z) = 2F37m Ry (4.6)

wobei n (4.3) erfiillt. Daher gilt

gk+1($) B ok+1g—m(k+1),,/ B om'
gk(x) - 9k3z—m(k)p - gm(k+1)—m(k)p,
log 2 log 2

wobei n,n’ € [C;_@,ZSCI_@C’Q] und m(k + 1) — m(k) ist wegen (4.2)
beschrénkt fiir alle k. Daher kann gi11/gx(x) nur endlich viele verschiedene
Werte annehmen und da die Folge gr gegen einen Grenzwert ungleich 0
konvergiert, folgt das gx(x) = c fiir schlielich alle k gelten muss. Wegen
(4.6) muss es also Werte ny geben mit

c=gip(z) = okg=—mk)p,
also ist ¢ € Q, stelle ¢ = p/q mit p,q > 0, ggT(p,q) = 1, also koprim dar.
Es gilt also 2k3="(kF)p, = p/q fiir hinreichend grofes k, also

2¥ny.q = 3" Wp,
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also ist p fiir beliebig grofies k durch 2F teilbar, was natiirlich unméoglich
ist. Damit ergibt sich ein Widerspruch und die Hypothese ® konne bi-
Lipschitzstetig gew#hlt werden ist falsch.

O
Folgerung 4.6
F(ao,...,an-1) und F(arq),- -, ax(n—1)) sind bi-Lipschitziquivalent, wo-
bei m € Sy eine beliebige Permutation.
Beweis: Translationen sind bi-Lipschitzstetig mit Cy = Cy = 1.

O

Aus dem vorigem Beweis lassen sich folgende notwendige Bedingungen
fiir die Lipschitzidquivalenz ablesen:

Folgerung 4.7
Es seien F := F(ag,...,an—1) und F' := F(fo, ..., Bm—1) bi-Lipschitziqui-
valent. Dann gilt:

1. dimy(F) = dimg(F') = s.

2. Es gibt positive ganze Zahlen p,q mit

semigp(ah,...,ak ;) C semigp(fo,-..,Bm—1) und
semigp(3,...,05_;) € semigp(ag,...,an_1).

semigp bezeichne die Unterhalbgruppe von (R*, x) welche von

(g, ..., an—1) erzeugt wird.
3. Q. ..,aN_1) =Q(B°, ... /1)
Q(a, . ..,an—1) bezeichnet den von (ay,...,an—1) erzeugten ratio-

nalen Korper.

Beweis: Wird nicht im Detail ausgefiihrt:
1. ist klar, wegen Folgerung 4.3.

2. und 3. kann man aus dem Beweis des vorigen Satzes herauslesen, denn
wéren sie nicht erfiillt ergédbe sich analog ein Widerspruch.



Anhang A

Sammlung zitierter Sitze

Hier findet der Leser wichtige im Text zitierte Sétze mit Literaturverweisen.

Satz A.1 (Tychonoff)
Sei (X;,7;),1 € I eine Familie kompakter Réiume.
Dann ist auch ([[;c; Xi, [ 1,1 Zi) kompakt.

Beweis: In jedem (guten) Buch iiber Funktionalanalysis, z.B. Bachman [2].

g

Definition A.2

Sei (A;)ier eine Familie von Menge. (A;);cs hat die endliche Durchschnitts-
eigenschaft, wenn fiir je endlich viele 41,...,4, € I stets A;; N...NA; #0
ist.

Satz A.3
Sei (X, T) topologischer Raum, dann sind dquivalent:

o (X,7) ist kompakt.

o Jede Familie abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft hat nichtleeren Durchschnitt.

Satz A.4 (Chebyshev-Markovsche-Ungleichung)
Sei (Q, 97, 1) ein beliebiger Mafsraum. Fiir jede meffbare numerische Funk-
tion [ auf Q und jedes Paar reeller Zahlen p > 0, > 0 gilt:

u(lifl = ap < o [ 1fPdn (A1)
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Bemerkung A.1
In der Literatur wird die Bezeichnung Chebyshev-Ungleichung oft nur fiir
den Spezialfall p = 2, f = X — E(X) verwendet (z.B. [15])

Beweis: Wegen der Messbarkeit von f liegt [|f| > o] in &7 und es gilt

Pdy > Pdu > Pdu = oP > .
/|f| M_/[f|>a]|f! u_/[flm}a i= aPu((|f] > al)

O

Satz A.5 (Erster Doob’scher Konvergenzsatz)
Jedes Supermartingal (X,, Fn)nen welches der Bedingung (L'-Beschrdnkt-
heit)

supE(] X,]) < o0
neN

gentigt, konvergiert fast sicher gegen eine integrierbare F..-messbare Zu-
fallsvariable X .
Zusatz: Faolls fiir p > 1 sogar

sup E(| X, |P) < 400
neN

konvergieren die X,, auch im p-ten Mittel gegen X .

Beweis: Z.B. bei Bauer [4], der Zusatz ist Aufgabe 4. auf Seite 414.

g

Satz A.6 (Portmanteau-Theorem)
Es sei X ein metrischer Raum und py, p Borelmafe. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. fin = .

2. Fiir jede gleichmdfig stetige, beschrankte Funktion f: X — R gilt

lim fdun:/ fdu.
X X

n—oo

3. Es ist limy, oo pn(X) = p(X) und fiir jede abgeschlossene Menge A C
X gilt
lim sup pn(A) < p(A).

n—oo



ANHANG A. SAMMLUNG ZITIERTER SATZE 82

4. Es ist limy, oo pin(X) = (X)) und fiir jede offene Menge U C X gilt

liminf 0, (U) > p(U).

n—oo

Beweis: Findet man zum Beispiel bei Elstrodt [9], 4.10.

Bemerkung A.2
Die Bedingung 2. wird auch als vage Konvergenz bezeichnet.

Satz A.7
In einem metrischen Raum (X, d) gilt:

o A C X ist kompakt < A ist totalbeschrinkt und vollstindig

o A C X kompakt < A ist folgenkompakt (d.h. jede Folge in A hat eine
Héufungspunkt)

Beweis: In jedem Funktionalanalysis-Standardwerk.



Anhang B

Hilfssiatze zum
Hausdorffabstand

In den nachfolgenden Hilfsséitzen werden einige wichtige Eigenschaften von
Exzess und Hausdorffabstand zusammengefasst.

Definition B.1
Sei A C X,6 > 0, dann heifit die Menge

As={reX:qyec A:d(z,y) <0} (B.1)
die §-Umgebung von A.

Bemerkung B.1
Ohne Beweis sei angemerkt, dass

n(A,B) =inf{0 >0: AC B; A B C As}.

Bemerkung B.2
Es gelte inf () := oo, sup() := 0 Fiir A, B # ) gilt

n(A, B) < oo,

e(A,0) =d(x,0)
e(0, B) = sup () = 0.

oo,

Hilfssatz B.2
Seien x,y € X beliebig, A # 0. Dann gilt die folgende ,Dreiecksunglei-
chung*:

d(z, A) < d(z,y) +d(y, A). (B.2)
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Beweis: Sei e > 0, dann gibt es ein z € A : d(y, z) < € + d(y, A) und daher
gilt
Az, A) < d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) < d@,y) + d(y, A) +=.

Fiir ¢ — 0 erhélt man die Behauptung.

A bezeichne den Abschluss von A
Hilfssatz B.3
Sei A C X nichtleer, dann gilt fir alle x € X:

d(z, A) = d(z, A).
Beweis: d(x, A) > d(x, A) ist trivial.
Sei e > 0 beliebig, dann existiert ein y. € A : d(z,y.) < d(z, A) + § und

es gibt ein 2z € A : d(ye, 2.) < §. Es folgt 3z € A : d(w,2) < d(z,A) + .
Zusammengefasst ergibt das
d(z,A) = inf{d(z,y) : y € A} < d(x, A) + ¢,

also erhélt man fiir e — 0 : d(z, A) < d(x, A).

Hilfssatz B.4
Es gilt fiir A,B € X:

1. e(A,B) = e(A, B).
2. e(A,B) =e(A, B).
3. e(A,B) =e(A,B).
Beweis:
1. Direkte Folgerung aus dem Hilfssatz B.3.

2. Funktioniert genau wie der Beweis von B.3, nur dass man die Dreiecks-
ungleichung (B.2) verwenden muss: Hier ist die Richtung e(A, B) <
e(A, B) trivial. Sei € > 0 beliebig, dann existiert ein z. € A : e(4, B) <
d(xe, B) + 5, weiters gibt es ein y. € A : d(xc,y:) < §. Jetzt wendet
man (B.2) an und erhélt

e(A,B) < d(@.,B)+ < d(ae,y.) +d(y, B) + 5 < d(yz, B) +<
< sup{d(y,B):y€ A} +ec=¢€(A,B)+¢

und damit fiir ¢ — 0 die gewiinschte Ungleichung.
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3. Aus 1. und 2. folgt:

Satz B.5
Fiir A,B C X gilt:

1 2
e(A,B)=0=ACB=ACB

Beweis: Die Aquivalenz 2 ist wegen des Hilfssatzes B.4 klar.

Fiir die Aquivalenz 1 betrachtet man zuerst die Richtung =

e(A, B) = 0 ist vorausgesetzt, wegen Hilfssatz B.4 folgt e(A, B) = 0 woraus
wegen der Definition des Exzesses wiederum d(z, B) = 0 Va € A folgt. Sei
x € A fest gewiihlt, dann folgt aus der Definition von d(z, B) die Existenz
einer Folge (z,)n>0: Tn € B : d(x, 1) < %, also x,, — x. Da B abgeschlos-
sen ist, folgt £ € B und damit A C B.

Bleibt die Richtung < zu zeigen:

Es sei A C B. Dann ist d(z, B) = 0 Vz € A und damit e(4, B) = 0. Mit
Hilfssatz B.4 folgt e(A, B) = 0 und damit die Behauptung.

O

Folgerung B.6
Es gilt:
n(A,B) =0 <= A=B.

Hilfssatz B.7
Fir A, B,C € X qilt die folgende Ungleichung:

e(A,C) <e(A,B)+e(B,C).

Beweis: Die Ungleichung ist trivial fir e(A, B) 4+ e(B,C) = oo, sei also
e(A,B)+e(B,C) <o0.Vy € B, Vze C gilt:

d(z,C) <d(z,z) < d(x,y)+ d(y, 2).

Sei € > 0, dann existiert ein y € B : d(z,y) < d(z, B) + §. Weiters gibt es
ein z € C mit d(y,z) < d(y,C) + 5, kombiniert man diese Abschitzungen
erhilt man

d(z,C) < d(z, B) + % +d(y,C) + % < e(A,B) +¢(B,C) +¢.
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Es ergibt sich
e(A,B) <e(A,B)+e(B,C)+e¢

und damit fiir € — 0 die behauptete Ungleichung.

g

Hilfssatz B.8

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f: X — X eine Kontraktion mit Kontrak-
tionsfaktor r, d.h. d(f(z), f(y)) < rd(z,y) Vx,y € X (vgl. Definition 2.5).
Dann gilt fir alle B,C € K(X)

n(f(B), f(C)) < rn(B,C).

Beweis: Es bezeiche Cs := {x € X : Jy € A : d(x,y) < 0} die 6-Umgebung
von C. Sei § > n(B, (), dann gilt nach Bemerkung B.1

BCCsNC C Bg.

Sei z € B;s dann existiert ein y € B sodass d(y,z) < 6 und da d(f(z), f(y)) <
rd(z,y) <rd folgt f(x) € (f(B))ys. Somit gilt

F(C) € f(Bs) € f(B)rs-

Analog zeigt man f(B) C (f(C))s und damit n(f(B), f(C)) < rd. Lisst
man nun 0 von oben gegen 7n(B, C) streben erhilt man die Behauptung.

O

Hilfssatz B.9
Seien B;,C; € K(X) (i=1,...,N —1), dann gilt

W(U B;, U C;) < max n(B;, C;).

Beweis: Sei 6 > max; n(B;, C;) = B; C (Ci)s AN C; C (Bj)s
= B; CU;(Ci)s NC; CU;(Bi)s
= U; Bi CU;(Ci)s ANU,; Ci € U;(Bi)s



Anhang C

Die Vollstindigkeit von
(KC(X),m)

Schritt fiir Schritt soll hier der folgende Satz bewiesen werden:

Satz C.1
(X,d) sei metrischer Raum. KC(X) bezeichne alle nichtleeren kompakten Teil-
mengen von X . Dann ist (K(X),n) metrischer Raum. Ist (X,d) vollstindig,
so ist auch (K(X),n) vollstindig. Ist (X,d) separabel, so ist auch (K(X),n)
separabel.

Der Grund, warum man den Raum K(X) verwendet, also nur kompakte
Mengen betrachtet, ist die schone Struktur. Man erhélt einen metrischen
Raum. Aus Hilfssatz B.5 sieht man, dass die Eigenschaft ,d(z,y) = 0 =
x = y“ der Metrik verloren ginge, wiirde man alle Teilmengen von X be-
trachen. Wie im Folgenden gezeigt wird, erhédlt man auch keinen metrischen
Raum mehr, wenn man alle abgeschlossenen Teilmengen von X mit dem
Hausdorffabstand versieht.

Definition C.2
Sei X eine Menge und d : X x X — [0, o0] eine Funktion mit den folgenden
Eigenschaften:

1. d(z,y) =0=xz =y.

2. d(z,y) = d(y, z).

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vz,y,z € X.
Dann heifit d eine erweiterte Metrik auf X.

Gilt d: X x X — [0, 00) spricht man von einer Metrik.

87



ANHANG C. DIE VOLLSTANDIGKEIT VON (K(X),n)

Satz C.3
Der Hausdorffabstand 7 ist eine erweiterte Metrik auf

F(X)={ACX :A£0DNA= A},
den abgeschlossenen Teilmengen von X.

Beweis: Es miissen die Metrikaxiome nachgepriift werden:
1. gilt wegen Folgerung B.6.

2. ist trivial

Fiir 3. verwendet man die Ungleichung aus Hilfssatz B.7:

e(A,C) <e(A,B)+e(B,C)<n(A,B)+n(B,C).

e(C,A) <e(C,B)+e(B,A) <n(A,B)+n(B,C).

Zusammengesetzt ergibt sich

n(A,C) = max{e(A,C),e(C, A)} <n(A,B)+n(B,C).

Folgerung C.4
Der Hausdorffabstand n ist eine Metrik auf

K(X):={AC X :A#0AA kompakt},
den kompakten Teilmengen von X.
Beweis: Leicht iiberlegt man sich die Ungleichung
e(A,B) < 0(A)+d(A, B).
Da fiir A € K(X) wegen der Kompaktheit 0(A) < oo gilt, folgt:
n(A, B) < max(6(A) + d(4, B),d(B) + d(B, A)) < cc.

Die restlichen Axiome folgen aus Satz C.3.

Hilfssatz C.5
Die Abbildung x +— d(x, A) ist gleichmdfig stetig.
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Beweis: Leicht iiberlegt man sich die Ungleichung
d(xz, A) < d(z,y) + d(y, A)

Damit erhalt man:

und
d(y7 A) - d(.’L‘, A) < d(l’, y)

und damit die gleichméfige Stetigkeit.

Es gelte inf ) = oo

Satz C.6 (Ausdehnungssatz fiir Cauchyfolgen)

(X,d) sei metrischer Raum, (A,)nen sei eine Cauchyfolge in (F°,n), wobei
Z9 alle abgeschlossenen Teilmengen von X bezeiche (0 € Z°). (ng)ren sei
eine streng monoton wachsende Folge natirlicher Zahlen und (z,, ) sei eine
Cauchyfolge in X mit z,, € A, Vk.

Dann existiert eine Cauchyfolge (yn)nen in X mit y, € Ay, und ypn, = =p,
Vn,k € N.

Beweis: Zuerst soll gezeigt werden, dass 0.B.d.A: A,, # () angenommen wer-
den kann.

Wegen der Cauchyeigenschaft existiert ein ng : 9(An, Ap) < 1Vn,m > nyg.
Da zy, € Ay, ist Ay, # 0 und damit existiert ein k > ng mit Ay # 0. Ange-
nommen es existiere ein [ > ng mit A; = (), dann wére n(Ag, 4;) = inf ) = 0o
ein Widerspruch zur Cauchyeigenschaft. Also gilt A, # 0 Vn > ng. O.B.d.A.
sei ng = 0.

Als néchstes soll eine Folge (y,)nen konstruiert und ihre Cauchyeigenschaft
nachgewiesen werden: Sei ¢ > O:

Fiir n € {0,1,...,n0 — 1} Jy, € Ap:

Firk >0:Vne€{ng_1+1,...,np— 1} Ty, € Ayu:

3

d(xnk, An) -+ 6

Waéhle diese y, fiir die gesuchte Folge und definiere die noch fehlenden

Yny, ‘= Tny,-
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Es gilt die Cauchyeigenschaft dieser Folge zu zeigen: Wegen den Cauchyei-
genschaft der beiden Folgen (z,)neny und (Ap)nen gibt es ein N(e) sodass
Y, m,ng,n; > N(e):

Gibt man m,n > ng vor und wéhle k,[ derart, dass ny_1 +1 < m < nj und
n;_1 + 1 < n < ny erhilt man wie folgt die Cauchyeigenschaft:

d(y’n’uyn) S d(ym7xnk) + d(xnkawnl) + d(x’n”yn)

< d(tng, Am) + <+ 5+ d( An) + =

2
e(Ang, Am) + e(An,, An) + ?6 <e.

IN

O

Hilfssatz C.7
Seien A, B € ., dann gibt es eina € A und einb € B mitn(A, B) = d(a,b).

Beweis: O.B.d.A. sei n(A, B) = e(A, B), wegen der gleichméfigen Stetigkeit
aus Hilfssatz C.5 existiert ein a : d(a, B) = supd(a, B) = e(A, B). Ebenso
findet am ein b : d(a,b) = infd(a,b) = d(a, B) = e(A, B).

U

Satz C.8
Seien A, A € .F und es gelte A, — A beziiglich des Hausdorffabstandes 7.
Dann qult:

A= U= NzeX dax A) <e}.

neNk>n e>0neNk>n

Beweis: Fiir die erste Gleichheit soll A C (", cyUg>, Ak gezeigt werden:
Sei x € A, es gilt

und da A,, — A existiert ein N(¢) mit
d(z,Ap) <e ¥n > N(e).

Daraus folgt fiir alle ¢ > 0, dass

dz, | An)<e

n>N(g)
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und damit

d(z, U Ap) =0,

also € U5 vy An-

Um die Inklusion A 2 (), ey Up>n Ak zu beweisen, sei z € (), ey Upsn Ak
fest. Es soll A, — AU {x} gezeigt werden, woraus wegen der Eindeutigkeit
des Grenzwertes A = AU {z} und damit x € A folgt.

Es gilt

e(An, AU{z}) <e(Ap,A) =0
da A, — A.

e(A, Ay) = max(e(4, An),e({z}, 4n))

wobei e(A, A,,) — 0, also bleibt zu zeigen, dass e({z}, A,) — 0.
Da die Folge (Ap)nen konvergiert, ist sie auch Cauchyfolge, damit existiert
zu jedem ¢ > 0 ein N(e) mit n(Ag, Ap) < § fiir alle k,m > N(¢). Da
2 € (Vpeny Upsn Ak gilt speziell x € (J,~,, Ax und deshalb gibt es zu jedem
n € Nein y, € Up>, Ak : d(z,yn) < 5. Es gibt also ein k, > n : y, € Ay,
und d(x, Ay, ) < d(x,yn,) < §. Damit gilt ¥n > N(e)

d(iL’, An) < d(.l‘, Akn) + e(Akn, An) < d(l‘, Akn) + U(Akn, An) <€

und damit die Behauptung.

Fiir die zweite Gleichheit definiere

Ci={re X :d(x,A;) <e(A, A}

D = Cy = ( ] liminf Cj.
Damit lautet die zweite Gleichheit A = D. Es soll zuerst A C D gezeigt
werden.
Sei z € A, dann gilt dass d(z, Ax) < e(A, Ax) — 0, das heiit zu jedem
e > 0 existiert N(e) sodass fiir alle & > N(e) gilt e(A, Ax) < ¢ und damit
d(z, Ap) < e. Damit gilt Ve > 0 : z € liminf,_. C}, da z in schlieBlich allen
C}, enthalten ist.
Bleibt D C A zu zeigen:
Sei € D, dann gibt es zu jedem € > 0 ein N(¢), sodass fiir alle kK > N(¢)
gilt, dass e(z, Ag) < e.

e(AU{z}, Ax) = max(e(A, Ay), e(x, Ag)) = max(e(A, Ag),d(z, Ax)) — 0

und
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fir k — oc.
Wegen der Konvergenz der A,, — A gilt auch

e(Ag, AU{z}) — 0.
Zusammengesetz ergibt sich

woraus wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes x € A folgt.

Hilfssatz C.9
Sei A € K(X), dann gilt

As={re X :d(zx,A) <6} =B
Beweis: Es sei an die Notation die in (B.1) eingefiithrt wurde erinnert:
As={reX:qye A:d(x,y) <4}

Zuerst soll As C B gezeigt werden:
Sei x € Ay, dann existiert ein y € A mit d(z,y) < J, woraus

d(z,A) < d(z,y) <o

folgt und damit =z € B.

Bleibt B C As zu zeigen:

Sei x € B, wegen der Definition von B gibt es zu jedem n € N ein y, € A
mit d(z,y,) < § + 1, da A kompakt ist, enthilt die Folge (yn)nen eine
Teilfolge (Yn, )ken mit ng — oo streng monoton wachsend, die gegen ein
y € A konvergiert. Also gilt d(y,yn, ) < ¢ fiir alle k > K (). Damit gilt

1 1
d(:):,y) S d($7ynk)+d(ynkay) < d($,A) +7’L7 +e S 5+n7+5
k k

und damit
d(z,y) <d+e

fir alle € > 0, woraus
d(z,y) <0

und damit x € Ag folgt.
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Bemerkung C.1
Dieser Hilfssatz identifierziert die rechte Seite der Gleichung im Satz C.8 als
{...} = (Ap). falls A kompakt.

Hilfssatz C.10
Sei X wollstindig und A, eine n-Cauchyfolge mit A,, € F, es existiere eine
Teilfolge Ay, : Apn, # 0 fiir alle k > 0. Dann ist

B::ﬂUAk#(D.

n>0k>n

Beweis: O.B.d.A. sei Ay # 0. Sei € > 0, fiir alle k > 1 existiert ein Ni(¢e) :

n(Ag, Ap) < FEvVm,n > Ni(e). Definiere eine Folge (ng)gen : nx > Ni(e)

und 7y, streng monoton wachsend. Konstruiere eine Folge x,, beginnend mit
13

Tpy € Ap, beliebig. Fiir j > 0 wihle x,,; € Ay, sodass d(wn,, Tn,_,) < 57
Leicht identifierziert man x,, als Cauchyfolge. Definiere nun

C:= {iU e X: H(xnj)jzg,xnj S An]-vj P p; .CI}}
und
C* :={zx e X :3xn)n>0,n € AVn : z, — z}

Es soll nun gezeigt werden, dass
B> (C=C"

Trivialerweise gilt C* C C, wegen des Ausdehnungssatzes fiir Cauchyfolgen
(Satz C.6) gilt auch C' C C* und damit C = C*.

Sei z € C = C*, dann existiert eine Folge (zp)nen @ Tn € Ap,x, —
z,x € Ujs,, AiVE > n,¥n > 1. Daher gilt limy_,o z € U;>,, A1 und damit
r € B.

O
Bemerkung C.2
Man konnte sogar B = C zeigen.

Definition C.11
(X,d) sei ein metrischer Raum, dann heifit eine Menge A C X totalbe-
schrankt, wenn zu jedem € > 0 ein n € N und z;...,x, € X existieren,
sodass

n

AC | Ke()

i=1
gilt, wobei K. (x;) := {y € X : d(z,y) < €}, also die Kugel mit Radius € und
Mittelpunkt x;.
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Ohne Beweis sei auf folgenden bekannten Zusammenhang hingewiesen:

Hilfssatz C.12
In einem metrischen Raum (X,d) gilt fir eine Menge A C X :

A ist kompakt <= A ist abgeschlossen und totalbeschrankt.

Dieser Zusammenhang wird nun geniitzt, um die Vollsténdigkeit von
K(X) zu zeigen. Zuerst wird gezeigt, dass jede Cauchyfolge abgeschlossener
Mengen beziiglich des Hausdorffabstandes konvergiert, anschliefend wird die
Totalbeschranktheit dieses Grenzwertes fiir Folgen totalbeschrinkter Men-
gen gezeigt. Damit erhélt man fiir Folgen kompakter Mengen einen kompak-
ten Grenzwert.

Satz C.13
(X,d) sei vollstindig, dann ist auch (% ,n) vollstindig.

Beweis: (Ap)nen sei Cauchyfolge in (%#,7n), dann gilt wegen des vorigen
Hilfssatzes B = (>0 Upen Ak 7 0.

Es soll B = lim,,—. A, gezeigt werden. Bezeichne (z,, ) die Folge aus dem
vorigen Beweis, dann gilt:

T
L

d(xnm xnk) < d(xnm xm) +.o.ot d(xnk—17xnk) -

N
Il
o

Daraus folgt d(xy,, ) < 4e und damit auch x € C C B, woraus
d(Xny, B) < d(xp,,z) < 4e
folgt. z,, war aber in A,,, beliebig gewahlt, also gilt auch

d(Ap,,B) = sup d(zn,,B) < 4e.

TngEAng

Wegen der Cauchyeigenschaft gilt n( Ay, Ay,) < € fiir alle m,n > N(¢), setzt
man dies zusammen erhilt man

e(An, B) <n(An, Apn,) + e(Ayn,, B) < be

also gilt e(A,, B) — 0.
Sei € > 0, N(e) derart, dass n(A4,, A,) < e fir alle n,

m > N(g). Aus
z € B folgt v € Upsn() Ar und damit gibt es ein ng > N(e)

und ein
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y € Ay, 1 d(z,y) < e.
Damit gilt fiir k£ > N(e):

d(ZE, Ak’) < d(IL‘, Ano) + U(AnovAk) < d(m,y) + n(AnmAk) < 2e.
Damit erhélt man fir £ > N(e)

e(B, Ar) < supd(z, A) < 2e.
z€EB

Also gilt auch e(B, Ax) — 0 und damit n(B, Ag) — 0.

O

Lemma C.14
Sei (X, d) wvollstindig. Es bezeichne  C .F alle abgeschlossenen, totalbe-
schrinkten Teilmengen von X, dann ist 7 abgeschlossen in F beziiglich

.

Beweis: Sei (Ap)nen eine Folge in .7, die gegen A € % konvergiert. Es ist
die Totalbeschrinktheit des Grenzwertes A zu zeigen, hierfiir wihle man
e > 0 beliebig. Da A,, totalbeschrinkt ist, existiert I,, = {1,...,p,} und
es existieren 21,...,p, € Ay, sodass Ap C U,¢, K2(w;). Fiir hinreichend
grofles n gilt wegen der Konvergenz der A,:

d(z, A,) <e(AA,) <

| ™

und damit

AC | Ke(x).

i€ln

Also ist auch der Grenzwert A totalbeschrankt.

Folgerung C.15
(X,d) sei vollstindig, dann ist auch (K(X),n) vollstindig.

Beweis: Sei (Ap)nen eine Cauchyfolge in (K(X),n). Wegen Hilfssatz C.12
sind die (A,,) abgeschlossen und totalbeschrénkt. Aus Satz C.13 erhélt man
die Existenz und Abgeschlossenheit, aus Lemma C.14 die Totalbeschrankt-
heit und damit die Kompaktheit des Grenzwertes.

g



ANHANG C. DIE VOLLSTANDIGKEIT VON (K(X),n) 96

Satz C.16
Sei (X, d) separabel, dann ist auch (K(X),n) separabel.

Beweis: Sei C C X eine hochstens abzdhlbare, dichte Teilmenge. E(X)
bezeichne die Menge aller endlichen Teilmengen von C. Klarerweise ist E(X)
hochstens abzéhlbar. Es soll gezeigt werden, dass E(X) dicht in (K(X),n)
ist.

Sei A € K(X) und € > 0. Da A totalbeschrénkt ist, gibt es y1,...,yr €
X:AC U§:1 Ke(y;), AN Ke(y;) # 0. Da C dicht in X liegt findet man
T1,...,2 € C: d(:cj,yj) < % fiir alle j.

Damit gilt aber auch A C U§:1 K (zj) und {z1,..., 2t} € E(X). Muss noch
gezeigt werden, dass (A4, B) < ¢:

Sei z € A, dann gibt es ein j : d(z, z;) < €, daher gilt d(x, B) < € und damit

e(A,B) =supd(z, B) <e.
TEA

Sei umgekehrt z; € B, dann gilt d(y;,z;) < § und es gibt ein z € A :
d(z,y;) < 5. Also gilt d(z;, A) < € und damit

e(B,A) = maxd(xzj, A) <e.
J

Zusammengenommen folgt n(A, B) < e.

Damit sind alle Behauptungen aus Satz C.1 bewiesen.



Anhang D

Beweisdetails

Hilfssatz D.1 B
Im Beweis von Satz 2.36 gilt po W = W o .

Lemma D.2
Sei (X, d) metrischer Raum, f : X — X stetig, A, C X kompakt, nichtleer
und monoton fallend, dann gilt:

neN neN

Beweis: Die Inklusion C ist trivial.
Fir D sel

= ﬂf(An):ﬂ{yeX:E!xeAn:f(x):y}

neN neN

Dann gibt es eine Folge (y,,)nen mit f(y,) = x fiir alle n € N und wegen der
Monotonie der A, gilt y,, € Ag Vn. Da Ay kompakt ist, existiert eine Folge
kn € N sodass die Teilfolge yj, konvergiert und wegen der Stetigkeit von f
gilt:
z = f(yr,) = lim f(yx,) = f(lim yy,).
n—oo n—oo

Da die yg, € Ay, gewéhlt waren, folgt lim, oo Y&, € [),en Ak, und damit
wegen der Monotonie auch in (1, .y An. Also folgt € f((,,cy An)-

g

Bemerkung D.1
Die Voraussetzung stetig ist notwendig: Sei X = [—1,1], f(0) =0, f(z) =1
fiir 2 # 0 und A, := [~1, 1] Dann ist f(NA4,) = {0} und Nf(4,) = {0,1}

n’n
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Beweis:[von Hilfssatz D.1]
Sei ((So, ..., Sn—-1), (L0, ..., .7WV=D)) ¢ Con(X)N x QV beliebig, dann

gilt:
FoU((So,--, Sy-1), (#0770
= N((So,-- L SN_1), (U)W (VD)

- Us N U ( s<p> ong‘)M(X))

qeN aEEq+1

LemmaD.2

= ﬂ U U Sp oSaIl OSéH)a\(X))

geN aeEatt p=0

€
= N U Saosflo...osi(x)

qEN Byxac F1t+2

= \I’O@((Sov---’SNfl),(Y(O)"_"y(N—l)))

N

(*)Das erste Zeichen der in der Vereinigung gewéhlten Worter wird mit [y,
das restliche Wort mit a bezeichnet.
Da das stetige Bild kompakter Mengen kompakt ist, macht der Ab-

schlussoperator keine Probleme.

g



Anhang E

Zur Struktur des Con(X)

Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen. Auf dem Weg
dorthin wird bewusst auf grofit mogliche Allgemeinheit verzichtet, um die
Stuktur des Con(X), die fir diese Arbeit wichtig ist, moglichst direkt zu
betrachten.

Satz E.1
Sei (X,d) ein wvollstindiger, separabler, metrischer Raum mit endlichem
Durchmesser. Dann ist Con(X) versehen mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz ein separabler, metrisierbarer Raum, der die abzdihlbare Verei-
nigung von vollstindigen metrisierbaren Teilmengen und daher ein Suslin-
Raum ist.

Bemerkung E.1
Unter obrigen Voraussetzungen ist (X, d) auch kompakt.

Definition E.2

Ein topologischer Raum heif3t polnisch, wenn es eine seine Topologie definie-
rende, vollstdndige Metrik gibt und wenn diese Topologie eine abzahlbare
Basis hat. Fiir metrisierbare Rdume ist die Existenz einer dichten, abzihl-
baren Teilmenge &quivalent zur Exsistenz einer abzéhlbaren Basis.

Ein topologischer Raum heifit Suslin-Raum, wenn er das stetige Bild eines
polnischen Raums ist.

Bemerkung E.2

Ist ein Raum abzéhlbare Vereinigung von polnischen R&umen, so ist er ein
Suslinraum, fiir einen Beweis hierfiir sieche zum Beispiel Bourbaki [5] IX,
§6.3, Prop.8.

99



ANHANG E. ZUR STRUKTUR DES CON(X) 100

Definition E.3

(X,d), (Y,d") seinen metrische Réume, f, f, : X — Y Funktionen.

Die Funktionenfolge ( f,,)nen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f,
in Zeichen f,, — f, falls

Ve >0,Vz € X IN(e,z) : d'(fu(x), f(z)) <e Yn > N(e,z).

Die Funktionenfolge (fy,)nen konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion f,
in Zeichen f,, = f falls

Ve >0 AN(e) : d'(fn(x), f(z)) <& Vn> N(g) Vz € X.

Bemerkung E.3
Trivialerweise gilt:

Con(X) selbst wird sich im Folgenden als nicht vollstdndig herausstellen,
allerdings kann man eingrenzen, wie Grenzfunktionen von Cauchyfolgen von
Kontraktionen in einem gréfleren, vollstdndigen Raum aussehen wiirden:

Hilfssatz E.4
Sei (X, d) metrischer Raum. Es bezeichne

n—1

Con(X), ={S € Con(X) : Lip(S) < }

mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Weiters bezeichne

Con(X) = {S stetig : Lip(S) < 1}

ebenfalls mit der Topologie der punktweisen Konvergenz.
Dann sind die Rdume Con(X),, und Con(X) vollstindig.

Beweis: Sei (Sy,)nen eine Folge in Con(X),, mit S, — f in X*X. Dann ist
zu zeigen, f € Con(X),:

d(f(x), fly)) = lim (Su(2), Sa(y)) < lim Lip(Sn)d(z,y)
n—1

< supLip(Sy)d(z,y) < d(z,y)

Die erste Gleichheit gilt wegen der Stetigkeit der Metrik.
Ganz analog verlduft die Argumentation fiir Folgen in Con(X).
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Bemerkung E.4

Con(X) ist nicht abgeschlossen, da fiir Folgen in Con(X) sup,, Lip(Sy,) = 1
im obrigen Beweis gelten kann. Fiir die ,,Grenzfunktion“ f also Lip(f) =1
und damit f ¢ Con(X) gelten konnte. Diese Funktionen mit Lipschitzkon-
stante 1 sind die einzigen moglichen Grenzwerte fiir Cauchyfolgen aulerhalb
von Con(X).

Als néchstes soll die Frage beantwortet werden, warum man Con(X)
eigentlich mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versieht und nicht
zum Beispiel die Topologie der gleichméfiigen Konvergenz, die bekanntlich
»,schonere” Eigenschaften liefert, verwendet:

Satz E.5
Sei (X,d) kompakter metrischer Raum. Sei (Sp)nen eine Folge in Con(X)
und f € Con(X), dann gilt:

[Sn — f] &= [Sn = []

Beweis: Die Richtung <= ist trivial.

Fiir = sei ¢ > 0 und wéhle 9§, sodass ¢ — 26 > 0.

Uberdecke nun X mit Kugeln Kj(z). Wegen der Kompaktheit von X gibt
es eine endliche Indexmenge I, sodass die Kugeln Kj(y),y € I bereits X
iiberdecken. Es bezeichne

N(e) = max{N (s —24,y)}
yel
wobei N (g, x) wie in der Definition der punktweisen Konvergenz zu verstehen
ist.
Sei nun = € X beliebig, dann gibt es ein y € I mit d(x,y) < 0 und es gilt
Vn > N(e) wegen der Dreiecksungleichung und da sowohl S, als auch f
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < 1 sind:

d(Sn(x), f(x)) < d(Sn(), Sn(y)) + d(Sn(@), f(2)) + d(f(2), [(y)) <e.

v

g

<5 <e—26 <6
Damit gilt aber bereits die gleichméfige Konvergenz.

O

Folgerung E.6
Sei (X, d) kompakter metrischer Raum. Dann sind auf Con(X) die Topologie
der punktweisen Konvergenz und die Topologie der gleichmdfigen Konver-
genz dquivalent.
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Beweis: Folgt aus dem obrigen Satz, zusammen mit der Feststellung, dass
Cauchyfolgen in Con(X) nur gegen Funktionen in Con(X) konvergieren
konnen, wie im obrigen Hilfssatz gezeigt wurde.

g

Damit gestaltet sich die Frage nach der Metrisierbarkeit einfacher, denn
die Topologie der gleichméfiigen Konvergenz ist dquivalent zu der von der
Supremumsmetrik

d(f,g) = sup d(f(x), g(x))

rzeX

induzierten. Speziell wurde mit den obrigen Sétzen bereits die Vollstéandig-
keit und Metrisierbarkeit der Rdume Con,(X) gezeigt, jetzt sollen diese
sogar als polnische Rdume identifiziert werden:

Den Beweis fiir folgenden Satz findet man zum Beispiel bei Kuratowski
[17].

Satz E.7
FEs set X ein kompakter metrischer Raum und Y ein separabler metrischer
Raum, dann ist der Raum Y~ separabel.

Satz E.8
Sei (X,d) wie in Satz E.1.
Dann sind die Riume Con(X ), und Con(X) separabel.

Beweis: X ist separabel bzgl. Supremumsmetrik, damit gibt es eine abziihl-
bare Basis, damit haben die Teilrdume Con(X ), und Con(X) auch abz#hl-
bare Basis, konkret A N Con(X), fiir A € B und B eine abzdhlbare Basis
des XX,

g

Folgerung E.9
Die Riume Con(X),, sind polnische Riume, Con(X) ist Suslinraum.

Beweis: Con(X) lisst sich als abzihlbare Vereinigung von polnischen Réum-
en schreiben und ist damit Suslinraum.

Con(X) = U Con(X),
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Anhang F

Notation

d(.)-Durchmesser einer Menge

e(.,.)-Exzess

7(.,.)-Hausdorffabstand

K(X)-Raum aller nichtleeren kompakten Teilmengen von X.
a-Ein Wort oder eine Kette aus Buchstaben eines Alphabetes E.
ay-Der n-te Buchstabe eines Wortes a.

|a|-Die Lénge des Wortes a.

a x -0 wird an « angehéngt, diese bilden einen neues Wort bzw. Kette.
a|n-Das Wort, dass aus den ersten n Buchstaben von « besteht.
a < (-a geht B voran, also f||a| = a.

E™-Alle Worter der Lange n.

E*-Alle endlichen Worter.

E*°-Alle Ketten (unendliche Worter).

[a]-Alle Ketten, die mit der Zeichenfolge o beginnen.
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Min-Alle Minimaliiberdeckungen.

I' < H-H ist verfeinerung von I'.

Lip(.)-Die kleinste Lipschitzkonstante einer Abbildung.
Con(X)-Der Raum aller Kontraktionen von X nach X.

Q = Q(X, N) - Bezeichnet den Raum (Con(X)V)¥".

" = (%a)ack+- Ein Element aus 2, wobei S, = (So,...,Sn-1).

Qo = Alle .7 € Q mit limg oo []%_; Lip(Sajn) = 0.

K =K(5) = NyenUaegart Saj1 © - - 0 Sajg1(X)
¢.={ACX:6(A) <¢e}

U(A) ={(Ci)iz1: Ci € G- NUj»1 Ci 2 A}
A(A) = inf{h(3(C1)) : (Ci)iz1 € %(A)}
#°-Das s-dimensionale Hausdorffmas.

dimg(.) - Hausdorffdimension.

7(0) _ siehe Definition 2.23

dimy4 - Ahnlichkeitsdimension

0z - Diracmafl im Punkt x

IT| - Die Lénge des lingsten Wortes einer Uberdeckung



