
MSc Economics 

A Master’s Thesis submitted for the degree of 
“Master of Science” 

supervised by 

Games under Strategic Uncertainty

Klaus Ritzberger

Thomas Jungbauer

0426325

Vienna, 17 June 2011

 
 
Die approbierte Originalversion dieser Diplom-/Masterarbeit ist an der 
Hauptbibliothek der Technischen Universität Wien aufgestellt  
(http://www.ub.tuwien.ac.at). 
 
The approved original version of this diploma or master thesis is available at the 
main library of the Vienna University of Technology   
(http://www.ub.tuwien.ac.at/englweb/). 

 



Πρεφαχε ανδ Αχκνοωλεδγεµεντσ

Τηε �ρστ πρελιµιναρψ ιδεασ αβουτ τηε χοντεντ οφ τηε τηισ τηεσισ δατε βαχκ το σπρινγ

2010 ανδ ιν τηε στριχτ σενσε τηισ προϕεχτ ισ στιλλ ωορκ ιν προγρεσσ. Ιν τηε χουρσε οφ ιτσ

εϖολϖεµεντ νυµερουσ θυεστιονσ αροσε ανδ αρε πλαννεδ το βε τακεν χαρε οφ ιν α παπερ

οφ µψ Πη∆ τηεσισ. Ιν φαλλ 2010 α πρελιµιναρψ ϖερσιον, ινχορπορατινγ χοµµεντσ οφ µψ

συπερϖισορ Κλαυσ Ριτζβεργερ ανδ ηισ ιµπρεσσιϖε κνοωλεδγε οφ τηε ρελεϖαντ λιτερατυρε,

ωασ συβµιττεδ φορ συβµισσιον το Εχονοµιχ Τηεορψ(ΕΤ). Τηισ παπερ� ϑυνγβαυερ

Τηοµασ ανδ Ριτζβεργερ Κλαυσ: Στρατεγιχ Γαµεσ Βεψονδ Εξπεχτεδ Υτιλιτψ�ηασ βεεν

αχχεπτεδ ανδ ισ φορτηχοµινγ ιν ΕΤ. Τηε πρεσεντ Μαστερ�σ τηεσισ ισ τηε τηε χοντεµ−

ποραρψ εξτενσιον οφ τηισ παπερ ανδ ισ τηουγητ�ασ µεντιονεδ αβοϖε�το ρεπρεσεντ

τηε βασισ φορ φυτυρε ρεσεαρχη.

Ι αµ ϖερψ γρατεφυλ το µψ συπερϖισορ Κλαυσ Ριτζβεργερ, ωηο χοντινυουσλψ ενηανχεδ

µψ ιδεασ, τηαυγητ µε το ρεασον ριγορουσλψ ανδ ηασ βεεν ρεγυλαρλψ αϖαιλαβλε φορ

φρυιτφυλ δισχυσσιονσ. Ωηατ ισ µορε, Ι αµ τηανκφυλ το ηιµ ιντροδυχινγ µε ιντο τηε

ενϖιρονµεντ οφ σχιεντι�χ πυβλισηινγ. Φυρτηερµορε, Ι ωουλδ λικε το τηανκ Μιχηαελ

Γρεινεχκερ φορ στεαδψ χονστρυχτιϖε χριτιχισµ. Λαστ βυτ χερταινλψ νοτ λεαστ Ι οωε α λοτ

το µψ ωιφε Σψλωια ωηο βορε µψ νυµερουσ βυσψ νιγητσ ατ τηε ηοµεφροντ.
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Αβστραχτ. Ιµποσινγ πλαψερσ� αϖερσιον αγαινστ στρατεγιχ υνχερταιντψ,

τηε σπεχτρυµ βετωεεν ρισκ ανδ φυνδαµενταλ υνχερταιντψ αχχορδινγ το τηε

χλασσιχαλ Κνιγητιαν διστινχτιον ηασ βεεν µοτιϖατεδ βψ νυµερουσ εµπιριχαλ

�νδινγσ. Ηοωεϖερ, ωηεν ιτ χοµεσ το σολυτιον χονχεπτσ � υσυαλλψ ηεαϖιλψ

δραωινγ ον τηε στανδαρδ ϖον Νευµανν Μοργενστερν Εξπεχτεδ Υτιλιτψ(ΕΥ)

πρεφερενχε φυνχτιοναλ � τηε ρεχεντ παπερσ δεαλινγ ωιτη γαµεσ υνδερ αµβι−

γυιτψ ρελψ ον σιµπλε µοδι�χατιονσ οφ Ναση εθυιλιβριυµ (ΝΕ). Τηε πρεσεντ

παπερ αργυεσ τηατ τηισ ισ ατ οδδσ ωιτη τηε ισσυε υνδερ σχρυτινψ ασ τηε

τηουγητ εξπεριµεντ υνδερλψινγ ΝΕ εξπλιχιτλψ εξχλυδεσ αµβιγυιτψ φροµ τηε

φραµεωορκ δυε το τηε φαχτ τηατ ανψ στρατεγιχ υνχερταιντψ ηασ βεεν ρεσολϖεδ.

Ινστεαδ ιτ τακεσ α σετ−ϖαλυεδ σολυτιον χονχεπτ το χαπτυρε τηε εσσενχε οφ α

στρατεγιχ σιτυατιον φεατυρινγ αµβιγυιτψ αϖερσε πλαψερσ. Ιτ ισ σηοων τηατ

συχη α σολυτιον χονχεπτ, �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε,

εξιστσ φορ α χλασσ οφ γαµεσ σιγνι�χαντλψ ωιδερ τηαν τηοσε γαµεσ φορ ωηιχη

γενεραλιζατιονσ οφ Ναση εθυιλιβριυµ εξιστ. Ιν παρτιχυλαρ, τηισ σολυτιον χαν

δο ωιτηουτ τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ ηψποτηεσισ. Φορ τηισ πυρποσε, ιν αναλογψ

το τηε εξιστενχε προοφσ οφ ΝΕ υνδερ ΕΥ α µαξιµυµ τηεορεµ, τηατ ισ α

γενεραλιζατιον οφ Βεργε�σ τηεορεµ, ισ ιντροδυχεδ.

ϑΕΛ−Χλασσι�χατιον: Χ 6, Χ 72, Χ 79, ∆ 81;
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1. Τηεορετιχαλ Εµβεδδινγ

Τηισ παπερ δεαλσ ωιτη γαµεσ υνδερ ωηατ ισ λαβελεδ στρατεγιχ υνχερταιντψ. Ιφ ονε αιµσ

το πλαχε τηισ νοτιον ωιτηιν τηε ηιστορψ οφ εχονοµιχ τηουγητ, Κνιγητιαν υνχερταιντψ

(Κνιγητ 1921) σεεµσ το βε τηε µοστ αππροπριατε σταρτινγ ποιντ. Χονσιδερινγ τηε

χλασσιχαλ Κνιγητιαν διστινχτιον βετωεεν ρισκ ανδ φυνδαµενταλ υνχερταιντψ τηε νο−

τιον οφ στρατεγιχ υνχερταιντψ δεσχριβεσ α σιτυατιον λοχατεδ αµιδ τηοσε τωο εξτρεµεσ.

Ρισκ ισ υνδερστοοαδ ασ α σιτυατιον οφ α κνοων προβαβιλιτψ διστριβυτιον οϖερ α κνοων

σετ οφ ποσσιβλε ουτχοµεσ. Ασ οπποσεδ το µανψ Ποστ−Κεψνεσιαν ωριτερσ φυνδαµενταλ

υνχερταιντψ ισ ασσυµεδ το ρεφερ το α σιτυατιον ιν ωηιχη τηε προβαβιλιτψ διστριβυ−

τιον οϖερ α κνοων σετ οφ ουτχοµεσ ισ υνκνοων. Ηενχε, τηε σπεχτρυµ ιν βετωεεν ισ

χηαραχτεριζεδ βψ τηε δεγρεε οφ κνοωλεδγε οφ τηε υνδερλψινγ διστριβυτιον. Τηε µοστ

χοµµον χονχεπτ ιν τηε λιτερατυρε οφ στρατεγιχ υνχερταιντψ ισ ωηατ ηασ βεεν ναµεδ

∀�Αµβιγυιτψ∀� ιν τηε συβ�ελδ οφ δεχισιον τηεορψ. Οϖερ τηε λαστ φεω δεχαδεσ �νδινγσ

βοτη ιν γαµε ασ ωελλ ασ ιν δεχισιον τηεορψ ηαϖε δεϖελοπεδ ραπιδλψ. Νυµερουσ ουτ−

στανδινγ εχονοµιστσ ηαϖε χοντριβυτεδ ωιτη γρεατ συχχεσσ το τηε αµβιγυιτψ λιτερατυρε

ιν ορδερ το ρεπλψ το τηε φαµουσ θυεστιονσ ποσεδ βψ Αλλαισ (Αλλαισ 1953) ανδ Ελλσβεργ

(Ελλσβεργ 1961). Συβσεθυεντλψ, βοτη τηεορετιχαλ ανδ εµπιριχαλ �νδινγσ µοτιϖατεδ

τηε αξιοµατιοζατιον οφ αµβιγυιτψ−αϖερσε πρεφερενχεσ (σεε Θυιγγιν 1982; Γιλβοα ανδ

Σχηµειδλερ 1989; Σχηµειδλερ 1989, Σαριν ανδ Ωακκερ 1992 ανδ µανψ µορε).

Ασ α χονσεθυενχε τηεοριστσ βεγαν το τακε χαρε οφ ιντεγρατινγ δεχισιον τηεορετιχ

�νδινγσ ιντο τηε ριχη ενϖιρονµεντ οφ νον−χοοπερατιϖε γαµε τηεορψ. Ηοωεϖερ, ωηεν ιτ

χοµεσ το σολυτιον χονχεπτσ � υσυαλλψ ηεαϖιλψ δραωινγ ον τηε στανδαρδ ϖον Νευµανν

Μοργενστερν Εξπεχτεδ Υτιλιτψ (ΕΥ) πρεφερενχε φυνχτιοναλ � τηε µαιν παπερσ δεαλ−

ινγ ωιτη γαµεσ υνδερ αµβιγυιτψ ρελψ ον σιµπλε µοδι�χατιονσ οφ Ναση εθυιλιβριυµ

(ΝΕ). Τηε πρεσεντ παπερ αργυεσ τηατ τηισ ισ ατ οδδσ ωιτη τηε ισσυε υνδερ σχρυτινψ

ασ τηε τηουγητ εξπεριµεντ υνδερλψινγ ΝΕ εξπλιχιτλψ εξχλυδεσ αµβιγυιτψ φροµ τηε

φραµεωορκ υνδερ σχρυτινψ.
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2. Ιντροδυχτιον

2.1. Εξπεχτεδ Υτιλιτψ. Ηιστοριχαλλψ εξπεχτεδ υτιλιτψ ωασ α κεψ ϖεηιχλε το αδϖανχε

τηε αναλψσισ οφ στρατεγιχ ιντεραχτιον ιν γαµεσ ανδ, οφ χουρσε, ονε οφ τηε µαιν χοντρι−

βυτιονσ οφ γαµε τηεορψ το εχονοµιχσ ατ λαργε (ϖον Νευµανν ανδ Μοργενστερν 1944:

Σεχτιον 3). Ασ γαµε τηεορψ υνφολδεδ, εξπεχτεδ υτιλιτψ βεχαµε αν εσσεντιαλ στεπ ιν

µανψ οφ ιτσ χλασσιχαλ ρεσυλτσ. Αµονγ τηε βασιχ προποσιτιονσ οφ γαµε τηεορψ τηατ υσε

(ασπεχτσ οφ) εξπεχτεδ υτιλιτψ αρε τηε φολλοωινγ.

Ρεπρεσεντατιον οφ σιµυλτανεουσ µοϖεσ: Τραδιτιοναλλψ (σεε Κυην 1953; Σελ−

τεν 1975) σιµυλτανεουσ δεχισιονσ βψ σεϖεραλ πλαψερσ αρε ρεπρεσεντεδ ιν τηε εξτενσιϖε

φορµ βψ χασχαδινγ ινφορµατιον σετσ, ρατηερ τηαν βψ σεϖεραλ πλαψερσ δεχιδινγ ατ τηε

σαµε νοδε. Τηατ νοτ κνοωινγ ωηατ τηε πλαψερ βεφορε ηερ ηασ χηοσεν ισ τηε σαµε

φορ τηε δεχισιον µακερ, ασ δεχιδινγ σιµυλτανεουσλψ ωιτη ηερ πρεδεχεσσορ, τακεσ α

�χονσεθυεντιαλιστ� δεχισιον τηεορψ υνδερ ωηιχη α χοµπουνδ λοττερψ ισ ινδι⁄ερεντ το

τηε ασσοχιατεδ ρεδυχεδ λοττερψ. Εξπεχτεδ υτιλιτψ ισ συχη α δεχισιον τηεορψ.

Εξτενσιονσ οφ τηε παψο⁄ φυνχτιον: Ιν α νον−χοοπερατιϖε γαµε πρεφερενχεσ

αρε δε�νεδ οϖερ πλαψσ. (Ασσυµε τηρουγηουτ τηατ πρεφερενχεσ αρε ρεπρεσενταβλε βψ α

υτιλιτψ φυνχτιον.) Ψετ, µανψ γαµεσ ινχορπορατε χηανχε µοϖεσ. Τηερεφορε, εϖεν ιφ αλλ

πλαψερσ υσε πυρε στρατεγιεσ, τηοσε ρεσυλτ ιν α προβαβιλιτψ διστριβυτιον οϖερ πλαψσ�αν

�ουτχοµε.� Το εξτενδ τηε παψο⁄ φυνχτιον φροµ πλαψσ το προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ οϖερ

πλαψσ (ωηιχη αρε ασσοχιατεδ ωιτη παρτιχυλαρ πυρε στρατεγψ χοµβινατιονσ), εξπεχτεδ

υτιλιτψ ισ εµπλοψεδ. Λικεωισε, ωηεν µιξεδ ανδ/ορ βεηαϖιορ στρατεγιεσ αρε ιντροδυχεδ,

εξπεχτεδ υτιλιτψ προϖιδεσ τηε τοολ το εξτενδ τηε παψο⁄ φυνχτιον (φροµ πυρε στρατεγιεσ)

το τηεσε ρανδοµιζεδ στρατεγιεσ.

Ηαρσανψι− ανδ Σελτεν−φορµ: Τηατ α Βαψεσιαν γαµε χαν µοδελ ινχοµπλετε

ινφορµατιον, ϖια τηε Ηαρσανψι τρανσφορµατιον (Ηαρσανψι 1967−8), σο τηατ ειτηερ τηε

τψπεσ ορ τηε οριγιναλ πλαψερσ µαψ βε χονχειϖεδ ασ τηε δεχισιον µακερσ, φολλοωσ φροµ

αδδιτιϖε σεπαραβιλιτψ οφ εξπεχτεδ υτιλιτψ. Ωιτηουτ τηισ, ηοω ονε τψπε φεελσ αβουτ ηερ

αλτερνατιϖεσ µαψ δεπενδ ον ωηατ οτηερ τψπεσ (οφ τηε σαµε πλαψερ) δο.
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Κυην�σ τηεορεµ: Κυην (Κυην 1953) σηοωεδ τηατ µιξεδ ανδ βεηαϖιορ στρατε−

γιεσ αρε εθυιϖαλεντ ιφ ανδ ονλψ ιφ τηε εξτενσιϖε φορµ σατισ�εσ περφεχτ ρεχαλλ. Τηε προοφ

ρεθυιρεσ τηε χοµπυτατιον οφ χονδιτιοναλ προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ ανδ ωουλδ νοτ ωορκ

ιφ προβαβιλιτιεσ ωερε νοτ σεπαραβλε φροµ Βερνουλλι υτιλιτψ φυνχτιονσ.1 Φορ εξπεχτεδ

υτιλιτψ τηισ σεπαραβιλιτψ ηολδσ.

Κυην�σ λεµµα: Α κεψ στεπ ιν τηε προοφ οφ τηε εξιστενχε οφ α συβγαµε περφεχτ

Ναση εθυιλιβριυµ ιν �νιτε εξτενσιϖε φορµ γαµεσ ινϖολϖεσ σηοωινγ τηατ αν εθυιλιβριυµ

οφ α συβγαµε ανδ αν εθυιλιβριυµ οφ τηε τρυνχατιον2 χαν βε �γλυεδ τογετηερ� σο ασ το

φορµ αν εθυιλιβριυµ οφ τηε οϖεραλλ γαµε. Τηισ ωασ προϖεδ βψ Κυην (Κυην 1953: 208)

φορ γενεραλ �νιτε εξτενσιϖε φορµ γαµεσ, εϖεν τηουγη Κυην υσεδ ιτ ονλψ φορ περφεχτ

ινφορµατιον γαµεσ. Ηισ προοφ ρεθυιρεσ αδδιτιϖε σεπαραβιλιτψ οφ τηε παψο⁄ φυνχτιον

αχροσσ πλαψσ�ωηιχη εξπεχτεδ υτιλιτψ σατισ�εσ.

Ρανδοµιζεδ στρατεγιεσ ανδ βελιεφσ: Υνδερ εξπεχτεδ υτιλιτψ α µιξεδ στρατ−

εγψ φορ πλαψερ ι µαψ βε ιντερπρετεδ ασ α χοµµονλψ ηελδ βελιεφ βψ τηε οτηερ πλαψερσ

αβουτ ωηιχη πυρε στρατεγψ πλαψερ ι ωιλλ χηοοσε�αν ασσεσσµεντ οφ τηε στρατεγιχ υν−

χερταιντψ. Ιν τηισ ιντερπρετατιον τηε Ναση εθυιλιβριυµ προπερτψ δεµανδσ τηατ, γιϖεν

συχη αν ασσεσσµεντ φορ εαχη πλαψερ, νο πλαψερ ισ λεδ το ρεϖισε ηερ οων ασσεσσµεντ.

Φορµαλλψ ιτ δοεσ τηεν νοτ µαττερ ωηετηερ µιξεδ στρατεγιεσ αρε ϖιεωεδ ασ ασσεσσµεντσ

(βελιεφσ) ορ ωηετηερ πλαψερσ ιν φαχτ εµπλοψ ρανδοµ δεϖιχεσ το σελεχτ α πυρε στρατεγψ.

Ωιτηουτ εξπεχτεδ υτιλιτψ βελιεφσ ανδ µιξεδ στρατεγιεσ µαψ βε δι⁄ερεντ οβϕεχτσ.

Εξιστενχε οφ Ναση εθυιλιβριυµ: Τηισ ισ προβαβλψ τηε µοστ ιµπορταντ ιµ−

πλιχατιον οφ εξπεχτεδ υτιλιτψ. Ναση�σ (Ναση 1950) �ρστ προοφ οφ τηε εξιστενχε οφ αν

εθυιλιβριυµ ποιντ φορ �νιτε γαµεσ ρελιεσ ον Κακυτανι�σ �ξεδ ποιντ τηεορεµ. Τηε

λαττερ ρεθυιρεσ τηατ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε ισ υππερ ηεµι−χοντινυουσ ωιτη

νονεµπτψ, χλοσεδ, ανδ χονϖεξ ϖαλυεσ. Ανδ τηισ φολλοωσ φροµ εξπεχτεδ υτιλιτψ, βε−

χαυσε οφ τηε λινεαριτψ ιν προβαβιλιτιεσ. Ναση�σ (Ναση 1951) σεχονδ εξιστενχε προοφ,

1 Ιν φαχτ, αλρεαδψ γενεραλιζινγ Κυην�σ τηεορεµ βεψονδ �νιτε γαµεσ ραισεσ σεριουσ τεχηνιχαλ δι′χυλτιεσ; σεε Αυµανν,

1964.
2Τηε τρυνχατιον βψ α συβγαµε ισ τηε γαµε τηατ ρεσυλτσ ιφ α συβγαµε ισ ρεπλαχεδ βψ α τερµιναλ νοδε ατ ωηιχη τηε

παψο⁄σ φροµ (αν εθυιλιβριυµ οφ) τηε συβγαµε αχχρυε το τηε πλαψερσ.
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ωηιχη εµπλοψσ Βρουωερ�σ �ξεδ ποιντ τηεορεµ, υσεσ τηε σαµε προπερτψ οφ εξπεχτεδ

υτιλιτψ το εσταβλιση τηατ τηε Ναση µαππινγ ισ α σελφ−µαπ.

Αλλ τηεσε ποιντσ αρε οφ υτµοστ ιµπορτανχε το γαµε τηεορψ. Τηισ παπερ αδδρεσσεσ

τηε γενεραλ ισσυε ραισεδ βψ τηε λαστ ποιντ. Ιτ στυδιεσ ωηιχη σολυτιον χονχεπτ φορ

�νιτε νορµαλ φορµ γαµεσ ισ αππροπριατε ανδ εξιστσ φορ τηεοριεσ οφ δεχισιον υνδερ

υνχερταιντψ βεψονδ εξπεχτεδ υτιλιτψ.

Ρεασον το γο βεψονδ εξπεχτεδ υτιλιτψ ισ οφτεν φουνδ ιν εξπεριµεντσ (µοστ προµι−

νεντλψ Αλλαισ 1953, ανδ Ελλσβεργ 1961). Ιν παρτιχυλαρ γαµε εξπεριµεντσ ηαϖε µο−

τιϖατεδ α γροωινγ λιτερατυρε ον σολυτιον χονχεπτσ φορ γαµεσ πλαψεδ βψ αγεντσ ωιτη

νον−εξπεχτεδ υτιλιτψ πρεφερενχεσ (σεε ε.γ. Χραωφορδ 1990; ∆οω ανδ Ωερλανγ 1994; Λο

1996; Μαριναχχι 2000; Ρψαν 2002; Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ 2000, 2009, 2010; Κοζηαν

ανδ Ζαριχηνψι 2008; Γλψχοπαντισ ανδ Μυιρ 2008). Μανψ οφ τηεσε παπερσ µοδιφψ τηε

νοτιον οφ βελιεφσ, βυτ οτηερωισε στιχκ το σοµε ϖερσιον οφ Ναση εθυιλιβριυµ ασ τηε

σολυτιον χονχεπτ.

2.2. Εθυιλιβριυµ ανδ Αµβιγυιτψ. Ασ αν ιλλυστρατιϖε εξαµπλε χονσιδερ τηε χονχεπτ

οφ εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ ασ προποσεδ βψ Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ (Ειχηβεργερ

ανδ Κελσεψ 2009). Συχη αν εθυιλιβριυµ χονσιστσ οφ α χολλεχτιον οφ χαπαχιτιεσ, ονε φορ

εαχη πλαψερ, ωιτη νονεµπτψ συππορτσ,3 συχη τηατ φορ εαχη πλαψερ τηε συππορτ οφ ηερ

χαπαχιτψ ισ χονταινεδ ιν τηε προδυχτ οφ τηε οππονεντσ� πυρε βεστ ρεπλιεσ αγαινστ τηειρ

χαπαχιτιεσ. (Α χαπαχιτψ φορ πλαψερ ι ισ α νον−αδδιτιϖε µεασυρε ον τηε οππονεντσ� πυρε

στρατεγψ χοµβινατιονσ τηατ σερϖεσ το µοδελ ι�σ βελιεφσ.) Α πυρε στρατεγψ χοµβινατιον

σ συχη τηατ φορ εαχη πλαψερ ι τηε οππονεντσ� στρατεγιεσ σ�ι βελονγ το τηε συππορτ οφ

ι�σ χαπαχιτψ ισ χαλλεδ αν εθυιλιβριυµ στρατεγψ προ�λε.

Τηρεε οβσερϖατιονσ αβουτ τηισ αρε ωορτηωηιλε. Φιρστ, ωιτηουτ φυρτηερ ρεστριχτιονσ

ον τηε χαπαχιτιεσ εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ ισ σιµπλψ α χοαρσενινγ οφ Ναση εθυι−

λιβριυµ. Φορ, εϖερψ προβαβιλιτψ διστριβυτιον ισ α χαπαχιτψ. Ιν παρτιχυλαρ, γιϖεν α

3Τηε αππροπριατε δε�νιτιον οφ τηε συππορτ οφ α χαπαχιτψ ισ συβϕεχτ το α δεβατε; σεε ∆οω ανδ Ωερλανγ, 1994;

Μαριναχχι, 2000; Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ, 2009.
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(µιξεδ) Ναση εθυιλιβριυµ �, τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιον ινδυχεδ βψ τηε οππονεντσ�

στρατεγιεσ ��ι ισ α χαπαχιτψ φορ εαχη ι. Βψ τηε Ναση προπερτψ, τηε συππορτ οφ ��ι

(ωηιχη ισ υνιθυελψ δε�νεδ ιν τηισ χασε) ισ χονταινεδ ιν τηε προδυχτ οφ τηε οππονεντσ�

πυρε βεστ ρεπλιεσ, φορ αλλ ι. Τηερεφορε, � ισ αν εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ. Τηατ ισ,

ωιτηουτ χονστραιντσ ον χαπαχιτιεσ, αν εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ εξιστσ, ωηενεϖερ

Ναση εθυιλιβριυµ εξιστσ�βυτ ιτ µαψ νοτ ινϖολϖε ανψ �αµβιγυιτψ.� Ωηετηερ εθυι−

λιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ εξιστσ ιν χασεσ ωηερε Ναση εθυιλιβριυµ δοεσ νοτ, ηασ νοτ

βεεν στυδιεδ, ασ φαρ ασ κνοων.

Σεχονδ, ιν χοντραστ το Ναση εθυιλιβριυµ, αν εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ αλλοωσ

πλαψερσ ονλψ το υσε πυρε στρατεγιεσ. Χαπαχιτιεσ χαννοτ σερϖε ασ µοδελσ οφ δελιβερατε

ρανδοµιζατιον. Ασ α χονσεθυενχε, ιν α Ματχηινγ Πεννιεσ γαµε εϖερψ πυρε στρατεγψ

χοµβινατιον χουντσ ασ αν εθυιλιβριυµ στρατεγψ προ�λε. Τηερεφορε, εθυιλιβριυµ υνδερ

αµβιγυιτψ ισ εσσεντιαλλψ α σετ−ϖαλυεδ σολυτιον χονχεπτ. Τηιρδ, νοτ εϖερψ πυρε βεστ

ρεπλψ οφ α πλαψερ µαψ βε χονταινεδ ιν τηε συππορτσ οφ τηε οτηερ πλαψερσ� χαπαχιτιεσ.

Τηατ ισ, ιµπλιχιτλψ εθυιλιβριυµ υνδερ αµβιγυιτψ αλλοωσ φορ α χοορδινατιον οφ τηε

πλαψερσ� εξπεχτατιονσ, εϖεν τηουγη α χαπαχιτψ ισ µεαντ το χαπτυρε α πλαψερ�σ �λαχκ

οφ χον�δενχε� (Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ 2009: 17) ιν ηερ βελιεφσ. Τηε λαττερ ασπεχτ

ρεσεµβλεσ Ναση εθυιλιβριυµ, βυτ ισ ατ ϖαριανχε ωιτη τηε ιδεα τηατ πλαψερσ ηαϖε νοτ

ρεσολϖεδ αλλ στρατεγιχ υνχερταιντψ. Το σεε τηισ, λετ υσ ρεχονσιδερ τηε βασισ φορ Ναση

εθυιλιβριυµ.

Ιν τηε αυτηορ�σ ϖιεω Ναση εθυιλιβριυµ ισ βασεδ ον τηε φολλοωινγ τηουγητ εξπερ−

ιµεντ: Ασσυµε τηατ σοµεηοω τηε πλαψερσ ηαϖε �γυρεδ ουτ �τηε σολυτιον� οφ τηε

γαµε. Ωηατ χαν ωε�ασ ουτσιδε οβσερϖερσ�τηεν σαψ αβουτ τηε σολυτιον? Σινχε τηε

πλαψερσ ηαϖε αχηιεϖεδ α ρεσολυτιον οφ στρατεγιχ υνχερταιντψ τηατ ωε�ασ αναλψστσ�

χουλδ νοτ ηαϖε προϖιδεδ, ωε βεττερ αττριβυτε συπεριορ ιντελλεχτυαλ χαπαβιλιτιεσ το τηε

πλαψερσ.4 Φροµ τηατ ωε ηαϖε το χονχλυδε τηατ τηεψ αλλ κνοω τηε σολυτιον, χαν τρυστ

τηατ αλλ τηε πλαψερσ κνοω ιτ, ανδ κνοω τηατ τηεψ αλλ κνοω ιτ, ανδ σο ον. Ιν σηορτ,

4 Ιν τηειρ σεµιναλ χοντριβυτιον ϖον Νευµανν ανδ Μοργενστερν (1953, π. 177) συγγεστ το τηινκ οφ �πλαψερσ� ασ

µεν οφ γενιυσ, λικε Σηερλοχκ Ηολµεσ ανδ Προφεσσορ Μοριαρτψ.
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ωε µαψ τηινκ οφ τηε σολυτιον ασ χοµµονλψ κνοων αµονγ τηε πλαψερσ.5 Τηισ ιµπλιεσ

τωο προπερτιεσ: Φιρστ, ωε ηαϖε το εξπεχτ εαχη πλαψερ το πλαψ α βεστ ρεπλψ αγαινστ

τηε σολυτιον. Ανδ, σεχονδ, εαχη πλαψερ ωιλλ χονσιδερ ασ ποσσιβλε στρατεγψ χηοιχεσ φορ

ηερ οππονεντσ (ατ τηε σολυτιον) ονλψ βεστ ρεπλιεσ αγαινστ τηε σολυτιον. (Τηυσ, ωηεν

βελιεφσ αρε προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ, ονλψ βεστ ρεπλιεσ αγαινστ τηε σολυτιον χαν οβταιν

ποσιτιϖε προβαβιλιτψ.) Τηεσε τωο χονχλυσιονσ λεαδ διρεχτλψ το Ναση εθυιλιβριυµ�ατ

λεαστ ωηεν τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ ηψποτηεσισ ηολδσ.

Αδµιττεδλψ, τηε ηεροιχ ασσυµπτιον υνδερλψινγ τηισ τηουγητ εξπεριµεντ µαψ ωελλ

βε ϖιολατεδ ιν λαβορατορψ εξπεριµεντσ. Τηισ µαψ βε ρεασον το εξπεχτ τηατ ιν τηε

λαβορατορψ πλαψερσ ηολδσ δι⁄ερεντ τψπεσ οφ βελιεφσ, σαψ, χαπαχιτιεσ (νον−αδδιτιϖε µεα−

συρεσ) ινστεαδ οφ προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ. Ανδ ινδεεδ τηατ ισ τηε αππροαχη τακεν

βψ α προµινεντ παρτ οφ τηε λιτερατυρε. Βυτ ιφ τηε ινιτιαλ ασσυµπτιον ισ ϖιολατεδ, ηοω

δο ωε αρριϖε ατ α σολυτιον χονχεπτ τηατ ρεσεµβλεσ Ναση εθυιλιβριυµ, εξχεπτ φορ τηε

νοτιον οφ βελιεφσ? Χαν Ναση εθυιλιβριυµ βε �αµβιγυουσ,� ορ χαν (α γενεραλιζατιον

οφ) Ναση εθυιλιβριυµ µοδελ �... πλαψερσ τηατ αρε ονλψ το σοµε δεγρεε χον�δεντ αβουτ

τηειρ βελιεφσ ρεγαρδινγ τηε οτηερ πλαψερσ� βεηαϖιουρ� (Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ 2000:

189)?

Ιφ πλαψερσ ηαϖε δονε βεττερ τηαν ωε διδ ιν �γυρινγ ουτ τηε σολυτιον, ιτ ισ ηαρδ

το σεε ωηψ τηεψ σηουλδ �λαχκ χον�δενχε� ορ �φεελ αµβιγυιτψ.� Το υνδερστανδ ωηατ

ωε χαν σαψ αβουτ α σολυτιον ιντο ωηιχη τηε πλαψερσ µαψ λαχκ χον�δενχε, ωε νεεδ το

µοδιφψ τηε ινιτιαλ ασσυµπτιον οφ τηε τηουγητ εξπεριµεντ. Ψετ, δοινγ σο τοο ραδιχαλλψ

ονλψ γιϖεσ ανοτηερ κνοων σολυτιον χονχεπτ (ατ λεαστ υνδερ εξπεχτεδ υτιλιτψ): Ιφ

πλαψερσ ηαϖε �γυρεδ ουτ νοτηινγ ατ αλλ, ωε σηουλδ εξπεχτ τηεµ το πλαψ ρατιοναλιζαβλε

στρατεγιεσ (Βερνηειµ 1984; Πεαρχε 1984). Ιφ τηισ ισ ρεγαρδεδ ασ τοο αγνοστιχ, ωε

νεεδ το αλλοω φορ σοµε χοορδινατιον οφ τηε πλαψερσ� εξπεχτατιονσ, βυτ περηαπσ νοτ

φυλλ χοορδινατιον.
5Ρεγαρδινγ πρεφερενχεσ ανδ ρατιοναλιτψ τηε ωεακερ χονδιτιον οφ µυτυαλ κνοωλεδγε συ′χεσ, ωηεν τηε ασσεσσµεντ

ισ χοµµονλψ κνοων ανδ πλαψερσ ηολδ α χοµµον πριορ; σεε Αυµανν ανδ Βρανδενβυργερ, 1995. Ιφ πρεφερενχεσ αρε

χοµµονλψ κνοων, τηε χοµµον πριορ ασσυµπτιον χαν βε δισπενσεδ ωιτη; σεε Πολακ, 1999.
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Σο, ασσυµε τηατ πλαψερσ ηαϖε ��γυρεδ ουτ σοµετηινγ,� βυτ νοτ α σινγλε στρατεγψ

χοµβινατιον τηατ χαν βε ρεγαρδεδ ασ �τηε σολυτιον.� Ιν παρτιχυλαρ, συπποσε πλαψερσ

ηαϖε φουνδ τηατ τηεψ ωιλλ χηοοσε στρατεγιεσ ιν α παρτιχυλαρ σετ οφ στρατεγιεσ, ωηιχη

µαψ νοτ βε α σινγλετον σετ ιφ σοµε �λαχκ οφ χον�δενχε� ισ το βε µαινταινεδ ιν ορδερ

το µιµιχ τηε λαβορατορψ. Ωηατ χαν ωε τηεν σαψ αβουτ τηισ �σετ−ϖαλυεδ� σολυτιον?

Ιφ φορ σοµε πλαψερ ι τηερε ισ α στρατεγψ ιν τηε χανδιδατε σετ τηατ ισ νοτ α βεστ ρεπλψ

το ανψ ονε οφ τηε οππονεντσ� στρατεγιεσ ιν τηε σετ, τηεν πλαψερ ι ωιλλ νοτ υσε τηισ

παρτιχυλαρ στρατεγψ. Ιτ δοεσ νοτ τακε µυχη χον�δενχε ον τηε παρτ οφ τηε οτηερσ το

υνδερστανδ τηισ ανδ δεδυχε τηατ συχη α στρατεγψ φορ ι χαννοτ ηαϖε βεεν αν ελεµεντ

οφ τηε χανδιδατε σετ ιν τηε �ρστ πλαχε. Τηερεφορε, ωε�ασ αναλψστσ�ηαϖε το χονχλυδε

τηατ εϖερψ ελεµεντ οφ τηε σετ υνδερ σχρυτινψ ηασ το βε α βεστ ρεπλψ αγαινστ σοµε

ελεµεντ ιν τηε σετ. Τηισ ισ τηε σαµε ινχλυσιον ασ ωιτη Ναση εθυιλιβριυµ. Βυτ τηε

λαχκ οφ φυλλ χοορδινατιον συγγεστσ α χονϖερσε. Ιφ σοµε στρατεγψ σ ισ ινδεεδ α βεστ ρεπλψ

αγαινστ σοµε στρατεγψ ιν τηε σετ, τηεν τηε δεσιρε το µοδελ α �λαχκ οφ χον�δενχε�

δεµανδσ τηατ σ ισ ινχλυδεδ ιν τηε σολυτιον σετ. Ιν φαχτ, γιϖεν α σετ οφ στρατεγψ

χοµβινατιονσ, α πλαψερ χαν ονλψ τρυστ τηατ α παρτιχυλαρ στρατεγψ ωιλλ νοτ βε υσεδ, ιφ

ιτ ισ νοτ α βεστ ρεπλψ αγαινστ ανψ ελεµεντ ιν τηε σετ.

Υνδερ εξπεχτεδ υτιλιτψ τηεσε χονσιδερατιονσ λεαδ το τηε χονχεπτ οφ µινιµαλ στρατ−

εγψ συβσετσ χλοσεδ υνδερ ρατιοναλ βεηαϖιορ (ΧΥΡΒ σετσ; σεε Βασυ ανδ Ωειβυλλ 1991),

ανδ νοτ το Ναση εθυιλιβριυµ. Υνλικε τηε λαττερ, ΧΥΡΒ σετσ δο νοτ εντιρελψ ελιµινατε

αλλ στρατεγιχ υνχερταιντψ ανδ αρε, τηερεφορε, βεττερ συιτεδ το χαπτυρε ωηατ µαψ ηαπ−

πεν ιν τηε λαβορατορψ. Βυτ τηεψ αρε α ϖερψ δι⁄ερεντ σολυτιον χονχεπτ ασ χοµπαρεδ

το Ναση εθυιλιβριυµ, βεχαυσε τηεψ αρε βασεδ ον τηε ρεϖερσε ινχλυσιον: Α ΧΥΡΒ σετ

χονταινσ αλλ βεστ ρεπλιεσ αγαινστ ιτσελφ; α Ναση εθυιλιβριυµ ισ α βεστ ρεπλψ αγαινστ

ιτσελφ, βυτ σελδοµ τηε ονλψ ονε. Βυτ τηε φορµερ ινχλυσιον αππεαρσ µανδατορψ, υνλεσσ

ιτ ισ χοµµον κνοωλεδγε αµονγ τηε πλαψερσ τηατ α παρτιχυλαρ στρατεγψ χοµβινατιον

ωιλλ βε πλαψεδ.

Τηερε ισ α σενσε ιν ωηιχη σετ−ϖαλυεδ σολυτιον χονχεπτσ, λικε ΧΥΡΒ σετσ, χονφορµ
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το τηε σπιριτ οφ τηε λιτερατυρε ον �αµβιγυουσ εθυιλιβριυµ.� Ιν παρτιχυλαρ, τηισ λιτερα−

τυρε τρεατσ ανψ πυρε στρατεγψ ιν τηε συππορτ οφ εθυιλιβριυµ βελιεφσ ασ αν �εθυιλιβριυµ

στρατεγψ,� βεχαυσε πλαψερσ χηοοσε ονλψ πυρε στρατεγιεσ (εξχεπτιονσ αρε Λο 1996, ανδ

Γροεσ ετ αλ. 1998). Τηερεφορε, χονχεπτσ λικε �εθυιλιβριυµ υνδερ υνχερταιντψ� (Ειχη−

βεργερ ανδ Κελσεψ 2000: 192) αρε αλσο σετ−ϖαλυεδ σολυτιον χονχεπτσ. Ανδ τηισ ισ

νατυραλ ιφ σοµε στρατεγιχ υνχερταιντψ ρεµαινσ. Φορ, ιφ εαχη πλαψερ χαν ονλψ βε εξ−

πεχτεδ το χηοοσε ονε παρτιχυλαρ στρατεγψ, τηεν ωε αρε βαχκ το χοµµον κνοωλεδγε

οφ τηε σολυτιον ανδ τηερε ισ νο ροοµ φορ �αµβιγυιτψ.� Τηατ ισ, ανψ σολυτιον χονχεπτ

τηατ χαν χαπτυρε τηε λαβορατορψ ωιλλ βε α σετ−ϖαλυεδ χονχεπτ, λικε ΧΥΡΒ σετσ.

Τηε δραωβαχκ οφ ΧΥΡΒ σετσ ισ τηατ τηεψ δεπενδ ον τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ ηψποτη−

εσισ. Βελιεφσ αρε µοδελλεδ ασ (ινδεπενδεντ) προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ ον τηε οππο−

νεντσ� στρατεγψ χοµβινατιονσ. Μορεοϖερ, ωιτηουτ α µινιµαλιτψ ρεθυιρεµεντ ΧΥΡΒ

σετσ χαν βε τοο λαργε. Φορ ινστανχε, τηε σετ οφ αλλ στρατεγψ χοµβινατιονσ ισ αλωαψσ

α ΧΥΡΒ σετ (τηουγη οφτεν νοτ µινιµαλ). Τηε λαττερ συγγεστσ τηατ ωε σηουλδ ινσιστ

ον τηε εξχλυσιον οφ στρατεγιεσ τηατ αρε νεϖερ βεστ ρεπλιεσ αγαινστ τηε σολυτιον σετ.

Στριππινγ αωαψ αλσο τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ ηψποτηεσισ τηεν λεαϖεσ α νατυραλ γενεραλιζα−

τιον οφ στριχτ εθυιλιβριυµ: �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε (Ριτζβεργερ

1996). Τηοσε αρε σετσ οφ στρατεγψ χοµβινατιονσ τηατ σατισφψ τωο προπερτιεσ: (α) εϖερψ

ελεµεντ οφ τηε σετ ισ α βεστ ρεπλψ αγαινστ σοµε ελεµεντ ιν τηε σετ, ανδ (β) εϖερψ βεστ

ρεπλψ αγαινστ σοµε ελεµεντ ιν τηε σετ βελονγσ το τηε σετ. Τηατ ισ, �ξεδ σετσ σατισφψ

βοτη τηε Ναση ινχλυσιον ανδ τηε ΧΥΡΒ ινχλυσιον.

Α κεψ αδϖανταγε οφ �ξεδ σετσ ισ τηειρ ροβυστνεσσ το τηε υνδερλψινγ δεχισιον τηεορψ.

Ασ λονγ ασ τηε πλαψερσ� (ωεακ) πρεφερενχε ρελατιονσ οϖερ πυρε στρατεγψ χοµβινατιονσ

αρε χοµπλετε, ρε�εξιϖε, ανδ τρανσιτιϖε, �ξεδ σετσ ιν πυρε στρατεγιεσ εξιστ φορ αλλ �νιτε

γαµεσ, ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε δεχισιον τηεορψ υνδερ υνχερταιντψ. Τηισ ισ α τριϖιαλ ιµπλι−

χατιον οφ �νιτελψ µανψ στρατεγιεσ. Βυτ εϖεν ιν µιξεδ στρατεγιεσ τηε ρεθυιρεµεντσ φορ

εξιστενχε αρε σιγνι�χαντλψ ωεακερ τηαν φορ οτηερ σολυτιον χονχεπτσ.

Τηισ παπερ σηοωσ τηατ τηε εξιστενχε οφ �ξεδ σετσ ιν µιξεδ στρατεγιεσ ονλψ τακεσ
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ϖερψ ωεακ χοντινυιτψ ασσυµπτιονσ ον τηε υτιλιτψ φυνχτιονσ ρεπρεσεντινγ πρεφερενχεσ

οϖερ υνχερταιν προσπεχτσ. Μορε πρεχισελψ, υππερ σεµι−χοντινυιτψ οφ τηε διρεχτ υτιλιτψ

φυνχτιον ανδ λοωερ σεµι−χοντινυιτψ οφ τηε ϖαλυε φυνχτιον (ορ ινδιρεχτ υτιλιτψ φυνχτιον)

αρε συ′χιεντ το δεδυχε τηε εξιστενχε οφ α �ξεδ σετ ιν µιξεδ στρατεγιεσ. Ιν φαχτ, τηεσε

τωο χονδιτιονσ αρε αλσο νεχεσσαρψ ιν τηε σενσε τηατ ιφ (ατ λεαστ) ονε ισ ϖιολατεδ, τηεν

χουντερεξαµπλεσ χαν βε χονστρυχτεδ.

Τηε πλαν οφ τηε παπερ ισ ασ φολλοωσ. Τηε αιµ οφ τηε �ρστ σεχτιον ισ το εµβεδ τηε

πρεσεντ παπερ ωιτηιν τηε ηιστορψ οφ εχονοµιχ τηουγητ. Συβσεθυεντλψ, τηε ιντροδυχ−

τιον προϖιδεσ µοτιϖατιον φορ τηε ισσυε δεαλτ ωιτη ανδ αργυεσ τηατ Ναση εθυιλιβριυµ

ασ ωελλ ασ ρελατεδ σολυτιον χονχεπτσ αρε ιναππροπριατε το χαπτυρε τηε εσσενχε οφ

αµβιγυιτψ−αϖερσιον ιν στρατεγιχ γαµεσ. Σεχτιον 3 στατεσ δε�νιτιονσ ανδ νοτατιον.

Σεχτιον 4 χονταινσ τηρεε εξαµπλεσ φορ ϖιολατιονσ οφ τηε τηρεε ηψποτηεσεσ υνδερλψινγ

τηε εξιστενχε προοφ οφ Ναση εθυιλιβριυµ: χονϖεξ−ϖαλυεδνεσσ, νονεµπτψ−ϖαλυεδνεσσ,

ανδ υππερ ηεµι−χοντινυιτψ. Σεχτιον 5 στατεσ α γενεραλιζεδ µαξιµυµ τηεορεµ ωηιχη

ισ τηεν εµπλοψεδ ιν Σεχτιον 6 το χηαραχτεριζε ωηεν (µιξεδ) �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε εξιστ. Σεχτιον 7 αναλψζεσ ωηετηερ µιξτυρε χοντινυιτψ � α ρε−

στριχτιον ον πρεφερενχεσ ηεαϖιλψ υσεδ ιν µοδερν δεχισιον τηεορψ (σεε ε. γ. Σχηµειδλερ

1989, Μαχηινα ανδ Σχηµειδλερ 1992) � συ′χεσ το φυλ�λλ τηε προπερτιεσ χηαραχτεριζεδ

ιν σεχτιον 6. Σεχτιον 8 συµµαριζεσ.

3. Πρελιµιναριεσ

3.1. Γαµεσ. Α �νιτε ν−πλαψερ (ν � 1) γαµε � = (Σ; υ) χονσιστσ οφ τηε προδυχτ

Σ = �νι=1Σι οφ τηε πλαψερσ� (�νιτε) στρατεγψ σπαχεσ Σι ανδ α παψο⁄ φυνχτιον υ =

(υ1; :::; υν) : Σ ! Ρ
ν τηατ ρεπρεσεντσ τηε πλαψερσ� πρεφερενχεσ οϖερ πυρε στρατεγψ

χοµβινατιονσ σ 2 Σ. Ιτ ισ ασσυµεδ τηρουγηουτ τηατ πυρε στρατεγιεσ δο νοτ ινϖολϖε

ανψ υνχερταιντψ; ονλψ µιξεδ στρατεγιεσ δο. Τηε γαµε�σµιξεδ εξτενσιον ισ τηε ιν�νιτε

ν−πλαψερ γαµε ∼� = (�; Υ) ωηερε � = �νι=1�ι ισ τηε προδυχτ οφ τηε πλαψερσ� µιξεδ

στρατεγψ σετσ �ι =
�

�ι : Σι ! Ρ+

�

�

Π

σι2Σι
�ι (σι) = 1

	

ανδ Υ = (Υ1; :::; Υν) : � !

Ρ
ν ρεπρεσεντσ τηε πλαψερσ� πρεφερενχεσ οϖερ τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ ινδυχεδ βψ
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µιξεδ στρατεγψ χοµβινατιονσ � 2 �. Α µιξεδ στρατεγψ χοµβινατιον � 2 � ινδυχεσ

τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιον π : Σ ! Ρ+ ον πυρε στρατεγψ χοµβινατιονσ ιφ

π (σ) = π (σ1; :::; σν) =
ν
Ψ

ι=1

�ι (σι) φορ αλλ σ 2 Σ.

Τηε παψο⁄ φυνχτιον Υ φορ τηε µιξεδ εξτενσιον ηασ τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ (ΕΥ) φορµ ιφ

Υι (�) =
Ξ

σ2Σ

π� (σ) υι (σ) (ΕΥ)

φορ αλλ ι = 1; :::; ν, ωηερε π� : Σ ! Ρ+ δενοτεσ τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιον ον Σ

ινδυχεδ βψ � 2 �.

Ωηεν πλαψερσ υσε µιξεδ στρατεγιεσ, τηερε ισ λιττλε ποιντ ιν µοδελλινγ βελιεφσ ασ,

σαψ, χαπαχιτιεσ ρατηερ τηαν προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ. Αφτερ αλλ, ιφ πλαψερσ υσε ρανδοµ−

ιζατιον δεϖιχεσ τηεψ βεττερ υνδερστανδ τηε λαωσ τηατ γοϖερν προβαβιλιτψ. Τηερεφορε,

ιτ ισ ιµπλιχιτλψ ασσυµεδ τηατ πλαψερσ αρε προβαβιλιστιχαλλψ σοπηιστιχατεδ ιν τηε σενσε

οφ Μαχηινα ανδ Σχηµειδλερ (Μαχηινα ανδ Σχηµειδλερ 1992). Τηισ ασσυµπτιον ηασ

νο ιµπλιχατιονσ φορ τηε παρτιχυλαρ φορµ οφ Υ , τηουγη.

Ιν παρτιχυλαρ, σινχε τηε ποιντ ισ το στυδψ δεϖιατιονσ φροµ ΕΥ, τηε φορµ (ΕΥ) ισ

νοτ ασσυµεδ. Ινστεαδ αρβιτραρψ φυνχτιονσ ον � αρε αλλοωεδ. Ιφ πυρε στρατεγψ παψο⁄σ

υ : Σ ! Ρ
ν αρε γιϖεν, ονε µαψ ωαντ το ιµποσε τηατ π� (σ) = 1 ιµπλιεσ Υ (�) = υ (σ)

φορ αλλ � 2 � ανδ αλλ σ 2 Σ, ωηερε π� αγαιν δενοτεσ τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιον

ινδυχεδ βψ � 2 �. Βυτ τηισ ισ νοτ α σεριουσ χονστραιντ, ασ υ (σ) χαν βε ϖιεωεδ ασ

τηε ϖαλυε οφ Υ ατ τηε ϖερτεξ οφ � τηατ χορρεσπονδσ το σ 2 Σ.

Εϖεν τηουγη νο ρεστριχτιονσ αρε πλαχεδ ον Υ ιν τηε αβστραχτ, µοστ εξαµπλεσ ιν τηισ

παπερ σατισφψ µορε δισχιπλινε: Τηεψ αρε Χηοθυετ ιντεγραλσ ωιτη ρεσπεχτ το α χαπαχιτψ

δεριϖεδ βψ αππλψινγ α µονοτονε ινχρεασινγ τρανσφορµατιον το τηε προβαβιλιτιεσ π� (σ)

οφ πυρε στρατεγψ χοµβινατιονσ σ 2 Σ. Τηισ ισ βεχαυσε Χηοθυετ ιντεγραλσ ηαϖε τυρνεδ

ουτ το βε τηε µοστ ποπυλαρ γενεραλιζατιον οφ ΕΥ (σεε ε.γ. Θυιγγιν 1982; Σχηµειδλερ

1989; Γιλβοα ανδ Σχηµειδλερ 1989; Σαριν ανδ Ωακκερ 1992), ιν παρτιχυλαρ ωηεν

αππλιεδ το στρατεγιχ γαµεσ (σεε ε.γ. ∆οω ανδ Ωερλανγ 1994; Λο 1996; Ριτζβεργερ

1996; Μαριναχχι 2000; Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ 2000, 2009, 2010).
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Τηε µαιν ρεσυλτ ωιλλ χονχερν α φαρ λαργερ χλασσ οφ υτιλιτψ φυνχτιονσ, τηουγη. Ιτ ωιλλ

γιϖε α χηαραχτεριζατιον οφ α χλασσ οφ φυνχτιονσ φορ ωηιχη �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε εξιστ, ιν τερµσ οφ ωεακ χοντινυιτψ προπερτιεσ. Φορ τηε µοµεντ

δενοτε βψ Υ τηε σετ οφ αλλ φυνχτιονσ Υ : �! Ρ
ν.

3.2. Σολυτιον Χονχεπτσ. Φορ εαχη πλαψερ ι = 1; :::; ν τηε πυρε βεστ ρεπλψ χορρε−

σπονδενχε �ι : Σ � Σι ισ δε�νεδ βψ �ι (σ) = αργµαξζι2Σι υι (σ�ι; ζι) φορ αλλ σ 2

Σ ανδ τηε µιξεδ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε ∼�ι : � ! �ι [ φ?γ βψ ∼�ι (�) =

αργµαξζι2�ι Υι (��ι; ζι) φορ αλλ � 2 �, ωηερε σ�ι = (σ1; :::; σι�1; σι+1; :::; σν) 2 Σ�ι =

�ϕ 6=ιΣϕ ανδ ��ι 2 ��ι = �ϕ 6=ι�ϕ ισ αναλογουσ. Τηε προδυχτσ αρε � = �
ν
ι=1�ι : Σ ! Σ

ανδ ∼� = �νι=1
∼�ι : � ! �. Εξτενδ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχεσ το σετσ Τ � Σ

ρεσπ. � � � οφ στρατεγψ χοµβινατιονσ βψ � (Τ ) = [σ2Τ� (σ) ρεσπ. ∼� (�) = [�2�∼� (�).

Α πυρε Ναση εθυιλιβριυµ ισ αν πυρε στρατεγψ χοµβινατιον σ 2 Σ συχη τηατ σ 2

� (σ). Α µιξεδ Ναση εθυιλιβριυµ ισ α µιξεδ στρατεγψ χοµβινατιον � 2 � συχη τηατ

� 2 ∼� (�). Α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ ισ α στρατεγψ χοµβινατιον � 2 � συχη τηατ

φ�γ = ∼� (�). Υνδερ ΕΥ α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ ισ αλωαψσ α πυρε Ναση εθυιλιβριυµ.

Ωιτηουτ ΕΥ τηισ νεεδ νοτ βε τρυε. Νοτε τηατ ιν γενεραλ τηε δε�νινγ ινχλυσιον οφ

Ναση εθυιλιβριυµ, φ�γ � ∼� (�), µαψ βε προπερ. Τηισ ισ τηε ηαλλµαρκ οφ Ναση

εθυιλιβριυµ, σινχε ιτ µοδελσ τηε ρεσολυτιον οφ στρατεγιχ υνχερταιντψ τηατ πλαψερσ ηαϖε

αχηιεϖεδ. Ιφ α �λαχκ οφ χον�δενχε� ισ το βε µοδελλεδ, τηεν τηε ΧΥΡΒ ινχλυσιον, ασ

αδδεδ ιν στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ, ∼� (�) � φ�γ, νεεδσ το βε σατισ�εδ, τοο.

Α σετ−ϖαλυεδ γενεραλιζατιον οφ τηε ιδεα οφ α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ ισ τηε φολλοωινγ

χονχεπτ (Ριτζβεργερ 1996): Α πυρε �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε

ισ α σετ Τ � Σ συχη τηατ Τ = � (Τ ). Α µιξεδ �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ

χορρεσπονδενχε ισ α σετ � � � συχη τηατ � = ∼� (�). Α �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε ισ µινιµαλ ιφ ιτ δοεσ νοτ προπερλψ χονταιν ανοτηερ �ξεδ σετ

υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε. Χλεαρλψ, ιφ α �ξεδ σετ ισ α σινγλετον, τηεν ιτ ισ

(µινιµαλ ανδ) α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ. Χονϖερσελψ, α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ ισ

αλωαψσ α µινιµαλ �ξεδ σετ.
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4. Τηρεε Εξαµπλεσ

Τηε χονδιτιονσ φορ τηε εξιστενχε οφ Ναση εθυιλιβριυµ αρε�ιν τηε λαργε χλασσ οφ γαµεσ

χονσιδερεδ ηερε�ρατηερ ρεστριχτιϖε. Τηισ ισ ιλλυστρατεδ ιν τηε πρεσεντ σεχτιον βψ

γιϖινγ τηρεε εξαµπλεσ. Ιν εαχη οφ τηεσε εξαµπλεσ ονε οφ τηε ηψποτηεσεσ οφ Κακυτανι�σ

�ξεδ ποιντ τηεορεµ (χονϖεξ ϖαλυεσ, νονεµπτψ ϖαλυεσ, ανδ υππερ ηεµι−χοντινυιτψ)

ισ ϖιολατεδ. Τηεψ αρε πηρασεδ ασ βελιεφσ µοδελλεδ βψ χαπαχιτιεσ, βυτ τηεψ χουλδ αλσο

βε πρεσεντεδ ιν τερµσ οφ ρανκ−δεπενδεντ εξπεχτεδ υτιλιτψ, ασ προποσεδ βψ Θυιγγιν

(Θυιγγιν 1982).

Εξαµπλε 1. Χονσιδερ τηε 2−πλαψερ γαµε βελοω, ωηερε τηε υππερ λεφτ εντρψ ισ πλαψερ

1�σ παψο⁄ ανδ τηε λοωερ ριγητ 2�σ.

σ12 σ22

σ11
0

1

2

0

σ21
3

2

1

3

Συπποσε τηατ πλαψερ 1�σ πρεφερενχεσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ τηε Χηοθυετ ιντεγραλ ωιτη

ρεσπεχτ το τηε χαπαχιτψ � (Τ ) (�) =
�
Π

σ2Τ π� (σ)
�2
φορ αλλ Τ � Σ, τηατ ισ,

Υ1 (�) = 3 � �
���

σ21; σ
1
2

�	�

+ 2 �
�

�
���

σ21; σ
1
2

�

;
�

σ11; σ
2
2

�	�

� �
���

σ21; σ
1
2

�	��

+1 �
�

�
���

σ21; σ
1
2

�

;
�

σ11; σ
2
2

�

;
�

σ21; σ
2
2

�	�

� �
���

σ21; σ
1
2

�

;
�

σ11; σ
2
2

�	��

= �
���

σ21; σ
1
2

�	�

+ �
���

σ21; σ
1
2

�

;
�

σ11; σ
2
2

�	�

+ �
���

σ21; σ
1
2

�

;
�

σ11; σ
2
2

�

;
�

σ21; σ
2
2

�	�

∆ενοτε �1 (σ
1
1) = ξ 2 [0; 1] ανδ �2 (σ

1
2) = ψ 2 [0; 1]. Τηεν πλαψερ 1�σ παψο⁄ φυνχτιον

µαψ βε ωριττεν ασ

Υ1 (�) = (1� ξ)2 ψ2 + (ξ+ ψ � 2ξψ)2 + (1� ξψ)2

= 1 + 2ψ2 � 6ξψ2 + ξ2
�

1� 4ψ + 6ψ2
�

Σινχε 1 � 4ψ + 6ψ2 > 0 φορ αλλ ψ 2 [0; 1], τηε παψο⁄ φυνχτιον ισ στριχτλψ χονϖεξ ιν ξ,

ηενχε, µαξιµα εξιστ ονλψ ατ τηε βουνδαρψ. Ατ ξ = 0 τηε παψο⁄ ισ 1 + 2ψ2 ανδ ατ
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ξ = 1 ιτ ισ 2 + 2ψ2 � 4ψ. Τηερεφορε, αγαινστ ψ 2 [0; 1=4] τηε βεστ ρεπλψ ισ ξ = 0 ανδ

αγαινστ ψ 2 [1=4; 1] τηε βεστ ρεπλψ ισ ξ = 1. Τακινγ πλαψερ 2 ασ αν ΕΥ µαξιµιζερ, τηε

γαµε ρεσεµβλεσ α Ματχηινγ Πεννιεσ γαµε, ωηερε τηε χονϖεξ ηυλλ οφ πλαψερ 1�σ τωο

βεστ ρεπλιεσ ατ ψ = 1=4 ισ µισσινγ. Χονσεθυεντλψ, τηερε εξιστσ νο Ναση εθυιλιβριυµ.

Στιλλ, Σ χονστιτυτεσ α πυρε �ξεδ σετ ανδ ινδεεδ αλσο α µιξεδ �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε.

Ιν Εξαµπλε 1 τηε τρυε προβαβιλιτιεσ π� αρε διστορτεδ βψ αππλψινγ α στριχτλψ χονϖεξ

(ινχρεασινγ) φυνχτιον. Ασ α χονσεθυενχε πλαψερ 1 δισλικεσ ρανδοµιζινγ ανδ ηερ βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε ισ νοτ χονϖεξ ϖαλυεδ. Τηε νεξτ εξαµπλε αδδσ α δισχοντινυιτψ

ανδ ιλλυστρατεσ τηε ποσσιβλε αβσενχε οφ βεστ ρεπλιεσ. Τηε δισχοντινυιτψ χοµεσ φροµ

υσινγ α νεο−αδδιτιϖε χαπαχιτψ (σεε Χοηεν 1992 ανδ Χηατεαυνευφ ετ αλ. 2007 φορ

αξιοµατιζατιονσ) το διστορτ τηε τρυε προβαβιλιτιεσ. Νεο−αδδιτιϖε χαπαχιτιεσ ηαϖε βεεν

εξπλιχιτλψ αργυεδ ασ α µεανσ το µοδελ �... α σιτυατιον ωηερε τηε δεχισιον−µακερ�σ

βελιεφσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ τηε αδδιτιϖε προβαβιλιτψ διστριβυτιον �, ηοωεϖερ (σ)ηε

µαψ λαχκ χον�δενχε ιν τηισ βελιεφ.� (Ειχηβεργερ ανδ Κελσεψ 2009: 16) (Βελιεφσ � ιν

τηισ θυοτε αρε π� ιν τηε πρεσεντ παπερ.) Ιν τηε φολλοωινγ εξαµπλε τηε δισχοντινυιτψ

ινδυχεδ βψ τηε νεο−αδδιτιϖε χαπαχιτψ χαυσεσ α φαιλυρε οφ υππερ σεµι−χοντινυιτψ φορ

πλαψερ 1�σ παψο⁄ φυνχτιον, λεαδινγ το αν εµπτψ−ϖαλυεδ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε.

Εξαµπλε 2. Χονσιδερ τηε σαµε εξαµπλε ασ βεφορε, βυτ νοω συπποσε τηατ πλαψερ 1�σ

πρεφερενχεσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ τηε Χηοθυετ ιντεγραλ ωιτη ρεσπεχτ το τηε χαπαχιτψ

� (Τ ) (�) =

8

<

:

0 ιφ
Π

σ2Τ π� (σ) = 0

� + (1� �)
�
Π

σ2Τ π� (σ)
�2

ιφ
Π

σ2Τ π� (σ) > 0

φορ σοµε � 2 (0; 1=2). ∆ενοτε �1 (σ
1
1) = ξ 2 [0; 1] ανδ �2 (σ

1
2) = ψ 2 [0; 1]. Τηεν
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πλαψερ 1�σ παψο⁄ φυνχτιον χαν βε ωριττεν ασ

Υ1 (0; ψ) =

8

<

:

1 ιφ ψ = 0

1 + 2� + 2 (1� �) ψ2 ιφ 0 < ψ

Υ1 (1; ψ) =

8

<

:

2� + 2 (1� �) (1� ψ)2 ιφ ψ < 1

0 ιφ ψ = 1
, ανδ ιφ ξ 2 (0; 1) τηεν

Υ1 (ξ; ψ) =

8

<

:

1 + � + (1� �) ξ2 ιφ ψ = 0

1 + 2� + (1� �) [ξ2 (1� 4ψ) + 2ψ2 � 6ξ (1� ξ) ψ2] ιφ 0 < ψ

ωηερε φορ ψ 2 (0; 1)

λιµ
ξ&0

Υ1 (ξ; ψ) = 1 + 2� + 2 (1� �) ψ2 = Υ1 (0; ψ) , ανδ

λιµ
ξ%1

Υ1 (ξ; ψ) = 2 + � � 2 (1� �) ψ (2� ψ) > Υ1 (1; ψ), � > 0,

Υ1 (0; ψ) � Υ1 (1; ψ), ψ �
1� 2�

4 (1� �)
2

�

0;
1

4

�

,

Υ1 (0; ψ) � λιµ
ξ%1

Υ1 (ξ; ψ), ψ �
1

4

Τηερεφορε, πλαψερ 1�σ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε ισ γιϖεν βψ

∼�1 (ψ) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1 ιφ ψ = 0

? ιφ 0 < ψ < 1
4

0 ιφ 1
4
� ψ � 1

ασ αν ιντεριορ ξ 2 (0; 1) χαν νεϖερ βε α βεστ ρεπλψ δυε το χονϖεξιτψ. Ιφ πλαψερ 2 ισ αν

εξπεχτεδ υτιλιτψ µαξιµιζερ, τηισ γαµε ηασ νο Ναση εθυιλιβριυµ, βεχαυσε πλαψερ 1�σ

βεστ ρεπλψ ισ εµπτψ ιν τηε ρελεϖαντ ρεγιον. Στιλλ, Σ ισ α πυρε ανδ α µιξεδ �ξεδ σετ.

Ιν Εξαµπλε 2 πλαψερ 1 ηασ νο βεστ ρεπλψ ιν τηε ρελεϖαντ ρεγιον, βεχαυσε τηε

δισχοντινυιτψ ατ ζερο οφ τηε διστορτιον (οφ τηε τρυε προβαβιλιτψ π�) ινδυχεσ α παψο⁄

φυνχτιον τηατ ισ νοτ υππερ σεµι−χοντινυουσ εϖερψωηερε. Τηε νεξτ εξαµπλε ιλλυστρατεσ

τηατ α πλαψερ�σ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε µαψ νοτ βε υππερ ηεµι−χοντινυουσ. Τηισ

ισ αγαιν βασεδ ον α νεο−αδδιτιϖε χαπαχιτψ. Βυτ νοω τηε διστορτιον ηασ α δισχοντινυιτψ

ατ 1 ωηιχη χαυσεσ τηε ϖαλυε φυνχτιον το φαιλ λοωερ σεµι−χοντινυιτψ. (Τηισ ινσιγητ ωιλλ

προϖε φρυιτφυλ βελοω.)
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Εξαµπλε 3. Χονσιδερ τηε 2−πλαψερ γαµε βελοω

σ12 σ22

σ11
1

α

0

1

σ21
α

α

α

0

ανδ ασσυµε τηατ βοτη πλαψερσ εϖαλυατε υνχερταιν προσπεχτσ βψ τακινγ τηε Χηοθυετ

ιντεγραλ ωιτη ρεσπεχτ το τηε χαπαχιτψ

� (Τ ) (�) =

8

<

:

(1� ∀)
Π

σ2Τ π� (σ) ιφ
Π

σ2Τ π� (σ) < 1

1 ιφ
Π

σ2Τ π� (σ) = 1

ωηερε 0 < 1� α � ∀ < 1. ∆ενοτε �1 (σ
1
1) = ξ 2 [0; 1] ανδ �2 (σ

1
2) = ψ 2 [0; 1]. Τηεν

τηε παψο⁄ φυνχτιονσ χαν βε ωριττεν ασ Υ1 (0; ψ) = Υ2 (ξ; 1) = α, φορ αλλ (ξ; ψ) 2 [0; 1]
2,

Υ1 (1; ψ) =

8

<

:

(1� ∀) ψ ιφ ψ < 1

1 ιφ ψ = 1
, Υ2 (ξ; 0) =

8

<

:

(1� ∀) ξ ιφ ξ < 1

1 ιφ ξ = 1

Υ1 (ξ; ψ)ϕ0<ξ<1 =

8

<

:

(1� ∀) (α+ (ψ � α) ξ) ιφ ψ < 1

α+ (1� α) (1� ∀) ξ ιφ ψ = 1
, ανδ

Υ2 (ξ; ψ)ϕ0<ψ<1 =

8

<

:

(1� ∀) (ξ+ (α� ξ) ψ) ιφ ξ < 1

α+ (1� α) (1� ∀) (1� ψ) ιφ ξ = 1

Τηερεφορε, ωηεν ψ = 0 ρεσπ. ψ = 1 πλαψερ 1�σ (µιξεδ) βεστ ρεπλψ ισ ∼�1 (0) = 0 ρεσπ.

∼�1 (1) = 1, βεχαυσε

Υ1 (0; 0) = α > Υ1 (ξ; 0)ϕ0<ξ<1 = α (1� ∀) (1� ξ) > Υ1 (1; 0) = 0 ρεσπ.

Υ1 (1; 1) = 1 > Υ1 (ξ; 1)ϕ0<ξ<1 = α+ (1� α) (1� ∀) ξ > Υ1 (0; 1) = α

ωηιλε φορ ψ 2 (0; 1)

Υ1 (0; ψ) = α � 1� ∀ > (1� ∀)µαξ φα; ψγ � Υ1 (ξ; ψ)ϕ0<ξ<1

= (1� ∀) (α+ (ψ � α) ξ) ,

Υ1 (0; ψ) = α � 1� ∀ > Υ1 (1; ψ) = (1� ∀) ψ
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ηενχε, ∼�1 (ψ) = 0 φορ αλλ ψ 2 (0; 1). Σιµιλαρλψ, ατ ξ = 0 ρεσπ. ξ = 1 πλαψερ 2�σ βεστ

ρεπλψ ισ ∼�2 (0) = 1 ρεσπ.
∼�2 (1) = 0, βεχαυσε

Υ2 (0; 1) = α > Υ2 (0; ψ)ϕ0<ψ<1 = α (1� ∀) ψ > Υ2 (0; 0) = 0 ρεσπ.

Υ2 (1; 0) = 1 > Υ2 (1; ψ)ϕ0<ψ<1 = α+ (1� α) (1� ∀) (1� ψ) > Υ2 (1; 1) = α

ωηιλε φορ ξ 2 (0; 1)

Υ2 (ξ; 1) = α � 1� ∀ > (1� ∀)µαξ φξ; αγ � Υ2 (ξ; ψ)ϕ0<ψ<1

= (1� ∀) (ξ+ (α� ξ) ψ) ,

Υ2 (ξ; 1) = α � 1� ∀ > Υ2 (ξ; 0) = (1� ∀) ξ,

ηενχε, �2 (ξ) = 1 φορ αλλ ξ 2 (0; 1). Τηατ ισ, τηε βεστ ρεπλψ οφ πλαψερ 1 (ρεσπ.

2) ισ χονσταντ ατ 0 (ρεσπ. 1), εξχεπτ ατ τηε ποιντ ψ = 1 (ρεσπ. ξ = 1), ωηερε ιτ

ϕυµπσ το 1 (ρεσπ. 0). Βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχεσ φαιλ το βε υππερ ηεµι−χοντινυουσ

ατ ψ = 1 ρεσπ. ξ = 1, βυτ αρε οτηερωισε χοντινυουσ. Στιλλ, παψο⁄ φυνχτιονσ αρε υππερ

σεµι−χοντινυουσ ον �, βεχαυσε φορ � 2 [0; 1] τηε υππερ χοντουρ σετσ (φορ 1�σ παψο⁄

φυνχτιον, σαψ) αρε

�

(ξ; ψ) 2 [0; 1]2 ϕΥ1 (ξ; ψ) � �
	

=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

Α (�) ιφ 0 � � � (1� ∀) α

(φ0γ � [0; 1]) [ ([0; 1]� φ1γ) [ Α (�) ιφ (1� ∀) α < � � α
η

��α
(1�∀)(1�α)

; 1
ι

� φ1γ ιφ α < � � 1� ∀+ ∀α

φ(1; 1)γ ιφ 1� ∀+ ∀α < � � 1

ωιτη

Α (�) =
�

(ξ; ψ) 2 [0; 1]2 ϕ(1� ∀) ξψ + (1� ∀) α (1� ξ) � �
	

.

(Ιν Φιγυρεσ 1 ανδ 2 τηε υππερ χοντουρ σετ ισ τηε ρεγιον ενχλοσεδ βψ τηιχκ χυρϖεσ, φορ

0 � � � (1� ∀) α, ορ τηε ρεγιον ενχλοσεδ βψ τηιχκ χυρϖεσ πλυσ τηε τηιχκ λινεσ, φορ

(1� ∀) α < � � α.) Τηατ ισ, αλλ υππερ χοντουρ σετσ αρε χλοσεδ, σο τηατ Υ1 ισ υππερ

σεµι−χοντινυουσ ον � = [0; 1]2. Τηε ρεασον ωηψ ∼� φαιλσ υππερ ηεµι−χοντινυιτψ ισ
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1

0

x

y

x

y

Φιγυρε 1: Τηε υππερ χοντουρ σετ Α (�) φορ 0 � � � (1� ∀) α (Εξαµπλε 3).

10

1

0

x

y

x

y

Φιγυρε 2: Τηε υππερ χοντουρ σετ φορ (1� ∀) α < � � α (Εξαµπλε 3).

τηατ τηε ϖαλυε φυνχτιον

ς1 (ψ) = µαξ
ξ2[0;1]

Υ1 (ξ; ψ) =

8

<

:

α ιφ 0 � ψ < 1

1 ιφ ψ = 1

ισ ονλψ υππερ βυτ νοτ λοωερ σεµι−χοντινυουσ. Νο Ναση εθυιλιβριυµ εξιστσ, βυτ Σ ισ

αγαιν α πυρε ανδ α µιξεδ �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε.

Τηυσ, ιν γενεραλ χονϖεξ−ϖαλυεδνεσσ, νονεµπτψ−ϖαλυεδνεσσ, ανδ υππερ ηεµι−χοντινυιτψ

οφ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε µαψ αλλ φαιλ. Τηερεφορε, Ναση εθυιλιβριυµ ισ υνλικελψ

το εξιστ ιν τηε λαργε χλασσ οφ γαµεσ ατ ηανδ. Τηε εξιστενχε οφ �ξεδ σετσ ισ µυχη µορε

ροβυστ, τηουγη. Ιν ορδερ το στυδψ ωηατ πρεχισελψ ισ νεεδεδ φορ (µιξεδ) �ξεδ σετσ το

εξιστ ωε νοω τυρν το α γενεραλιζεδ µαξιµυµ τηεορεµ.

17

 
 
Die approbierte Originalversion dieser Diplom-/Masterarbeit ist an der 
Hauptbibliothek der Technischen Universität Wien aufgestellt  
(http://www.ub.tuwien.ac.at). 
 
The approved original version of this diploma or master thesis is available at the 
main library of the Vienna University of Technology   
(http://www.ub.tuwien.ac.at/englweb/). 

 



5. Μαξιµυµ Τηεορεµ

Λετ Ξ βε α χοµπαχτ ρεγυλαρ τοπολογιχαλ σπαχε ανδ Ψ α τοπολογιχαλ σπαχε.6 Α ρεαλ−

ϖαλυεδ φυνχτιον ϖ ον τηε προδυχτ Ξ � Ψ (ενδοωεδ ωιτη τηε προδυχτ τοπολογψ)

ισ υππερ ρεσπ. λοωερ σεµι−χοντινυουσ ον Ξ (υ.σ.χ. ρεσπ. λ.σ.χ. ον Ξ) ιφ φορ εαχη

ω 2 Ρ τηε υππερ χοντουρ σετ φξ 2 Ξ ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ ρεσπ. τηε λοωερ χοντουρ σετ

φξ 2 Ξ ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ ισ χλοσεδ ιν Ξ φορ αλλ ψ 2 Ψ . Ιτ ισ υππερ ρεσπ. λοωερ σεµι−

χοντινυουσ ον Ξ � Ψ (υ.σ.χ. ρεσπ. λ.σ.χ. ον Ξ � Ψ ) ιφ φορ εαχη ω 2 Ρ τηε σετ

φ(ξ; ψ) 2 Ξ � Ψ ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ ρεσπ. φ(ξ; ψ) 2 Ξ � Ψ ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ ισ χλοσεδ ιν Ξ �

Ψ . Χλεαρλψ, ιφ ϖ ισ υ.σ.χ. ρεσπ. λ.σ.χ. ον Ξ � Ψ , τηεν ιτ ισ υ.σ.χ. ρεσπ. λ.σ.χ. ον Ξ,

βεχαυσε τηε ιντερσεχτιον οφ τωο χλοσεδ σετσ ισ χλοσεδ. Α χορρεσπονδενχε ∋ : Ψ � Ξ

ισ υππερ ρεσπ. λοωερ ηεµι−χοντινυουσ (υ.η.χ. ρεσπ. λ.η.χ.) ιφ φορ ανψ οπεν σετ Α ιν τηε

ρανγε Ξ τηε υππερ πρειµαγε ∋+ (Α) = φψ 2 Ψ ϕ∋ (ψ) � Αγ ρεσπ. τηε λοωερ πρειµαγε

∋� (Α) = φψ 2 Ψ ϕ∋ (ψ) ∴ Α 6= ?γ ισ οπεν ιν τηε δοµαιν Ψ .

Ιν τηε φολλοωινγ στατεµεντ τηε φυνχτιον ϖ στανδσ ιν φορ α υτιλιτψ φυνχτιον ανδ τηε

χορρεσπονδενχε ∋ φορ χονστραιντσ. (Τηε χονστραιντ χορρεσπονδενχε ωιλλ βε ιµµατεριαλ

φορ τηε πρεσεντ παπερ, τηουγη, βεχαυσε ιτ ωιλλ βε χονσταντ ουτσιδε τηισ σεχτιον.)

Λεµµα 4. Ιφ τηε φυνχτιον ϖ : Ξ � Ψ ! Ρ ισ υ.σ.χ. ον Ξ ανδ τηε χορρεσπονδενχε

∋ : Ψ � Ξ ηασ α χλοσεδ γραπη ανδ νονεµπτψ ϖαλυεσ, τηεν συπξ2∋(ψ) ϖ (ξ; ψ) =

µαξξ2∋(ψ) ϖ (ξ; ψ) ανδ αργµαξξ2∋(ψ) ϖ (ξ; ψ) ισ νονεµπτψ ανδ χοµπαχτ φορ αλλ ψ 2 Ψ .

Προοφ. Φιξ ψ 2 Ψ ανδ λετ Θ (ψ) = φω 2 Ρ ϕ9ξ 2 ∋ (ψ) : ϖ (ξ; ψ) � ωγ. Φορ εαχη

ω 2 Θ (ψ) τηε χονστραινεδ υππερ χοντουρ σετ

Ηω = φξ 2 ∋ (ξ) ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ = φξ 2 Ξ ϕϖ (ξ; ψ) � ωγ ∴ ∋ (ψ)

ισ χλοσεδ, βεχαυσε ϖ ισ υ.σ.χ. ανδ ∋ (ψ) � Ξ ισ χοµπαχτ ασ α χλοσεδ συβσετ (ασ ∋

ηασ α χλοσεδ γραπη) οφ α χοµπαχτ σπαχε. Ηενχε, τηε χολλεχτιον φΗω ϕω 2 Θ (ψ)γ ηασ

τηε �νιτε ιντερσεχτιον προπερτψ, βεχαυσε φορ ανψ �νιτε σετ οφ νυµβερσ ω1; :::; ωκ ωιτη

6Α τοπολογιχαλ σπαχε ισ ρεγυλαρ ιφ εϖερψ νονεµπτψ χλοσεδ σετ ανδ εϖερψ ποιντ τηατ ισ νοτ ιν τηε χλοσεδ σετ χαν βε

σεπαρατεδ βψ οπεν νειγβορηοοδσ.
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ωη � ωη+1 φορ η = 1; :::; κ � 1, σαψ, τηε σετ Ηωκ ισ χονταινεδ ιν αλλ τηε οτηερσ. Σινχε

∋ (ψ) � Ξ ισ χοµπαχτ, τηε ιντερσεχτιον ∴ω2Θ(ψ)Ηω ισ χοµπαχτ ανδ νονεµπτψ. Βυτ

τηισ ιντερσεχτιον χονταινσ ονλψ µαξιµιζερσ. Θ.Ε.∆.

Τηατ υ.σ.χ. ον Ξ ισ αλσο νεχεσσαρψ φορ τηε εξιστενχε οφ α µαξιµιζερ ισ εασιλψ σεεν

φροµ τηε εξαµπλε ϖ (ξ; ψ) = ξ φορ αλλ ξ 2 [0; 1) ανδ ϖ (1; ψ) = 0 φορ αλλ ψ 2 Ψ (ωιτη

Ξ = [0; 1] ανδ Ψ αρβιτραρψ), ωηερε νο µαξιµιζερ εξιστσ.

Ωηενεϖερ ϖ ισ υ.σ.χ. ονΞ ανδ ∋ ηασ α χλοσεδ γραπη ωιτη νονεµπτψ ϖαλυεσ, Λεµµα

4 εναβλεσ τηε δε�νιτιον οφ α ϖαλυε φυνχτιον (ορ ινδιρεχτ υτιλιτψ φυνχτιον) ς : Ψ ! Ρ

δε�νεδ βψ

ς (ψ) = µαξ
ξ2∋(ψ)

ϖ (ξ; ψ) φορ αλλ ψ 2 Ψ . (1)

Λεινινγερ (Λεινινγερ 1984) ανδ Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε (Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε

1993) πρεσεντ γενεραλιζατιονσ οφ Βεργε�σ (Βεργε 1963: 116) µαξιµυµ τηεορεµ.7

Τηειρ χοµµον ηψποτηεσισ ισ αν υ.σ.χ. (ον Ξ � Ψ ) οβϕεχτιϖε φυνχτιον. Λεινινγερ ασ−

συµεσ α χοντινυουσ χονστραιντ χορρεσπονδενχε ωιτη νονεµπτψ χοµπαχτ ϖαλυεσ ανδ

αδδσ �γραπη χοντινυιτψ� (οφ τηε οβϕεχτιϖε φυνχτιον) ωιτη ρεσπεχτ το τηε χονστραιντ

χορρεσπονδενχε. Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε ασσυµε αν υ.η.χ. χονστραιντ χορρεσπονδενχε

ωιτη νονεµπτψ χοµπαχτ ϖαλυεσ ανδ αδδ λ.η.χ. οφ τηε χορρεσπονδενχε γιϖινγ εϖερψ−

τηινγ βελοω ατταιναβλε ϖαλυεσ (σεε Προποσιτιον 5(β) βελοω). Ιτ ωιλλ νοω βε σηοων

τηατ τηε �λοωερ παρτ� οφ Λεινινγερ�σ γραπη χοντινυιτψ ανδ τηε χονδιτιον βψ Αυσυβελ

ανδ ∆ενεχκερε αρε εθυιϖαλεντ�ανδ, ιν φαχτ, εθυιϖαλεντ το τηε σιµπλερ χονδιτιον τηατ

τηε ϖαλυε φυνχτιον ισ λ.σ.χ.

Τηε φυνχτιον ϖ : Ξ � Ψ ! Ρ ισ λοωερ γραπη χοντινυουσ ατ (ξ; ψ) 2 γραπη (∋) �

Ξ � Ψ (ωιτη ρεσπεχτ το τηε χονστραιντ χορρεσπονδενχε ∋ : Ψ � Ξ) ιφ φορ αλλ ∀ > 0

τηερε ισ α νειγηβορηοοδ Ο∀ οφ ψ ιν Ψ συχη τηατ

ιφ ψ0 2 Ο∀ τηεν τηερε ισ ξ
0 2 ∋ (ψ0) συχη τηατ ϖ (ξ0; ψ0) > ϖ (ξ; ψ)� ∀ (2)

Ιτ ισ λοωερ γραπη χοντινυουσ ον γραπη (∋) ωιτη ρεσπεχτ το ∋ (ηενχεφορτη λ.γ.χ.) ιφ ιτ

7Ωαλκερ (1979) προϖιδεσ α γενεραλιζατιον οφ τηε µαξιµυµ τηεορεµ βψ ρεπλαχινγ µαξιµιζατιον ωιτη α δοµινανχε

ρελατιον.
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ισ λοωερ γραπη χοντινυουσ (ω.ρ.τ. ∋) ατ αλλ (ξ; ψ) 2 γραπη (∋).8 Τηε νεξτ ρεσυλτ σαψσ

τηατ λοωερ γραπη χοντινυιτψ, τηε χονδιτιον βψ Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε, ανδ λ.σ.χ. οφ

τηε ϖαλυε φυνχτιον ς αρε αλλ εθυιϖαλεντ.

Προποσιτιον 5. Ιφ ϖ : Ξ�Ψ ! Ρ ισ υ.σ.χ. ον Ξ ανδ ∋ : Ψ � Ξ ηασ α χλοσεδ γραπη

ανδ νονεµπτψ ϖαλυεσ, τηεν τηε φολλοωινγ τηρεε στατεµεντσ αρε εθυιϖαλεντ:

(α) ϖ ισ λ.γ.χ. (ω.ρ.τ. ∋) ον γραπη (∋);

(β) τηε χορρεσπονδενχε Γ : Ψ � Ρ, δε�νεδ βψ Γ (ψ) = φω 2 Ρ ϕω � ς (ψ)γ φορ

αλλ ψ 2 Ψ , ισ λ.η.χ.;9

(χ) τηε ϖαλυε φυνχτιον ς : Ψ ! Ρ, δε�νεδ βψ (1), ισ λ.σ.χ.

Προοφ. �(α) ιµπλιεσ (χ):� Ιφ ϖ ισ λ.γ.χ., τηεν ιτ ισ λ.γ.χ. ατ (ξ; ψ) 2 γραπη (∋) ωιτη

ϖ (ξ; ψ) = ς (ψ). Βψ λ.γ.χ., φορ ανψ ∀ > 0 τηερε ισ α νειγηβορηοοδ Ο∀ οφ ψ 2 Ψ

συχη τηατ ψ0 2 Ο∀ ιµπλιεσ 9ξ
0 2 ∋ (ψ) : ϖ (ξ0; ψ0) > ϖ (ξ; ψ) � ∀ = ς (ψ) � ∀. Σινχε

ς (ψ0) � ϖ (ξ0; ψ0), ιτ φολλοωσ τηατ ς (ψ0) > ς (ψ)� ∀. Τηισ ιµπλιεσ τηατ ς ισ λ.σ.χ.

Φορ, συπποσε το τηε χοντραρψ τηατ τηερε αρε ω 2 Ρ ανδ α νετ φψτγτ2∆, φορ α

διρεχτεδ σετ (∆;�), συχη τηατ ς (ψτ) � ω φορ αλλ τ 2 ∆ ανδ ψτ χονϖεργεσ το ψ0 2 Ψ ,

βυτ ς (ψ0) > ω. Λετ ∀ = (ς (ψ0)� ω) =2 > 0. Βψ ηψποτηεσισ ς (ψτ) > ς (ψ0) � ∀ =

(ς (ψ0) + ω) =2 > ω φορ αλλ τ � δ φορ σοµε δ 2 ∆, ιν χοντραδιχτιον το ς (ψτ) � ω φορ

αλλ τ. Τηερεφορε, φορ ανψ ω 2 Ρ τηε λοωερ χοντουρ σετ φψ 2 Ψ ϕς (ψ) � ωγ ισ χλοσεδ,

ι.ε., τηε φυνχτιον ς ισ λ.σ.χ.

�(χ) ιµπλιεσ (β):� Φιρστ, Γ ισ δοων−χλοσεδ, ι.ε. ω 2 Γ (ψ) ανδ ω0 < ω ιµπλψ

ω0 2 Γ (ψ) φορ αλλ ψ 2 Ψ . Τηισ ιµπλιεσ τηατ, φορ ανψ οπεν σετ Α � Ρ, τηε λοωερ

πρειµαγε Γ� (Α) = φψ 2 Ψ ϕΓ (ψ) ∴ Α 6= ?γ ισ γιϖεν βψ

Γ� (Α) = φψ 2 Ψ ϕινφ (Α) < ς (ψ)γ .

8Λεινινγερ�σ οριγιναλ δε�νιτιον αππλιεσ το µετριχ σπαχεσ ανδ ρεπλαχεσ τηε ινεθυαλιτψ ιν (2) βψ ϕϖ (ξ0; ψ0)� ϖ (ξ; ψ)ϕ <

∀. Τηε φυνχτιον ϖ (ξ; ψ) = ψ φορ αλλ ψ 2 [0; 1) ανδ ϖ (ξ; 1) = 0 φορ Ξ = Ψ = [0; 1] ανδ ∋ (ψ) = Ξ φορ αλλ ψ 2 Ψ ισ λ.γ.χ.,

βυτ φαιλσ Λεινινγερ�σ δε�νιτιον.
9Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε (1993) δε�νε Γ βψ Γ (ψ) = φω 2 Ρ ϕ9ξ 2 Ξ : ω � ϖ (ξ; ψ)γ. Βυτ ιφ ϖ ισ υ.σ.χ. ον Ξ τηισ

ισ τηε σαµε ασ τηε πρεσεντ δε�νιτιον.
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Βυτ τηε λαττερ ισ τηε χοµπλεµεντ οφ τηε λοωερ χοντουρ σετ φορ ς , φψ 2 Ψ ϕς (ψ) � ινφ (Α)γ,

ωηιχη ισ χλοσεδ ιφ ς ισ λ.σ.χ. Τηερεφορε, τηατ ς ισ λ.σ.χ. ιµπλιεσ τηατ Γ ισ λ.η.χ.

�(β) ιµπλιεσ (α):� Γ ισ λ.η.χ. ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ εϖερψ οπεν σετ Α � Ρ τηε λοωερ

πρειµαγε Γ� (Α) = φψ 2 Ψ ϕΓ (ψ) ∴ Α 6= ?γ = φψ 2 Ψ ϕινφ (Α) < ς (ψ)γ ισ οπεν.

Λετ (ξ; ψ) 2 γραπη (∋), ∀ > 0, ανδω > ς (ψ). Τηεν τηε σετΟ∀ = Γ
� ((ϖ (ξ; ψ)� ∀; ω))

ισ α νειγηβορηοοδ οφ ψ. Ιφ ψ0 2 Ο∀, τηεν ωιτη ξ
0 2 ∋ (ψ) συχη τηατ ϖ (ξ0; ψ0) = ς (ψ0)

ιτ φολλοωσ τηατ ϖ (ξ0; ψ0) > ϖ (ξ; ψ)� ∀, ι.ε. ϖ ισ λ.γ.χ. (ω.ρ.τ. ∋). Θ.Ε.∆.

Φορ τηε φολλοωινγ γενεραλιζεδ µαξιµυµ τηεορεµ ιτ ισ ασσυµεδ τηατ ϖ ισ υ.σ.χ.

ον τηε ωηολε προδυχτ Ξ � Ψ , ανδ νοτ ονλψ ον Ξ. Τηε στατεµεντ φολλοωσ µορε ορ

λεσσ διρεχτλψ φροµ Λεινινγερ�σ (Λεινινγερ 1984) ρεσυλτ ορ φροµ Τηεορεµ 2 οφ Αυσυβελ

ανδ ∆ενεχκερε (Αυσυβελ ανδ ∆ενεχκερε 1993: 102) ιν χοµβινατιον ωιτη Προποσιτιον

5. Βελοω ισ γιϖεν α προοφ οφ Τηεορεµ 6 βεχαυσε οφ α φεω τεχηνιχαλ δεταιλσ. Υνλικε

Λεινινγερ µετριχ σπαχεσ αρε νοτ ασσυµεδ. Αλσο υνλικε Λεινινγερ ανδ Αυσυβελ ανδ

∆ενεχκερε, ωε δο νοτ ασσυµε τηατ τηε χονστραιντ χορρεσπονδενχε ∋ ισ υ.η.χ., βυτ

ασσυµε διρεχτλψ α χλοσεδ γραπη. Τηατ ∋ ηασ α χλοσεδ γραπη ισ εθυιϖαλεντ το ασσυµινγ

∋ υ.η.χ. ωιτη χλοσεδ ϖαλυεσ ιφ Ξ ισ Ηαυσδορ⁄ (Τ2) (σεε Αλιπραντισ ανδ Βορδερ 2006:

561), ωηιχη ωιλλ ινδεεδ βε τηε χασε ιν τηε αππλιχατιον βελοω. Στιλλ, εϖεν ιφ Ξ ισ νοτ

Ηαυσδορ⁄, τηατ ∋ ισ υ.η.χ. ωιτη νονεµπτψ ανδ χλοσεδ ϖαλυεσ ωουλδ βε αν αλτερνατιϖε

ηψποτηεσισ φορ Τηεορεµ 6. Φορ, τηισ ιµπλιεσ τηατ ∋ ηασ α χλοσεδ γραπη, βεχαυσε

τηε ϖαλυεσ αρε χοµπαχτ ασ χλοσεδ συβσετσ οφ α χοµπαχτ σπαχε ανδ Ξ ισ ρεγυλαρ βψ

ασσυµπτιον.

Τηεορεµ 6. Ιφ ϖ : Ξ � Ψ ! Ρ ισ υ.σ.χ. ον Ξ � Ψ , τηε χονστραιντ χορρεσπονδενχε

∋ : Ψ � Ξ ηασ α χλοσεδ γραπη ανδ νονεµπτψ ϖαλυεσ, ανδ τηε ϖαλυε φυνχτιον ς :

Ψ ! Ρ δε�νεδ βψ (1) ισ λ.σ.χ. ον Ψ , τηεν τηε χορρεσπονδενχε 
 : Ψ � Ξ, δε�νεδ

βψ 
 (ψ) = φξ 2 ∋ (ψ) ϕϖ (ξ; ψ) � ϖ (ξ0; ψ) , 8ξ0 2 ∋ (ψ)γ φορ αλλ ψ 2 Ψ , ισ υ.η.χ. ωιτη

νονεµπτψ χοµπαχτ ϖαλυεσ, ανδ τηε ϖαλυε φυνχτιον ς ισ χοντινυουσ.

Προοφ. Βεχαυσε ϖ ισ υ.σ.χ. ον Ξ ανδ ∋ (ψ) � Ξ ισ χοµπαχτ ασ α χλοσεδ συβσετ

οφ α χοµπαχτ σπαχε, 
 (ψ) ισ νονεµπτψ ανδ χοµπαχτ φορ αλλ ψ 2 Ψ βψ Λεµµα 4.
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Τηατ ς ισ χοντινυουσ φολλοωσ φροµ Τηεορεµ 2 οφ Βεργε (1963, π. 116) ωηιχη στατεσ

τηατ ιφ ϖ ισ υ.σ.χ. ον Ξ � Ψ , τηεν ς ισ υ.σ.χ. Σινχε α φυνχτιον τηατ ισ βοτη υ.σ.χ.

ανδ λ.σ.χ. ισ χοντινυουσ, ς ισ χοντινυουσ. Το εσταβλιση τηατ 
 ισ υ.η.χ. ωε νεεδ

το σηοω τηατ τηε υππερ πρειµαγε 
+ (Α) = φψ 2 Ψ ϕ
 (ψ) � Αγ ισ οπεν ιν Ψ φορ

ανψ οπεν σετ Α � Ξ. Λετ Α � Ξ βε οπεν ανδ χονσιδερ τηε χοµπλεµεντ Ψ ν


+ (Α) = φψ 2 Ψ ϕ
 (ψ) ν Α 6= ?γ. Φορ α διρεχτεδ σετ (∆;�) λετ φψτγτ2∆ βε α νετ

τηατ χονϖεργεσ το ψ 2 Ψ συχη τηατ ψτ 2 Ψ ν 

+ (Α) φορ αλλ τ 2 ∆. Τηεν φορ εαχη

τ 2 ∆ τηερε ισ ξτ 2 
 (ψτ) ν Α, σο τηατ ϖ (ψτ; ξτ) = ς (ψτ). Βεχαυσε Ξ ισ χοµπαχτ,

τηερε ισ α συβνετ φ(ξδ; ψδ)γδ2∆0 συχη τηατ (ξδ; ψδ) χονϖεργεσ το (ξ; ψ) φορ σοµε ξ 2 Ξ

ανδ ξδ 2 
 (ψδ) ν Α φορ αλλ δ 2 ∆0. Σινχε ∋ ηασ α χλοσεδ γραπη βψ ηψποτηεσισ,

ξ 2 ∋ (ψ). Βεχαυσε Α ισ οπεν, τηε χοµπλεµεντ Ξ ν Α ισ χλοσεδ ανδ, τηερεφορε,

ξ =2 Α. Τηατ ς ισ χοντινυουσ ιµπλιεσ λιµτ2∆0 ς (ψτ) = ς (ψ). Τηερεφορε, ιτ φολλοωσ

φροµ λιµδ2∆0 ϖ (ξδ; ψδ) = ς (ψ) � ϖ (ξ; ψ), βψ τηε υ.σ.χ. προπερτψ οφ ϖ ον Ξ � Ψ , τηατ

ξ 2 
 (ψ). Τηισ σαψσ τηατ Ψ ν 
+ (Α) ισ χλοσεδ ορ, εθυιϖαλεντλψ, τηατ 
+ (Α) ισ οπεν,

σο τηατ 
 ισ υ.η.χ. Θ.Ε.∆.

Τηε λ.σ.χ. προπερτψ φορ τηε ϖαλυε φυνχτιον ς ισ αλσο νεχεσσαρψ φορ τηε µαξιµυµ

τηεορεµ. Τηισ φολλοωσ φροµ Εξαµπλε 3. Ιν τηατ εξαµπλε τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπον−

δενχε ισ νοτ υ.η.χ., βεχαυσε τηε ϖαλυε φυνχτιον ισ νοτ λ.σ.χ. (ωηιλε τηε διρεχτ υτιλιτψ

φυνχτιον ισ υ.σ.χ.). Τηατ τηε υ.σ.χ. χονδιτιον ον τηε προδυχτ Ξ � Ψ ισ νεχεσσαρψ φορ

τηε µαξιµυµ τηεορεµ, τοο, ισ σηοων βψ τηε φολλοωινγ εξαµπλε.

Εξαµπλε 7. Λετ Ξ = Ψ = [0; 1] ανδ ϖ (ξ; ψ) = ξ φορ αλλ ψ 2 (0; 1], βυτ ϖ (ξ; 0) =

(1� ξ) =2. Τηισ φυνχτιον ισ υ.σ.χ. (ιν φαχτ χοντινυουσ) ον Ξ, βυτ νοτ ον Ξ�Ψ . Τηε

µαξιµιζερσ αρε 
 (ψ) = 1 φορ αλλ ψ 2 (0; 1] ανδ 
 (0) = 0. Ηενχε, 
 ισ νοτ υ.η.χ., εϖεν

τηουγη τηε ϖαλυε φυνχτιον, ς (ψ) = 1 φορ αλλ ψ 2 (0; 1] ανδ ς (0) = 1=2, ισ λ.σ.χ. ον

Ψ .

6. Φιξεδ Σετσ

Τηε εξαµπλεσ ιν Σεχτιον 4 ηαϖε σηοων τηατ εξιστενχε οφ Ναση εθυιλιβριυµ ισ ραρε ιν

τηε λαργε χλασσ οφ γαµεσ ατ ηανδ. Τηισ ισ ιν χοντραστ το �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ
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ρεπλψ χορρεσπονδενχε. Ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε πλαψερσ� αττιτυδεσ τοωαρδσ υνχερταιντψ ορ

αµβιγυιτψ, α πυρε �ξεδ σετ αλωαψσ εξιστσ, ανδ σο δοεσ α µινιµαλ πυρε �ξεδ σετ. Τηισ

ισ α τριϖιαλ χονσεθυενχε οφ �νιτενεσσ.

Ωηετηερ α (µινιµαλ) µιξεδ �ξεδ σετ εξιστσ ισ α δι⁄ερεντ µαττερ, τηουγη. Τηισ

ισ βεχαυσε α πυρε �ξεδ σετ νεεδ νοτ βε α µιξεδ �ξεδ σετ, νοτ εϖεν υνδερ ΕΥ. Φορ

ινστανχε, ιν α στανδαρδ Ματχηινγ Πεννιεσ γαµε ωιτη ΕΥ πρεφερενχεσ τηε υνιθυε πυρε

�ξεδ σετ ισ Σ, ωηιλε τηε υνιθυε µιξεδ �ξεδ σετ ισ �. Ιν τηισ εξαµπλε τηε πυρε �ξεδ

σετ στιλλ �σπανσ� τηε µιξεδ �ξεδ σετ. Ιν τηε φολλοωινγ εξαµπλε�ωιτηουτ ΕΥ�τηε

σιτυατιον ισ ωορσε.

Εξαµπλε 8. Χονσιδερ τηε 2−πλαψερ Ματχηινγ Πεννιεσ γαµε βελοω, ωηερε αγαιν τηε

υππερ λεφτ εντρψ ισ υ1 (σ) ανδ τηε λοωερ ριγητ ισ υ2 (σ).

σ12 σ22

σ11
0

1

2

0

σ21
3

2

1

3

Ασσυµε τηατ πλαψερ 1�σ πρεφερενχεσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ τηε συµ οφ εξπεχτεδ υτιλιτψ

πλυσ ιτσ ϖαριανχε, ι.ε.

Υ1 (ξ; ψ) = 1 + ξ+ 2ψ � 4ξψ + [ξ+ 4ψ � 8ξψ � ξ2 � 4ψ2 + 16ξψ2 + 8ξ2ψ

� 16ξ2ψ2] = 1 + 6ψ � 4ψ2 + 2 (1� 4ψ) (1� 2ψ) ξ� (1� 4ψ)2 ξ2

ωηερε �1 (σ
1
1) = ξ 2 [0; 1] ανδ �2 (σ

1
2) = ψ 2 [0; 1], ανδ τηε τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ

ισ τηε ϖαριανχε οφ 1�σ παψο⁄. Σινχε ≅2ς1=≅ξ
2 = �2 (1� 4ψ)2 � 0 τηε παψο⁄ φυνχτιον

ς1 ισ στριχτλψ χονχαϖε ιν ξ εξχεπτ ατ ψ = 1=4, ωηερε ιτ ισ χονσταντ. Πλαψερ 1�σ µιξεδ

βεστ ρεπλιεσ αρε

∼�1 (ξ; ψ) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

1 ιφ 0 � ψ < 1
4

[0; 1] ιφ ψ = 1
4

0 ιφ 1
4
< ψ < 1

2

1
2
+ 1

2(1�4ψ)
ιφ 1

2
� ψ � 1
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10

1

0

x

y

Φιγυρε 3: Πλαψερ 1�σ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε φροµ Εξαµπλε 8.

(σεε Φιγυρε 3). Λετ πλαψερ 2 βε αν εξπεχτεδ υτιλιτψ µαξιµιζερ. Τηεν, εϖεν τηουγη Σ

ισ α πυρε �ξεδ σετ, ιτ ισ νοτ α µιξεδ �ξεδ σετ, βεχαυσε ∼� (0; 1) = (1=3; 0). Στιλλ τηερε

εξιστσ α µιξεδ �ξεδ σετ, ναµελψ τηε σετ � τηατ χονσιστσ οφ τηε φουρ ελεµεντσ (1=3; 0),

(1; 0), (1; 1), ανδ (1=3; 1). Τηερε ισ αλσο α Ναση εθυιλιβριυµ, (ξ; ψ) = (1=2; 1=4). Βυτ

τηατ ισ νειτηερ α µιξεδ �ξεδ σετ νορ α στριχτ Ναση εθυιλιβριυµ, βεχαυσε ∼� (1=2; 1=3) =

[0; 1]2.

Ιν Εξαµπλε 8 τηερε στιλλ εξιστσ α µιξεδ �ξεδ σετ. Βυτ �ξεδ σετσ δο νοτ αλωαψσ

εξιστ. Ιν τηε λαστ εξαµπλε τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε ισ νοτ υ.η.χ. ανδ νο µιξεδ

�ξεδ σετ εξιστσ.

Εξαµπλε 9. Χονσιδερ τηε 2−πλαψερ γαµε

σ12 σ22

σ11
1

1

�1

5=4

σ21
0

1=2

0

0

ωηερε φορ ξ = �1 (σ
1
1) 2 [0; 1] ανδ ψ = �2 (σ

1
2) 2 [0; 1] τηε παψο⁄σ ιν τηε µιξεδ
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εξτενσιον αρε

Υ1 (ξ; ψ) = 2ξψ � ξ2 ανδ

Υ2 (ξ; ψ) =
1

4
ξψ +

5

4
ξ�

1

2
ψ2 + � (ψ � ξψ)

ωιτη τηε φυνχτιον � : [0; 1]! [0; 1] γιϖεν βψ � (π) = 0 φορ αλλ π 2 [0; 1) ανδ � (1) = 1.

Πλαψερ 1�σ παψο⁄ φυνχτιον ισ χοντινυουσ ιν ξ 2 [0; 1] ανδ ατταινσ ιτσ µαξιµυµ ατ

ξ = ∼�1 (ψ) = ψ. Πλαψερ 2�σ παψο⁄ φυνχτιον ισ χοντινυουσ εϖερψωηερε εξχεπτ ατ

(ξ; ψ) = (0; 1), ωηερε ιτ τακεσ τηε ϖαλυε 1=2. Τηερεφορε,

∼�2 (ξ) =

8

<

:

1 ιφ ξ = 0

ξ=4 ιφ ξ > 0

τηατ ισ, 2�σ βεστ ρεπλιεσ αρε νοτ υ.η.χ., βεχαυσε ηερ ϖαλυε φυνχτιον,

ς2 (ξ; ψ) =

8

<

:

1=2 ιφ ξ = 0

ξ2=32 + 5ξ=4 ιφ ξ > 0

ισ νοτ λ.σ.χ. Στιλλ, 2�σ παψο⁄ ισ υ.σ.χ. ον � = [0; 1]2, βεχαυσε φορ ανψ � 2 [0; 5=4] τηε

υππερ χοντουρ σετ
�

(ξ; ψ) 2 [0; 1]2 ϕΥ2 (ξ; ψ) � �
	

ισ τηε χλοσεδ σετ

Α (�) =
�

(ξ; ψ) 2 [0; 1]2
�

�2ψ2 � ξψ � 5ξ+ 4� � 0
	

ιφ � > 1=2 ανδ τηε δισϕοιντ υνιον Α (�) [ φ(0; 1)γ ιφ � � 1=2, ωηερε (0; 1) =2 Α (�).

Συπποσε τηερε ισ α νονεµπτψ �ξεδ σετ � � �. Τηεν τηε προϕεχτιον οφ � ον

πλαψερ 2�σ χοορδινατε ψ µυστ βε χονταινεδ ιν (0; 1=4] [ φ1γ, βεχαυσε νειτηερ ψ = 0

νορ ψ 2 (1=4; 1) χαν εϖερ βε βεστ ρεπλιεσ φορ πλαψερ 2. Τηερεφορε, τηε προϕεχτιον

οφ � ον πλαψερ 1�σ χοορδινατε ξ µυστ αλσο βε χονταινεδ ιν (0; 1=4] [ φ1γ, βεχαυσε

πλαψερ 1 αλωαψσ ιµιτατεσ πλαψερ 2. Ηενχε � � (0; 1=4]2 [ φ(1; 1)γ ανδ, ιν παρτιχυλαρ,

(0; 0) =2 �. Βυτ ιφ (0; 0) =2 �, τηεν ψ = 1 χαννοτ βελονγ το τηε προϕεχτιον οφ � ον

2�σ χοορδινατε ανδ, τηερεφορε, (1; 1) =2 � (ασ πλαψερ 1 ονλψ χηοοσεσ ξ = 1 ιφ ψ = 1),

σο τηατ � � (0; 1=4]2. Σινχε ∼� (ξ; ψ) = φ(ψ; ξ=4)γ φορ ανψ (ξ; ψ) 2 (0; 1=4]2, τηατ

(ξ; ψ) 2 � ιµπλιεσ (4ψ; ξ) 2 �. Βυτ (4ψ; ξ) 2 � ιµπλιεσ (4ξ; 4ψ) 2 � ωηιχη ιµπλιεσ

(16ψ; 4ξ) 2 � ωηιχη ιµπλιεσ (16ξ; 16ψ) 2 �, ανδ σο ον. Τηερεφορε, (ξ; ψ) 2 � ιµπλιεσ
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(4τξ; 4τψ) 2 � φορ αλλ τ = 1; 2; :::, ψετ (4τξ; 4τψ) � (1=4; 1=4) φορ αλλ τ ιµπλιεσ ξ = ψ = 0

ιν χοντραδιχτιον το (0; 0) =2 �. Χονσεθυεντλψ τηερε χαννοτ βε ανψ νονεµπτψ �ξεδ

σετ.10

Ιτ ισ τηε φαιλυρε οφ υ.η.χ. χαυσεδ βψ α ϖαλυε φυνχτιον τηατ ισ νοτ λ.σ.χ. τηατ ελιµινατεσ

ανψ �ξεδ σετ ιν τηε πρεϖιουσ εξαµπλε. Τηισ συγγεστσ τηατ τηε υ.η.χ. προπερτψ ισ ινδεεδ

ρεθυιρεδ φορ τηε εξιστενχε οφ µιξεδ �ξεδ σετσ.

Ηενχε, το στυδψ τηισ ισσυε τηε γενεραλιζεδ µαξιµυµ τηεορεµ φροµ τηε πρεϖιουσ

σεχτιον γετσ εµπλοψεδ. Αλλ τηε τοπολογιχαλ ασσυµπτιονσ αρε φυλ�λλεδ φορ µιξεδ στρατε−

γιεσ ιν �νιτε γαµεσ. Φορ εαχη πλαψερ ι ηερ σετ �ι οφ µιξεδ στρατεγιεσ ισ α χοµπαχτ

συβσετ οφ Ευχλιδεαν σπαχε, ανδ σο ισ τηε σετ ��ι = �ϕ 6=ι�ϕ οφ τηε οππονεντσ� στρατε−

γιεσ. Τηε (χονσταντ) χονστραιντ χορρεσπονδενχε, ∋ι (��ι) = �ι, τριϖιαλλψ ηασ α χλοσεδ

γραπη. Τηερεφορε, ιφ Υι ισ υ.σ.χ. ον �ι, τηε ϖαλυε φυνχτιον ςι : ��ι ! Ρ χαν βε

δε�νεδ βψ

ςι (��ι) = µαξ
�ι2�ι

Υι (��ι; �ι) (3)

φορ αλλ πλαψερσ ι = 1; :::; ν δυε το Λεµµα 4. Φορ τηε φολλοωινγ στατεµεντ ρεχαλλ τηατ

Υ δενοτεσ τηε σετ οφ αλλ παψο⁄ φυνχτιονσ Υ : �! Ρ
ν, νοτ ονλψ τηε υ.σ.χ. φυνχτιονσ.

Τηεορεµ 10. Τηερε εξιστσ α νονεµπτψ χοµπαχτ µιξεδ �ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ

ρεπλψ χορρεσπονδενχε φορ εϖερψ �νιτε γαµε ανδ εϖερψ υτιλιτψ φυνχτιον Υ ιν τηε χλασσ

Υ0 � Υ ιφ ανδ ονλψ ιφ Υ0 ισ τηε σετ οφ παψο⁄ φυνχτιονσ συχη τηατ Υ ισ υ.σ.χ. ον � ανδ

εαχη ςι ισ λ.σ.χ. ον ��ι.

Προοφ. �ιφ:� Ιφ Υ 2 Υ0, τηατ ισ, Υ ισ υ.σ.χ. ανδ εαχη ςι ισ λ.σ.χ., τηεν τηε ασσοχιατεδ

µιξεδ βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε ∼� : �� � ισ υ.η.χ. ωιτη νονεµπτψ χοµπαχτ ϖαλυεσ

βψ Τηεορεµ 6. Εξτενδ ∼� το συβσετσ � � � βψ ∼� (�) = [�2�∼� (�). Τηε χλαιµ ισ

τηατ τηερε εξιστσ α συβσετ � � � συχη τηατ � = ∼� (�). Βυτ τηισ φολλοωσ διρεχτλψ

φροµ Τηεορεµ 8 οφ Βεργε (1963, π. 113). Τηισ τηεορεµ σηοωσ τηατ α �ξεδ σετ χαν

βε φουνδ βψ ιτερατινγ ∼�, τηατ ισ, ∼�
0
(�) = � ανδ ∼�

τ
(�) = ∼�

�

∼�
τ�1
(�)

�

φορ αλλ

10Τηερε ισ νο Ναση εθυιλιβριυµ ειτηερ, βυτ τηατ ισ νοτ τηε ποιντ οφ τηε εξαµπλε.
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τ = 1; 2; ::: ψιελδσ � = ∼� (�) = ∴1τ=1
∼�
τ
(�) 6= ?. Τηατ � ισ χοµπαχτ φολλοωσ βεχαυσε

τηε ιµαγε οφ α χοµπαχτ σετ υνδερ αν υ.η.χ. χορρεσπονδενχε ωιτη νονεµπτψ χοµπαχτ

ϖαλυεσ ισ χοµπαχτ.

�ονλψ ιφ:� Ιφ Υι ισ νοτ υ.σ.χ. ον �ι, τηε σινγλε πλαψερ γαµε ωιτη �1 = [0; 1] ανδ α

παψο⁄ φυνχτιον δε�νεδ βψ Υ (�) = � φορ αλλ � 2 [0; 1) ανδ Υ (1) = 0 ηασ νο �ξεδ σετ,

βεχαυσε τηερε ισ νο βεστ ρεπλψ. Ιφ Υι ισ υ.σ.χ. ον �ι, βυτ νοτ ον �, Εξαµπλε 7 σηοωσ

τηατ ∼�ι µαψ νοτ βε υ.η.χ. Ιφ ∼�ι ισ νοτ υ.η.χ. ορ ςι ισ νοτ λ.σ.χ., τηεν Εξαµπλε 9 σηοωσ

τηατ α �ξεδ σετ νεεδ νοτ εξιστ. Τηερεφορε, τηατ Υι ισ υ.σ.χ. ον � ανδ ςι ισ λ.σ.χ. ον

��ι ισ αλσο νεχεσσαρψ ιν τηε σενσε τηατ ωιτηουτ τηεσε ηψποτηεσεσ χουντερεξαµπλεσ

χαν βε χονστρυχτεδ. Θ.Ε.∆.

Σινχε �ξεδ σετσ µαψ βε λαργε, τηερε ισ ιντερεστ ιν µινιµαλ �ξεδ σετσ (τηατ δο

νοτ προπερλψ χονταιν οτηερ �ξεδ σετσ). Τηοσε µαψ γιϖε σηαρπερ πρεδιχτιονσ φορ τηε

λαβορατορψ.

Χορολλαρψ 11. Φορ εϖερψ Υ 2 Υ0 ανδ εϖερψ γαµε τηερε εξιστσ α µινιµαλ µιξεδ

�ξεδ σετ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε.

Προοφ. Τηε χολλεχτιον οφ αλλ �ξεδ σετσ ισ νονεµπτψ βψ Τηεορεµ 10 ανδ παρτιαλλψ

ορδερεδ βψ σετ ινχλυσιον. Λετ φ�κγκ, φορ κ ιν α διρεχτεδ ινδεξ σετ (Κ;�), βε α

χηαιν οφ µιξεδ �ξεδ σετσ συχη τηατ η � κ ιµπλιεσ �η � �κ φορ αλλ η; κ 2 Κ. Ασ

�ξεδ σετσ αρε χοµπαχτ βψ Τηεορεµ 10, τηε �νιτε ιντερσεχτιον προπερτψ ιµπλιεσ τηατ

� = ∴κ2Κ�κ ισ νονεµπτψ ανδ χοµπαχτ. Σινχε τηε χηαιν ισ χοµπλετελψ ορδερεδ βψ

σετ ινχλυσιον, � � �κ φορ αλλ κ 2 Κ. Τηερεφορε, ∼� (�) � ∼� (�κ) = �κ φορ αλλ κ 2 Κ,

ηενχε, ∼� (�) � �. Ιτ ρεµαινσ το σηοω τηατ � � ∼� (�). Χηοοσε � 2 �. Τηεν φορ

εαχη κ 2 Κ τηερε ισ σοµε �κ 2 �κ συχη τηατ � 2 ∼�
�

�κ
�

. Σινχε � ισ χοµπαχτ, φορ τηε

νετ
�

�κ
	

τηερε ισ α συβνετ
�

�η
	

τηατ χονϖεργεσ το σοµε �0 2 �. Βεχαυσε �η 2 �κ

φορ αλλ η � κ, τηε συβνετ
�

�η
	

ισ χονταινεδ ιν �κ. Σινχε �κ ισ χοµπαχτ, ιτ φολλοωσ

τηατ �0 2 �κ φορ αλλ κ. Βυτ τηεν �
0 2 ∴κ2Κ�κ = �. Φυρτηερµορε, � 2 ∼�

�

�κ
�

φορ αλλ

κ,
�

�η
	

χονϖεργεσ το �0, ανδ τηε χονσταντ νετ φ�γ χονϖεργεσ τριϖιαλλψ το �, τηατ ισ,

27

 
 
Die approbierte Originalversion dieser Diplom-/Masterarbeit ist an der 
Hauptbibliothek der Technischen Universität Wien aufgestellt  
(http://www.ub.tuwien.ac.at). 
 
The approved original version of this diploma or master thesis is available at the 
main library of the Vienna University of Technology   
(http://www.ub.tuwien.ac.at/englweb/). 

 



�

�; �η
�

! (�; �0) ανδ
�

�; �η
�

βελονγσ το γραπη
�

∼�
�

=
ν

(�; �0) 2 ���
�

�

�
� 2 ∼� (�0)

ο

φορ αλλ η. Σινχε ∼� ισ υ.η.χ. ωιτη νονεµπτψ χλοσεδ ϖαλυεσ ανδ � ισ ρεγυλαρ, γραπη
�

∼�
�

ισ χλοσεδ, ηενχε, � 2 ∼� (�0). Τηερεφορε � ισ ιτσελφ α �ξεδ σετ ανδ α λοωερ βουνδ φορ

τηε χηαιν φ�κγ. Σινχε τηισ ηολδσ φορ ανψ χηαιν οφ �ξεδ σετσ, Ζορν�σ λεµµα ιµπλιεσ

τηατ τηε χολλεχτιον οφ αλλ �ξεδ σετσ ηασ α µινιµαλ ελεµεντ. Θ.Ε.∆.

Μοστ αξιοµ σψστεµσ χηαραχτεριζινγ δεχισιον τηεοριεσ υνδερ υνχερταιντψ ωιλλ χον−

ταιν σοµε χοντινυιτψ αξιοµ. Αφτερ αλλ, τηισ ισ ονε οφ τηε µαιν συ′χιεντ χονδιτιονσ

φορ α ρεπρεσεντατιον οφ πρεφερενχεσ βψ α υτιλιτψ φυνχτιον. Ιφ τηε χοντινυιτψ αξιοµ ισ

γοοδ ενουγη το µακε Υι υ.σ.χ. ον � ανδ ςι λ.σ.χ. ον ��ι, µιξεδ �ξεδ σετσ (ανδ τηειρ

µινιµαλ ϖερσιονσ) ωιλλ εξιστ.

7. Μιξτυρε Χοντινυιτψ

Ασ αν ιλλυστρατιϖε εξαµπλε οφ α προµινεντ χοντινυιτψ αξιοµ ιν δεχισιον ∀µιξτυρε

χοντινυιτψ∀ ανδ ιτσ ρελατιον το µιξεδ �ξεδ σετσ αρε αναλψζεδ ιν τηισ σεχτιον. Ιφ

εϖερψ πλαψερ�σ πρεφερενχε ρελατιον σατισ�εσ µιξτυρε χοντινυιτψ, δο ωε κνοω ωηετηερ

ωε οβταιν µιξεδ �ξεδ σετσ? Ασσυµινγ χοµπλετενεσσ ανδ τρανσιτιϖιτψ οφ πρεφερενχεσ

οϖερ α �νιτε σετ οφ ουτχοµεσ�ωηιχη ισ δονε ιν τηε πρεσεντ παπερ φορ πυρε στρατεγψ

χοµβινατιονσ σ 2 Σ�ενσυρεσ τηε εξιστενχε οφ α υτιλιτψ φυνχτιον. Ηενχε, ωε χαν

διρεχτλψ φραµε µιξτυρε χοντινυιτψ ασ α προπερτψ οφ τηε ρεσυλτινγ πρεφερενχε φυνχτιοναλ

ρατηερ τηαν αν αξιοµ ον πρεφερενχεσ (σεε Μαχηινα ανδ Σχηµειδλερ 1989).

∆ε�νιτιον 12. Α πρεφερενχε φυνχτιοναλ ς () ισ σαιδ το βε µιξτυρε χοντινυουσ ιφ, φορ

ανψ διστριβυτιονσ Π;Θ ανδ Ρ ον τηε σετ οφ ποσσιβλε ουτχοµεσ, τηε σετσ φ� 2 [0; 1] ϕ

ς (�Π + (1� �)Θ) > ς (Ρ)γ ανδ φ� 2 [0; 1] ϕ ς (�Π + (1� �)Θ) 6 ς (Ρ)γ αρε βοτη

χλοσεδ.

Αππλιεδ το α ονε−σταγε γαµε ωιτη α �νιτε νυµβερ οφ πλαψερσ ιν χηαργε οφ �νιτελψ

µανψ πυρε στρατεγιεσ σι 2 Σι, µιξτυρε χοντινυιτψ χαν βε εξπρεσσεδ ιν τερµσ οφ µιξεδ

στρατεγιεσ χοµβινατιονσ:
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∆ε�νιτιον 13. Τηε παψο⁄ φυνχτιον Υι οφ τηε µιξεδ εξτενσιον οφ αν ν−πλαψερ ονε−

σταγε γαµε ωιτη �νιτε πυρε στρατεγψ σπαχεσ Σι σατισ�εσ µιξτυρε χοντινυιτψ ιφ, φορ ανψ

τριπλετ (�0; �00; ��) 2 �3, τηε σετσ φ� 2 [0; 1] ϕ Υι(��
0 + (1 � �)�00) > Υι(�

�)γ ανδ

φ� 2 [0; 1] ϕ Υι(��
0 + (1� �)�00) 6 Υι(�

�)γ αρε βοτη χλοσεδ φορ αλλ ι.

Βελοω ιτ ισ σηοων τηατ µιξτυρε χοντινυιτψ δοεσ νοτ γυαραντεε υππερ σεµι−χοντινυιτψ

οφ Υι ανδ δοεσ ηενχε νοτ συ′χε το φυλ�λλ τηε εξιστενχε ρεθυιρεµεντσ οφ �ξεδ σετσ.

Αν εασιλψ αχχεσσιβλε χουντερεξαµπλε ισ πρεσεντ βελοω:

Λεµµα 14. Αµιξεδ �ξεδ σετ οφ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε δοεσ νοτ νεχεσσεριλψ

εξιστ φορ αλλ γαµεσ ιν ωηιχη Υι σατισ�εσ µιξτυρε χοντιυνυιτψ 8ι.

Εξαµπλε 15. Ιµαγινε α 1−πλαψερ γαµε ωιτη τωο πυρε στρατεγιεσ, ι. ε. α διχηοτοµουσ

δεχισιον προπλεµ οφ α σινγλε πλαψερ.Τηε πλαψερ δεχιδεσ βετωεεν αλλ µιξτυρεσ οϖερ

ηισ πυρε στρατεγιεσ σ1 ανδ σ2. Ηισ µιξεδ στρατεγιεσ αρε δενοτεδ βψ χονϖεντιον ασ

ξ 2 [0; 1], ωηερε ξ = 0 ινδιχατεσ πλαψινγ ηισ πυρε στρατεγψ σ1. Ηισ παψο⁄σ αρε ασ

φολλοωσ:

Υ (ξ) =

8

<

:

ξ ιφ ξ 6 1
2

ξ+ 1 ιφ ξ > 1
2

,

ι. ε. ηισ υτιλιτψ ϕυµπσ ατ ξ = 1
2
, φραµε ιτ ασ ρεχειϖινγ α βονυσ φορ αλλοχατινγ

ηιγηερ προβαβιλιτψ το τηε µορε πρεφερρεδ αλτερνατιϖε. Ιν τηισ σεττινγ, Υ ισ χλεαρλψ

λοωερ βυτ υππερ σεµι−χοντινυουσ. Νεϖερτηελεσσ τηε πρεφερενχε φυνχτιοναλ τριϖιαλλψ

σατισ�εσ µιξτυρε χοντινυιτψ. Χηοοσε αν αρβιτραρψ τριπλε ξ0; ξ00; ξ�. Τηεν φ� 2 [0; 1] ϕ

Υ(�ξ0 + (1 � �)ξ00) > Υ(ξ�)γ ανδ φ� 2 [0; 1] ϕ Υ(�ξ0 + (1 � �)ξ00) 6 Υ(ξ�)γ αρε

τριϖιαλλψ χλοσεδ ωηενεϖερ βοτη ξ0 ανδ ξ00 αρε ωεακλψ σµαλλερ ορ ωεακλψ λαργερ τηαν

ξ�. Βψ µονοτονιχιτψ µιξτυρε χοντινυιτψ εϖεν ηολδσ ιφ ξ� ισ στριχτλψ ιν βετωεεν.

Τηισ εξαµπλε σηοωσ τηατ µιξτυρε χοντινυιτψ χαν βε σατισ�εδ ιφ Υ ισ βοτη λοωερ

σεµι−χοντινυουσ ανδ στριχτλψ µονοτονιχ, βυτ νεϖερτηελεσσ φαιλσ το φυλ�λλ τηε ρεθυιρεδ

υππερ σεµι−χοντινυιτψ.
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8. Χονχλυσιονσ

Ναση εθυιλιβριυµ ισ βυιλτ ον τηε ιδεα τηατ πλαψερσ ηαϖε ρεσολϖεδ αλλ στρατεγιχ υνχερ−

ταιντψ. Τηισ ισ οφτεν υνρεαλιστιχ, ιν παρτιχυλαρ ιν τηε λαβορατορψ. Το αχχοµµοδατε

τηισ, σολυτιον χονχεπτσ φορ γαµεσ ηαϖε βεεν προποσεδ τηατ εξτενδ τηε σπιριτ οφ Ναση

εθυιλιβριυµ. Βψ µοδελλινγ πλαψερσ� βελιεφσ ασ µεασυρεσ τηατ αρε νοτ προβαβιλιτψ δισ−

τριβυτιονσ, τηεψ αιµ το χαπτυρε ηοω πλαψερσ ωιλλ βεηαϖε ωηεν τηεψ εντερταιν δουβτσ

αβουτ τηε σολυτιον.

Τηισ παπερ αργυεσ τηατ φορ συχη α σιτυατιον ϖερσιονσ οφ Ναση εθυιλιβριυµ αρε

ιναππροπριατε. Φορ, τηε �ρστ τηινγ τηατ πλαψερσ σηουλδ λοσε χον�δενχε ιν ισ τηατ

σοµε οππονεντ ωιλλ νοτ πλαψ α παρτιχυλαρ βεστ ρεπλψ αγαινστ τηε σολυτιον (ονε τηατ τηε

εθυιλιβριυµ βελιεφσ εξχλυδε). Χονσεθυεντλψ, α σολυτιον υνδερ α �λαχκ οφ χον�δενχε�

µυστ ινχλυδε αλλ βεστ ρεπλιεσ αγαινστ τηε σολυτιον. Βυτ τηισ ισ τηε ρεϖερσε ινχλυσιον

ασ υνδερ Ναση εθυιλιβριυµ.

Ανοτηερ ισσυε ισ τηατ τηε εξπεχτεδ υτιλιτψ ηψποτηεσισ µαψ βε ϖιολατεδ ιν τηε

λαβορατορψ. Τηισ αλσο α⁄εχτσ Ναση εθυιλιβριυµ, βεχαυσε τηε τραδιτιοναλ εξιστενχε

προοφσ δο ινϖοκε εξπεχτεδ υτιλιτψ. Ωιτηουτ τηε λινεαριτψ ιν προβαβιλιτιεσ ανδ τηε

µυλτιπλιχατιϖε σεπαραβιλιτψ βετωεεν προβαβιλιτιεσ ανδ Βερνουλλι υτιλιτψ τηε ηψποτηεσεσ

οφ τηε χοµµονλψ υσεδ �ξεδ ποιντ τηεορεµσ µαψ φαιλ. Σο, Ναση εθυιλιβριυµ ισ βοτη

ιναππροπριατε ανδ µαψ νοτ εξιστ ωηεν πλαψερσ λαχκ χον�δενχε.

Τηερεφορε, αν αλτερνατιϖε σολυτιον χονχεπτ ισ προποσεδ τηατ ισ α σετ−ϖαλυεδ γενερ−

αλιζατιον οφ στριχτ εθυιλιβριυµ: �ξεδ σετσ υνδερ τηε βεστ ρεπλψ χορρεσπονδενχε. Τηισ

χονχεπτ ισ χλοσεδ υνδερ βεστ ρεπλιεσ ανδ τηερεβψ ρεπαιρσ τηε δε�χιενχψ οφ τηε οτηερ

σολυτιον τηεοριεσ. Μορεοϖερ, ιν πυρε στρατεγιεσ ιτ αλωαψσ εξιστσ, ινδεπενδεντλψ οφ τηε

δεχισιον τηεορψ υνδερ υνχερταιντψ. Βυτ αλσο ιν µιξεδ στρατεγιεσ τηε ρεθυιρεµεντσ φορ

τηε εξιστενχε οφ �ξεδ σετσ αρε ϖερψ µιλδ ινδεεδ. Ωεακ χοντινυιτψ ασσυµπτιον συ′χε

το εσταβλιση εξιστενχε οφ �ξεδ σετσ ανδ τηειρ µινιµαλ ϖερσιονσ. Μιξτυρε χοντινυιτψ

ασ α προµινεντ εξαµπλε οφ χοντινυιτψ αξιοµσ ιν δεχισιον τηεορψ φαιλσ το φυλ�λλ τηε

ρεθυιρεµεντσ τηουγη.
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