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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Dieses Kapitel lehnt sich an [1] und [2] an.

Am Ende eines Geschiéftsjahres eines Versicherungsunternehmens sind im Normalfall nicht alle
Schéden, die in diesem Jahr entstanden sind, abgewickelt. Diese Schédden bezeichnet man als
Spétschiden und konnen aus zwei Griinen entstehen:
e Ein Schaden ist entstanden, aber noch nicht gemeldet. (Engl.: IBNR = incurred but
not reported)
e Ein Schaden ist gemeldet, aber die Hohe des Schadens ist noch ungewiss. Es kénnte sein,
dass die fiir diesen Schaden gebildete Einzelfallreserve nicht ausreicht. (Engl.: IBNER =
incurred but not enough reserved)

Die Einzelfallreserve wird fiir jeden gemeldeten Schaden einzeln vom zustéindigen Schadensach-
bearbeiter aufgrund seiner Erfahrung und der verfiigharen Informationen iiber die Umsténde
des Einzelfalles festgesetzt.

Spéatschiden gibt es grundsétzlich in allen Versicherungszweigen. In einigen Versicherungszwei-
gen wie etwa der Haftpflichtversicherung kann es aber vorkommen, dass Schéden erst lange nach
ihrer Verursachung bemerkt werden, wie z.B. ein Konstruktionsfehler bei einer Briicke, der erst
nach deren Einsturz bemerkt wird. Ein weiteres Beispiel sind Personenschéden, da hier die Hohe
des Schadens nicht sofort feststellbar ist, weil diese z.B. vom Verlauf der Heilung abhéngt.

Das Versicherungsunternehmen muss fiir die im vergangenen Geschéftsjahr entstandenen Spét-
schéden eine Reserve bilden, um die Einhaltung seines Leistungsversprechens an den Versi-
cherungsnehmer gewéhrleisten zu koénnen. Diese Reserve ist im Grunde eine Prémie fiir die
Selbstversicherung gegen Spétschiden. Wie jede andere Priamie auch sollte sie einerseits im In-
teresse der Versicherten ausreichend sein und andererseits im Interesse der Allgemeinheit, der
die Steuern aus Gewinnen zugute kommt, auch nicht zu hoch bemessen sein. Neben der Bestim-
mung der Reserve fiir das vergangene Geschiéiftsjahr ist auch die Aktualisierung der Reserven
flir weiter zuriickliegende Geschiftsjahre von Bedeutung.

Fiir die Bildung der Einzelfallreserve werden praktisch keine mathematischen Verfahren ein-
gesetzt. Fine Ausnahme bilden Kleinschiden, bei denen vom Sachbearbeiter nur eine Inter-
vallschidtzung der Art ,voraussichtlicher Schadenaufwand unter 1.000 Euro“ erstellt wird, so-
dass am Ende des Jahres eine Prognose fiir die Anzahl der Schiden unter 1.000 Euro vor-



liegt. Die durchschnittliche Schadenhéhe muss dann noch aufgrund entsprechender Statistiken
fritherer Jahre prognostiziert werden. Da der Schétzfehler hierbei aber nur eine unbedeutende
Groflenordnung aufweist, werden wir uns mit dieser Problematik nicht weiter befassen.

Dagegen ist die Schitzung der IBNR- und IBNER-Reserve in Versicherungszweigen mit langer
Abwicklungsdauer von entscheidender Bedeutung. Diese Arbeit befasst sich mit verschiedenen
Methoden zur Schadenreservierung in der Sachversicherung. Allen Verfahren gemeinsam ist, dass
sie versuchen, die Erfahrungen fritherer Anfallsjahre auf spédtere Anfallsjahre zu iibertragen.

1.2 Zusammenhang mit Solvency 11

Dieses Kapitel orientiert sich an [3].

In den néchsten Jahren wird das zukiinftige européische Aufsichtsregime ,,Solvency II* fiir Ver-
sicherungsunternehmen in Kraft treten (ein genauer Zeitpunkt ist aufgrund der zahlreichen
Verschiebungen derzeit unklar), welches eine grundlegende Reform des Aufsichtsgesetzes dar-
stellt.

Dabei soll unter anderem das bisher statische System zur Ermittlung des Eigenmittel-Erfor-
dernisses durch einen risikobasierten Ansatz ersetzt werden. Weiters miissen unter Solvency II
alle Bilanzpositionen marktkonsistent bewertet werden. Dies bedeutet fiir die versicherungs-
technischen Riickstellungen insbesondere, dass eine Cash-Flow Betrachtung aller erforderlichen
Zahlungsstrome (Pramien, Kosten, Schéden etc.) notwendig ist, d.h. neben der Hohe der ein-
zelnen Zahlungen muss auch der Zeitpunkt der Zahlungen prognostiziert werden.

Damit kommt den in dieser Arbeit beschriebenen Methoden unter Solvency II eine noch héhere
Bedeutung als derzeit zu, denn diese stellen die aktuellsten Methoden zur Prognose der aus-
stehenden Schadenzahlungen pro Anfalls- und Abwicklungsjahr an den Versicherungsnehmer
dar.

1.3 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden das Schadendreieck, auf dem alle Methoden aufbauen, und damit verbun-
dene Begriffe erklirt.

Kapitel 3 handelt vom wohl bekanntesten und weit verbreitetsten Verfahren, dem Chain-Ladder-
Verfahren. Zuerst werden aus einem stochastischen Modell Prognosen fiir die Reserve abgeleitet.
Weiters wird die mittlere quadratische Abweichung dieser Prognose hergeleitet und geschéitzt.

In Kapitel 4 wird das Bornhuetter-Ferguson-Verfahren erlédutert. Bei dieser Methode flielen
zusétzlich externe Schitzer fiir den erwarteten Endschaden und das Abwicklungsmuster, die
nicht aus dem Schadendreieck berechnet werden, ein. Am Ende des Kapitels werden das Chain-
Ladder- und das Bornhuetter-Ferguson-Verfahren miteinander verglichen.

In Kapitel 5 wird ein anderes stochastisches Modell, das Poisson-Modell, zugrunde gelegt und
gezeigt, dass dies ebenfalls auf die Chain-Ladder-Reserve fiihrt.



Kapitel 6 handelt von verallgemeinerten linearen Modellen, die eher theoretischer Natur sind. Es
werden sowohl die Reserve als auch die mittlere quadratische Abweichung der Prognose fiir die-
ses Modell ermittelt. Diese Ergebnisse werden verwendet, um in Kapitel 6.5 einen Schétzer fiir
die mittlere quadratische Abweichung der Reserve-Prognose im Bornhuetter-Ferguson-Modell
zu finden.

Nachdem fiir die Bornhuetter-Ferguson-Reserve die aktuellste Beobachtung der Schadenzah-
lungen bzw. -aufwendungen komplett ignoriert wird und beim Chain-Ladder-Verfahren davon
ausgegangen wird, dass die aktuelle Beobachtung der Schadenzahlungen bzw. -aufwendungen
zuverlassig ist, um zukiinftige Aufwendungen zu prognostizieren und eine Prognose des Ge-
samtaufwandes des Anfallsjahres, die nicht auf Beobachtungen beruht, komplett ignoriert wird,
versucht man beim Benktander-Hovinen-Verfahren in Kapitel 7 beide Werte miteinzubeziehen.
Dabei ist die Reserve-Prognose eine Konvexkombination der Chain-Ladder- und Bornhuetter-
Ferguson-Reserve.

Das Cape-Cod-Verfahren, welches in der Praxis h#ufig verwendet wird, in Kapitel 8 ist ein
Spezialfall des Bornhuetter-Ferguson-Verfahrens, wobei der A-priori-Schéitzer des erwarteten
Gesamtaufwandes fiir ein Anfallsjahr als Produkt des Pramienvolumens des entsprechenden
Anfallsjahr und eines Schiéitzers fiir die erwartete Schadenquote, der mithilfe des Abwicklungs-
dreiecks geschiéitzt wird, ermittelt wird.

In Kapitel 9 stellen wir uns die Frage nach der optimalen Konvexkombination aus Chain-Ladder-
und Bornhuetter-Ferguson-Reserve, wobei sich die Optimalitdt hier auf die minimale mittlere
quadratische Abweichung bezieht.

In Kapitel 10 wird mit dem Additiven Modell — im Gegensatz zu den bisherigen Kapiteln — ein
Modell fiir die Inkrement der Schadenaufwendungen bzw. -zahlungen zugrunde gelegt. Neben
der Reserve wird auch die mittlere quadratische Abweichung der Prognose fiir die Reserve her-
geleitet.

Das Munich-Chain-Ladder-Verfahren in Kapitel 11 versucht die Information aus Schadenauf-
wendungen und -zahlungen in einem Modell zu verwenden. Die Prognosen des gesamten Scha-
denaufwandes sollen sich den Prognosen der gesamten Schadenzahlungen annéhern.

In Kapitel 12 wird einerseits die fiir die Praxis sehr relevante Datenaufbereitung behandelt. Ins-
besondere werden Regressions-Methoden zur Glédttung der Chain-Ladder-Faktoren beschrieben.
Andererseits werden mogliche Tail-Schiatzungen erldutert, die insbesondere dann relevant sind,
wenn das Abwicklungsdreieck noch keine ausreichende Grofie hat.

Im Anschluss an die Erklarung jeder einzelnen Methode, wird jeweils das Ergebnis dieser Metho-
de basierend auf denselben Input-Daten eines numerischen Beispiels berechnet. Die Ergebnisse
der einzelnen Methoden werden im Anhang B gegeniibergestellt.



Kapitel 2

Grundlegende Definitionen

2.1 Definitionen

Dieses Kapitel orientiert sich an [4], [5], [2] und [6].

In dieser Arbeit werden alle Zufallsvariablen als quadratisch integrierbare Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) vorausgesetzt und sie sind deshalb Elemente des Hil-
bertraumes L?(£2, F, P) mit dem Skalarprodukt (U,V) = E[UV]. Man betrachte eine Familie
von Zufallsvariablen S; ;, wobei ¢ € {0,1,...,n},k € {0,1,...,n} mit n € N. Die Zufallsvariable
S; i ist die kumulierte Schadenhdhe der Schéden, die im Jahr ¢ anfallen und im Jahr 7 + k
abgewickelt werden. Dabei bezeichnet i das Anfallsjahr, also jenes Jahr, in dem der Scha-
den entsteht und k£ das Abwicklungsjahr, also jenes Jahr, in dem der Schaden abgewickelt
wird. Der Einfachheit halber werden fiir ¢ keine Jahreszahlen, sondern {0, 1,...,n} betrachtet.
Wir nehmen vorerst an, dass alle Schiden bis zum n-ten Abwicklungsjahr vollstdndig beglichen
sind. S; ,, ist also der Gesamtschaden fiir das Anfallsjahr ¢. Es wird angenommen, dass S; ;. fiir
i+ k < n beobachtbar und fiir 7 + & > n nicht beobachtbar ist, wobei S; ;, sowohl die Zufallsva-
riable als auch die Realisation bezeichnet. Aus dem Zusammenhang sollte aber klar sein, worum
es sich handelt.

Die beobachtbaren Schadensténde kénnen in einem sogenannten Abwicklungsdreieck darge-
stellt werden:

Abwicklungsjahr
0 1 ...k ... n—i1 ... n—1 n
0 S(]’o 5071 . Sﬂ,k . SO,nfi . S(]’nfl SO,n
1 Sl,O 5171 Ce Sl,k Ce Sl,n—i R S17n_1
A . ) . .
< : : : :
E A Si,O Si,l c S@k L Si,nfi
E : : :
<<Q: :
n—Fk|Siko Snkl - Snkk
n—118-10 Sn-11
n Sn,O

Es wird angenommen, dass die Betréige S; , des Abwicklungsdreiecks um eine monetére Inflation



bereinigt sind.

Das Abwicklungsdreieck kann aus zweierlei Daten gebildet werden: S; ;, kann der bis einschlief3-
lich Abwicklungsjahr k& bezahlte Schadenbetrag, d.h. ohne Einzelfallreserven, oder der bis ein-
schlieflich Abwicklungsjahr k& angefallene Schadenbetrag, d.h. alle Zahlungen plus die zu dem
Zeitpunkt bestehenden Einzelfallreserven, sein. Sip . bezeichne den bezahlten (paid) und Sil i
den angefallenen (incurred) Schadenbetrag. Falls kein Index P oder I angefiihrt ist, gelten die
Aussagen sowohl fiir die bezahlten als auch fiir die angefallenen Schadenbetrége.

Der Vorteil bei Verwendung eines Abwicklungsdreiecks auf Basis der bezahlten Schiaden liegt
darin, dass die Daten keine Schéitzungen beinhalten und deshalb zuverlédssiger erscheinen. An-
dererseits spricht fiir ein Abwicklungsdreieck auf Basis der angefallenen Schiden, dass die Ein-
beziehung der Einzelfallreserven die Groflenordnung des Endschadens pro Anfallsjahr friither
erkennen l&sst.

Die individuellen Abwicklungsfaktoren fiir i € {0,...,n} und k € {1,...,n} sind folgender-
maflen definiert:

Sik
Fip =
Sik—1

Durch Schadenreservierungsmethoden soll S;,, prognostiziert bzw. der Erwartungswert E[S; ;]
und die Varianz Var (S;,) der beobachtbaren kumulierten Schadenhthen geschétzt werden.

Weiters werden die Inkremente Z; j, fiir i, k € {0, 1, ...,n} betrachtet:

Zik =

)

Sio falls k =0
S@k — Si,kfl falls kK >0

Es gilt also

k
Sik = Z Z;.
1=0

Die Familie (Z; ;); enthélt die selbe Information wie die Familie (S; 1); x-

Falls der bezahlte Schadenbetrag SiP . verwendet wird, sind normalerweise alle zugehorigen ZiP i
nichtnegativ. Anders ist dies jedoch, falls der angefallene Schaden SZ{ i verwendet wird, denn
hier kénnen sich sehr wohl negative Inkremente ergeben, z.B. falls die Einzelfallreserve reduziert
wird.

2.2 Numerisches Beispiel

In den folgenden Kapitel werden die verschiedenen Verfahren fiir die Daten aus Tabelle 2.1
(Paid) bzw. 2.2 (Incurred) gerechnet. In den Tabellen 2.3 (Paid) und 2.4 sind die Inkremente
dargestellt. Die Tabellen 2.5 (Paid) und 2.6 (Incurred) zeigen die individuellen Abwicklungs-
faktoren. Dabei werden alle Methoden fiir das Paid-Abwicklungsdreieck gerechnet, das Chain-
Ladder-Verfahren wird fiir beide Abwicklungsdreiecke gerechnet und fiir das Munich-Chain-
Ladder-Verfahren werden (definitionsgeméfl) beide Dreiecke verwendet. Im Anhang B findet
man eine Ubersicht der Ergebnisse.
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Tabelle 2.3: Zuwiéchse der Schadensténde (Paid) ZZ-I? A

i/k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 115.160 50.863 10.889 1.778 1.381 626 1.614 269 129

1 122.376 62.527 14.584 167 1.515 316 580 876

2 133.328 71.197 14.682 1.830 3.611 1.884 2.762

3 155.997 80.811 11.145 3.948 211 656

4 169.121 61.516 17.814 469 1.337

5 166.265 64.031 18.615 434

6 161.851 65.616 15.344

7 152.112 73.728

8 150.683

Tabelle 2.4: Zuwéchse der Schadensténde (Incurred) Zi{ i

i/k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 192.318 -911  -6.439 -89 -1.335 1.265 -1.068 -1.005 -27
1 234.989 -12.172 -9.302 -3.316 -1.204 -1.498 -3.133 -496
2 231.372 12.828 -5.677 2.492 -1.645 -2.623 591

3  265.731 8.589 -5.665 -9.875 4.109 -2.002

4  287.615 -10.848 -7.596 -3.443 -6.332

5 277.600 -5.057 711 -6.278

6 280.993 -9.918 -5.300

7 276.388 -11.356

8 270.814

Tabelle 2.5: Individuelle Abwicklungsfaktoren (Paid) F{;

i/k 1 2 3 4 5 6 7 8
0 14417 1,0656 1,0101 1,0077 1,0035 1,0089 1,0015 1,0007
11,5109 1,0789 1,0008 1,0076 1,0016 1,0029 1,0043

2 1,5340 1,0718 11,0083 1,0163 1,0084 1,0122

3 1,5180 11,0471 11,0159 1,0008 1,0026

4 1,3637 1,0772 1,0019 1,0054

5 1,3851 11,0808 1,0017

6 1,4054 1,0675

71,4847
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Tabelle 2.6: Individuelle Abwicklungsfaktoren (Incurred) FZI k

i/k 1 2 3 4 5 6 7 8
0 09953 0,9664 0,9995 0,9928 1,0069 0,9942 0,9945 0,9999
1 09482 0,9583 10,9845 10,9943 0,9928 0,9849 0,9976

2 1,0554 0,9768 1,0104 0,9932 0,9890 1,0025

3 1,0323 0,9793 0,9632 1,0159 0,9924

4 09623 09726 0,9872 0,9762

5 09818 1,0026 0,9770

6 09647 0,9804

7 0,9589




Kapitel 3

Verteilungsfreies
Chain-Ladder-Verfahren

3.1 Verfahren und Reserve

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] an.

Das Chain-Ladder-Verfahren ist aufgrund seiner Einfachheit eine der beliebtesten Schadenre-
servierungsmethoden. Dabei werden keine Annahmen an die Verteilung von S; ;. getroffen.

Modellannahmen 3.1:

e Die kumulativen Schadenhshen S; j fiir verschiedene Anfallsjahre i sind unabhéngig.

e Es gibt deterministische Abwicklungsfaktoren fi, ..., f,, > 0, sodass fiir alle 0 < ¢ < n und
fir alle 1 < k < n gilt:

E[Sikl Si0; - Sik—1] = E[Six| Sik—1] = fx Sin—1 (3.1)

Die Daten sollen homogen sein, d.h. es soll kein Trend in den individuellen Abwicklungsfaktoren
F; i, sein. Sonst miissen die Daten transformiert werden oder das Portfolio wird in Subportfolios
unterteilt, sodass die Subportfolios die Homogenitétsbedingung erfiillen.

Man beachte, dass mit (3.1) nur Annahmen an die ersten Momente gemacht werden. Das ist
bereits ausreichend, um die zukiinftigen SchadenhShen zu prognostizieren. Um die Unsicherheit
der Prognose zu messen, sind weitere Annahmen an hohere Momente notwendig. Dies erfolgt
im Kapitel 3.2.

Aus (3.1) folgt fiir 1 <k <mn

E [Sik] = E[E[Si k] Si0, s Sik-1]] = fiE [Si k1] (3.2)
und deshalb
E [S; k]
— L R 3.3

Es sollen nun Schétzer fiir die Chain-Ladder-Faktoren fi, k& € {1,...,n}, gefunden werden.
Dy, = 0{Si;0<i<n,0<k<mn,i+k<n} bezeichne die o-Algebra, die durch die Beobach-
tungen zur Zeit n erzeugt wird.
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Lemma 3.2: Unter den Modellannahmen 3.1 gilt fiir £ > n — 1
E[Si k| Dn] = E[Si k| Sin—i] = Sin—ifn—it1-- fr (3.4)

Beweis: Aufgrund der Annahme, dass die kumulativen Schadenhdhen fiir verschiedene Anfalls-
jahre unabhéngig sind, der Turmeigenschaft fiir die o-Algebren

(55,05, Sin—i) C (S0, Sik—1)
und Annahme (3.1) gilt:
E [S; k| Dn) = E[Sik| Si0, - Sin—i) = E[E[Si k] Si0, s Sik—1]] Si,05 -+, Sisn—il
= E [ fiSik—1]5i0, - Sijn—i] = fuB [Sijk—1]| D]

Durch wiederholte Anwendung kommt man zum Ergebnis. Analog fiir E [S; x| Sin—il. O

Fiir bekannte Chain-Ladder-Faktoren f; wird die Riickstellung fiir noch nicht abgewickelte
Schéden des Anfallsjahres ¢ basierend auf D,, also folgendermafien prognostiziert:

E [SZ,TL‘ Dn] - S’i,nfi — i,nfi(fnfl#l ot fn - 1)

Die Chain-Ladder-Faktoren sind jedoch normalerweise nicht bekannt und miissen geschétzt
werden. Aufgrund von (3.3) bieten sich folgende Schétzer an:

n—k n—k n—k
o= =0 ik _ Sik—1  Sik _ 3

n—k n—k . - n—k
doico Sik—1 =g 2ui—0 Sjk—1 Sik—1 = > i0 Sik-1

Die Chain-Ladder-Faktoren f; werden also durch gewichtete Mittel der individuellen Abwick-
lungsfaktoren Fj; geschétzt.

Sik—1

Fip, ke{l,..n}. (3.5)

Der Chain-Ladder-Schétzer fiir E [S; ;| Dy fiir i + k > n ist also
Sk =E[SikDa] = Sim-ifn—is1 -+ i (3.6)
Fiir die Reserve fiir das Anfallsjahr 4 gilt
R; = Sipn — Sin—i- (3.7)
Daraus ergibt sich folgende prognostizierte Reserve ﬁZCL fiir das Anfallsjahr 4:
R = 8, (fn_m T 1) .

Eine Prognose fiir die Gesamtreserve

ist die Chain-Ladder-Gesamtreserve
n
RO RO
i=1

Sein:U{SZ’J20§i+j§n,0§j§k}gpn.



16

Lemma 3.3: Unter den Modellannahmen 3.1 gilt fiir k,7,7 € {1, ...n}:

a) Gegeben Bj_1 ist ﬁ ein unverzerrter Schitzer fur fi, d.h. E [ﬁ‘ Bk—1} = fi.
b) i ist ein unverzerrter Schitzer fiir fy,, d.h. E [ﬁ] = fi-

c) ]?1, ,ﬁL sind paarweise unkorreliert, d.h. E [ﬁfj] =E [ﬁ} E [f]} fiir ¢ # j. Auflerdem
gilt E [flfk] :E{ﬁ} E[fk]

d) Gegeben S;,_; ist §ZCTI; ein unverzerrter Schétzer fir E[S;,| D] = E[S; | Sin—i], d.h.
E | S| Sin-i| = E[Sinl Dl

e) :S’\ZC# ist ein unverzerrter Schétzer fiir E[S; ], d.h. E [§ZCH =E[Sin]

b
Beweis:

a) Es gilt:

—k
Z?:o Sz‘,k
Z?:_ok Sik—1

Nachdem Z?;ok Si k—1 messbar beziiglich Bj_; ist, gilt

B | 2o Sik i B[Sl B
Z?on Sik—1 Z?;ok ik—1

Aufgrund der Annahme der Unabhéngigkeit der Anfallsjahre und Annahme (3.1) gilt

E [fk‘ qu} =E B4

Bi—1

S FR Sk Broi] _ S FE[Sik] Si0s e Sigi] _ S Sk _
Sy Sik—1 Sy Sik—1 i Sik

Damit ist die bedingte Unverzerrtheit gezeigt.

b) Aus der Definition der bedingten Erwartung und a) folgt
o[ =5[] ] =500l
¢) O.B.d.A. sei i < j. Dann gilt
e [f] =& [¢ (758
Da f; messbar beziiglich B;_; ist, gilt
e [e[75]5] =& [7e 3]
Aus a) und b) folgt

s[fe 5[5 2 7] - ] o[7]
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Die zweite Aussage folgt analog, denn es gilt
ff &) =[e A Als])
Da f1, ..., fe_1 messbar beziiglich Bx_1 sind, gilt
[e (R Als) =B (A Ao [A]5])
Aus a) und b) folgt
[ Ao (] =5[] =g [f A6 [A]

Durch Wiederholung der Schritte kommt man zum Ergebnis.

d) Es gilt

~

znﬂ} =E {Si,nfzfnfz#l o fn

E |80

Si,nfi] .
Aufgrund der Turmeigenschaft gilt

E [Sz‘,n—iﬁv,—iﬂ I Sz',n—z} =E [E [Si,n—iﬁL—i—l-l < fu| By

—1] ’ Si,n—i:| .
Nachdem ﬁl_i, s fn_l und S; ,—; messbar beziiglich B, sind, gilt
E [E |:Si,n7ifn7i+1 e

=FE [Si,n—iﬁz—i—i-l E ﬁz—lE {J?n

B4 -
Bn_l} ] Sm_i] .

Aus a) folgt

E [Si,nfiﬁlfzﬁrl o faa B {J?n

anl} ‘ Si,nfz} = fnlE [Si,nfifnfﬂrl e J?n—l‘ Si,nfz} .
Iterativ kommt man auf

E S0k

Si,n—z} = Sin—ifn—it1- " [n-
Aufgrund von Lemma (3.2) gilt

E| S5k

sm_z} = E[Sin| Dyl

e) Aus der Definition der bedingten Erwartung und d) folgt

E || -E[E| S

in=i|| = E[E[Sin| Dul) = E[Sin].

Bemerkungen:

e Auf den ersten Blick erscheint es tiberraschend, dass die Chain-Ladder-Faktoren fk unkor-
reliert sind, nachdem zwei Faktoren fk und ka teilweise von den selben Daten abhéngen,
namlich elnmal im Nenner und einmal im Zahler. Man beachte aber, dass die Abwick-
lungsfaktoren fk. zwar unkorreliert, aber keineswegs unabhéngig sind. In Lemma 3.5 wird
gezeigt, dass die quadrierten Schétzer fk und fk+1 negativ korreliert sind.
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e Fiir die Schétzung von Abwicklungsfaktoren fj; mit grofem k sind nur wenige Daten
vorhanden. Dadurch wird der Schitzer fi in der Praxis nicht sehr zuverléssig sein.

e Die ersten Beobachtungen eines Anfallsjahres sind manchmal nicht sehr repriasentativ fiir
die Entwicklung des Schadenstandes, was Probleme fiir jiingere Jahre, fiir die erst wenige
Beobachtungen vorhanden sind, verursacht. Im Allgemeinen kann es passieren, dass die
letzte Beobachtung ein Ausreifler ist, der sich durch das Chain-Ladder-Verfahren direkt
auf den prognostizierten Endschaden S;, auswirkt. Deshalb wird fiir jiingere Jahre oft
die Bornhuetter-Ferguson-Methode bevorzugt. (siche Kapitel 4)

3.2 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] und [7] an.

3.2.1 Verschirfung der Modellannahmen

Da nun die bedingte mittlere quadratische Abweichung geschétzt werden soll, miissen Annah-
men an die zweiten Momente gemacht werden. Wir verschérfen also die Modellannahmen 3.1:

Modellannahmen 3.4:
e Die kumulativen Schadenhohen S; ; fiir verschiedene Anfallsjahre i sind unabhéngig.

® (Sik)k>0 bilden eine Markov-Kette, d.h. fiir z,21,...,2; € R, fiir die folgender bedingte
Erwartungswert sinnvoll definiert ist, gilt

P[Sik = x|Sio = 20, ...; Si -1 = Tp—1] = P[Sip = 2| Si -1 = Tp—1] -
Es gibt Abwicklungsfaktoren fi, ..., f, > 0 und Varianz-Parameter 0'%, ey 02 > 0, sodass
firalle 0 <i<nund 1 <k <ngilt
E[Sik]Sik—1] = fr Sik—1
Var(S; k| Sik—1) = 07 Sik-1

Man beachte, dass keine Annahmen an die Verteilung von S; j, gemacht wird, sondern nur an
die ersten zwei Momente (und dass die kumulativen Schiden S; ;1 positiv sind, sonst macht
die Annahme an die Varianz keinen Sinn).

Die Resultate aus Kapitel 3 bleiben natiirlich giiltig, nachdem die Modellannahmen 3.4 ein
Spezialfall der Modellannahmen 3.1 sind. Es gilt

n—k n—=k n—k
=~ 20 Sk Sik—1 Sik Sik—1 7 i
fr= n—k - Z n—k 9. o Z n—k k> € {1’ ’n}
Ei:O Sz}k—l i=0 ijo Sj,k’—l ik—1 i=0 Zj:O Sj,k—l

Lemma 3.5: Unter den Modellannahmen 3.4 sind fiir k € {1,...,n — 1} die Quadrate zweier

aufeinanderfolgender Chain-Ladder-Faktoren fk und ka bedlngt auf By_q negativ korreliert,
d.h.

Cov (f?c,f?gﬂ‘ Bk_1> < 0.



Beweis: Unter Verwendung der Turmeigenschaft fiir By_1 C By gilt allgemein

Cov (ﬁ?fzfﬂ‘ Bk—l) =E [ﬁ?ﬁ?—i—l‘ Bk—l] —E [f/?‘ Bk—l] E [ﬁ?—i—l‘ Bk—l} =

Weil J/”Z messbar beziiglich By, ist, gilt

Cov (7. 72| B) =B [ (72 - [fEBkD(f%HE[f?TBJ B) =

|
=E[(%- &) (R -B[ 20| B]) | 5) =0

Auflerdem folgt aus den Modellannahmen 3.4

n—k—1 2
> _ dico Sik+ B
|| < Kzs) [”k] -
1 n—k—1 2
= - 5 E (Z Si,k+1> B | =
(S si) i
1 n—k—1 n—k—1 2
= - 5 Z Ohr1Sik + < Z Jr+1S, k) =
(Zf’:of S k) =0 =0
2
Ok+1 2
= T + fir1

Es folgt also

Cov (ﬁf,fzﬂl Bk,1> = Cov (E [f,?’ Bk} JE [ﬁfﬂ‘ Bk} ’ kal) =

Bkl) =
Bk—l) =

2
) Ok+1 2
= Cov | fi, =1 + fir1
Zi:o Si,k:

1
’ zn_—ok—l S k
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Es gilt

n—=k 2 n—k—1 2 n—k—1 2 n—k—1
(Z Si,k) = ( Z Sik+ Snk,k) = ( Z zk) +2 S ki Z Sik + Sp_j k-
=0 0

=0 i= i=0

Nutzt man nun die Unabhéngigkeit der Anfallsjahre aus, so erhélt man

n—k 2
1
Cov (Z Sz,k) y W Bk—l =

n—k—1 2 n—k—1 -1
= Cov (Z Sk> ( > Sk> Bio1 | +

+2Cov | S,k Z Szk7

+2|E [Sn—k,k‘ Bi_1] — E

n—k—1 2 k-1 -1
-E ( Sz‘,k) Bi_1| E (Z 5¢,k> Bi_1| +
k

+2 fpSn—kp—1 |1 —E

B 1

n—k—1
=E [ Z Sik
=0

Nachdem S;; und somit f; als positiv vorausgesetzt werden, folgt mithilfe der Jensenschen
Ungleichung fiir die konvexen Funktionen f(x) = 22 bzw. f(z) = 2! (fiir = > 0)

n—k—1 2 n—k—1 -1
- (Z Sz,k) Bi_1| E ( 5¢,k> Br_1| +

1

k—
D Sk
=0

n—

Bi._1

i=0 =0
n—k—1 7 n—k—1 -1
+2 feSnkp-1 |1 —E Z Sik| Br—1| E (Z Sz,kz) Bp_1| | <
=0 | =0 |
n—k—1 n—k—1 2 n—k—1 -1
> Sik|Br-1| —E Sik|Be1| B D Sik|Be-a| +
i=0 =0 =0
n—k—1 n—k—1 -1
+2 fuSn—kr—1 |1 —E Sik|Br—1| E Sik)| Br—1 =0
i=0 i=0

Die Jensensche Ungleichung ist strikt, nachdem angenommen wurde, dass die Varianz-Parameter
O'k strikt positiv sind, d.h. Y77 k-l Sik ist zur Zeit k — 1 nicht deterministisch. Damit ist die
Aussage bewiesen. O
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Die Varianz wird folgendermaflen geschétzt:

. 1 Si ~\?
al%_n_kzsz,kl<sk’kl_fk> ; k’E{l,,’rL—l}

Als Motivation fiir diese Wahl dient Lemma 3.6. Fiir k& = n kann mit obiger Formel keine
Varianz geschétzt werden, nachdem fiir den Schéatzer f,, zu wenige Daten vorhanden sind. FEi-
ne Moglichkeit fiir die Schéitzung von &, ist, die normalerweise exponentiell fallende Folge
01, ..., 0n_1 zu extrapolieren. Das kann z.B. mithilfe einer log-linearen Regression oder einfach
nur durch die Forderung, dass

On—2 On—1
On—1 On

zumindest fiir o,_9 > 7,1 gilt, erfolgen. Diese letzte Moglichkeit fiithrt auf

~4

o

Oy i=min | =5—,0,_1,0,_9 | - (3.8)
On—2

Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.6: Unter den Modellannahmen 3.4 gilt fiir k € {1,...,n — 1}:
a) Bedingt auf Bj_; ist 8,% ein unverzerrter Schitzer fiir o*,%, d.h. E [8,%‘ Bk_l] = a,%.
b) 57 ist ein (unbedingt) unverzerrter Schétzer fiir o7, d.h. E [67] = o}.

Beweis:

a) Wir betrachten zuerst

E (Si’k_f>25 =FE << Sik _f>—(f—f)>23 B
Sik—1 LT Sip1 K — fu ee1| =
Si ’ S; .
_E (Mfl -~ fk) Bi_i| —2E KS;L - fk> (fk - fk,) Bk_l]

+E [(ﬁ _ fk>2‘ BM} .

Wir wollen nun jeden Term der rechten Seite einzeln berechnen. Aus den Modellannahmen
3.4 und (3.10) folgt

Sik >2
E |24k _
[(Si,kl Ji

B —1

Sik
= Var | ——
< Sik—1

Bk—l) = Var (Fj ;| Bp—1) = St

)
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Aus den Modellannahmen 3.4, Lemma 3.3 und (3.10) folgt
S; ~ Sik =
E KS b fk) (fk - fk) Bkl] = Cov <k i
ik—1

Sik—1’
n—k
SZ' i— S
Si,k—l E §=0 Sj7k_1

Bkl) =

n—k

1 1
= COV(SZ'k S'k’Bk_l):
. n—k Z Ko M,
Sik-1 2 j—0 Sik-1 50
1 1 Sik—1
= — Var (Sig|Bi-1) = 5 Var (Fig| Bi—1) =
Sik=1 32775 Sj-1 Y150 Sik-1
_ %
o n—k :
2j=0 Sjk-1
Wegen Lemma 3.3 und 3.8 gilt
N 2 ~ o2
E[ fe = Tk ’Bkl] = Var fk’BkA =—k
(Fe= 1) (A B) = s

Insgesamt ergibt sich also
E [} Br-1] =E [nl_k j;_:si,kz—l <Sik1 - fk)Q
- gsi,k_ﬂa [(sskkl - ﬁ)z
—k
~n i k Z Sik-1 (S;fl 2 Z?;(gij,k1 i E?;L?I%Sj,kj B

n—k+1 o?
n—k a,%—n_kk:a,%.

By —1

Bi_1

b) Aus Punkt a) folgt unmittelbar
B [62] — & [E 67| Bur]] — E [o] = o2

3.2.2 Optimalitéit

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass die Schétzer fk. in einem gewissen Sinne optimal sind.

Man beachte, dass F; = S;;/Sik—1 ein (auf By_;) bedingt unverzerrter Schétzer fiir fj, ist,
denn aufgrund der Modellannahmen 3.4 gilt

S; S;
E[Fik| Br-1] =E [S ’k Bkl] =E [ k Si,la---vsi,k1:| =
ik—1 ik—1
1
== E i 7 7--'>Si -1 = E SZ Sl -1 =
S [Si k| Sin 1] S [Sik| Sip—1]
1
= feSik—1= [k (3.9)

Sik—1

)
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Um die Wahl des Schétzers J?k zu motivieren, brauchen wir folgendes Hilfslemma:

Lemma 3.7: Py, ..., Py seinen stochastisch unabhéingige unverzerrte Schétzer fiir 4 mit Varian-

zen a%, e a% > (0. Dann ist jene unverzerrte Linearkombination von P, ..., Py mit minimaler

Varianz gegeben durch
Yhey
= 2
_ h=lof
Y2
= 2
h=1 o2

mit

H -1
Var(P) = (Z U}QL>

h=1

Beweis: Nachdem P eine Linearkombination von Py, ..., Py sein soll, gilt P = 22:1 ap Py, fir
a1, ...,ag € R. Wir definieren die zwei H-dimensionalen Vektoren

P=(P,..,Pyg),
o = (041, vy OéH)/ .

AuBlerdem bezeichne V' die Kovarianzmatrix von P, die in diesem Fall eine Diagonalmatrix mit
Eintréigen o7 ist. Dann gilt fiir 1 = (1,...,1)' € RY

E [¢/P] = pa'l
H
Var (a’P) =adVa= Z acror.

h=1

Nachdem der Schétzer unverzerrt sein soll, muss als Nebenbedingung
E[o'P] = p
bzw.
al=1

gelten. Daher ist die Lagrange-Funktion fiir den unverzerrten Minimum-Varianz-Schétzer gege-
ben durch

Lo, \) = %a'Va —A(a/1-1)

Um das Optimum zu erhalten, muss folgendes System an Gleichungen gelost werden:

0
) L

Daraus folgt

a=\V"11,

dl=1Ta=1
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und
1=1Ta=1'V""1,
d.h.
A= (vl
und
a= (v )TV

Setzt man nun die spezielle Form von V ein, so erhélt man

Die Aussage folgt nun sofort aus P = o' P. O
Folgendes Lemma motiviert die Wahl des Schétzers fk fiir die Abwicklungsfaktoren:
Lemma 3.8: Unter den Modellannahmen 3.4 ist ﬁ ein Bj_j-messbarer unverzerrter Schéitzer

fir fr mit minimaler bedingte Varianz unter allen unverzerrten Linearkombinationen der un-
verzerrten Schitzer (Fjy)g<; <, fiir fi, bedingt auf By_1, d.h.
Bk—1>

n—k
Var (fk) Bk_1> = E}éﬁ Var (Z aiFy g,
Ya;=1 =0
Die bedingte Varianz von fk ist gegeben durch

2
Oy,

Z?;ok Sik—1 '

Beweis: Bedingt auf By sind die individuellen Abwicklungsfaktoren (Fjx),.;<,_, Wegen (3.9)
unverzerrte und unabhiingige Schitzer fiir fj, mit S

Var (ﬁ\Bk—l) =

Var (F | Bi—1) = E [F7y| Boo1] — E[Fl Bp )’ =

-F St
Sk
1

= KE [S21] Sis s Sig1] — (

P
Sily s Si,k—1:| =

Sik—1

S;
Si,1;~-~75i,k—1] —-E [ k

1
Sik—1

2
E[Si,k‘si,lam:si,kl]> =

1

1
- st

2
E[S;xl Si,kl]) =

Jk—

Sik )2 { Sik ]2 ( Sik >
=E ’ Sik—1| — E ’ S f— = Var ’ S k— =
[(Si,k:—l [Si-1 Si k-1 ket Si k-1 ket
1 1 o2
= Var (S, 5|Sik-1) = ———02S; 1 = —F—. 3.10
G (SiklSik-1) 57,k A1 (3.10)

Die zu beweisenden Aussagen folgen nun unmittelbar aus Lemma 3.7. O
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3.2.3 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose RCT fiir ein Abwick-
lungsjahr 2

Wir wollen nun fiir das verteilungsfreie Chain-Ladder-Modell fiir jedes Anfallsjahr i € {1,...,n}
einen Schétzer fiir die bedingte mittlere quadratische Abweichung von RZ-CL finden und verwen-
den dafiir die von Mack in [7] vorgeschlagenen Schétzer. Die mittlere quadratische Abweichung
wird im Anhang A genauer erklért.

Lemma 3.9: Unter den Modellannahmen 3.4 kann die mittlere quadratische Abweichung der
Chain-Ladder-Reserve RSV fiir das Abwicklungsjahr i, wobei i € {1,...,n} folgendermafien
geschétzt werden:

-1 ~
B0, (R) = (30)° 3 Zom (Lo 1
i n (2 ,n SCL Z;L:_Ok_l SiJC

Beweis: Wegen (A.1) gilt

MSEp, p, (R) = E (
) ((RCL + S Z) - (Ri + Sz-,n_i))Q
(SCL - ) ‘Dn}

2
= Var (Sl Do) + (S5 = E[Sial Pal) (3.11)

=E

Wir wollen nun beide Terme einzeln berechnen und in weiterer Folge unter den Modellannah-
men 3.4 Schétzer dafiir finden. Fiir den bedingten stochastischen Fehler gilt fiir ¢ > 0

Var (Sia| Dn) = Var (Siu| Sin—i) =
= E [(Sin — E[Sinl Sin-i))*| Sin-i] =
= E [ (Sin — E[Sinl Sin-1] + E[Sinl Sin-1] — E[Sinl Sin-il)?| Sim-i]| =
—E [(Sin — E[Sinl Sin-1])’| Sa-i] +
+E [(E[Sin] Sin-1] — E[Sinl Siin-il)?| Su-i] +

+2E[(Sin —E[Sin| Sin-1]) (E[Sin| Sin-1] — E[Sin| Sin—il)| Sin—i] -
(3.12)

Fiir den letzten Term gilt

E [(Sin — E[Sin| Sin-1]) (E[Sin| Sin—1] = E[Sin| Sin—i)| Sin—i] =

= E[SinE [Sin| Sin1]l Simi] — E [E [Sin| Sim1]? Si,n_,} -
— E[SinE [Sin| Sin-ill Sini] + E[E[Sinl Sin-1]E[Sin| Sinill Sim_i] =

= E[E[SinE[Sin] Sin1]l Sin1]| Simi] — E [E [Sin| Simo1]? SZ-JH} -
—E[Sin| Sinil® +E[Sin| Sin il E[E[Sin| Sin1]|Sini] =

. E[Smlsm_l]?‘ Sm_l} _E [E[Sz-,nwm_l}? si,,,_z} -
—E[Sin|Sini)® +E[Sin| Sini> = 0.
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Also bleibt in (3.12)
Var (Sl D) = E[ (S0 = E[Sil Sino1)?| Sim—i] +
+E [(E [Sin| Sin_1] — E[Si] si,n,i]ﬂ sl-,n,l} -
= E[E [ (Sin — E[Sinl Sin-1])?| Sin1] | Sin-i] +
+E | E[Sinl Sin1] = BB [Sinl Sun-tll Sian—il)?| Sin-s] =

= E[Var (Sin| Sin-1)| Sin—i] + Var (E [Sin| Sin-1]| Sin—i) =
= 02 EB[Sipn1|Sini] + f2Var (Sin_1|Sini) =

n—1
=02 Sin—i || fm+ f2Var (Sin-1|Sin-i).

m=n—i+1
Iterativ kommt man auf

n

j-1
Var (Sin| Sin—i) = Sin—i Z H 7 %2’ H Im =

j=n—i+1 \k=j+1 m=n—i+1

n

= Z H fi 0]2 E[S;j-1|Sin—i] =
j=n—it+l \ k=j+1
" od E S | S;mi]?
_ 7j 1| Pin—1 _
B Z f2 H fk ,] 1| Sz,nfz]

j=n—i+1

2

:E[Si,n|siﬂ i Z f2 [ i— 1‘Szn Z]

j=n—i+1

Das motiviert den Schétzer fiir den bedingten stochastischen Fehler fiir ein Anfallsjahr i:
9 n—1 A2 L
— — o i+
Var (Ri| D) = Var (Si.n] Dy) = (555) 3 = ]SCL
j=n—i Jj+1

Fiir den zweiten Term in (3.11), den bedingten Schétzfehler, gilt
~CL 2 ~ ~ 2
(Sm —E[Sinl Dn]> = (Si,n—ifn—i-l—l o fn = Sim—ifn—it1 - fn> =
~ ~ 2
_San z(fn—z’+1"'fn_fn—z'+1"'fn> (3.13)

Hier kann nicht einfach fi durch den Schétzer fk ersetzt werden, denn das wiirde auf einen
Schétzfehler von Null fithren. Wir verwenden deshalb einen anderen Ansatz. Sei

T} = Frigr fu- (fk+1 - ]?k+1> “frr2 o [

Dann gilt

n—1

n—1
Y Ti= > (ﬁtfi+1"'ﬁcfk+1"'fn*f/;hz#l"'ﬁc+1fk+2"‘fn) =

k=n—1i k=n—i

= fnfiJrl v fn - fnfiJrl t fn
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und somit
2 el 2 n-t 9 o
(S~ E[Sinl 1) =S§,n_i<z T;) =S| 2 @) 2 Y, T
k=n—1 k=n—1 n—i<j<k<n—1

Um zu einem Schétzer zu gelangen, wird nun (T,i)2 durch E {(T,@)z‘ Bk} und T]’T,z fir j < k
durch E [T;T,ﬁ

Bk} ersetzt. Es gilt unter Verwendung von Lemma 3.3 und 3.8
E[TiTi| Bi] =
:E[ﬁl,i+1-.-ﬁ. (fj+1—fj+1) Siaa o

Fig1 I (fk+1 - J?k+1> “Jet2 o fn Bk} =
= o1 Jj- (fj+1—fj+1) Fiva o Fuciit o i forze e foe
E [karl - ﬁchl‘ Bk] =0

und

E [(T,Q)Q’Bk} =E []?,%_H_l R (fk+1 - fkﬂ)z i I

Bk] _
=i fEfhe o f2E [(fk—f—l _ﬁc+1)2‘8k] =

] 0 2 2 N
= fo—iv1 Sk Jiao o fr - Var (fk:—i—l‘ Bk) =
i) ™ 2 2 UI%H
Jn—ivr o Ji Jive I <ot

2 i0 i,k
Der Schitzer fiir den bedingten Schétzfehler (3.13) ist also gegeben durch

n—1

2
2 ) o2 2 Okt1
e > Fri SR e = o
k=n—i Zz‘:o i,k

Ersetzt man nun die unbekannten Parameter f; und 0,% durch ihre Schétzer fk und 8,%, SO
erhélt man als Schétzer fiir die bedingte mittlere quadratische Abweichung (3.11) von 5’9; fiir
ein Abwicklungsjahr i € {1,...,n}

n—1 ~92

— ~ ~ 2 o
CL) _ CL E+1
MSEg,p,, (Ri ) = (&n) Z ™ oL
k=n—i fk+1 ik
n—1 82
2 ) 2 Ry) ) k+1 .
+ 87 Y Fai e TR R e =
k=n—i Ei:ﬂ i,k
_ [ QCL + GCL + _
= (Sz,n) Z j}z §CL + (SL’VL> Z ]/[‘}2 Zn—k—l S. -
k=n—i Jk+1"4,k k=n—i J k+1 £4i=0 i,k
o2 52 1 1
- (SEE;) Z akﬂ SCL T Skl g |
k=n—i fk+l ik Ei:O i,k



28

3.2.4 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose RCL

Oft ist aber nicht nur die mittlere quadratische Abweichung fiir ein Anfallsjahr ¢ von Interesse,
sondern auch die mittlere quadratische Abweichung der gesamten Reserve R = > | R?L. Auch
hier verwenden wir wieder die von Mack in [7] vorgeschlagenen Schitzer. Dabei gilt folgendes
Lemma:

Lemma 3.10: Unter den Modellannahmen 3.4 kann die mittlere quadratische Abweichung der
Gesamtreserve R =Y ", RZ-CL folgendermafien geschétzt werden:

MSEy:, r,jp. (Zn: E’CL> - Zn:MS\ER”D“ (%)
i=1 i=1
n—1

~92
g
+2 § SCL QCL = k+1

7,n .7) n—k—1
1<i<j<n k=n—1 fk+1 ZZZO SlJC

Beweis: Wegen (3.7) und (A.1) gilt

MSEy, riip, (Z ﬁl(jL) =E

i=1

2
=E R—i—SZn,) D,| =

=1 =1

2
Sor — ZSZ n) D, | =
Dn> - (E > Sim
L =1

/_\/\/\

3
—~
)
= Q
=
+
n
3
\‘L/
3

n 2
Dn] -3 §§,5> (3.14)
=1

Var (i: Sin

i=1

Dn> = Var (Sin| Dn). (3.15)
AuBlerdem gilt

(e[$5.]o

Zn: (B[Sl Dl Sﬁ%)Q +2 (E[Sinl Dal = 855) (E[Sjnl Dl = 555 . (3.16)

i=1 1<i<j<n
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Fiir die mittlere quadratische Abweichung erhélt man aus (3.14), (3.15) und (3.16) also

MSEs~ g,p,, (Z §$L> =

=1

= 3 var(s10/D0) + 3 (k151,12 - 5%) 4
+2 Y (E[S,01D. - 555 (EL30l Dl - 55%) =

1<i<j<n
n
= Y MSEs,p, (S)+2 D (ESinl Dal = S55) (E[Sjnl D) - 555) =
i=1 1<i<j<n
n oy ~ o~
= Z MSEg,p, (Rz‘CL) +2 Z (Si,nfifnfzﬁrl o fn— Sip—ifn—it1 fn) :
i=1 1<i<j<n

(Sj,n—jfn—j+1 v o= Sjn—ifnjir fn> =

— Zn: MSERADn (E?L> + 2 Z Sin—iSjn—j (fn—i-i—l Y - ﬁz—i—i—l ... ﬁ) .
=1 1<i<j<n
(fn—j+1"'fn—ﬁ_j+l...ﬁ> —

:éMSERiID( oz 3 S(Z%)(ZTZ)

1<i<j<n k=n—1i l=n—j

n—1 n-—1
:ZMSERW (B)+2 3 Sin jw(z TiT! + Z ZTkTJ)

i=1 1<i<j<n k=n—i =n—i l=n—j

Wir gehen nun analog wie oben vor und ersetzen T, ,lej fiir k # [ durch E [T ,Z;fl“l] ‘ Bmax(k,l)} und

TiT] durch E [ T{T}| By]. Man erhilt fiir k # 1

E [ T} | Buasin | =
=E [fn_iﬂ...ﬁ. (fk+1—fk+1) vz for
Faji1- fi- (fl+1 - fH—l) “fiy2 e fu Bmaxw)} -
= Jivi fi (fmmkzm — Fanin(h0)+ ) Fevz o Fu Froivr o Fie fran-e fur

E [(fmaX(k,l)—i-l - fmax(k,z)H) ‘ Bmax(kz,l)] -0

und
B 113 8] =
=E [ﬁmﬂ - fe (fk—H - fk+1) Srr2e o
Fogpr-o Fi- <fk+1 - ﬁc+1> iz S
=B B £ g BB | (fun = o)’

By| =

Bk] =
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2
) 2 2 7 N Of+1
= focivr i Jipe o S g i e

Zi:o i,k

Ersetzt man nun wieder fj durch ﬁ, a,% durch o, und MSEg,|p, (]?{ZCL> durch MSE Ri|Dn <}A%ZCL) ,

so erhalt man als Schéitzer

> MSEgp, (R)
=1

n—1 ~92
/\2 /\2 /? /\2 o~ o~ 0’k+1
+2 E Sz}n—iSj,n—j E fnfi+1 T fk : fk+2 T fn : fn—j+1 e

Z’n*k*l S
1<i<j<n k=n—i i=0 i,k
n n—1 6_\2
_ HCL GCL GCL k+1
= D MSEg,p, (Rz‘ ) +2 ) S 7 oswoig
i=1 1<i<j<n k=n—i J k+1 Z41=0 Lk

3.3 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Paid-Daten aus Tabelle 2.1 das Chain-Ladder-Verfahren gerechnet und
die zugehorige mittlere quadratische Abweichung der Prognosen berechnet. 52 wird mit (3.8)
geschétzt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 3.1 und 3.2 dargestellt.

Zum Vergleich wird das Chain-Ladder-Verfahren auch noch fiir die Incurred-Daten aus Tabel-
le 2.2 gerechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 dargestellt. In Tabelle 3.4 sind die gesamten
Reserven (d.h. inklusive Einzelfallreserve) dargestellt, d.h. die Differenz zwischen dem prognos-
tizierten Incurred-Endstand und der aktuellen Beobachtung der Zahlungen:

pCL _ oI P
RO - SO,n - SO,n

~ ——CL

Rt =5l -8, firi>1
n

ROL _ Z ROU
=0

Vergleicht man die Gesamtreserve in Tabelle 3.2 mit jener in Tabelle 3.4, so erkennt man, dass
die Reserve um 39.955 hoher ist, wenn mit Incurred-Daten gerechnet wird. In Kapitel 11 wird
ein Verfahren vorgestellt, dass diese Differenz verringern soll.
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Tabelle 3.2: Reserven und mittlere quadratische Abweichung der Reserven des Chain-Ladder-
Verfahrens fiir Paid-Daten

i RO Var(RiD,) MSEpp, (RCY) \/1\//IS\ERi|Dn (Rev)
1 143 26.494 55.943 237
2 846 209.997 355.175 596
3 2.998 1.431.597 2.108.466 1.452
4 3.996 1.939.743 2.759.310 1.661
5 5.836 3.847.821 5.104.216 2.259
6 7.281 5.922.544 7.518.912 2.742
7 22.965 13.214.478 15.911.321 3.989
8 90.166 132.651.620 150.533.836 12.269

RCL Var(R|D.) MSEgp, (R°) \/@Rmn (Rex)

134.230 159.244.294 218.531.610 14.783
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Tabelle 3.4: Gesamte Reserven fiir das Chain-Ladder-Verfahren fiir Incurred-Daten

S,

CL
Ri

0 STk WD O

Gesamt

0

897
7.091
5.580
5.220
12.146
13.817
24.339
101.351

171.555




Kapitel 4

Bornhuetter-Ferguson-Verfahren

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] und [1] an.

4.1 Verfahren und Reserve

Dieses Verfahren geht zuriick auf Bornhuetter und Ferguson (1972). Die Bornhuetter-Ferguson-
Methode ist grundsétzlich ein mechanischer Algorithmus. Es gibt verschiedene Moglichkeit, ein
zugrundeliegendes stochastisches Modell zu bilden, das das Bornhuetter-Ferguson-Verfahren
motiviert. Im Folgenden wird ein Modell vorgestellt. Die Bornhuetter-Ferguson-Methode ist im
Allgemeinen sehr robust, nachdem sie Ausreifler in den Beobachtungen nicht miteinbezieht.

Modellannahmen 4.1:
e Die kumulativen Schadenhshen S; j, fiir verschiedene Anfallsjahre 7 sind unabhéngig.

e Es gibt Parameter ug, ..., tt, > 0 und ein Abwicklungsmuster «y, ..., o, > 0 mit «, = 1,
sodass firalle 0 <i<n,0<k<n—1und1<j5<n—kgilt

E [Si0] = aop
E [S; kt5] 5,05 - Sik) = Sig + (Chyj — o) phi-

Unter den Modellannahmen 4.1 gilt
E[Six] = E[E[Sik] Sio]] = E[Sio+ (o — ao)pi] = aopi + ouepii — cofts = oupfs
und
E [Sin] = .

Die Familie (o )g=0,... n bezeichnet das Schadenabwicklungsmuster. oy, gibt an, welcher An-
teil am Gesamtschaden nach k Jahren bereits abgewickelt ist.

Aus den Modellannahmen 4.1 folgen die

Modellannahmen 4.2:

e Die kumulativen Schadenhshen S; ;, fiir verschiedene Anfallsjahre 7 sind unabhéngig.
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e Es gibt Parameter g, ..., ttn > 0 und ein Abwicklungsmuster «y, ..., a,, > 0 mit o, = 1,
sodass fiir alle 0 < i <nund 0 < k <n gilt

E [Si k] = agpi.
Unter den Modellannahmen 4.2 gilt
E [Si,n] =
und daher
E [S; k]
= Lzl 4.1
T R[Sl (4.1)

Man beachte, dass die Modellannahmen 4.1 stirker als die Modellannahmen 4.2 sind. Oft wird
das Bornhuetter-Ferguson-Verfahren nur mithilfe der Modellannahmen 4.2 definiert. Dabei ist
es jedoch schwierig, die Bornhuetter-Ferguson-Prognose zu begriinden. Es gilt

E[Sin|Dn] = E[Sin| Si0, s Sin—i] = Sin—i + E[Sin — Sin—il Si0s - Sijn—i] -

Ohne weitere Annahmen, so wie es bei den Modellannahmen 4.2 der Fall ist, ist unklar, was
mit dem letzten Term geschehen soll. Unter den Modellannahmen 4.1 gilt jedoch

Sin—i + E[Sin — Sin—il 8505+ Sin—i] = Sin—i + (an — an—i) i = Sin—i + (1 — i) pi.

Im Bornhuetter-Ferguson-Modell ist der Schétzer fiir E[S; | D, fiir 1 < i < n gegeben durch
Sin = E[Sin Dal = Sini+ (1= @ni) i (42)

wobel aj,_; ein geeigneter Schétzer fiir ay,—; und [; ein A-priori-Schitzer fiir den erwarteten

Endschaden E[S; ;] ist. Sf}j kann als A-posteriori-Schétzer fiir p; = E[S; ] gesehen werden. Er

stellt also eine Korrektur des A-priori-Schétzers ji; dar, wobei die Korrektur durch Verwendung

der aktuellen Schadenstinde und der Schitzer des Abwicklungsmusters erfolgt.

Fiir die Bornhuetter-Ferguson-Reserven fiir das Anfallsjahr ¢ ergibt sich

RPY = 557 — Sin-i = (1 = @n-i) i (43)

Die Bornhuetter-Ferguson-Gesamtreserve ist

n
RPF =3 " RPF.
=1

4.2 Vergleich Chain-Ladder- und Bornhuetter-Ferguson-Progno-
se

Es stellt sich nun die Frage, wie aj und p; geschétzt werden sollen. Dazu vergleichen wir die
Chain-Ladder- und die Bornhuetter-Ferguson-Prognose. Aus (3.2) folgt

E [S;x] = E[Sio]

)

fis

—.

<
Il
—-

E[Sin] =E[Sio]

)

i

—.

<
Il
—
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Daraus folgt

E(Sixl = [ £ 'ElSinl.

j=k+1

Vergleicht man das mit den Modellannahmen 4.2, so sieht man, dass H?:k 11 fj_1 an der Stelle

von « steht. Deshalb werden H?:k, 41 fj_1 und oy oft so verwendet, als gelte H?:k, 41 fj_1 =
ag. Das kann aber nur mit den Modellannahmen 4.2 erfolgen, denn die Modellannahmen 4.1
folgen nicht aus den Chain-Ladder-Modellannahmen und umgekehrt. Sprich, wenn man die
Chain-Ladder-Faktoren f; kennt, kann man das Abwicklungsmuster (ay ) daraus schétzen und
umgekehrt. Aufgrund von (3.3) und (4.1) gilt

ol
I=k+1
Deshalb kann die Bornhuetter-Ferguson-Prognose (4.2) folgendermafen dargestellt werden:

—
n

~ 1)

S =Simit 1= ] + |5
i
=n—i+1

Weiters betrachten wir die Chain-Ladder-Prognose:

S\E,% = Si,n—i H J/CE = Si,n—i + Si,n—i ( H ﬁ - 1)

l=n—i+1 l=n—i+1

g
=Sin—it—"— A< H fl—1>

n
Hl:n—i+1 i l=n—i+1

n
1\ ~
S
l=n—i+1 i

Wenn man also das Abwicklungsmuster beider Verfahren als gleich annimmt, besteht der Un-
terschied darin, dass man beim Bornhuetter-Ferguson-Verfahren an den geschéitzten Endstand
i; glaubt. Dieser wird jedoch beim Chain-Ladder-Verfahren durch ggr% , welcher nur von Beob-
achtungen abhéngt, ersetzt.

Fiir p; kann
Hi = Tk

als Schitzer verwendet werden, wobei m; das Pramienvolumen im Anfallsjahr ¢ und ®; ein
Schitzer der Endschadenquote k; = E[S; ,/m;] ist. Dieser Wert sollte geschétzt werden, ohne
Beobachtungen miteinzubeziehen. Wenn strikt die Bornhuetter-Ferguson-Methode angewandt
wird, sollte auch der Wert «j unabhéngig von den Beobachtungen geschitzt werden. Aber in
vielen Fallen wird trotzdem folgender Schiitzer verwendet:

agL:ak:(H;l>: H}l (4.4)

I=k+1 I=k+1
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In diesem Fall unterscheiden sich die Bornhuetter-Ferguson- und die Chain-Ladder-Methode
nur in der Wahl der Prognose fiir den Endschaden S; ;. Beim Bornhuetter-Ferguson-Verfahren
wird j1;, beim Chain-Ladder-Verfahren SZC# verwendet. Es gilt

SPY = S i+ (1—aSt) (4.5)
S = S i + (1 —aSt;) Sk, (4.6)

4.3 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Daten aus Tabelle 2.1 das Bornhuetter-Ferguson-Verfahren gerechnet. Dabei
werden die Schétzer fi; fir die erwarteten Endschéden E [S; ] aus Tabelle 4.1 verwendet. Nach-
dem kein Abwicklungsmuster ()i vorgegeben wird, wird dieses mithilfe von (4.4) berechnet.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 dargestellt.

Tabelle 4.1: Schétzungen fiir Endschéden

i
181.630
220.162
230.990
278.794
272.417
285.277
295.331
277.801
248.329

.

0 3O Tt W N+ O



39

8T TVl gl
996'C6  6V9'EVC TVLV'EVT LELTVG SELOVE LVL'6EC 0L6'LET 6TV98C  8TL0TT  €89°0ST 8
er9°Se  I8V'ISC  G8TIST  197°0SC  93T'8FC  9TT'LVC 6CT'GWe T6E€Ve 0V8'9ee CITeST 4
8668 60F'1SC TO0T'TSC ¥T€0SC S¥6'LVC 89L°9¥¢ 9S9FFe TI8THE L9V°LTe TSR'T9T 9
¥CG'9  698°G9C 899°GST TC/VGC GTGTST  98€'TIGT  GPE6VC  TI6'8VE 96208  G93°99T G
IS8TV 8EGTGT  9VETVST LEGEST  GPETISC  LGT0ST  0T6'8VC  ISP'8FE  L€9°06C  ICT'69T ¥
89C'€  9€0'9SC 6€8°GSC  T1T0°9SC 89L°CSC CIT'TSC T06'1SC  €96LVC 808°9€C  L66'GST €
678 €V1°06C  086'63C V6368 CLS'98C 8¥V9TTe LE0'1eC  LOT'61C GTGT0T STEEET &
Ge1 960°€0¢ T¥6'20¢ G900 G8V'T0G  69T°'T0C FG9'66T L8F'66T €06F8T 96Tl 1
60LC8T 08G'¢8T TTETST L69°08T TLOOST 069'8LT TI69LT €T0'99T 09T'GTT O
agd 3
000°T 6660 9660  886°0  ¥86'0  LL6'0  TIL60 8060 9290 10
100°T €00°T 800°'T  ¥00'T  L0O'T 900°T 0L0°T 1671 1Y
8 L 9 S v € é I 0
e

(opug)SULpRYDG-PIeJ 91ISI[NWNY) USIRLIDA -TIOSNSI{-19)1onuiog g § 9[[eqe],



Kapitel 5

Poisson-Modell

Dieses Kapitel orientiert sich an [8] und [6].

Das Poisson-Modell wird hauptséichlich angewendet, um die Schadenanzahl zu modellieren. Im
Gegensatz zum verteilungsfreien Chain-Ladder-Modell werden hier Annahmen an die Vertei-
lung der Zufallsvariablen gemacht. Wir werden sehen, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer
in diesem Modell zur selben Reserve wie im Chain-Ladder-Modell fiihrt.

Modellannahmen 5.1:
e Die Familie (Z; ), , der Zuwéchse ist unabhéngig.

e Es gibt Parameter po, ..., un € (0,00) und 0y, ...,0, € (0,1) mit ;" ,0; = 1, sodass fiir
alle i,k € {0,...,n} Z; ;, Poisson-verteilt mit Parameter j;0}, ist, d.h.

(1i0k)*
2z

)

exp (—u;0r) Vx € N.

Man beachte, dass aus der Poisson-Annahme unmittelbar folgt, dass die Zuwé#chse nichtnegativ
sind. Aus den Annahmen ergibt sich

E [Z%k] = /Liek (51)
und durch Summation iiber k£ = 0, ...,n erhélt man

Nachdem die Summe unabhéngiger Poisson-verteilter Zufallsvariablen wieder Poisson-verteilt
ist, ist \S; ,,, der gesamte Schadenaufwand des Abwicklungsjahres i, Poisson-verteilt mit Para-
meter p;. i; steht also fiir den erwarteten Gesamtschaden des Abwicklungsjahres i. Wegen (5.1)
und (5.2) gilt

E[Zi ] = O4E [Sin] -

(0k )1 definiert also das erwartete Abwicklungsmuster iiber die verschiedenen Abwicklungsjahre.
Auflerdem ist folgender Ausdruck unabhingig von i:

E[Z; ] _ Ok

E[Zio] 6o




41

Lemma 5.2: Das Poisson-Modell erfiillt die Modellannahmen 4.1.

Beweis: Aus der Unabhingigkeit der Z;;, folgt, dass die kumulativen Schadenhdhen S; fiir
verschiedene Anfallsjahr unabhéingig sind.
Weiters gilt

E [Sz 0] =E [Zi’(]] = Ui mit g = 90

)

und

E[Si k+j] S50 Sikl = E[Sik + Zigs1 + - + Zi gyl Sijo - Sike) =

= zk+ZE Zi il Zig, - = zk+ZE o]
=1

J
= Sk + e Z Okt = Sik + i (Brrj — Br) mit B = Z 0,.
=1 -

O

Das bedeutet, dass das Poisson-Modell die Annahmen an das Bornhuetter-Ferguson-Modell
erfiillt. Man konnte also die Bornhuetter-Ferguson-Prognose verwenden, um die Reserve im
Poisson-Modell zu prognostizieren. Wir werden hier aber anders vorgehen und zuerst die Pa-
rameter (y;), und (6y), schitzen. Dafiir verwenden wir die Maximum-Likelihood-Schétzer. Die
verfiigbare Information wird durch D,, = 0 {Z; ;0 < i,k < n,i+ k < n} dargestellt. Aufgrund
der Unabhingigkeit der Zuwéchse ist die Likelihood-Funktion L gegeben durch

Ll uzek Zik
L(:u’(]v"'vu’nueo?“'?gn’D HH eXp(_:u”Lek) .

=0 k=0
Durch Logarithmieren erhélt man

n —1i

In L (1o, ey fins 00, oy 00| D) = (ZigeIn (i0r) — In (Z; ) — pith) =

3

.

3 |l

o
3
|l
> O

(Zigp In (i) — In (Zi ) — pitl) -

R‘

=01

I
o

Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen kommt man auf

n—1i 5 R
Zip—e—0 | =0 Vie{0,..,n},
O

k=0 Hi
n—=k ~
i —~
<Zi7k/\/\ - Mz‘) =0 Vke{0,..,n},
=0 1i O

unter der Nebenbedingung > ), é\k = 1, was dquivalent ist zu

ﬂlé\k = Zi,k = Si,n—i Vi € {0, ...,TL},

k=0 k=0

n—k R n—k (53)
ﬁié’k = Z@k Vk € {O, ,n}

n
o
-
Il
=)
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unter der Nebenbedingung » ) b, = 1.

Falls das System A(5.3) eine eindeutige Losung hat, erhélt man daraus die Maximum-Likelihood-
Schétzer 1; und 0y fiir p; bzw. ;.

Im Poisson-Modell werden E [Z; ;] bzw. E[S; ,,|D,,] folgendermafien geschétzt:

Z5 = E[Z; 3] = [iibx Vi+k>n
n
SPo = E[SinlDn] = Sim—i+ > ZIF  Vi>0 (5.4)
k=n—i+1
Es gilt

SPo =S, + Z 110, = ””Jr( Z )ﬂi, (5.5)

k=n—i+1

d.h. die Poisson-Prognose hat die selbe Form wie die Bornhuetter-Ferguson-Prognose (4.2), mit
dem Unterschied, dass hier Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p; und 8y verwendet werden, die
von den Daten D,, abhéngen.

Es wird nun gezeigt, dass das Poisson-Modell auf die selbe Reserve wie das verteilungsfreie
Chain-Ladder-Modell fithrt. Dazu nehmen wir an, dass das System (5.3) eine positive Losung

hat. Dazu wird zuerst folgendes Hilfslemma bewiesen:

Lemma 5.3: Unter den Modellannahmen 5.1 gilt auf D,
n—k k R
Z Sik =D 1)
=0 =0
Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion.

e Induktionsanfang: k =n
Aus (5.3) erhélt man fiir i =0

e Induktionsschritt: [ — 1 —1

Induktionsvoraussetzung: Fiir k =1 gilt

Es gilt

n—(1-1) n—l
Z Sii—1 = Z Sii—1+ Sn—iy10-1 = Z(Si,l — Ziy) + Sn—ig1-1 =
=0 i=0

=0

n—l n—l -1
=> S0 => Zit+ > Tn-t41-
i=0 =0 =0
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Aus der Induktionsvoraussetzung und (5.3) folgt

=0
n—l 1-1 -1 n—(l— -1

= fi » 05+ fp_i41 E E fi Y 0;.
i=0  j=0 j=0 i=0 j=0

Somit kénnen wir nun folgendes Lemma beweisen:

n— n—I -1
ZS Z Z+ZZR I+1j = Z“zze'_Zﬁi@‘FZﬂn—ngj:
~ i=0 j= i=0 j=0

Lemma 5.4: Die Chain-Ladder-Prognose (3.6) und die Prognose (5. 4) mit den Maximum-

Likelihood-Schiétzern im Poisson-Modell stimmen iiberein, d.h. SCL S 01.

Beweis: Fiir die Poisson-Prognose gilt unter mehrmaliger Beriicksichtigung von (5.3)

§5¢3i:fé[si,nlpn]— im—i + Z Nzekz—z#zek+ Z Nzek—ﬂzzek:

k=n—i+1 k=n—i+1
n— H—l
zn i Z 9k Zk:() ek
Zek_ ,n—1 n—i n—173 "
Zk:o 9k Zkzo ek

Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (5.3)

n—k — k
Zszk I—ZSzk: sz):Zﬁlz
i—o ° -

(5.7) und (5.8) implizieren

Aus (5.6) folgt also
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wobei ein leeres Produkt definitionsgeméaf gleich 1 ist.

Beweis: Aus (5.6) und (5.9) folgt

n

s 0 N N

Si};gl = Si,n—ig::‘% = SEE; = Si,n—ifn—i—i—l Ce fn
Zk:o Ok

Nachdem >7_ 6 = 1, erhéilt man

Bemerkungen:

e Lemma 5.5 besagt, dass die verteilungsfreie Chain-Ladder-Methode und das Poisson-

Modell auf das selbe Abwicklungsmuster (&SL)k fithren und deshalb auf die selbe Born-
huetter-Ferguson-Reserve, falls dieses Abwicklungsmuster als Schitzung fiir (a4 ), heran-
gezogen wird. Falls also das Abwicklungsmuster (agL)k fiir das Bornhuetter-Ferguson-
Verfahren verwendet wird, unterscheiden sich das Poisson-Modell und das Bornhuetter-
Ferguson-Verfahren nur in der Wahl des erwarteten Gesamtschadens p;, denn es folgt aus
(5.5)

§Ef§i = Sim—i + (1 —aS%) fis,
wobei fi; der Maximum-Likelihood-Schétzer aus (5.3) ist.

Die Losung von (5.3) erhilt man in diesem Fall sehr einfach mithilfe der Chain-Ladder-
Faktoren fi, und zwar

G =alt —alt = [ i—f[i: 1 i<1_1>

j=k+1 Ji j=kJI  j=k+1 i Jr
und
~ _ Sim—i_ Sin—i _ gow
= Snmig = FoL = S
Zk:() k n—i

d.h. es ist keine numerische Approximation zur Losung des Gleichungssystems notwendig.

Man beachte, dass das verteilungsfreie Chain-Ladder-Modell auf allgemeinere Datensétze
angewendet werden kann. Das Poisson-Modell kann nur gelten, wenn die Inkremente Z; j,
positiv sind, nachdem die Poisson-Verteilung nur natiirliche Zahlen als Werte annimmt. Im
verteilungsfreien Chain-Ladder-Modell diirfen die Inkremente auch negativ sein, solange
die kumulativen Schadensténde positiv sind.



Kapitel 6

Verallgemeinerte lineare Modelle

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] an.

6.1 Maximum-Likelihood-Schitzer

Lemma 6.1: Seien X, ..., X,, i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichte fy (-) und OMLE der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Parameter der Verteilung 6. Unter milden Vorausset-
zungen gilt folgende Konvergenz in der Verteilung;:

\/ﬁ(é}?LE—G) ﬂ/\/(@,%) . fiir n = 0o
mit
1) = —£[ 210 ()| =2 <8891nfe(X)>2] (61)

Beweis: siehe Theorem 2.3. in Kapitel 6 in [9], wobei sich die zweite Gleichheit in (6.1) folgen-
dermafen ergibt:

- {5922 In fo(X )} =-E {889 <f0(1X)§9fe(X)>]
- f9(1) (;Qf(X)>2+f(lX)§;fg(X)] _
I fe(lX) > ] J Tola (802f@ )> fo(z)dx =

(

_ :<;9mf9<x>)2 /er
(
(

=-E

=K

_ 5 9
8glnfg()()) a92/](9 dl’_

(;9 In fo(X ))2]

2 82
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Bemerkungen:

e H(#) wird Fisher-Information genannt.

e Dieses Lemma besagt, dass Maximum-Likelihood-Schétzer asymptotisch unverzerrt mit
einer asymptotischen Varianz, die durch die Inverse der Fisher-Information gegeben ist,
sind. Wir werden also die Fisher-Information benutzen, um den Schétzfehler zu approxi-
mieren. Man sei sich aber bewusst, dass dieses Ergebnis nur asymptotisch gilt. Die Frage,
die man sich also zu stellen hat, ist, ob man bereits im asymptotischen Bereich ist.

e Die milden Voraussetzungen sind in [9] in Kapitel 6.2. beschrieben. Die Verteilungen, die
im Folgenden verwendet werden, erfiillen diese Bedingungen.

e Es gilt auch das multivariate Analogon. Seien X1, ..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichte
fo(-) und Parameter § = (61, ...,6,) und die Fisher-Informationsmatrix folgendermafien
definiert:

0 0

56, lnfe(X)aT%lnfe(X)

H(8),, = —E [806;9 i fo()| = |

Dann ist /n (@MLE - 9) asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwertvektor

Null und Kovarianzmatrix H(#)~!.

6.2 Modellrahmen

In diesem Kapitel soll der Modellrahmen fiir die verallgemeinerten linearen Modelle festgelegt
werden:

1. Zufallskomponente: Fiir die Zufallsvariablen Z; j, ¢ € {0,...,n} und k € {0, ...,n}, gilt

E[Zik] = zik
ik

Var (Z; ) = V(zik), (6.2)
Wy k

wobei ¢; ;; > 0 ein Streuungsparameter, V(-) eine passende Varianzfunktion und wj j ein
bekanntes Gewicht oder Volumsmaf ist.

Zur Zeit hat das Modell noch (n + 1)? Parameter. Es muss also noch die Dimension der
unbekannten Parameter reduziert werden, nachdem zu wenige Daten vorhanden sind, um
diese zu schétzen.

2. Systematische Komponente: Es wird angenommen, dass z; ; durch eine kleinere An-
zahl an unbekannten Parameter b = (b1, ...,b,)" und einen passenden deterministischen
p-dimensionalen Zeilenvektor I'; , die n = (1; )i, ergeben, bestimmt werden kann:

Nik = P@kb (6.3)

3. Uberleitungsfunktion: Die Verbindung zwischen der Zufallskomponente und der syste-
matischen Komponente ist durch die Uberleitungsfunktion h(-) und ihre Inverse g = h~*
gegeben:

Zik = h(nik) (6.4)
9(zik) = nik = Tixb (6.5)
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6.3 Exponential Dispersion Family

Wir nehmen an, das die Verteilung der Inkremente Z; j, zur Exponential Dispersion Family, kurz
EDF, gehort, d.h. die Dichte (6.6) erfiillt.

Modellannahmen 6.2:

e Die Inkremente Z; j, verschiedener Anfallsjahre ¢ und/oder verschiedener Abwicklungsjahre
k sind unabhéngig.

e Die Inkremente Z;; haben eine Dichte (beziiglich des Zahl- oder Lebesgue-Mafies) der
folgenden Form:

f(ﬂﬂ%',k’ ¢i,k,wi,k) =a <l‘> ¢i’k> exp {x%k_d(%k)} ) (6.6)

Wi Gi g/ Wik

wobei d(-) eine reellwertige zwei mal differenzierbare Funktion des Parameters v; ;, ist, so-
dass (d')71(-) existiert, ¢; . > 0 ein Streuungsparameter, w; ; > 0 eine bekanntes Gewicht
und af(+,-) eine passende reellwertige Normalisierungsfunktion ist.

Bemerkungen:

e Jede Verteilung, die zur EDF gehort, ist durch die spezielle Form der Funktionen a(-,-)
und d(-) charakterisiert. Beispiele fiir solche Verteilungen sind die Poisson-, Overdispersed
Poisson- (siehe Kapitel 6.5), Bernoulli-, Binomial-, Negativ-Binomial-, Gamma-, Normal-
und Inverse Normal-Verteilung.

Beispiele:

O Lk~ POi(Miek), d.h.

L) 1
f(@spi, Ok) =P[Zi = ] = (Mx,k)e Hide = = exp{xIn(pibr) — (i)}
Es gilt also

Gik _q

Wi k

Yik = In(pi0),

d(-) = exp(-)
1

a(x) = .l

o Zip ~ N(i g, 0ir), d.h.

1 r = pig)”
f(x;/“j”i,k:ao-i,k‘) = —F/——¢€Xp _(22Z
1/271'0i2k, Ok
1
1/ 2mo i
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Es gilt also

bik 52
Wy k bk
Yik = Hik,

2

T
d(l’) = ?7

1 x?
2
a(x,ai’k) = \/ﬁexp {—20_2k} .
ﬂai,k 1,

e Ein verallgemeinertes lineares Modell wird durch folgende drei Komponenten charakteri-
siert:

o Typ der EDF-Verteilung fiir die Zufallsvariable Z; j,
o Uberleitungsfunktion h oder die Inverse g
o Zeilenvektor I'; j,

e Die Wahl einer Uberleitungsfunktion h hiéngt von der speziellen EDF ab, wobei fiir jede
EDF kanonische Uberleitungsfunktionen existieren:

Nik = g(zi,k) = Yik-

Nachdem z;; = d'(vix) (siehe (6.7) weiter unten), folgt daraus g(d'(v;x)) = vir und
folglich ist die kanonische Uberleitungsfunktion gegeben durch g = (d’)~!. Es gilt dann
Yik = L'i1b.

Lemma 6.3: Unter den Modellannahmen 6.2 gilt
E(Zix] = zip = d (Vi) (6.7)

Var (Zig) = 2 (), (69

1,
wobei d' (i) und d”(v; ) die erste bzw. zweite Ableitung von d nach ~;  sind, die aufgrund

der Annahmen existieren.

Beweis: Sei
U5 Yi ks Pike Wik) 2= 10 (2555 1o D ks Wi k)

O.B.d.A. nehmen wir an, dass f(x;7; k, @ik, Wi k) eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafes ist.
Dann gilt

0 0 0
0= 1=  Yigks Diks Wik ) A =  Vigks Piks Wik )dw =
Trir 8%k/f(ffw,k Pifes Wi k) A /a%kf(:v Viks Pis Wik )

O Z; k3 Vi ks Pi o> Wi
f(x;’)’i,md)i,k;wi,k)d%:]}z[ (Zi Wa’k Dty Wisk) =
i,k

:/al($§7i,ka¢i,k7wi,k)
ik

T

=K Ina | Z; ., — 4 2 ) — Yk w1z, —d (v ’
[a%,k ( < ik W; k Gik/ Wik Dik ( (Zi k) (v ,k))

woraus sofort die Aussage fiir den Erwartungswert folgt.
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Analog gilt unter Verwendung von E [Z; 1] = d'(7; 1)
62 0?
0=_—-— a%k =3 3k /f T3 Vi ke, Pi ks Wi k) AT [wa(x§7i,ka¢i,k7wi,k)dx:
81( zka’ﬁka@ézkawzk) +E (al( zk772k7¢zkawzk)>2 _
871,]4
k k 2 2
— 'L d// < 7 ) E ZZ _ d/ ; —
g i)+ (52 ) B[(Zi — d i)

8%’,k
W; |

¢Zk< d"(vix) + mVar(Z@k)),

woraus die Aussage iiber die Varianz folgt.

Bei beiden Rechnungen wurde verwendet, dass die Differentiation und die Integration vertauscht
werden diirfen, falls die Verteilung zur EDF gehort. Dazu sei auf [10] oder [11] verwiesen. [

Wegen (6.7) gilt
Yige = (d) 7 (2ik) (6.9)

und wegen (6.2) und (6.8) definiert man
Vizg) =d’ ((d’)*1 (zi,k)) . (6.10)

6.4 Parameter-Schitzung fiir die EDF
In diesem Kapitel wird eine multiplikative Struktur angenommen:

k= ik, (6.11)

wobei p; fiir das Exposure des Anfallsjahres i (z.B. erwartete Schadenlast, erwarte Anzahl der
Schiden, gesamte Anzahl an Polizzen) und 6y, fiir ein erwartetes Schaden-/Reporting-/Cashflow-
Muster iiber die unterschiedlichen Anfallsjahre steht. Somit hat sich die Anzahl der Parameter
auf 2n + 2 reduziert. Auflerdem wéhlen wir

Es ergibt sich also

Nik = (25 1) = In(p;) + In(6).

Gleichung (6.11) zeigt, dass y1; und 6, nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig sind, denn
i = cpu; und 6y, = 6 /c wiirden fir jedes ¢ > 0 den selben Schétzer fiir z; ;, ergeben. In Kapitel 5
wird angenommen, dass (6y)x ein Schadenabwicklungsmuster ist und die Summe deshalb 1 ist.
In diesem Kapitel ist es einfacher, o = 1 und deshalb In(pp) = 0 zu setzen. Das fiihrt auf

b= (In(tn), ... (), In(6), ..., In(6,))
und fiir k£ € {0, ...,n}

Tog = (0,..,0,0,0,...,0, entps1,0, ..., 0)
Fi,k = (O, ...,0,€:,0,...,0, €4 %+1,0, ...,O), 1€ {1, ...,TL},
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wobei die Eintrége e; = 1 und e, 11 = 1 an der i-ten und an der (n+ k + 1)-sten Position sind
und es gilt

i = Likb (6.12)

Wir haben also die Anzahl der Parameter auf 2n 4 1 reduziert.

Oft ist es niitzlich, die Log-Likelihood-Funktion mithilfe des Mittelwertes auszudriicken. Wegen
(6.9) gilt

U3 Yk Gier wige) = U (d) " H(2ik), Bk Wig) = I(x; Zi Jer Di > Wi k)-

Je nachdem, ob ~; , oder z; ;, verwendet wird, sollte klar sein, um welche der beiden Funktionen
es sich handelt und wir wollen die Tilde weglassen und identifizieren

UzsYig, Giswik) < U3 2k, Gifes Wik)-

Wir verwenden nun die Maximum-Likelihood-Schétzung auf der Menge der Beobachtungen D,,,
um den unbekannten Parametervektor b zu schitzen, d.h. wir maximieren folgende Funktion:

L (B Dy) =In [ £ (Zins (@) (zik)s bikrwine) = Y (ks Ziks Gk wik) =

i+k<n i+k<n

= Z U(Zi k5 13Ok Di s Wi k) (6.13)
i+k<n

Wir maximieren diese Funktion, indem die 2n + 1 partiellen Ableitungen beziiglich der unbe-
kannten Parameter p; und 6 gleich Null gesetzt werden. Dadurch erhalten wir Schétzungen 1
und 6, und deshalb

3 = (ln(/;Z), X lm,m, vln(/e\n)>

mit ln/(/;) = In(jz;) und m/(e\k) = ln(@k). Dadurch erhélt man einen Schétzer fiir den Erwar-
tungswert z; j:

S = exp (i} = exp {Inpu) + In(60) | = b
Dadurch ergeben sich folgende Prognosen in diesem Modell:
ZEPY =% = b, i+k>n (6.14)

SEDF = ;i + Z ZEPY e {1,..,n} (6.15)
k=n—i+1

Bemerkungen:

e Wir erhalten ein Gleichungssystem fiir z; und §k, das wir 16sen miissen. Fiir das Poisson-
Modell ist es gegeben durch (5.3).
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6.4.1 Fisher-Scoring-Algorithmus

Es wir nun ein Algorithmus erklart, der fiir die Berechnung der Maximum-Likelihood-Schétzer
fiir den Parametervektor b verwendet werden kann.

Lemma 6.4: Unter den Modellannahmen 6.2 erfiillt die Log-Likelihood-Funktion

¢i,k) ik — d(Vik)
_|_
Wik Gi i/ Wik

U5 Yi ks Pi wik) = Ina <:E,

fir j =1,...,2n 4+ 1 folgende Gleichung

o o)

0
*Z(ZC; Yik> d)i,kawi,k) =W (Zz’,k) (x - Zi,k) 9 ik

ab;

l(j,z die j-te Koordinate des Zeilenvektors I'; j, ist und

W (zi) wip 1 AN
Zi = )
o Gir V(zik) \ Oz

wobei V(z; 1) die in (6.10) definierte Funktion ist.

wobei I’

Beweis: Aufgrund der Kettenregel gilt

OU(x; Vi ks Di k> Wi k) OVike 0%k ONi
ik 0z Oni g Ob;

0
U Yi g, Qi s Wi k) =
a0, (5% k> Dike> Wi k)

Wir berechnen nun jeden Term. Mithilfe von (6.7) folgt

OU(Z; Vi, iy Wisk) _ Wik (2 — d(vis) = w;

ik ik i,

)

(:L‘ - Zi,k) )

aZ'k

= =d"(vik) = V(zik),
Tk — ') = V()
Mik _ ()

> =T

c%j ik

Es folgt also

1 02k () i k()
STV =W (% — 7% ) A
V(2ik) Ok ik (i) (@ = 2it) ‘

azi,k ok

0 W; |
5 & Vi Qi wik) = ——= (¥ — %
o, (5 Vi ks Dile> Wik) P (r — 2 p)

O

Nachdem der Maximum-Likelihood-Schitzer b die Log-Likelihood-Funktion (6.13) maximiert,
verschwindet die Ableitung nach b; fiir j = 1,..,2n+1. Aus Lemma 6.4 folgt fiir j = 1,...,2n+1

9 e
0= Z UZi g Yigos Pier Wik)| = Z W (zik) (Zik — 2ik) nkl“gjk) : (6.16)

0z
I itk<n 5 itk<n ik 5
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Deshalb haben wir den Maximum-Likelihood-Schitzer b fiir b gefunden, wenn die sogenannte
Score-Funktion

u:u(b) Z l zkv'szv(bzk;wzk) =
7 ih<n j=1,....2n+1
i (i
= Z Wizik) (Zik — zik) am’ F§],2 (6.17)
) Zik
i+k<n ,

j=1,...2n+1

gleich dem Nullvektor ist und die Hessematrix von [(-;7; &, ¢ik, wi ) auf Dy,

W =W(b) = Z Ml(zi,k;%,ka Di k> Wi k)
Jd=1,..,2n41

negativ definit ist. Im Folgenden betrachten wir die Hessematrix W als eine Funktion der
Zufallsvariablen Z; j, und definieren die Fisher-Informationsmatrix folgendermafien:

H = H(b) = —E [W (b)) E| ) abab (Zi 63 Yiskr ir Wi k)

ith<n Jl=1,..2n+1

Bemerkungen:

e Man beachte, dass durch die Summation iiber ¢ + k < n die Anzahl der Beobachtungen
in H enthalten ist.

e Die Matrizen —W und H = —E[W] werden oft beobachtete und erwartete Fisher-
Informationsmatrix genannt.

Lemma 6.5: Fiir die Fisher-Informationsmatrix H = (Hj;);i=1,...2n+1 gilt unter den Modell-
annahmen 6.2

Hjp=Hj(b)= > W(zu)Ird)
i+k<n
Beweis: Es gilt
Hia(6) = —E |-Zuy(b)
gl abluj
und
o 3mk o) _
— Wz, — 2z Z
0 on;
- ( 2 zz,k>) Pt
ik
i+k<n
Mk 1(5)
; )
+ Z Z’Lk 8b <W(Z’L k)azlk 7,7k;
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Fiir den ersten Term gilt aufgrund von (6.12)

2 ik 1) Oz ik ) _
> <8bl(Zz,k Zz,k)) W(Zz’k)am n== b, W(Zl’k)az@kri»k_

i+k<n i+k<n
On;
= = > W) 2k r0) = = 3 Wiariry).
. ob; .
i+k<n i+k<n

Der zweite Term verschwindet im Erwartungswert:

o) Mk

i+h<n Oz
0 i ke (5
= N (E1Zik] - mp) o (Waip) kT ) ) =
. abl 8Zik ’
i+k<n ,
9 Mk ()
= Z (2ik — Z”“)ab <W(Zik)azikFi,k =0
i+k<n ’
(]
Man betrachte nun einen Vektor b* = (b7,...,b5,, ;). Angenommen die Inverse der Fisher-

Informationsmatrix H = H(b") existiert. Wir haben also wegen (6.3) und (6.4) n; 1, = 1; 1(b*) =
I xb* und z;; = 2 5(b*) und aus Lemma 6.5 folgt fir j =1,...,2n+ 1

2n+1 2n+1
(Hb); = > Hjbf= > > W(zgl l(-,;)fbl =) W(zi,k)FEf,ﬂm,k(b ). (6.18)
=1 =1 i+k<n i+k<n

Sei
ob* = H tu(b"), (6.19)
dann gilt wegen (6.19), (6.18), (6.17) und (6.5) fir j =1,...,2n+1
(H(b" +6b")); = (Hb"); + (Hb"); = (Hb"); + u;(b") =
/)

M ks (5
= Y Wennx+ > W sz)(Zi,k—Zi,k)aZisz(‘,]iz):

i+k<n i+k<n ’
o k
e Z WZZ]C FJ (nlk+(z Zivk)az’):
ik Zik
Z+k<n )
= Z W(sz)rgjk) (Q(Zzyk) +9'(zi) (Zig — sz)) (6.20)
i+k<n

Dabei gilt fiir den letzten Term
9(Zix) = g(zix) + 9 (zix)(Zig — 2ix)-

Man beachte, dass u;(b*) fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer b* = b verschwindet, d.h. wir
suchen eine Nullstelle von u;(b), fiir die H(b" + 6b*) = Hb" gilt.

~(m+1
Einerseits kann das mithilfe des Newton-Algorithmus erfolgen, wobei b(m+ ) jener Schitzer ist,
der durch

w(8™) +w (57) (577 -5"™) =0
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definiert ist, nachdem W (g(m)> die Jacobi-Matrix von u (B(m)), also die Matrix der partiellen

Ableitungen von u (g(m)>, ist.

Der Fisher-Scoring-Alogithmus ist eine Variante davon, wobei die (méglicherweise indefinite)
Hessematrix W (b) durch minus die Fisher-Informationsmatrix H (b) ersetzt wird:

u (B(m)> _H (g(m)> <E(m+1) B B(m)) ~0

Das hat den Vorteil, dass diese Matrix leichter auszuwerten ist und immer positiv semidefint

ist. Verwendet man einen Startwert B(O), so gilt wegen (6.19) folgende Iteration fiir m > 0:
~(m ~(m ~(m)\ ! ~(m ~(m ~(m
b( +1) :b( )+H<b( )) u(b( )) _ b( )+5b( ) (6.21)

Die Iteration wird abgebrochen, sobald ein Abbruchkriterium erfiillt ist. Dies kann z.B.

Hg(m—i—l) _

fiir ein kleines € > 0 sein. Aus (6.21) und (6.20) folgt fiir m > 0
(. N —1 . .
@) (S wle)
ith<n j=1,...2n+1

wobei

o) =2 (Z34) = g0) + o ) (Zik — ),
~(m)
0 = (55) = (1)

Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer b gilt also wegen (6.5) und (6.16)

b=H (E) - Z W (zix) Ffjk) (9(zik) + 9 (zig) (Zig — zip)) || = (6.22)
i+k<n .
—H (B)fl H; W (2i) Tk (6.23)
itn 5
+H (B>_l ;k; W (zi00) T gm’“ (Zis =) | | (6.24)
s b
~u(p) %nW(z,M%,k . (6.25)

j=1,....2n+1
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6.4.2 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose

In diesem Kapitel soll ein Schétzer fiir die mittlere quadratische Abweichung der Prognose
gefunden werden. Fiir die bedingte mittlere quadratische Abweichung gilt wegen (A.1)

n n n
s, (328587 ) <2 | (S-87 - Yo ) | -
i=1 i=1 i=1

2
—E (Z ZEDF — > Zk> D, | =

i+k>n i+k>n

pn> T ( > (7P -k [Zi,len})>2,

i+k>n

:Var< > Zig

i+k>n

woraus aus den Modellannahmen 6.2 und (6.2)

_ Var( 3 ZL,{;) + ( 3 (ZEDF E[Zi,k])>2 _

i+k>n i+k>n
2
= Z Var (Z; ;) + ( Z (ZEDF E[Zm])) =
i+k>n i+k>n
¢ 2
Pik ) EDF )
- Z wikv(zz,k) + (Z (Z E[Zz,k])>
i+k>n ’ i+k>n

folgt. Der erste Term kann fiir gegebene Varianzfunktion V(z; ;) und Parameter ¢; ; und w;
einfach geschétzt werden. Die Schwierigkeit ist wieder, die bedingten Schétzfehler zu schétzen.

Die unbedingte mittlere quadratische Abweichung hat folgende Form:

MSEEZ Sin (En: S\E,?F) =E [MSEZz Sin|Dn (Z SEDF)] _
=1
2

. Wi, k; .
i+k>n i+k>n

Die Schwierigkeit besteht wiederum darin, den letzten Term, also den Schétzfehler, zu schétzen.
Es gilt

E (Z (ZEPr - E[Zi,kJ))z = > E[(ZEPT - E(zid]) (ZERF —ElZim])|  (6:26)

i+k>n itk>n,
l+m>n

Man beachte, dass Z; EDF im Allgemeinen kein unverzerrter Schétzer fiir E [Z; ;] ist, d.h. die Ter-
me in (6.26) konnen einen zusétzlichen systematischen Fehler haben, der aber oft vernachléssigt
werden kann, sodass die quadratischen Terme folgendermaflen approximiert werden:

Var (Z\EICDF) = Var (exp{;x}) = exp{2n; 1} Var (exp{nix — nik}) =
~ exp{2n;x} Var (1 + 0 — nix) = exp{2n;x} Var (i k) =
= zzg,k Var (Fi,k/l;> = zngi,k Cov (3, /l;)
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Dabei wurde benutzt, dass exp(z) ~ 1 4+ « fiir  ~ 0. Analog werden die gemischten Terme
approximiert.

Cov (ZEPF, ZERF) = Cov (exp{fih, exp{im}) = exp{ni i} exp{imm} Cov (e, Tim) =
= szzl,mFLk Cov (/I;, g) ann

Wir miissen also die Kovarianzmatrix von b berechnen. Wir nehmen an, dass Z;j zur EDF
gehort mit gegebener Varianzfunktion V' (z; ;) und Parameter b und definieren die Zufallsvariable

B=H({b)! Z W(Zi,k)rg,jk)Xi,k ;

ith<n j=1,....2n+1

wobei
Xikw=Xip) =9zig) + 9 (zig) Zig — zik)
und z; = z; 1 (b) = h(T'; ;b). Dann gilt
Lemma 6.6: Unter den Modellannahmen 6.2 gilt
Cov(B,B) = H(b)™ L.

Beweis: Nachdem die Inkremente Z;; unabhéngig sind, ist die Kovarianz zwischen X;j; und
Xi,m gleich Null fiir (¢, k) # (I, m). Wir betrachten also nur

877i,k

2
Zik) = k)L
8Zi,kz> Var( z,k’) W(zz,k)

Var (X, ) = Var (¢'(2i6) Zig) = <

Mithilfe von Lemma 6.5 folgt also

COV Z W(zl,k)Fffk)XLk s Z W(zuk)l“g,)ch’k =
i+k<n o \itk<n !
J
= 3 wnrd) vaX rw g | o= Y Wiordrd)
i+k<n jil i+k<n il

— (Hjy);, = H(b)

und deshalb
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Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer gilt wegen (6.22) und (6.16)

B:H(g>_1 Z W (Zix) kmk =

ith<n j=1,....2n+1

— (B)_l S W GG =

ithk<n j=1,...2n+1
-1 , .
—H (b) 3 WG T X (b) . (6.27)
ith<n j=1,...2n+1

Ersetzt man in (6.27) auf der rechten Seite den geschétzten Parameter b durch den wahren b,
so erhalt man die Zuf/a\llsvariable B. Deshalb schatzen wir die Kovarianzmatrix des Maximum-
Likelihood-Schétzers b durch

-1
Cov (b,b) = 1 (b) o wearry . (6.28)
jl=1,...2n+1

Insgesamt ergibt sich also folgender Schétzer fiir die unbedingte mittlere quadratische Abwei-
chung:

BES\EZlS”L (ZSEDF> = Z ZS)”; Z szzlm 1kH <b> 1 E,ma

i+k>n ) itk>n,
l+m>n

wobei H(B)_1 durch (6.28) gegeben ist.

Bemerkungen:

e Falls die Inverse der Uberleitungsfunktion der Logarithmus ist, d.h. nik = In(2; %), dann

gilt
377¢,k 1
0z i ik
und es folgt
Wi 12k
Wizie) = Gig V(zig)

e Fiir die Schétzung von ¢; 1, /w; ;, nehmen wir an, dass der Term konstant ist, d.h. ¢; 1, /w; ) =
¢ fiir alle 4, k, und verwenden die Pearson-Residuen

Zik — Zik

R’Lk‘(zlk) V(sz)l/27

fir die

B [(R ()] = 25 = 6

Wi,k
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gilt. Wir setzen

= Zik — Zik

RPE — 1, 1,

MV (B
und schéatzen ¢ folgendermaflen:
~po ) 2

B Ditk<n (Rzk) (6.29)
= N_p , .
wobei N die Anzahl der Beobachtungen Z;; in D, und p die Anzahl der geschétzten
Parameter bj, d.h. p = 2n + 1, ist.

(ZPe

6.5 Mittlere quadratische Abweichung der Bornhuetter-Fergu-
son-Prognose

In diesem Abschnitt soll ein Schétzer fiir die mittlere quadratische Abweichung der Bornhuetter-
Ferguson-Prognose gefunden werden.

Das Abwicklungsmuster oy wird hdufig mithilfe der Chain-Ladder-Faktoren wie in (4.4) ge-
schétzt, obwohl der Schétzer durch kein gemeinsames stochastisches Modell begriindet ist.
Der Hauptkritikpunkt dieses Ansatzes ist, dass die Verwendung der fk der Grundidee des
Bornhuetter-Ferguson-Verfahrens, dass S; ,, — S; ,—; unabhéngig von S; ,—; prognostiziert wird,
widerspricht. Wir wollen nun ein stochastisches Modell zugrunde legen, das (4.4) motiviert.

Modellannahmen 6.7:

e Die Inkremente Z;; sind unabhiingig mit einer Overdispersed Poisson-Verteilung,
d.h. es gibt positive Parameter o, ..., O, 1o, ..., pty mit y ;o0 = 1 und ¢ > 0, sodass

Zi k ) (Hkui)
Z0E L Poi 7
@ o

E[Zix] = zik = Okpi;
Var (Z%k) = gbzi,k = Qbekﬂz

d.h.

e /i, i € {0,...,n}, sind unabhéngige und unverzerrte A-priori-Schéatzer fir p; = E[S; ).
e Z;, und fi; sind unabhéngig fiir alle 4, j, k.
Bemerkungen:

e Z; gehort zur EDF (siehe Modellannahmen 6.2) mit Varianzfunktion V(z) = z und
d(-) = exp(-), denn es gilt

o N iy 2] 1 91@#1)3; < 9kMi> B
E[Zix=2]=E =2 = — -
17 =21 [qb ¢] (g)!( o ) P\

_ Ok @ <9kﬂ>):
<;§>!6Xp( o "o\ s
1 .

<
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d.h. mit den Bezeichnungen aus den Modellannahmen 6.2 gilt

ik _ g,
Ws
Yik = In(pi0),
d(-) = exp(-),
1 T
a(z,¢) = @) <—¢ln¢>.

e Unter den Modellannahmen 6.7 sind auch die Annahmen 4.1 erfiillt, und zwar mit ay =
Z?:o 0, d.h. dieses Overdispersed-Poisson-Modell kann verwendet werden, um die Born-
huetter-Ferguson-Methode zu motivieren.

e Fithrt man fiir das Overdispersed-Poisson-Modell eine Maximum-Likelihood-Schitzung
durch, so erhélt man ,uMLE und @,yLE als Losungen der Gleichungen (5.3), nachdem sich
die ¢ wegkiirzen.

e i; ist ein A-priori-Schétzer fiir den Endschaden p;, d.h. die Schétzung erfolgt nur auf Basis
externer Daten und Expertenmeinung und wir nehmen deshalb an, dass sie unabhéngig
von Zi,k ist.

Verwenden wir nun die Maximum-Likelihood-Schétzer @,XHJE fiir die Schiatzung des Abwicklungs-
musters, so erhalten wir folgenden Bornhuetter-Ferguson-Schétzer:

n—
SZBJ]SI _ Zn ; + ( Zé]];/[LE)

0

Wegen Lemma 5.5 gilt
S’LE?T}; = Pin—1i + (1 - aCL ) M,

was komplett durch die Modellannahmen 6.7 und Verwendung des Maximum-Likelihood-Schét-
zers fiir 8, motiviert ist.

Bemerkung:

e Ersetzt man den A-priori-Schitzer i; durch den Maximum-Likelihood-Schiitzer M, so

erhilt man
l
TMLE /\MLE
k

=0

3

SEDF _ g .+ (
wie in (6.14) und (6.15).

6.5.1 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose RB¥' fiir ein Abwick-
lungsjahr 2

Unser Ziel ist es, die bedingte mittlere quadratische Abweichung der Prognose

HPBF’ __ GBF
R; :Si,n _Si,n—i
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zu schétzen:

MSEp p, (ﬁ?F’) —F [(RZ — }A%?F’)Q‘ D } -

=E ( Z Zip— (1-af )M)z

_knz+1

D,

=K ( En: (Zi —E[Ziy) +E[Zig]) — (1 —aS) uz)

k=n—i+1

D,

Nachdem die Z; ;, unabhéingig sind, gilt

D,

n 2
( Y (Zip—ElZin +E[Zig]) - (1-85%) Nz)

D,

n n 2
= > Var(Zi7k)—|—E{< > ElZix) - (1_’\CL)M>

k=n—i+1 k=n—i+1

( > (zi,k—E[zi,k])>< > E[Zi,l]—(1—agLi)ﬁi>‘Dn].
k=n—i+1 l=n—i+1

Nachdem fi; unabhéngig von Z;, fiir alle 4, j, k, aCt. messbar beziiglich D,, und E [fi;] = p; ist,
gilt

+2FE

£ o) o
_( ¢ ekui)Q_z( > ekuz) (1855 o+ (1-5%)*B 78] =
) (1-ag

k=n—i+1 k=n—i+1
n 2
u?(( 5 ek) 2( S 4 a>)

k=n—i+1

k=n—i+1

+(1—a ) Var (11;) =

n 2
“ (3 a5t ) 085t vario -
k=n—i+1
n n—i 2
:/%2< Z ek—<1—2é}\€/{LE>> +(1—a ) Var (f1;) =
k=n—i+1 k=0
n n 2
( Z O — Z @XILE) + (1704 ) Var (1i;)
k=n—i+1 k=n—i+1
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und

> (Zix—E [Zz‘,kD) ( > E[Zy) - (1-agk) Nz’) ‘ Dn] =
n— l=n—i+1
pn] _

(Zig ( S E(z] ACL)MZ>
ETEEREE

l=n—i+1
l=n—i+1

E[Zir —E[Zik]]E [ ( EH: E[Zi) - (1 - a3k Mz)

l=n—i+1

E[Zix —E[Zi]| D] E

D,| =0.

k=n—i+1
Damit ergibt sich

MSEp,p, (sz.BF’): 3 Var(Zig) + (1-aSk)” Var ()
k=n—i+1

n n 2
(3 ne > o)
k=n—i+1 k=n—i+1

Wir miissen also die drei Terme der rechten Seite schitzen. Ein Schétzer fiir Var(Z; ) ist
Var(Zix) = 67O i

wobei ¢'¢ der Schétzer aus (6.29) ist. Der zweite Term enthélt die Unsicherheit des A-priori-
Schétzers j1; und kann deshalb nur mithilfe externer Daten, Markterfahrung und Expertenmei-
nung bestimmt werden. Eine Moglichkeit ist, einen Variationskoeffizient

VVar(i) _ /Var(ii)
E (1] 223

Veo(fii) =

zu schitzen, wobei dieser in der Praxis oft zwischen 5% und 10% liegt. (vgl. Swiss Solvency
Test [12]) Dann ergibt sich fiir den zweiten Term folgende Schétzung

(1 —a%,)? Var (i) = (1 — &%) i2Veo (7).

Um den dritten Term zu schitzen, miissen wir die Maximum-Likelihood-Schétzer @,\C/ILE

deln. Wir haben folgende Normalisierung angenommen:
n
IULEE
k=0

Bei den verallgemeinerten linearen Modelle haben wir g = 1 angenommen, womit wir folgende
Maximum-Likelihood-Schétzer erhalten

abwan-

—~ _——_GLM _——_GLM —GLM —cLM\’
b= In(u) ooy I () ,1In(6o) ooy I0(6y) )

—~ ~ ——_GLM —~
womit wir ein zweites Abwicklungsmuster HS;LM, - HSLM erhalten, wobei In(6y,) =1In (9,§LM>

fir alle £k = 0, ..., n. Wir wissen, dass b asymptotisch normalverteilt ist und die Varianz durch
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die Inverse der Fisher-Information H~!(b) approximiert wird. (siehe Lemma 6.1) AuBerdem gilt
aufgrund der unterschiedlichen Normierungen
é\SLM
HGLM
20 Y

Indem wir eine mogliche Verzerrung der Schétzer vernachléssigen, schitzen wir

GMLE _

k=n—i+1 k=n—i+1
durch
ar( Z @];/ILE> _ Z Z Cov (@’:/ILEﬁZL\/[LE) _
k=n—i+1 k=n—i+1l=n—i+1
n n HGLM HGLM
- Z Z Cov n  pGLM’ nl gGLM -
k=n—i+1l=n—i+1 Zj—O J Jj=0"7
- Z Z Cov GLM J QGLM =
k=n—it+ll=n—i+l 1+>, j#k OGLM 1+ Z];ﬁl QGLM
- Y Y Cov ( , )
k=n—i+1l=n—i+1 1+ Ak 1+ Al
fiir
HGLM
Ay = é\jGL und J§; = E[Ag]
Jj#k 7k
Wir wollen nun eine Taylor-Approximation mit Entwicklungspunkt J; machen. Sei
1 1
= — d / = — .
@)= md f@) =G5
Dann gilt
1 1
~ f(4 "8 -9 -9
f(x) = f(0r) + f(0k)(x — 0k) = A (1+5k)2($ k)
und
1 1 1 1
~ A, Ay =
Cov (1+Ak’ 1+Al) (1+5k)2 § +5,)2 Cov (&w, A1)

3o (F 20
2 HGLM’ gGLM
(1+5k 1+5l purienwy 6 6
Falls eine mogliche Verzerrung vernachléssigt wird, gilt wegen exp(z) ~ 1+ z fir z ~ 0

9GLM QGLM
Cov =
<9GLM HGLM )
HGLM , HGLM
= z—% Cov (exp {ln (t’g‘jGLM> —In (ZJ> } , €XP {ln (g\gLM> —1In (eem) }) ~
k Yl b k ) l

HGLM AGLM
Bim oy (m (22— ) [ fm ) ).
O O HSLM oM

%
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Wir definieren fiir k£ = 0, ..., n die Matrix
fk = FO,k = (07 - 0, n+k+1, 0,..., 0)7

sodass

gilt. Also folgt

é\]GLM gGLM Y
Cov | In | 2 | o o | | = Cov (Fjb T4, T — Flb) -

k
— (T = 1) Cov (.8) (T — 1)’

und

- LE 1
Var( 2 M) Z Z 1+5k (1+0)2

k=n—i+1 k=n—i+1l=n— z+1
N\ —1 /~ ~\/
Y g (BT (5) (1)
i O O
Wir definieren also folgenden Schétzer

W3-y oy :

k=n—i+1 k=n—i+1l=n— z+1 1+5k 1+5l)

<22

J#k m#l

i (1) () ()

wobei §, folgendermaflen geschétzt wird:

HGLM
O = =
k §oLM
J#k 7k

Unter den Modellannahmen 6.7 ist ein Schétzer fiir die bedingte mittlere quadratische Abwei-
chung fiir ein Anfallsjahr i € {1,...,n} gegeben durch

n
MSEx,p, (R?F)z > TR (1 act,)* i Veo (1)’
=Nn—

n
e ) -
k=n—i+1
_ ¢Pe 1— a A (1 . ACL ) 2\7—(;) (ﬁz)Q

ﬂ, i

V( m)
k=n—i+1
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6.5.2 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose RBF’

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Schétzer fiir die bedingte mittlere quadratische Abweichung
von

n
RBF _ Z RBF
zu finden. Wir starten mit zwei Anfallsjahren ¢ < j.

= / = / ~ / o~ / 2
MSEg, i r,p, (RFF + RIF) =E [(RiJer - R RPY) 'Dn] -

— MSEpp, (R) + MSEg,p, (B) + 2 E | (R - BFY') (B, - RY™) | D4
Es gilt
E [(Ri — BF) (R - RP™) Dn} _
n
( Z Zig — 1—aCL)u> > Zy—(1-aSt)m || Pal| =
k=n—i+1 I=n—j+1
n n n
= > > E[ZE[Zy - (Q-at)m Y E[Z]
k=n—i+1l=n—j+1 l=n—j+1
n
— D EZd (L -aty) my+ (L-agh) m (- agty) =
k=n—i+1
n n
= [ifbj Z O, Z 0, — (1 —ag™,) pip Z 0
k=n—i+1 l=n— j+1 l=n—j+1
A%y 3D B (165 s (1 - aSE) s —
k=n—i+1
n
:,umj< Z Hk—(l—a,?&i)> Z 0, — 1—a ) =
k=n—i+1 l=n—j+1

—mw( Sob— > @QALE> S>ooo— > e

k=n—i+1 k=n—i+1 l=n—j+1 l=n—j+1
Also erhalt man

MSEg, +r;p, (R]? e E}SF/> = Z MSEg,p, (ﬁlBF/)

l=i,3
n n n n
von (3 o 3 @) (3 a3 @
k=n—i+1 k=n—i+1 l=n—j+1 l=n—j+1

Indem eine mogliche Verzerrung vernachléssigt wird, wird der letzte Term wieder folgenderma-
Ben geschétzt:

n

T;; = Cov i oMLE, i PMLE | — Z Z Cov <"MLE é\MLE)

k=n—i+1 l=n—j+1 k=n—i+1l=n—j+1
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Durch die selben Schritte wie in Kapitel 6.5.1 erhélt man

n 1
T, = Z Z COV(’MLE”MLE)_ Z Z Cov <1+Ak 1+AZ>N

k=n—i+1l=n—j+1 k=n—i+1l=n—j+1
-y ¥ 3o (Fo 20
Cov =
2 nGLM’ HGLM
k=n—i+1l=n—j+1 1+5k 1+6l 2k mEl 0 0

Z Z 1+5k 1+6l2226k91 (F —Fk>H(B>—1(fm_1~“l>/.

k=n—i+1l=n— j+1
Das motiviert folgenden Schétzer:

n n
TG > @Y @)=
k=n—i+1 l=n—j+1

ZZZ L

k=n—i+1l=n—j+1 1+5k) (1+5l)2

gGLM HGLM
3 Z

ST - r)u ) ()

Insgesamt ergibt sich unter den Modellannahmen 6.7 folgender Schétzer fiir die bedingte mittlere
quadratische Abweichung fiir die Prognose der Gesamtreserve:

n n
s, i, (3SR ) =3 BB, (R7) <2 3 T
=1 =1

1<i<j<n

6.5.3 Numerisches Beispiel

Es werden nun fiir die Daten aus Tabelle 2.1 Schétzer fiir die mittlere quadratische Abweichung
der Reserven aus Tabelle 4.2 berechnet. Der Variationskoeffizient der Schétzer fiir die erwarteten
Endschéden Vco (fi;) wird mit 5% angenommen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.1 dargestellt.



Tabelle 6.1: Mittlere quadratische Abweichung der Bornhuetter-Ferguson-Reserven

~.

Ry MSErp, (RP) |[MSEno, (RY")

1 155 280.779 530
2 849 1.200.250 1.096
3 3.268 4.250.248 2.062
4 4.281 5.295.367 2.301
5 6.524 7.754.943 2.785
6 8.598 9.987.875 3.160
7 25.642 27.075.680 5.203
8  92.966 104.680.628 10.231

R MSEgpp, () \/1\//IS\ER|Dn (Rev)
142.282 220.929.971 14.864




Kapitel 7

Benktander-Hovinen-Verfahren

7.1 Verfahren und Reserve

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] und [13] an.

Die Benktander-Hovinen-Methode geht zuriick auf Benktander (1976) und Hovinen (1981). Sie
haben unabhéngig von einander ein Verfahren entwickelt, das auf die selbe Prognose fiir den
Gesamtschaden eines Jahres fiihrt.

Bei dieser Methode werden wie beim Bornhuetter-Ferguson-Verfahren die Modellannahmen 4.2
unterstellt. Dabei ist p; ein A-priori-Schétzer fiir den erwarteten Gesamtaufwand E[S; ] des
Anfallsjahres ¢ und weiters geht man davon aus, dass das Abwicklungsmuster (ou)g<p<, be-
kannt ist, wobei E [S; 1] = pioy, gilt. -

Nachdem fiir die Bornhuetter-Ferguson-Reserve die aktuellste Beobachtung S;,—; komplett
ignoriert wird und beim Chain-Ladder-Verfahren davon ausgegangen wird, dass die aktuel-
le Beobachtung S; ,—; zuverldssig ist, um zukiinftige Aufwendungen zu schitzen und i;, eine
Schétzung des erwarteten Gesamtaufwandes des Abwicklungsjahres i, die nicht auf Beobachtun-
gen beruht, komplett ignoriert wird, versucht man beim Benktander-Hovinen-Verfahren beide
Werte miteinzubeziechen. Deshalb definiert man fiir ¢ € [0,1] und 1 < ¢ < n die Credibility-
Mischung

u;(c) = cgzc,}; + (1 —c¢) p.

Der Credibility-Faktor ¢ sollte wachsen, je mehr Beobachtungen vorhanden sind. Benktander
schlégt deshalb ¢ = a,—; und folgende Prognose fiir die Reserve R; vor:

B2 = (1~ o) (iS58 + (1~ an) )

Daraus ergibt sich die Benktander-Hovinen-Prognose fiir den Gesamtaufwand des Abwicklungs-
jahres i, wobei i € {1,...,n}:

SPI = Simi + (1= an—y) (n-iSTE + (1 - an-i) i)

Wenn wir die Modellannahmen 4.2 verwenden, kann das Abwicklungsmuster (a)y<.<,, mit den
Chain-Ladder-Faktoren (fy); <<, identifiziert werden. Fiir das restliche Kapitel nehmen wir

a= ][] 1 (7.1)
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an. Nachdem die «j bekannt sind, sind es die fj fir k& € {1,...,n} ebenfalls. Es folgt unter
Berticksichtigung von (4.5) und (4.6)

S’\Pﬁl =(1—ani+ani)Sini+(1—any) (an,igg,f + (1 — ap_y) M) =
= (1= i) (Simei + (1 = i) i) + Qi <Sz‘,n—i +(1— ani) §8%) =
= (1= an—) SPF + ;1S = (1 — i) SEF + Simi (7.2)
und
BB = (1= ) SPF = (1 — ) (si,n_i + EEF) -

= Sin—i — Qn—iSin—i + (1 — an_i) RBF* =

= an_iSE,% — piSimi+ (1 —an_) RPF = oy, ;RE" + (1 — a, ) RPF.

Gleichung (7.2) zeigt, dass die Benktander-Hovinen-Prognose als eine iterierte Bornhuetter-
Ferguson-Prognose betrachtet werden kann.

Lemma 7.1: Unter den obigen Annahmen gilt
gf’r? = Ujg (1 - (1 - Oén,i)2> .
Beweis: Es gilt
S = Simi+ (1= ani) (an—i@% + (1 — an—i) Nz’) =
= an_iggj + (an_i — a%_i) §§§; +(1- an_i)2 i =
= (1 — (1 — an_i)Q) S\ET% + (1 — Oén_i)Z i = Uyj (1 — (1 — Oén_i)2> .

O
Das folgende Lemma zeigt, dass man die Chain-Ladder-Reserve erhélt, wenn man weiter iteriert.

Lemma 7.2: Unter den Annahmen, dass das Abwicklungsmuster (a)y<;<, bekannt ist und
unter (7.1) gilt fiir ay,—; > 0

lim S = gCL

,m
m—00 ’

wobei

§(0) = [ und
Gm+1) — Sin—i + (1 —on—y) St fiir m > 0.

Beweis: Durch Induktion wird gezeigt, dass fiir m > 1 folgende Gleichung gilt:
S = (1— (1 au—)™) SE + (1 — an—i)™ s (7.3)

e Induktionsanfang: m =1
Es gilt

SV =8 it (1 — i) i = an_i@% + (1 — an—i) ;-
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e Induktionsschritt: m — m+1

Induktionsvoraussetzung: Fiir m > 1 gilt
S = (1= (1= an-)™) Siy + (1= an-)™ i
Dann gilt
S = S i+ (1 — ) §™ =
= Sin-i+ (1= an-) (1= (1= )™ S8+ (1= )™ i) =
= an_iﬁff; + ((1 —ap—i) — (1— an_i)mﬂ) ,§1CTIL“ +(1- Ozn_i)m—"l i =

_ (1 —(1- an_i)m“) S (1= )™ .
Somit ist (7.3) gezeigt. Daraus folgt die Aussage sofort fiir m — oo. O

7.2 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Daten aus Tabelle 2.1 das Benktander-Hovinen-Verfahren gerechnet. Dabei
werden die Schétzer ji; fiir die erwarteten Endschiéden E[S; ] aus Tabelle 4.1 verwendet. Nach-
dem kein Abwicklungsmuster (Qy)r vorgegeben wird, wird dieses mithilfe von (4.4) berechnet.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.1 dargestellt.
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Kapitel 8

Cape-Cod-Verfahren

8.1 Verfahren und Reserve

Dieses Kapitel orientiert sich an [6] und [14].

Eine Schwachstelle des Chain-Ladder-Verfahrens ist, dass die Prognose des Gesamtschaden eines
Anfallsjahres vollkommen von der letzten Beobachtung abhéngt. Falls diese ein Ausreifer ist,
tibertréigt sich das direkt auf den prognostizierten Gesamtschaden. Eine Méglichkeit, Ausreifler
zu glétten, ist die Benktander-Hovinen- oder eben die Cape-Cod-Methode. Hierbei werden fol-
gende Annahmen getroffen:

Modellannahmen 8.1:
e Die kumulativen Schadenhshen S; j, fiir verschiedene Anfallsjahre ¢ sind unabhéngig.

e Es gibt Parameter 7, ..., 7, > 0, £ > 0 und ein Abwicklungsmuster (ax)y<j<,, mit o, = 1,
sodass fiir ¢ € {0,...,n}

E [Sz,k:] = RT; 0.

Das Abwicklungsmuster (o)g<p<, wird fiir dieses Verfahren wieder als bekannt vorausge-
setzt. Man beachte, dass die Modellannahmen 8.1 des Cape-Cod-Verfahrens mit jenen des
Bornhuetter-Ferguson-Verfahrens 4.2 iibereinstimmen, wenn man p; = km; setzt. m; kann also
als Préamienvolumen des Anfallsjahres ¢ und x als durchschnittliche Endschadenquote interpre-
tiert werden. Es wird angenommen, dass die Schadenquote unabhéngig vom Prémienvolumen
ist und deshalb fiir alle Jahre gleich ist und dass die Parameter 7y, ..., 7, bekannt sind und der
Parameter x unbekannt ist.

Aus den Annahmen folgt sofort fiir i € {0,...,n}

)

E i,m
K= [ .
Uy
In diesem Kapitel wird wieder (7.1) unterstellt. Wir schétzen fiir jedes Anfallsjahr i € {0, ...,n}

die Schadenquote folgendermaflen:

QCL n
o Si,n i Sz‘,n—i Hk:n—i+1 i _ Si,n,l-
;= = =

Uy e QT

(8.1)
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K; ist ein unverzerrter Schétzer fiir x, denn aus den Modellannahmen 8.1 folgt
Sin—i ] _E [Sin—i

QTG QT

E[Ei]:E[

Aber nachdem der Schitzer auf dem aktuellen Schadenstand beruht, ist er nicht robust gegen
Ausreifler. Um diese Empfindlichkeit gegeniiber Ausreiflern zu verringern, geht man zu einem
gewichteten Mittel der Schétzer k; iiber:

~CC Ap—i T ~ Z?:() Si,n—i
-3 ottt Bhafiens

n
j=0 On—jTj im0 On—iTi

Man beachte, dass £°C also ein unverzerrter Schitzer fiir  ist. Wegen (8.1) gilt fiir i € {0, ...,n}
folgende Beziehung

Sin—i = Qn_;Tik;,

welche zusammen mit der Robustifizierung der %; durch die Cape-Cod-Endschadenquote €€

folgende Prognose fiir den Schadenstand S; ,,—;

aCcC ~CC
Sz n—i — = Op_;T;K

und folgende Prognose fiir den Endschaden S;,, fiir i € {1,...,n}

n
acce acC acc
Szn = Sin—i + H fkszn z_Szn i
k=n—i+1

nahelegt. Es gilt

n n
Siw = Sin—i+ H FeSEC s = S = i + ( H Tk — 1) RO =
k=n—i+1 k=n—i+1
= Sim—i + (1 — an—) mr.
Die Cape-Cod-Prognose ist also vom selben Typ wie die Bornhuetter-Ferguson-Prognose, und
zwar mit dem A-priori-Schiitzer K°Cr; fiir den erwarteten Endschaden. Die Reserve hat dann
folgende Gestalt

RCC ~CC

(1 — ap—yq) mik
Man erhélt folgendes Resultat:
Lemma 8.2: Unter den Modellannahmen 8.1 und der Identifikation (7.1) ist jicc ein unver-
zerrter Schitzer fir E[R;] = E[S;,, — Sin—i] = ki (1 — an—y).
Beweis: Es gilt

E [fz?c} =E[(1 - an) mR%] = (1 = an_) mE [R%C] = (1 — an_i) mik.

8.2 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Daten aus Tabelle 2.1 das Cape-Cod-Verfahren gerechnet. Dabei werden die
Pramien 7; der einzelnen Anfallsjahre aus Tabelle 8.1 verwendet. Nachdem kein Abwicklungs-
muster (ay)r vorgegeben wird, wird dieses mithilfe von (4.4) berechnet. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 8.2 dargestellt.
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Tabelle 8.1: Pramien nach Anfallsjahren

S,

0 g STk WD+ O

™

188.589
245.181
281.656
326.994
343.242
347.530
338.702
319.224
326.366
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Kapitel 9

Credibility-
Schadenreservierungsmethoden

Dieses Kapitel orientiert sich an [6] und [13].

In diesem Kapitel stellen wir uns folgende Frage: Was ist die optimale Mischung zwischen
Chain-Ladder- und Bornhuetter-Ferguson-Prognose? Sei

R = cR™ + (1— o) RPF

fir ¢ € [0,1] eine Prognose fiir R;, die Reserve des Anfallsjahres i, wobei ﬁf eine Konvex-
kombination der Chain-Ladder- und Bornhuetter-Ferguson-Reserve ist. Wir nehmen an, dass
das Abwicklungsmuster (aj); bekannt ist, (7.1) gilt und dass p; ein A-priori-Schéitzer fiir
den erwarteten Gesamtaufwand E[S;,] ist. Fiir ¢ = 1 erhélt man die Chain-Ladder-, fir
¢ = 0 die Bornhuetter-Ferguson- und fiir ¢ = a,_; die Benktander-Hovinen-Reserve. Unter
Berticksichtigung von (4.5), (4.6) und (4.3) gilt

ﬁif = cﬁch +(1—-c¢) ]?{?F =c (glc,{“ — Si,n_i> +(1—c¢) (5235 — Sm_i) =
= ¢ (S8 = 8B — Sipi + 8P = e (1= an ) (8% — i) + (1= ) i =
= (1— any) (c§5,5 T (1—c) M) = (1 — an_y) us(c)

Es stellt sich nun die Frage nach dem optimalen ¢, wobei Optimalitét hier mithilfe der unbeding-
ten mittleren quadratischen Abweichung definiert ist. Es soll also folgende Funktion minimiert
werden:

~ ~\2
MSEp, (Rf) —E [(RZ- - R;;‘) } (9.1)
Fiir diese Minimierung wollen wir zuerst einige Annahmen treffen:

Modellannahmen 9.1:
e Die kumulativen Schadenhohen S; ; fiir verschiedene Anfallsjahre 7 sind unabhéngig.

e Es gibt eine Folge (o )g<p<, mit a, = 1, sodass fiir alle k € {0,...,n} gilt

E [S%k] = OékE [S%n]
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e Es gibt Zufallsvariablen Uy, ..., Uy, welche unverzerrte Schétzer fiir E[S;,] sind, wobei
E [Ui] = E[S; ) und U; unabhéngig von S; ,,—; und S; ,, ist.

Bemerkungen:

e Die Modellannahmen 9.1 sind mit den Modellannahmen 4.2 ident, falls U; = u; > 0 als de-
terministisch angenommen wird. Hier wird im Allgemeinen also nicht mehr angenommen,
dass man einen bekannten deterministischen Wert fiir den a priori erwarteten Endschaden
hat, sondern einen Schétzer, der unverzerrt ist. Es gibt also auch Unsicherheit beziiglich
der Wahl des ,richtigen“ Mittelwertes E [S; 5,].

e Man beachte, dass die Chain-Ladder-Modellannahmen 3.1 zwar diese Modellannahmen 9.1
erfiillen, aber nicht umgekehrt. Wir nehmen an, dass f;, durch «j mithilfe von (7.1) defi-
niert ist. Die Chain-Ladder- und Bornhuetter-Ferguson-Prognosen sind gegeben durch

geL_ Sinmi g GRF L Sin—i+ (1 —an—i) Uj (9.2)

©,n ] i,n
Qp—j

und die Credibility-gewichtete Reserve hat folgende Gestalt

~

R = (1= an-) (8 +(1- 0 U;).
Lemma 9.2: Unter den Modellannahmen 9.1 und (9.2) ist der optimale Credibility-Faktor ¢,
der die unbedingte mittlere quadratische Abweichung (9.1) minimiert, gegeben durch

" on—i Cov (Si,nfia Rz) —+ Qy—; (1 — Oénfi) Var (Ul)

C.:

ol — g Var (S; i) + a2 _, Var (U;)

Beweis: Es gilt

und

9 Mk, (R) =26, E [(ﬁ?L - RBF)Q] —2 B (RO - R (R, - BEF)] o,

(&

Die zweite Ableitung ist positiv, d.h. durch Nullsetzen erhélt man ein Minimum. Fiir ¢} ergibt
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sich unter Verwendung von (9.2)

el (r )]

E [(ﬁsz _ zfziBF)T

E <M — Sin—i — (1 — ap—i) Ui) (Ri — (1 = an—y) Ul)}

QAp—i

B E [(i:— — Simi— (1= any) Ui)Z] :
o E[(Sin—i — on—ili) (R — (1 — an—i) Uy)]
T 1o B [(Sin-i — an-ils)?] '

Nachdem

E[Sin—i — an—iU;i] = an—iE[Sin] — an—iE [Ui] = an—iE[Sin] — an—iE[Sin] =0,
E [RZ — (1 — Otn_i) UZ] =K [Sz’n — S@n_i] — (1 — Oén_i) E [Ul] =
=E [Uz] — OénfiE [Uz] — (1 — Oénfi) E [Uz] =0

und weil U; unabhéngig von S; ,—; und S;,, und deshalb auch von R; ist, erhélt man

an—i Cov (Sin—i — an—iUs, Ri — (1 — an—y) U;)

Lol -y Var (S n—i — an—iU;)
an—i Cov (Sin—i, Ri) + an—i (1 — an—;) Var (U;)
ol — oy Var (S; i) + a2 _, Var (U;)

O
Bemerkungen:

e Man beachte, dass wir hier nicht den Schétzfehler des Abwicklungsmusters «p und fy
miteinbezogen haben. In diesem Sinn liefert Lemma 9.2 das optimale Credibility-Gewicht
unter Einbeziehung des stochastischen Fehlers und der Unsicherheit des A-priori-Schétzers
Us.

e Um ¢} in Lemma 9.2 explizit zu berechnen, wird ein Modell fiir Cov (S; ,—i, R;), Var (U;)
und Var (S; ;) bendtigt.



Kapitel 10

Additives Verfahren

10.1 Verfahren und Reserve

Dieses Kapitel lehnt sich an [14], [2] und [1] an.

Bei diesem Verfahren werden die Zuwichse Z; i, i,k € {0,...,n}, betrachtet und folgende An-
nahmen getroffen:

Modellannahmen 10.1:
e Die Zuwichse Z; j, sind fiir ¢, k € {0, ...,n} unabhéngig.

e Es gibt Parameter o, ..., 7, sodass fir i,k € {0,...,n}

B 24| g,

U
gilt.

e Es gibt Varianzparameter oy, ..., oy, sodass fir i,k € {0,...,n}
2
Var Zisk = Tk
T T

Wir setzen voraus, dass die Parameter m, ..., 7, bekannt und die Parameter (p, ..., (;, unbekannt
sind. Hierbei stellen g, ..., m, Volumenmafle dar, m; kann z.B. als Priamie des Anfallsjahres ¢
interpretiert werden.

gilt.

Fiir jedes Abwicklungsjahr wird der Parameter (;, folgendermaflien geschétzt:

—k n—=k
CAD _ dico Zik T Zik
k= n—k - Z n—k .
Zz’:O e i=0 ijo mj T

Der Schétzer ist also ein gewichtetes Mittel der normierten beobachtbaren Zuwéchse Z; i, /7; des
Abwicklungsjahres k.
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Lemma 10.2: Unter den Modellannahmen 10.1 gilt

a) E,?D ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir (i, d.h. es gilt E [A,?D] = (k.

b) Fiir die Varianz von Z,‘S‘Dgilt

TAD o
Z:’L:ok i
c) QA‘?D und @AD sind fiir k # j unabhéngig.
Beweis:
a) Es gilt
— —k n—k
- S K Zi 1 5 1
E {C}?D] =E | =" | = =< E(Zik) = ——5— > Gmi = Ci
Dlico i 2lico T iy 2im0 i i
b) Aufgrund der Unabhéngigkeit der Z; ;, gilt
- sk oz, 1 ok
Var (CﬁD) = Var i=0 Zik ) Z Var (Z; ) =
Zﬂ*k s n—k 2 ; ’
=0 "7 (Zi:o 7Ti> 1=0
1 n—k 0_2

2
(Z?:_ok m) i=0 doico T

c¢) Folgt unmittelbar aus der Definition von Z,?D und der Unabhéngigkeit der Inkremente.

O
Der Varianzparameter J,% wird fiir k£ € {0, ...,n — 1} folgendermaflen geschiitzt:

Als Motivation dafiir gilt folgendes Lemma:

Lemma 10.3: Unter den Modellannahmen 10.1 ist 8,% ein erwartungstreuer Schétzer fiir a,%,
d.h. es gilt E [8,%] = ol

Beweis: Es gilt

E[6;] =E




und

n—k
Zik 22j=0 Zyk
) n—k
i ijo Ty

n—kn—k

77  ] * n—lk 2 Z ZE [ZiwZip] ~
i (ijo ’/Tj) 7=0 1=0

9 1 n—kn—k n—k
=2+ G+ ek \2 YOY EIZWE[Zk]+ Y E[Z5] | -
Z (zj:o wj) =0 =

j?fi
o‘z , 1 n—kn—k
gt (S s (v 20+ Bl)
7 (Z?:_O 7'(]) 7=0 ll;&(; 7=0
n—Fk

T Zm kTiCk + Var (Z; ) + E[Z; ] =

9 n—kn—k
o
—Zigr— ZZ%CWCHZ (mrt +7iGE) | =
' (Z] 07T3> =0 ll#%

9 n—Fk

2, 2.2
- E miCkTCk + mioj + T G | =
i Z] =0 Tj \ j=o0,

i
2
0_2 n—k n—k
k 2 2 2
=S Gr (G| |t -
i n— i j
<Zj:0 7Tj> J=0 =0
n—k
2 CQ'R—'Z’]‘('—F’R"O’Q
'En—k ) ke J Uk
T 2 .5=0 Tj =0
2 2 2
o o 20'
_ %% 2 2 k 2 E_ _
—f+Ck+Ck+7_2<k_W_
T ijo Ty Zj:o T
2 2
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Setzt man das in (10.1) ein, so folgt

72 muss wieder wie in Kapitel 3.2.1 mit anderen Methoden geschitzt werden. Fiir jedes An-
fallsjahr ¢+ € {1,...,n} und jedes Abwicklungsjahr k& € {n —i + 1,...,n} wird der zukiinftige

Schadenstand S; , folgendermafien prognostiziert:

k
GAD “AD
Si% = Sin—i+mi E G
j=n—it1

Lemma 10.4: Unter den Modellannahmen 10.1 ist §£,? firi e {1,...,n}und k € {n—i+1,...,n}

ein erwartungstreuer Schétzer fiir E[S; ], d.h. es gilt E [S’\flﬂ =E[S;x]
Beweis: Mithilfe von Lemma 10.2 a) erhélt man
B[SIP) =B |Sitm 3 OP| =Blsind+m Y E[GY] =
Jj=n—i+l j=n—i+l
k k
=E[Sip-il+m D> G=E[Sinil+ Y ElZiy]=
j=n—i+1 j=n—it1
k
=E Sini+ Y. Zij| =E[Six].
j=n—i+1
O
Somit ergeben sich im Additiven Verfahren folgende Prognosen fiir die Reserven:
n
RiAD = Szi‘}? - S@nfi = Ty Z CJAD (10.2)
j=n—i+1
n
(10.3)

RAD _ Z RAD

=1

Aus Lemma 10.4 folgt sofort, dass auch ]/%ZAD ein erwartungstreuer Schétzer fir E[R;] ist.

Im Allgemeinen gilt fiir eine Reserve R; wegen (A.1)
~ ~ 2 ~ 2
MSEg, p, (Ri) —E [(Ri - RZ-) ‘Dn] — Var (Ri| D) + (Ri _E[R, Dn]>
Die mittlere quadratische Abweichung ist also minimal fiir R; = E [R;| Dy). Nachdem die Inkre-
mente unabhéngig sind, gilt in unserem Fall

n
E[Ri|Dn] =E[Zip—iv1+ ... + Zin|Dnl =E[Zipiy1+ ... + Zipn) = m Z G
j=n—it1
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Ersetzt man nun ¢; durch EJAD, so erhélt man die Reserve }/%lAD aus (10.2) und erkennt, dass
diese in einem gewissen Sinne optimal ist.

Definiert man

k. %AD
aap . _ 25206

k ~ )
S, AP
AP 35

so erhélt man
n
HAD ~“AD AAD ~AD
Ri = T Z Cj = ) 27
j=n—i+1
d.h. die Reserve des Additiven Verfahrens hat die selbe Form wie die des Bornhuetter-Ferguson-

Verfahrens.

Definiert man weiters

AAD Z CAD

so erhalt man
R?D Z 1 — aAD ) m/ﬁAD,
j=n—i+1

d.h. die Reserve des Additiven Verfahrens hat die selbe Form wie die des Cape-Cod-Verfahrens.

10.2 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose

Dieses Kapitel orientiert sich an [15]. Es sollen Schétzer fiir die mittlere quadratische Abweichung
RAD und RAP

von gefunden werden.

10.2.1 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose f%;-AD fiir ein Abwick-
lungsjahr 2
Wegen (A.1) gilt
~ ~ 2
MSEp,p, (Ri") = Var (Ri| Dy) + (RA° —E[Ri| D,])

Es miissen also Schétzer fiir den stochastischen Fehler und den Schétzfehler gefunden werden.
Fiir den stochastischen Fehler gilt aufgrund der Unabhéingigkeit der Inkremente

) Var ( i Zz,k) = i Var (Zz,k) =

k=n—i+1 k=n—i+1

Var (R;| Dy) Var( Z Zir| D

k=n—i+1
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Um den stochastischen Fehler zu schétzen, ersetzten wir nun alle 0]% durch die Schétzer 8,% und
erhalten

Var (Ri| D) =m Y

k=n—i+1

~ 2
Um auf einen Schétzer fiir den Schétzfehler (RlAD —E[R; Dn]> zu gelangen, ersetzten wir

~ 2
diesen durch E [(RZAD —E[R;] Dn]> } . Dann folgt mithilfe von Lemma 10.2 ¢) und b)
~ 2 ~ 2 ~
E [(R;.*D ~E[R,| D)) } —E [(RZAD ~E[R))) } = Var (R}P) =

n n
= Var <7Ti Z C,?D> = Z Var <C,?D> =
k=n—i+1 k=n—i+1
n

2
(o)
— 72 Z .

k=n— z+1Zl 0771

Ersetzt man auch hier die o7 wieder durch 7%, so erhilt man folgenden Schiitzer fiir die mittlere
quadratische Abweichung von RZAD

n n

__ . ~ 52
MSEp, 1, (RZAD> R D T - Y —"
k=n—i+1 k=n—i+1 Zl 0o ™

10.2.2 Mittlere quadratische Abweichung der Prognose RAD

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Schitzer fiir die bedingte mittlere quadratische Abweichung
von

RAD Z RAD

zu finden. Wir starten mit zwei Anfallsjahren i < j. Dann gilt aufgrund der Unabhéingigkeit
der Inkremente

MSEp s, p, (R + B)P) = E [ (RAP 1+ RAP — R, - Rjﬂ pn] _
~=[ (@ - r)|n | vz (B0 - n) || v (B~ ) (B - )] -
= MSEpg,p, ( ) +MSEp p, (RAD) +

+2 (R?DRAD — RAPE[R)] - RAPE[R,] + E[RI]E [Rﬂ) -

= MSEpg,p, (R ) +MSEp p, (1?;“3) +2 (E?D ) [Ri]> (ﬁ;*D “E [Rj]) .
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Der letzte Term wird mithilfe von E [(EZAD -E [RZ]> <]§fD —E[Rj])} geschétzt. Dann gilt

unter Verwendung von Lemma 10.2 b)

E [(fzﬁD _E [Ri]) (E;*D _E [Rj])} -

SRS VI E (D SR o | B

k=n—i+1 k=n—i+1 l=n—j+1 l=n—j+1

= mmE Zn: (Z;?D - Ck) Zn: (EZAD - Cl) =

k=n—i+1 l=n—j+1

S En: zn: E[(GP-a) (G -a)] =

k=n—i+1ll=n—j+1

= mTj Z Z Cov( AD, ) =

k=n—i+1l=n—j+1

= T Z Var (A,?D> =

k=n—i+1
n O’I%
= 7'(‘1'7'('] E Z
k=n—i+1 2= 0 T

Ersetzt man nun wieder ak durch o O’k, so erhilt man folgenden Schétzer fiir die mittlere quadra-
tische Abweichung von RAD.

MSEs- p,p, <Z }?;AD) = MSEg,p, (}A%?D> +2 ) mm Y ZEk o
=0

i=1 i=1 1<i<j<n k=n—i+1

10.3 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Daten aus Tabelle 2.1 das Additive Verfahren gerechnet und die zugehorige
mittlere quadratische Abweichung der Prognose berechnet. Dabei werden die Pramien m; der
einzelnen Anfallsjahre aus Tabelle 8.1 verwendet. 52 wird mit (3.8) geschiitzt. Ergebnisse sind
in Tabelle 10.1 und 10.2 dargestellt.



85

09€V¥T  qvld
€LG96 €3 198 192°c 0607  L68'T  ¥29T  9¢2°9T 08€TL €89°0ST 8
799°€C 81T €r8 116°c 9907 998'T  68G'T  I8Y'ST 8gL'€L TITTST L
8GT'8 LT 768 gve'ec  T€T'T  696'T 9897  FPEGT 919°CH IS8'T9T 9
PPL9  8€T L16 L0Fe  TI9T'T  020C VeV GT9'8T  T€0%9 992991 G
G997 GEe 906 8LE'C  LPT'T  LEET 697 VISLL 9ICT9 T2I'691 ¥
oeee Ve €98 S92°c 999 11¢ 8V6'¢  SPI'TT  TI8'08 L66'GST €
9€6 €61 v c9LT  VSS'T  TI9€ 08T  G89PT LOI'TL STEeel ¢
891 891 9.8 08¢ 91¢€ SIG°T 291 PSSVT  LeSe9 9Lecel 1
62T 692 PI9T 929 I8€'T  8LLT  688°0T €98°05 09TGIT O
avyd L
L0000 9200°0 69000 €£00°0 8500°0 0S00°0 L6VO'0 81TEC'0  €88F'0 1)
8 L 9 g v € (é T 0

¥ aqelsSunppimqy

(oSUPRMNZUOPRYDS) UDIYRIIOA SOATIIPPY 1'0T O[[0qRL



86

Tabelle 10.2: Reserven und mittlere quadratische Abweichung der Reserven des Additiven Ver-
fahrens

.

RAP  MSEg,p, (ﬁ?D) \/MSERi|’Dn (IA?%AD)

1 168 34.272 185
2 936 270.834 520
3 3.352 2.227.072 1.492
4 4.665 3.102.609 1.761
5 6.744 5.793.617 2.407
6 8.258 8.416.571 2.901
7 23.664 15.837.453 3.980
8 96.573 153.476.475 12.389

RAP  MSEgp, (szD) \/MSERmn (szD)
144.360 998.568.315 15.118




Kapitel 11

Munich-Chain-Ladder-Verfahren

11.1 Munich-Chain-Ladder-Modell

Dieses Kapitel orientiert sich an [16], [6] und [4].

Das Munich-Chain-Ladder-Modell basiert auf dem verteilungsfreien Chain-Ladder-Modell 3.4
und verallgemeinert es.

Normalerweise wird fiir die Prognose der Chain-Ladder-Reserve fiir ein Portfolio sowohl das Ab-
wicklungsdreieck der Schadenzahlungen (Paid) als auch der Schadenaufwendungen (Incurred),
d.h. der Summe aus Schadenzahlungen und Einzelfallreserven, herangezogen. Dabei entsteht
aber oft das Problem, dass die Paid- und die Incurred-Prognose weit auseinander liegen. Es
kann auch von Anfallsjahr zu Anfallsjahr wechseln, welcher Typ die hohere Endschadenprogno-
se liefert.

Mit (P /I)-Stand wird im Folgenden der Quotient aus Schadenzahlungen und Schadenaufwen-
dungen des i-ten Anfallsjahres bis zum k-ten Abwicklungsjahr bezeichnet:

P I
Q = Si,k und Qil . Si,k
2L I ik P

Daten (siehe z.B. [16]) zeigen, dass auf einen relativ niedrigen (P/I)-Stand entweder relativ
hohe Abwicklungsfaktoren bei Paid oder relativ niedrige Abwicklungsfaktoren bei Incurred
folgen und umgekehrt analog. Dieser grundlegende Zusammenhang wird beim Chain-Ladder-
Verfahren komplett ignoriert. Das Munich-Chain-Ladder-Verfahren kombiniert die Datentypen
Paid (P) und Incurred (I), indem es die (P/I)-Sténde in die Prognoserechnung miteinbezieht:
Je nachdem, ob der aktuelle (P/I)-Stand tiber- bzw. unterdurchschnittlich ist, sollte ein unter-
bzw. {iberdurchschnittlicher Paid-Abwicklungsfaktor bzw. ein iiber- bzw. unterdurchschnittli-
cher Incurred-Abwicklungsfaktor verwendet werden.

Es stehen folgende Daten zur Verfiigung:

DY =0{8;;0<i<n0<k<n0<i+k<n}
D) =0{S/;;0<i<n0<k<n0<i+k<n}
Dy =0{Sh,81;0<i<n0<k<n0<i+k<n}

1y
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Man beachte, dass sich 5n von D,, aus den vorherigen Kapiteln unterscheidet. Weiters sei

Bf =o{SF;0<j<k0<i+j<n},
Bi=0{S!;;0<j<k0<i+j<n},

1’7.7"
By =o{S;,81;;0<j <k0<i+j<n)

Fiir das Munich-Chain-Ladder-Modell werden folgende Annahmen getroffen:

Modellannahmen 11.1:

e Die kumulierten Zahlungen SZ{) . verschiedener Anfallsjahre sind unabhéngig. Die kumu-

lierten Schadenaufwendungen SZ-I ;. verschiedener Anfallsjahre sind unabhéngig.

e Es gibt Faktoren ff, ...,ff > 0, f{, ...,fé > 0 und Varianz-Parameter af, ...,U,If > 0,
ol,...,ol >0, sodass fiir alle i € {0,...,n} und k € {1,...,n} gilt

E[Sh|BE\] = 1FSh 1, Var (S5 BE1) = (6F)? 55,
E[SL|BE_\] = fISh_., Var (84, BL_y) = (o) SL_,.

e Es gibt Konstanten A\, A/, sodass fiir alle i € {0,...,n} und k € {1,...,n}

St | st V2 Qe —E | Qi | B
E lsp’k Bi_1| = ff + X' Var (Sp’k B,f_l> . [ ‘ 1/2] (11.1)
ik—1 ik—1 Vﬁr(<9;;,1‘ggll>
und
Sho | st Y2 Qik —E[Qisi| B!
E|—* B 1| = fl+MVar | —*|BL_ Qir1 B [Qupr| By (11.2)
I k T k-1 1/2
Si k-1 Sik—1 Var (Qix—1|Bi_,)
gilt.

e Die Schadenstéinde unterschiedlicher Anfallsjahre sind unabhéngig, d.h. die Mengen
{Sg:k, S&k; k=0,..n},.., {Sf;k, thk; k=0,..,n}
sind unabhéngig.
Bemerkungen:

e Die ersten beiden Punkte in den Modellannahmen 11.1 sind die klassischen Chain-Ladder-
Annahmen fiir kumulierte Schadenzahlungen bzw. kumulierte Schadenaufwendungen. Die
zusétzlichen Annahmen im dritten Punkt widersprechen diesen nicht, denn

E sz’ B | =E|E| | Bt ||Bis| = fi
ik—1 ik—1

und analog fiir die Schadenaufwendungen.

e Gleichung (11.2) stellt den bedingten Erwartungswert als Summe des gewohnlichen Ab-
wicklungsfaktors f{ und eines in Q; ;1 linearen Korrekturterms dar. Analog fiir (11.1).
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e Die Parameter A" und M\ sind bedingte Korrelationskoeffizienten, denn aus (11.1) folgt
fir i € {0,...,n} und k € {1,...,n}

ka ka P _ _
SPe 1 —B |:Si1,3k1 Bk_l] ~ PQi,li—l -k [Qi,li—l) Bl]vil}
, = 7 Bi_1| = A ) R (11.3)
; - P
Var (Szpkfl B,f_l) Var (Qi,kq‘ qu)

Multipliziert man nun beide Seiten mit dem gk,l—messbaren Ausdruck
-1 -1 P
Qi ~E @ity B

var ()| 8,)

und nimmt auf beiden Seiten die bedingte Erwartung E [[ B,f_l], so erhalt man

Stk
o @i g 81 ) = o (5 s S5 =

i,k—1

d.h. es wird angenommen, dass die bedingten Korrelationskoeffizienten unabhéngig vom
Abwicklungsjahr k sind und nicht von den Beobachtungen B,I;I abhingen. Analog fiir .

GemiB den Uberlegungen zu Beginn des Kapitels wird im Allgemeinen A”, AT > 0 sein.
Falls der bedingte Korrelationskoeffizient klein ist, wird der Korrekturterm auch klein
sein und die Munich-Chain-Ladder-Prognose wird sich nur wenig von der gewdhnlichen
Chain-Ladder-Prognose unterscheiden.

e Gleichung (11.1) ist dquivalent zu
12 Sino1 —E [Sil,k—l‘ 55—1}

85_1)1/2

E (STl Bior| = 80y + A7 Var (ST BE)
Var (Sil,k:—l

und (11.2) zu

o St = E

E[s,{k\ék,l} — FISI_y + M Var (S| B, -
Bl,)

Var (ka_l

e Der Standardabweichungsfaktor

she | 1/2
Var( “7 Bk1>

Var (Qiu_1|BL_) "

ist der Quotient der bedingten Standardabweichung des Incurred-Abwicklungsfaktors und
des momentanen (P/I)-Standes. Je groBer die Standardabweichung des Abwicklungsfak-
tors ist, desto wahrscheinlicher ist eine Abweichung vom Mittelwert und desto grofler ist
der Korrekturterm. Umgekehrt analog.

Analoges gilt fiir den Standardabweichungsfaktor in (11.1).
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e Durch den linearen Term

Qis-1—E [Qig-1|Bi_1]

treiben iiberdurchschnittliche momentane (P/I)-Stdnde den Korrekturterm in die Hohe
und unterdurchschnittliche nach unten. Falls der (P/I)-Stand durchschnittlich ist, so wird
wie beim Chain-Ladder-Verfahren ein durchschnittlicher Abwicklungsfaktor verwendet.
Analoges gilt fiir den linearen Term in (11.1).

e Die letzte Annahme im Munich-Chain-Ladder-Modell 11.1 ist starker als die erste. Sie
wird nur bené6tigt, um Schétzer fir

E [Q;,i,l‘ B,f,l} , Var (Qi_’kil‘ B,I:,l> und
E[Qik-1]Bi_1], Var (Qik-1]Bi_,)
zu motivieren.

e Die Annahmen (11.1) und (11.2) sind in [16] durch Analyse von Daten motiviert.

11.2 Credibility-Ansatz

Dieses Kapitel lehnt sich an [4] an.

Es soll mithilfe eines Credibility-Ansatzes das Munich-Chain-Ladder-Modell aus Kapitel 11.1
begriindet werden. Wir verzichten auf die Annahmen (11.1) und (11.2) und zeigen, dass diese
aus unserem Ansatz folgen. Wir definieren die linearen Unterrdume

L ={CeL*(QF P);C=Ag+A1-S];_,, Ao, A1 sind Bf_-messbar}

2

Ez‘l,k = {C € L2(Q,f7 P);C=Ap+ A - ka_l, Ay, Aq sind B,ﬁ_l—messbar}
und deren Abschluss

£l = {C € LX(Q, F, P);3(Crnen € £ mit Tim (€~ Cul| =0

?{k = {C € L*(Q,F, P); I(Cn)nen C L], mit lim [|C — Cull = 0}

Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 11.2: Die Teilmengen ﬁ und ﬁ von L?(Q, F, P) sind abgeschlossene lineare Un-
terrdiume von L?(€), F, P).

Beweis: O.B.d.A. beweisen wir die Aussage fiir a.
Diese Menge ist per Definition abgeschlossen.
Leicht iberpriift man, dass 0 € a und deshalb a # (.

Seien C1,Cs € Esz- Dann existieren (C ,)nen C Efk und (C2.n)nen C ﬁfk mit
lim [|C; —Ci,||=0
n—oo
lim HCQ - CQ’nH = 0.
n—oo
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Weil Efk ein linearer Unterraum von L?(Q2, F, P) ist, folgt (aC1, + C2.n)nen C Efk fir « € R
und es gilt

nh%rglo ||aC'1 + Cy — (OéCLn + Cg,n)H < nl;ngo Ha01 — aCLnH + nlLIgO HCQ — CQJLH =0
und deshalb ist aC7 + Cy € a O

Man beachte, dass der letzte Punkt der Modellannahmen 11.1 nahelegt, dass fiir [ # ¢ Sl{ he1
nicht in 521.3 . und SZP _1 hicht in EiI ;. enthalten ist.

Wir wollen Prognosen C’ip . € ﬁf . und Cil S Cf p fur SZ-P . und Si] ;. finden, sodass die mittlere
quadratische Abweichung minimiert wird:

MSEgr (Cf},) = inf MSEgr (O),
> ceLky >
MSEg (Cf}) = inf MSEg (C)
" ceLl, "

Nachdem a und E abgeschlossene lineare Teilriiume des Hilbertraumes L2(€, F, P) sind
und Sf s S{” i € L?(Q, F, P), folgt, dass Cf . und C{’, . existieren und fast sicher eindeutig sind
(siehe Theorem 2.3.1 in [17]).

Auflerdem ist Cf . durch die Normalgleichungen
E[(Sf,—ch)-c]=0 vCcecl, (11.4)
charakterisiert (sieche Theorem 3.15 in [18]).

Die selben Gleichungen gelten analog fiir CZ{ o

Lemma 11.3: Falls die ersten beiden Punkte der Modellannahmen 11.1 gelten, sind die besten
affin-linearen Prognosen C'Z-P,C € Efk und Ci]k S Efk fir SZ.Pk und S{k fir0<i<nundl <k<n
gegeben durch

1/2 Si],kfl -k [Sil,kfl‘ 811;1]
) >1/2  (

Cle=fFSh 1+ Cor (8], 81| BEy) Var (8], | BE,
Var (S{’,kfl

11.5)

Bl
Sy ~E[Sh | Bl

s,)”

wobei die beste affin-lineare Prognose jene Prognose mit der minimalen mittleren quadratischen
Abweichung MSES_pk(-) bzw. MSESgk(-) ist.

1/2

)

Cle = fiSh_1 + Cor (8], SE._1| BL_)) Var (S}, Bi_))
Var (S’fk_l

Beweis: O.B.d.A. beweisen wir die Aussage fiir die kumulierten Zahlungen SZ.P . und definieren
CF wie in (11.5).

Nachdem alle Ausdriicke aufler SZ-I _1 messbar beziiglich B,f_l sind, erkennt man, dass Cip i € ,CI.P &
und wir miissen nur noch (11.4) zeigen.
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Dafiir sei C' € ?{Dk beliebig, aber fix. Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes auf dem Hil-
bertraum L2(€), F, P) gilt

E[(S - Ch) - C) =E[(Sh - CF) - lim Cu| = 1im E[(SF—Cl)-Ca]. (11.6)

n—oo

wobei (Cy)nen C Efk mit lim, .« ||C — Cy|| = 0.
Nachdem C),, = Ap o+ Ap1 - S’Z{ki1 und A, und A, fiir alle n € N messbar beziiglich B,];l
sind, gilt
E[(S7x = Ci%) - Cu] = E[(Sf} = Cfk) - Ano] +E[(S{k — Cl) - Ang - Sipa] =
=E [Ano-E[S], - Cli[ B 4]]
+E [Any E[(S{k — Ci) - S| B

(2

Es gilt nun
E[Sf, — ChlBi ] =B [S| B 1] —E [ fFSh 1| Bi 1] +

St —E S| Bi
—E | Cor (S5, S%,_\| BE_)) Var (S5, BE_ )/ [ ‘ ] Bl | =

Var (S{’k_l Bf_l) V2

= fESh 1 — fESh_1—
— Cor (SZ.Pk’ Sz'lkq‘ 3’1;1) Var (S'Pk} 8571)1/2 E [Sij,kﬂ‘ 3571} -E {Sz'l,kﬂ‘ B{;l} B
o ’ Var (Si{kfl‘ B;I:,l>1/2

=0

und
E [(Six — Clk) - Sip-1| Bia] = E[Sik - Sipo1|Biia] —E[Cl) - Sipa|Bii] =

=E [Sz‘],:k ) Sz'l,kq‘ 81571] - lfSi],DkflE [Sil,kq‘ 811571] — Cor (ka, Sil,k71| 8151) )
o B[ (ST —E[80 | BLL]) st | B

. - -

Var (Sz{k_l’ B,f_l>

=E 57 Sieoa| Bia] — E[Sik| Bioa] E[Sip_1| B ~

2| (sher)

- Var (ka‘ B,f,l)

5. ~E[E [st|82 st fsp]

— Cov (ka, Si{k—ll Bllj—l)

Var (Si{k_l‘ B,f_l>
= Cov (ka, S'L'I,k71| Blf—l) -

— Cov (ka, Sil,k—ll Bllj—l)

=0,
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woraus
und wegen (11.6) auch

folgt. O
Damit gilt folgendes Lemma:

Lemma 11.4: Unter den Annahmen aus Lemma 11.3 gilt

a) Gegeben B{;l und Blﬁ—l sind C’fk und C’Z{k unverzerrte Schatzer fiir E [S’fk

E | S]] Sl ).

b) ka und Cz‘l,k sind (unbedingt) unverzerrte Schétzer fir E {ka} bzw. E {S{k}

kafl} bzw.

Beweis:
a) Aus (11.5) folgt

E [Cfﬂ 35—1] = flfS'I,Dk—1+

+ Cor (85, SL, 1| BE.)) Var (SE|BE)'*- E [Si{k—l‘Blf—l} —-E [Sf,k_l‘lf,f_l] )
o ) Var(si{k_l‘zs,f_l)l/z

= fESh 1 =E[S]|Bi ]
Die Aussage fiir C{, folgt analog.
b) Aus der Definition der bedingten Erwartung und a) folgt
£ [ka] =E[E [ka‘ Bl];—lﬂ =E[E [ka‘ 35—1“ =E [ka] :

Die Aussage fiir CZ{ .. folgt analog.

Bemerkungen:

e Der einzige Unterschied im Vergleich zur Annahme (11.1) bzw. (11.2) ist, dass AT’ bzw.
A nicht konstant sein miissen.

e Lemma 11.3 ist auch ohne den letzten Punkt der Modellannahmen 11.1 giiltig. Jedoch wird
diese Annahme bendtigt, um passende Schitzer zu finden und die linearen Unterrdume
£fk und Ez{k zu motivieren.
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11.3 Parameter-Schitzung

Dieses Kapitel orientiert sich an [16] und [6].

Die Abwicklungsfaktoren werden wie in Kapitel 3 fiir k£ € {1,...,n} geschitzt:
TP Z:L;Ok Si],jk
C XS
Siso Si
S0 St

Die Varianz-Parameter werden fiir k € {1,...,n — 1} ebenfalls wie iiblich geschéitzt:

)

e
Ji =

Es werden also noch Schiitzer fiir die bedingten Korrelationskoeffizienten A’ und A’ sowie die be-
dingten Momente E [Qi,k,ll B,ﬁ_l] , Var (Qiyk,l\ B£—1)7 E |:Qz‘_k1—1 B,f_l} und Var (Qi_kl_l‘ B,f_l)
bendtigt.

Dazu nehmen wir an, dass die bedingten Momente von Ql_,i und @; konstant in ¢ sind und
nur von k = 0, ...,n abhéngen.

Wir setzen fiir k € {0, ...,n}

n—k n—k oP

1 ST, = >ico Si,k:
Zn—k’ S[ i’k l’k - Z’n—k S[ ’
=0 ~i,k =0 =0 ik

also das gewichtete Mittel der (P/I)-Stdnde und

Q=

—k —k oI

q/_\l - 1 TLZ:SP -1 Z?:o Si,k o (Ak)—l

ko= —k ik Wik — —k - :
> ico Sz‘l,jk i=0 > im0 ka

Als Motivation dient folgendes Lemma;:

Lemma 11.5: Unter der Annahme, dass die bedingten ersten Momente von @;; und Q;,i
konstant in ¢ sind und nur von k abhéngen, gilt fiir alle k£ € {0,...,n}:

a) Bedingt auf B ist gj ein unverzerrter Schitzer fiir g = E [Qz7k| B,ﬂ

—

b) Bedingt auf B,f ist qk_1 ein unverzerrter Schétzer fiir q, l_E [Qz_kl‘ Bf: }
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Beweis:

a) Nachdem E [Q; x| Bf] nicht von i abhéngt, gilt

i okSPk 1 =
Elg.|B] =F | == 5\l =~ N"E[sP|BI =
et =z | S - e S st
n—~k
1
= =i [QisSTp| Bi] = —— E[Qixl Bi] =
> ’“S{,cg B = ’“S{mzﬁ '
- n Qz k|Bk Qz k‘Bk] = (k-
Zz OkSzIk Z

b) analog zu a)
(]

Die Schétzer fiir die Varianzen Var (sz\ B,ﬁ) und Var (Qz_kl‘ B,f ) sind fiir 0 < k < n gegeben
durch

Z?féﬁ (ka)Z

En kS[ Z ik Q],k’_Qk)
7=0

Var(sz|Bk Z

und

s (sh) e
Var( Zk)8k> Z Z;L:_(’)gsli? Z < —(qx)~ ) .

Man beachte, dass die Schéitzer nicht vom Anfallsjahr 4, sondern nur vom Abwicklungsjahr &
abhéngen.

Lemma 11.6: Unter den Annahmen aus Lemma 11.5 und der zuséitzlichen Annahme, dass
Var (sz| B,ﬁ), Var (Qz_kl‘ B,I:), Cov (QM, x| B,ﬁ) und Cov (Qi_kl, Z]\k‘ B,f) nur von k (und nicht
von i) abhéngen, gilt fiir 0 < k <n

a) bedingt auf B,g ist Var (sz\ B,ﬁ) ein unverzerrter Schitzer fiir Var (Q,k\ B,‘i) und
b) bedingt auf B,}: ist Var (Qz_kl’ B,f ) ein unverzerrter Schétzer fiir Var (Q:,i’ B,f )

Beweis:

a) Aus Lemma 11.5 a) und der Annahme, dass Var (Qj,k‘ B,ﬁ) nicht von j abhéngt, folgt

E[(Qi — @)?| BE] = Var (Qin — @l BL) +E [Qs — @l BI]” =
= Var (Qj — Gl Bf) =
= Var (Qjx| Bt) + Var (| Bt) — 2 Cov (Qjk, @l Bi) =
= Var (Qix| Bi) + Var (| Bt) — 2 Cov (Qj . Gkl BE) -
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Weil die kumulierten Schadenzahlungen S 11,3 .. flr verschiedene Anfallsjahre unabhéngig sind
und weil Var (Qj’k] B,ﬁ) nicht von j abhéngt, gilt

;L:ok Sk 1 =
Var (Z]\k|8,€) = Var (n_kl B,ﬁ) = —————— Var <Z Sl]?k B,ﬁ) =
2i—0 Six ( zn:_ok ka) 1=0
1 n—k

=———— ) Var(S[|Bj) =
( r ka) 1=0

n—k
MZVau@l,ksik\B@ -
=0

1 n—k
TR (51)" Var (Quil BE) =
=0

n—k
=0

Sl,k

251G Y
(Sist)’

und

gi k,S’lIk Bk) -

1
— Cov (Qjx, St BE) =
TSl & Z ’

Cov (Qjk, @kl By) = Cov (Qma

1
= =<5 C ks STk BL) =
AR
1
= W Cov (Qj ks QjkSj x| B) =
=0
SI
= 28 Var (Q;l Bl) =
=0 ~lk
SI
:anr(sz|Bk)
=0 ~lk

Es folgt also
E | Var (Qul 81| 1] =

2\ —1
=E Z Z k ESJII’“) >

S >S5k (Qik— )| Bi| =
n— ];k s k
Z S j=0

- Tfsj%—z% (5.)7)

R = T Z a8 [ (@ - 37| 8] -
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n—k Sk (s! ?
S D DE P LA g jf) Z Var (Qix| BL) +
=0 2j=0 S

7=0 ~4k

= (Sl[ k) 2 5 Var SI

(sz\Bk) anr(sz“gk) =
Lk

%
=0 Y50 S
n—k n—k (gl ? I
; =0 \PLk Sk
Z S]Jc 1 + _k 2 B n—k S[ -
j=0 (Z? 0 S{k) > =0 Siy
2 1
k
=5 (84)

W - Var (sz| B;ﬁ) )
J J:k

E:

n—k n—k SI Sl 2 Sl 2
o, i €@.42q£7> )
=0 =0 S,
E:

()
2\ —1
Zn,k (Sjjk)
= n— - Var (Q;.1| BL) -
2
. ) T
=t S sl Py
-1
n—k Yook <slk)2
_ gl _ZIZONTIR) N Qi BL) -
R = B

2
n—k
ok, T (S
=0 22i=0 Sk
= Var (sz| B,ﬁ)
b) analog zu a)

O

Wir miissen nun noch A\¥ und A schiitzen. Aus (11.3) und den Modellannahmen 11.1 folgt fiir
i€{0,..,n}und k € {1,...,n}

lk _fk/ zk 1 zk—l‘Blf—l} ~
1/2 By
1/ (of) Var lk 1‘13 )
1k 1
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und

sz 1_ sz 1|Bk 1] 23

B 1
/ Uk / Var sz 1’6 )1/2
1 k—1

Wir prognostizieren die Residuen von Q; r—1 und Qi_,i_l, also die Nenner in den obigen Erwar-
tungswerten, fiir ¢ € {0,...,n — 1} und k € {1,...,n — i} folgendermaflen:

1 ~1
Qz‘,kq —qpq

— b \1/2

Var (Qz’,kq‘ qu)

Die Residuen der Chain-Ladder-Faktoren f,f und f,g werden folgendermaflen prognostiziert:

Qik—1 — Qr— ~_
sz 1= - b 172 und Qz’,lifl =
Var(sz I‘Bk 1)

~ I
P SiPk—l k S{k—1 k
Fip=—""5p und - By = =
Sif,)k—l Sil,k—l

N TR L IPUR. =)o B
= = 2 ik=1) 371 ~ 27
> i(Qz‘_klfl) =0 k=1 in’f* > ico <Qz_kl 1)
L _
N = . S5 gr, Lk - Do T Q”“F”“
1y

Z Z zk 1 =0 k=1 h Qvi,k’—l - Z E zk 1

Dadurch ergeben sich fiir i + & > n folgende Prognosen:

—MCL —~ ~ Y . N R a\,P ~

sk =E [S;fk\ Dn} & [sfk_l\ Dn} FE 4+ 3P b Qi
B[SF,s|Dul

T MOL o 5 al ~ IV ap ~

Sig  —E [Szk‘ Dn} =k [Si,k—l‘ Dn} S X = 1/ Wik
B[S!,y|Dn)

und E [Slpn i Dn| = an ; und E [S’Z{nﬂ. 254 = Sil,nfh wobei fiir k414 > n folgende Prognosen
verwendet werden:
A-1_ ~—1
A-1 _ Qi —
Qi,k T 1/
Var <Q;kl‘ B,f)
~ Qi — T
Qi = : 5
Var (sz\ BI) /
und
ap )MCL
ik
(k)
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Dann ergeben sich fiir ¢ > 1 folgende Prognosen fiir die Reserven:

— MCL —MCL —~MCL —NMCL
_ QP 1 1

P P _ I
R =5, —Sia-i P =8L =S
—~ MCL " —~MCL —~MCL " ~MCL
RP = E RZP , RI = E R{

i—1 i=1
und
—~MCL
1 _ ol P
RO - SO,n - Si,n)
—~MCL —MCL
T _ ol P
Rz‘ - Sz',n - Si,nfiﬂ
~MCL n ~
R = E R;.

=0
11.4 Numerisches Beispiel

Es wird nun fiir die Daten aus den Tabellen 2.1 und 2.2 das Munich-Chain-Ladder-Verfahren
gerechnet. Dabei ist

NP = 0,413,
N =0,273.

Die Ergebnisse fiir va bzw. @;,i sind in Tabelle 11.1 und 11.2, jene fiir g, Var (sz| B,ﬁ) und
Var (Qz_kl‘ B,f) in Tabelle 11.3 dargestellt.

Tabelle 11.1: Residuen @z}k

ilk 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1,050 1,639 2265 0995 1417 1,131 0,758 0,746
1 2,062 -1,182 0,715 0211 0,160 0,349 0,520 -0,668
2 0,151 -0,604 -0354 -1,326 -1473 -1,299 -1,034 -8,860
3 0581 1,329 -0,079 1,319 -0,081 0,100 0,058 -3,256
4 0,620 -0,920 -0,073 -0,404 0,310 0,584 0,216 -2,438
5 1,055 -0,044 -0,920 -0,535 -0,752 -0,890 -0,270 -4,942
6 0,140 -0,484 -0,733 -0,372 -0,577 -0,644 -0,186 -4,513
7 0,882 0,493 0313 0,026 -0,152 -0,055 0,007 -3,518
8 0641 -0,858 -0,337 -0,220 -0,413 -0415 -0,110 -4,117

Die Munich-Chain-Ladder-Prognosen findet man in Tabelle 11.4 (Paid) bzw. 11.5 (Incurred).

Vergleicht man die Gesamtreserve in Tabelle 11.4 mit jener in Tabelle 11.5, so erkennt man,
dass die Incurred-Reserve nur noch um 21.470 hoher ist als die Paid-Reserve, d.h. im Vergleich
zum Chain-Ladder-Verfahren in Kapitel 3.3 ist der Unterschied zwischen Paid- und Incurred-
Gesamtreserve gesunken.
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Tabelle 11.2: Residuen Q;

ilk 0 1 2 3 4 5 6 7
0 -0984 -1,604 -2210 -0,974 -1,384 -1,118 -0,748 -0,744
1 2222 1209 -0,715 -0,210 -0,159 -0,348 -0,515 0,670
2 0,147 0612 0359 1,369 1,504 1,312 1,048 9,072
3 0556 -1,307 0,080 -1,282 0,081 -0,099 -0,057 3,285
4 0591 0937 0,074 0408 -0,308 -0,581 -0,215 2,455
5 -0,989 0,044 00943 0,542 0,760 0,896 0,270 5,008
6 -0,137 0,490 0,749 0,376 0,581 0,647 0,187 4,567
7 0,899 -0,490 -0,315 -0,026 0,152 0,055 -0,007 3,551
8 0646 0,873 0,342 0221 0415 0415 0,110 4,163

Tabelle 11.3: Parameter fiir das Munich-Chain-Ladder-Verfahren

ko @ Var(QixlB) Var(Q;}|BE)
0 0,5725 0,00063 0,00609
1 0,8456 0,00018 0,00034
20,9241 0,00020 0,00027
3 0,9453 0,00045 0,00057
4 0,9602 0,00022 0,00026
5 00,9680 0,00007 0,00008
6 0,9812 0,00021 0,00023
7 0,9972 0,00001 0,00001
8 11,0000
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Kapitel 12

Statistische Datenanalyse

Dieses Kapitel folgt in der Darstellung [19] und [20].

12.1 Datenanalyse und -aufbereitung

Nachdem die Daten fiir das Schadendreieck homogen sein sollen, werden in der Praxis Grof-
schiden oft entfernt und extra prognostiziert. Dies kann z.B. erfolgen, indem die Anzahl der
Grofischdden wie in den vorangegangenen Kapiteln beschrieben, z.B. mithilfe des Chain-Ladder-
Verfahrens, und seperat die durchschnittliche Schadenhthe eines Grofischadens prognostiziert
wird.

Weiters konnen die Chain-Ladder-Faktoren mithilfe einer Regression gegliattet werden. Dabei
muss jedoch beachtet werden, dass die Abwicklungsfaktoren aus den ersten Abwicklungsjahren
oft nicht dem selben Trend wie die spéteren unterliegen. In diesem Fall sollten sie nicht in die
Regression miteinbezogen werden. Folgende Funktionen bieten sich fiir die Kurvenanpassung

an:
Exponentialfunktion fk =14a-eb*
. . o 1
Weibull-Funktion fr= Toexp(—a )
Potenzfunktion ﬁ; =
Inverse Potenzfunktion | f, =1+ a - (c+ k)b

Welcher Typ verwendet werden soll, kann durch einen grafischen Vergleich oder durch Betrach-
tung der quadratischen Approximationsfehler entschieden werden.

12.2 Tail-Schitzung

Da das Abwicklungsdreieck nur Zahlungen bis zum Jahr n enthélt, in der Praxis der Schaden
aber oft noch nicht nach n Jahren abgewickelt ist, kann eine weitere Abwicklung vom Jahr n
bis zum Endjahr n + d, wobei d > 0 ist, ein sogenannter Tail, geschéitzt werden.

Allgemein unterscheidet man zwischen lang- und kurzabwickelnden Sparten, d.h. Sparten, in
denen die Abwicklung ldanger bzw. kiirzer dauert. Langabwickelnde Sparten sind z.B. KFZ-
Haftpflicht, Allgemeine Haftpflicht oder Rechtsschutz. Beispiele fiir kurzabwickelnde Sparten
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sind KFZ-Kasko oder Haushalt.

Ein Tail muss geschétzt werden, wenn
e der letzte Abwicklungsfaktor noch nicht nahe bei Eins ist, d.h. die Abwicklung noch nicht
beendet ist,
e aus vergleichbaren Schadenfillen bekannt ist, dass die Abwicklung linger als n Jahre
dauert oder
e zu wenige zuverlidssige Daten fiir ein grofleres Dreieck vorhanden sind.
Deshalb verwenden Aktuare oft einen Tail-Faktor f., > 1, um den Endschaden S; o, zu prog-
nostizieren:

§z(,jc£lo - § CLJ? [$S)
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diesen Tail-Faktor zu schétzen:

e Marktfaktoren: Grundsétzlich sollte jedes Versicherungsunternehmen eigene Zahlungs-
muster berechnen. In manchen Féllen, wenn z.B. zu wenige historische Daten zur Verfii-
gung stehen, kann es jedoch sinnvoll sein, markteinheitliche Abwicklungsmuster in Form
von Markt-Abwicklungsfaktoren zu verwenden. Es sollte aber sichergestellt sein, dass
die Verwendung der Marktinformation nicht zu einer systematischen Uber- oder Un-
terschiatzung der Reserve fiihrt.

e Extrapolation: Dabei werden die Chain-Ladder-Faktoren ﬁ mit geeigneten Funktionen
extrapoliert. Es wird eine Funktion an die geschéitzten Chain-Ladder-Faktoren wie in
Kapitel 12.1 beschrieben angepasst und an den Stellen & > n + 1 ausgewertet. Der Tail-
Faktor berechnet sich dann folgendermaflen:

~ n+d ~
foo: H fk

k=n-+1

e Verteilungsanpassung: Dabei betrachtet man die Zuwéchse der Schadenzahlung Z; ;.
mit k£ € {0,...,n} als eine Aufteilung der Schadenzahlung auf die Abwicklungsjahre
k € {0,...,n}. Diese wird mittels einer parametrischen Verteilungsfunktion direkt model-
liert. Eine einfache Anpassungsmoglichkeit stellt die Exponentialverteilung mit folgender

Verteilungsfunktion dar
F(t)=1 t
=1—exp|—
P\ )

wobei m die durchschnittliche Abwicklungsdauer ist. F'(t) gibt an, welcher Anteil nach ¢
Jahren bereits abgewickelt ist. Die , geglitteten Chain-Ladder-Faktoren fiir k € {1,...,n}
werden folgendermaflen ermittelt:

- F()
fre =
F(k—-1)
Diese miissen nicht verwendet werden, jedoch kann nun der Tail-Faktor bestimmt werden:

-~ 1
T =T
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Tabelle 12.1: Chain-Ladder-Abwicklungsfaktoren f;

k  f k  f
11,0569 9 1,00018
2 1,02242 10 1,00030
3 101148 11 1,00377
4 1,00954 12 1,00036
5 1,00498 13 1,00005
6 1,00163 14 1,00021
71,0040 15 1,00015
8 1,00191

12.3 Numerisches Beispiel

Angenommen man erhélt aus dem Abwicklungsdreieck die Abwicklungsfaktoren fk, die in Ta-
belle 12.1 dargestellt sind.

Auffillig ist die Werte in den Jahren 7 und 11. In Abbildung 12.1 wurde versucht, die Chain-
Ladder-Abwicklungsfaktoren f; mit verschiedenen Kurven wie in Kapitel 12.1 beschrieben zu
glétten.

Glattung der Chain-Ladder-Faktoren
1,07

1,06

1,05

—— Exponentialfunktion

1,04

! ——Weibull-Funktion
Potenzfunktion

1,03
—— Inverse Potenzfunktion

w Chain-Ladder-Faktoren
1,02

1,01

11 13 15

Abbildung 12.1: Glattung der Chain-Ladder-Faktoren



Kapitel 13

Implementierung in Excel

In Excel wurde mithilfe von VBA ein Programm erstellt, das fiir gegebene Daten das Chain-
Ladder-, Bornhuetter-Ferguson-, Benktander-Hovinen-, Cape-Cod-, Additive und Munich-Chain-
Ladder-Verfahren wie in den obigen Kapiteln beschrieben rechnet. Das Excel-Dokument besteht
aus mehreren Tabellenbldttern:

Input Jahresdaten
Input Quartalsdaten
Daten

CL-Faktoren

Chain Ladder
Bornhuetter-Ferguson
Benktander-Hovinen
Cape-Cod

Additiv

Munich Chain Ladder

Dabei sind die Tabellenblatter ,,Chain Ladder, ,,Bornhuetter-Ferguson®, ,, Benktander-Hovinen“,
,,Cape-Cod“, ,,Additiv* und ,,Munich Chain Ladder“ zu Beginn ganz leer und werden durch die
Makros befiillt.

Das Tabellenblatt ,, Input Jahresdaten“ und auch das Tabellenblatt ,, Input Quartalsdaten“ hat
zu Beginn den in Abbildung 13.1 dargestellten Inhalt.

A B G D E F G
1 Anzahl Jahre kum. Daten
2 1. Anfallsjahr Form
3 letztes Anf.jahr
4
5
6 Neues Schadendreieck eingeben Daten fiir Bornhuetter-Ferguson,
7 Benktander-Hovinen, Cape-Cod
8 Daten einlesen und Additiv eingeben
9
10

Abbildung 13.1: Sheet ,,Input Jahresdaten*

Das Abwicklungsdreieck kann entweder auf Jahresbasis oder auf Quartalsbasis eingegeben wer-
den. Im Folgenden wird das Programm fiir die Eingabe von Jahresdaten erklirt. Es funktioniert
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analog fiir die Eingabe von Quartalsdaten.

Zuerst miissen zwei der Zellen B1-B3 ausgefiillt werden. Klickt man dann auf den Button ,,Neues
Schadendreieck eingeben®, so erscheint zuerst das Formular aus Abbildung 13.2. Es muss ange-
geben werden, ob kumulierte Daten oder Zuwiéchse ins Abwicklungsdreieck eingegeben werden.

Art der Daten &I

Werden kumulierte Schadenhohen oder Zuwachse ins
Abwidkdungsdreieck eingageben?

" humulierte Schadenhshen| (" Zuwachse
]
x|

Abbildung 13.2: Formular zur Dateneingabe

Danach erscheint das Formular aus Abbildung 13.3. Man kann auswéhlen, in welcher Form das
Abwicklungsdreieck eingegeben wird.

Eingabe der Daten S|

In welcher Form werden die Daten eingegeben?

" Dreiedt (Abwiddungsjahr 0, 1, 2, ...)

" Dreieck (Abwicklungsjahr Jahreszah)

kLl

Abbildung 13.3: Formular zur Dateneingabe

™ Listenform

Hat man im Formular aus Abbildung 13.3 die erste Moglichkeit ausgewahlt, so wird die Vorlage
zur Dateneingabe wie in Abbildung 13.4 erstellt.

PAID Abwicklungsjahr INCURRED Abwicklungsjahr

Al jahr 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

wvor 2007 | vor 2007 ‘
2007 | 2007 |
2008 2008
2009 2009
2010 2010
2011 2011
2012 2012

Abbildung 13.4: Dateneingabe mit Abwicklungsdreieck mit Abwicklungsjahren 0, 1, 2, ...

Hat man im Formular aus Abbildung 13.3 die zweite Moglichkeit ausgewéhlt, so wird die Vor-
lage zur Dateneingabe wie in Abbildung 13.5 erstellt.



PAID Abwicklungsjahr INCURRED Abwicklungsjahr

vor 2007 2007 2008 2009 2010 2011 2012 J vor 2007 2007 2008 2009 2010 2011 2012

vor 2007 [ vor 2007 |

2007 [ 2007 |

2008 2008

2000 2000

2010 2010

2011 2011

2012 2012

Abbildung 13.5: Dateneingabe mit Abwicklungsdreieck mit Abwicklungsjahren 2007, 2008, ...

Hat man im Formular aus Abbildung 13.3 die dritte Mdglichkeit ausgewahlt, so wird die Vorlage
zur Dateneingabe wie in Abbildung 13.6 erstellt. Hierbei kann das Abwicklungsjahr entweder
als Differenz (0, 1, ...) oder als Jahreszahl (z.B. 2007) eingegeben werden.

PAID INCURRED
Anfallsjah Abwickl jahr Betrag Anfallsjahr Abwickl jahr Betrag

Abbildung 13.6: Dateneingabe in Listenform

Es konnen nun die Daten fiir Paid und/oder Inucrred eingegeben werden. (Man beachte, dass
fiir das Munich-Chain-Ladder-Verfahren beide Dreiecke benotigt werden.) Danach kann man
auf den Button ,Daten fiir Bornhuetter-Ferguson, Benktander-Hovinen, Cape-Cod und Ad-
ditiv eingeben* klicken. Es erscheint dann eine Vorlage, wo die Schitzungen der erwarteten
Endschéden E [S; ], die Prdmien 7;, die Schétzungen der Abwicklungsfaktoren @y und ein Va-
riationskoeffizient Vco(ji;) eingegeben werden kann.

Danach koénnen die Daten eingelesen werden. Falls Quartalsdaten eingegeben werden, kann man
auswahlen, ob mit Quartals- oder Jahresdaten gerechnet werden soll. Im Sheet ,,Daten® werden
die Inkremente der Paid- und/oder Incurred-Daten angezeigt. Eventuell konnen in diesem Sheet
noch Grofischiden entfernt werden.

Danach werden die individuellen und die Chain-Ladder-Abwicklungsfaktoren in einem Sheet
berechnet. Diese kdnnen ebenfalls noch manuell geindert werden.

Dann kann man mit einem Klick auf einen Button die einzelnen Verfahren rechnen. Dabei kann
man auswéhlen, ob die Verfahren fiir die Paid- oder Incurred-Daten gerechnet werden sollen.
In den einzelnen Sheets werden die Prognosen der Reserve und die Schétzung fiir die mittlere
quadratische Abweichung dieser Prognosen wie in den obigen Kapiteln beschrieben berechnet.



Anhang A

Mittlere quadratische Abweichung
einer Prognose

Dieses Kapitel lehnt sich an [6] an.
Die mittlere quadratische Abweichung soll helfen, die Qualitéit einer Prognose zu beurteilen.

Sei X eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable und D eine o-Algebra, die aus einer Menge
von Beobachtungen erzeugt wird. Wir nehmen an, dass X ein D-messbarer Schiitzer fiir E [ X| D]
bzw. eine D-messbare Prognose fiir X ist. Dann ist die bedingte mittlere quadratische
Abweichung der Prognose X fiir X folgendermaflen definiert:

BN ~ 2
MSEx p <X> =E [(X —X) ‘D}
Fiir eine D-messbare Prognose X gilt also
MSExp (5(:) =E [XQ—ZJ?Xﬁ—XQ’D} :)?Q—QXE[X|D]+E[X2|D] _
= Var (X|D) + E[X|D]* + X? - 2XE [X| D] =
~ 2
= Var(X|D) + (X ~E[X|D]) . (A1)

Der erste Term in (A.1) wird als stochastischer Fehler bezeichnet und beschreibt die Varianz
innerhalb des Modells, welche nicht eliminiert werden kann. Der zweite Term in (A.1) ist der
Schitzfehler, der die Unsicherheit in der Schétzung von E [ X| D] widerspiegelt. Dieser wird
im Allgemeinen kleiner, wenn mehr Beobachtungen vorhanden sind. In der Praxis verschwindet
er jedoch nicht ganz, nachdem zukiinftiges bedingtes Verhalten durch vergangene Information
geschétzt wird.

Fiir die unbedingte mittlere quadratische Abweichung der D-messbaren Prognose X fiir
X gilt

MSEy ()?) ~E [MSEXID ()?)} = E[Var(X|D)] + E [()? - E[X‘D]ﬂ .

Es werden nun die beiden Félle X von D unabhéngig bzw. X von D abhéingig betrachtet.
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e Fall 1: X ist von D unabhingig.

Das ist z.B. der Fall, wenn wir eine i.i.d. Stichprobe haben und X prognostizieren wollen.
Es gilt dann

E[X|D]=E[X] und Var(X|D)= Var(X).

Fiir die unbedingte mittlere quadratische Abweichung erhilt man dann
MSEx ()?) = Var (X) + E [(}? ~E [X])Z] :
Falls X ein unverzerrter Schitzer fiir E [X] ist, d.h. E [)? ] = E[X], gilt
MSE x (f() = Var (X) + Var ()?) .

Beispiel: Seien X und Xj, ..., X, i.i.d. mit Mittelwert ¢ und Varianz 0% < co. Dann gilt
fiir den Schitzer X = 23" | X,

n 2
. 1
MSE (X): 2 (2% x, -
X|D o+ n; e

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen konvergiert der letzte Term gegegn Null. In der
Praxis ist man jedoch an einer Schiitzung der mittleren quadratischen Abweichung fiir ein
konkretes n interessiert. Nachdem g aber nicht bekannt ist, kann nur der Erwartungswert
fiir diese Abweichung berechnet werden, die unbedingte mittlere quadratische Abweichung:

MSE ()?) = Var (X) + Var ()?) = 0%+ Oj

Man sieht also, dass die Schwankung von %Z?:l X; um p im Mittel von der Ordnung

o/\/n ist.

e Fall 2: X ist von der o-Algebra D, die von den Beobachtungen erzeugt wird, abhingig.
Hier ist die Situation komplizierter. Es gilt
~ ~ 2
MSEy (X) — E[Var (X|D)] + E [(X - E[X|D}) } -
~ 2

= Var (X) — Var (E[X|D]) + E [(X ~E[X] D]) } -
I 2 ~ 2

= Var(X)—E <IE[X|D]7E[X]) } +E [(XIE[XHD]) } -
r 2 ~ 2

= Var(X) +E |- <E[X|D] —E[X}) + (X—IE[X|D]> ] -

= Var (X) +E ()?—E[Xu)] +E[X]|D] —IE[X])Q]

~2E|[(E (X|D] ~E x])’]
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—2E[(X- E[X|D])<E[X|D} E[X])] =
— Var(X)+E [( )2]
E(Y)

(¥ ~E)].

Fiir cinen unverzerrten Schiitzer X, d.h. E [X' } =E[X], gilt

—2E_( [X|D] —

MSEX( ) Var (X )+Var()?)—2cov(E[X\D],)?>.

Dieser Werte gibt wieder nur Auskunft {iber die mittlere quadratische Abweichung, ge-
mittelt iiber alle moglichen Daten, man erhélt aber keine Information iiber die Qualitit
der Prognose X fiir gegebene Daten.



Anhang B

Numerisches Beispiel - Vergleich der
Methoden

In Tabelle B.1 bzw. Abbildung B.1 werden die Reserve-Prognosen der unterschiedlichen Me-
thoden pro Jahr und als Summe dargestellt. In Abbildung B.2 ist die Prognose R fiir die
Gesamtreserve R = > ' | R; und der Standardfehler, d.h. die Wurzel aus der mittleren qua-
dratischen Abweichung, fiir verschiedene Verfahren dargestellt. In Abbildung B.3 sieht man
die Reserveprognosen des Chain-Ladder-Verfahrens im Vergleich zu jenen des Munich-Chain-

Laddder-Verfahren.

Tabelle B.1: Vergleich der Reserve-Prognosen der verschiedenen Verfahren

i RPY  RPF RPH RS RAP RMCE
143 155 143 136 168 188
846 849 846 810 936 1.679

2.998 3.268 3.001 3.000 3.352 3.190
3.996 4.281 4.000 4.223 4.665 3.787
5.836 6.524 5.851 6.222 6.744 7.204
7.281 8.598 7.320 7.720 8.258 8.784
22.965  25.642  23.212  23.068  23.664  22.544

0w N O Ok W N =

90.166  92.966 91.214  95.653  96.573  95.017

RCL RBF RBH RCC RAD RMCL

134.230 142.282 135.587 140.832 144.360 142.393
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Abbildung B.1: Vergleich der Reserve-Prognosen der verschiedenen Verfahren
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Abbildung B.2: Vergleich der Prognosen der
Gesamtreserve der verschiedenen Verfahren

Abbildung B.3: Vergleich der Prognosen der
Gesamtreserve des Chain-Ladder- und des

Munich-Chain-Ladder-Verfahrens
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