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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

In der Diplomarbeit werden die Auswirkungen des Strebens nach Status der
Wirtschaftssubjekte in einem Wachstumsmodell einer geschlossenen Volkswirt-
schaft untersucht. Diese besteht aus homogenen Individuen, die perfekte Voraus-
sicht besitzen und ihren Lebensnutzen durch geeignete Wahl ihres Konsums und
ihrer Freizeit maximieren. Der Status eines Individuums wird durch seinen rela-
tiven Konsum und/oder sein relatives Vermogen bestimmt. Die Individuen be-
ziehen aus einer ceteris paribus Steigerung ihres Konsums somit nicht nur einen
hoheren Nutzen aus dem Konsum selbst, sondern auch einen zusétzlichen Nut-
zen durch die Verbesserung ihres relativen Konsums. Ebenso kénnen sie einen
indirekten Nutzen aus einer Steigerung ihres Vermogens beziehen. Neben diesen
beiden moglichen Externalitéiten in der Nutzenfunktion gibt es eine Kapitalex-
ternalitit in der Produktionsfunktion. Diese fithrt dazu, dass die gesamtwirt-
schaftliche Produktionsfunktion linear im gesamtwirtschaftlichen Kapitalstock
ist und steigende Skalenertriige aufweist, wihrend die fiir die Einzelfirma rele-
vante Produktionsfunktion linear homogen in den beiden Produktionsfaktoren
Kapital und Arbeit ist und sich daher durch eine sinkende Grenzproduktivitit
des Kapitals auszeichnet. Eine Konsequenz der Produktionsexternalitét ist die
Ermoéglichung von langfristigem, endogenen Wirtschaftswachstum.

Das makroskonomische Verhalten der dezentralen Wirtschaft wird mit dem
sozial optimalen Ergebnis verglichen, wobei jeweils die Existenz von eindeuti-
gen langfristigen Wachstumspfaden mit konstantem Arbeitseinsatz vorausge-
setzt wird. Auflerdem wird gezeigt, dass durch Einfithrung von Steuern bezie-
hungsweise Subventionen auch in der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale
Gleichgewicht erreicht werden kann.

In den in der Literatur vorhandenen Status-Modellen mit endogenem Wirt-
schaftswachstum wird meist entweder eine Konsumexternalitéit oder eine Vermo-
gensexternalitdt in der Nutzenfunktion unterstellt. Eine Ausnahme sind Tour-
nemaine und Tsoukis (2008), die eine multiplikativ separable Nutzenfunktion
mit relativem Konsum und relativem Vermogen verwenden. Die in der vorlie-
genden Arbeit zugelassenen Nutzen- und Produktionsfunktionen sind jedoch
allgemeiner. Aufierdem untersuchen Tournemaine und Tsoukis (2008) nicht den
Fall einer sozial geplanten Wirtschaft und dementsprechend auch keine Fra-
gen einer optimalen Besteuerung. Liu und Turnovsky (2005) untersuchen unter
anderem ein endogenes Wachstumsmodell mit einer multiplikativ separablen
Nutzenfunktion, die eine Konsumexternalitit aufweist. AuBlerdem werden die
Ergebnisse mit einer geplanten Wirtschaft verglichen und Bedingungen fiir die
optimale Besteuerung aufgestellt.

Eine weiterer Unterschied des in der Diplomarbeit untersuchten Modells im
Vergleich zu einigen endogenen Wachstumsmodellen in der Literatur ist die
endogene Bestimmung des Arbeitsinputs. Ein Modell mit exogen gegebenem
Arbeitsinput ist beispielsweise in Futagami und Shibata (1998) enthalten. Die
Autoren betrachten eine multiplikativ separable Nutzenfunktion, in der es einen
Einfluss von relativem Vermogen gibt. Eine additiv separable Nutzenfunktion,
die sich in dieser Arbeit als Grenzfall ergibt, wird von Corneo und Jeanne (1997)
verwendet. In ihrem Modell mit exogenem Arbeitseinsatz wird das Streben nach
Status durch einen vom relativen Vermogen abhéingigen additiven Nutzen be-
schrieben.

Die vorliegende Arbeit ist somit eine Erweiterung dieser Modelle, indem
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von einer endogenen Bestimmung des Arbeitseinsatzes, einer allgemeinen Nut-
zenfunktion mit dem méglichen Einfluss von relativem Konsum und relativem
Vermogen und einer allgemeinen Produktionsfunktion ausgegangen wird und
die Ergebnisse der dezentralen Wirtschaft mit den sozial optimalen verglichen
werden. Im néchsten Kapitel wird das Modell detailliert beschrieben und die
Bedingungen fiir die Gewinnmaximierung der Unternehmen und die Nutzenma-
ximierung der Haushalte aufgestellt.

Im dritten Kapitel wird dann die sozial geplante Wirtschaft behandelt. Es
werden Restriktionen fiir die Nutzenfunktion hergeleitet, damit ein eindeuti-
ger Steady State mit konstantem Arbeitsinput existiert. In der Folge wird das
Optimierungsproblem des sozialen Planers gelost und die optimalen Pfade von
Konsum und Arbeit implizit bestimmt.

Im vierten Kapitel wird die dezentrale Wirtschaft untersucht. Damit auch
in dieser ein eindeutiger Steady State existiert, werden zusétzliche Bedingungen
fiir die Nutzenfunktion hergeleitet. Anschliefflend wird das makroskonomische
Verhalten bestimmt und mit jenem in der sozial geplanten Wirtschaft verglichen.

Im fiinften Kapitel werden in der dezentralen Wirtschaft Steuern und Sub-
ventionen eingefiihrt und Bedingungen fiir diese bestimmt, die dazu fithren, dass
das Verhalten der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale repliziert.

Im sechsten Kapitel werden schliefllich die in der Arbeit aufgestellten Bedin-
gungen und Ergebnisse an Hand einer speziellen Wahl der Nutzenfunktion und
der Produktionsfunktion illustriert.

2 Modellbeschreibung

Es wird ein zeitstetiges Wachstumsmodell vom Ramsey-Typ betrachtet. Die
geschlossene Volkswirtschaft besteht aus einem Kontinuum von identischen In-
dividuen mit konstanter Masse N. Diese wird nach der Beschreibung der Un-
ternehmen im néchsten Abschnitt auf N = 1 normiert. Die Individuen sind
im Besitz des Realkapitals und vermieten es laufend an die Unternehmen. Das
Anfangskapital der Volkswirtschaft betrégt kp und ist gleichméBig verteilt. Wei-
ters konnen die Individuen ihr Arbeitsangebot und damit die Hohe des Ar-
beitseinkommens endogen wihlen. Wegen ihrer grofien Anzahl nehmen sie den
Realzins und Reallohn als gegeben. Zusiitzlich kommen die Gewinne der Unter-
nehmen den Individuen zu Gute. Da die Produktionsfunktion der Unternehmen
jedoch konstante Skalenertrige in den Produktionsfaktoren aufweist und auf
allen Mirkten vollkommene Konkurrenz unterstellt wird, sind die Gewinne der
Unternehmen (im Sinne von Extraprofiten) im Gleichgewicht gleich Null. Thr
Arbeits- und Kapitaleinkommen konnen die Individuen fiir Konsum oder zur
Steigerung ihres Realvermogens verwenden.

Die Individuen verfiigen iiber perfekte Voraussicht und maximieren ihren
Lebensnutzen, der das gewichtete Integral iiber eine Momentan-Nutzenfunktion
ist. Diese Nutzenfunktion héingt einerseits positiv vom eigenen Konsum und der
eigenen Freizeit ab. Andererseits erlaubt sie auch einen Einfluss des relativen
Konsums und des relativen Vermogens der Individuen im Vergleich zum jeweili-
gen gesamtwirtschaftlichen Durchschnitt. Wegen der Masse an Individuen und
der perfekten Voraussicht sind auch die Pfade von durchschnittlichem Konsum
und durchschnittlichem Vermégen fiir die Individuen gegeben und von ihnen
nicht beeinflussbar.
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Neben diesen beiden Externalititen in der Nutzenfunktion der Individuen
gibt es im Modell auch eine positive Kapitalexternalitit in der Produktions-
funktion der Unternehmen. Dadurch weist die gesamtwirtschaftliche Produkti-
onsfunktion konstante Grenzertrige von Kapital auf und erlaubt ein endogenes
Wachstum der Volkswirtschaft.

In den folgenden Abschnitten werden die Annahmen fiir die Unternehmen
und die Haushalte néher definiert und ihr jeweiliges Verhalten beschrieben.

2.1 Unternehmen

Die Unternehmen produzieren ein Gut mit Hilfe der beiden Produktionsfaktoren
Realkapital und Arbeit, die sie auf den Faktormérkten mieten konnen. Das pro-
duzierte Gut wird auf dem Giitermarkt verkauft. Eine Einheit dieses Outputs
kann von den Haushalten entweder als eine Einheit des Konsumguts oder als
zusétzliche Einheit Realkapital verwendet werden. Es wird angenommen, dass
auf dem Giitermarkt und den beiden Faktormérkten vollkommene Konkurrenz
herrscht. Daher nehmen die Unternehmen den Preis des Outputs sowie die Prei-
se der Produktionsfaktoren ausgedriickt in Einheiten des Outputs als gegeben.
Der Pfad des Reallohns wird mit w (¢) und der Mietpreis des Kapitals mit R (t)
bezeichnet. Die Unternehmen passen den Input von Kapital und Arbeit so an,
dass ihr Profit maximiert wird. Da diese Anpassung zu jedem Zeitpunkt ohne
eine Abhingigkeit von der Vergangenheit moglich ist, ergibt sich fiir die Un-
ternehmen ein statisches Optimierungsproblem, bei dem der Gewinn zu jedem
Zeitpunkt maximiert werden soll.

Die Produktionsfunktion ist fiir alle Unternehmen identisch. Der Output
von Unternehmen j betrégt y; = F (kj, Tl;), wobei der Faktor 7' > 0 den vom
Unternehmen nicht beeinflussbaren Stand der Technologie beschreibt. Er wird
unten genauer spezifiziert. Die Produktionsfunktion soll positive und fallende
Grenzertréige in den beiden Produktionsfaktoren k; und [; aufweisen. Aufler-
dem werden konstante Skalenertréige in k; und [; angenommen. Das bedeutet,
dass F' (akj, Tal;) = oF (kj, Tl;) fiir jedes o« > 0 gilt. Durch Wahl von o = k;l

lasst sich die Produktionsfunktion in der Form F'(k;,Tl;) = k; F (1,T%> =
k;if (T%) mit der Funktion f (z) := F (1,z) schreiben'. Positive und fallende

Grenzertriige von Arbeit in der Produktionsfunktion F' implizieren [ (z) > 0
sowie f” (z) < 0. Aus dem positiven Grenzertrag von Kapital folgt weiters
F(Ti) =1 g (Ti) > 0. Br st ebenfalls fallend, wenn f” () < 0 gilt.
AufBlerdem werden Inada-Bedingungen unterstellt, damit das Maximierungspro-
blem der Unternehmen eine innere Losung besitzt: Die Grenzertrige von Kapital
und Arbeit sollen bei einem jeweils festgehaltenen anderen Faktor unbeschriankt
an der Stelle 0 sein: limy, o F1 (kj,Tl;) = oo und limy, o Fy (kj, Tl;) = oo.
Auflerdem sollen sie mit wachsender Grofle des Produktionsfaktors gegen 0 kon-
vergieren: limg; oo Iy (kj, Tl;) = 0 und limy, . F5 (k;, T1;) = 0. Daraus folgt
lim, o f' () = o0 und lim, .~ f’' (z) = 0.

Tn der Literatur wird meist f (z) := F (z,1) als Funktion der Kapitalintensitit % defi-
niert. Wegen der spéter konkretisierten Kapitalexternalitéit bietet sich in diesem Modell die

Definition in Abhéingigkeit von der Arbeitsintensitéit an.
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Die Maximierung des Gewinns bedeutet somit aus Sicht der Unternehmen:

L
m_a;_( kjf (Tkj) - wlj - Rkj (21)
RN J

Bei Existenz einer inneren Losung der Gewinnmaximierung ist es erforderlich,
dass die Grenzproduktivititen der beiden Produktionsfaktoren mit ihren jewei-
ligen Preisen iibereinstimmen:

/ l; o
Tf <kaj> = o (2.2)
f (le> _pkip (le) _R (2.3)
k; kj ki) '

Die linke Seite der ersten Bedingung ist fallend in der Arbeitsintensitét IQ—JJ
Wegen der Inada-Bedingungen nimmt sie jeden positiven Wert an. Daher ergibt
sich aus dem Reallohn ein eindeutiges Verhéltnis ¢ := ,i—f > 0. Dieses muss
fiir eine innere Losung auch die zweite Bedingung erfiillen. Ist das der Fall,
erhélt man als Konsequenz der konstanten Skalenertriige, dass der Gewinn der
Unternehmen gleich Null ist?:

wlj + Rk = ;T f' <le> +kif (TZJ> — Tl f (Tl]> =k;f (le) (2.4)
kj k; k; kj

Im Falle einer inneren Losung der Gewinnmaximierung der Unternehmen
ist durch die Optimalitéitsbedingungen das Verhéiltnis, aber nicht das Niveau
der Produktionsfaktoren festgelegt. Die Griéfle und die Anzahl der Unterneh-
men in der Volkswirtschaft sind somit unbestimmt. Die gesamtwirtschaftliche
Produktion unter Verwendung von k Einheiten Kapital und dementsprechend
ke Einheiten Arbeit ist jedoch unabhiingig von der Aufteilung der Produkti-
onsfaktoren auf die Unternehmen:

y=kf(Ty) (2.5)

Fiir den Stand der Technologie T wird angenommen, dass er durch das Ge-
samtkapital der Volkswirtschaft reprisentiert wird und mit ihm iibereinstimmt:
T (t) = k (t). Kapital fithrt daher zu einer positiven Externalitéit in der Produk-
tionsfunktion. Dieser Unterschied zu einer neoklassischen Produktionsfunktion
ermoglicht langfristiges, endogenes Wachstum von Pro-Kopf-Output, -Konsum
und -Vermogen. Die gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktion lautet mit die-
ser Spezifikation:

y=kf (ké) — /) (2.6)

Thre Linearitéit in Kapital ermoglicht langfristiges Wachstum und hat zur Fol-
ge, dass dieser Wachstumspfad ohne Ubergangsdynamik sofort erreicht werden
kann, wie in den folgenden Kapiteln gezeigt wird.

2Erfiillt o die Bedingung (2.3) nicht, sind die moglichen Gewinne entweder unbeschriinkt
(f(Te) —Tef (Ty) > R) oder die Wahl I; = k; = 0 ist optimal (f (T'¢) — Tof' (T¢) < R).
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Durch Einsetzen der Spezifikation von T in die Maximierungsbedingungen
der Unternehmen erhélt man in Abhéingigkeit von Arbeitsinput und Kapitalin-
put jenen Reallohn und realen Mietpreis, der mit der Gewinnmaximierung der
Unternehmen vereinbar ist:

w=kf (1) (2.7)
R=f)-1f' (1) (2.8)

Aus der aggregierten Produktionsfunktion erhilt man weiters den Pro-Kopf-
Output: i

Y

L= 1) (29)
Bei einer gegebenen durchschnittlichen Groéfle von Kapital und Arbeit hén-
gen die gesamtwirtschaftlichen Werte k£ und [ von der Bevolkerungsgrofie ab.
Damit ergibt sich auch eine Abhéngigkeit der Faktorpreise von der Bevolke-
rungsgrofie. Durch die Einfithrung einer Funktion f (z) := f(Nx) erhélt man
f'(x) = Nf (Nz). Einsetzen in die obigen Gleichungen liefert die Werte fiir Re-
allohn, realen Mietpreis und Pro-Kopf-Output, die nur vom durchschnittlichen
Kapital % und der durchschnittlichen Arbeit % abhéingig sind:

w— % Z <Ji{) (2.10)
R=f <]i[> - %f’ <]i[> (2.11)

y _ k(L

N Nf (N) (2.12)
Da die Grofle der Bevolkerung in dieser Diplomarbeit als konstant angenommen
wird, kann ihre Grofle somit durch passende Definition der Funktion f auf N =1

normiert werden. Die gesamtwirtschaftlichen Werte fiir Konsum, Kapital und
Output stimmen dann mit den jeweiligen durchschnittlichen Werten iiberein.

2.2 Haushalte

Die Haushalte beziehen ein Arbeitseinkommen fiir ihre zur Verfiigung gestellte
Arbeitsleistung und ein Zinseinkommen fiir ihr nichtmenschliches Vermégen. Thr
Einkommen wird entweder fiir Konsum ausgegeben oder erhoht ihr Vermogen?.
Das nichtmenschliche Vermogen a; (¢) von Individuum 7 € [0, 1] zum Zeitpunkt
t € [0,00) besteht aus Nettoforderungen gegen andere Wirtschaftssubjekte und
aus Realkapital. Das Vermogen am Anfang besteht aus dem gleichméflig auf-
geteilten Anfangskapital der Volkswirtschaft: a; (0) = kg. Das Realkapital wird
zum Mietpreis R (t) an die Unternehmen vermietet. Die Abschreibungsrate von
Kapital wird mit konstant § > 0 angenommen. Damit ergibt sich der Realzins-
satz von r (t) = R (t) — ¢. Da die Individuen iiber perfekte Voraussicht verfiigen,
muss dieser Zinssatz auch mit der realen Ertragsrate der Nettoforderungen gegen

3Es soll auch die theoretische Moglichkeit bestehen, den bestehenden Kapitalstock in Kon-
sumgiiter umzuwandeln und somit zu konsumieren, falls der produzierte Output geringer als
die gesamtwirtschaftlich nachgefragte Konsummenge ist. In einer wachsenden Wirtschaft wird
dies allerdings nicht notwendig sein.
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andere Individuen iibereinstimmen. Das Einkommen durch Zinsen beziehungs-
weise die Ausgaben fiir Zinsen, falls die Nettoverbindlichkeiten das Realkapital
iibersteigen, betrigt somit r (¢) a; (¢).

Die Individuen koénnen zu jedem Zeitpunkt ¢ ihr Arbeitsangebot I; (t) €
[0, 1] wihlen. Das Arbeitsangebot I; beschreibt somit jenen Anteil der Zeit, den
das Individuum 7 als Arbeitsleistung anbietet - der Anteil der Freizeit betréigt
daher 1 —1; (t). Fiir die geleistete Arbeit erhalten die Individuen einen Reallohn
(ausgedriickt in Einheiten des Konsumgutes) von w (t) pro Zeiteinheit. Das reale
Arbeitseinkommen von Individuum ¢ zum Zeitpunkt ¢ betriigt somit w (¢) I; (¢).

Weiters konnen die Konsumenten ihren Konsumpfad ¢; (¢) wihlen. Daraus
ergibt sich die Veriinderung ihres Vermogens aus der Differenz von Einnahmen
durch Kapital- und Arbeitseinkommen und Ausgaben durch Konsum:

a; (t) =7 (t)ai (t) +w ()l (t) —ci (1) (2.13)

Die Individuen wollen ihren Lebensnutzen 2; maximieren. Dieser ist ein
gewichtetes Integral iiber eine Momentan-Nutzenfunktion U, die zweimal stetig
differenzierbar sein soll:

L > e—pt c: ) a; (t) Ci (t)
Qz—/o U( Z(t),ll(t),A(t),C(tJdt (2.14)

Der zukiinftige Nutzen der Individuen wird mit der konstanten Zeitpréferenzra-
te p > 0 diskontiert. Die Individuen beziehen zu jedem Zeitpunkt einen Nutzen
aus ihrem eigenen Konsum c¢;: Der direkte Grenznutzen des Konsums soll po-
sitiv und fallend sein: U; (ci, liy % %) > 0 und Uy (ci, liy % %) < 0.* Weiters
haben sie einen positiven und fallenden Grenznutzen von Freizeit (1 — ;). Der
Grenznutzen von Arbeit ist somit negativ und fallend: Us (cl-, liy % %) < 0 und
Uss (ci, liy %, %) < 0. Zusétzlich wird auch die gemeinsame, strikte Konkavitiit
der Momentan-Nutzenfunktion in ihren ersten beiden Komponenten unterstellt:
Ui1Usz — (U12)2 > 0.

Die Nutzenfunktion erlaubt auflerdem, dass Individuen einen Nutzen aus
ihrer relativen Position in der Volkswirtschaft beziehen. Einerseits ist ein Fin-
fluss des relativen Vermogens von Individuum ¢ moglich. Das durchschnitt-
liche Vermogen wird mit A (t) bezeichnet und ergibt sich aus dem Integral
At) = fol a; (t) di. Falls Status durch hoheres relatives Vermogen zu einem
zusitzlichen Nutzen fiihrt, gilt Us (cq; iy %G %) > 0. Ebenso kann der relative
Konsum eines Individuums einen Einfluss auf den Nutzen haben. Den durch-
schnittlichen Konsum C'(¢) erhélt man aus dem Integral C (t) = fol ¢; () di.
Fiihrt ein grofleres Verhéltnis von individuellem und durchschnittlichem Kon-
sum zu einer Nutzenerhdhung, gilt Uy (ci, liy s %) > 0.

Zur Losung des intertemporalen Nutzenmaximierungsproblem der Haushalte
wird das Pontryaginsche Maximumprinzip verwendet. Die Kontrollvariablen der
Individuen sind der eigene Konsum (¢;) und das Arbeitsangebot (I;), wobei
zunéchst innere Losungen mit ¢; (¢) > 0 und /; (¢) € (0,1) gesucht werden. Das
Realvermogen der Individuen ist eine Zustandsvariable mit dem Anfangswert
a; (0), die sich gem#f der Differentialgleichung (2.13) veréndert:

a; = ra; +wl; — ¢ (2.15)

4Fiir eine Funktion G (x1,...,2n) bezeichnet Gy (x1,...,zy) die partielle Ableitung der
Funktion nach der k-ten Komponente (k € {1,...,n}).
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Die Pfade von durchschnittlichem Vermégen (A (t)), durchschnittlichem Kon-
sum (C (t)), Reallohn (w (t)) und Realzinssatz (r (¢)) sind fiir die Individuen
exogen gegeben. Die Hamilton-Funktion in der current-value Form mit dem
Kozustand A; (t) > 0 lautet:

a; C;
(2] A ) C
Die ersten beiden notwendigen Bedingungen fiir die Maximierug des Lebens-

nutzens sind die notwendigen Bedingungen fiir die Maximierung der Hamilton-
Funktion beziiglich der beiden Kontrollvariablen:

H (ci,li,ai,)\i) =U (Ci,l ) + A\ (TCLZ‘ + wl; — Ci> (2.16)

O (et %)+ 0 (ot % 2) S0
i = 5 ) e o

Aus den beiden notwendigen Bedingungen (2.17) und (2.18) erhilt man die
intratemporale Optimalitéitsbedingung:
MRSl —VUZv(Czﬁlia 4 2) —__—w (2.19)
i (ol 5 2) + Us (o 5, 2) &

Sie besagt, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir eigenen Kon-
sum (im Fall einer inneren Losung) mit dem durch den Reallohn gegebenen
relativen Preis von Freizeit und Konsum iibereinstimmen muss. Der Grenznut-
zen von Konsum aus Sicht der Individuen besteht einerseits aus dem direkten
Nutzenzuwachs (Uy), der durch zusétzlichen Konsum entsteht, und dem indirek-
ten Nutzenzuwachs (Us&) wegen einer Erhohung des relativen Konsums. Das
Auftreten der Konsumexternalitéit in der Nutzenfunktion (Uy > 0) verringert
ceteris paribus die Grenzrate der Substitution aus der Sicht des Individuums.
Dies bedeutet, dass das Individuum fiir den Verlust von Freizeit mit weniger
zusétzlichem Konsum kompensiert werden kann.

Weiters erhiilt man als notwendige Bedingung die Differentialgleichung fiir
den Kozustand:

: OH a; C; 1
Ai = pA; — 9a; = — |:’I“—|— Us (Ci,li, Z, 6) A — ,():l i (220)

Der Kozustand A; (t) des Individuums kann als Schattenpreis des Vermogens
interpretiert werden: Er entspricht jenem marginalen Momentan-Nutzen, den
das Individuum zum Zeitpunkt ¢ aus einer zusétzlichen marginalen Einheit des
Vermogens ziehen kann: Die erste Moglichkeit, die das Individuum durch eine
zusitzliche Einheit des Vermogens hat, ist die sofortige Konsumation. Gemifl
der ersten notwendigen Bedingung (2.17) stimmt der Kozustand mit dem Grenz-
nutzen des Individuums beziiglich eigenem Konsum iiberein. Eine Alternative
ist, das Arbeitsangebot soweit einzuschrinken, dass das Individuum real eine
marginale Einheit weniger verdient. Das sind dementsprechend % marginale
Arbeitseinheiten. Wegen der intratemporalen Optimierung muss der Grenznut-
zen daraus derselbe sein. Die zweite notwendige Bedingung (2.18) stellt dies
sicher (\; = *TUz) Die dritte Moglichkeit ergibt sich daraus, dass das zusiitzli-
che Vermogen auch angespart und samt Zinsertrédgen zu einem spiteren Zeit-
punkt konsumiert werden kann. Dass diese Verwendung denselben Grenznutzen
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bringt, stellt die Differentialgleichung des Kozustandes sicher. Durch Einset-
zen der ersten notwendigen Bedingung (2.17) in die Differentialgleichung (2.20)
erhélt man die Wachstumsrate des Kozustandes:

i Us (ci)li, %, %) &

M|y 3 ¢ S 2.21
)\i " Ul (C’ialia %7 %) + U4 (Ciylia %7 %) % P ( )

Beziehen die Individuen einen Nutzen durch ihr relatives Vermégen (Us > 0),

M 1 a;,C; . __ U3%
ist die Statuskomponente M RS = Tis

Grenzrate der Substitution des Individuums von eigenem Vermdogen fiir eigenen
Konsum. Sie gibt an, auf wie viele (marginale) Einheiten von eigenem Konsum
das Individuum verzichten kann, wenn das eigene Vermodgen um eine (marginale)
Einheit erhsht wird.

Die Differentialgleichung fiir den Kozustand in seiner Interpretation als
Schattenpreis des Vermogens kann nun folgendermaflen motiviert werden: Es
wird ein marginales Zeitintervall [t,¢ + d¢] betrachtet, auf dem Konsum, Ar-
beit, Realzinssatz und Grenzrate der Substitution von Vermogen fiir Konsum
konstant sein sollen. Erhilt das Individuum zum Zeitpunkt ¢ eine (margina-
le) zusitzliche Einheit an Vermogen und investiert es sie, erhilt es bis zum
Zeitpunkt ¢ + dt ndherungsweise rdt Einheiten an Zinsen. Auflerdem kann es
den eigenen Konsum im Intervall [¢, ¢ + dt] im Ausmafl von M RS*>% Einheiten
einschrinken, ohne dass sich der Momentan-Nutzen veréindert. Wegen der in-
tratemporalen Optimalitéit konnte es genauso seine Freizeit einschrinken oder
eine Mischung der beiden Optionen wihlen. Bis zum Zeitpunkt ¢ 4 dt hat es
daher ohne Nutzenverlust M RS%¢dt Einheiten weniger konsumiert, wodurch
sich das Vermogen um M RS ¢ dt Einheiten zusitzlich erhéht hat. Zusammen
mit der Realverzinsung besitzt das Individuum zum Zeitpunkt ¢ + dt somit
1+ (r 4+ MRS ) dt zusitzliche Einheiten. Gemé$ der Interpretation des Ko-
zustandes konnen ihm diese einen Nutzen von [1 + (r + M RS ) dt] A; (t + dt)
Einheiten zum Zeitpunkt ¢ + dt bringen. Da der Diskontierungsfaktor im Zeit-
raum [t,t+ dt] um pdt Einheiten gefallen ist, entspricht dieser Nutzen zum
Zeitpunkt ¢ + dt ndherungsweise [1 + (r + MRS — p)dt] \; (t + dt) Einhei-
ten zum Zeitpunkt ¢. Dieser Nutzen muss gleich \; (¢) sein, da die sofortige
Konsumation des marginalen zusétzlichen Vermogens bei intertemporaler Op-
timierung den gleichen Nutzen bringen muss. Man erhélt damit die Gleichung

by (t) = [1 + (7’ + MRS%>% — p) dt] i (t + dt)
Ai (t+ dt)
i (t)
Wegen [1 4 (r + MRS — p)dt] " ~ [L — (r + MRS — p)di] erhilt man
daraus die relative Verdnderung des Kozustandes:
Ai (E+dt) — X (b)
Ai (t)

positiv. Diese beschreibt die

= [14 (r+ MRS — p)dt] ™" (2.22)

~—(r+ MRS —p)dt (2.23)

Dividiert man durch die Liange des Intervalls (dt), cerhélt man somit die Né-
herung fiir die Wachstumsrate des Kozustandes: % R ﬁmw =
—[r 4+ MRS — p|. Sie entspricht der Differentialgleichung fiir den Kozu-
stand, welche somit die intertemporale Optimalitit der Entscheidungen des In-

dividuums sicherstellt.
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Zusitzlich zu den drei notwendigen Bedingungen soll die Transversalitéits-
bedingung gelten, die sicherstellt, dass die Individuen langfristig nicht zu viel
Vermégen akkumulieren®:

Jim e PN\ (t)a; (t) =0 (2.24)

In einem dezentralen symmetrischen makroskonomischen Gleichgewicht mit
Réumung der Faktormirkte miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

1. In einem symmetrischen Gleichgewicht treffen homogene Individuen iden-
tische Entscheidungen. Fiir alle ¢ gilt daher ¢; = ¢ = C und a; = a = A.

2. Da eine geschlossene Volkswirtschaft ohne Staatsverschuldung betrachtet
wird, gilt a = k.

3. Die Rdumung der Faktormérkte erfordert, dass der von den Firmen ge-
wihlte Input an Realkapital und Arbeit mit dem jeweiligen Angebot der
Haushalte iibereinstimmt.

4. Ein Gleichgewicht bei Vollauslastung der beiden Produktionsfaktoren
kann nur dann vorliegen, wenn die Firmen in dieser Situation keinen Anreiz
haben, einen oder beide Inputs zu verédndern, das heifit die Grenzprofite
der beiden Faktoren gleich Null sind. Dies ist bei Vollbeschéftigung der
beiden Inputs genau dann der Fall, wenn die beiden Faktorpreise, welche
auf der Marktebene im Unterschied zur Firmenebene endogene Variablen
sind, in jedem Zeitpunkt die folgenden Bedingungen erfiillen:

w=kf (1) (2.25)

r=fQ)—1f 1)— (2.26)

Beriicksichtigt man in der flow budget constraint der Haushalte (2.13) die
eben beschriebenen Zusammenhiinge, erhilt man die folgende Differentialglei-
chung fiir k, welche mit der gesamtwirtschaftlichen Ressourcenbeschrinkung
iibereinstimmt:

E o= a
ra+wl —c

F ) =1f ) =8l k+kf ()l—c
[f () =d]k—c (2.27)

Die Veridnderung des Kapitalstocks ergibt sich somit aus dem produziertem
Output abziiglich von Abschreibungen und von Konsum. Auflerdem gilt die
Anfangsbedingung k (0) = kg. Setzt man den Reallohn und den Realzinssatz
in die Bedingungen fiir die Nutzenmaximierung der Haushalte ein und wertet

5Aus Sicht eines Individuums miisste nur lim¢— oo e “PtA; () a; (t) < O gelten. Es wird
jedoch zusétzlich unterstellt, dass die no-Ponzi-Game Bedingung gilt: Die Individuen diirfen
sich nicht so sehr verschulden, dass der Gegenwartswert ihrer Verbindlichkeiten negativ ist:

lim¢ 00 a; (t) exp (— fot r(u) du) > 0. Aus diesen beiden Bedingungen folgt, dass die genannte

Transversalitidtsbedingung gelten muss.
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man die Funktionen im symmetrischen Gleichgewicht aus, erhélt man folgende
Gleichungen:

Ui (e, 1,1,1) + Uy (c,l71,1)1 = (2.28)
c
—Us (¢, 1,1,1) = Mk f' (1) (2.29)
).\ U3 (C7l7171)%

S r-s-1 0+

3 P (2.30)

Ul (Cal7 17 1) + U4 (Cal7 17 1) % -
Diese Gleichungen beschreiben gemeinsam mit der Ressourcenbeschriankung und
der Anfangsbedingung fiir den Kapitalstock das makroskonomische Gleichge-
wicht der dezentralen Wirtschaft. Gesucht sind Bedingungen fiir die Nutzen-
funktion, die die Existenz eines Steady State mit folgenden Eigenschaften er-
lauben:

1. Der Konsum wiichst mit einer konstanten Wachstumsrate®: g2 := % > 0.

2. Der gesamtwirtschaftliche Kapitalstock wichst mit einer konstanten
Wachstumsrate: g¢ := % > 0.

3. Die geleistete Arbeit ist konstant: [ =1 (¢) € (0,1).

Beriicksichtigt man in der gesamtwirtschaftlichen Ressourcenbeschrinkung
(2.27) die geforderten Eigenschaften 2 und 3, sieht man, dass das Verhiltnis von

Konsum und Kapital (;((2) im Steady State konstant sein muss:

Wy~ 5 g (2:31)
(t)
Daher miissen die Wachstumsraten von Konsum und Kapital im Steady-State
nicht nur konstant, sondern identisch sein: g := g¢ = g,‘f.

Weiters soll ein Steady State mit konstantem Arbeitseinsatz auch in einer
sozial geplanten Wirtschaft existieren. Diese Forderung fithrt zu Restriktionen
der Momentan-Nutzenfunktion, die auch die Bestimmung der Bedingungen in
der dezentralen Wirtschaft vereinfachen. Daher wird zunéichst die sozial geplante
Wirtschaft analysiert.

3 Sozial geplante Wirtschaft

Ein sozialer Planer kann als benevolenter Diktator die Pfade von Konsum, Ar-
beit und Vermogen der Individuen festlegen. Sein Ziel ist es, dadurch den durch-
schnittlichen Lebensnutzen der Individuen in der Wirtschaft zu maximieren:

/OOO 6pt/01 v (Ci (t), 6 (1), ?48)) 608) di dt (3.1)

Mit A (t) und C (t) werden weiterhin das durchschnittliche Vermogen und der
durchschnittliche Konsum der Individuen bezeichnet, die wegen der Normierung

6Werte im Steady-State der dezentralen Wirtschaft werden in der Folge durch ein hochge-
stelltes ,,d“ gekennzeichnet.
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der Masse der Individuen auf N = 1 dem gesamtwirtschaftlichen Vermogen
sowie Konsum entsprechen:

N
—
=
S~—
I

/0 e (t) di (3.2)
cw = /O o (t) di (3.3)

Der soziale Planer ist bei der Maximierung nur an die Ressourcenbeschrinkung
der geschlossenen Volkswirtschaft gebunden: Die Veriinderung des Kapitalstocks
ergibt sich aus produziertem Output abziiglich von Abschreibungen und Kon-
sum:

k() =k (&) f(L() — 0k (t) —c(t) (3-4)
Da die geschlossene Volkswirtschaft keine Nettoauslandsforderungen besitzt, ist
das gesamtwirtschaftliche Kapital gleich dem gesamtwirtschaftlichen Vermogen
der Individuen. Zu jedem Zeitpunkt muss daher 0 < k (¢) = a () erfiillt sein. Die
Anfangsbedingung lautet k (0) = kg, wobei kg der exogen gegebene Anfangska-
pitalstock der Volkswirtschaft ist. Mit [ (¢) wird die gesamtwirtschaftlich gelei-
stete Arbeit bezeichnet, die gleichzeitig dem durchschnittlichen Arbeitseinsatz
der Individuen entspricht:

1
L) = /0 i (t) di (3.5)

Da es sich um homogene Individuen handelt, soll ihnen der soziale Planer
auch identische Pfade fiir Konsum, Arbeit und Vermogen zuweisen. Ist die Pe-
riodennutzenfunktion der Individuen U (c, I %) gemeinsam konkav in ¢, [
und a, kann die Maximierung des Zielfunktionals durch identische Pfade er-
reicht werden. Bei strikter Konkavitdt sind identische Pfade (aufler auf einer
Nullmenge von [0,1] x RT) notwendig, um das Maximum zu erreichen. Das

Optimierungsproblem des sozialen Planers lautet daher:

m%x/ e PU (c(t),1(t),1,1)dt (3.6)
el Jo

unter der Ressourcenbeschriinkung (3.4), der Anfangsbedingung & (0) = ko, so-
wie den Restriktionen & (¢t) > 0 und [ (¢) € [0,1]. Die beiden Kontrollvariablen
sind der Konsum (c (¢)) und der Arbeitsinput (I (¢)). Die Zustandsvariable des
sozialen Planers ist das Realkapital der Volkswirtschaft und der zugehorige Ko-
zustand wird mit A (¢) bezeichnet. Die Hamilton-Funktion in der current-value
Form lautet somit

H(e,l,k,\) =U (c,1,1,1) + A[kf (1) — 6k — c] (3.7)

Fiir eine innere Losung ist es notwendig, dass ihre Ableitungen nach den beiden
Kontrollvariablen gleich Null sind:
or _
dc
o0H
o Us (e, 1,1,1) + Xkf' (1) =0 (3.9)

Up(c,1,1,1) = A=0 (3.8)



3 SOZIAL GEPLANTE WIRTSCHAFT 12

Diese beiden Bedingungen implizieren analog zum Optimierungsproblem der
Individuen, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum aus
Sicht des sozialen Planers dem relativen Preis von Freizeit entsprechen muss:

_U2 (C,l, 1) 1)

MRS} he = —=— 222
P Ul (67 la 13 1)

=kf (I) (3.10)
Der Unterschied zur Grenzrate der Substitution in der dezentralen Wirtschaft
in Gleichung (2.19) besteht darin, dass die Erhshung des Konsums bei Gleich-
behandlung der Individuen zu keiner Verdnderung des relativen Konsums der
Individuen fiihrt. Bei einer Verédnderung des Konsums tritt daher nur der auf
der Verdnderung des absoluten Konsums beruhende direkte Nutzeneffekt auf.

Die Differentialgleichung fiir die Veréinderung des Kozustandes lautet:

S=on =2 )5 gl (3.11)
Der Kozustand kann in einer sozial geplanten Wirtschaft als Schattenpreis
des Kapitals interpretiert werden. Die Nettoertragsrate des Kapitals betrigt
f (1) = 6. Diese unterscheidet sich auf zwei Arten von der effektiven Ertragsrate
von Vermdogen in der dezentralen Wirtschaft (r+M RS ): Der dezentrale Zins-
satz r betriagt wegen der Profitmaximierung der Unternehmen im Gleichgewicht
f () —=1f" (1) — 6 und ist daher niedriger als die sozial optimale Nettoertragsrate
des Kapitals f (I) — §. Der Grund dafiir ist, dass der soziale Planer die posi-
tive Kapitalexternalitit in der Produktionsfunktion beriicksichtigt. Der zweite
Unterschied ergibt sich, wenn die Individuen einen positiven Grenznutzen aus
ihrem relativen Vermogen beziehen (M RS%¢ > (). Dieser erhoht die effektive
Ertragsrate von Vermogen fiir die Individuen. Bei einem sozialen Planer fiihrt
eine Erhohung des Vermogens aller Individuen hingegen zu keiner Verdnderung
des relativen Vermogens und lésst daher den Nutzen unveréndert.

Die Kapitalexternalitéit in der Produktionsfunktion erhsht somit die Ertrags-
rate des Kapitals in der sozial geplanten Wirtschaft, wihrend die Vermogensex-
ternalitét in der Nutzenfunktion die effektive Verzinsung von Vermogen fiir die
Individuen erhsht. Die Grofle der Externalitéiten bestimmt, welcher Effekt iiber-
wiegt und in welchem Fall sich daher eine groflere Ertragsrate von Vermogen
beziehungsweise Kapital ergibt.

Es soll auler den obigen Bedingungen auch die folgende Transversalititsbe-

dingung erfiillt sein:
Jim e PNt k(t) =0 (3.12)
—00

Es werden nun Bedingungen fiir die Nutzenfunktion hergeleitet, die ein lang-
fristiges Wachstum bei einem konstanten Arbeitseinsatz ermoglichen.

3.1 Bedingungen fiir die Existenz eines Steady State

Es werden nun Bedingungen hergeleitet, die die Existenz eines Steady State mit
konstanten Wachstumsraten von Konsum und Kapital und konstanter Arbeits-
leistung [P = [ (t) € (0, 1) erlauben’. Aus der Differentialgleichung (3.11) fiir den

"Werte im Steady-State einer sozial geplanten Wirtschaft werden in der Folge durch ein
hochgestelltes ,p“ gekennzeichnet.
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Kozustand X folgt, dass die Wachstumsrate des Kozustandes im Steady State
konstant sein muss: )

A
= @) =d-p] (3.13)
Differenziert man die notwendige Bedingung (3.8) nach der Zeit, erhélt man

unter Berticksichtigung von [=0:

AN = Un(el,1,1)é4 U (e,1,1,1)1
= Unl(el,1,1)¢ (3.14)

Daraus ergibt sich unter Verwendung von A = Uj (¢, 1,1, 1) eine Bedingung fiir
die konstante Wachstumsrate von \:

)'\ o CU11 (C,l, 1, 1)9

XU (¢,1,1,1) ¢
Da die Wachstumsraten von Konsum und Kozustand konstant sind, muss die
Elastizitit des Grenznutzens von Konsum in Bezug auf Konsum im Steady
State konstant sein und darf daher nicht vom (wachsenden) Konsum abhéngen:

(3.15)

o (IP) = _% > 0. Da der Grenznutzen von Konsum positiv und fallend in ¢
sein soll, muss o (I?) > 0 gelten. Durch Integration der Gleichung U(ip) = —UU—T
nach c erhélt man:
o(P)lnec=—-InU (¢, 17,1,1) + ® (IP) (3.16)
& Uy (6,17,1,1) = ¢ 7 exp [® (1P)] (3.17)

Diese Bedingung muss von der Nutzenfunktion beim optimalen Arbeitseinsatz
[P fiir alle positiven Werte von c erfiillt werden. Verdnderungen der Parameter
der Produktionsfunktion oder eine Veréinderung der subjektiven Diskontrate p
haben einen Einfluss auf [P, ohne einen direkten Einfluss auf die Bedingung
(3.17) zu haben. Es wird daher vorausgesetzt, dass die Nutzenfunktion die Be-
dingung fiir alle [ € (0,1) erfiillt. In der Folge wird zwischen den beiden Féllen
o (I?) # 1 und o (I?) = 1 unterschieden.

3.1.1 Form der Nutzenfunktion im Fall o (I?) # 1

Da o (IP) # 1 gilt, muss wegen der Stetigkeit von o (I) zumindest auf einem
offenen Intervall (o (I?) — €, 0 (I?) + ¢) mit € > 0 ebenfalls o () # 1 gelten und
die Bedingung (3.17) erfiillt sein. Durch Integration der Bedingung (3.17) nach
c erhélt man die funktionale Form der Nutzenfunktion:

Ule,l,1,1) = =W E (1) + Fy (1) (3.18)

mit von [ abhiingigen Funktionen F; und Fs.
Aus den ersten beiden notwendigen Bedingungen (3.8) und (3.9) folgt:
c cUy (¢,1,1,1)

EF() - Ua(el1,0) (3.19)

Da die Konsum-Kapital-Quote ¢/k im Steady State konstant ist, muss %
2

ebenfalls konstant sein. Dies bedeutet, dass die Grenzrate der Substitution von
Freizeit fiir Konsum von der Form

—U2 (C7 l, 17 1)

Tty 00 (3.20)

1-le _
MRS} b =
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mit der nur vom Arbeitsinput abhéngigen Funktion ©, () ist. Da aus der Glei-
chung (3.18) cU; (¢,1,1,1) = ¢!=7W [1 — ¢ (1)] F; (1) folgt, muss Us (c,1,1,1) die
folgende Form besitzen:

Us (¢,1,1,1) = 7D F (1) (3.21)

Die Funktion F'(I) muss wegen des negativen Grenznutzens von Arbeit negativ
sein. Weiters erkennt man, dass die Elastizitit des Grenznutzens von Freizeit in
Bezug auf Konsum konstant ist:

CU12 (C, l, 1, 1)

heLny 70 (3.22)

Sie ist somit um 1 grofer als die Elastizitidt des Grenznutzens von Konsum in
Bezug auf Konsum (—o (1)).

Die hergeleitete Bedingung U (c,1,1,1) = ¢!=?WF (1) muss von der funk-
tionalen Form der Nutzenfunktion U = c¢!=?WFy (1) + F (1) erfiillt werden.
Differenziert man diese nach [ erhélt man die Bedingung;:

O () F e+ F Q)+ F ()= "OFQ)  (3.23)

& =W [P (1) +0' (1) Fy () Ine — F{ (D] = F (1) (3.24)

Die rechte Seite der Bedingung (3.24) hiingt nicht vom Konsum ab. Differenziert
man (3.24) nach ¢, erhiilt man daher die Bedingung;:

M=o e DFED+0 O)FL()ne—F D))+ )F ()@ =0

/

s () ()Inec+ |F(1)—F (1) + Ul(l)fl(l()l) =0 (3.25)
Da der zweite Summand unabhéngig von c ist, muss dies auch der erste Sum-
mand sein, damit die Bedingung fiir alle ¢ > 0 erfiillt wird. Daraus folgt, dass
entweder ¢’ (I) = 0 oder Fj (I) = 0 gelten muss. Fj (I) = 0 wiirde implizieren,
dass der Konsum in der Nutzenfunktion U (c,,1,1) = F5 (I) nicht mehr enthal-
ten ist, was beispielsweise der Annahme eines positiven Grenznutzens von Kon-
sum widerspricht. Daher muss ¢’ (1) = 0 auf dem Intervall (o (I?) — g, 0 (IP) 4 ¢€)
gelten und o (!) somit dort konstant sein. Daher impliziert o (I?) # 1, dass
o(l) = o (I?) fir alle I € (0,1) gelten muss. Da dies fiir jedes I? € (0,1) mit
o (IP) # 1 gilt, folgt umkehrt aus o (I?) = 1, dass o (I) = o (IP) = 1 fiir alle
[ € (0,1) gilt. Die Elastizitéit des Grenznutzens von Konsum beziiglich Konsum

muss daher in jedem Fall konstant sein:

L CU11 (C,l,].,].)
o= O (e LLT) (3.26)
Wegen ¢’ (1) = 0 erhéilt man weiters, dass der zweite Summand der Gleichung
(3.25) gleich Null sein muss. Das bedeutet, dass F (I) = F} (1) gilt. Setzt man
dies in die Bedingung (3.24) ein, erhélt man schlieflich, dass Fj (1) = 0 gilt und
F5 (1) daher ebenfalls konstant ist. Fiir die Nutzenfunktion ergibt sich somit
folgende Form:

Ule,l,1,1) =c""F (1) + Fy (3.27)

Der Grenznutzen von Konsum der Nutzenfunktion (3.27) ist (1 — o) Fy (I) ¢ 7.
Damit dieser positiv ist, muss (1 — o) Fy (I) > 0 gelten. Daher bietet sich ohne
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Beschriinkung der Allgemeinheit die Wahl Fy (1) := ‘ff(lg mit V (I) > 0 an. Die
additive Konstante F5 hat weder einen Einfluss auf das intratemporale noch auf
das intertemporale Optimierungsproblem und kann daher ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit mit F5 := 0 festgelegt werden. Man erhélt damit eine Nut-
zenfunktion, die multiplikativ separabel in Konsum und Arbeit beziehungsweise

Freizeit ist:

es
Ule,l,1,1) = ——V () (3.28)
1—0
Wegen Uy = —oV (1) ¢~ 1 < 0 ist der Grenznutzen von Konsum wie ge-

wiinscht fallend. Der Grenznutzen von Freizeit (1 — 1) betrigt:

10 V' (1)

oc—1

—UQZC

(3.29)

Damit dieser positiv ist, muss fiir das Vorzeichen von V' (I) die Bedingung
sgn (V' (1)) = sgn (o — 1) erfiillt sein. Der Grenznutzen von Freizeit ist genau

dann fallend in Freizeit, wenn Usy = cl_"#(;) < 0 gilt. Dadurch erhilt man
Bedingungen fiir das Vorzeichen von V" (1): sgn (V" (1)) = sgn (o — 1). Ob zu-
séitzliche Freizeit den Grenznutzen von Konsum erhoht oder verringert, héngt
von o ab. Aus —Ujs = —c¢ 2V’ (1) erhdlt man, dass zusitzliche Freizeit den
Grenznutzen von Konsum genau dann erhoht, wenn o < 1 gilt.

Es wird nun der Fall behandelt, dass 0 = 1 gilt.

3.1.2 Form der Nutzenfunktion im Fall 0 =1

Im Fall o = 1 vereinfacht sich die Bedingung (3.17) zu:

Ui (e,1,1,1) = %;D(l)] (3.30)
Durch Integration nach ¢ erhélt man daraus die folgende Form der Nutzenfunk-
tion:

U(e,,1,)) =¥ () Inc—V (1)
Ebenso wie im Fall o # 1 gilt die Bedingung (3.22): % = 1—0 = 0. Daher muss
Uio = 0 gelten. Das bedeutet, dass der Grenznutzen von Konsum unabhingig
von der Freizeit bezichungsweise der Grenznutzen von Freizeit unabhéngig vom
Konsum ist. Differenziert man U = ¥ ({)Inc — V (I) nach ¢ und I, erhélt man
die Bedingung
v (1)
c

Daher muss ¥’ (1) = 0 gelten und ¥ (I) = ¥ somit konstant sein. Damit der
Grenznutzen von Konsum positiv ist, muss ¥ > 0 gelten. Da ein positiver,
konstanter Faktor keine Auswirkungen auf die Maximierung des Zielfunktio-
nals (3.6) hat, kann der Faktor ¥ ohne Beschrinkung der Allgemeinheit durch
U =1 festgelegt werden. Damit erhéilt man im Fall o = 1 die additiv separable
Nutzenfunktion:

0= U12 (C7l,171) =

(3.31)

U(cl,1,1)=Inc—V () (3.32)

Sie weist einen positiven und fallenden Grenznutzen des Konsums auf. Damit
auch der Grenznutzen von Freizeit positiv und fallend ist, muss V' (1) > 0 und
V" (1) > 0 gelten.



3 SOZIAL GEPLANTE WIRTSCHAFT 16

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden im folgenden Satz zusammenge-
fasst:

Satz 1 Wenn in der sozial geplanten Wirtschaft ein Steady State mit konstan-
tem Arbeitsinput existiert, weist die Nutzenfunktion, an symmetrischen Stellen
ausgewertet, eine konstante Elastizitdt des Grenznutzens von Konsum beziiglich
Konsum auf (0 = —% > 0) und besitzt dariber hinaus (bis auf eine
additive und eine positive multiplikative Konstante) die folgende Form (c > 0,

1€(0,1)):
1. Firo # 1 gilt mit V(1) > 0 und sgn (V' (1)) = sgn (V" (I)) = sgn (o — 1):

cl—a

Ulce,l,1,1) = V(1) (3.33)

1—-o0
2. Firo=1gilt mit V' (1) >0 und V" (1) >0:

Ulel,1,1)=lnec-V(I) (3.34)

Die Nutzenfunktion ist somit entweder multiplikativ oder additiv separabel
in Konsum und Freizeit. Die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Kon-
sum ist von der Form MRS}~ (c,1,1,1) = ¢©, (I) > 0. Die Elastizitit des

CU12(C,l,1,1) . 1 — o

Grenznutzens von Arbeit beziiglich Konsum erfillt Do (el a1y =

3.2 Eigenschaften des Steady State

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die Momentan-Nutzenfunktion an
symmetrischen Stellen ausgewertet (abgesehen von linearen Transformationen)
eine der beiden folgenden Formen besitzt:

o

1. U(e1,1,1) C;:gV(l) mit 0 < o # 1. Fir die Funktion V (I) muss

auerdem V (1) > 0 und sgn (V' (1)) = sgn (V" (1)) = sgn (o0 — 1) gelten.

2. U(e,l,1,1) =1lne—V (). Fiir die Funktion V (1) wird aufierdem V' (I) > 0
und V" (1) > 0 vorausgesetzt.

Die ersten beiden notwendigen Bedingungen des sozialen Planers (3.8) und
(3.9) lauten:

Ui (¢,1,1,1) = A (3.35)

~Us (¢,1,1,1) = Mk f' (1) (3.36)

Daraus erhilt man eine Bedingung fiir das Verhéltnis von Konsum und Kapital:

c Ui (e, ,1,1)

2 = A\ g

k ety ©

¢ (MRS)) ™ ()
f @)

= 50> 0 (3.37)
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Wegen o = —% ergibt sich in einem Steady State mit konstantem Arbeits-
input gem#B Gleichung (3.15) der Zusammenhang zwischen den Wachstumsra-
ten von Konsum und Kozustand:

é
o212 3.38
P (3.38)

Aus der Differentialgleichung (3.11) fiir den Kozustand (A = — [f (1) — & — p] \)
erhdlt man damit die Wachstumsrate des Konsums in Abhéngigkeit vom
Arbeitsinput: .

¢

= -5-4) (3:39)
Die Wachstumsrate des Kapitalstocks erhélt man aus der Ressourcenbeschrin-
kung (k = kf (I) — 0k — ¢) mit Hilfe der Bedingung (3.37) fiir das Verhiltnis von

Konsum und Kapital:

k c
T = fW)=d-+
_ (0
= f(l)—5—@p(l) (3.40)

Da die Wachstumsraten von Konsum und Kapital im Steady State gleich grof§
sein miissen, ist der Wert des Arbeitsinputs im Steady State implizit durch die
folgende Gleichung gegeben:

1 B (0
SPW-a-d=rw-0- 50 (3.41)
Eine Umformung dieser Gleichung ergibt die dquivalente Darstellung
()
o =(c—-1D[f)=46]+p 3.42
S =D - (3.4

Der Steady State wird nun getrennt fiir die Félle 0 # 1 und o = 1 analysiert.

3.2.1 Steady State im Fall 0 # 1

Die Bedingungen fiir einen eindeutigen Arbeitsinput (P € (0, 1) werden gesondert
fir o > 1 und o < 1 untersucht. Zunéchst wird der Fall & > 1 betrachtet: Die
linke Seite von Gleichung (3.42) ist wegen ©, (I) > 0 und f’'(I) > 0 fiir jedes
I € (0,1) positiv. Die rechte Seite ist wegen f’(I) > 0 wachsend in [. Eine
Losung [P € (0,1) der Gleichung kann daher nur existieren, wenn die rechte
Seite fiir [ = 1 positiv ist, also (o — 1) [f (1) — d] + p > 0 gilt. Unterstellt man
f(1)=48 > 0, um skonomisch sinnvolle Lsungen zu erhalten, ist die Ungleichung
(o = 1)[f (1) = 6]4+p > 0in jedem Fall erfiillt. Andernfalls wire selbst bei vollem
Arbeitseinsatz nur ein Schrumpfen des Kapitalstocks moglich.

Im Fall o > 1 lautet die Nutzenfunktion U (¢,1,1,1) = 511__; V (1) und fiir die
Ableitungen von V (1) gilt V' > 0 sowie V" > 0. Man erhélt damit die Grenzrate

der Substitution von Freizeit fiir Konsum MRSII,’l’c (¢,1,1,1) = C@Y{% und

die Funktion ©, (1) = (JY{% Durch Einsetzen in die Bestimmungsgleichung
(3.42) erhiilt man die Gleichung fiir den Arbeitsinput im Fall o # 1 :

(0= Dagadf ) = (o= D17 1) -3+ (3.43)
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Fiir die linke Seite gilt, dass sie fiir [ — 0 unbeschrinkt wird: Fiir die Pro-
duktionsfunktion wurde die Inada-Bedingung lim, ¢ f’ (z) = oo vorausgesetzt.
Fiir die Funktion V (1) ist die Annahme V (0) > 0 sinnvoll, da andernfalls un-
abhéingig von der Konsummenge der optimale Nutzen allein dadurch erreicht
werden kann, dass die Individuen nichts arbeiten. Weiters gilt V' (0) < oo,
da V' (I) wachsend in [ ist. Daher gilt fiir die linke Seite der Gleichung (3.43)

lim;_,¢ (0 — 1) U“//,((Zl)) /(1) = oo. Da die beschriinkte rechte Seite an der Stelle
Null somit kleiner als die linke Seite ist, exisitiert aus Stetigkeitsgriinden eine
Losung, falls die linke Seite fiir [ — 1 kleiner als die rechte Seite ist. Dies ist
wegen der vorausgesetzten Positivitéit der rechten Seite an der Stelle [ = 1 in
jedem Fall erfiillt, wenn der Grenzwert der linken Seite fiir [ — 1 gleich Null
ist. Wegen f’ (1) < oo ist das genau dann der Fall, wenn lim;_,; O, (1) = oo gilt.
Dies bedeutet, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum bei
schwindender Freizeit unbeschrinkt wird. Diese Forderung bewirkt, dass der
Disnutzen durch die Ausweitung des Arbeitsinputs fiir [ — 1 so grofl wird, dass
es nicht optimal sein kann, wenn die Individuen ihre gesamte verfiighbare Zeit
arbeiten.

Setzt man des Weiteren voraus, dass die linke Seite der Gleichung (3.43)
monoton fallend in [ ist, gibt es eine eindeutige Losung [P fiir den langfristigen
Arbeitseinsatz in der sozial geplanten Wirtschaft. Da f’ (I) monoton fallend ist,
ist das sichergestellt, wenn ©, (I) wachsend in [ ist. Das ist genau dann der
Fall, wenn die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum aus Sicht
eines sozialen Planers fallend in der Freizeit ist. Die Grenzrate der Substitution
von Freizeit fiir Konsum beschreibt, wie viele (marginale) Einheiten an Konsum
notwendig sind, damit sich der Nutzen der Individuen bei der Aufgabe einer
(marginalen) Einheit Freizeit nicht verdndert. Ist diese bei festgehaltenem Kon-
sum fallend in Freizeit, bedeutet das, dass mit wachsender Freizeit die Aufgabe
von Freizeit durch immer weniger Konsum kompensiert werden muss.

Die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum ist auflerdem wegen
ihrer Linearitét in c ceteris paribus wachsend in Konsum: Je mehr die Indivi-
duen in der sozial geplanten Wirtschaft konsumieren, umso mehr zusitzlicher
Konsum ist notwendig, damit sie auf einen Teil ihrer Freizeit verzichten kénnen.
Diese beiden Eigenschaften der Grenzrate der Substitution sind dazu dquivalent,
dass Konsum und Freizeit normale Giiter sind. Am einfachsten kann diese Fi-
genschaft in einem dezentralen Modell ohne Statuseffekte erklirt werden: Zwei
Giiter sind normal, wenn ein geringeres Sparen eines Individuums dazu fiihrt,
dass es von beiden Giitern mehr konsumiert. Geringeres Sparen bedeutet, dass
das Individuum ein grofleres Budget fiir die beiden Giiter verwendet, weshalb es
von mindestens einem Gut mehr konsumieren muss. Die intratemporale Opti-
mierung impliziert, dass die Grenzrate der Substitution des ersten Guts fiir das
zweite Gut dem relativen Preis des ersten Guts entspricht. Ist die Grenzrate der
Substitution nun ceteris paribus fallend im ersten Gut und wachsend im zwei-
ten Gut, muss die Erhohung des Konsums eines Guts auch zu einer Erhohung
des Konsums des anderen Guts fiihren, damit die Grenzrate der Substitution
unveréndert bleibt. Aus dieser Eigenschaft der Grenzrate der Substitution folgt
daher, dass bei einer Erhshung des Budgets von beiden Giitern mehr konsumiert
wird, weshalb sie normale Giiter sind.

In dem konkreten Modell ist die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir
Konsum fallend in Freizeit und wachsend im Konsum. Dementsprechend sind
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Freizeit und Konsum normale Giiter. Die Annahme der Normalitét stellt somit
die Eindeutigkeit des Arbeitsinputs ¥ sicher.

Als néchstes wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen die Gleichung
(3.42) eine (eindeutige) Losung im Fall o < 1 besitzt. Die linke Seite der Glei-
chung ist weiterhin positiv. Der Unterschied zum Fall o > 1 besteht darin, dass
die rechte Seite jetzt nicht mehr wachsend, sondern fallend in [ ist. Damit eine
Losung existieren kann, muss daher jedenfalls ihr Funktionswert an der Stelle 0
positiv sein:

(0= 1)[F(0)~ 8] +p >0
& f(0) <o+ L (3.44)

1—0
Man erhiilt somit eine obere Schranke fiir den Grenzwert der Grenzproduktivitét
von Kapital, die auch der Durchschnittsproduktivitidt von Kapital entspricht, fiir
kleiner werdenden Arbeitseinsatz.

Im Fall o < 1 gilt fiir die ersten beiden Ableitungen der Funktion V (1), dass
sie negativ sind (V’ < 0, V" < 0). Die Nutzenfunktion hat daher die Eigenschaft,
dass der Grenznutzen von Konsum wachsend mit der Freizeit ist (Us2 (¢,1,1,1) =
¢V’ (1) < 0). Damit sind Konsum und Freizeit ohne zusitzliche Voraussetzung
normale Giiter: U; ist fallend in [ und —Us ist wachsend in [. Daher ist die
Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum (MRS}™"¢ (c,1) = _U—lf?)
ceteris paribus wachsend in [ und somit fallend in der Freizeit. Auflerdem ist
sie ebenso wie im Fall & > 1 wachsend im Konsum. Somit sind Konsum und
Freizeit normale Giiter und die linke Seite von (3.42) ist monoton fallend. Sie
ist fiir [ — 0 wie im Fall ¢ > 1 unbeschrinkt: Wegen der Inada-Bedingung fiir
die Produktionsfunktion gilt lim;_¢ f/ (I) = co. Da V (1) in diesem Fall positiv,
fallend und konkav ist, gilt weiters V (0) > 0. V' ({) ist negativ und fallend,
weshalb auch lim;_o V’ (I) > —oo gilt. Somit gilt wie oben lim;_o O’% = 0.
Setzt man wiederum voraus, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit
fiir Konsum fiir [ — 1 unbeschriankt wird, gilt wie im obigen Fall, dass die linke
Seite fiir [ — 1 gegen Null konvergiert. Fiir die Existenz eines Arbeitsinputs [P,
der die Gleichung (3.42) erfiillt, ist nun hinreichend, dass die rechte Seite fiir
I — 1 positiv bleibt. Analog zur Bedingung (3.44) bedeutet dies:

fﬂ)<5+4£; (3.45)

Hinreichend fiir die Eindeutigkeit der Losung ist, dass die Differenz von
linker und rechter Seite streng monoton fallend ist. Dies bedeutet, dass

[0 _“/,(,l()l) f () + f(1)] streng monoton fallend in ! sein muss. Diese Bedingung

wird im Abschnitt 6.3 an Hand eines Beispiels mit der Wahl V (1) = (1 — )"~
und f (I) = BI'~¢ illustriert.

Die hinreichenden Bedingungen, die die Existenz eines eindeutigen langfri-
stigen Arbeitsinputs sicherstellen, werden im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 2 In einer sozial geplanten Wirtschaft ergibt sich fir den Fall der mul-
1—0o

tiplikativ separablen Nutzenfunktion U (c,1,1,1) = $=V () der Steady-State-
Arbeitsinput IP aus der Gleichung:

vV (17)
V7 (0P

(0-1o fr)y=(e=Df0)=d+p (3.46)
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Fiir die Fxistenz einer eindeutigen Lésung ist es im Fall 0 > 1 hinreichend, dass
Konsum und Freizeit normale Giiter sind (©), (1) > 0), die Grenzrate der Substi-
tution von Freizeit fiir Konsum fir | — 1 unbeschrinkt wird (lim;_; 0, (1) = o0)
und die mazimale Durchschnittsproduktivitit (=Grenzproduktivitit) des Kapi-
tals die Bedingung

(=D (1) =d>—p (3.47)

erfillt. Im Faoll 0 < 1 wird die Findeutigkeit des Arbeitsinputs durch die zu-

sdtzliche Bedingung, dass [O‘ 7“//(}()1) 1 )+ f ()] streng monoton fallend in 1 ist,

sichergestellt.

Die Anforderung an die Durchschnittsproduktivitit des Kapitals in Glei-
chung (3.47) ist leichter erfiillbar, wenn o nahe bei 1 liegt. Im Grenzfall o = 1
ist dementsprechend eine derartige Bedingung nicht notwendig, wie auch weiter
unten gezeigt wird.

Setzt man den langfristigen Arbeitseinsatz aus Gleichung (3.42) in die Glei-
chung (3.37) ein, erhélt man das gleichgewichtige Verhéltnis von Konsum und
Kapital:

)y - L® 5.8)

= _Ale=DF W)~ +p} (3.49)

Mit Hilfe der Konsum-Kapital-Quote erhélt man nun aus den Gleichungen

(3.39) oder (3.40) die Wachstumsrate g”, mit der Konsum, Kapital und Output
langfristig wachsen:

¢ = 1) -5 (3.50)
— S0 =5 (o= A ) (351

3.2.2 Steady State im Fall 0 =1

Es wird nun das Optimierungsproblem des sozialen Planers fiir die Nutzenfunk-
tion U (¢,1,1,1) =lnc—V (1) (V' (1) > 0, V" (I) > 0) gelost. Dieser entspricht
die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum:

MRS~ =cV' (1) (3.52)

Das heifit, dass O, (1) in diesem Fall der Grenznutzen von Freizeit ist: O, (1) =
V' (). Setzt man dies in die Gleichung (3.37) ein, erhilt man die Konsum-

Kapital-Quote:
c_ SO _ £

ko6, V()
Setzt man dies in die Bestimmungsgleichung (3.42) fiir den Arbeitseinsatz ein,

erhélt man:
_ O
P e, TV

>0 (3.53)

(3.54)
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Wegen der Voraussetzung V" (I) > 0 sind Freizeit und Konsum in diesem Fall
normale Giiter. Auflerdem ist ‘];,—((ll)) streng monoton fallend in {. Unter den Be-

‘];//7((1[)) = 0 existiert eine eindeutige Lo-
sung [?. Die Inada-Bedingung fiir die Produktionsfunktion (lim,_.o f’ () = 00)

dingungen lim;_.¢ ‘);,,—((Il)) = oo und lim;_,q

stellt lim;_q % = oo sicher, da V' (1) als positive, wachsende Funktion einen
endlichen Grenzwert an der Stelle 0 besitzen muss. Setzt man voraus, dass
lim;_,; ©, (I) = oo gilt, ist auch die zweite Bedingung erfiillt. Diese Voraus-
setzung bedeutet wiederum, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit
fiir Konsum fiir [ — 1 unbeschrinkt ist. Es ist somit nicht optimal fiir die In-
dividuen auch die letzte Freizeit aufzugeben und die ganze Zeit fiir Arbeit zu
verwenden. Die hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines eindeutigen
langfristigen Arbeitsinputs und seine Bestimmung werden im folgenden Satz
zusammengefasst.

Satz 3 In einer sozial geplanten Wirtschaft ergibt sich fiir den Fall der additiv
separablen Nutzenfunktion U (¢,1,1,1) =Inc—V (1) der langfristige Arbeitsinput
IP aus der Gleichung:

frar)

v (p)
Fiir die Fxistenz einer eindeutigen Losung ist es hinreichend, dass die Grenzrate
der Substitution von Freizeit fir Konsum fir | — 1 unbeschrdnkt wird:

= (3.55)

lim ©,, (1) = oo (3.56)

|—1

Durch Einsetzen in die Gleichung (3.53) erhilt man, dass die Konsum-
Kapital-Quote im langfristigen Gleichgewicht genau der Zeitpriferenzrate ent-

spricht: o
(G = £ =0

Die langfristige Wachstumsrate von Konsum, Kapital und Output betréigt
somit

g =f(")=d-p (3.58)

Das langfristige Verhiltnis von Konsum und Kapital und die Wachstumsrate
kénnen fiir ¢ # 1 und o = 1 folgendermaflen zusammengefasst werden:

Satz 4 In einer sozial geplanten Wirtschaft entspricht dem Steady-State-
Arbeitsinput [P die Konsum-Kapital-Quote

c

(5) = 2o - 017 -0+ ) (3.59)

und die gemeinsame Wachstumsrate von Kapital, Konsum und Output betrdigt

[f (7)) =6 = pl (3.60)

Q|

g’ =
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3.3 Transversalitdtsbedingung

Als  n#chstes wird {iberpriift, ob die Transversalititsbedingung
limy oo [ePA(t) k(t)] = 0 erfiillt ist: Die Wachstumsrate des Kapitals
im Steady State betrigt:

a

Ny
k 1
(k) =—[f(P)=b—p] (3.61)
Die Wachstumsrate des Kozustandes A ergibt sich geméf Gleichung (3.38):

(i) o (&) =~ -s-4 (362)

Damit erhélt man die Wachstumsrate des Produkts e ?\ (¢) k (¢) als die Summe
der Wachstumsraten der Faktoren:

w[e—m(ﬁ)k(n]* = ot ) 54
_ (-0 [f(f’)—‘s]‘p (3.63)

Im Fall ¢ = 1 ist diese gleich —p < 0. Im Fall ¢ # 1 erfiillt der lang-
fristige Arbeitsinput [P die Gleichung (3.42), wobei die rechte Seite, wie be-
reits erwdhnt, positiv sein muss: (o — 1)[f (i?) —d] + p > 0. Dementspre-
chend ist (1 —o0)[f (1) — 0] — p < 0 und daher sichergestellt, dass der Aus-
druck e P\ (t) k (t) > 0 im langfristigen Gleichgewicht eine konstante, negative
Wachstumsrate hat. Er konvergiert daher fiir ¢t — co gegen 0 und die Transver-
salitdtsbedingung ist erfiillt.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen kann aufierdem gezeigt werden, dass der Le-
bensnutzen der Individuen gemifl Gleichung (2.14) konvergiert:

/ e PU (c(t),IP,1,1)dt < 00 (3.64)
0

Fiir den Integranden gilt ndmlich, dass er (zumindest asymptotisch) eine ne-
gative Wachstumsrate besitzt: Im Fall ¢ = 1 hat die Nutzenfunktion die Form
U(ciP,1,1) = Inc — V (IP). Wegen des konstanten Arbeitsinputs ist die Kon-
vergenz von fooo e PtV (IP) dt sichergestellt. Weiters gilt fiir die Wachstumsrate

von Inc fiir ¢ > 1: | dl L )
ne ¢
. N )
Inc dt Ince lncg (3.65)

Diese konvergiert wegen lim; .o c(t) = oo gegen Null, weshalb auch
JS e Pt Inc (t) dt konvergiert. Im Fall o # 1 hat die Nutzenfunktion die Form

l1—0o

U(c,lP,1,1) = $—V (I?). Es geniigt, die Konvergenz von [;° e‘pt%dt zu
zeigen. Die Wachstumsrate des Integranden betréigt:

CUlé
==z = _ 1— P
+ pt(l—o0)g
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Diese Wachstumsrate entspricht daher genau der Wachstumsrate des Produkts
e P!\ (t) k (t) in Gleichung (3.63). Bei der Uberpriifung der Transversalitiitsbe-
dingung wurde gezeigt, dass diese negativ ist. Die Wachstumsrate des diskon-
tierten Momentan-Nutzens ist daher auch im Fall o # 1 negativ, weshalb der
Lebensnutzen der Individuen konvergiert.

3.4 Ubergangsdynamik

In den vorherigen Abschnitten wurden die Werte von Arbeitsinput, Konsum-
Kapital-Quote und Wachstumsrate in einem langfristigen Gleichgewicht mit ei-
nem konstanten Arbeitsinput bestimmt. Die aus der positiven Kapitalexternali-
tét resultierende Linearitét der gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktion im
Kapital ermoglicht endogenes langfristiges Wachstum (g? > 0).

AuBerdem bewirkt die Linearitiit, dass keine Ubergangsdynamik notwen-
dig ist, sondern der langfristige Wachstumspfad von Anfang an erreicht werden
kann: Unabhéingig von der gew#hlten Kapitalexternalitéit gilt in einer sozial ge-
planten Wirtschaft, dass ein konstantes Wachstum des Kozustandes geméf} der
Differentialgleichung (3.11) impliziert, dass die Grenzproduktivitit von Kapital
konstant ist. Bei einer neoklassischen Produktionsfunktion ist die Grenzproduk-
tivitdt des Kapitals bei festgehaltenem Arbeitseinsatz fallend. Ein langfristiges
Wachstum ist dann nur moglich, wenn die Grenzproduktivitéit fiir & — oo ge-
gen einen positiven Wert konvergiert. In diesem Fall gibt es mit Hilfe einer
Ubergangsdynamik eine langfristige Konvergenz der Wachstumsraten gegen die
gleichgewichtigen Werte. Ist die Inada-Bedingung erfiillt, dass die Grenzproduk-
tivitdt von Kapital bei festgehaltenem Arbeitsinput gegen Null konvergiert, ist
kein positives Wachstum moglich. Ein Steady State besteht dann aus gleich-
gewichtigen Werten von Kapital, Arbeit und Konsum, sodass die notwendigen
Bedingungen erfiillt und die Wachstumsraten gleich Null sind. Da das Niveau
des Kapitalstocks als Zustandsvariable nur stetig veréindert werden kann, ist im
Allgemeinen eine Ubergangsdynamik notwendig, sodass der Kapitalstock gegen
den gleichgewichtigen Wert konvergiert.

Bei einer gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktion, die linear im Kapi-
tal ist, ist die Grenzproduktivitit bei festgehaltener Arbeit konstant - in der
Notation dieser Arbeit ist sie durch f (I) gegeben. Durch geeignete Wahl des
Arbeitsinputs, der als Kontrollvariable am Anfang frei gewihlt werden kann,
kann die Grenzproduktivitdt des Kapitals somit ohne eine Verinderung des Ka-
pitalstocks an das nétige Niveau angepasst werden. Eine Ubergangsdynamik ist
daher nicht notwendig und der langfristige Wachstumspfad kann von Anfang an
realisiert werden.

Aus den hergeleiteten notwendigen Bedingungen ergibt sich somit folgen-
de Vorgangsweise eines sozialen Planers, um den Lebensnutzen zu maximie-
ren: Zunichst lisst sich durch die Gleichungen (3.46) beziehungsweise (3.55)
unter oben hergeleiteten Voraussetzungen eine eindeutige Losung fiir den Ar-
beitseinsatz [P bestimmen. Damit erhélt man aus der Gleichung (3.59) das Ver-
hiltnis von Konsum und Kapital (£)”. Da das Anfangskapital ko bekannt ist,
erhiilt man daraus den Anfangswert fiir den Konsum ¢ (0). Durch Einsetzen von
Arbeitsinput P und Anfangskonsum c¢(0) in die erste notwendige Bedingung
(3.8), ergibt sich der Anfangswert des Kozustandes A (0). Damit sind die wéhl-
baren Anfangswerte bestimmt. Die Wachstumsrate von Konsum und Kapital
erhélt man beispielsweise aus der Ressourcenbeschréinkung der Volkswirtschaft
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i\ P
gP = (%) = f(P)—6— (%)p. Konsum und Kapital wachsen in der Folge mit die-
ser Wachstumsrate: ¢ (t) = ¢ (0) exp (9Pt) und k (t) = ko exp (gt). Da die Wachs-
tumsrate des Kozustandes —og? betrégt, erhélt man A (¢) = A (0) exp (—ogPt).
Der Output betrigt y (t) = k (t) f (IP) = kof (I?) exp (¢Pt) und wiichst mit der-
selben Wachstumsrate wie Konsum und Kapital.

3.5 Hinreichende Bedingungen

Damit die Optimalitit des aus den notwendigen Bedingungen gewonnenen
Wachstumspfades sichergestellt wird, miissen Konkavitédtsvoraussetzungen er-
fiillt sein. Fiir eine innere Losung (¢ > 0 und 0 < ! < 1) des intratemporalen
Optimierungsproblems miissen die beiden bereits bekannten notwendigen Be-
dingungen (3.8) und (3.9) gelten®:

Uy (e,0,1,1) = A (3.67)

—Us (c,1,1,1) = Mkt (1) (3.68)

Damit diese beiden Bedingungen auch hinreichend fiir die intratemporale Op-
timalitéit sind, wird vorausgesetzt, dass die Hamilton-Funktion (H (¢, 1, k, A) =
Ule,l,1,1) + A[kf (1) — 5k — ¢]) strikt gemeinsam konkav in Konsum und Ar-
beit ist. Dafiir muss die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ableitungen nach
Konsum und Arbeit negativ definit sein. Fiir ihre Determinante gilt:

Hy1Hap — (Hm)2 = Uy (Usa + Nkf") — (U12)2
= |UnUx — (U12)2] +UnAkf” >0 (3.69)

Es ist hinreichend, dass die Nutzenfunktion U (¢, 1, 1, 1) gemeinsam strikt konkav
in Konsum und Arbeit ist. Daraus folgt Uy1Usg — (U12)2 > 0. Der zweite Sum-
mand in der letzten Gleichung ist wegen U;; < 0 und f” < 0 ebenfalls positiv,
sodass die Determinante positiv ist. Wegen H1; = Uy; < 0 ist die Hesse-Matrix
somit negativ definit und die Hamilton-Funktion gemeinsam strikt konkav in ¢
und .

Hinreichend fiir die Optimalitit wire die gemeinsam Konkavitit der
Hamilton-Funktion in Konsum, Arbeit und Kapital ist. Da jedoch die Produk-
tionsfunktion fiir den sozialen Planer wachsende Skalenertriige in Kapital und
Arbeit aufweist, ist die Hamilton-Funktion nicht gemeinsam konkav in [ und &:
Die Hesse-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung nach Arbeit und
Kapital lautet:

8Randlésungen konnen wegen der folgenden Annahmen nicht optimal sein: Den Arbeits-
input durch [ = 0 festzulegen ist bei einem positiven Kapitalstock wegen der unbeschrinkten
Grenzproduktivitit der Arbeit bei [ — 0 nicht optimal. Daher kann bei einer optimalen Lo-
sung auch der Kapitalstock nicht in endlicher Zeit aufgebraucht werden. Da der Grenznutzen
von Konsum fiir ¢ — 0 unbeschréinkt wird, kann auch ¢ = 0 ausgeschlossen werden. Schliellich
kann { = 1 keine optimale Wahl des sozialen Planers sein, weil die Grenzrate der Substitution
von Freizeit fiir Konsum fiir [ — 1 unbeschrinkt wird, weshalb es besser wiire, den Konsum
einzuschréinken und positive Freizeit zu wéhlen.
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Wegen Usy + Ak f” (1) < 0 und ihrer negativen Determinante — [Af” (1)]° ist
die Hesse-Matrix indefinit. Die Hamilton-Funktion ist daher nicht gemeinsam
konkav in Konsum, Arbeit und Kapital, und die Optimalitit der gefundenen
Losung muss auf eine andere Art sichergestellt werden.

Unter den fiir die Sdtze 2 und 3 hergeleiteten Bedingungen existiert ein
eindeutiger Steady State mit konstantem Arbeitsinput (P € (0,1). Im Gegensatz
zu einem Modell ohne Kapitalexternalitiit kann dieser ohne Ubergangsdynamik
sofort erreicht werden. Mit dem bisherigen Wissen kann nicht ausgeschlossen
werden, dass es fiir den sozialen Planer optimal ist, den Arbeitsinput nicht
konstant zu halten und den Steady State nur asymptotisch oder gar nicht zu
erreichen. Es werden nun Bedingungen hergeleitet, die die Optimalitéit solcher
Pfade ausschlieen. Daraus kann dann geschlossen werden, dass der konstante
Arbeitsinput geméfl den Sétzen 2 und 3 die Losung des Optimierungsproblems
eines sozialen Planers darstellt.

Es wird nun gezeigt, dass die Pfade von Konsum, Kapital, Arbeit und Kozu-
stand durch den exogen gegebenen Anfangskapitalstock kg und den vom Planer
wihlbaren Anfangskonsum c (0) festgelegt sind: Bezeichnet man den Pfad der
Konsum-Kapital-Quote mit x (¢), ist sein Anfangswert x (0) = %g). Aus dem
intratemporalen Optimierungsproblem erhélt man die bereits bekannte Bedin-

gung:
STL(®))
x () = 57 (3.71)
©p (1(1))
Fiir eine gegebene Konsum-Kapital-Quote x (t) > 0 ist dadurch gem#f den fiir
die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum und fiir die Produkti-
onsfunktion getroffenen Annahmen ein eindeutiger Arbeitsinput [ (¢) € (0,1)
implizit bestimmt. Aus dem Anfangswert der Konsum-Kapital-Quote erhélt
man somit den Anfangswert des Arbeitsinputs [ (0). Den Anfangswert des Ko-
zustandes A (0) erhilt man beispielsweise aus der ersten notwendigen Bedin-
gung (Uq (¢,1,1,1) = X). Damit sind die Anfangswerte von Konsum, Kapital,
Arbeit und Kozustand bestimmt. Fiir die Bestimmung ihrer Verénderung im
Zeitverlauf werden die Differentialgleichung (3.11) fiir den Kozustand und die
Ressourcenbeschrinkung herangezogen:
A
S=-lW-5-4 (3.72)
k
p=f-0-x (3.73)

Aus diesen beiden Differentialgleichungen und den notwendigen intratempora-
len Bedingungen koénnen auch die notwendigen Wachstumsraten von Konsum
und Arbeitsinput bestimmt werden. Differenziert man die erste notwendige Be-
dingung (U; (¢,1,1,1) = A) nach der Zeit, erhilt man:

Uné+ Ul = X (3.74)

Dividiert man diese Differentialgleichung durch die Bedingung U; (¢,1,1,1) = A
und setzt man die notwendige Wachstumsrate des Kozustandes ein, erhélt man
die Bedingung:

CU11 ¢ ZU12 l - )\

e b Sl UL (3.75)
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Damit die Nutzenfunktion einen Steady State mit konstantem Arbeitsinput er-

laubt, wurde vorausgesetzt, dass Cgil konstant ist (% = —0o) und lg? nur
vom Arbeitsinput abhingt (o5 (1) := lgllz ). Die Funktion ¢4 (1) ist positiv im

Fall o > 1, negativ im Fall 0 < 1 und identisch der Nullfunktion im Fall o = 1.
Man kann damit die Wachstumsrate des Konsums aus dem Arbeitsinput und
dessen Wachstumsrate erhalten:
¢ 1 i
=~ e +70)~5-p (3.76)

Cc

Ebenso kann man die zweite notwendige Bedingung (—Us (¢,1,1,1) = Ak f’ (1))
nach der Zeit differenzieren:

—Usoé — Usal = Nef' + N f' + Mef”l (3.77)

Setzt man in diese Gleichung die Bedingung —Us = Ak f’ ein, ist folgende Um-
formung moglich:

) . A k ",
—Ulgc — Uzzl = _UQX — UQ% — Uz%l (378)
CU12 ¢ ZUQQ lf// l )\ k
R 3.79
T, . ( TR N W (3.79)

Fir die Elastizitit des Grenznutzens von Arbeit beziiglich Konsum wurde
% = 1 — o vorausgesetzt, damit ein Steady State mit konstantem Arbeits-
input existieren kann. Ebenso gilt fiir die méglichen Nutzenfunktionen, dass die
Elastizitdt des Grenznutzens von Arbeit beziiglich Arbeit nur von [ abhéngig
ist: gy (1) 1= lgﬁ Sie ist wegen des negativen und fallenden Grenznutzens von
Arbeit in jedem Fall positiv (o (1) > 0). Weiters kann man die Wachstumsra-
ten von Kozustand, Kapital und Konsum gemifl den Gleichungen (3.72), (3.73)

und (3.76) in die letzte Gleichung einsetzen:

- [ L7\ i
1U(7<<p121+f—5—p)+<<p22—J{,)lzp—x (3.80)

I o o

@(@22‘*‘1;09912_6{,)l:p—X—l_o(f—5) (3.81)

Es gilt ¢y, > 0, —lﬁ—:/ > 0 und 177‘79012 < 0. Fir 0 =1 erhdlt man ¢, = 0 und
Yoo+ 177"@12 — % ist daher positiv. Fiir den Fall ¢ > 1 wird nun gezeigt, dass
aus der Normalitédt von Freizeit und Konsum ¢, + 177%012 > 0 folgt. Wegen

der Normalitét ist ©, (1) = V()

= oy monoton wachsend in [. Daher gilt:

Vi v’
v [vw] =0 (3.82)
e 0 V) (3.83)
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Mit dieser Ungleichung erh&lt man nun:

1-0o W) 1—o V()
P22 (l) + o P12 (l) - v/ (l) + o Vv (l)
W)y 1-alv'()
= vt v
_ %lgl (El)) >0 (3.84)

"

Im Fall 0 < 1 hingegen muss man ¢y + 177"9012 — % > 0 voraussetzen. Mit

dieser Voraussetzung folgt wqy + 177"@12 - ljfc# > 0 in allen Féllen.

Aus Gleichung (3.81) erhilt man somit die Wachstumsrate des Arbeitsinputs
in Abhingigkeit von Arbeitsinput und Konsum-Kapital-Quote:

I p 1-0 1-0 1F\ !

1= [a —XT (f = 5)] (@22 + P2~ N (3.85)
Setzt man diese in die Gleichung (3.76) ein, erhilt man auch die Wachstumsrate
von Konsum in Abhéngigkeit von [ und x:

¢ 1 I
Pl 0<¢12l+f5/’>

L _y_le(r_§) 1
S JPY b S (f lf~>+*(f*5*p) (3.86)
T Pyt 5 P

Somit sind die Pfade von Konsum, Arbeit, Kapital und Kozustand allei-
ne durch den Anfangskapitalstock und die Wahl des Anfangskonsums gegeben.
Aquivalent zur Vorgabe des Anfangskonsums ist, bei gegebenem Anfangswert
des Kapitals, die Vorgabe eines Anfangswertes fiir die Konsum-Kapital-Quote
X. Deren Wachstumsrate erhilt man durch Differenzieren von x (t) = é;((ll((tt))))

nach der Zeit:

08,0 6,0
SO ECAONN
X {‘ 0 e, <l>}z (3.87)

Da —% > 0 und % > 0 gilt, ist das Vorzeichen der Wachstumsrate
p
der Konsum-Kapital-Quote entgegengesetzt zu jenem der Wachstumsrate des

Arbeitsinputs. Weiters gilt wegen der Definition von ©, (I) = ;?Uf:

1©,() WUy |Usx Uslna
6,0) U |U (1)
Wy U2
T U, U

= P —p12>0 (3.88)
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Setzt man dies und die Wachstumsrate des Arbeitsinputs aus Gleichung (3.85)
in die Wachstumsrate der Konsum-Kapital-Quote ein, erhilt man diese in Ab-
héingigkeit von x und I:

. lf”

X Y22 — P12 — 7 p l-o

- = 1f" 1 X— — +

X e — P12~ T T 5 P12 g g

(f—9) (3.89)

Der Nenner des ersten Faktors wurde bereits als positiv vorausgesetzt. Sein
Zghler ist im Fall 0 < 1 wegen ¢4 < 0 grofler als der Nenner und somit ebenfalls
positiv. Im Fall o > 1 folgt die Positivitit wegen @qs — @19 > 0 gemiB Gleichung
(3.88). Damit ist der erste Faktor eindeutig positiv. Stationére Punkte dieser
Differentialgleichung in R sind genau jene, die

ox—p+(1-0)[f(x)—d]=0 (3.90)

erfiillen, wobei mit [ () der von der Konsum-Kapital-Quote abhéingige Arbeits-
input bezeichnet wird, der aus der intratemporalen Optimalititsbedingung
(3.71) eindeutig bestimmt ist. Die stationdren Punkte der Konsum-Kapital-
Quote stimmen gem#f Gleichung (3.87) mit jenen des Arbeitsinputs iiberein.
AuBlerdem gilt bei einer konstanten Konsum-Kapital-Quote, dass die Wachs-
tumsraten von Konsum und Kapital gleich grof§ sind. Da die Konsum-Kapital-
Quote und der Arbeitsinput konstant sind, folgt aus der Ressourcenbeschriin-
kung, dass die Wachstumsrate von Kapital (und somit auch von Konsum) kon-
stant ist. Daher stimmen die stationéiren Punkte von y mit den Steady States
mit konstantem Arbeitsinput iiberein. Geméfl den Voraussetzungen dieses Kapi-
tels existiert ein eindeutiger Steady State mit konstantem Arbeitsinput. Daher
gibt es auch einen eindeutigen positiven stationdren Punkt x? der Konsum-
Kapital-Quote.

Fiir die Existenz eines eindeutigen Steady State wurde (im Fall o < 1) vor-

ausgesetzt, dass U% —p+ (1 —=0)[f () — 6] streng monoton fallend in [ ist.

Da [ (x) fallend in x ist, ist damit ox — p+ (1 — o) [f (I (x)) — I] streng mono-
ton wachsend in der Konsum-Kapital-Quote. Die Wachstumsrate der Konsum-
Kapital-Quote ist damit positiv, wenn x > xP gilt, und negativ fiir x < x”.
Der stationéire Punkt ist daher instabil. Fiir das optimale Verhalten des so-
zialen Planers gibt es somit 3 Moglichkeiten: Wihlt er den Anfangswert der
Konsum-Kapital-Quote x (0) = x?, befindet sich die Wirtschaft von Anfang
an im Steady State mit konstantem Arbeitsinput. Wahlt er x (0) > xP, ist
die Konsum-Kapital-Quote im Zeitverlauf streng monoton wachsend und strebt
mangels eines weiteren stationiren Punktes gegen unendlich. Wird der Anfangs-
wert x (0) < xP gewihlt, ist die Konsum-Kapital-Quote streng monoton fallend.
Da es keinen weiteren positiven stationédren Punkt gibt, muss sie entweder in
endlicher Zeit oder asymptotisch y = 0 erreichen.

Die Optimalitéit der Wahl y (0) # xP wird nun ausgeschlossen, womit im
Umkehrschluss der Steady State mit konstantem Arbeitsinput die sozial opti-
male Wahl darstellt. Bei der Wahl des Anfangswerts x (0) < xP konvergiert
die Konsum-Kapital-Quote gegen Null und der Arbeitsinput gegen 1. Die Opti-
malitéit dieser Losung wird durch die Verletzung der Transversalitéitsbedingung
limy_oo [e7P*A (t) k (t)] = 0 ausgeschlossen: Die Wachstumsrate des Ausdrucks
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e P'X\(t) k (t) erhilt man als Summe der Wachstumsraten der drei Faktoren:

dle””"A(t) k (t)]
dt

-1

e PADK@W] T = —p— [F ) =G -+ () -6
= —x (3.91)

Man erhélt damit durch Integration nach der Zeit:

PNk (£) = A (0) & (0) exp {— /0 W du} (3.92)

Die Transversalititsbedingung ist daher genau dann erfiillt, wenn die Konsum-
Kapital-Quote nicht beziiglich der Zeit integrierbar ist. Damit die Transversali-
téitsbedingung im Fall y (0) < x? verletzt ist, muss aus der Wahl x (0) < x? die
Konvergenz des Integrals fooo X (u) du folgen. GemiB der Gleichung (3.89) gilt
fiir die Wachstumsrate der Konsum-Kapital-Quote und somit des Integranden:

. lf”
X P22 — P12 = p l—o
X o= P12~ T T 5 P12 g g

Der zweite Faktor ist bei der Wahl des Anfangswerts x (0) < x? negativ und
wachsend in y. Da x () fallend in ¢ ist, ist der zweite Faktor im Zeitverlauf
fallend. Der erste Faktor wurde bereits als positiv vorausgesetzt. Ist der Grenz-
wert des Produkts fiir ¢ — oo negativ, ergibt sich zumindest asymptotisch eine
negative obere Schranke fiir die Wachstumsrate des Integranden und er ist in-
tegrierbar.

Die Optimalitét des Anfangswerts x (0) > xP soll durch die Verletzung der
Ressourcenbeschrinkung wegen des Aufbrauchens des Kapitalstocks in endli-
cher Zeit ausgeschlossen werden. In diesem Fall ist die Konsum-Kapital-Quote
wachsend und strebt gegen unendlich, wiihrend der Arbeitsinput dementspre-
chend gegen Null strebt. Bleibt die Veréinderung des Arbeitsinputs [ nach endli-
cher Zeit unter einer negativen oberen Schranke, ist die Trajektorie nur fiir eine
endliche Zeitspanne definiert, nach der der Kapitalstock aufgebraucht ist. Die
zeitliche Verénderung des Arbeitsinputs erhélt man aus der Gleichung (3.85):

14 l1-0o
. St l}f,) (3.94)
Yoot 5 P12 —

Setzt man voraus, dass der positive Nenner fiir [ — 0 nicht unbeschrénkt wird,
ist fiir die asymptotische Negativitit von [ das Produkt [y die entscheidende
GroBe. Mit Hilfe der Gleichungen (3.87) und (3.88) erhélt man die Wachstums-
rate des Produkts:

X, b ) 1o, 07 x
A [1 70 ®p(l)}x
_ L ()7 x
= {1 — Pog T Pp t+ ) } X (3.95)

Wenn diese Wachstumsrate nicht negativ ist, besitzt das Produkt [y eine po-
sitive untere Schranke. Unter Beriicksichtigung von limlﬂof > 0 geniigt die
zusétzliche Voraussetzung:

L (D)
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Daraus folgt, dass zumindest fiir einen nahe bei Null liegenden Arbeitsinput
—Ix < 0 nicht wachsend ist und damit auch limy_ol < 0 gilt. Dadurch wird
der Kapitalstock bereits in endlicher Zeit aufgebraucht und die Wahl des An-
fangswerts x (0) > xP kann auch nicht optimal sein. Somit erfiillt unter den
im folgenden Satz wiederholten Voraussetzungen nur y (0) = x? die notwendi-
gen Bedingungen und stellt die Losung des Optimierungsproblems des sozialen
Planers dar.

Satz 5 Hinreichend fiir die soziale Optimalitit des Steady State mit konstantem
Arbeitsinput sind die folgenden zusdtzlichen Bedingungen:

e Die Momentan-Nutzenfunktion, ausgewertet an symmetrischen Stellen, ist
gemeinsam strikt konkav in Konsum und Freizeit.

e Die Produktionsfunktion und die Momentan-Nutzenfunktion erfillen die

Randbedingungen
IILH(I) (‘Pzz + 1?%9012 - lj::l> < (3.97)
zhi% <1 — Qo9 + Q19+ lj:) >0 (3.98)
b s o

e FEs gilt %—I—%lg—i?— Z}P—,” > 0 fir jedes | € (0,1) (nur fir o < 1

notwendig).

Im sechsten Kapitel wird gezeigt, dass die hinreichenden Bedingungen (3.97)-
(3.99) fiir die Wahl einer isoelastischen Nutzenfunktion und einer Cobb-Douglas-
Produktionsfunktion ohne weitere Voraussetzungen erfiillt sind.

4 Dezentrale Wirtschaft

Nach der Bestimmung der Ergebnisse in der sozial geplanten Wirtschaft wird
nun das makroskonomische Verhalten der dezentralen Wirtschaft untersucht.
Neben der Anfangsbedingung k (0) = ko wird das symmetrische Gleichgewicht
durch die Gleichungen (2.27), (2.28), (2.29) und (2.30) beschrieben:

U (e,1,1,1) + Uy (¢, 1,1, 1)1 =\ (4.1)
C
—Us (e, 1,1,1) = Mef' (1) (4.2)
A Us (c,1,1,1) &
S lf)=6—-1f( P - 4.3
R A A A Y PR N AT RIS B

E=[f()-0dk—-c (4.4)

Vergleicht man die ersten drei Gleichungen mit den entsprechenden Glei-
chungen (3.8), (3.9) und (3.11) in der sozial geplanten Wirtschaft, ergeben sich
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folgende Unterschiede: Ein positiver Grenznutzen von relativem Konsum fiihrt
in der ersten Bedingung zu einer direkten intratemporalen Verzerrung. Dies
verringert die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum aus Sicht
eines Individuums in einem symmetrischen Gleichgewicht gegeniiber der sozial
geplanten Wirtschaft:

*UQ (Calalal) 7U2 (Calalal)
Uy (¢,1,1,1) + Uy (c,1,1,1) 2 Ui (c,1,1,1)

MRS, ™" = = MRS, ~"*

(4.5)
Bei gegebenem Konsum und Arbeitsinput sind die Individuen in der dezentralen
Wirtschaft also bereit, Freizeit fiir Konsum in einem Verhiltnis zu tauschen, das
niedriger als das sozial optimale ist.

Auflerdem gibt es wegen der Kapitalexternalitit in der Produktionsfunkti-
on und der Vermogensexternalitit in der Nutzenfunktion zwei intertempora-
le Verzerrungen: Einerseits ist der Realzinssatz in der dezentralen Wirtschaft
(f (1) = 1f" () — ) Kkleiner als die Nettoertragsrate des Kapitals (f (1) — ¢), die
ein sozialer Planer fiir seine Investitionsentscheidungen heranzieht, da er die
Kapitalexternalitit in der Produktionsfunktion internalisiert. Andererseits er-
gibt sich die ,effektive Ertragsrate aus Sicht der Individuen durch die Summe
von Realzinssatz und der Grenzrate der Substitution von eigenem Vermogen fiir
eigenen Konsum. In einem symmetrischen Gleichgewicht wird der Realzinssatz

somit um MRS (c,l,a) := Ua(e i)
d VT Ur(e,,1,1) 4 Us(cl,1,1) 2

Substitution ist genau dann positiv, wenn die Individuen einen Nutzen aus ho-
herem relativen Vermoégen ziehen. Ob die effektive Ertragsrate der Individuen
grofler ist als ihr sozial optimaler Wert, ist von der Grofe der drei Externalititen
abhéngig. Sie ist genau dann groBer, wenn MRS > 1f' (1) gilt.

erhoht. Diese Grenzrate der

4.1 Bedingungen fiir die Existenz eines Steady State

Damit die Nutzenfunktion einen Steady State mit konstantem Arbeitsinput in
der sozial geplanten Wirtschaft erlaubt, sollen die ihr bisher auferlegten Restrik-
tionen weiterhin gelten. Zusétzlich werden nun Bedingungen fiir die Statuskom-
ponenten, die bei einem sozialen Planer keine Rolle spielten, aufgestellt. Gesucht
ist weiterhin ein Steady State mit konstanten Wachstumsraten von Konsum und
Kapital sowie einem konstanten Arbeitsinput. Aus der Ressourcenbeschriinkung
folgt ebenso wie in der sozial geplanten Wirtschaft, dass die Wachstumsraten
von Konsum und Kapital gleich sein miissen, damit die Konsum-Kapital-Quote
konstant ist.

Aus den ersten beiden notwendigen Bedingungen (2.28) und (2.29) kann die
folgende Bedingung abgeleitet werden:

Ul (C,l,1,1)+U4(C,l,l,1)% _ 1 (46)
=Us (CvlaLl) B kf/ (l) .
c Ul (Cala1a1)+U4 (C7lvla1)l /
Z < (1 4.
TrTC Uy (c,1,1,1) 0 (47)
In der sozial geplanten Wirtschaft wurde gezeigt, dass % = (@p)_1 sowohl fiir

o # 1 als auch fiir 0 = 1 im Steady State konstant ist. Da f’ (/) und  im Steady
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State ebenfalls konstant sind, muss das auch fiir % gelten®. Im Fall o # 1 gilt
fiir die multiplikativ separable Nutzenfunktion im symmetrischen Gleichgewicht:
Us (c,1,1,1) = oY I Fall 0 = 1 gilt Us(c,l,1,1) = —V’(I). Daher
muss der Grenznutzen von relativem Konsum ausgewertet im symmetrischen
Gleichgewicht von der Form Uy (c,1,1,1) = =W (I) sein, wobei die Funktion
W (1) im Falle eines positiven Effekts von htherem relativen Konsum positiv ist:

W () > 0.
Die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum aus Sicht der In-
dividuen hat daher die Form MRS} ™" (¢,1) = —Ua(elL1) = Oy (1),

Ui (c,l,1,1)+Us(c,l,1,1) L
wobei die Funktion ©4 (I) positiv ist. Mit dieser Definition ldsst sich die Konsum-
Kapital-Quote im Steady State folgendermaflen schreiben:

c_ Q)

ko 04(0)

(4.8)

Differenziert man die notwendige Bedingung (2.29) (-Uz(c,l,1,1) =
Mk f' (1)) nach der Zeit und beachtet, dass der Arbeitseinsatz im Steady State
konstant sein soll, erhélt man:

—Uyaé = Aef' + Nk f’ (4.9)

Dividiert man diese Gleichung durch die Bedingung (2.29) selbst, kann man ge-
méB der Gleichung (3.22) verwenden, dass die Elastizitdt des Grenznutzens von
Arbeit beziiglich Konsum konstant ist (‘U12 =1—0) und dass die Wachstums-
raten von Konsum und Kapital im Steady State gleich grof§ sind:

U120 )\ k
U, ATk
¢
l—o)==2+4°
& (1-0)s=24+
é 1A
- __-Z 4.10
c oA ( )

Der aus der sozial geplanten Wirtschaft bereits bekannte Zusammenhang zwi-
schen den Wachstumsraten von Konsum und Kozustand muss daher auch in der
dezentralen Wirtschaft gelten. Da der Arbeitseinsatz konstant ist, muss gem#f

Bedingung (2.30) im symmetrischen Steady State auch MRS (1) := Uffl]il
unabhéingig von Konsum und Kapital sein. Im Fall ¢ # 1 kann man

Uy (e,1,1,1) = ¢V (1) und Uy (c,1,1,1) = c!=W (I) einsetzen und erhlt

— [V () + W ()] MRS (1)
Us(e,L,1,1) = ¢ [V (1) + W (1)) MRS® (1) (%)_1 (4.11)

Wegen der Konstanz von £ und MRS (1) ist [V (1) + W (I)] MRS (1) (%)71

im Steady State konstant. Da der Grenznutzen von relativem Vermégen im

9S0 wie in der sozial geplanten Wirtschaft, soll der Arbeitsinput i¢ im Steady State alle
Werte in (0,1) annehmen koénnen. Daher miissen diese Bedingungen fiir alle [ € (0, 1) gelten.
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symmetrischen Gleichgewicht nur von Konsum und Arbeit abhiingig ist, gilt
Us (¢,1,1,1) = =7 X (1).
Im Fall 0 = 1 kann man Uy (c,1,1,1) = L und Uy (c,1,1,1) = W (1) in die

Gleichung MRSy (1) = Uffli + einsetzen und erhiilt
ey —1
Us (c,1,1,1) = [1 + W (I)] MRS%* (1) (%) (4.12)

Daher gilt in diesem Fall Us(c,1,1,1) = X (I) und die Auswertung der
partiellen Ableitung im symmetrischen Gleichgewicht kann allgemein als
Us (¢,1,1,1) = ¢'79X (1) geschrieben werden. Die Funktion X (I) ist im Falle
eines positiven Effekts von hsherem relativen Vermégen positiv: X (1) > 0.

Diese notwendigen Bedingungen fiir die Existenz eines Steady State mit
konstantem Arbeitsinput werden im folgenden Satz zusammengefasst und in
der Folge unterstellt.

Satz 6 Damit die Nutzenfunktion U (ci, liy % %) etnen symmetrischen dezen-
tralen Steady State mit konstantem Arbeitsinput erlaubt, miissen die partiellen
Ableitungen nach relativem Vermdgen und relativem Konsum, ausgewertet im
symmetrischen Gleichgewicht, die folgende Form haben:

Us (c,1,1,1) = 77X (1) (4.13)

Us(c,1,1,1) = oW (1) (4.14)

Ein positiver Grenznutzen von héherem relativen Vermdgen bzw. hoherem rela-
tiven Konsum impliziert X (1) > 0 bzw. W (1) > 0.

4.2 Bestimmung des Arbeitsinputs

Mit den hergeleiteten Bedingungen fiir die Form des Grenznutzens von rela-

tivem Vermogen und relativem Konsum kann nun analog zur sozial geplanten

Wirtschaft eine Bestimmungsgleichung fiir den Arbeitsinput im Steady State

der dezentralen Wirtschaft hergeleitet werden. Die Konsum-Kapital-Quote bei

gegebenem Arbeitsinput lautet gem#fl Gleichung (4.8):
c_ fQ)

ko ©4(0)

(4.15)

Die Funktion ©4 (I) hat die folgende Eigenschaft: 0 < O4 (1) < ©,, (I). Nur wenn
es in der Nutzenfunktion eine Konsumexternalitit gibt (Uy (c,i,1,1) > 0), gilt
©4(l) < O,(1). Fir jeden gegebenen Arbeitsinput iibersteigt die dezentrale
Konsum-Kapital-Quote daher in diesem Fall den entsprechenden sozial optima-
len Wert. Der Grund dafiir liegt darin, dass die Individuen bereit sind, Freizeit
durch weniger Konsum zu substituieren als es sozial optimal ist.

Aus der Ressourcenbeschriinkung der Volkswirtschaft erhélt man mit dem
Verhiltnis von Konsum und Kapital die Wachstumsrate des Kapitalstocks:

i
zo= fm-d-

a0 (4.16)
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Bei gegebenem Arbeitsinput ergibt sich ein Unterschied zur sozial geplanten
Wirtschaft nur dann, wenn es eine negative Konsumexternalitidt in der Nutzen-
funktion gibt. In diesem Fall gilt ©,4(I) < O, (I) und die Wachstumsrate des
Kapitals ist bei gegebenem Arbeitsinput in der dezentralen Wirtschaft geringer.
Aus der Differentialgleichung des Kozustandes (2.30) erhélt man unter Ver-
wendung des Zusammenhangs f = —%% gemiifl Gleichung (4.10) die Wachs-
tumsrate des Konsums:
¢ 1A
c oA
1 Us (c,1,1,1) +

= - J)y—6—1f (l)+Ul(c,l,1,1)+U4(c,l,1,1)%

—p| (4.17)

Zur Analyse der Auswirkungen der Externalitéten ist es weiters hilfreich, das
Ergebnis zu verwenden, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir
Konsum dem Reallohn und somit der Grenzproduktivitit der Arbeit entspricht:

Setzt man Uy (¢,1,1,1) + Uy (¢,1,1,1) 1 = %&;1)

erhélt man fiir die Wachstumsrate des Konsums:

é_ 1 / U3 (07171’1)
s lro-s-ra s

in die Wachstumsrate ein,

rm-p (4.18)

Im vorherigen Abschnitt wurde durch die Bedingung Us (c,l,1,1) = ¢! 77X (1)
bereits sichergestellt, dass der Quotient %
Dieser Ausdruck kann als Grenzrate der Substitution von relativem Vermogen
fiir Freizeit interpretiert werden!®. Sie gibt an, auf wie viel Freizeit die Individu-
en verzichten wiirden, um ihr relatives Vermogen um eine (marginale) Einheit
steigern zu konnen. Sie wird in der Folge mit MRS;/A’l_l (I) bezeichnet. Mit

dieser Notation erhilt man fiir die Wachstumsrate des Konsums:

unabhéngig vom Konsum ist.

C-llrm s WA MRSFMI W ) 0] (419)

Aus dieser Gleichung erhélt man die Wachstumsrate des Konsums in Abhéin-
gigkeit vom Arbeitsinput. Sie unterscheidet sich von jener in der sozial geplanten
Wirtschaft (£ = L [f (1) — § — p]) durch die Effekte der Produktionsexternalitt
und einer moglichen Vermogensexternalitéit in der Nutzenfunktion. Die Kapita-
lexternalitit in der Produktionsfunktion (—If’ (1)) verringert die Wachstumsra-
te gegeniiber der sozial optimalen. Gibt es eine negative Vermogensexternalitét
in der Nutzenfunktion (Us (¢,l,1,1) > 0), hat diese einen positiven Effekt auf
die Wachstumsrate des Konsums. Der Gesamteffekt ist daher nicht eindeutig,
sondern von der Grofle der Externalititen abhéingig. Spielt relatives Vermogen
keine Rolle, ist die Wachstumsrate des Konsums bei gegebenem Arbeitsinput
wegen der Produktionsexternalitéit niedriger.

In einem Steady State muss nun gelten, dass die Wachstumsraten von Kon-
sum und Kapital {ibereinstimmen. Man erhilt daher folgende Bedingung, die

10Tm Unterschied zur Grenzrate der Substitution von Vermdgen fiir Freizeit (MRS;’lfl =
Us(cl,1,1)+

m) ist sie nicht vom Kapitalstock abhéngig und daher im Steady State konstant.
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der langfristige Arbeitsinput (¢ erfiillen muss:

s 10
AORE 0,(0)
= % [0 =0+ (MRS ) 1) £0) - o] (4.20)

Die Bedingungen fiir die Existenz einer eindeutigen inneren Losung (¢ € (0,1)
werden in der Folge getrennt fiir die Fille 0 # 1 und ¢ = 1 analysiert.

4.2.1 Arbeitsinput im Fall ¢ # 1

Im Fall 0 # 1 gilt fiir die partiellen Ableitungen der Nutzenfunktion aus-
gewertet im symmetrischen Gleichgewicht U; = ¢ 7V (1), Uz = 011:; V' (1),

Us = 27X () und Uy = c¢'=°W (I). Daraus erhilt man die Grenzrate der

Substitution von Freizeit fiir Konsum: M RSCll_l’C = -5 %

Funktion ©4 (1) = ﬁ% AuBerdem gilt MRSZ/A’l_l (1) = % =

X (1) “;,;(ll) Man erhilt die Bestimmungsgleichung fiir den Arbeitsinput durch
Einsetzen in die Gleichung (4.20):

und somit die

FO) =3~ S VO + W 0L )
= o xofg -] ro-) (121)

Durch Umformungen erhilt man eine équivalente Form:

(o= Dop O+ T W 0+ X Q-1 @)

= (=D —=d+p (4.22)

Diese Gleichung unterscheidet sich von Gleichung (3.43) in der sozial geplanten

Wirtschaft ((o — 1) a%f’ (1) = (o = 1)[f (I) — 8]+ p) wegen der drei Externa-
litdten, die in der dezentralen Wirtschaft auftreten: Eine negative Konsumexter-
nalitéit (W (1) > 0) und eine negative Vermogensexternalitét (X (I) > 0) in der
Nutzenfunktion vergroffern wegen 5,*(;) f' () > 0 die linke Seite. Setzt man nun
wie in der sozial geplanten Wirtschaft voraus, dass die Differenz von linker und
rechter Seite streng monoton fallend ist, fiihren beide negativen Externalitéiten
ceteris paribus zu einer Erhohung des Arbeitsinputs. Die dritte Externalitéit
ist die positive Kapitalexternalitéit in der Produktionsfunktion der Unterneh-
men. Sie fithrt zu dem zusétzlichen Term —[f’ (1) auf der linken Seite, der diese
veringert. Dies bewirkt eine Verringerung des Arbeitsinputs in der dezentralen
Wirtschaft. Die Effekte der negativen Externalitéiten in der Nutzenfunktion und
der positiven Externalitéit in der Produktionsfunktion sind daher gegenldufig.
Um den Gesamteffekt auf den Arbeitseinsatz bestimmen zu kénnen, ist daher

die Kenntnis der Grofle der Externalitéten notwendig. Gilt

VI (ip)

oW (1) + X (1)) > I (4.23)
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ist die linke Seite von Gleichung (4.22) an der Stelle I? grofer als die rechte Seite,
da gem#B Gleichung (3.43) (o0 — 1) a“,/,((l;) Py = (o =1 [f ()= 6] + p gilt.
Wegen der fallenden Monotonie der linken Seite muss dann [¢ > [P gelten. An
der Stelle 14 ist die Gleichung (4.22) erfiillt, withrend in der Bestimmungsglei-
chung der sozial geplanten Wirtschaft wegen der fallenden Monotonie die linke
Seite kleiner als die rechte Seite ist. Daher gilt die Ungleichung (4.23) auch
an der Stelle /¥ und wegen der Monotonie der beiden Bestimmungsgleichungen
auch zumindest fiir alle [ € [lp , ld]. Ebenso kann man sich iiberlegen, dass das
Arbeitsangebot in der dezentralen Wirtschaft geringer als das sozial optimale
ist, wenn die Ungleichung < V,(l) [oW (1) + X (1)] < I fiir alle I € [1%,1P] gilt. Im

Grenzfall (75 “1) [cW (IP) + X (IP)] = IP erfiillt [P die Bestimmungsgleichung der
dezentralen ertbchaft und es kommt zu keiner Abweichung des Arbeitsinputs.
Um die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der Gleichung (3.43)

in der sozial geplanten Wirtschaft sicherzustellen, wurde vorausgesetzt, dass

(c—-1) [ “//,((ll)f'( )—[f ) — 5]] strikt monoton fallend in [ ist, fiir { — 0 un-
beschrénkt und fiir [ — 1 kleiner als p wird. In der dezentralen Wirtschaft kann
eine eindeutige Losung der Gleichung (4.22) ebenso gewéhrleistet werden. Formt

man sie so um, dass die rechte Seite konstant gleich p ist, erhélt man

Vil o—1
(0= 1) logr -0 @ 81| + [ Fs oW 0+ X W)= 1] 10 -
(4.24)
Der erste Summand ist geméfl den Voraussetzungen in der sozial geplanten
Wirtschaft monoton fallend. Es geniigen nun die zusétzlichen Voraussetzungen,
dass 75 f’( ) [eW (1) + X (1)] fallend in { und {f’ (I) wachsend in [ sind, damit
die Monotonie der linken Seite sichergestellt ist.

Die Konkavitéit der Nutzenfunktion in Freizeit impliziert, dass “;,;(ll) >0
monoton fallend ist und aus der fallenden Grenzproduktivitidt der Arbeit folgt,
dass auch f’ (1) fallend ist. Sind die beiden Externalitéiten in der Nutzenfunktion
entweder nicht vorhanden oder negativ, gilt [oW (1) + X (I)] > 0. Es geniigt nun,
dass die Stirke der Externalitéten nicht zu sehr in [ wichst, damit das Produkt
fallend ist.

Ist die Nutzenfunktion beispielsweise auch multiplikativ —separa-

bel in relativem Vermogen und relativem Konsum (U (cz,ll, %, %) =
l1—0o

SV (;)G (%) H (%)), sind die Funktionen X (I) = % und
W () = w proportional zu V (l) Da wegen der Annahme der Normalitéit

von Freizeit und Konsum (o — 1) 77 (l) fallend ist, ist bei einer multiplikativ se-

parablen Nutzenfunktion sichergestellt, dass &+ 0 ) [eW (1) + X (1)] fallend

in [ ist.

Eine alternative Formulierung der ersten Bedingung ist die Voraussetzung,
dass (o —1) YEED = [0,(1)]7" und &k X (1) fallend in | sind. Das be-
deutet, dass O4 (I) und daher die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir
Konsum aus Sicht der Individuen wachsend in [ sind. Damit ist die Grenzrate
der Substitution fallend in Freizeit und wachsend in Konsum, was gleichbe-
deutend dazu ist, dass Freizeit und Konsum normale Giiter sind. Diese Vor-
aussetzung ist bereits aus der sozial geplanten Wirtschaft bekannt. Der Un-
terschied ist jedoch, dass Freizeit und Konsum in der sozial geplanten Wirt-
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schaft normale Giiter aus Sicht des sozialen Planers sein miissen, wihrend sie
in der dezentralen Wirtschaft normal aus Sicht der Individuen sein miissen. Der

Term 75 (ll)X (1) ist die Grenzrate der Substitution von relativem Vermogen fiir

Freizeit: {;,(ll)X(l) = % = MRSS/A’PZ (1). Die Voraussetzung, dass

“;,(ll) X (1) monoton fallend in [ ist, entspricht daher der Voraussetzung, dass die
Grenzrate der Substitution von relativem Vermogen fiir Freizeit in der dezentra-
len Wirtschaft fallend in Arbeit bzw. wachsend in Freizeit ist. Dies ist dquivalent
dazu, dass die Grenzrate der Substitution von absolutem Vermégen fiir Freizeit
wachsend in Freizeit ist. Die Individuen miissen daher bei wachsender Freizeit
fiir den Verlust einer marginalen Einheit ihres Vermogens mit immer mehr Frei-
zeit kompensiert werden, damit ihr Nutzen erhalten bleibt. Da die Grenzrate
der Substitution von Freizeit fiir Vermogen invers zur Grenzrate der Substituti-
on von Vermogen fiir Freizeit ist, lautet eine dquivalente Formulierung, dass die
Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Vermogen fallend in Freizeit ist.

Die zweite zusitzliche hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit des
Arbeitsinputs ist, dass [f’ (I) wachsend in [ ist. Da der Reallohn durch kf’ (1)
gegeben ist, ist das Arbeitseinkommen der Individuen in einem symmetrischen
Gleichgewicht gleich klf’ (1). Die Bedingung bedeutet daher, dass das gesamte
Arbeitseinkommen der Individuen bei einer Ausweitung ihres Arbeitsangebots
bei festgehaltenem Kapitalstock nicht fallend sein darf. Differenziert man [ f’ (1)
nach der Arbeit, erhiilt man die Bedingung

fr O+ (1) =0 (4.25)
| ks ()
0 " ’ 0 ‘“ (4.26)

Dies bedeutet, dass fiir die gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktion kf (1)
gelten muss, dass die Elastizitdt der Grenzproduktivitéit von Arbeit beziiglich
Arbeit betragsméfBig nicht grofler als 1 sein darf.

Mit diesen beiden zusitzlichen Bedingungen ist die Eindeutigkeit des
Arbeitsinputs sichergestellt. Fiir die Existenz einer Losung miissen die bei
der Analyse der sozial geplanten Wirtschaft verwendeten Bedingungen teil-
weise angepasst werden: In der sozial geplanten Wirtschaft wurde be-
reits gezeigt, dass aus der Inada-Bedingung fiir die Produktionsfunktion

limi—o (o~ 1) [ ¥ 7 ()~ [£ 1) ~ 8]] = oo folgt. Da &b (oW (1) + X (1)
nicht negativ ist und —If’ (I) laut obiger Voraussetzungen fallend in [ ist, ist

der Grenzwert lim;_,¢ [V,(l) [cW (1) + X (1)] — l} f (1) jedenfalls grofier als —oo

Daher gilt auch im symmetrischen Gleichgewicht der dezentralen Wirtschaft,
dass die linke Seite der Gleichung (4.24) fiir [ — 0 unbeschrénkt ist. Damit
die Gleichung eine innere Losung besitzt, muss noch sichergestellt werden, dass
der Grenzwert der linken Seite fiir [ — 1 kleiner als p ist. In der sozial geplan-
ten Wirtschaft wurde vorausgesetzt, dass die Grenzrate der Substitution von
Freizeit fiir Konsum ausgewertet im symmetrischen Gleichgewicht fiir [ — 1 un-
beschriankt ist. Dadurch wird sichergestellt, dass der Arbeitseinsatz I =1 nicht
optimal sein kann. Aus dieser Voraussetzung folgt lim;_4 v' l) ) ¢/ (I) =0. Es wird
nun zusétzlich vorausgesetzt, dass lim;_,q “/’,;(ll) [cW (1) + X ()] <1 gilt.

Ist die Momentan-Nutzenfunktion multiplikativ separabel in ihren 4 Kompo-
nenten, sind die Funktionen W (1) und X (1), die die Stdrke der Externalititen
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in der Nutzenfunktion bestimmen, proportional zu V (I). In diesem Fall gilt
lim;_; %&X(l) = 0 und die Voraussetzung ist erfiillt.
Mit dieser Voraussetzung gilt fiir den Grenzwert des zweiten Summanden

auf der linken Seite von Gleichung (4.24) fiir [ — 1, dass er nicht positiv ist:

o—1

fim | Gy oW O+ X O] =1 O < fmL =11 £ ) =0 (427

Der Grenzwert der linken Seite ist daher nicht groBer als — (o — 1) [f (1) — 4],
was wiederum wegen der Bedingung (3.47) fiir die maximale Nettoertragsrate
von Kapital in der sozial geplanten Wirtschaft ((¢ — 1) [f (1) — 6] > —p) kleiner
als p ist. Daher ist die Existenz einer Losung der Gleichung (4.24) sichergestellt.
Eine alternative Formulierung dieser Bedingung verwendet die Grenzraten

der Substitution von Freizeit fiir Konsum bzw. Freizeit fiir Vermoégen aus Sicht

V(O+Ww(l) _
(VVW =0und

-1
limy_1 “;%(ll)X (I) = 0 gilt. Dies ist dquivalent zu lim;_,q [MRS;_Z’C (¢,1) =0

der Individuen. Es geniigt vorauszusetzen, dass lim;_,; (o — 1)

und lim;_,¢ {MRS;#’“ (¢, l)} = 0. Die Grenzraten der Substitution von Frei-

zeit fiir Konsum und Freizeit fiir Vermégen aus Sicht der Individuen miissen
daher bei schwindender Freizeit unbeschrinkt werden. Dies stellt sicher, dass
die Randlosung [ = 1 fiir die Individuen nicht optimal sein kann.

Die obigen Uberlegungen fiir die Existenz eines eindeutigen Steady-State-
Arbeitsinputs werden im folgenen Satz zusammengefasst:

Satz 7 In der dezentralen Wirtschaft ergibt sich bei einer im symmetrischen
Gleichgewicht multiplikativ separablen Nutzenfunktion (o # 1) der langfristige
Arbeitseinsatz 1% aus der Gleichung

Vi +w ) x|,
V/(ld) +V’(ld) f (ld)

= (-1 =]+ (1Y) +p (4.28)

Die negativen Status-Externalititen in der Nutzenfuktion erhohen 1% gegentiber
dem sozial optimalen Wert, wihrend die positive Produktionsexternalitit den
umgekehrten Effekt hat. Wenn (o — 1) w > IP gilt, folgt 1% > [P,

Fiir die Ezistenz einer eindeutigen inneren Lisung sind folgende Bedingun-
gen hinreichend:

(c—-1)|o

e Freizeit und Konsum sind aus Sicht der Individuen normale Giiter.

e Die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Vermogen ist fallend in
Freizeit.

e Die Grenzraten der Substitution von Freizeit fiir Konsum und Freizeit fiir
Vermdgen werden bei schwindender Freizeit unbeschrdinkt.

e Die Elastizitdt der Grenzproduktivitit der Arbeit beziiglich Arbeit ist be-
tragsmdfsig kleiner als 1.

e Die maximale soziale Nettoertragsrate des Kapitals erfillt die Bedingung

(=D 1) =d>—p.
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e Die Differenz von linker und rechter Seite der Gleichung (4.28) ist fallend
in I (Voraussetzung nur fir o < 1 notwendig).

4.2.2 Arbeitsinput im Fall 0 =1

Im Fall 0 = 1 erhilt man, wie in der sozial geplanten Wirtschaft gezeigt, die
folgenden partiellen Ableitungen im symmetrischen Gleichgewicht: Uy = % und
Uy = =V’ (I). Aulerdem wurden fiir den Satz 6 die partiellen Ableitungen in
der dezentralen Wirtschaft U3 = X (1) und Uy = W (1) hergeleitet. Damit ergibt

sich ©4 (1) = VD ind MRSS/A’I_Z ) = X(). Die Bestimmungsgleichung

T+W (1) Vi)
(4.20) lautet in diesem Fall somit:
1+w,
PO =8 = O
_ X () :
S ACRRa E VU (4.29)
f (wh+Xx o /
—1 )= 4.
Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden Gleichung (3.54) in

der sozial geplanten Wirtschaft ( % = p) wiederum durch die drei Externa-
litdten. Positive Grenznutzen aus hoherem relativen Konsum (W (1) > 0) und
hoherem relativen Vermogen (X (1) > 0) erhshen wegen f' (1) > 0und V' (I) >0
jeweils die linke Seite der Gleichung. Fiir die Eindeutigkeit der Losung der Glei-
chung wird in der Folge wieder vorausgesetzt, dass die linke Seite fallend in [ ist.
Daher fiihrt die Erhshung der linken Seite in Folge von negativen Externalitéi-
ten in der Nutzenfunktion ceteris paribus zu einem hheren Arbeitsinput. Dem
entgegengesetzt ist der Effekt der positiven Kapitalexternalitit in der Produk-
tionsfunktion. Dieser verringert die linke Seite um [’ (1) und dementsprechend
auch den Arbeitseinsatz. Der Gesamteffekt ist wie im Fall o # 1 von der Grofle
der Externalitéiiten abhingig. Der Arbeitsinput im Steady State der dezentralen
Wirtschaft [ ist genau dann hoher als der sozial optimale Wert [P, wenn

W+ X1
—_— > 4.31
0 (1.3)
fiir alle [ € [lp, ld} gilt.
Eine Losung der Gleichung (4.30) ist eindeutig, wenn die linke Seite strikt
monoton fallend ist. Bei der Betrachtung der sozial geplanten Wirtschaft wurde
wegen der fallenden Grenzproduktivitét der Arbeit und des fallenden Grenznut-

zens von Freizeit bereits festgestellt, dass ‘];/,((ll)) strikt fallend in [ ist. Die linke

Seite st daher strikt fallend in I, wenn (LW £/ (1) fallend in I ist und Lf' (1)
wachsend in [ ist. Die erste zusitzliche Bedingung ist daher ebenso wie im Fall
o # 1, dass der Grenznutzen von relativem Konsum und relativem Vermogen
nicht zu stark wachsend in [ sein darf. Ist die Nutzenfunktion additiv separabel
in den 4 Komponenten (U (¢;,li, %, %) =Inc; =V (I;) + G (%) + H (%)), sind
W (1) und X (I) konstant und die Bedingung daher erfiillt.

Eine alternative Formulierung mit Hilfe der Grenzraten der Substitution ist
wie im Fall 0 # 1 moglich: Es wird vorausgesetzt, dass die Grenzraten der




4 DEZENTRALE WIRTSCHAFT 40

Substitution von Freizeit fiir Konsum und Freizeit fiir (relatives) Vermogen aus
Sicht der Individuen fallend in Freizeit sind. Die erste Voraussetzung ist wieder-
um gleichbedeutend dazu, dass Freizeit und Konsum aus Sicht der Individuen

normale Gl’iter sind. Unter diesen Voraussetzungen ist O4 (1) = H_Lm(,l()l) wachsend

und V,(l) fallend in Arbeit. Damit ist %)?SX(”
in Arbeit.

Die zweite zusitzliche Bedingung fiir die Eindeutigkeit des Arbeitsinputs
betrifft die Produktionsfunktion: Ebenso wie im Fall ¢ # 1 ist es hinreichend
vorauszusetzen, dass das gesamte Arbeitseinkommen bei festgehaltenem Kapital
wachsend in Arbeit ist. Somit ist —If' (I) fallend in Arbeit.

Damit die Gleichung (4.30) eine Losung besitzt, miissen noch Randbedin-
gungen iiberpriift beziehungsweise vorausgesetzt werden. Wegen der Inada-
Bedingung lim;_o f' (I) = oo und der Beschrianktheit von V’(0) gilt so wie

in der sozial geplanten Wirtschaft lim;_,g ‘];/,—((ll)) = 0. Da W(‘l,)fl))((l) 1 (1) positiv

1 (1) wie gewiinscht fallend

und —If’ (1) fallend in Arbeit ist, ist der zweite Summand fiir I — 0 nach unten
beschriankt. Somit gilt fiir die linke Seite, dass sie fiir [ — 0 unbeschriinkt wird.

Fiir die Existenz einer (eindeutigen) Losung geniigt es nun noch vorauszu-
setzen, dass der Grenzwert der linken Seite fiir [ — 1 kleiner als p ist. In der
Analyse der sozial geplanten Wirtschaft wurde bereits vorausgesetzt, dass die
Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum fiir [ — 1 unbeschrinkt
wird (lim;—.; ©}, (I) = 00). Es ist nun hinreichend weiters vorauszusetzen, dass
lim;_,q %(l))((l) < 1 gilt. Im Falle einer additiv separablen Nutzenfunktion ist
dies wegen der Konstanz von W (1) und X (I) sowie der Unbeschrénktheit von
V' (1) erfiillt.

Mit Hilfe der obigen Voraussetzung erhilt man unter Verwendung der Be-
schrénktheit von f’ (1) fir [ — 1:

O [WO+X() ’
Pﬂ{wﬂf+[ V) —4fﬂﬁ
< Jm {0+ -1/ (D} =0<p

Die Existenz einer eindeutigen Losung von Gleichung (4.30) ist somit sicherge-
stellt.

Auch diese Bedingung kann alternativ mit Hilfe der Grenzraten der Substitu-
tion formuliert werden: Hinreichend ist wieder die Unbeschrinktheit der Grenz-

raten der Substitution von Freizeit fiir Konsum und Freizeit fiir Vermogen bei
1+W (1)
V(1)

Die linke Seite von (4.30) wird fiir I — 1 damit negativ und ist also in jedem
Fall kleiner als p. Die Charakterisierung des Arbeitsinputs im Fall o = 1 wird

im folgenden Satz zusammengefasst.

kleiner werdender Freizeit. Dann gilt lim;_,; = 0 und lim;_; ‘)/(,—((ll)) =0.

Satz 8 In der dezentralen Wirtschaft ergibt sich bei einer im symmetrischen
Gleichgewicht additiv separablen Nutzenfunktion (o = 1) der Steady-State-
Arbeitsinput 1* aus der Gleichung:

L4+ W (1) + X (1)
V()

—1 I =p (4.32)

Die negativen Status-FExternalititen in der Nutzenfuktion haben einen positiven
Effekt, wihrend die positive Produktionsexternalitit einen negativen Effekt auf
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den Arbeitsinput hat. Es gilt % > [P genau dann, wenn % > [P erfillt
15t.

Fiir die Existenz einer eindeutigen inneren Losung sind folgende Bedingun-
gen hinreichend:

e Freizeit und Konsum sind aus Sicht der Individuen normale Giiter.

e Die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Vermogen ist fallend in
Freizeit.

e Die Grenzraten der Substitution von Freizeit fiir Konsum und Freizeit fir
Vermdgen werden bei schwindender Freizeit unbeschrdnkt.

e Die Elastizitat der Grenzproduktivitit der Arbeit beziiglich Arbeit ist be-
tragsmdfsig kleiner als 1.

Kehrt man nun zur allgemeinen Bestimmungsgleichung (4.20) zuriick, kann
zusammenfassend Folgendes festgestellt werden: Die Existenz einer eindeutigen
Losung wurde dadurch sichergestellt, dass die linke Seite der folgenden Umfor-
mung von Gleichung (4.20) streng monoton fallend, fiir  — 0 unbeschréinkt und
fiir [ — 1 kleiner als p ist:

- Q)
O4 (1)

(A=) [F @) =+ MRS =1 )= (433)

Es ergeben sich daraus die folgenden Unterschiede zur Bestimmungsgleichung
in der sozial geplanten Wirtschaft (0% + (1 —0)[f (1) — 9] = p): Die positi-
ve Kapitalexternalitidt in der Produktionsfunktion fiihrt ceteris paribus wegen
—1f" (I) < 0 zu einer Verringerung der linken Seite der Gleichung, was einen ne-
gativen Effekt auf den Arbeitsinput hat. Eine allfillige Vermogensexternalitit
in der Nutzenfunktion erhsht die linke Seite wegen MRS;/A’I_I @ f 1 > o,
wodurch sich ein positiver Effekt auf den Arbeitsinput ergibt. Gibt es eine Kon-
sumexternalitét in der Nutzenfunktion, gilt ©4 (1) < ©, (I). Dadurch wird die
linke Seite der letzten Gleichung ceteris paribus erhsht, wodurch sich ebenfalls
ein positiver Effekt auf den Arbeitsinput ergibt.

Fiir den Gesamteffekt der drei Externalitéiten auf den Arbeitsinput im Stea-
dy State gilt: Sein Vorzeichen entspricht dem Vorzeichen der Differenz der beiden
Bestimmungsgleichungen, ausgewertet an der Stelle [P: Hat die linke Seite der
Bestimmungsgleichung (4.33) der dezentralen Wirtschaft an der Stelle [P bei-
spielsweise einen grofleren Wert als p, gilt wegen der fallenden Monotonie der
linken Seite {¢ > [P. Das Vorzeichen des Gesamteffekts auf den Arbeitsinput im

Steady State erhilt man somit durch:

1 _pry = o __ ¢ MRSY A=y _ pp
sgn ( ) sgn G () &, ) + MRS, (P
— Sgn UW + MRS;/Aal_l (ZP) _ lp:|
= sgnl|o U(j + MRSYAM ) — zp] (4.34)
L —U2

Analog zur Definition der Grenzrate der Substitution von relativem Vermégen
fiir Freizeit bietet sich die Definition der Grenzrate der Substitution von rela-

tivem Konsum fiir Freizeit an: MRSE/C’l_l () = % > 0. Sie gibt an,
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auf wie viel Freizeit die Individuen ohne Nutzenverlust verzichten kénnen, wenn
sich (nur) ihr relativer Konsum um eine marginale Einheit erhoht!!. Bei einer
Konsumexternalitiit in der Nutzenfunktion ist sie positiv. Mit dieser Definition
erhéilt man das Vorzeichen der Abweichung des Steady-State-Arbeitsinputs vom
sozial optimalen Wert:

sgn (17— I?) = sgn [UMng/ G apy 4 MRSY Ay — 1P (4.35)

4.3 Konsum-Kapital-Quote

Es wurden Bedingungen aufgestellt, die die Existenz eines eindeutigen Steady
State mit konstantem Arbeitsinput [ sicherstellen. Durch Einsetzen von ¢ in
die Gleichung (4.15) erhélt man die Konsum-Kapital-Quote im Steady State der
dezentralen Wirtschaft: L
d l
(£)'- 7 (1) (4.36)

k) T 0,0

Fiir die Existenz eines eindeutigen Arbeitsinputs wurde vorausgesetzt, dass
Konsum und Freizeit aus Sicht der Individuen normale Giiter sind. Dies im-
pliziert, dass die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum im sym-
metrischen Gleichgewicht der dezentralen Wirtschaft wachsend in Arbeit ist.
Daher gilt ©/, (1) > 0. Wegen f” (I) < 0 besteht damit ein negativer Zusam-
menhang zwischen den Steady-State-Werten von Arbeitsinput und Konsum-
Kapital-Quote.

Es werden nun die Auswirkungen der Externalititen auf die Konsum-
Kapital-Quote im Steady State der dezentralen Wirtschaft bestimmt. Sie unter-

scheidet sich vom sozial optimalen Wert ((%)p = g((l;))) einerseits durch einen
d p

moglicherweise unterschiedlichen Arbeitsinput [? # [” und andererseits, sofern
relativer Konsum eine Rolle fiir die Individuen spielt, durch einen Unterschied
in der Funktion O4 (1) < ©, ().

In Abwesenheit einer Konsumexternalitéit in die Nutzenfunktion stimmt die
dezentrale Konsum-Kapital-Quote, bei gegebenem Arbeitsinput, mit der sozial
optimalen iiberein. Die Abweichung des Arbeitsinputs {¢ vom sozial optimalen
Wert [P bestimmt dann ihre Abweichung vom sozialen Optimum, wobei ein
hoherer Arbeitsinput einen negativen Effekt auf die Konsum-Kapital-Quote hat.

Die negative Kapitalexternalitit in der Produktionsfunktion hat einen ne-
gativen Effekt auf das Arbeitsangebot und damit einen positiven Effekt auf
die Konsum-Kapital-Quote. Treten keine Externalititen in der Nutzenfunkti-
on auf, gilt daher (%)d > (%)p. Die Einfithrung einer Vermogensexternalitiit
in die Nutzenfunktion hat einen positiven Effekt auf das Arbeitsangebot und
dementsprechend einen negativen Effekt auf die Konsum-Kapital-Quote.

In Abwesenheit einer Konsumexternalitit wird der Gesamteffekt von Ver-
mogensexternalitit und Kapitalexternalitéit durch ihren Gesamteffekt auf den
Arbeitsinput bestimmt. Dessen Vorzeichen wird gem#f Gleichung (4.35) von
der Groflenordnung der Grenzrate der Substitution von relativem Vermogen
fiir Freizeit MRS;’/A’l_l (1) bestimmt. Gilt MRS;/A’l_l (iP) > I iiberwiegt
der Effekt der Vermogensexternalitit und es gilt [ > [P, woraus (%)d < (%)p

HUDer Statuseffekt wird somit vom direkten Nutzengewinn durch eine absolute Erhshung
des Konsums isoliert.
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folgt. Im Fall M RS;/ At (IP) < 1P kann die Vermogensexternalitit den Ein-
fluss der Produktionsexternalitit auf den Arbeitsinput nicht zur Génze kom-
pensieren und es gilt (%)d > (%)p. Im Grenzfall MRS;I/AJ_I (iP) = [P stimmt
der Arbeitsinput [¢ mit dem sozial optimalen Wert iiberein, wodurch auch die
Konsum-Kapital-Quote in der dezentralen Wirtschaft mit der sozial optimalen
iibereinstimmt.

Die Einfithrung einer Konsumexternalitdt in die Nutzenfunktion fiihrt ne-
ben den positiven Auswirkungen auf [¢ auch zu einer direkten Verzerrung der
Konsum-Kapital-Quote: Bei gegebenem Arbeitsinput fiihrt sie zu einer hoheren

() ()

Konsum-Kapital-Quote in der dezentralen Wirtschaft (m > m). Somit

ergibt sich fiir (E)d in Gleichung (4.36) keine eindeutige Auswirkung einer Kon-
sumexternalitéit, da dem direkten positiven Effekt ein indirekter negativer Effekt
durch die Erhshung des Arbeitsinputs gegeniibersteht.

Der Gesamteffekt der drei Externalititen auf die Konsum-Kapital-Quote
kann aus Gleichung (4.36) bei Vorhandensein einer Konsumexternalitit nur
dann eindeutig bestimmt werden, wenn der indirekte Effekt und der direk-
te Effekt qualitativ iibereinstimmen. Da der direkte Effekt ceteris paribus zu

. d
einer Erhshung von (%) fiihrt, kann daher nur dann etwas ausgesagt wer-

den, wenn [¢ < [P gilt. In diesem Fall gilt dementsprechend (%)d > (¢)"
Die Bedingung [¢ < [P bedeutet, dass der Einfluss der Externalititen in
der Nutzenfunktion auf den Arbeitsinput nicht grofler als der Einfluss der
Produktionsexternalitét sein darf. Gemifl der Gleichung (4.35) bedeutet dies
o MRS O (1P) + MRSY A (1) < 1P

Eine alternative Darstellung der Konsum-Kapital-Quote erhilt man wegen
1(1d
(%)d ) aus der Gleichung (4.33):

RG]
(%)d = % {(" — 1) [f (1) =6 + [ld ~ MRSy (ld)} £ + p} (4.37)

Sie entspricht der folgenden Gleichung in der sozial geplanten Wirtschaft:

c\» 1 .
() = le =D ) =3+ (4.38)
o

Die Unterschiede zwischen den beiden Wirtschaften ergeben sich in dieser Dar-
stellung, abgesehen von abweichenden Arbeitsinputs, durch den positiven Ein-
fluss der Produktionsexternalitét (21¢f’ (1) > 0) und den negativen Einfluss

der Vermogensexternalitét in der Nutzenfunktion (—%MRSS/A’lflf’ (19) <0).
Diese Darstellung erlaubt die Bestimmung des Einflusses der Konsumexterna-
litdt auf die Konsum-Kapital-Quote im Fall ¢ > 1 und in Abwesenheit einer
Vermogensexternalitéit: In diesem Fall ist (o — 1) [f (I) — 6] + If’ (I) wachsend
in Arbeit. Daher fiihrt die Einfiihrung einer Konsumexternalitéit durch den po-
sitiven Einfluss auf den Arbeitsinput auch zu einem positiven Effekt auf die
Konsum-Kapital-Quote. In diesem Fall ist auch der Gesamteffekt von Produk-
tionsexternalitsit und Konsumexternalitit wegen der folgenden Uberlegungen

(6]

eindeutig positiv ((%)d > (E)p): Abstrahiert man vorerst von den Externalité-
ten in der Nutzenfunktion, ergibt sich wegen der Produktionsexternalitit in der
dezentralen Wirtschaft eine iiber dem sozial optimalen Wert liegende Konsum-
Kapital-Quote. Eine anschlielende Einfithrung der Konsumexternalitit fithrt zu
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einem Anstieg des Arbeitsinputs und damit in Gleichung (4.37) zu einer noch
hoheren Konsum-Kapital-Quote. Es kann daher in diesem Fall, unabhéingig vom

Gesamteffekt auf den Arbeitsinput, festgestellt werden, dass (%)d > (%)p gilt.
Die positiven Auswirkungen auf die Konsum-Kapital-Quote konnen 6konomisch
dadurch begriindet werden, dass die positive Kapitalexternalitit tendenziell zu
einem in der dezentralen Wirtschaft zu niedrigen Kapitalstock und die nega-
tive Konsumexternalitéit zu einem zu hohen Konsum fithrt. Ob in diesem Fall
der Arbeitseinsatz hoher oder niedriger als der sozial optimale ist, wird durch
die Grofle der beiden Externalitéten bestimmt. Gemdfi Gleichung (4.35) gilt
1 < [P genau dann, wenn UMRSS/CJ_I (IP) < [P gilt, was bei einer geringen
Konsumexternalitét der Fall ist.

Uber die Einzeleffekte, die die drei Externalititen ceteris paribus auf die
Konsum-Kapital-Quote haben, kann damit zusammenfassend folgendes ausge-
sagt werden: Die Produktionsexternalitit hat einen positiven Effekt, die Ver-
mogensexternalitit einen negativen Effekt und die Konsumexternalitit hat fiir
o > 1 in Abwesenheit einer Vermogensexternalitiit einen positiven Effekt. Der
Gesamteffekt der drei Externalitéiten ist in den im folgenden Satz zusammenge-
fassten Féllen eindeutig bestimmt.

Satz 9 Aus dem Arbeitsinput 1% erhilt man die Konsum-Kapital-Quote im
Steady State der dezentralen Wirtschaft:

c f (e
() = L8 (439)

o—1)[f (%) =68 +p] + ...

(1 = MRS 0] ) (4.40)

+ Q= @

It
1

Diese st hoher als der sozial optimale Wert (%)p, wenn der Finfluss der

beiden Externalititen in der Nutzenfunktion gering ist (UMng/C’lfl (r) +

MRSZ/A’PZ (IP) < IP), wobei in der Ungleichung auch Gleichheit gelten darf,

sofern eine Konsumexternalitit (MRS;’/C’PZ (IP) > 0) eaistiert.

Spielt relatives Vermagen keine Rolle und gilt o > 1, ist sie unabhdngig von
der Grife der Konsumexternalitit grofler als der sozial optimale Wert.

Gibt es keine Konsumezternalitit in der Nutzenfunktion, ist sie genau
dann geringer, wenn der Einfluss der Vermdgensexternalitit grof§ genug ist
(MRSYA L) > 7). Im Grenzfall MRSS™' ™' (17) = 1P stimmt (£) mit

dem sozial optimalen Wert tberein.

In den anderen Fiillen ist eine eindeutige Aussage nicht moglich. Durch ge-
genldufige Effekte besteht auch die Moglichkeit, dass die Konsum-Kapital-Quote
der dezentralen Wirtschaft mit der sozial optimalen iibereinstimmt, ohne dass
der dezentrale Arbeitsinput dem sozial optimalen entspricht. In diesem Fall
wiirde zwar der gewihlte Anfangskonsum c (0) in beiden Wirtschaften iiberein-
stimmen, nicht aber die Investitionen und somit die Wachstumsrate'?2.

12Fir dieses Argument wird bereits beniitzt, dass es auch in der dezentralen Wirtschaft
keine Ubergangsdynamik gibt.
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4.4 Wachstumsrate

Die Wachstumsrate im Steady State kann man aus der Wachstumsrate des Ka-

pitals erhalten:
N
a_(EY _pgay_s_ ()
g <k> —f(9)—s (k) (4.41)

Die Ressourcenbeschriinkung in der dezentralen Wirtschaft unterscheidet sich
nicht von jener in der sozial geplanten Wirtschaft. Daher ergeben sich Unter-
schiede in der Wachstumsrate geméf dieser Gleichung nur durch die indirekten
Effekte einer Verdnderung des Arbeitsinputs und der Konsum-Kapital-Quote.
Die Wachtumsrate hiéingt dabei positiv von I¢ und negativ von (%)d ab. Es wer-
den nun die Auswirkungen der Externalititen auf die Wachstumsrate bestimmt.

Es kann keine eindeutige Aussage getroffen werden, wenn es entweder zu einer

gleichzeitigen Erhshung oder Verringerung von ¢ und (%)d kommt.

Die Kapitalexternalitit in der Produktionsfunktion wirkt sich negativ auf
den Arbeitseinsatz aus und hat einen positiven Effekt auf die Konsum-Kapital-
Quote. Damit ergibt sich ein eindeutiger negativer Effekt auf die Wachstumsrate.

Eine Vermogensexternalitit in der Nutzenfunktion hat einen positiven Ef-
fekt auf den Arbeitseinsatz und einen negativen auf die Konsum-Kapital-Quote.
Daher ergibt sich ein eindeutiger positiver Effekt auf die Wachstumsrate.

Die Konsumexternalitéit hat ebenfalls einen positiven Effekt auf den Ar-
beitseinsatz, aber der Effekt auf die Konsum-Kapital-Quote konnte in keinem
Fall als negativ identifiziert werden, weshalb aus dieser Darstellung der Wachs-
tumsrate keine Aussage getroffen werden kann. Deshalb wird nun die alternative
Darstellung der Wachstumsrate im Steady State mit Hilfe der Wachstumsrate
des Konsums aus Gleichung (4.19) betrachtet:

- 2o s e

Sie entspricht der Darstellung der sozial geplanten Wachstumsrate in Gleichung
(3.60):
1

@ =)~ p) (1.43)
In dieser Darstellung unterscheidet sich die Wachstumsrate in der de-
zentralen Wirtschaft von der sozial optimalen abgesehen von einer mog-
lichen Abweichung des Arbeitsinputs [? # [P durch den Summanden
% [MRSg/A’l_l (ld) — ld] I (ld). Im Allgemeinen kénnen jedoch die Auswir-
kungen einer Veriinderung des Arbeitsinputs nicht bestimmt werden: Die Grenz-
rate der Substitution von relativem Vermogen fiir Freizeit ist laut Voraussetzung
fallend in I. Damit ist M RSZ/ A1=L(1) (1) fallend in I. Weiters wurde voraus-
gesetzt, dass [f’ (I) wachsend in [ ist. Somit ist der zusitzliche Term fallend
in I. Da jedoch f(l) wachsend in [ ist, kann keine allgemeine Aussage iiber
die Abhéingigkeit der Wachstumsrate des Konsums vom Arbeitsinput getroffen
werden. In Abwesenheit einer Vermégensexternalitéit sind die Auswirkungen der
Konsumexternalitit auf die Wachstumsrate eindeutig positiv, da f (1) — If' (1)
monoton wachsend in [ ist:

a(f (1) = 1f" ()]

= = —1f"(1)>0 (4.44)
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Wenn es keine Vermogensexternalitit gibt, fithrt daher eine Konsumexterna-
litdt wegen des positiven Effekts auf den Arbeitsinput auch zu einer héheren
Wachstumsrate.

Die Darstellung der Wachstumsrate in Gleichung (4.42) eignet sich au-
Berdem fiir die Bestimmung des Gesamteffekts der drei Externalitéiten:
Der zusitzliche Summand in der Gleichung ist positiv, wenn es eine
starke Vermogensexternalitdt gibt, die die Kapitalexternalitit kompensiert
(MRS;/A’lfl (19) > 1%). In diesem Fall gilt gem#f Gleichung (4.35) auBerdem,
dass {* > [P gilt. Daher ist in der dezentralen Wirtschaft auch f (I¢) > f ().
Damit erhilt man:

[ FOYY =5+ [Mng/“*l (1) - zd] £ () - p}

[f(P)=6—pl=4g"

S

Die Wachstumsrate im Steady State ist in diesem Fall also hoher als die so-
zial optimale. Existiert eine Konsumexternalitit, folgt [? > [P bereits aus
MRS;/A’l_l (ld) = 1%, weshalb sich in diesem Fall ebenfalls g? > gP gilt. Gibt es

jedoch keine Konsumexternalitéit und gilt MRS;/A’l_l (ld) =14, folgt 14 = IP,

(%)d = (%)p und g% = ¢P. Das makroskonomische Verhalten der dezentralen
Wirtschaft entspricht dann dem sozial optimalen.

Bei einer geringeren Vermogensexternalitéit (M RSg/ Al (19) < 1%) ist der
direkte Effekt in Gleichung (4.42) negativ. Es kommt in diesem Fall eindeutig
zu einem niedrigeren Wachstum, wenn 19 < [P gilt. Gem#B Gleichung (4.35) ist
das der Fall, wenn die Externalititen in der Nutzenfunktion nicht zu grof§ sind
(MRS (14) + MRS (19) < 14).

Es bleibt noch der Fall iibrig, dass die Vermogensexternalitit gering ist
(MRSg/A’lfl (1) < 1), aber die Konsumexternalitit dazu fiihrt, dass der
Arbeitsinput trotzdem hoher als der sozial optimale Wert ist. In der Gleichung
(4.42) erhlt man dann einen negativen direkten Effekt und einen positiven in-
direkten Effekt, weshalb keine Aussage getroffen werden kann. Kehrt man zur
Darstellung der Wachstumsrate durch die Ressourcenbeschriinkung in Gleichung
(4.41) zuriick, fithrt {9 > [P zu einem positiven Effekt auf die Wachstumsrate.

. d
Damit eine Aussage getroffen werden kann, muss (%) < (%)p gelten. Es konnte

jedoch (%)d < (£)” nur fiir den Fall, dass keine Konsumexternalitit auftritt,

festgestellt werden. Daher ist auch iiber die Ressourcenbeschréinkung keine Aus-
sage iiber den Gesamteffekt in diesem Fall moglich.

Der folgende Satz fasst die Ergebnisse fiir die Wachstumsraten in der dezen-
tralen Wirtschaft zusammen:

Satz 10 Die Wachstumsrate von Konsum, Kapital und Output im Steady State
der dezentralen Wirtschaft erhdlt man bei gegebenem Arbeitsinput aus der Glei-
chung

g = 210 o MRS~ @) -] )

Sie ist grofier als die sozial optimale Wachstumsrate gP, wenn die Vermdgensex-
ternalitit in der Nutzenfunktion stark ist (MRSZ/A’lfl (19) > 1). Im Grenzfall
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MRSZ/A’PZ (ld) = 1% gilt g > gP bei Vorhandensein von relativem Konsum in

der Nutzenfunktion. Gilt MRS’;/A’PI (ld) =1 und gibt es keinen Einfluss von
relativem Konsum, stimmt der Steady State der dezentralen Wirtschaft mit dem
sozial optimalen idiberein (19 = 1P, (%)d = (%)p, gt =g?).
Ist die Summe der beiden FExternalititen in der Nutzenfunktion gering
c/C,1—1 (14 a/A1—1 (14 d . d P . . }
(c MRS, (1Y) + MRS; (19) < 14), gilt g* < gP. Gibt es eine Konsu
mexternalitdt in der Nutzenfunktion, kann in der letzten Bedingung auch Gleich-
heit gelten.

4.5 TUbergangsdynamik

In der dezentralen Wirtschaft ist so wie in der sozial geplanten Wirtschaft keine
Ubergangsdynamik notwendig, da der Realzinssatz im Gleichgewicht unabhin-
gig vom Kapitalstock ist. Aus Sicht der Unternehmen fiihrt eine Anderung der
Grofe des Inputfaktors Kapital wegen der fallenden Grenzertriige zu einer Ver-
danderung seiner Grenzproduktivitidt. Durch die postive Kapitalexternalitit gilt
jedoch im Gleichgewicht fiir den Realzinssatz » = f (1) — If' (I) — ¢. Er wird
somit nur durch den Arbeitseinsatz, der von den Individuen frei wihlbar ist,
festgelegt. Durch Wahl des langfristigen Arbeitsinputs zum Zeitpunkt 0 kann
der Zinssatz im Steady State sofort realisiert werden. Durch Gleichung (4.39)

1 (1d
ergibt sich aus dem Arbeitsinput ¢ die Konsum-Kapital-Quote (9)d = éd((lld))

Da das Anfangbkapltal ko gegeben ist, lisst sich daraus der Anfangswert fiir den

Konsum ¢ (0) = ko oy (ld)) bestimmen. Seine Wachstumsrate ist dann durch die

Wachstumsrate des Steady State g¢ = f (ld) —0— (E) festgelegt. Es muss nun
noch iiberpriift werden, dass die Wahl dieses Arbeitsinputs und Konsums aus
Sicht der Individuen tatsidchlich optimal ist.

4.6 Hinreichende Bedingungen

Fiir die Individuen sind die Pfade von Reallohn, Realzinssatz, durchschnitt-
lichem Konsum und durchschnittlichem Vermogen exogen gegeben und nicht
beeinflussbar. Es wurde ein makroskonomisches Gleichgewicht hergeleitet, in
dem folgende Bezichungen gelten: Aus der Gleichung (4.20) erhélt man den
eindeutigen Wert des Arbeitsinputs, der von Anfang an gewidhlt wird:

£
J() =0- 04 (19)
1

= - [f (ld) —5+ (MRSS/A’l_l (ld) _ ld) f (ld) . p] (4.46)

Aus Gleichung (4.39) erhilt man durch Einsetzen von [¢ und des exogen gege-
benen Anfangskapitalstock den Anfangswert des Konsums:

()

(4.47)
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Konsum und Kapital wachsen dann mit der gleichen Wachstumsrate, die man
entweder aus Gleichung (4.41) oder (4.42) erhiilt:

(5 = s s

(é>d _ % [f (ld) — 6+ {MRS;/AJ—I (ld) . ld] i (ld) - p} (4.49)

c

Den Pfad des Reallohns erhilt man aus Gleichung (2.25):
w(t) =k (t) f' (1) (4.50)

Er wichst mit derselben Wachstumsrate wie der Kapitalstock. Aus der Gleicung
(2.26) erhiilt man den konstanten Realzinssatz:

rd=f ) —1f (19) -6 (4.51)

Es wurde angenommen, dass es fiir die Individuen unter Kenntnis dieser
Pfade optimal ist, den Arbeitseinsatz I; (t) = [¢ und den Konsum ¢; (t) = ¢ (t)
zu wihlen. Verhalten sich alle Individuen dementsprechend, erhélt man eben
jenes Gleichgewicht, das durch die obigen Gleichungen bestimmt wird. Es wird
nun iiberpriift, unter welchen Voraussetzungen diese Wahl fiir die Individuen
optimal ist.

Zunichst wird die Erfiillung der notwendigen Bedingungen (2.17), (2.18) und
(2.20) sowie der Transversalititsbedingung (2.24) iiberpriift:

OH a; C; a; ¢\ 1 -
(‘3@ :Ul (Czalu A C) +U4 (C“l“Z’é) a—Al—O (452)
0H A
(9lL U2 (C’La (2 A O) + )\ w =10 (453)
)"i (Cza i 027 C)
SV : — T 4.54
N e s ) (et g ey s Y
Jim 77PN () a (1) = 0 (4.55)

Man kann nun die Pfade von Reallohn und Realzins sowie die m&gliche Wahl
des Individuums I; (t) = % und ¢; (t) = c(t), die auch a; (t) = a(t) = k(t)
und gemif der ersten Gleichung A; (t) = A (¢) impliziert, in diese Bedingungen
einsetzen. Damit erhilt man jene Bedingungen, die fiir das makroskonomische
Gleichgewicht hergeleitet wurden (Gleichungen (2.28), (2.29) und (2.30)) und
die Transversalitéitsbedingung:

U (¢,1%1,1) + Uy (¢,1%,1,1) % =) (4.56)

—Us (e, 14,1,1) = Ak f' (1) (4.57)

Do [ -1 (1) + MRS (1)~ ) (4.58)
lim e "' A(t)k(t) =0 (4.59)

t—o0
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Aus der ersten Bedingung erhilt man den Pfad des Kozustandes
At)=U (c(t),14,1,1)+ Uy (c(t),1%,1,1) L =iy Die Wahl der Konsum-Kapital-

1 (1d
Quote (%)d = g)d((lld)) stellt sicher, dass die zweite notwendige Bedingung erfiillt
wird:

AOE®) (1Y) = |Ui(e®),1%1,1) +Us (c(t),141,1) C(lt)} k(t) f (1%
_ —Us (C 1 ) / (7d
- e kO

= —Uy(c(t),1%1,1) [(k)d}_l /()

o7 (1)
= —Us(c(t),141,1)

Da der Arbeitseinsatz konstant gewihlt wird, erhélt man aus der ersten notwen-
digen Bedingung den bereits mehrfach verwendeten Zusammenhang zwischen
den Wachstumsraten von Kozustand und Konsum und man kann die Wachs-
tumsrate des Konsums einsetzen:

> >
Il
|
Q
[

= —o— [F (1) =0 —1F (1) + MRS £ (1) — o)
= = [F () = o= (1) + MRSFC (1) MRSG (e,1%) kf' (1) = ]
= = [F(1) =6 =11 (7) + MRSG* (1) — p]

-1
In der letzten Zeile wurde dabei die Gleichung (MRSg’l_l (c, ld)) =kf (1),

die aus den ersten beiden Bedingungen folgt, verwendet. Damit ist auch die
Differentialgleichung des Kozustandes erfiillt.

Schliefllich kann die Transversalitéitsbedingung iiberpriift werden: Wie in der
sozial geplanten Wirtschaft kann mit Hilfe der Wachstumsrate von A (¢) k (¢),
die man aus der Summe der Wachstumsraten von Kozustand und Kapital
erhilt, argumentiert werden. Fiir die Wachstumsrate des Kozustandes gilt
% = —og?%. Dementsprechend erhilt man die Wachstumsrate von A () k (¢) als
(1 — o) g%. Die Transversalititsbedingung ist erfiillt, wenn die Wachstumsrate

von e Pt (t) k (t) asymptotisch negativ ist. Diese Wachstumsrate lautet:

—p+(1—0)g’

= 19 ;J) [f (1) =6 —14f" (1%) + MRS (1) £ (14) — p]
(1= ) [ (1) = 6 = 1f" (1) + MRSZ™A (1) 77 (1) - o

a

Fiir 0 = 1 ist diese negativ und die Transversalititsbedingung erfiillt. Ist der
Realzinssatz positiv (f (ld) — 5= f (ld) > 0), ist die Wachstumsrate von
e P\ (t) k(t) fiir o > 1 ebenfalls negativ und die Transversalititsbedingung

erfiillt. Gibt es eine starke Vermogensexternalitéit (M RSZ/ A=t (1) > 19) ist die
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Transversalitéitsbedingung ebenfalls erfiillt: In diesem Fall ist die Wachstumsrate
von e Pt (t) k (t) kleiner als:

(1= o) [F (1) 8] + [MRS;1 (1) 1] g (17) —

g

Dieser Ausdruck ist gemifi der Bestimmungsgleichung (4.33) fiir den Ar-
1(1d

beitseinsatz negativ, da % positiv ist. Um auch in anderen Féllen eine Aus-

sage iiber die Giiltigkeit der Transversalititsbedingung treffen zu koénnen, ist

eine Umformung der Wachstumsrate von e ?* ) (¢) k (¢) mit Hilfe von Gleichung

(4.33) moglich:

(L= 0) £ (1) =0 =19 (%) + MRSF™ 7 (19) 1 (1) | = o

g
f/(ld) a/A1=1 (1d d\ ¢ (1d
~on e ~ (MRSFTHE) i) g ()
7 cUy (e, 14,1,1) + Uy (e, 1%,1,1) + Us (c, 1,1, 1) | o
T —U, (¢, 19,1,1) — )

) [((, IPNAGE. " 82 X () ld] o

V() +w (1) +x (1)
v/(id)

Gilt (o —1)
ebenfalls erfiillt.

Damit die notwendigen Bedingungen auch hinreichend fiir die Optimali-
tiat sind, miissen Konkavitdtsannahmen erfiillt sein. Damit die ersten beiden
Bedingungen hinreichend fiir die intratemporale Optimierung sind, muss die
Hamilton-Funktion der Individuen strikt konkav gemeinsam in Konsum c¢; und
Arbeitsangebot I; sein. Gem#f Gleichung (2.16) lautet sie

> 19, ist die Transversalititsbedingung daher

a; C;
19 A ) C
Die Konkavitét der Hamilton-Funktion in Konsum und Arbeit ist somit gleich-

bedeutend mit der Konkavitit der Momentan-Nutzenfunktion U (ci, liy 5 %)
Diese ist dquivalent zu den folgenden Bedingungen:

Uiy Uy

H (Ci, li,a;, )\1) =U (Ci,l ) + X\ (rai + wl; — Ci) (460)

U +2-2 4+ 22 < 4.61
11+ c + o2 < (4.61)
Uy <0 (462)

Uy U Uss \°
(Un + 2% + Cj*;) Usy — (U12 + é‘*) >0 (4.63)

Die erste Bedingung stellt die strikte Konkavitéit der Nutzenfunktion in eigenem
Konsum sicher, die zweite Bedingung die strikte Konkavitéit in Arbeit bzw.
Freizeit. Die dritte Bedingung ist schliellich notwendig und hinreichend, damit
die Nutzenfunktion auch gemeinsam strikt konkav in Konsum und Arbeit ist.
In der sozial geplanten Wirtschaft wurde gezeigt, dass die gesamtwirtschaft-
liche Hamilton-Funktion nicht konkav in Kapital ist. Fiir die Individuen ist aber



4 DEZENTRALE WIRTSCHAFT 51

nur das eigene Vermogen (im Zeitverlauf) verénderbar und sie nehmen den Pfad
des gesamtwirtschaftlichen Kapitals als gegeben. Da sie die Produktionsexter-
nalitét von Kapital nicht internalisieren, kann die Hamilton-Funktion konkav
in eigenem Vermogen sein. Wegen der Linearitéit der Ressourcenbeschrinkung
in Vermogen, Arbeit und Konsum, ist die Konkavitit der Hamilton-Funktion
in Vermogen, Arbeit und Konsum gleichbedeutend zur Konkavitit der Nut-
zenfunktion. Die notwendigen Bedingungen sind daher hinreichend, wenn noch
folgende Bedingungen erfiillt sind:

Uss
- <0 (4.64)
Un+2% +% U+ % Y44
det Upp + Y2 Usa Uszs <0 (4.65)
Uis @ Uas @
A AC A A2

Die erste Bedingung stellt dabei die strikte Konkavitit der Nutzenfuktion in
Vermogen sicher und die zweite die strikte gemeinsame Konkavitdt in Konsum,
Arbeit und Vermogen. Im Spezialfall, in dem relatives Vermdgen keinen Einfluss
auf den Nutzen der Individuen hat (Us = 0) sind diese beiden Bedingungen nicht
notwendig und die Hamilton-Funktion gemeinsam konkav in Konsum, Freizeit
und Vermogen, was die Optimalitéit der Losung sicherstellt.

Kann die Nutzenfunktion diese zusétzlichen Bedingungen nicht erfiillen, kén-
nen schwichere hinreichende Bedingungen iiberpriift werden. Fiir die Optimali-
tét ist es auch hinreichend, wenn die in den Kontrollvariablen ¢; und /; maximier-
te Hamilton-Funktion H® (a;, \;,t) fiir gegebenes \; und gegebenen Zeitpunkt ¢
konkav im Vermogen a; ist. Da die die Hamilton-Funktion maximierenden Wer-
te fiir Konsum und Arbeit im Allgemeinen nur implizit bestimmt sind, verzichte
ich auf die weitere Analyse dieser Bedingung.

Da es sich im Modell um homogene Individuen handelt und dementspre-
chend nur symmetrische Gleichgewichte betrachtet werden, ist fiir den Einfluss
von Status auf das makroskonomische Verhalten nur der Grenznutzen von re-
lativem Konsum und relativem Vermogen ausgewertet an den symmetrischen
Stellen entscheidend. Die Annahme der Konkavitit ist daher nur wichtig, um
die Optimalitét des makroskonomischen Gleichgewichts aus Sicht der Individu-
en sicherzustellen. Fiir die Zusammenfassung der hinreichenden Bedingungen
wird daher im folgenden Satz die gemeinsame Konkavitit der Nutzenfunktion
vorausgesetzt.

Satz 11 Fir die Optimalitat des Steady State mit konstantem Arbeitsinput aus
Sicht der Individuen ist es hinreichend, dass die Nutzenfunktion U (ci7 li, %, %)
gemeinsam konkav in eigenem Konsum c¢; , Arbeitseinsatz l; und Vermdgen a;
ist und die Transversalitdtsbedingung
lim e P\ (t) &k (t) =0 (4.66)
t—o0
erfullt ist. Bei einem positiven Realzinssatz ist die Transversalitdtsbedingung fiir
o > 1 erfillt. Andernfalls ist es hinreichend, dass W%—MRSg/A’l_l (ld) >[4
gilt.
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5 Optimale Besteuerung

Das Ziel dieses Kapitels ist es, durch Einfithrung von Steuern bzw. Subventio-
nen in der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale Gleichgewicht zu errei-
chen. Zunéchst werden die Ergebnisse in der sozial geplanten Wirtschaft, welche
repliziert werden sollen, zusammengefasst.

5.1 Soziales Optimum

Das makroskonomische Verhalten der sozial geplanten Wirtschaft wird durch die
Gleichungen (3.8), (3.9) und (3.11) und die Ressourcenbeschréinkung bestimmt:

Ui(e,l,1,1) = A=0 (5.1)
Us (¢,1,1,1) + Mk f' (1) = 0 (5.2)
L= lfW -5 (53)

i ‘
c=fW-0- (5.4)

Aus den ersten beiden Bedingungen erhilt man die Konsum-Kapital-Quote:

(E)pzc GO )
k MRSy~he () O, (Ir)

(5.5)

Der Arbeitsinput ergibt sich aus der Gleichsetzung der Wachstumsraten von

Kapital und Konsum, wobei fiir die letztere der Zusammenhang % = %% ver-
wendet wird: A
Py_s— (SN = Zrrary s —
fey=s—(3) ==1r@ -0
far)
—(oc—1 P)y—9] = .
Sogg V) —d=p (56)

Die Wachstumsrate lésst sich zum Beispiel durch die Ressourcenbeschrinkung
darstellen:

¢ = s -s- (%)
— Fr)-s-

5.2 Besteuerung in der dezentralen Wirtschaft

Um die Wachstumspfade der sozial geplanten Wirtschaft in der dezentralen
Wirtschaft zu replizieren, werden Steuern auf den Konsum (7.), das Arbeitsein-
kommen (7,,), das Kapitaleinkommen (7,) und das Vermogen (7,) der Indivi-
duen eingefiihrt!?. Die Summe aus den Steuereinnahmen bzw. Subventionsaus-
gaben wird als Pauschaltransfer (@) an die Individuen zuriickgegeben bzw. von
ihnen eingehoben, sodass das Staatsbudget zu jedem Zeitpunkt ausgeglichen ist.

13Damit Konsum fiir die Individuen nicht kostenlos ist, wird 7. > —1 vorausgesetzt. Damit
Arbeit und Vermogen aus Sicht der Individuen mit einem positiven Reallohn und Realzinssatz
entlohnt werden, soll 7, < 1 und 7, < 1 gelten.
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Man erhilt somit die abgeéinderte Differentialgleichung fiir das Vermoégen der
Individuen:

a; = [T(l 77_7") *Ta]ai“i’fw(]- *Tw)li —C; (1+7—c) +Q (58)
Die current-value Hamilton-Funktion lautet nun:

H (ei,liyais \) = U (e, 5 %) + .

AN {[r(1—7) — 7o) ai +w (1 — 7))l — ¢ (1 +7¢) + Q} (5.9)

Man erhélt damit die notwendigen Optimalitétsbedingungen der Individuen:

oH a; G a; ¢\ 1
= iy biy T N isbiy 0y T~ ) T~ T N\ 1 c) = 1
5 Ul(cl - C)+U4(cl . C)C N(1+T)=0  (5.10)
oH ai ¢
= i lis = w(l—71y) = 11
ol; U2(C“Z“A’c)“l“’( Tw) =0 (5.11)
Ao om
a; C; 1
= [T(ITT)T“JrUg(Ci’li’A’C))\iA’0}
= —[r(l—7,)—Ta+ MRS (1+71.)— p] (5.12)

In einem symmetrischen Gleichgewicht gilt a; = a, ¢; = ¢,l; =1, w = kf’ (1) und
r=f()—1f" (I)— 0. Da es sich um eine geschlossene Volkswirtschaft handelt,
wird die Ressourcenbeschrinkung der Volkswirtschaft durch die Einfiihrung von
Steuern nicht veréndert. Bei einem zu jedem Zeitpunkt ausgeglichenen Staats-
haushalt, stimmt das Vermogen der Individuen mit dem Realkapital iiberein
(a = k). Die Hohe des Pauschaltransfers, der ein ausgeglichenes Staatsbudget
sicherstellt, betriigt:

Q = (r7r+7a)k+wryl+ecre
= [(f(l)*lf/(l)76)7r+7a]k+kfl(l)7_wl+07—c
= [(fO)=0) 1+ 70+ (Tw — 7)) Uf D]k +Tec (5.13)

Es geniigt durch die Wahl der Steuern sicherzustellen, dass der Arbeitseinsatz
und die Konsum-Kapital-Quote der dezentralen Volkswirtschaft mit den sozi-
al optimalen Werten iibereinstimmen. Wegen der unverinderten Ressourcenbe-
schriankung ergibt sich dann auch die gleiche Wachstumsrate. In einem symme-
trischen, makroskonomischen Gleichgewicht mit stets ausgegeglichenem Staats-
budget wird die Entwicklung durch das folgende System beschrieben:

Uy (e, 1,1) + Us (e, 0,1,1) % (147 (5.14)
Uy (6,1, 1,1) = Mef' (1) (1 — 7a) (5.15)

L= W51 W)~ )~ 7at MESS (1470 ] (5.16)
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3o B (0) = ko (5.17)

Die Bedingung (5.16) kann man wegen MRS$® = MRS 'MRS, ™ =
MRSy e D)1 e = MRSG/A - lf’( D17 i=Tw wie im vorherigen Kapitel auch
in der folgenden Form schrelben

L= [ 51 W1~ 7) — ra+ MRSTAH D £ 1) (- 7))

(5.18)
Aus den ersten beiden Bedingungen erhiilt man wieder die Konsum-Kapital-
Quote:14

c\4 ) 1-1,
(7) - CMRSPZ’C 147
d C
1! (ld) 1—7y

= ST (5.19)

Diese muss bei gegebenem Arbeitsinput mit der sozial optimalen in Gleichung
(5.5) iibereinstimmen, damit bei gleichem Arbeitsinput und (Anfangs-)Kapital
in den beiden Wirtschaften auch der gleiche Konsum resultiert. Daher muss die
folgende Bedingung erfiillt sein:

l—Tw_@d(lp) Uy
1+TC_9p(lp) U1+U4

(5.20)

c lj=[p

Falls die Individuen einen positiven Nutzen aus hoherem relativen Konsum
ziehen, ist der Quotient kleiner als 1 und die linke Seite muss daher

U, +U 1
ebenfalls kleiner als 1 sein. Dies kann durch eine alleinige Besteuerung von Kon-
sum oder Arbeitseinkommen erreicht werden. Ebenso ist eine Kombination der
beiden Steuern moglich, wobei mindestens eine der beiden positiv sein muss,
damit der Quotient 3 L= - kleiner als 1 ist.

Es wird nun angenommen, dass die Lohnsteuer konstant gewihlt wird. Aus
der Bedingung (5.20) folgt damit, dass auch die Konsumsteuer konstant sein
muss. In der Folge wird gezeigt, dass diese Annahme nicht zu restriktiv ist und
es trotzdem moglich ist, in der dezentralen Wirtschaft das soziale Optimum
zu erreichen. Bei einer konstanten Konsumsteuer, erhélt man aus der zweiten
notwendigen Bedingung (5.15) durch Differenzieren nach der Zeit unter Bertick-
sichtigung, dass der Arbeitseinsatz konstant ist:

—Upge = Mef (1) (1 = 74) + kA (1) (1 = 7o) (5.21)

Dividiert man diese Gleichung durch die Bedingung (5.15) selbst und verwen-

det man, dass ¢ E und °U12 = 1 — o gilt, erhélt man auch in der dezentralen
Wirtschaft mlt Steuern den bekannten Zusammenhang zwischen den Wachs-
tumsraten von Konsum und Kozustand:

CU12 ¢ - )\ k‘

U o A%

14 Mit einem hochgestellten ,d“ sind nun Steady-State-Werte in der dezentralen Wirtschaft
mit Besteuerung gekennzeichnet.
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é 1A
S Co 22 5.22
c oA ( )

Damit die Wachstumsrate des Konsums mit der sozial optimalen iibereinstimmt,
ist es daher notwendig, dass die Wachstumsrate des Kozustandes mit jener in
der sozial geplanten Wirtschaft iibereinstimmt:

[f(IP) =6 —1Pf ()] (1 = 70) = 7o + MRSY ™S L) £/ (1P) (1= 70) — p

= f(I")=56—p (5.23)
& [MRSMTT ) A=) =P @) = [F @) =0 F (@) = )7, 4 74
(5.24)

Da die Wachstumsrate von k in der dezentralen Wirtschaft nicht verédndert
ist, erhiilt man bei Erfiillung der letzten Bedingung auch den gleichen Arbeits-
input 17 = [P, Wegen der ersten Bedingung (5.20) ist die dem Arbeitsinput

P entsprechende Konsum-Kapital-Quote (%)d identisch dem sozial optimalen

Wert. In der dezentralen Wirtschaft stimmen damit Arbeitsinput, Konsum und
Wachstumsrate iiberein, wodurch sich derselbe Steady State wie in der sozial
geplanten Wirtschaft ergibt.

Um den sozial optimalen Steady State zu erreichen, muss der Kozustand
zwar dieselbe Wachstumsrate wie in der sozial geplanten Wirtschaft haben, sein
Niveau kann jedoch unterschiedlich sein: In der zweiten Gleichung (5.15) kann
man erkennen, dass es bei einer von Null verschiedenen Lohnsteuer um den
Faktor (1 —7,) " abweicht. Eine Interpretation dieser Abhéingigkeit des Nive-
aus des Kozustandes von der Lohnsteuer ergibt sich durch die Betrachtung des
Kozustandes als Schattenpreis des Vermogens: Eine Erhshung der Lohnsteu-
er filhrt zu einer Verringerung des relativen Preises von Freizeit. Daher kann
der Arbeitseinsatz bei einer zusitzlichen Einheit des Vermogens in groferem
Ausmaf eingeschrinkt werden als in einer Wirtschaft ohne Lohnsteuer. Daraus
ergibt sich ein hoherer Nutzengewinn aus einer zusétzliche Einheit des Vermo-
gens, was einem hoheren Kozustand entspricht.

Da eine intratemporale Verzerrung nur bei Vorhandensein einer Konsumex-
ternalitéit auftritt, wird in der Folge zwischen Uy = 0 und U; > 0 unterschieden.

5.2.1 Volkswirtschaft ohne Konsumexternalitit

Gibt es keine Konsumexternalitidt in der Nutzenfunktion, ergibt sich aus der
ersten Bedingung (5.20) keine Notwendigkeit einer Besteuerung. Kommt es den-
noch zu einer Besteuerung von Konsum, muss das Arbeitseinkommen im glei-
chen Ausmaf} subventioniert werden und umgekehrt: —7,, = 7.

Die Kapitalexternalitiit in der Produktionsfunktion verringert die linke Seite
der zweiten Bedingung (5.24) um P f' (I?) und die rechte Seite um [P f' (IP) 7, <
I f' (IP). Daher muss die rechte Seite verringert oder die linke Seite erhtht wer-
den. Dies kann durch eine Subvention des Kapitaleinkommens oder des Vermo-
gens geschehen. Eine Vermogensexternalitét fiihrt ceteris paribus zu einer Erho-
hung der linken Seite von Bedingung (5.24). Dies kann durch eine Besteuerung
von Kapitaleinkommen oder Vermogen kompensiert werden. Der Gesamteffekt
der Produktionsexternalitit und einer moglichen Vermogensexternalitit wird
durch die Grofle der Grenzrate der Substitution von relativem Vermégen fiir
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Freizeit bestimmt. Behebt man die intertemporalen Verzerrungen durch eine al-
leinige Besteuerung bzw. Subvention von Zinsertréigen oder Vermogen, ergeben
sich folgende Steuersitze aus der Bedingung (5.24):

MRSy 1
W) ) =3

To = [MRSZ/A’l_l ) — ] £ () (5.26)

(v (5.25)

Ist die Vermogensexternalitét stark (MRS;/A’l_l (iP) > IP), kommt es zu einer
Besteuerung von Kapitaleinkommen oder Vermégen. Es ist auch eine Mischung
der beiden Steuersitze moglich, sodass Bedingung (5.24) erfiillt ist. Eine starke
Vermogensexternalitéit kann aber nicht zu einer gleichzeitigen Subvention von
Kapitalertrigen und Vermogen fithren. Bei einer schwacher Vermogensexter-
nalitdt (M RS:;/ ALl o IP) gilt umgekehrt, dass eine alleinige Subvention von
Kapitalertrigen oder Vermogen ausreicht, wobei es bei einer Mischung nicht
jeweils zu einer Besteuerung kommen kann. Im Grenzfall M RSS/ A=l (iP)y=1r
wird der Effekt der Produktionsexternalitéit durch die Vermogensexternalitéit
perfekt kompensiert und es ist keine Besteuerung notwendig.

5.2.2 Volkswirtschaft mit Konsumexternalitit

Gibt es eine Konsumexternalitit in der Nutzenfunktion, ist die Besteuerung von
Konsum oder Arbeitseinkommen notwendig, damit die Grenzrate der Substitu-
tion von Freizeit fiir Konsum aus Sicht der Individuen mit der sozial optimalen
iibereinstimmt. Die intertemporalen Verzerrungen durch die Produktionsexter-
nalitdt und durch eine etwaige Vermogensexternalitidt konnen mittels einer ein-
zigen zusiitzlichen Steuer behoben werden.

Wenn die Individuen einen positiven Nutzen aus hoherem relativen Vermo-
gen ziehen, ist die Grenzrate der Substitution von relativem Vermégen fiir Frei-
zeit positiv: MRSZ/A’l_l (I) > 0. Dadurch wird die linke Seite der Bedingung
(5.24) erhoht, was durch eine Erhshung von Lohnsteuer, Kapitalertragssteuer
oder Vermogenssteuer kompensiert werden kann. In diesem Fall ist es moglich,
die Erfiillung der beiden Bedingungen (5.20) und (5.24) alleine durch eine Be-
steuerung von Arbeitseinkommen und Konsum zu erreichen: Die Besteuerung
des Arbeitseinkommens ergibt sich aus der Bedingung (5.24). Damit kann aus
Bedingung (5.20) die Konsumsteuer bestimmt werden. Man erhélt daher in die-
sem Fall durch folgende Steuersiitze in der dezentralen Wirtschaft das sozial
optimale Ergebnis:

[r
Tw=1— <1 (5.27)
MRSY A (1v)
i ()
Te= I+ =) —1>-1 (5.28)
MRSY A (1v) clh
7.=0, 7, =0 (5.29)

Ob Arbeitseinkommen und Konsum besteuert oder subventioniert werden,
hiingt von der Grofie der Externalititen ab. Wegen der obigen Uberlegungen
zur ersten Bedingung kann es jedoch nicht zu einer gleichzeitigen Subventionie-
rung von Arbeit und Konsum kommen.
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Fiir die Wahl einer alleinigen Besteuerung von Konsum (7, = 0) und Ver-
mogen oder Kapitaleinkommen ergibt sich die Konsumsteuer aus der ersten
Bedingung (5.20):

Uy
— >0
CU1

Die Besteuerung von Vermogen oder Kapitaleinkommen ergibt sich aus der zwei-
ten Bedingung (5.24).

(5.30)

Te =

- [MRs;/A’I*l () — zp} 37 (5.31)

[MRSZ‘/A’l_l (1) — zp] 717
FUP) — () — o

Diese Steuern sind genau dann positiv, wenn die Vermogensexternalitiit stark
ist (M RSa/ ALl IP). Zu einer Subvention von Vermogen oder Kapitalein-
kommen kommt es umgekehrt im Fall M RSa/ Al= l(l”) < IP. Im Grenzfall

M RSg/ Al (IP) = IP geniigt eine alleinige Besteuerung des Konsums, um das
sozial optimale Gleichgewicht zu erhalten. Damit die Besteuerung des Kapital-
MRS“/A*H(zp)sz] £a7)
. . . d .
einkommens sinnvoll ist, muss T =T ) =5 < 1 gelten, was dquiva-

lent zur Bedingung MR.S’Q/A -l (r) < f](c (l)p) ist.
Alternativ kann auch nur das Arbeitseinkommen (7. = 0) und Vermégen
oder Kapitaleinkommen besteuert werden. Die Hohe der Lohnsteuer ergibt sich

wieder aus der ersten Bedingung:

(5.32)

Ty =

UL
T = et >0 (5.33)
Ui +U4E

Die Hohe einer alleinigen zusétzlichen Vermogensteuer oder Kapitalertragssteu-
er erhilt man aus der zweiten Bedingung:

e = [MRS{MI@) (=) -0 £ )
U
= |MRSYM ) — zp} (P 5.34
R R LA I
a/A1-1

MRS O - 55

' fap)y—irfr(v) =6 .
Diese sind genau dann positiv, wenn MRS(L/A1 ](l”) UH[-JETH > [P gilt.
Umgekehrt muss Vermogen oder Zinsertrag subventioniert chelrden7 wenn
MRS (1p) & it < 17 gilt. Im Grenzfall MRS ) o = 1
geniigt eine allelnlge Besteuerung des Arbeitseinkommens. Damit die Kcapital—
ertragssteuer kleiner als 1 ist, muss die Bedingung M RSa/ A= l(lp) Ulfflh T <

fj(c (Z)P) gelten.

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnitts werden im folgenden Satz zu-
sammengefasst:
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Satz 12 Durch die Finfiihrung von mazimal zwei konstanten Steuersdtzen kann
in der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale Gleichgewicht erreicht werden

(14 =1, (9)d = (E)p, g% = g?). Die Steuersiitze miissen die Gleichungen

k k
1-— Tw - U1
1+7. U+ Uil (5.36)
Us p| ¢ 0 P D £ (1D
f%(lfm)*l frary=1f@) =1fr)=olrr+7q (5.37)
erfillen, wobei die Funktionen UlflU4l und 7U('J2 aufgrund der Annahmen be-

ztiglich der Form der Nutzenfunktion nur von l abhdngig sind und an | = [P
ausgewertet werden.

Dies ist im Allgemeinen zum Beispiel durch die Wahl einer Konsumsteuer
und einer Kapitalertragssteuer maglich:

U
=T (5.38)
5
= —v2 ! (1D
™= Fw ey —s ) (5.39)

Gibt es eine Vermdigensexternalitdt in der Nutzenfunktion, ist eine alleinige
Besteuerung von Konsum und Arbeitseinkommen zur Erreichung des sozialen
Optimums maoglich.

Gibt es eine Konsumezternalitdt in der Nutzenfunktion, ist die Besteuerung

von Konsum oder Arbeitseinkommen notwendig. Gilt _U—(;Q = [P, geniigt eine
alleinige Besteuerung des Konsums. Gilt 7U[}2 U14[-JI1J4l =[P, gentigt eine alleinige

Besteuerung des Arbeitseinkommens.
Gibt es keine Konsumezternalitdt in der Nutzenfunktion, geniigt eine allei-
nige Besteuerung des Kapitaleinkommens oder Vermédgens. Im Fall U[}Z) =[P

entspricht das Gleichgewicht der dezentralen Wirtschaft ohne Besteuerung dem
sozialen Optimum.

6 Illustratives Beispiel

In diesem Kapitel werden fiir die Produktionsfunktion und die Nutzenfunktion
spezielle Formen gewihlt. An Hand dieser werden die Bedingungen und Ergeb-
nisse der bisherigen Abschnitte illustriert.

6.1 Cobb-Douglas Produktionsfunktion
Es wird die Cobb-Douglas Produktionsfunktion unterstellt:

F (k;, Tl;) = BES (T1;)' (6.1)

Mit der Definition f (z) := F (1,z) erhilt man die Produktionsfunktion in in-
tensiver Form in Abhéngigkeit von der Arbeitsintensitét:

/() -a)
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Mit der Spezifikation der Produktionsexternalitit (T" = k) erhilt man die ge-
samtwirtschaftliche Produktionsfunktion in intensiver Form:

f(l)=DBl*"" (6.3)

Fiir die beiden Parameter gilt o € (0,1) und B > 0. Fiir die ersten beiden
Ableitungen gilt daher:
) (1-—a)BI™™ >0 (6.4)
() = —a(l-a)BIm*t<0 (6.5)

Verdnderungen der Parameter haben daher folgende Auswirkungen: Eine Er-
hshung des Faktors B fiihrt jeweils zu einer absoluten Vergroflerung von f (1)
und f’ (1). Eine Verdnderung des Parameters o hat einen Einfluss auf Niveau,
Steigung und Kriimmung der Produktionsfunktion im Intervall (0,1). Aus

of) _o(BI'™") 1.
e = oa = —BI'*Inl (6.6)

und [ € (0,1) folgt, dass eine Erhshung von a zu einer Erhshung von f (1)
und daher auch zu einer Steigerung der gesamtwirtschaftlichen Grenzprodukti-
vitéit (= Durchschnittsproduktivitit) von Kapital fithrt. Differenziert man f” (1)
partiell nach «, erhilt man

ar' () o0((1—«a)Bl™®)

e e =BlI™[-1-(1—a)ln]] (6.7)

Diese Ableitung ist genau dann positiv, wenn

1
1(1Oz)lnl>0<:>l<exp(1 )
-

Fiir kleine [ kommt es durch einen Anstieg von « dementsprechend zu einer
Erhshung der Grenzproduktivitidt von Arbeit und fiir [ > exp (—ﬁ) zu einer
Verringerung.

6.2 Isoelastische Nutzenfunktion
Fiir 0 # 1 wird die folgende Nutzenfunktion definiert:
Ny (ai\ 11/ (S 1=
{Ci(l—li) X(Z’)W(ﬁﬂ —1

U (cl% %) = - , (6.8)

wobei fiir die Funktionen X (%) > 0und W (%) > 0 im symmetrischen Gleich-
gewicht X (1) = W (1) = 1 gelten soll. Es wird die additive Konstante —L hin-
zugefiigt und die Funktion V (I;) = (1 — lz-)”(l_a) abhingig von o definiert, da-
mit der Grenziibergang 0 — 1 moglich ist. Die Funktionen X (%) und W (%)
sollen nicht von o abhiingig sein. Dann erhélt man mit Hilfe der Regel von
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L’Hospital den Grenzwert:

e £ ()W ()]

lim

o—1 1*~U ] ) 3 1-0
el )W ()] [0 -1 X () W (2)]

o1 -1
s (e ()
= e+l (-1)+0 X (4) +mw (2)

Damit erhélt man als Grenzfunktion im symmetrischen Gleichgewicht eine ad-
ditiv separable Nutzenfunktion, wie sie fiir die Existenz eines Steady State mit
konstantem Arbeitsinput im Fall o = 1 gefordert wurde.

Es wird nun iiberpriift, unter welchen Bedingungen die Nutzenfunktion einen
positiven und fallenden Grenznutzen von Konsum und Freizeit aus Sicht eines
sozialen Planers aufweist. Die Ableitung der Nutzenfunktion nach der ersten
Komponente, ausgewertet im symmetrischen Gleichgewicht, lautet!®:

U (e,,1,1)=c 7 (1-0)"""" >0 (6.9)

Der Grenznutzen von Konsum aus Sicht eines sozialen Planers ist daher ohne
zusétzliche Voraussetzungen positiv. Auflerdem ist er wie vorausgesetzt streng
monoton fallend:

Uy (¢,1,1,1) = —oc 1 (1= 1)"""7) <0 (6.10)

Der Grenznutzen von Freizeit ist nur dann positiv und fallend, wenn 7 bestimmte
Bedingungen erfiillt. Es gilt:

—Us (e,1,1,1) = ne' =7 (1 — )"=o)=1 (6.11)

Fiir die Positivitit des Grenznutzens muss daher n > 0 gelten. Die zweite par-
tielle Ableitung nach der 2. Komponente soll negativ sein:

Us (e, 1,1,1) =nn(l— o) — 1]t (1 — 1)"1=)72 (6.12)

Dafiir muss 7 (1 — 0)—1 < 0 gelten. Im Fall o > 1 stellt dies keine Einschrinkung
dar. Fiir o < 1 erhélt man die Bedingung n < ﬁ Fiir die gemischte partielle
Ableitung nach Konsum und Freizeit gilt:

Uiz (e,1,1,1) = (1 =) e (1 — )" (6.13)

Der Grenznutzen von Konsum héngt, wie bereits allgemein festgestellt, im Fall
o > 1 negativ und im Fall ¢ < 1 positiv von der Freizeit ab und ist im Fall 0 = 1
unabhingig von der Freizeit. Es wird nun iiberpriift, ob die Nutzenfunktion auch
gemeinsam konkav in Konsum und Freizeit ist:

UnUss — (Ui2)* = —onn(l—o0)—1]c 27 (1—1)>10"72
—?(1—0)?c 2 (1-1)"0"72 (6.14)

= (615)

5 Durch die Wahl einer Nutzenfunktion, die den Grenziibergang fiir o — 1 erlaubt, miissen
die Fille 0 = 1 und o # 1 nicht getrennt betrachtet werden.
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Damit dieser Ausdruck positiv ist, was die strikte gemeinsame Konkavitit in
Konsum und Freizeit bedeutet, muss

—oln(l—0)=1-n(1-0)>>0 (6.16)
gelten. Eine Umformung dieser Ungleichung ergibt die Bedingung:
n(l—o)<o (6.17)

Im Fall o > 1ist diese Bedingung erfiillt. Fiir o < 1 muss < 1% vorausgesetzt
werden. Dies ist eine stirkere Voraussetzung als die fiir die alleinige Konkavitét
in Freizeit notwendige Bedingung n < i Je niher o bei 1 ist, umso leichter
ist diese Bedingung zu erfiillen.

Fiir den Einfluss der Statuskomponenten auf das makroskonomische Ver-
halten der dezentralen Wirtschaft sind nur ihre Grenznutzen ausgewertet an
symmetrischen Stellen von Bedeutung. Der Grenznutzen von relativem Vermo-
gen betrigt:

Us(c,1,1,1) = [e(1 =17 X' (1) (6.18)

Die Bedeutung von relativem Vermogen fiir die homogenen Individuen wird
daher alleine durch X’ (1) =: v > 0 bestimmt. Sie ist umso groBer, je groBer
v gewdhlt wird - im Fall v = 0 gibt es keine Auswirkungen von relativem
Vermogen. Eine Funktion, die dies leistet'S und ab sofort unterstellt wird, ist
X (%) = (%)V Die Funktion X (I) aus Satz 6 hat mit dieser Definition die

Form X (1) = v (1 — )"~ Der Grenznutzen von relativem Konsum betrigt:
Us(e,,1,1) = [e(1 =17 W' (1) (6.19)

Die GroBe von W' (1) =: w > 0 ist fiir die Stéirke des Effekts von relativem
Konsum entscheidend, wobei ein stéirkerer Effekt einem hoheren Wert von w
entspricht. Es bietet sich daher analog zur Vermogensexternalitit die Wahl
der Funktion W (%) = (%) an. Die Funktion W (I) aus Satz 6 lautet damit
W () =w(l—1"=,

Mit der konkreten Wahl der Statuskomponenten ergibt sich die folgende
Nutzenfunktion der Individuen:

e AN TAT R

U(Ci,li,%7%) = [Ci(l L) (,14)70(0) ] ! (6.20)
N g |

_ [ 7 ( )1 _;1 C ] (621)

Die letzte Darstellung erlaubt unmittelbar die Bestimmung der Bedingungen
fiir die Konkavitdt in Konsum und Vermogen aus Sicht der Individuen. Damit
sie strikt konkav in ¢; ist, muss

(14+w)(l—0)<1 (6.22)

gelten, was im Fall 0 > 1 in jedem Fall erfiillt ist. Fiir 0 < 1 muss w < %>
vorausgesetzt werden. Fiir die strikte Konkavitit in Vermogen muss

v(l—o)<1 (6.23)

16Djese Funktion ist nicht fiir negative Werte des Vermdgens definiert. Da sich die Individuen
im symmetrischen Gleichgewicht nicht verschulden konnen, ist diese Einschrinkung fiir das
vorliegende Modell nicht problematisch.
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gelten, was im Fall ¢ > 1 wiederum automatisch erfiillt ist. Im Fall o < 1 muss
v < 1ia vorausgesetzt werden. Fiir die gemeinsame Konkavitdt in Konsum,
Freizeit und Vermogen muss aulerdem

lI4+w+n+rv)(l—-0)<1 (6.24)

vorausgesetzt werden'”. Dies stellt ebenfalls nur eine Einschriinkung fiir o < 1
dar. Auflerdem ist es eine stéirkere Bedingung als die bisher genannten. Die in
der Folge verwendete Nutzenfunktion wird nun zusammengefasst:

Annahme 6.2.1 Die Nutzenfunktion hat die Form:

R e (1 — 17 (2} ()17 Zq

U(Ci,li,&7&): [ei (L =1)" (%) (&)"] (6.25)
A C l—0

Fiir die vier Parameter werden folgende Annahmen getroffen, damit die Nut-

zenfunktion gemeinsam strikt konkav in Konsum, Freizeit und Vermdogen ist:

c6>0,1>0,v>0,w>0 (6.26)
l+wt+n+v)(l—0)<1 (6.27)
Im Grenzfall o = 1 ergibt sich die Nutzenfunktion
@ e e s a o
U (ci,li,z, 6) =lne; +nln(l—1)+vn (A) +wln (C) (6.28)

6.3 Sozial geplante Wirtschaft

Fiir die konkrete Nutzenfunktion werden zunichst die Bedingungen und Ergeb-
nisse in der sozial geplanten Wirtschaft bestimmt. Fiir die Funktion ©,, (1) erh&lt
man geméif ihrer Definition:

1
0,(1) = EMRS;’I’C(C,Z,I,l)

_U2 (C, l7 17 1)
CUl (C, la 13 1)

Ui
= — 2
=1 (6.29)
Damit erhélt man aus Gleichung (3.37) die Konsum-Kapital-Quote:

)
FTO0,0
Bl—a)l-1

= —F (6.30)

Aus den Gleichungen (3.39) und (3.40) erhilt man die Wachstumsraten von
Konsum und Kapital in Abhéingigkeit vom Arbeitsinput:

C = Srm-s-g
_ %(le—a_a—p) (6.31)

"Bei v > 0 darf in der Bedingung auch Gleichheit gelten. Die Nutzenfunktion ist dann
strikt gemeinsam konkav in Konsum und Freizeit und gemeinsam konkav in Konsum, Freizeit
und Verméogen.
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Abbildung 1: Bestimmung des Arbeitsinputs in der sozial geplanten Wirtschaft
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(6.32)

Die Wachstumsraten sind beide streng monoton wachsend in /. Die Bedingungen
von Satz 2 stellen sicher, dass die Differenz von % und % streng monoton fallend
ist und an der Stelle [P den Wert 0 annimmt. In der Abbildung 1 sind die
beiden Wachstumsraten in Abhingigkeit vom Arbeitsinput eingezeichnet. Die
verwendeten Parameter sind in der folgenden Tabelle aufgelistet:

Parameter | Wert
0,2
0,3
0,02
0,03
1,5
0,5

3ol |>le|w

Der sozial optimale Wert von Arbeitsinput und Wachstumsrate ergibt sich
im Schnittpunkt der beiden Kurven. Bei der gewihlten Parametrisierung er-
hilt man [P = 0,772 und ¢g? = 0,078. Die Konsum-Kapital-Quote betrigt
(£)" = 0,069.

Fiir die Existenz einer eindeutigen Losung wurden in den Sétzen 2 und 3 die
folgenden Bedingungen vorausgesetzt: Die Funktion ©,, (I) muss streng monoton
wachsend sein und fiir [ — 1 unbeschrinkt werden, damit Freizeit und Konsum
normale Giiter sind und die Grenzrate der Substitution von Freizeit fiir Konsum
bei schwindender Freizeit unbeschrinkt wird. Fiir die gewéhlte Nutzenfunktion
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gilt:
e ()= U >0 6.33
}Hq 0, (1) = lhn} ;=% (6.34)

Diese beiden Bedingungen sind daher ohne zusitzliche Voraussetzungen an die
Parameter erfiillt. Weiters muss die maximale Nettoertragsrate des Kapitals die
folgende Ungleichung erfiillen:

(c=D[f1)=6l+p=(c—-1)(B=9+p>0 (6.35)

Im Fall 0 < 1 muss auch noch iiberpriift werden, dass die Differenz der Wachs-
tumsraten von Konsum und Kapital streng monoton fallend in [ ist. Fiir ihre
Differenz erhélt man:

a<é—k> —(lea—a—p)—a[gzla_(;_B(l—a)l—l

c k n [

—Oz)

_ _O,_E —a l—a . 0_(1 —a
_<1 77(1 )>Bl (1-0)6+ BI™—p  (6.36)

Differenziert man nach I, erhélt man die Bedingung;:

11—«

<1U;(1a)) (1-a)Bl™ —ga—=BI*t <0
@(1—0—;(1—a)>l—ga<0 (6.37)

Fiir kleine [ ist diese Bedingung ohne zusiitzliche Voraussetzungen erfiillt. Es
geniigt, sie auch fiir [ = 1 zu tiberpriifen. Damit erhélt man die Bedingung:

7
= 1-0-2
7
so>—1 (6.38)
1+mn

Damit erh:lt man bei gegebenem 7 eine untere Schranke fiir o. Zur Uberpriifung
der hinreichenden Bedingungen fiir die Optimalitiit des Steady State in der sozial
geplanten Wirtschaft werden zunichst die Elastizititen des Grenznutzens von
Konsum und Arbeit beziiglich Arbeit und die Elastizitit der Grenzproduktivitét
der Arbeit beziiglich Arbeit berechnet:

P12 (1) = % =-n(l-o) % (6.39)
o)1= T2 = L-n (-0 1 (6.40)
i = - (6.41)

fl
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Damit kann iiberpriift werden, dass die hinreichenden Bedingungen aus Satz 5
ohne weitere Voraussetzungen erfiillt sind. Es gilt:

1-0 L 1 l
o2 =|1-=n(l-0)| — 42
Pog + oY1 f 077( o) 1—l+a (6.42)
Wegen der Voraussetzung o > # ist dieser Ausdruck auch fiir ¢ < 1 positiv:
1 1
l—=-n(l-0) = —(o—n+n0)
o o
L{ n 1
> —|———-n+n—-]=0 6.43
J<1+?7 7 ’71+n> (6.43)

AuBlerdem ist die Bedingung (3.97) erfiillt, da der Grenzwert fiir I — 0 be-
schrinkt ist:

1-0 Lf"
1' — R — frng .44
Jm (@22 + o Y12 7z o (6.44)
Weiters gilt:
T
P99 = P12 — N =11 +o (6.45)
Damit erhilt man fiir den Faktor aus Satz 5:
Pa2 — P12 — % _ i ta
9022—9012_%‘*‘%%012 [1=2n(l—0)] 5 +a

B I+(1-1)a
n [1—%17(1—0)]l+(1—l)a (6.46)

Er ist fiir I — 1 positiv und muss daher fiir die Uberpriifung der Bedingung
(3.99) nicht beachtet werden. Fiir den zweiten Faktor in dieser Bedingung gilt

lim[f/—p—I—l_U(f—é)}:—§+1_U[f(1)—6]<0 (6.47)

1-110, o o o

wegen der Voraussetzung (o — 1) [f (1) — d] + p > 0. Damit bleibt noch die
Uberpriifung der Bedingung (3.98):

lim (1— g+ o1+ L) = dim (1- — -
IS T T R 11 “
= 1-a>0 (6.48)

Diese ist somit ebenfalls ohne zusiitzliche Voraussetzungen erfiillt und die Op-
timalitdt des Steady State in der sozial geplanten Wirtschaft sichergestellt.

6.4 Dezentrale Wirtschaft

Es werden nun die Ergebnisse in der dezentralen Wirtschaft hergeleitet. Die
Funktion ©4 (1) lautet:

—UQ(C,Z,l,l) n 1

)= _
©al) Uy (e, ,1,1)+Us (¢, 0,1,1)  1+wl—1I

(6.49)
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Abbildung 2: Bestimmung des Arbeitsinputs in der dezentralen Wirtschaft: Die
sozial optimalen Kurven sind schwarz und die dezentralen grau eingezeichnet.

Sie unterscheidet sich von jener in der sozial geplanten Wirtschaft durch den
zusiitzlichen Faktor (1 + w)fl und ist somit genau dann geringer, wenn es eine
Konsumexternalitit gibt (w > 0). Ohne zusitzliche Voraussetzungen ist sie
streng monoton wachsend in [ und fiir [ — 1 unbeschrinkt, wie fiir die Existenz
eines eindeutigen Arbeitsinputs vorausgesetzt wurde. Mit der Funktion ©4 (1)
erhiilt man die dezentrale Konsum-Kapital-Quote und die Wachstumsrate des
Kapitals in Abhéngigkeit vom Arbeitsinput:

c:f’(l)zl—i—w 1-1

T e, B (6.50)
k ¢
% = f(l)_é_E

_ Bll_“—é—l—;wB(l—a) 1l;l (6.51)

Es kommt damit genau dann zu einer Verschiebung der %-Kurve nach unten,
wenn es eine Konsumexternalitit gibt. Dieser Fall ist in Abbildung 2 illustriert,
wobei der Parameter w = 0,5 gewiihlt wurde. Die absolute Verschiebung ist
umso grofler, je geringer [ ist.

Fiir die Bestimmung der Wachstumsrate des Konsums muss noch die Grenz-
rate der Substitution von relativem Vermogen fiir Freizeit bestimmt werden:

— 1,1
MRS;I/A,l l(l)_ U3(Cal, ) ) _z

= Ll (1=1) (6.52)

Sie ist wachsend in Freizeit und ihr Grenzwert fiir [ — 1 ist Null, wie es fiir die
Existenz eines eindeutigen Steady-State-Arbeitsinputs in der dezentralen Wirt-
schaft gefordert wird. Gemifl Gleichung (4.19) erhélt man die Wachstumsrate
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des Konsums in Abhéngigkeit von I:

C = Clro-scwr MRS £ 0 )
= % {Bll_a—d—B(l—a)ll_“—i—;B(l—a)(l—l)l_o‘—p}
_ % {lea S+ B(l—a)l® [: - (1 + ;) z} - p} (6.53)

Sie unterscheidet sich bei gegebenem Arbeitsinput von jener in der sozial geplan-

ten Wirtschaft durch den zusitzlichen Term 1B (1 —a)l™® [% - (1 + %) l].
Die Kapitalexternalitit verringert sie bei gegebenem [, wihrend eine vorhan-
dene Vermogensexternalitit einen positiven Effekt hat. Der Gesamteffekt ist

negativ, wenn
> 1 6.54
1+ % ( )

gilt. In Abbildung 2 gibt es eine Vermogensexternalitit, wobei v = 0,5 ange-
nommen wurde. Die %—Kurve der dezentralen Wirtschaft liegt daher fiir kleine /
iiber der sozial optimalen und fiir grofle [ unter der sozial optimalen Kurve.
AufBlerdem geht durch die Einfiihrung der beiden Externalititen in diesem Bei-
spiel die wachsende Monotonie verloren. Dadurch wird es schwieriger den Ge-
samteffekt der Externalititen auf Arbeitsinput und Wachstumsrate festzustel-
len. Der dezentrale Arbeitsinput muss die folgende Gleichung erfiillen, die man
durch das Gleichsetzen der Wachstumsraten von Konsum und Kapital erhélt:

1 [Bll—a—6+3(1—a)z—a L”?— <1+;> z] —p]

g

= BI'™™—§ (6.55)

e [1‘0— <2+1+0w+y)(1—a)} +(1—a)z—a$
N %[(1—0’)(54—1)] (6.56)

In dieser Darstellung erkennt man, dass die Auswirkungen der beiden Externa-
litdten in der Nutzenfunktion auf den Arbeitsinput nur durch den Term ocw + v
bestimmt werden. Eine Verdnderung der Konsumexternalitdt um dw hat somit
denselben Effekt wie eine Veridinderung der Vermogensexternalitit um odw.

Es ergeben sich folgende Unterschiede zur Gleichung (6.36) in der sozial
geplanten Wirtschaft: Wegen der Produktionsexternalitit wird die linke Seite
um (1 — )~ verringert. Die beiden Externalititen in der Nutzenfunktion
erhshen sie um &:” (1-a) ll—;l Der Gesamteffekt der drei Externalititen auf
die linke Seite ist daher genau dann positiv, wenn

ow+ v l
—_— 5
; >1—l (6.57)

gilt. Entscheidend fiir den Gesamteffekt der Externalitéiten auf den Arbeitsinput
der dezentralen Wirtschaft ist, ob diese Ungleichung an der Stelle (P gilt. Es gilt
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ow+v

P
genau dann [? > [P wenn 1i

Externalitéiten in der Nutzenfunktion (w und v) grof sind.

Fiir die Existenz einer eindeutigen Losung der Gleichung (6.56) muss im Fall
o < 1 vorausgesetzt werden, dass die linke Seite monoton fallend ist. Daraus
erhiilt man durch Differenzieren nach [ die Bedingung;:

rﬂ{l—a—(;+1+aw:”)(y—@}<arw4a+i$+” (6.58)

c(l+w)+v W ao(l—i—w)—&—l/
n 4 )}< n

Fiir kleine [ ist diese Bedingung erfiillt. Wenn der Ausdruck in der eckigen
Klammer kleiner als die rechte Seite ist, ist die Bedingung fiir alle I € (0, 1]
erfiillt. Man erhilt daher die Bedingung:

@l%—a— (6.59)

1 1
a—a—ig( +w)+y(1—a)<a70( +w)tv

; ; (6.60)

@aa+0(1+nw)+y>0 (6.61)
Diese Bedingung ist in jedem Fall erfiillt, wenn o > « gilt.

Die Auswirkungen der drei Externalitdten auf den Steady State der dezen-
tralen Wirtschaft konnen nun beschrieben werden: Die Einfithrung der Kapi-
talexternalitit in der Produktionsfunktion fiihrt bekanntlich zu einem niedrige-
ren Arbeitsinput, einer htheren Konsum-Kapital-Quote und einer niedrigeren
Wachstumsrate. In dieser Wirtschaft ohne Statuseffekte arbeiten die Individuen
daher weniger als im sozialen Optimum und konsumieren am Anfang zu viel.
Dadurch ergibt sich fiir sie ein hoherer Anfangsnutzen. Durch die niedrigere
Wachstumsrate koénnen sie ihren Konsum im Zeitverlauf jedoch weniger stei-
gern, sodass sie langfristig weniger Konsum und damit auch weniger Momentan-
Nutzen haben als die Individuen einer sozial geplanten Wirtschaft. Insgesamt
verringert sich ihr Lebensnutzen.

Es wird nun das Streben nach Status in Form von relativem Vermégen und
relativem Konsum eingefiihrt: Es werden drei Moglichkeiten betrachtet: Entwe-
der gibt es nur eine Konsumexternalitéit (w > 0), nur eine Vermogensexternalitéit
(v > 0) oder beide Externalititen. Die Grofie der beiden Externalitéiten wird zur
Vergleichbarkeit so gewihlt, dass der Gesamteffekt auf den Arbeitsinput jeweils
gleich grof} ist. Einer Konsumexternalitéit in der Hohe von w wird dementspre-
chend eine Vermogensexternalitdt in der Hohe von ow gegeniibergestellt. Im
Beispiel mit beiden Externalititen werden diese so gewiihlt, dass sie den glei-
chen Einfluss haben (& bzw. %?). In der Abbildung 3 ist der Arbeitsinput der
dezentralen Wirtschaft in Abhéngigkeit von der Gesamtgrofie der Externalitéten
eingezeichnet. Er wichst mit der Grofle der Statusexternalititen und erreicht
den sozial optimalen Wert an der Stelle 2« — lp

Mit dem Arbeitsinput kann der Effekt auf d1e Konsum Kapital-Quote be-
stimmt werden. Bei gegebenem Arbeitsinput betriigt sie geméfl Gleichung (6.50):

C w —d
(5) = HEpa-a i (6.:62)
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Arbeitsinput
o
®

0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 1.8 2 22 24 2,6

Summe der Externalitaten (cw+v)

Abbildung 3: Arbeitsinput in der dezentralen Wirtschaft (grau) in Abhéingigkeit
von der Gesamtgrofe der Externalitéiten in der Nutzenfunktion

Ohne Externalitiiten in der Nutzenfunktion ist sie wegen I¢ < [P hoher als
der sozial optimale Wert %B (1-a) % Die Einfiithrung und Erhshung ei-
ner Vermogensexternalitidt verdndert sie nur durch den positiven Einfluss auf
den Arbeitsinput. Daher fiihrt dies zu einer Verringerung der Konsum-Kapital-
Quote. Bei einer Konsumexternalitit (w > 0) gibt es hingegen in dieser Dar-
stellung neben dem indirekten Effekt durch die Veréinderung des Arbeitsinputs
auch einen direkten positiven Effekt. Deshalb bietet es sich an, die Darstellung
der Konsum-Kapital-Quote gem#f Gleichung (4.37) zu verwenden:

op = (= DIFO-d+ 1= MRSTTI O] () 4

= (c—1)(BI'"*—¢)+ {l;(ll)}B(la)lo‘er

= BI'™~ [0—044—(1—05)77} —;B(l—a)l‘a—...
—(0—1)0+p (6.63)

Gilt 0 —a+ (1-a) 7 > 0, was im Fall 0 > a ohne zusitzliche Vorausset-
zungen erfiillt ist, ist die Konsum-Kapital-Quote in dieser Darstellung monoton
wachsend in [*®. Damit fiihrt die Einfithrung und Erhshung einer Konsumex-
ternalitéit zu einer htheren Konsum-Kapital-Quote. In Abbildung 4 sind die
Konsum-Kapital-Quoten im Fall einer alleinigen Konsumexternalitit, einer al-
leinigen Vermogensexternalitdt und einer Mischung der beiden Externalitéten
eingezeichnet. Wie bereits beschrieben, ist die Konsum-Kapital-Quote in einer

18Durch partielles Differenzieren der obigen Gleichung nach dem Arbeitsinput kann man die
Bedingung fiir die Monotonie abschwiichen: Die Konsum-Kapital-Quote ist monoton wachsend
in I, wenno—oz—&—% > 0 gilt.
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Abbildung 4: Konsum-Kapital-Quote in Abhiingigkeit von der Gréfle der Exter-
nalitéten in der Nutzenfunktion

dezentralen Wirtschaft grofler als die sozial optimale, wenn Status keine Be-
deutung fiir die Individuen hat. Die Einfithrung einer Konsumexternalitét fithrt
wegen o > 1 zu einer hoheren und eine Vermogensexternalitéit zu einer geringe-
ren Konsum-Kapital-Quote!®. Gibt es nur eine Vermogensexternalitit, stimmt
die Konsum-Kapital-Quote genau dann mit der sozial optimalen iiberein, wenn
14 =[P gilt.

Die Wachstumsrate in der dezentralen Wirtschaft erhélt man beispielsweise
durch Einsetzen des Arbeitsinputs in die Wachstumsrate des Kapitals:

d dl—oz 1—|—w 1_ld
=B - "¥B—a) o
w Cni-wts

Es wurde bereits allgemein festgestellt, dass sie ohne Externalititen in der Nut-
zenfunktion geringer als die sozial optimale ist. Die Einfithrung einer Vermo-
gensexternalitit fithrt zu einer Erhohung der Wachstumsrate. Ohne Vermo-
gensexternalitdt fiihrt auch die Einfiithrung und Erhohung der Konsumexter-
nalitdt zu einer hoheren Wachstumsrate. Da in diesem Beispiel eine Kombina-
tion der beiden Externalititen bei gegebener Gesamtgrofie der Externalitéiten
zu einer Wachstumsrate zwischen den beiden Extremfillen fiihrt, kommt es in
jedem Fall durch eine Einfiihrung der Bedeutung von Status zu einer Erhshung
der Wachstumsrate gegeniiber einer dezentralen Wirtschaft ohne Externaliti-
ten in der Nutzenfunktion. In der Abbildung 5 sind die Wachstumsraten fiir die
gewiihlte Parametrisierung abgebildet. Im Fall einer alleinigen Vermégensexter-
nalitéit, die die Kapitalexternalitit in der Produktionsfunktion perfekt kompen-
siert, stimmen die Wachstumsraten iiberein. In diesem Fall ergibt sich wegen

(6.64)

Durch eine Mischung von Konsumexternalitit und Vermogensexternalitiit ist bei vor-
gebener Gesamtgrofe der Externalitiiten fiir die Konsum-Kapital-Quote jeder Zwischenwert
zwischen diesen beiden Extremen moglich.
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Abbildung 5: Wachstumsrate in Abhéngigkeit von der Griéfle der Externalitéiten
in der Nutzenfunktion

der Ubereinstimmung von Arbeitsinput, Konsum-Kapital-Quote und Wachs-
tumsrate in der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale Ergebnis.

6.5 Optimale Besteuerung

Es werden nun die Steuersitze aus dem fiinften Kapitel, die das soziale Optimum
replizieren, fiir die spezielle Wahl von Produktionsfunktion und Nutzenfunkti-
on bestimmt. Bei einer vorhandenen Vermogensexternalitit ist die Wahl einer
Lohnsteuer und einer Konsumsteuer gem#fi den Gleichungen (5.27) und (5.28)
moglich:

1 v
Tw = —
MRS (1p)
U
ST (6.65)
P U4>
Te = 1+ —) -1
Mng/A’ll(lp)< cl1
n
= S e -1 (6.66)

Die Lohnsteuer héngt positiv von der Vermogensexternalitdt und die Konsum-
steuer negativ von der Vermogensexternalitit und positiv von der Konsumex-
ternalitét in der Nutzenfunktion ab. Im gewihlten Beispiel mit w = 0,5 und
v = 0,5 erhilt man die Steuerséitze 7, = —2,385 und 7. = 4, 078. Die theoreti-
sche Moglichkeit, die Kapitalexternalitdt und die Vermogensexternalitdt durch
eine Besteuerung von Arbeit auszugleichen, fiihrt daher in diesem Beispiel zu
betragsmiiflig sehr hohen Steuersiitzen.
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Bei einer Besteuerung von Konsum und Vermégen oder Kapitalertrag erge-
ben sich die Steuersitze geméf den Gleichungen (5.30), (5.31) und (5.32):

U

re=Jt—u (6.67)
o = |MRSMTH@)-v]r )

- [; (1-17) — lp} LW (6.68)
o [MRsy/ A ry ] 1 a9)

fp)—=wfe) -4
(=P =1" B(1-a)
Ba(l?)'™ =5 (I7)°

(6.69)

In diesem Fall hingt die Konsumsteuer nur von der Konsumexternalitit ab. Die
Vermogenssteuer und die Kapitalertragssteuer hingen positiv von der Vermo-
gensexternalitit ab. Bei der gewiihlten Parametrisierung erhiilt man die folgen-
den Steuersitze: 7. = 0,5 und 7, = —0,082 oder 7,, = —2, 738.

Bei einer alleinigen Besteuerung von Arbeitseinkomen und Vermégen oder
Kapitalertrag ergeben sich die Steuersitze geméf den Gleichungen (5.33), (5.34)
und (5.35):

U,
Yy = e 6.70
’ U1+U4% ( )
w
= — 71
1+w (67)
U
W = |MRSYALp L zp} ' (P
o= |MRsg e e v )
v 1 B(l1-a)
S Ay P .72
[n< P) } o (6.72)
v 1
Ak P <o ) (6.73)

T T Ba) T =5 ()"
Die Lohnsteuer héngt bei dieser Wahl der Besteuerung positiv von der Kon-
sumexternalitit ab. Die Vermogenssteuer und die Kapitalertragssteuer hingen
positiv von der Vermogensexternalitidt und negativ von der Konsumexternali-
tdt ab. Im gewéhlten Beispiel erhilt man 7, = 0,333 und 7, = —0,094 oder
T, = —3,121.

Im gewiihlten Beispiel ergeben sich betragsméflig relativ grofie Steuersitze,
die notwendig sind, um das soziale Optimum zu erreichen. Eine Begriindung da-
fiir ist, dass jeweils nur zwei Steuersiitze ungleich Null gewihlt wurden. Durch
eine Mischung aller vier Steuern sind betragsmiflig kleinere Steuersitze mog-
lich. Ein weiterer Grund ist, dass die Kapitalexternalitit in der Produktions-
funktion bei der gewiihlten Parametrisierung relativ grof} ist: Einem Exponenten
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von o = 0,3 von Kapital in der Produktionsfunktion der Unternehmen steht
eine Kapitalexternalitit in Hohe von 1 — a = 0,7 gegeniiber. Es werden des-
halb noch alternativ die Ergebnisse fiir die Wahl @ = 0,6 berechnet und mit
den bisherigen verglichen. Wegen der gestiegenen Grenzproduktivitit von Ka-
pital aus Sicht der Unternehmen, steigt bei gegebenem Arbeitsinput auch der
Realzinssatz. Deshalb wird der Parameter B in der Produktionsfunktion auf
B = 0,1 halbiert. Die Parameter der Nutzenfunktion werden unveréindert ge-
lassen. Durch die geringere Kapitalexternalitdt bei der Wahl v = 0,6 kommt
es bei gleicher Wahl der Parameter der Nutzenfunktion zu einem Anstieg von
Arbeitsinput und Konsum-Kapital-Quote gegeniiber den sozial optimalen Wer-
ten. Wiirde man eine Veriinderung der Externalititen in der Nutzenfunktion
betrachten, wird die geringere Externalitéit in der Produktionsfunktion bereits
durch geringeres Statusbewusstsein der Individuen kompensiert. Die Ergebnisse
werden in der folgenden Tabelle verglichen:

| [a=03]a=0,6]

Iz 0,772 [ 0,618
(£)” 0,069 0,041
gP 0,078 | 0,022
& 0,744 0,659
()" 0,117 0,052
g? 0,025 0,012
r 0,029 | 0,031
Te 4,078 1,424
Tw —2,385 | —0,616
Te 0,5 0,5
Ta —0,082 | —0,013
T —2,738 | —0,426
Tw 0,333 0,333
Ta —0,094 | —0,019
P —3,121 | —0,657

7 Zusammenfassung

In der Diplomarbeit wurden die Auswirkungen von Statusbewusstsein in ei-
nem Modell mit endogenem Wirtschaftswachstum untersucht. Es wurde von
einer allgemeinen Nutzenfunktion und Produktionsfunktion ausgegangen. Die-
ser wurden Bedingungen auferlegt, sodass die Existenz eines eindeutigen Steady
State, in welchem Konsum und Kapital mit konstanten Wachstumsraten wach-
sen und der Arbeitsinput konstant ist, sichergestellt wird. Eine Einschrinkung
der Arbeit beruht darauf, dass nur homogene Individuen und daher symmetri-
sche Gleichgewichte betrachtet wurden. Diese vereinfachende Annahme ist in
der Literatur weit verbreitet und es gibt nur wenige Statusmodelle mit hete-
rogenen Agenten. Das Streben nach Status verdndert somit das Verhalten der
Individuen, auch wenn sie tatséichlich (d.h. im symmetrischen Gleichgewicht)
keine Verbesserung ihres relativen Konsums und ihres relativen Vermogens er-
langen, da sich alle Individuen gleich verhalten. Die Optimalitéitsbedingungen
stellen jedoch sicher, dass es aus Sicht eines einzelnen Individuums nicht opti-
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mal wire, vom Verhalten der anderen abzuweichen. Es liegt also in der Regel
ein ineflizientes Gleichgewicht vor.

Ohne Externalitéiten in der Nutzenfunktion ist der Arbeitsinput in der de-
zentralen Wirtschaft wegen der positiven Kapitalexternalitéit in der Produkti-
onsfunktion niedriger als der sozial optimale. Auflierdem ist der Anfangskonsum
in einem solchen Modell zu hoch, weshalb sich eine zu niedrige Wachstumsrate
ergibt. Die Einfiihrung der Bedeutung von relativem Konsum oder relativem
Vermogen fiir die Individuen fiihrt ausgehend von diesem zu niedrigen Niveau
zu einer Erhohung des Arbeitsinputs.

Eine Vermogensexternalitit wirkt entgegengesetzt zur Kapitalexternalitit:
Sie fithrt zu einer Erhshung des Arbeitsinputs, einer Verringerung des Anfangs-
konsums und einer Erhshung der Wachstumsrate. Gleicht die negative Vermo-
gensexternalitit die positive Kapitalexternalitdt genau aus, ergibt sich auch in
der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale Verhalten.

Eine Konsumexternalitit fithrt zu einer intratemporalen Verzerrung: Die In-
dividuen sind fiir weniger zusitzlichen Konsum bereit ihr Arbeitsangebot zu
erhohen. Daher fithrt auch die Einfiihrung oder Erhohung der Bedeutung von
relativem Konsum zu einem hoheren Arbeitsinput. Es kann in diesem Fall je-
doch das sozial optimale Gleichgewicht nicht ohne Besteuerung erreicht werden.
Die Auswirkungen der Konsumexternalitit auf den Anfangskonsum und die
Wachstumsrate sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Durch die Einfiihrung von hochstens zwei konstanten Steuern oder Subven-
tionen ist es moglich, auch in der dezentralen Wirtschaft das sozial optimale
Ergebnis zu erreichen.

Weiters wurde gezeigt, dass wegen der aus der Kapitalexternalitit resultie-
renden Linearitit der gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktion keine Uber-
gangsdynamik auftritt und der Wachstumspfad mit konstantem Arbeitsinput
und konstanten identischen Wachstumsraten von Konsum, Kapital und Output
von Anfang an realisiert wird.
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