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Einleitung

In dieser Arbeit wird die Geschichte der Mathematik, insbesondere der Geometrie, von
der Antike bis etwa zum 10. Jahrhundert auszugsweise behandelt. Die Betrachtungen
beschränken sich dabei auf drei Kulturkreise, die je in einem eigenen Kapitel beschrie-
ben werden, nämlich den griechisch-hellenistischen, den indischen und den chinesischen
Bereich.
Das 10. Jahrhundert wurde gewählt, weil sich in dieser Zeit alle drei Kulturen am Ende

einer Entwicklungsphase befanden. Die hellenistische Kultur war bereits in die byzan-
tinische aufgegangen, in China und Indien wurden jeweils die herrschenden Dynastien
abgelöst.
Jedes der drei Kapitel besteht aus zwei Abschnitten. Im ersten Abschnitt werden

die mathematischen Leistungen der jeweiligen Kultur chronologisch dargestellt, jeweils
eingeschränkt auf das Gebiet der Geometrie. Diese Einschränkung musste vorgenommen
werden, da andernfalls die Arbeit den vorgegebenen Rahmen bei weitem sprengen würde.
Die Beschäftigung mit der Geometrie - und der Mathematik allgemein - wird im zwei-

ten Abschnitt vor dem Hintergrund der Geschichte und der Entwicklung der Kultur
behandelt, ebenfalls möglichst chronologisch. Daneben wird die Denkweise der Mathe-
matiker beschrieben und den Fragen nachgegangen, auf welche Art und aus welcher
Motivation heraus Mathematik betrieben wurde.
Der bekannte britische Mathematiker G. H. Hardy (1877 - 1947) meinte einst: �The

Greeks were the �rst mathematicians who are still real to us today. Oriental mathematics
may be an interesting curiosity, but Greek mathematics is the real thing.�1 Ein Ziel der
Arbeit wird es sein, zu zeigen, dass, im Gegensatz zu diesem Zitat, die indische und
chinesische Mathematik nicht nur interessante Kuriositäten sind, sondern einen Platz in
der Geschichte der Mathematik verdient haben.
Nichtsdestotrotz hatte Hardy damit Recht, dass uns von den drei hier behandelten

mathematischen Sichtweisen die griechische Mathematik am vertrautesten ist. Das liegt
daran, dass unsere heutige mathematische Denk- und Arbeitsweise jener der Griechen
sehr nahe steht. Meine Arbeit beginnt daher mit der Beschreibung der griechischen Ma-
thematik. Die indische und die chinesische Mathematik werden anschlieÿend zwar für
sich betrachtet, jedoch immer wieder mit der griechischen vergleichen.

Aus der Antike sind keine Originaltexte erhalten. Von den griechisch-hellenistischen
Schriften sind nur mittelalterliche Kopien und Abschriften von Kommentaren sowie ara-
bische Übersetzungen erhalten. Ähnliches gilt für die indischen und chinesischen Ori-
ginaltexte. Auch von diesen gibt es nur noch Jahrhunderte später entstandene Kopien.
Aus diesem Grund sind Aussagen etwa über die Denkweise der antiken Mathematiker
stets mit einem gewissen Unsicherheitsfaktor behaftet.
Hauptquellen meiner Diplomarbeit waren C. J. Scribas und P. Schreibers 5000 Jahre

1Hardy nach [Martzloff 1997, S. 273]
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Geometrie ([Scriba und Schreiber 2005]) und H. Wuÿings 6000 Jahre Mathematik
([Wussing 2008]). Weitere allgemeine Quellen waren H. Gerickes Mathematik in An-
tike, Orient und Abendland ([Gericke 2004]) und M. Klines Mathematical Thought
from Ancient to Modern Times. Volume 1 ([Kline 1990]). Die griechisch-hellenistische
Mathematik wird in den oben genannten Werken ausführlich beschrieben, die indische
und die chinesische jedoch nur zum Teil. T. A. Sarasvati Ammas Geometry in An-
cient and Medieval India ([Amma 1979]), A. K. Bags Mathematics in Ancient and
Medieval India ([Bag 1979]) und C. N. Srinivasiengars The History of Ancient Indi-
an Mathematics ([Srinivasiengar 1967]) wurden daher als weitere Literatur für die
indische Mathematik hinzugezogen, Y. Lis und S. Dus Chinese Mathematics. A Conci-
se History ([Li und Du 1987]) und J.-C. Martzlo�s A History of Chinese Mathematics
([Martzloff 1997]) für die chinesische.
Historische Informationen und Lebensdaten wurden entweder obigen Büchern ent-

nommen oder im dtv-Atlas Weltgeschichte ([Kinder und Hilgemann 2000]) bzw. im
Lexikon der Geschichte ([LDG 2001]) nachgeschlagen.
Natürlich �nden sich im Literaturverzeichnis auch viele einschlägig Internetquellen

samt dem Zeitpunkt des jeweiligen letzten Abrufs.

Indische und chinesische Eigennamen wurden in beinahe allen Quellen unterschiedlich
geschrieben, speziell was die Setzung von Akzentzeichen betri�t. Ich habe mich daher
dafür entschieden, jeweils die am häu�gsten vorkommende Schreibweise zu verwenden
und, in Anlehnung an [Scriba und Schreiber 2005], keine Akzentzeichen zu setzen.

Zahlreiche Gra�ken wurden eingefügt, um meine Arbeit anschaulicher zu machen. Beson-
ders geometrische Aussagen sollten dadurch verdeutlicht werden. Die Gra�k am Deck-
blatt ist entnommen aus [Scriba und Schreiber 2005, S. 152] und zeigt das rekon-
struierte Observatorium in der indischen Stadt Jaipur. Sämtliche geometrische Figuren
wurden von mir selbst mit der dynamischen 2D-Software EUKLID DynaGeo Version
3.1f erzeugt.



1 Geometrie in Griechenland

Abbildung 1.1: Geburtsorte und Wirkungsstätten ausgewählter griechisch-hellenistischer Mathema-
tiker (rot) (aus [Wussing 2008, S. 145])

1.1 Historischer Überblick über die griechische
Geometrie

1.1.1 Die klassische Periode

1.1.1.1 Thales

Am Beginn der Entwicklung der Geometrie und der Mathematik insgesamt stehen im
antiken Griechenland die ionischen Naturphilosophen. Die Lage der ionischen Städte
an der Mittelmeerküste Kleinasiens, im Ein�ussbereich der Ägypter und Babylonier,
begünstigte diese Entwicklung. So heiÿt es beispielsweise, dass Thales von Milet viel
auf seinen Reisen nach Ägypten und Babylonien gelernt hat. Neben Thales lebten viele
weitere Philosophen, darunter Anaxagoras und Anaximander, in Milet.
Thales (etwa 624 - 546 v. Chr.) ist der erste in einer Linie von vielen groÿen griechi-

schen Mathematikern. Über sein Leben ist kaum etwas bekannt. Auch direkte Überlie-
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ferungen gibt es keine. Unsere Informationen über Thales stammen zu einem Groÿteil
von späthellenistischen Mathematikhistorikern wie Proklos oder Eudemos.
Einige geometrische Aussagen werden ihm zugesprochen, die in heutiger Sprache sinn-

gemäÿ wie folgt lauten:

• Die Basiswinkel im gleichschenkeligen Dreieck sind gleich.

• Die Scheitelwinkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden sind gleich.

• Der Durchmesser halbiert den Kreis.

• Die Diagonalen eines Rechtecks sind gleich und halbieren einander.

• Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter.

• Ein Dreieck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel bestimmt,
oder anders: Zwei Dreiecke, die in einer Seite und den anliegenden Winkeln über-
einstimmen, stimmen in allen Stücken überein.

An der Figur in Abbildung 1.2 lassen beinahe sich alle diese Sätze einfach nachvoll-
ziehen.

Abbildung 1.2: Rechteck mit Umkreis und Diagonalen

Inwieweit diese Tatsachen schon vor Thales bekannt waren, was anzunehmen ist, ist
heute nicht mehr nachvollziehbar, doch war Thales wohl der erste Grieche, der diese Aus-
sagen formulierte. Auch wird ihm zugeschrieben, neben Gerade und Kreis erstmals den
Begri� des Winkels verwendet zu haben. Auÿerdem soll Thales die Höhe der Pyramiden
durch Vergleich der Schattenlänge der Pyramiden mit der Länge des Schattens eines
Stabes bekannter Länge bestimmt zu haben, ebenso wie die Entfernung von Schi�en
von der Küste aus. Dies konnte aber bisher nicht bestätigt werden.

1.1.1.2 Die Pythagoreer

Ebenso wie Thales soll Pythagoras (etwa 570 - 510 v. Chr.) sein groÿes Wissen auf Rei-
sen erworben haben. Geboren auf Samos wanderte er danach nach Kroton aus, wo er
eine religiöse, wissenschaftliche und philosophische Gemeinschaft gründete. Diese Ge-
meinschaft war ihrem Wesen nach eine elitäre Schule, deren lebenslange Mitgliedschaft
streng limitiert war. Sie beschäftigte sich mit dem Wesen der Zahl an sich und glaubte
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an die Göttlichkeit der Zahlen. Unter dem Wort Zahl sind hier aber nur die ganzen Zah-
len, meist sogar nur die natürlichen Zahlen, zu verstehen, denn andere akzeptierten die
Pythagoreer nicht. Brüche als solche gab es nicht. Stattdessen wurden die Verhältnisse
zweier ganzer Zahlen angegeben, die somit auch als eine Art von Zahlen galten.
Bei der eingehenden Beschäftigung mit mathematischen und geometrischen Fragen

mussten die Pythagoreer aber bald erkennen, dass auch irrationale Verhältnisse exi-
stieren. Diese Entdeckung soll von Hippasos von Metapont gemacht worden sein. Wie
Hippasos zu dieser Entdeckung kam, ist unbekannt, wahrscheinlich jedoch durch sein
Studium des Verhältnisses von Seite und Diagonale eines Quadrats.
Rein geometrisch kann die Existenz irrationaler Gröÿen auch anhand eines regelmäÿi-

gen Fünfecks nachgewiesen werden. Da das Pentagramm Ordenszeichen der Pythagoreer
war, gibt es auch die Theorie, dass die Entdeckung irrationaler Verhältnisse bei der Be-
schäftigung damit geschehen ist. Ebenso wie beim Quadrat ist das Verhältnis von Seite
und Diagonale des Fünfecks irrational.
Um diese Verhältnisse zu unterscheiden, wurden Verhältnisse ganzer Zahlen kommen-

surabel genannt, das bedeutet, dass beide Zahlen durch dieselbe Einheit beschrieben
werden können. War dies nicht der Fall, etwa bei

√
2 und 1, wurden sie inkommensura-

bel genannt, griechisch �logoc (nicht ausdrückbar) oder auch �rrhtoc (ohne Verhältnis).
Einen Beweis dafür, dass

√
2 und 1 inkommensurabel sind, sollen die Pythagoreer schon

gekannt haben. Laut Aristoteles war es ein indirekter Beweis, und zwar derselbe, der
noch heute die Irrationalität von

√
2 zeigt.

Die Pythagoreer waren die ersten griechischen Geometer, die sich mit Flächenum-
wandlungen beschäftigten, also mit Problemen der Art, ein Polygon zu erzeugen, das
die gleiche Fläche besitzt wie ein anderes bekanntes Polygon, oder der Art, ein Polygon
einer bestimmten Fläche an eine Strecke gegebener Länge zu konstruieren.
Nun muss noch der Satz des Pythagoras erwähnt werden. Obwohl nach Pythagoras

benannt, war der Satz schon lange in vorgriechischen Kulturen bekannt. Frühe Quellen
schreiben Pythagoras eine unabhängige Entdeckung und den ersten Beweis zu, doch auch
dies ist nicht gesichert. Es besteht also durchaus die Möglichkeit, dass Pythagoras weder
etwas mit der Entdeckung, noch dem Beweis des Satzes zu tun hatte. Momentan gilt
als wahrscheinlich, dass ein Pythagoreer, ob Pythagoras oder nicht, den Satz allgemein
formuliert und bewiesen hat.

1.1.1.3 Die Paradoxa von Zenon

Die Entdeckung der inkommensurablen Gröÿen brachte groÿe Probleme mit sich, für
die Bedeutung der Zahl ebenso wie für die Geometrie, denn die Erkenntnis, dass es
rationale und irrationale Längen geben kann, hatten die Griechen noch nicht erlangt.
Ihnen fehlte ein Verständnis der Unendlichkeit, wie wir es heute haben. Dies wird am
besten durch die Paradoxa von Zenon ausgedrückt. Zenon (etwa 490 - 430 v. Chr.) lebte
in der süditalienischen Stadt Elea, die dortige Schule ist nach der Stadt benannt worden.
Zu der Zeit gab es unterschiedliche Ansichten von Zeit und Raum: Die eine besagte,

dass Zeit und Raum unendlich teilbar sind, wodurch jede Art von Bewegung als konti-
nuierlich angesehen wird, die andere, dass Zeit und Raum aus unteilbar kleinen Teilen
aufgebaut sind und somit jede Art von Bewegung eine Aufeinanderfolge von kleinsten
ruckartigen Bewegungen ist. Zenons Paradoxa waren gegen beide Ansichten gerichtet.
Zehn Paradoxa sind indirekt überliefert, es sollen jedoch insgesamt vierzig gewesen sein.
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Hier sollen nur die vier bekanntesten genannt werden, die ersten beiden richten sich gegen
die erste oben genannte Ansicht von Zeit und Raum, die anderen gegen die zweite:

Dichotomie �The �rst asserts the nonexistence of motion on the ground that that which
is in motion must arrive at the half-way stage before it arrives at the goal.�1

Ausgehend, von der Vermutung, dass der Raum unendlich teilbar ist und die Hälfte
der Strecke immer wieder halbiert werden kann, kann also eine endliche Länge nicht
in endlicher Zeit hinter sich gebracht werden.

Achill und die Schildkröte �It says that the slowest moving object cannot be overtaken
by the fastest since the pursuer must �rst arrive at the point from which the
pursued started so that necessarily the slower one is always ahead.�2

Der Pfeil �The third paradox he [Zeno] spoke about, is that a moving arrow is at a
standstill. This he concludes from the assumption, that time is made up of in-
stants.�3

Stadion �The fourth is the argument about a set of bodies moving on a race-course and
passing another set of bodies equal in number and moving in the opposite direction,
the one starting from the end, the other from the middle and both moving at equal
speed; he [Zeno] concluded that it follows that half the time is equal to double the
time.�4

1.1.1.4 Die Klassischen Probleme der Mathematik

Zeitlich folgten nun die Sophisten, die sich mit Mathematik beschäftigten, um das Uni-
versum als Ganzes zu verstehen, und ebenso der Beginn der Platonischen Schule, die
die Vormachtstellung auf dem Gebiet der Mathematik bald von diesen übernahm. In
dieser Zeit traten die drei sogenannten Klassischen Probleme der Mathematik zu Tage:
die Würfelverdoppelung, die Winkeldreiteilung und die Kreisquadratur, die allein mit
Hilfe der Werkzeuge Zirkel und Lineal bewältigt werden sollten. Viele Erkenntnisse der
Geometrie waren nur Nebenprodukte der Beschäftigung mit diesen Problemen.
Wo die Ursprünge dieser Probleme lagen, lässt sich heute nicht mehr eindeutig rekon-

struieren. Es gibt verschiedene legendenhafte Versionen über deren erstes Auftauchen.
Eratosthenes etwa überliefert, dass die Delier während einer Pestseuche deren Orakel
befragten, das den Rat gab, die Gröÿe des bestehenden Altars zu verdoppeln, um die
Götter wohl zu stimmen. Die Winkeldreiteilung schien nach der Winkelhalbierung der
logische nächste Schritt gewesen zu sein. Ebenso war wohl die Beschäftigung damit, einen
Kreis in ein �ächengleiches Quadrat zu verwandeln (daher der Name Kreisquadratur),
nur der nächste Schritt in einer lange Reihe von Flächenumwandlungen (vgl. dazu auch
Kap. 1.1.3.2).
Bereits in der Antike gab es Lösungen zu diesen Problemen. Obwohl diese zum Teil

erst Jahrhunderte später erfolgten, sollen sie bereits hier in Auszügen dargestellt werden.
Die Würfelverdoppelung wurde Mitte des 5. Jahrhunderts v. Chr. von Hippokrates

von Chios (um 430 v. Chr.) bearbeitet. Er führte das Problem auf die Bestimmung zweier

1Aristoteles nach [Kline 1990, S. 35]
2Aristoteles nach [Kline 1990, S. 36]
3Aristoteles nach [Kline 1990, S. 36]
4Aristoteles nach [Kline 1990, S. 36]
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mittlerer Proportionalen x, y zwischen Seitenlänge a und der doppelten Seitenlänge 2a
zurück:

a : x = x : y = y : 2a (1.1)

Auch arbeitete er an dem Problem der Kreisquadratur. Obwohl er keine Lösung des
Problems liefern konnte, scha�te er als erster die Quadratur einer durch gekrümmte
Linien begrenzten Fläche, nämlich von drei speziellen Kreismonden.

Abbildung 1.3: Die Quadratrix und die
Dreiteilung des Winkels

Der Sophist Hippias (5. Jh. v. Chr.) erfand
eine neue Kurve, die sogenannte Quadratrix
(Abb. 1.3), um das Problem der Winkeldreitei-
lung zu lösen. Die Quadtratrix als älteste tran-
szendente Kurve ist damit sogar älter als die
Kegelschnitte. Sie wird auf folgende Weise er-
zeugt: Ausgehend von einem Quadrat ABCD
lasse man die Strecke AD im Uhrzeigersinn mit
konstanter Geschwindigkeit rotieren, während
die Strecke DC sich zur selben Zeit mit der-
selben Geschwindigkeit parallel zu sich selbst
nach unten bewegt, bis beide die Strecke AB
erreichen. Bewegt sich AD bis nach AB′, dann
erreicht zur selben Zeit DC die Strecke D′C ′.
Der Schnittpunkt E der beiden Strecken ist
dann ein Punkt der Quadratrix.
Die Lösung der Winkeldreiteilung soll hier

als Beispiel in heutiger Schreibweise erfolgen: Wir betrachten das Dreieck AHE. AB′

braucht, um AB zu erreichen, dieselbe Zeit, die D′C ′ dazu braucht. Sei nun ϕ der Winkel
zwischen AE und AB. Daraus folgt

ϕ
π
2

=
EH

AD
. (1.2)

Bezeichnen wir AD mit a und EH mit y, so ergibt sich, umgeformt,

y = a · ϕ · 2

π
. (1.3)

Auÿerdem gilt ϕ = arctan y
x
, wobei x = AH. Damit folgt

y =
2a

π
· arctan

y

x
.

Teilt man y so, dass EH ′ = 2H ′H, und lässt D′′C ′′ durch H ′ die Quadratrix im Punkt
L schneiden, so ergibt sich ∠LAB = ϕ

3
, denn analog zu (1.2) gilt

∠LAB
π
2

=
y
3

a
.

Setzt man (1.3) ein, folgt

∠LAB =
ϕ

3
.
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Menaichmos löste das Problem der Würfelverdoppelung um 360 v. Chr. mit Hilfe einer
Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel. Darauf wollen wir aber nicht näher eingehen.
Ebenso gelang ihm, gemeinsam mit seinem Bruder Deinostratos, die Quadratur des
Kreises mit Hilfe der Quadratrix.
Neben diesen gab es noch viele weitere Methoden, um die drei Klassischen Probleme

zu lösen, doch wurden diese Lösungen allesamt nicht anerkannt, denn keine Lösung
konnte nur mit den Hilfsmitteln Zirkel und Lineal erbracht werden. So wurde immer
wieder versucht, die Probleme mit Zirkel und Lineal zu lösen, doch erst in der Neuzeit
konnte bewiesen werden, dass dies gar nicht möglich ist: Pierre Laurent Wantzel (1814
- 1848) zeigte dies für die Würfelverdoppelung und die Winkeldreiteilung, Ferdinand
von Lindemann (1852 - 1939) bewies mit der Transzendenz von π auch gleichzeitig die
Unmöglichkeit der Quadratur des Kreises.

1.1.1.5 Eudoxos und Menaichmos

Eudoxos von Knidos (etwa 410 bis 350 v. Chr.) war ein Zeitgenosse Platons und p�eg-
te auch wissenschaftlichen Kontakt mit diesem, gehörte aber nicht dessen Akademie in
Athen an. Eudoxos versuchte, den Verhältnisbegri� neu zu de�nieren und auch auf irra-
tionale Verhältnisse auszudehnen. Genauer gesagt verzichtete er darauf, Längen, Gröÿen
und Verhältnissen Zahlenwerte zuzuordnen. Dadurch konnte er die Geometrie von der
pythagoreischen Beschränkung auf rationale Gröÿen befreien.
Die zweite groÿe Leistung des Eudoxos war die Entwicklung der Exhaustionsmethode

zur Bestimmung von Flächen sowie von Volumina einiger nicht eben�ächig begrenzter
Körper wie des Kegels. Diese wurde in späterer Zeit erfolgreich von vielen Mathematikern
angewandt.
Eudoxos' Schüler Menaichmos (4. Jh. v. Chr.) war im Gegensatz zu seinem Lehrer

Mitglied der Akademie. Ihm wird die Entdeckung der Kegelschnitte zugeschrieben. Wie
bereits erwähnt, verwendete er diese ja zur Lösung des Problems der Würfelverdop-
pelung. Menaichmos verwendete zu ihrer Bestimmung jedoch drei verschiedene Kegel,
einen recht-, einen spitz- und einen stumpfwinkeligen, jeweils geschnitten senkrecht zu
einer ihrer Erzeugenden.

1.1.2 Euklid

Euklid (etwa 360 - 280 v. Chr.) lebte genau an der zeitlichen Grenze zwischen der klassi-
schen und der hellenistischen Periode, was auch seine Werke wiederspiegeln. Vermutlich
in Athen geboren, erhielt er seine Ausbildung wohl an Platons Akademie und lebte und
wirkte anschlieÿend in Alexandria.

1.1.2.1 Die Elemente

Euklids Hauptwerk sind die Elemente. Für uns ist das Werk besonders wichtig, da es der
älteste gröÿte mathematische Text ist, der aus der Antike überliefert worden ist. Zwar
sind keine Texte aus Euklids Zeit erhalten, aber viele spätere Autoren haben kommen-
tierte Versionen hinterlassen, aus denen die Elemente rekonstruiert werden konnten.
Die Elemente stellen eine Sammlung beinahe des gesamten mathematischen Wissens

der Griechen zu diesem Zeitpunkt dar. Da dies zu einem Groÿteil Wissen der klassischen
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Periode umfasst, kann das Werk auch dazu gerechnet werden. Sie sind in 13 Bücher
unterteilt, von denen hier die die Geometrie betre�enden kurz vorgestellt werden sollen,
und umfassen insgesamt 467 Propositionen.
Die Elemente sind streng deduktiv aufgebaut. So stehen am Beginn von Buch I einige

De�nitionen, in denen die Begri�e Punkt, Gerade, Kreis usw. behandelt werden. Darauf
folgen Euklids 5 Postulate, die die für Konstruktionen erlaubten Schritte einschränken
sollen:

1. Daÿ man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2. Daÿ man eine begrenzte gerade Linie zusammenhängend gerade verlängern kann,

3. Daÿ man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

4. Daÿ alle rechten Winkel einander gleich sind.

5. Und daÿ, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daÿ
innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte
werden, dann die zwei geraden Linien bei Verlängerung ins unendliche sich tre�en
auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte
sind.5

Besonders das 5. Postulat, das sogenannte Parallelenpostulat, war schon in der Antike
umstritten, konnte jedoch nie gegen ein besseres ausgetauscht werden und es dauerte bis
in die Neuzeit, bis erkannt wurde, dass auch nichteuklidische Geometrien existieren. Auf
die Postulate folgen noch einige Axiome, bevor Euklid die ebene Geometrie Schritt für
Schritt in Form von Propositionen aufbaut. Dieser Teil besteht weitgehend aus dem
Wissen der Ionier und der Pythagoreer. Jede dieser Propositionen wird bewiesen. Einige
Beispiele (in der Übersetzung nach Thaer6):
Proposition 1: Über einer gegebenen Strecke ein gleichseitiges Dreieck zu errichten.
Proposition 2: An einem gegebenen Punkte eine einer gegebenen Strecke gleiche Strecke

hinzulegen.
Proposition 16: An jedem Dreieck ist der bei Verlängerung einer Seite entstehende

Auÿenwinkel gröÿer als jeder der beiden gegenüberliegenden Innenwinkel.
Proposition 47: Am rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der dem rechten Win-

kel gegenüberliegenden Seite den Quadraten über den den rechten Winkel umfassenden
Seiten zusammen gleich.
Buch II beschreibt im Prinzip geometrische Algebra und ist ebenfalls hauptsächlich

pythagoreisches Wissen. Die ersten 10 Propositionen beschäftigen sich mit einfachen
algebraischen Beziehungen:
Proposition 1: Hat man zwei Strecken und teilt die eine von ihnen in beliebig viele Ab-

schnitte, so ist das Rechteck aus den beiden Strecken den Rechtecken aus der ungeteilten
Strecke und allen einzelnen Abschnitten zusammen gleich.
In heutiger Formelsprache:

a(b+ c+ d+ ...) = ab+ ac+ ad+ ... (1.4)

5[Euklid 2003]
6vgl. [Euklid 2003]
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Es wurden auch kompliziertere Zusammenhänge ausgedrückt. So sieht Proposition 5
heute so aus:

ab+

(
1

2
(a+ b)− b2

)
=

(
1

2
(a+ b)

)2

(1.5)

Abbildung 1.4: Proposition 11

Proposition 11: Eine gegebene Strecke so zu teilen,
daÿ das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem einen
Abschnitt dem Quadrat über dem anderen Abschnitt
gleich ist. (vgl. Abb. 1.4)
Dies führt auf eine quadratische Gleichung der Form

x2 + ax = a2. (1.6)

Andere quadratische Gleichungen werden ebenfalls be-
handelt.
Buch III beschäftigt sich mit dem Kreis, Sehnen, Tan-

genten, Sekanten und so fort. Zu einem groÿen Teil stel-
len die Propositionen wohl wieder pythagoreisches Wis-
sen dar. Eine Neuerung ist jedoch Folgendes, denn es
war zuvor noch nicht betrachtet worden:
Proposition 16: Eine rechtwinklig zum Kreisdurchmesser vom Endpunkt aus gezogene

Linie muÿ auÿerhalb des Kreises fallen, und in den Zwischenraum der geraden Linie
und des Bogens läÿt sich keine weitere gerade Linie nebenhineinziehen; der Winkel des
Halbkreises ist gröÿer als jeder spitze geradlinige Winkel, der Restwinkel kleiner.
Buch IV enthält Propositionen zu regelmäÿigen Vielecken, eingeschrieben in oder um-

geschrieben um einen Kreis.
Buch V beschäftigt sich mit der Proportionentheorie von Eudoxos und gehört aus

heutiger Sicht eigentlich nicht mehr zur Geometrie. Erst Buch VI ist für uns wieder
von Interesse, denn darin befasst sich Euklid mit ähnlichen Figuren und verwendet dazu
die vorher beschriebene Proportionenlehre. Zu Beginn stehen wieder einige De�nitionen,
etwa die De�nition der Höhe einer Figur, gefolgt von 33 Proportionen, die zum Teil auch
wieder algebraische Bedeutung haben.
Proposition 4: In winkelgleichen Dreiecken stehen die Seiten um gleiche Winkel in

Proportion, und zwar entsprechen einander die, die gleichen Winkeln gegenüberliegen.
Proposition 27: Von allen Parallelogrammen, die man an eine feste Strecke so anlegen

kann, daÿ ein Parallelogramm fehlt, welches einem über ihrer Hälfte gezeichneten ähnlich
ist und ähnlich liegt, ist das über der Hälfte angelegte, das selbst dem fehlenden ähnlich
ist, das gröÿte.
Algebraisch gedeutet gibt dies eine Bedingung für die Diskriminante einer quadrati-

schen Gleichung, sodass die Gleichung dann eine reelle Lösung besitzt.
Buch VII, VIII und IX enthalten Sätze über natürliche Zahlen und sind im Rahmen

dieser Arbeit für uns nicht von Interesse.
Buch X ist eine sehr anspruchsvolle Abhandlung in 115, in manchen Ausgaben 117,

Propositionen über mit Zirkel und Lineal konstruierbare Gröÿen, insbesondere denjeni-

gen, die - in moderner Algebra - durch
√√

a+
√
b, ausgedrückt werden, wobei a und b

kommensurable Linien repräsentieren.
Proposition 1: Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher (gleichartiger) Gröÿen von

der gröÿeren ein Stück gröÿer als die Hälfte weg und vom Rest ein Stück gröÿer als die
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Hälfte weg und wiederholt dies immer, dann muÿ einmal eine Gröÿe übrig bleiben, die
kleiner als die kleinere Ausgangsgröÿe ist.
Proposition 2: Zu zwei gegebenen kommensurablen Gröÿen ihr gröÿtes gemeinsames

Maÿ zu �nden.
Buch XI enthält De�nitionen und elementare Sätze der räumlichen Geometrie. So wer-

den zu Beginn Begri�e wie Körper, parallele Ebenen, Winkel im Raum, spezielle Körper
usw. de�niert. Die De�nitionen sind aber oft unklar und nehmen unausgesprochen schon
andere Sätze an. Dann folgen Eigenschaften von Linien und Flächen, bevor Euklid sich
den Sätzen dreidimensionaler Objekte zuwendet.
Proposition 20: Wird eine Ecke von drei ebenen Winkeln umfaÿt, so sind irgend zwei,

beliebig zusammengenommen, gröÿer als der letzte.
Proposition 31: Parallel�ächen auf gleichen Grund�ächen und unter derselben Höhe

sind einander gleich.
In Buch XII werden Flächen und Volumina berechnet und zugehörige Sätze bewie-

sen. Die häu�gste dabei vorkommende Beweismethode ist die von Eudoxos eingeführte
Exhaustionsmethode.
Proposition 2: Kreise verhalten sich zueinander wie die Quadrate über den Durchmes-

sern.
Proposition 10: Jeder Kegel ist ein Drittel des Zylinders, der mit ihm dieselbe Grund-

�äche und gleiche Höhe hat.
Proposition 18: Kugeln stehen zueinander dreimal im Verhältnis ihrer Durchmesser.
Das letzte Buch, Buch XIII, beschäftigt sich mit regulären Polygonen und Polyedern

und Sätzen in diesem Zusammenhang. So wird zum Abschluss des Buches der Beweis
gebracht, dass nur 5 reguläre Polyeder existieren. Dieses Ergebnis ist ein Korollar zur
letzten Proposition der Elemente.
In älteren Versionen gibt es noch zwei weitere Bücher, die jedoch nach heutigem

Forschungsstand nicht mehr zu den Elementen gerechnet, sondern anderen Autoren zu-
geordnet werden.
Die Elemente galten lange als das wichtigste mathematische Werk überhaupt. Ihr

Ein�uss auf spätere Zeiten ist unbestritten. Dies �hat das Bild der antiken Geometrie
insgesamt ein wenig deformiert. Zirkel und Lineal haben dort nicht die dominierende Rol-
le gespielt, die die 'Elemente' suggerieren. Von Kegelschnitten, anderen speziellen Kur-
ven verschiedenster Art, approximativen Methoden der Inhaltsbestimmung und anderen
wesentlichen Inhalten der antiken Geometrie erfährt man in den 'Elementen' nichts.�7

1.1.2.2 Weitere geometrische Schriften

Euklid werden einige andere Werke zugeschrieben, die den Elementen nur im Umfang
nachstehen. Die Konika etwa sind eine nicht in die heutige Zeit überlieferte Lehre über
die Kegelschnitte. Wahrscheinlich gingen sie gerade deswegen verloren, weil ihr Inhalt
einem Teil der Kegelschnittslehre von Apollonios entsprach.
In den Data, als Ganzes erhalten, behandelte Euklid Aufgaben über Verhältnisse,

thematisch ähnlich den Büchern V und VI. Vielleicht waren sie als Übungsaufgaben
gedacht.

7[Scriba und Schreiber 2005, S. 56f]
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Abbildung 1.5: Seite aus dem Archimedes-Palimpsest (aus [Scriba und Schreiber 2005])

Die Schrift Über Teilungen beschäftigt sich, wie der Titel schon erahnen lässt, mit
Teilungen von geometrischen Figuren in kleinere, wobei die durchgeführten Schnitte ge-
wissen Nebenbedingungen genügen. So wurden etwa Dreiecke in kleinere Dreiecke geteilt
oder auch eine Figur durch einen bestimmten Punkt so geteilt, dass die Flächeninhalte
der beiden Teil�ächen einem bestimmten Verhältnis genügten. Es liegt die Vermutung
nahe, dass einige Aufgaben darin als Übungen zu den Elementen, genauer Buch II, ge-
dient haben könnten.
Ein weiteres Werk sind die Porismen, die jedoch nicht überliefert worden sind. Es wird

vermutet, dass darin bekannte geometrische Objekte konstruiert wurden.

1.1.3 Die Alexandrinische Periode

1.1.3.1 Archimedes

Archimedes (etwa 287 - 212 v. Chr.) wuchs in der sizilianischen Stadt Syrakus auf,
erhielt seine Ausbildung jedoch vermutlich in Alexandria, bevor er wieder nach Syrakus
zurückkehrte. Nicht nur Mathematiker, sondern auch genialer Er�nder, trugen eben
diese Er�ndungen dazu bei, dass sich die Stadt im 2. Punischen Krieg zwei Jahre lang
gegen die belagernden Römer erwehren konnte. Trotz allem wurde er schlieÿlich bei der
Einnahme der Stadt getötet.
Obwohl die Geometrie nicht den Schwerpunkt seiner Überlegungen einnahm, son-

dern zumeist für Hilfsüberlegungen notwendig war, stellen seine Arbeiten dazu doch den
Höhepunkt der Alexandrinischen Periode dar. So sind seine Schriften keine rein geome-
trischen Werke. Einzig eine verlorene Abhandlung über halbreguläre Polyeder wäre in
diese Kategorie gefallen.
Seine Arbeit Über Kugel und Zylinder beginnt mit einigen De�nitionen und Axio-
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men, etwa dass von allen Kurven mit demselben Anfangs- und Endpunkt die gerade
Linie die kürzeste Verbindung darstellt. In dieser Arbeit werden Eigenschaften von kon-
kave Kurven und Ober�ächen behandelt. Beinahe alle Aussagen werden mit Hilfe einer
Weiterentwicklung der Exhaustionsmethode von Eudoxos bewiesen. Die im weiteren auf-
gelisteteten Propositionen sind der Übersetzung von Czwalina-Allenstein8 entnommen.
Einige Beispiele aus Buch I:
Proposition 13: Der Mantel eines jeden geraden Zylinders ist gleich der Fläche eines

Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale ist zwischen der Seitenlinie und dem
Durchmesser des Zylinders.
Proposition 33: Die Ober�äche der Kugel ist viermal so groÿ wie die Fläche ihres

gröÿten Kugelkreises.
Buch II enthält weitere Erkenntnisse der geometrischen Algebra, zum Beispiel:
Proposition 4: Eine gegebene Kugel ist so zu schneiden, daÿ die Segmente zueinander

ein gegebenes Verhältnis haben.
Dies entspricht der kubischen Gleichung

(a− x) : c = b2 : x2, (1.7)

die Archimedes durch Schnitt einer Parabel mit einer Hyperbel mit rechtwinkeligen
Asymptoten löst.
In Über Konoide und Sphäroide (auch unter dem Namen Über Paraboloide, Hyperbo-

loide und Ellipsoide bekannt) beschäftigt er sich mit Paraboloiden, Hyperboloiden und
Sphäroiden und davon abgeschnittenen Teilen, wie etwa:
Proposition 21: Jedes Paraboloid-Segment mit einer zur Achse des Paraboloids senk-

rechten Grund�äche ist 1 1/2mal so gross wie der Kegel, der mit dem Segment die gleiche
Grund�äche und Höhe hat.
Proposition 24: Zwei Segmente desselben Paraboloids mit beliebigen Grund�ächen

haben zueinander dasselbe Verhältnis wie die Quadrate ihrer Achsen.

Abbildung 1.6: Die Archimedische Spi-
rale

In verschiedenen Werken verwendet er eine aus
der Mechanik stammende Methode, um mathema-
tische Sätze zu erhalten. Diese Methode ist kei-
ne streng geometrische, aber eine äuÿerst e�ektive
Art, neue Erkenntnisse zu erhalten. In Die Qua-
dratur der Parabel gibt Archimedes zwei verschie-
dene Methoden, die Fläche eines Parabelsegments
zu berechnen, eine ähnlich der mechanischen Art
von anderen Werken und danach die streng mathe-
matische, aufgebaut auf der Exhaustionsmethode.
So kommt Archimedes im Grunde auf eine unend-
liche geometrische Reihe.
In seinem Werk Über Spiralen de�niert Archi-

medes die heute nach ihm benannte Spirale, die in
Polarkoordianten r = aϑ lautet, und beschäftigt sich mit deren Eigenschaften sowie Ei-
genschaften der Tangenten an die Spirale. Das scharfsinnigste Ergebnis, bewiesen wieder
durch Exhaustion: �The area bounded by the �rst turn of the spiral and the initial line
is equal to one-third of the 
�rst circle` �9.
8[Archimedes 1922/1923]
9[Archimedes 1897, S. 178]
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Spätere Mathematiker verwendeten diese spezielle Kurve unter anderem dazu, einen
Winkel in beliebig viele gleich groÿe Teile zu teilen.
Zuletzt sei noch angemerkt, dass Archimedes eine recht genaue Abschätzung für π

berechnete, indem er die Kreis�äche mit der Fläche eines um- und eines eingeschriebenen
96-Eckes annäherte und die Schranken 310

71
< π < 310

70
erhielt.

1.1.3.2 Apollonios von Perge

Apollonios (etwa 262 - 190 v. Chr.) kam jung nach Alexandria und lernte dort von Euklids
Nachfolgern. Als Zeitgenosse von Archimedes stand er mit diesem auch in Kontakt. Er
schrieb Werke zu verschiedenen Themen, doch sein Hauptwerk sind die Konika, eine
Kegelschnittslehre, die im Unterschied zu früheren Werken gleichen Themas überaus
allgemein formuliert ist. In acht Büchern beweist Apollonios 487 Propositionen, das
achte Buch ist leider in keiner Überlieferung erhalten.
Eine wichtige neue Einführung ist die Erzeugung der Kegelschnitte an einem einzigen

schiefen Kreiskegel bzw. im Fall der Hyperbel sogar an einem Doppelkegel. Natürlich
gibt es, wie bei den Griechen üblich, keine algebraischen Überlegungen, dennoch konnte
Apollonios schon Beziehungen herleiten, die wir heute der Scheitelgleichung entnehmen
können:

y2 = rx
(

1± x

t

)
(1.8)

r (latus rectum) und t (latus transversum) sind Konstanten. An (1.8) lassen sich auch
die heute gebräuchlichen Namen leichter erkennen, die von Apollonios erstmals verwen-
det worden sind: Existiert der zweite Term auf der rechten Seite nicht, strebt also t
gegen unendlich, so erhält man die Parabelgleichung y2 = rx, die geometrisch genau
dem Problem einer Flächenanlegung entspricht - daher das griechische Wort parabol ,
das Nebeneinanderstellung bedeutet. Ist dieser zweite Term positiv, liegt eine Anlegung
mit Überschuss (gr. Íperbol ) vor, ist der Term negativ, eine Anlegung mit Mangel (gr.
êlleiysvic). Gemeinsam mit einigen De�nitionen und Sätzen, etwa Fakten zu konjugier-
ten Durchmessern und Tangenten an Kegelschnitten, macht dies den Inhalt des ersten
Buches aus.
Buch II enthält Sätze zu den Asymptoten einer Hyperbel sowie einem Paar zueinander

konjugierter Hyperbeln. Weitere Themen sind etwa das Au�nden der Achsen und der
Durchmesser von Kegelschnitten. In Buch III werden Flächen und Figuren behandelt, die
von Tangenten und Durchmessern erzeugt werden, ebenso die harmonischen Eigenschaf-
ten von Pol und Polare und Beziehungen der Brennpunkte. Buch IV führt dies weiter und
beschäftigt sich dann zum Groÿteil mit den möglichen Schnitten von Kegelschnitten in
verschiedenen Positionen. In diesem Zusammenhang beweist Apollonios auch, dass zwei
Kegelschnitte nicht mehr als 4 Schnittpunkte besitzen können. In Buch V untersucht
Apollonios die maximal und minimal möglichen Abstände eines beliebigen Punkts von
einem Kegelschnitt, eine absolute Neuheit auf diesem Gebiet. Anschlieÿend untersucht
er die Eigenschaften von Normalen und beschreibt die Konstruktion von Normalen auf
einen Kegelschnitt, ausgehend von einem gegebenen Punkt innerhalb oder auÿerhalb des
Kegelschnitts. Dabei stöÿt er auch auf das Problem, dass von einem Punkt aus durch
mehrere Punkte des Kegelschnitts Normalen gelegt werden können, bis zu vier an der
Zahl, je nach Lage des Punktes. Im Zuge dessen studiert er also auf indirekte Weise auch
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die Evoluten der Kegelschnitte. Buch VI beschäftigt sich mit kongruenten und ähnlichen
Kegelschnitten bzw. Teilabschnitten und Buch VII enthält Eigenschaften von konjugier-
ten Durchmessern von Kegelschnitten in Hauptlage. Im verlorenen Buch VIII wurde dies
wahrscheinlich fortgesetzt.
Euklids Elemente bildeten bis weit in die Neuzeit hinein, in immer wieder abgeän-

derter Form, die Grundlage des Geometrieunterrichts, während Apollonios' Konika in
Westeuropa kaum Beachtung fand.
Laut Pappos verfasste Apollonios noch sechs weitere Schriften, nur eine ist aber er-

halten. Eine andere konnte rekonstruiert werden und scheint das nach ihm benannte
Apollonische Problem enthalten zu haben. Das Problem besteht darin, zu drei gegebe-
nen Kreisen, Geraden oder Punkten oder Kombinationen der drei, diejenigen Kreise mit
Zirkel und Lineal zu konstruieren, die die drei gegebenen Objekte berühren.

1.1.3.3 Heron

Nach den drei groÿen Mathematikern Euklid, Archimedes und Apollonios war die Ma-
thematik und mit ihr die Geometrie im Niedergang begri�en. Nur vereinzelt wurde noch
neues, bedeutsames Wissen hervorgebracht. Zu den nachfolgenden Mathematikern ge-
hört Heron von Alexandria (zwischen 150 v. Chr. und 200 n. Chr.), dessen Scha�en aber
eher enzyklopädisch angelegt war. Wenig stammt von ihm selbst. So verfasste er etwa
einen Kommentar zu Euklid und bewies einige Sätze der Euklidischen Geometrie. Auch
die Sätze zu Flächeninhalten, Ober�ächen und Volumina in Metrika und Geometrika,
das nicht sicher von ihm ist, sind nicht neu, sondern nur ein Sammelsurium bereits be-
kannter Aussagen. Das Werk war augenscheinlich an Praktiker gerichtet und legt groÿen
Wert auf numerische Ergebnisse.
In seinen Dioptra �ndet sich auch die nach ihm benannte Heronsche Flächenformel

für den Flächeninhalt eines Dreiecks

A =
√
s(s− a)(s− b)(s− c), (1.9)

wobei die Hilfsgröÿe s den halben Umfang des Dreiecks darstellt. Viele seiner anderen
Formeln gibt er ohne Beweis an, teilweise sind sie auch nur Näherungsformeln, wohl um
aus Gründen des praktischen Rechnens etwa auf Wurzelziehen verzichten zu können.

1.1.3.4 Nikomedes und Diokles

In der Alexandrinischen Periode beschränkten sich die Geometer nicht mehr darauf, Pro-
bleme nur mit Zirkel und Lineal zu lösen. So wurden neben der Spirale von Archimedes
andere neue Kurven de�niert, mit denen sich etwa die klassischen Probleme lösen lieÿen.
Nikomedes (um 200 v. Chr.) entwarf die Konchoide (vgl. Abb. 1.7(a)) in allen vier

Typen, die er verwendete, um einen Winkel in drei Teile zu teilen und einen Würfel zu
verdoppeln. Auch wird ihm zugeschrieben, einen Mechanismus entwickelt zu haben, mit
dem die Konchoide direkt konstruiert werden konnte. Damit ist die Konchoide, abgesehen
von Kreis und Gerade, die älteste mechanisch konstruierbare Kurve.
Diokles (etwa 240 - 180 v. Chr.) wiederum löste das Problem der Würfelverdoppelung

mit Hilfe der von ihm entwickelten Zissoide (vgl. Abb. 1.7(b)).
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(a) (b)

Abbildung 1.7: Spezielle Kurven: (a) Die Konchoide; (b) Die Zissiode

1.1.3.5 Die Entwicklung der Trigonometrie

Abbildung 1.8: Sehnengeo-
metrie

Als Begründer der Trigonometrie gilt Hipparchos von Nicäa
(etwa 190 - 120 v. Chr.) Er lebte in Alexandria und Rho-
dos und war eigentlich Astronom. Seine Herangehensweise
sollte man aber eher als Sehnengeometrie bezeichnen, denn
Hipparchos ordnete jedem Kreisbogen AB eines bestimmten
Winkels die zugehörige Sehne (lat. chorda) zu (Abb. 1.8).
Dies ist äquivalent zur Trigonometrie, wie wir sie heute ken-
nen, denn:

s = crd2α = 2r · sinα. (1.10)

Da für die Astronomie aber auch sphärische Trigonometrie gebraucht wird, wurde auch
in diese Richtung geforscht. Eine erste De�nition eines sphärischen Dreiecks �ndet sich
in Menelaos' (etwa 70 - 140 n. Chr.) Sphärik, in der auch zugehörige Sätze dargebracht
werden, analog zu Euklids Sätzen über ebene Dreiecke.
Ptolemaios (etwa 100 - 160 n. Chr.) entwickelte dann die ebene Trigonometrie weiter.

So �ndet sich in seinem heute als Almagest bekannten Werk die erste überlieferte Seh-
nentafel, die Längen der Sehnen für Winkel von 0◦ bis 180◦ in Schritten von 1

2
◦ enthält.

Unter anderem enthält es auch einen Satz, der äquivalent zu sin2 α + cos2 α = 1 ist.

1.1.3.6 Pappos

Als letzter groÿer hellenistischer Mathematiker sei Pappos (um 300 n. Chr.) erwähnt,
der in Alexandria gelebt und gewirkt hat. Seine Schriften bestehen zum Groÿteil aus
Auszügen von Schriften früherer Mathematiker, erweitert durch kritische Kommentare
und eigene Ideen. Zu den von ihm selbst gefundenen Sätzen gehört der sogenannte
Guldinsche Schwerpunktsatz an Rotationskörpern.
Nach Pappos �nden sich in der Geschichte im Prinzip nur noch Kommentatoren, denen

wenige bis gar keine neuen Errungenschaften in der Mathematik zuzuschreiben sind.
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1.2 Kulturhistorischer Hintergrund der griechischen
Mathematik

1.2.1 Eine erste Rationalisierung der Natur

�At least these men dared to tackle the universe with their minds and refused
to rely upon gods, spirits, ghosts, devils, angels, and other mythical agents.�
10

Die frühen Naturphilosophen wie Thales begannen damit, die Natur zu rationalisie-
ren, wegzugehen davon, dass die Welt erfüllt sei von Göttern, mythischen Wesen und
anderen übernatürlichen Dingen. Sie wollten die Welt rationell und kritisch erklären,
ohne auf Mythologie zurückgreifen zu müssen. Es entstand die Überzeugung, dass die
Menschen nicht nur die unergründlich scheinenden Wege der Natur begreifen können,
sondern auch Vorhersagen machen können. So hat Thales eine Sonnen�nsternis vorher-
gesagt. Im Zuge dieser Entwicklung begannen die Griechen auch damit, Mathematik zu
betreiben, natürlich nicht bzw. nur in den seltensten Fällen Mathematik um der Ma-
thematik willen, sondern in Verbindung mit anderen Disziplinen, besonders Astronomie,
Optik und Musiklehre. Dort entstandene Probleme regten eine mathematische Beschäf-
tigung damit an. Diese Ansicht vertraten jedoch nur wenige Intellektuelle, die Mehrheit
der Bevölkerung war tiefreligiös und glaubte daran, dass die Götter alles kontrollierten.
Nicht umsonst ist die griechische Mythologie so umfangreich und auch heute noch so
bekannt wie keine andere.
Die Vorsokratiker versuchten die Natur mit Hilfe von verschiedenen Theorien zu erklä-

ren. Manche behaupteten, dass sämtliche Materie aus einem einzigen Sto� bestehe, etwa
Luft oder Feuer. Leukipp und sein Schüler Demokrit vertraten sogar einen Vorläufer der
Atomtheorie. Daher war es auch nur eine Frage der Zeit, bis die Mathematik selbst in ei-
ne dieser Theorien Einzug erhielt. Die Pythagoreer waren die ersten, die Mathematik in
ihre Philosophie der Natur integrierten. Ihnen wird oft zugeschrieben, als erste erkannt
zu haben, dass mathematische Gröÿen, Zahlen und geometrische Figuren Abstraktionen
sind, Ideen, die nur im Geist der Menschen existieren. Damit geschah eine Trennung all
dieser Dinge von physikalischen Objekten.
Dennoch blieben sie der mystischen Seite der griechischen Religion verbunden: Sie

glaubten an die Reinigung der Seele vom Gefängnis des Körpers. Die Gemeinschaft hatte
auch eher den Charakter einer Sekte als den einer Religion. Die Mitglieder beschäftigten
sich mit dem Studium der Philosophie, Wissenschaft und Mathematik und waren zu
strengster Geheimhaltung gegenüber Auÿenstehenden verp�ichtet.
Die Pythagoreer glaubten aufgrund ihrer naturwissenschaftlichen Forschungen, dass

sie in der Zahl und den Zahlenverhältnissen die Essenz aller in der Natur vorkommenden
Phänomene gefunden hatten. Zahlen waren für sie also auch die Elementarteilchen der
Natur, und mehr. Selbst die Bewegung der Planeten fassten sie in Zahlenverhältnissen
auf. Wie an diesem Beispiel zu sehen ist, strebten sie danach, in allen Dingen Regelmä-
ÿigkeit zu �nden. Sie verehrten die Zahlen als beinahe göttlich, besonders die Zahl 10,
sowie das tetraktÔc (�die Vierheit�), die Zahlen 1, 2, 3 und 4, die addiert die 10 ergeben.
Diese eigenwillige Mischung aus naturwissenschaftlichem und mathematischem Ge-

dankengut mit abstrusen und unwissenschaftlichen Doktrinen wurde wohl durch ihre
10[Kline 1990, S.147]
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Besessenheit mit den Zahlen und Verhältnissen gescha�en, woraus eine Philosophie der
Natur entstand, die nur sehr wenig mit der Natur zu tun hatte. Die Entdeckung inkom-
mensurabler Gröÿen muss für sie ein groÿer Schock gewesen sein, denn es gefährdete
ihr gesamtes Weltbild. Daher konnten sie sie auch nicht akzeptieren. Die Legende, dass
der Entdecker der inkommensurablen Gröÿen, Hippasos, selbst Pythagoreer, dafür ge-
tötet worden sein soll - ob wahr oder nicht - verdeutlicht ihre Einstellung dazu. All ihre
Forschungen wurden eingeschränkt auf kommensurable Gröÿen.

1.2.2 Platon und die Entwicklung deduktiven Denkens

�Plato, one of the most informed men of his day, was not a mathematician;
but his enthusiasm for the subject and his belief in its importance for philo-
sophy and for the understanding of the universe encouraged mathematicians
to pursue it.�11

Die Überlegungen der vorsokratischen Philosophen drehten sich stets darum, Elemente
zu �nden, aus denen alle Materie zusammengesetzt ist. So kam es auch dazu, dass dieser
Gedanke in der Mathematik aufkam. Es begann ein Streben danach, mathematische
Sätze aus anderen deduktiv abzuleiten, auf der Grundlage von - wie wir sie heute nennen -
Axiomen. Natürlich waren die Pythagoreer, die dies zuerst versuchten, noch nicht versiert
darin, strenge Beweise durchzuführen, sondern wiesen die Richtigkeit der Sätze anhand
von Spezialfällen nach. Inwieweit auch vereinzelt allgemeine Beweise vorgekommen sein
könnten, lässt sich aus heutiger Sicht nicht mehr rekonstruieren. Die Bedeutung aber
liegt darin, dass sie es versuchten und den Gedanken in der griechischen Mathematik
verankerten.
In der Geometrie suchte und fand man die �Elemente�, aus denen man sich alle Figuren

zusammengesetzt vorstellen kann: Gerade und Kreis. Platon vertrat diesen Standpunkt
vehement. Nicht nur war Platon vertraut mit den Schriften und Ergebnissen der Py-
thagoreer, seine eigene Philosophie der Ideenlehre war sehr gut auf die Mathematik
anwendbar, die sich nur mit den Ideen mathematischer Objekte beschäftigte. Für ihn
war Wissen über die Natur unwichtig, denn die Natur ist stets Veränderungen unterwor-
fen und bleibt nie gleich. Daher konnten auch keine absoluten Aussagen über Dinge in
der Natur getro�en werden. Platon war der Meinung, nur über den Weg der Mathematik
diese absoluten Aussagen machen zu können, daher war auch die Beobachtung der Natur
sinnlos.
Platons Ideenlehre ging davon aus, dass die Welt, die wir sehen, nur eine mangelhafte

Kopie, ein Abklatsch, der idealen Welt ist. �He believed that a few penetrating glances
at the physical world would supply some basic truths with which reason could then carry
on unaided. From that point there would be no nature, just mathematics, which would
substitute for physical investigation as it does in geometry.�12 Geometrische Objekte wie
Gerade und Kreis passten geradezu perfekt in diese ideale Welt.
Platon erkannte auch die Notwendigkeit, von exakten De�nitionen ausgehen zu müs-

sen. Zwar wandte er diesen Gedanken nicht selbst auf die Mathematik an, doch war er
sich der Wichtigkeit für sie bewusst. Daher mussten sämtliche Begri�e, bevor sie ver-

11[Kline 1990, S. 43]
12[Kline 1990, S. 151]
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wendet werden konnten, bestimmt werden. Als Beispiel dafür nimmt Platon selbst den
Kreis:

�Kreis ist zum Beispiel ein sprachlich bezeichnetes Ding, das eben den
Namen hat, welchen wir eben laut werden lieÿen. Das Zweite von jenem
Ding würde die sprachlich ausgedrückte Begrifssbestimmung sein, welche aus
Nenn- und Aussagewörtern zusammengesetzt ist, zum Beispiel: 'das von sei-
nem Mittelpunkt überall gleich weit Entfernte' [...] Das Dritte ist das in die
äuÿeren Sinne fallende körperliche Bild davon, zum Beispiel vom Zeichner
und vom Drechsler angefertigt, was sich wieder auslöschen und vernichten
lässt, Zufälle welchen der Begri� des Kreises an sich, mit dem alle jene Mei-
ster sich beschäftigen, nicht unterworfen ist, weil er etwas Anderes und ganz
davon Verschiedenes ist.� 13

Platon führt dies noch weiter aus und gibt in einem anderen Werk auch Regeln zur
systematischen Aufstellung von De�nitionen. Und obwohl Platon selbst nicht als Ma-
thematiker tätig war, wirkte doch sein Ein�uss auf seine Zeitgenossen derart stark, dass
diese sich mit der Mathematik und der Geometrie in seinem Sinne beschäftigten. Platon
blieb bei der Philosophie, und beein�usste auf diesem Weg die Mathematik. Die dedukti-
ve Ausprägung der griechischen Mathematik, von De�nitionen und Axiomen auszugehen
und von diesen auf andere Aussagen zu schlieÿen sowie diese zu beweisen, die unter den
Pythagoreern hervorgegangen war, wurde forciert und blieb der Mathematik über Jahr-
hunderte erhalten.
Die Beschränkung auf Konstruktionen und Beweisführung mit Zirkel und Lineal war

ein groÿes Hindernis für die Geometrie und damit beinahe die gesamte Mathematik der
Griechen. Platon widerstrebte der Gedanke, neben den Elementen Kreis und Gerade
mechanisch konstruierte Kurven wie die Quadratrix zu Hilfe zu nehmen. Der Grund da-
für liegt darin, dass sie der realen Welt zu nahe standen und zu weit entfernt waren von
der Welt der Ideen. War die Geometrie zuvor gegenüber diesen Konstruktionshilfen noch
o�ener gewesen, begann hier die Zeit der Einschränkung, der sich auch groÿe Mathema-
tiker wie Euklid nicht widersetzen konnten, der in seinen Axiomen alle Konstruktionen
auf solche mit Zirkel und Lineal beschränkte.
All die griechischen Philosophen und Mathematiker - in vielen Fällen waren sie beides

- hatten eines gemeinsam: Streben nach objektiver Wahrheit. Verallgemeinerungen aus
vereinzelten Ereignissen, Naturbeobachtungen oder Experimenten lieferten keine absolut
sicheren Aussagen, sondern nur wahrscheinliche. Das Streben nach absoluter Wahrheit
führte sie also auf den Weg der Deduktion und auf die Notwendigkeit von bereits als
wahr erachteten Axiomen und exakt formulierten De�nitionen.
Vielleicht wird der Ein�uss von Platon auf die Mathematik auch überschätzt und

deduktives Denken entstand aus kulturellen Gründen. Athen war das Zentrum der Phi-
losophie und Mathematik zur Zeit Platons. Während dieser Zeit jedoch wurden hand-
werkliche Tätigkeiten, zu denen auch die Medizin zählte, nicht von der kleinen Schicht
der Gebildeten durchgeführt, sondern hauptsächlich von der Klasse der Sklaven. Pla-
ton etwa war der Ansicht, dass Handel nicht von freien Männern durchgeführt, sondern
sogar als Verbrechen bestraft werden sollte. Besonders im Handel wurden numerische

13[9, �342 a-c]
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Berechnungen angestellt, wodurch dies ebenfalls Sache der unteren Schichten war. Ari-
stoteles sagte sogar, dass in einem idealen Staat kein Bürger, im Gegensatz zum Sklaven,
irgendeiner Art von körperlicher Arbeit nachgehen sollte. Daher wäre Experimentieren
und Beobachten für Denker absolut ausgeschlossen und sämtliche Ergebnisse der Ma-
thematik müssten durch logische Schlussfolgerungen, also deduktiv, erfolgen.

1.2.3 Entwicklungen nach Platon

�Though Aristotle did not contribute signi�cant new mathematical results
[...], his views on the nature of mathematics and its relation to the physical
world were highly in�uential.�14

Platons bedeutendster Schüler, Aristoteles, widersprach seinem Lehrer in wesentlichen
Punkten. So stimmte er ganz und gar nicht mit Platons Verständnis der Welt überein.
Für ihn war die Materie auch die Wirklichkeit. Daher sollten auch die Naturwissen-
schaften die reale Welt studieren und Wissen nur erhalten werden durch Erfahrung und
Abstraktion. Zwar war er auch der Meinung, dass Materie nicht signi�kant ist, da sie ja
potentiell jede Form annehmen kann, doch sobald sie eine Form angenommen hat, ist
sie das, was beobachtet werden soll.
Mathematik sah Aristoteles als Hilfswissenschaft zur Beschreibung der in der Na-

tur beobachteten Gegebenheiten. Auch lieferte er Erklärungen für manche Phänomene.
Geometrie erbrachte in diesem Sinne die Gründe für in der Optik und der Astrono-
mie herausgefundenen Tatsachen. Genau wie Platon sah er Mathematik jedoch auch
als Abstraktion der Wirklichkeit und nur im Geiste der Menschen existent. Aristoteles
unterschied also streng zwischen Mathematik und Physik und sprach der Mathematik
dabei die kleinere Rolle zu, wohl auch deshalb, weil er nicht an Vorhersagen interessiert
war.
Aristoteles überarbeitete auch den Begri� der De�niton und bezeichnete ihn, beina-

he modern, als eine Sammlung von Wörtern. Er erklärte, dass eine De�nition nur aus
Begri�en bestehen durfte, die selbst nicht den gerade de�nierten Begri� zur eigenen De-
�nition benötigten. Daher lieÿ er auch die Notwendigkeit von unde�nierten Begri�en zu,
da man ja irgendwo beginnen musste. Auch beschäftigte sich Aristoteles mit dem Unter-
schied von Axiomen als allen Wissenschaften gemeinsamen Wahrheiten und Postulaten
als akzeptierten Prinzipien, auf denen jede einzelne Wissenschaft dann aufbauen konnte.
Neu für seinen Begri� der Postulate war, dass sie nicht o�ensichtlich wahr sein, sich
dafür aber bei jeder aus ihnen folgenden Schlussfolgerung neu beweisen mussten.
Mit Platons und Aristoteles' Überlegungen war klar, wie die Grundlagen einer dedukti-

ven Wissenschaft auszusehen hatten. Das heiÿt nicht, dass sich Mathematiker nicht auch
schon davor mit Begri�en wie �Kreis�, �Gerade�, �teilbar� oder �Primzahl� beschäftigt ha-
ben, sondern dass jetzt eine Ordnung und Systematisierung dieser Begri�e stattfand, die
zu einem ersten Höhepunkt in Euklids Elementen kam.

Eudoxos übte keinen so groÿen Ein�uss auf die Grundlagen der Mathematik aus. In
seinen Schriften verwendete er die deduktive Vorgehensweise von Platon. Doch löste er
geschickt das innermathematische Problem der inkommensurablen Gröÿen. Die griechi-
schen Mathematiker wussten zu dieser Zeit kaum etwas mit ihnen anzufangen, denn sie

14[Kline 1990, S. 51]
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wussten etwa nicht, ob man Beweise der Geometrie, die für kommensurable Gröÿen gal-
ten, auf inkommensurable ausdehnen konnte. Eudoxos umging aber das Problem, dass
irrationale Zahlen nicht benannt werden konnten. Er ordnete einfach Strecken, Winkeln,
anderen Gröÿen und Verhältnissen keine Zahlenwerte zu, und scha�te es so, dass sich
die griechischen Mathematiker mit inkommensurabeln Gröÿen beschäftigen konnten.
Dies hatte jedoch unvorhersehbare Auswirkungen auf die griechische Mathematik. Es

führte zu einer starken Trennung von Geometrie und anderen mathematischen Teilge-
bieten. Arithmetik wurde stark zurückgedrängt und Algebra entwickelte sich nur über
den Umweg der Geometrie. Mathematiker wurden zu einem Groÿteil in die Reihen der
Geometer gedrängt und es dauerte beinahe 2000 Jahre, bis sich die heute bekannten
Teilgebiete der Mathematik von der Geometrie loslösen und eigenständig entwickeln
konnten. Der Ein�uss reicht bis in die heutige Zeit: �We still speak of x2 as x square and
x3 as x cube instead of x second and x third.�15

1.2.4 Euklid

�Since the Elements is the �rst substantial source of mathematical konwledge
and one that was used by all succeeding generations, it in�uenced the course
of mathematics as no other book has. The very concept of mathematics, the
notion of proof, and the logical ordering of theorems were learned by studying
it, and its contents determined the course of subsequent thinking.�16

Euklids Elemente zeigen, wie weit die griechische Mathematik in der klassischen Pe-
riode gekommen war. Dies bezieht sich nicht nur auf den mathematischen Inhalt des
Werkes, sondern auch auf den strengen Aufbau des Werkes. Deutlich ist der Ein�uss von
Platon und Aristoteles zu merken. Platons Philosophie ist daran zu erkennen, dass auf
die reale Welt kein Bezug genommen wird, auch keine Anwendungen der Sätze erklärt
werden, sondern die Mathematik nur für sich steht. Auch die Beschränkung auf Zirkel
und Lineal bzw. die Objekte Strecke und Kreis geht auf sein Gedankengut zurück.
Aristoteles' Ein�uss ist an den verwendeten Methoden zu erkennen, speziell an der

Teilung der Voraussetzungen in Axiome und Postulate und dem daraus folgenden, streng
deduktiven Aufbau. Auch beginnen die meisten Bücher mit De�nitionen, die teilweise
auch an heutige moderne De�nitionen erinnern, etwa De�nition I,17: �Ein Durchmesser
des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden Seiten vom Kreisumfang
begrenzte Strecke.� 17 Andere, wie De�nition I, �Ein Punkt ist, was keine Teile hat�18,
versuchen Grundbegri�e zu erklären, die aber aus moderner Sicht unnötig sind, da mit
ihnen keine mathematischen Sätze bewiesen werden können. Auch Euklid verwendete
diese De�nitionen in weiterer Folge nicht mehr.
Vergleicht man die Postulate Euklids (vgl. Kapitel 1.1.2.1, S. 8) mit seinen Axiomen,

so erkennt man auch die Unterscheidung, die er in Aristoteles' Tradition macht. Zwei
der Axiome lauten:

�1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.�19

15[Kline 1990, S. 49]
16[Kline 1990, S. 86]
17[Euklid 2003, S. 1]
18[Euklid 2003, S. 1]
19[Euklid 2003, S. 3]
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�7. Wenn Gleichem Gleiches hinzugefügt wird, sind die Ganzen gleich.�20

Diese Axiome sollen allgemein gelten, die Postulate nur für die Geometrie. Euklids
Auswahl an Axiomen und Postulaten ist äuÿerst bemerkenswert, denn allein auf Grund
dieser konnte er hunderte von Propositionen beweisen. Obwohl sie noch in der Antike
zum Teil bezweifelt wurden, speziell das Parallelenpostulat, blieben sie bis in die Neuzeit
hinein nicht zu hinterfragende Wahrheiten. Das Parallelenpostulat schien selbst Euklid
zu widerstreben, denn er versuchte stets Beweise zu �nden, die nicht auf das Postulat
zurückgreifen mussten.
Euklid folgt auch der Tradition von Eudoxos. In Buch II, das die geometrische Algebra

behandelt, werden alle Gröÿen nur geometrisch repräsentiert und somit alle irrationalen
Gröÿen von vornherein vermieden. So steht das Produkt zweier Zahlen für den Flächenin-
halt eines durch die beiden Zahlen als Werte der Seitenlängen aufgespannten Rechtecks.
Dies mag für die Praxis nicht von Vorteil sein, wenn etwa ein solches Rechteck die Sei-
tenlängen

√
2 und

√
3 hatte, doch für die theoretischen Überlegungen Euklids war es

ausreichend.
Buch V, die Proportionenlehre, baut direkt auf Eudoxos' Werken auf. Darin wird zwar

nicht auf die Geometrie Bezug genommen, doch die nachfolgenden Generationen sahen
sie als nur darauf anwendbar. Bei näherer Betrachtung des Buches, wird sogar klar, dass
dies stimmt. Die Theorie der Proportionen ist aus heutiger Sicht unvollständig und in
manchen Punkten sogar an geometrische Deutungen gebunden. Dies soll aber an dieser
Stelle nicht näher erläutert werden, sondern kann etwa bei [Kline 1990] nachgelesen
werden.

1.2.5 Hellenistisches Denken

�One can say, as a broad generalization, that the mathematicians of the Alex-
andrian period severed their relation with philosophy and allied themselves
with engineering.�21

Geographische Voraussetzungen begünstigten die Entwicklung logischen Denkens an
der kleinasiatischen Küste zur Zeit Thales'. Das enge Zusammenleben verschiedener
Kulturen und die darauf folgende Vermischung verschiedener Denkweisen schufen die
Grundlage, auf der die frühen griechischen Mathematiker und Philosophen aufbauen
konnten. Genauso gravierend war der Einschnitt, der nach den Eroberungen Alexanders
des Groÿen (356 - 323 v. Chr.) folgte. Alexander lieÿ 332/331 die Stadt Alexandria am
Westrand des Nildeltas gründen. Die Stadt entwickelte sich bald zu einer der gröÿten
Städte der antiken Welt und begann unter den Ptolemäern, den Nachfolgern Alexan-
ders als Herrscher, aufzublühen. Die Ptolemäer waren Griechen und wussten um die
Bedeutung der Schulen von Platon, Aristoteles und anderen. Darum unterstützten sie
den Aufbau einer eigenen Schule in Alexandria, des Museion.
Im Museion lebten und arbeiteten Künstler und Gelehrte aus allen groÿen Kultur-

zentren, denen mit der dazugehörigen Bibliothek die gröÿte Sammlung antiken Wissens
zur Verfügung stand. Diese Sammlung war nicht zuletzt so groÿ geworden, weil jedes

20[Euklid 2003, S. 3]
21[Kline 1990, S. 105]
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Schi� und jeder Händler, wenn sie nach Alexandria kommen wollten, alle mit sich ge-
führten Schriftstücke abgeben mussten und nur eine Kopie zurückbekamen. Durch die
von den Herrschern forcierte Mischung verschiedener Kulturen in Alexandria, Griechen,
Perser, Araber, Inder, Ägypter und vieler anderer, wurde nicht nur die Kultur verändert,
sondern auch der intellektuelle Horizont der Gelehrten erweitert.
Alexandrias Blütezeit reichte bis etwa zur Mitte des 2. Jahrhunderts v. Chr. Dann

begann ein langsamer, jedoch stetiger Niedergang der Stadt und mit ihr auch der Wis-
senschaften. Nichtsdestotrotz blieb Alexandria der wichtigste Studienort der antiken
Welt.
Die Gelehrten im Museion arbeiteten in vier verschiedenen Bereichen: Literatur, Ma-

thematik, Astronomie und Medizin. In Astronomie spielte die Mathematik eine groÿe
Rolle und in der Medizin war die Mathematik durch die Astrologie ebenfalls vertreten,
denn spezielle �Ärzte� deuteten astrologische Zeichen, um daraus den richtigen Behand-
lungsweg erkennen zu können. Dazu benötigten sie mathematische Kenntnisse.
Durch die vielen neuen kulturellen Ein�üsse entstand ein neuer Zugang zur Mathema-

tik. Die alexandrinischen Mathematiker - Euklid wieder ausgenommen, dessen Elemente
eine Sammlung des Wissens der klassischen Periode ist - zeigten immer noch dasselbe
Talent für Mathematik, waren aber an anderen Ergebnissen interessiert: der Berechnung
von Längen, Flächen und Volumina. Eine weitere Neuerung, die in diesem Zusammen-
hang wichtig war, war die Verwendung von irrationalen Zahlen in babylonischer Traditi-
on, wohingegen die klassischen Mathematiker eine rein qualitative Geometrie entwickelt
hatten. Das liegt wohl besonders daran, dass die alexandrinischen Mathematiker viel
praxisbezogener dachten und handelten. Es entstanden neue Gebiete: Mechanik, Optik,
Geodäsie, Logistik (gedacht als angewandte Arithmetik). Daneben begannen besonders
Arithmetik, aber auch die Algebra, sich wieder zu eigenständigen Disziplinen zu ent-
wickeln.
Mit zu den Voraussetzungen für diesen neuen Zugang zur Mathematik gehörten ge-

sellschaftliche Veränderungen. Wissen um Zahlen und Rechnungen genauso wie hand-
werkliches Arbeiten waren in den intellektuellen Schichten der voralexandrinischen Zeit
verpönt. Handelstätigkeit und Handwerk �elen in den Bereich der Sklaven. Mit der Ver-
schmelzung verschiedener Kulturen in Alexandria begann auch das Ende der Beschrän-
kung dieser Tätigkeiten auf die Sklaven. Da sich nun auch andere damit beschäftigten,
konnte sich die Mathematik auch in die oben genannte Richtung entwickeln.
Eine Folge dieser Entwicklung war die schrittweise Verdrängung der Einschränkung

auf die Werkzeuge Zirkel und Lineal und die Einführung neuer, mechanisch erzeugter
Kurven. Nicht ohne Grund entstanden in dieser Zeit die Spirale, die Konchoide und
die Zissoide. Auch die Verwendung von mechanischen Prinzipien zur Herleitung von
Sätzen musste nicht lange auf sich warten lassen. Dazu sei ein Beispiel aus der Schrift
Die Methode des Archimedes näher erläutert, in der die Fläche eines Parabelsegments
mit Hilfe des einfachen physikalischen Konzepts des Schwerpunkts berechnet wird (vgl.
[Kline 1990, S. 110f]):
Gegeben sei ein Parabelsegment ABC (vgl. Abb. 1.9). D sei der Halbierungspunkt

der Strecke AC. Anschlieÿend wird eine Tangente CE an den Punkt C gelegt. B und
E sollen dabei so liegen, dass beide auf einem Parabeldurchmesser durch D liegen.
Archimedes verweist auf ein Ergebnis Euklids, das zeigt, dass nun EB = BD. Nun
wird eine Gerade AF parallel zu ED durch A gelegt, welche die Tangente im Punkt F
schneidet. CB schneidet AF dann in G. Durch Verwendung von ähnlichen Dreiecken
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erhält Archimedes FG = GA. Als nächstes wird die Strecke CG über G hinaus bis zum
Punkt H so verlängert, dass CG = GH. Sei nun KLMN ein beliebiger Durchmesser
der Parabel. Dann gilt - wieder aufgrund ähnlicher Dreiecke - KL = LN .

Abbildung 1.9: Parabelsegment

Archimedes betrachtet nun zunächst den Flächenin-
halt des Parabelsegments - er versteht diesen als Sum-
me aller Strecken MN - und vergleicht diesen mit dem
Flächeninhalt des Dreiecks ACF , verstanden als Sum-
me aller Strecken KN . Anschlieÿend beweist er, dass
GH ·MN = GL ·KN .
Archimedes versteht nun GH und GL als Arme ei-

nes Hebels mit Drehpunkt G und MN und KN als
Gewichte, die sich, falls MN an H gehängt wird, die
Waage halten. Dann führt er diesen Gedanken weiter.
Die Summe aller Strecken wie MN , angehängt an H
(durch M'N' dargestellt), sollte in diesem Sinne also der
Summe aller Strecken KN , angehängt an ihren jeweili-
gen Halbierungs-, also Schwerpunkten, die Waage hal-
ten. Letzteres ist aber gleichbedeutend mit dem Dreieck
ACF , konzentriert im Punkt X, dem Schwerpunkt des
Dreiecks, dessen Ort Archimedes schon in einem ande-
ren Werk hergeleitet hat. Für X auf der Strecke CG gilt
GX = 1

3
· CG. Daraus und aus dem Hebelgesetz folgt

Fläche des Parabelsegments ABC
Fläche des Dreiecks ACF

=
GX

GH
=

1

3
(1.11)

Durch einfache Zusammenhänge setzt Archimedes abschlieÿend das Parabelsegment
noch mit dem Dreieck ABC in Beziehung. Da das Dreieck ABC genau ein Viertel des
Dreiecks ACF ist, erhält Archimedes abschlieÿend:

Fläche des Parabelsegments ABC =
4

3
Fläche des Dreiecks ABC (1.12)

Diese Methode mag zwar nicht auf einem streng geometrischen Beweise beruhen, dafür
ist sie aber äuÿerst e�ektiv, wie Archimedes an vielen anderen geometrischen Objekten
zeigt.
Völlig neu in der alexandrinischen Mathematik war die Entstehung der Trigonometrie.

Sie entstand aus dem Verlangen heraus, eine quantitative Astronomie zu entwickeln, und
half in Folge bei Problemen der Zeitbestimmung, der Navigation und der Geographie.
Dass sich zunächst eine Sehnengeometrie entwickelt hat, wurde in Kapitel 1.1.3.5 auf S.
16 schon zur Genüge erläutert. Erwähnenswert ist jedoch, dass die Trigonometrie nicht
zur indirekten Landvermessung verwendet worden ist. Dies liegt wohl daran, dass sich
die Gelehrten mit der Anwendung der Euklidischen Geometrie zufrieden gaben, und die
eigentlichen Landvermesser nicht die notwendige Ausbildung dafür hatten.

1.2.6 Der Niedergang der Alexandrinischen Zivilisation

�It has often been said that man proposes and God disposes. It is more
accurate to say of the Greeks that God proposed them and man disposed of
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them.�22

Die Eroberung Ägyptens durch die Römer war die erste groÿe Katastrophe, die Alex-
andria tre�en sollte. Die Römer hatten in sieben Jahrhunderten nur rudimentäre Mathe-
matik entwickelt. Geometrie benötigten sie im Prinzip nur für Vermessungsfragen und
zum Bau von Tempeln und Häusern. Der Begri� �Mathematik� hatte bei den Römern
sogar einen schlechten Beigeschmack, denn als mathematicii bezeichneten sie Astrolo-
gen, und diese verurteilten sie. Diocletian verbot die Mathematik sogar. Nur Geometrie
durfte gelehrt und gelernt werden.
Als Caesar 47 v. Chr. die ägyptische Flotte niederbrannte, �ng auch die Bibliothek

Feuer und unzählige Bücher und etwa eine halbe Million Manuskripte wurden zerstört.
Zum Glück war aufgrund von Platzproblemen vieles schon ausgelagert worden. Dennoch
ging viel Wissen verloren. Als Ägypten schlieÿlich 31 v. Chr. endgültig unter römische
Kontrolle �el, war der weitere Niedergang vorprogrammiert. Die Römer hatten kein Inter-
esse an Mathematik oder den anderen Wissenschaften, ebensowenig an den eigenständig
entwickelten Kulturen, die sie unterwarfen.
Das aufstrebende Christentum versetzte der Wissenschaft und der Mathematik einen

weiteren schweren Schlag. Viele griechische und orientalische Mythen und Bräuche wur-
den ins Christentum aufgenommen, jedoch nicht die Wissenschaft. Sie wurde als heid-
nische Lehre verboten, Mathematik und Astronomie wurden lächerlich gemacht. Un-
ter Kaiser Theodosius erreichte diese Entwicklung im Jahr 392 einen traurigen Höhe-
punkt: Griechische Tempel wurden zerstört, als �Ungläubige� bezeichnete Nichtchristen
attackiert und getötet, griechische Bücher brannten zu Tausenden, Pergamente wurden
gelöscht und neu beschrieben, Schulen wie Platons Akademie wurden geschlossen. Der
grausame Tod von Hypatia, einer alexandrinischen Mathematikerin, in Stücke gerissen
von einem fanatischen christlichen Mob, symbolisiert das Ende der Ära. 529 wurde das
Museion geschlossen, 640 erfolgte mit der Eroberung durch die einfallenden Araber, die
sämtliche noch übrig gebliebenen Bücher vernichten lieÿen, der Todesstoÿ für Alexan-
dria.

1.2.7 Zusammenfassung

�Also ist die Geometrie brauchbar, wenn sie zur Schau des Seins zwingt,
andernfalls nicht.�23

Die griechischen Mathematiker waren die ersten und, soweit wir heute wissen, die
einzigen Mathematiker in der Geschichte der Menschheit, die ihre Mathematik streng
deduktiv aufbauten, mit Axiomen und Postulaten arbeiteten, von diesen ausgingen und
stets danach strebten, die daraus abgeleiteten Sätze möglichst allgemein zu beweisen,
was sie auch scha�ten, wie kein anderes Volk.
Doch so weit die griechische Mathematik auch kam, wie genial ihre allgemeinen Bewei-

se auch waren, so waren ihre Tugenden, die genau dies ermöglichten, auch die Schwach-
stellen ihrer Mathematik. In wichtigen Fragen blockierten sie sich nämlich beinahe von
Beginn an selbst. Ihr Streben danach, die Natur möglichst rational erklären zu können,
schoss weit über das Ziel hinaus. Sie wurden von ihrem eigenen Vorhaben geblendet, alles

22[Euklid 2003, S. 181]
23[Platon 2003, S.344]
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logisch, präzise und exakt erklären zu müssen. Hätten sie intuitiver gehandelt, hätten sie
vielleicht kreativere Mathematik betreiben können. In der dreidimensionalen Geometrie
taten sie dies auch, in der ebenen Geometrie beinahe gar nicht.
Der Ein�uss der Pythagoreer für das Verständnis der Zahl verhinderte lange Zeit

ein Akzeptieren der irrationalen Zahlen als solche. Dadurch und durch die kulturellen
Voraussetzungen konnten sich Arithmetik und Algebra eigenständig kaum entwickeln.
Als Archimedes und Ptolemaios schlieÿlich damit zu arbeiten begannen, machte das
kaum mehr einen Unterschied. Durch die Arbeiten von Eudoxos konzentrierten sich die
Griechen alleinig auf die Geometrie. Selbst hier hemmten sie sich selbst, indem sie sich auf
die Untersuchung von Objekten beschränkten, die mit Zirkel und Lineal konstruierbar
sind. Dies schöpften sie dafür so weit wie möglich aus. Hinzu nahmen sie Objekte, die
durch um eine Achse rotierende Linien und Kreise erzeugt werden, wie Zylinder und
Kegel. Die einzigen Ausnahmen bildeten die Ebene, das Prisma und die Pyramide.
Die rege Beschäftigung mit den Kegelschnitten scheint auf den ersten Blick nicht in

dieses System zu passen, doch als Schnitt einer Ebene mit einem Kegel waren sie schnell
akzeptiert. Mechanisch konstruierte Kurven wie die Quadratrix hingegen waren geniale
Leistungen einzelner Personen, die aber nie wirkliche Beachtung fanden.
Neben der eigentlich Geometrie beschäftigten sich die Griechen nun auch besonders

mit einem Gebiet, das wir heute geometrische Algebra nennen, denn es gab für sie
kaum eine andere Möglichkeit, Algebra zu betreiben, ohne mit irrationalen Gröÿen zu
hantieren. Besonders hier, aber auch in der Geometrie im Allgemeinen, gestaltete sich die
Beweisführung immer komplizierter und schwerfälliger. Dadurch konnten sich auch kaum
allgemeine Berechnungsmethoden entwickeln, wie wir sie heute etwa aus der Analysis
und der analytischen Geometrie kennen.
Eine groÿartige Leistung der Griechen ist die Entwicklung der Exhaustionsmethode,

doch sieht man daran bereits, dass sie die Verwendung des Unendlichen möglichst zu ver-
meiden suchten. Das Konzept des Unendlichen konnten die Griechen nie wirklich fassen.
Es scheint fast, als wären sie davor zurückgeschreckt. Die Paradoxa von Zenon zeigen
deutlich die Grenzen der Vorstellungskraft der griechischen Mathematiker auf. Und we-
gen des grundlegenden Problems, dass nicht einmal der Zusammenhang zwischen Punkt
und Gerade richtig erfasst werden konnte, also die Beziehung zwischen dem Kontinuier-
lichen und dem Diskreten, konnten sich auch keine Grenzprozesse entwickeln. Andere
Kulturen, die intuitiver handelten, ohne Beweise zu verlangen, scha�ten dies jedoch.
Trotz aller groÿartigen Leistungen, die die Griechen auf dem Gebiet der Mathematik

und Naturwissenschaften hervorbrachten, trotz der groÿen Bedeutung für die Entwick-
lung der Mathematik und des heute noch spürbaren Ein�usses darauf, muss gesagt wer-
den, dass sie eine beinahe engstirnige Sicht auf die Mathematik vertraten, die kaum neue
Gedanken zulieÿ. Man könnte hier so weit gehen, zu sagen, dass sie geradezu verdammt
war, zugrunde zu gehen, wenn sie nicht in Alexandria neuen Schwung erhalten hätte.
Doch auch dieser konnte ihren Untergang nicht aufhalten.



2 Geometrie in Indien

Abbildung 2.1: Antike Kulturen und Reiche Indiens im Altertum und im Mittelalter (aus
[Wussing 2008, S. 83])
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2.1 Historischer Überblick über die indische
Geometrie

2.1.1 Die Vedische Zeit (ca. 1500 - 200 v. Chr.)

2.1.1.1 Sulbasutras

Um 1500 v. Chr. begann in Indien die vedische Periode, das bedeutet, um diese Zeit
wurde damit begonnen, unzählige Naturgottheiten zu verehren. Jeder Haushalt musste
jeden Tag gewisse sakrale Handlungen durchführen. Dies einmal zu vergessen, wurde als
Sünde gesehen. Es war vorgeschrieben, im Haus stets Altäre von verschiedener Form
aufgebaut zu haben. Diese mussten mit groÿer Sorgfalt konstruiert werden, darum gab
es dafür die so genannten Sulbasutras (auch oft als Sulva Sutras transkribiert), was
soviel wie Schnurregeln bedeutet. Die Sulbasutras, je nach Interpretation acht oder neun
verschiedene Werke, wurden ab etwa dem Jahr 800 v. Chr. verfasst, jedoch sind erst
kommentierte Versionen von ca. 300 n. Chr. erhalten.
Die Sulbasutras enthalten genaue Anweisungen für die Priester und auch für den Haus-

gebrauch, um Altäre exakt zu konstruieren. Von auÿerordentlicher Bedeutung war, die
Altäre in Ost-West-Richtung anzulegen und nur aus speziell vorgeformten Ziegelstei-
nen zu konstruieren. Nun gab es je nach Ritual verschiedene Altarformen: quadratisch,
rechteckig, trapezförmig, kreisförmig, halbkreisförmig, usw. Daneben gab es bestimmte
Altäre in speziellen Formen, etwa in der Form eines Falken (vgl. Abb.2.2)

Abbildung 2.2: Falkenförmiger Altar. Eingezeichnet sind die Formen der verwendeten Ziegelsteine.
(aus [Scriba und Schreiber 2005, S. 144])

Zunächst wurden Schnüre gespannt, um die richtige Form der Altäre zu erhalten. Diese
Vorlagen wurden dann zumeist mit Ziegeln ausgelegt. Verwendet wurden verschiedene
Instrumente:

• Mit Hilfe eines speziellen Mastes, genannt Sanku, wurde die Ost-West-Linie be-
stimmt;
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• Der Bambusstab wurde verwendet als Messinstrument;

• Ein Bambusstab mit drei Löchern, eines in der Mitte und eines an jedem Rand,
durch die kleine Stäbe gesteckt wurden, wurde als einfacher Zirkel verwendet;

• Das Seil hatte verschiedene Funktionen, zum einen als Messinstrument, zum an-
deren, um gerade Linien zu spannen.

Neben diesem Konstruieren der Altäre mussten auÿerdem für weitere sakrale Akte die
bereits errichteten Altäre verändert und in eine andere Form verwandelt werden. Daher
�nden sich in den Sulbasutras unter anderem Regeln zu Flächenumwandlungen, Ähnlich-
keitsbeziehungen und der Satz des Pythagoras. In den Sulbasutras wird jedoch zumeist
nicht angegeben, wie diese Regeln entwickelt wurden. Dies war für die Durchführung der
Rituale nämlich nicht von Bedeutung. Leider ist es daher aus heutiger Sicht schwer zu
rekonstruieren, auf welche Weise die Inder diese Beziehungen erhalten haben.
Schon früh müssen die indischen Geometer den Satz des Pythagoras gekannt haben,

denn Hinweise darauf �nden sich bereits im ältesten der Sulbasutras, dem Baudhayana,
in Form von verschiedenen rationalen rechtwinkeligen Dreiecken. So �nden sich neben
dem bekannten Seitenverhältnis 3 : 4 : 5 auch 12 : 35 : 37 und 40 : 96 : 104 sowie das
irrationale Verhältnis 1 : 1 :

√
2. Die indische Version des Satzes von Pythagoras ist so in

den Sulbasutras formuliert: �The diagonal cord of a rectangle makes both (the squares)
that the vertical side and the horizontal side make separately.�1

Folgt man folgender Anweisung der Sulbasutras, so erhält man die Seitenlängen eines
rechtwinkeligen Dreiecks: �The measure (of the cord) is the length. Adding half of itself to
it one makes a mark at the latter third of the cord diminished by one-sixth of that third.
Fixing the ends to the ends of the prsthya [in etwa 
Grundlinie`] one streches (the cords)
to the south by the mark and makes a mark. Similarly to the north. Then changing to
the other side. This is the construction.�2 In heutiger Schreibweise entspricht dies dem
Seitenverhältnis x : 5x

12
: 13x

12
. Spätere Kommentatoren glaubten, dass ein bestimmtes

Wortpartikel dafür steht, dass eine Methode als allgemein geltend gedacht war. Dies
würde bedeuten, dass in den Sulbasutras allgemeine pythagoreische Tripel vorkommen,
nämlich in der Form x : x · 2n+1

2n(n+1)
: x · 2n2+2n+1

2n(n+1)
, was man durch einfaches Nachrechnen

erhält. Natürlich ist dies keinesfalls eine gesicherte Tatsache.
Neben den Konstruktionen von einfachen geometrischen Figuren wie Rechteck, Qua-

drat, Trapez usw. kommen in den Sulbasutras auch Flächenkombinationen, Flächendif-
ferenzen und Flächenverwandlungen vor. Einige Beispiele:

• Neben einer Regel für die Kombination von n gleich groÿen Quadraten, �ndet sich
eine Regel für das Kombinieren von zwei verschieden groÿen Quadraten: �Wünscht
man zwei verschieden groÿe Quadrate zu vereinigen, so reiÿt man mit der Seite
des kleineren auf dem gröÿeren einen (Parallel)streifen auf. Die quer über diesen
Streifen (gelegte) Schnur ist die Seite der beiden vereinigten Quadrate.�3 Die ein-
zelnen Schritte können in Abbildung 2.3 nachvollzogen werden. In Schritt 3 ist
auch der Zusammenhang mit dem Satz des Pythagoras erkennbar, auf dem die
meisten Flächenadditionsverfahren der Inder beruhen.

1[Amma 1979, s. 18]
2[Amma 1979, S. 27]
3[Scriba und Schreiber 2005, S. 147f]
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Abbildung 2.3: Addition zweier verschieden groÿer Quadrate

• Für das Abziehen einer Fläche von einer anderen gibt es auch eine Regel: �Wishing
to deduct a square one should cut o� a segment by the side of the square to be
removed. One of the lateral sides of the segment is drawn diagonally across to
touch the other lateral side. The portion of the side beyond this point should be
cut o�.�4 Abbildung 2.4 zeigt, wie dies gemeint ist. Der Satz des Pythagoras liefert
wiederum die Begründung für die Richtigkeit dieser Konstruktionsmethode.

Abbildung 2.4: Di�erenz zweier verschieden groÿer Quadrate

• Viele verschiedene Flächenverwandlungen werden ebenso beschrieben, von einem
Quadrat zu einem Rechteck und umgekehrt, von einem Trapez zu einem Recht-
eck und umgekehrt usw. Für uns von besonderem Interesse ist die Verwandlung
eines Quadrats in einen Kreis und umgekehrt. Die Sulbasutras können hier natür-
lich auch nur ungenaue Konstruktionsmethoden geben, da die Verwandlung mit
herkömmlichen geometrischen Methoden nicht möglich ist, sondern lediglich eine
Näherung. In Indien war es eher üblich, ein Quadrat in einen Kreis zu verwandeln.
Die dazu angegebene Regel lautet in heutiger Schreibweise r = a

2
· 2+

√
2

3
, wobei r

für den Radius des Kreises und a für die Seitenlänge des Ausgangsquadrats steht.

4[Amma 1979, S. 45]



2.1 Historischer Überblick über die indische Geometrie 31

Das bedeutet, dass implizit für π der gerundete Wert 3, 088 verwendet wurde. Die
Autoren waren sich aber darüber im Klaren, dass dies nur eine Näherung ist. Für
die Variante, einen Kreis in ein Quadrat zu verwandeln, werden zwei verschiede-
ne Möglichkeiten genannt: a = 13

15
· d - und damit π = 3, 004 - zum einen und

a = d · (1 − 28
8·29
− 1

6·8·29
+ 1

6·8·29·8), was gleichbedeutend mit π ≈ 3, 088 ist. Dar-
über, wie diese Formeln zustande gekommen sind, kann heute nur noch spekuliert
werden.

Viele geometrische Tatsachen kommen nur implizit vor, etwa dass die Diagonalen
eines Rechtecks einander halbieren und das Rechteck in 4 gleich groÿe Teile teilen. Auch
dürften grundlegende Eigenschaften ähnlicher Figuren bekannt gewesen sein.

2.1.1.2 Die Geometrie der Jaina

Vardhamana Mahavira (um 599 - 527 v. Chr.), der etwa zur selben Zeit wie Buddha lebte,
gilt allgemein als Gründer des Jainismus. Da er aber der letzte der in der Kalpasutra,
einer heiligen Schrift des Jainismus, erwähnten Tirthamkaras (ein geistiger Führer) war,
können die Ursprünge dieser Religion schon einige Jahrhunderte früher angenommen
werden. Daher ist es nur wahrscheinlich, dass der Jainismus schon lange Zeit einen
Konkurrenten zum vedischen Glauben darstellte. Somit sollte sich auch die Mathematik,
die in den jainistischen Schriften vorkommt, parallel zu der der Sulbasutras entwickelt
haben.

Abbildung 2.5: Das verwendete Kreis-
segment

Für den Jainismus waren Trapez und Kreis von
besonderer Bedeutung, da das Trapez als Bild des
Universums und der Kontinente und der Kreis als
Bild der Erde und Bahn der Himmelskörper gal-
ten. Daher ist die Geometrie der Jaina auch beina-
he völlig auf diese beiden Objekte beschränkt. Der
Groÿteil der Mathematik der Jaina ist in den Ga-
nita Texten zu �nden, worin die Bahnen der Him-
melskörper beschrieben werden.
Zunächst sind die Näherungsformeln für ver-

schiedene Elemente des Kreissektors (vgl. Abb.
2.5) zu erwähnen: c =

√
4h(d− h) =

√
a2 − 6h2,

a =
√

6h2 + c2 und h =
√

a2−c2
6

. Daneben �nden sich für Umfang u und Fläche A des

Kreises: u =
√

10d2 und A = u·d
4
. Oft, wie hier, wurde von den Jaina für π der Wert

√
10

verwendet, auch wenn an manchen Stellen der viel ungenauere Wert π = 3 vorkommt.
Die Flächenformel hingegen ist korrekt. Wie genau die Inder auf den Wert π =

√
10

gekommen sind, kann wiederum nur noch spekuliert werden.
Dann gibt es noch Erwähnungen von verschiedenen Körpern, darunter die Kugel, die

Pyramide mit dreieckiger Grund�äche, der Zylinder und der elliptische Zylinder. Leider
sind keine Volumsberechnungen überliefert worden. Wie bereits erwähnt, ist an vielen
Stellen in den Texten auf das Trapez eingegangen worden, doch auch hier ist nicht
besonders viel bis in unsere Zeit erhalten geblieben.
In den Werken des Jaina Metaphysikers Umasvati (um 150 v. Chr.) wird zum ersten

Mal die Kusumpura Schule erwähnt, die in der gleichnamigen Stadt bestand. Die Ver-
mutung geht aber dahin, dass diese Schule bereits lange vor 300 v. Chr. existiert hat.
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In dieser Schule wurde das Wissen um die Mathematik und die Astronomie für viele
Jahrhunderte in der Tradition der Jaina bewahrt. So ist es nur natürlich, dass auch
spätere bedeutende Mathematiker wie Aryabhata I (vgl. Kap. 2.1.3.1) immer wieder na-
mentlich auf gewisse Autoren verweisen, die vermutlich Mathematiker der Jaina waren,
denn Aryabhata I lernte ebenfalls in Kusumpura. Auf jeden Fall aber wurde oft aus
jainistischen Werken zitiert. Diese sind jedoch zum Groÿteil verloren gegangen, daher
kann nicht mehr zu ihnen gesagt werden.

2.1.2 Die Nachvedische Zeit (ca. 200 v. - 400 n. Chr.)

2.1.2.1 Das Bakhshali-Manuskript

1881 wurden nahe dem Dorf Bakhshali die Überreste des auf Birkenrinde geschriebe-
nen Manuskripts eines mathematischen Werks gefunden. Die Datierung ist unsicher. So
werden als mögliche Entstehungszeiten unter anderem das 2. Jahrhundert, das 3., das
4., das 6. und das 12. Jahrhundert angenommen. Der Groÿteil ist verloren gegangen.
Der Teil, der erhalten geblieben ist, beschäftigt sich hauptsächlich mit arithmetischen
und algebraischen Problemen und nur wenigen zur Geometrie. So werden die elemen-
taren Rechenoperationen, die Bruchrechnung und das Wurzelziehen behandelt, ebenso
Reihen, Zinsrechnung, der einfache falsche Ansatz und der Dreisatz. All dies wird in
einem Dezimalsystem durchgeführt. Hauptaugenmerk liegt jedoch auf der Lösung von
linearen Gleichungen und Gleichungssystemen sowie quadratischen Gleichungen, wobei
auch negative Zahlen zugelassen sind. Darauf soll in dieser Arbeit aber nicht näher einge-
gangen werden. Ob in dem fehlenden Teil des Manuskripts auch geometrische Probleme
vorgekommen sind, lässt sich leider aus heutiger Sicht nicht feststellen.

2.1.2.2 Die Siddhantas

Die Siddhantas sind hinduistische Werke aus der Zeit von etwa 200 v. Chr. bis 400 n. Chr.
Es gab 18 davon, jeweils benannt nach ihren Autoren, aber nur 5 davon haben die Zeiten
überdauert, wobei aber nicht klar ist, was davon aus der eigentlichen Entstehungszeit
stammt, was als Kommentar später hinzugefügt wurde und ob etwas korrigiert wurde.
Nichtsdestotrotz ist speziell das Surya Siddhanta für uns von groÿer Bedeutung. Der
genaue Zeitraum der Verfassung ist unklar, jedoch gilt das späte 4. Jahrhundert als
wahrscheinlich.
Das Surya Siddhanta ist zunächst einmal ein Werk zum Thema Astronomie in 14

Kapiteln, doch ist es auch von einem mathematischen Standpunkt aus interessant. Die
Inder hatten die Sehnengeometrie der Griechen bereits kennen gelernt und entwickelten
daraus nun langsam die uns geläu�ge Trigonometrie. So wird im Surya Siddhanta der
Sinus für astronomische Berechnungen verwendet und ist in Form einer Sinus-Tabelle
gegeben. Die Werte der Sinus-Funktion sind darin für alle Werte von 0◦ bis 90◦ im
Abstand von 33

4
◦ angegeben.
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2.1.3 Das frühe indische Mittelalter (ca. 400 - 1000)

2.1.3.1 Aryabhata I (ca. 476 - 550)

Da es zwei indische Mathematiker mit dem Namen Aryabhata gab, werden diese in
der Literatur durch den Zusatz der römischen Zahlen I und II unterschieden. Dieser
Unterscheidung folge ich, sofern aus dem Kontext nicht klar ersichtlich ist, welcher der
beiden namensgleichen Mathematiker gemeint ist.
Das Wissen über die Geschichte der indischen Mathematik bis ins 5. Jahrhundert ist

nur ein sporadisches, da bis dahin die Überlieferung älterer Texte nur bruchstückhaft
erfolgte. Aryabhatas Werk Aryabhatiya ist der erste vollständig erhaltene Text zur indi-
schen Mathematik. Es wurde 499 verfasst und besteht aus vier inhaltlichen Abschnitten.
Im Prinzip ist das Aryabhatiya eine Zusammenfassung des in den Siddhantas vor-

kommenden mathematischen Wissens. Wie viel davon Aryabhatas eigene Erkenntnisse
waren, ist aus heutiger Sicht nicht mehr festzustellen. Das Werk ist sehr knapp und prä-
zise formuliert, daher ist es teilweise auch etwas schwer zu verstehen. Viele Verse sind
sogar nur dann zu verstehen, wenn man mit der Thematik schon einigermaÿen vertraut
ist. Es ist möglich, dass zu dem Werk selbst ein Kommentar mit notwendigen Erläute-
rungen existiert hat, oder die Verse überhaupt nur als Merkverse gedacht waren, die nur
in Verbindung mit mündlichen Erklärungen bzw. Vorwissen Sinn ergeben sollten.
In den vier Teilen werden folgende Themen behandelt:

• Aryabhata erklärt eine ihm eigene alphabetische Darstellung der Zahlen. Diese
wurde nur verwendet, um das Versmaÿ nicht zu stören, und ist in abgeänderter
Form auch heute noch in der indischen Lyrik üblich. Auÿerdem enthält der erste
Teil eine Sinustabelle analog zu der aus dem Surya Siddhanta.

• Rechenkunst und etwas Geometrie

• Zeitrechnung

• Sphärik

Vieles, was im Aryabhatiya zu �nden ist, ist schon von den Jaina Werken und den
Siddhantas bekannt und wurde wahrscheinlich einfach übernommen. Doch gibt es auch
neue Erkenntnisse. So taucht bei Aryabhata erstmals in Indien für π die Näherung 3, 1416
auf. Dazu gibt er einen Kreis mit Umfang 62832 und Durchmesser 20000 an.
Lange galt auch die Au�assung, dass Aryabhata das Volumen der Kugel und das Vo-

lumen der Pyramide mit dreieckiger Grund�äche falsch berechnet hat, doch 1975 wurde
der Text neu übersetzt und im Zuge dessen auch neu interpretiert. Nach dieser neuen
Interpretation ist das Volumen der Pyramide korrekt angegeben und für die Kugel wur-
de nicht das Volumen, sondern die Ober�äche berechnet. Der Vers lautet nun in neuer
Übersetzung folgendermaÿen: �Die Hälfte des Umfangs mit dem halben Durchmesser
multipliziert, ist der Flächeninhalt des Kreises. Dieser (d.h. der Kreisumfang) mit sei-
ner bestimmenden Basis (r) multipliziert, ist die Ober�äche der Halbkugel, und zwar
genau.�5

5Elfering nach [Scriba und Schreiber 2005, S. 154]
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2.1.3.2 Varahamihira (ca. 505 - 587)

Varahamihira lebte in Avanti und war, wie sein Vater, Astronom und Mathematiker.
Besondere Beachtung geschenkt wird seiner Bearbeitung der Siddhantas in der Tradition
Aryabhatas und die damit einhergehende Überlieferung von 5 Siddhantas (einschlieÿlich
des Surya Siddhanta), die andernfalls wohl ebenfalls verloren gegangen wären. Seine
kommentierte Version dieser Siddhantas trägt den Namen Pancha Siddhantika.
Auch Varahamihira legte viel Wert auf die Trigonometrie. Er verwendete einige trigo-

nometrische Formeln und arbeitete nicht nur mit dem Sinus, sondern auch dem Cosinus
und dem Sinusversus. Er kannte einige trigonometrische Zusammenhänge, unter anderem
sin2 x+ cos2 x = 1 und sin2 x = 1

2
(1− cos 2x)2. Eine einfache, astronomische Anwendung

sei als Beispiel hier angegeben. Der geographische Breitengrad soll bestimmt werden
(Abb. 2.6):

Abbildung 2.6: Varahmihiras Anweisung zur Bestimmung der geographischen Breite aus der Mittags-
höhe der Sonne (aus [Scriba und Schreiber 2005, S. 152])

�Measure the midday shadow on the day when the Sun is at the equinoxes (the equi-
noctial shadow). Square it, add 144, and �nd the square root. By this divide the product
of the shadow multiplied by 120. The result is the sine of the latitude of the place, called
visuvajjya.�6

Auf den ersten Blick mag diese Anweisung verwirrend erscheinen, doch ist nur ein
wenig Einlesen in die Materie erforderlich, um sie zu verstehen. In heutiger Sprache
würde die Anweisung etwa wie folgt lauten: Man bezeichne die Länge des Schattens
mit s, die Höhe des Gnomons mit h und die Entfernung der Gnomonspitze zu ihrem
Bildpunkt mit l. Sei h = 12. Nach der Messung von s kann l mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras berechnet werden. Denkt man sich nun ein diesem rechtwinkeligen Dreieck
ähnliches Dreieck als einem Kreis vom Durchmesser 120 eingeschrieben, so muss nur noch
120s durch l dividiert werden, um den Sinus des Winkels an der Spitze des Gnomons zu
erhalten. Am Äquinoktium entspricht dieser Winkel dem des Breitengrades.

2.1.3.3 Bhaskara I (ca. 600 - 680)

Wie bei Aryabhata gibt es zwei Mathematiker mit dem Namen Bhaskara. Auch die-
se werden durch den Zusatz der römischen Zahlen I und II auseinandergehalten. Über
Bhaskara gibt es leider nicht besonders viele gesicherte Informationen, einzig dass sein
Vater selbst Astronom war. Lange wurde vermutet, dass er selbst Schüler von Aryabhata
war, doch ist dies inzwischen widerlegt worden. Dennoch war er wohl der bedeutendste
Vertreter der astronomischen Schule Aryabhatas. Obwohl er hauptsächlich astronomisch

6Varahamihira nach [Scriba und Schreiber 2005, S. 152]
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tätig war, lagen seine Entwicklungen nicht auf dem Gebiet der Geometrie oder Trigono-
metrie, sondern der Algebra. Zu den wenigen für uns interessanten Erkenntnissen zählt
eine Näherungsformel für den Sinus von spitzen Winkeln:

sinx =
16x(π − x)

5π2 − 4x(π − x)
(2.1)

Diese schreibt Bhaskara aber Aryabhata zu. Auch die Zusammenhänge sin (π
2

+ x) =
sin (π

2
− x) = cos x und sin (x+ π) = − sinx waren ihm bekannt.

2.1.3.4 Brahmagupta (ca. 598 - 668)

Wohl der bekannteste der indischen Mathematiker, gehörte Brahmagupta zur Schule
von Ujjain. 628 schrieb er sein bekanntestes Werk Brahmasphutasiddhanta. Es enthält
24 Kapitel, von denen vier rein der Mathematik gewidmet sind, zwei davon sogar na-
mentlich bezeichnet: Ganita ist ein Kapitel über Arithmetik und Kuttaka ein Kapitel
über unbestimmte Gleichungen. In anderen Kapiteln sind aber auch immer wieder ma-
thematische Inhalte zu �nden. 655 verfasste Brahmagupta ein Werk über Astronomie,
das Khandakhadyaka. Auch in diesem sind Stellen zur Mathematik enthalten. Da auch
Brahmaguptas Werke in Versen verfasst wurden, werden seine Ergebnisse in weiterer
Folge in heutiger Schreibweise dargestellt.
Brahmaguptas Leistungen auf dem Gebiet der Geometrie waren hauptsächlich auf

das rechtwinkelige Dreieck und das Viereck bezogen. So beschäftigte er sich mit der
Frage, wie man rationale, rechtwinkelige Dreiecke erhält. Ohne Beweis gibt er folgenden
Zusammenhang an:

a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2, m, n ∈ Q, m 6= n

Diese Lösung des Problems �ndet sich in verschiedenen Modi�kationen wieder. Ist eine
Kathete a gegeben, so sind die Seitenlängen des rechtwinkeligen Dreiecks a, 1

2
· (a2

m
−m)

und 1
2
· (a2

m
+ m) für eine beliebige, rationale Zahl m. Er gibt aber keine Formel für

den Fall, dass die Hypotenuse gegeben ist. Damit löst er das Problem, ein Dreieck so
zu konstruieren, dass zwei Seiten und die Höhe zu deren Schnittpunkt rationale Zahlen
sind. Auch gibt er eine Formel für den Radius des Umkreises eines Dreiecks an, für den
Fall, dass zwei Seiten a, b und die Höhe h zu deren Schnittpunkt gegeben sind: ab

h
.

Abbildung 2.7: Brahmaguptas Theorem

Viel beschäftigt er sich mit einem in einen
Kreis eingeschriebenen Viereck, die Problem-
stellungen sind jedoch die gleichen. Es sind
wieder aus verschiedenen Ausgangssituationen
Vierecke mit rationalen Seitenlängen gesucht.
Das Problem lässt sich einfach auf dasselbe
Problem für Dreiecke zurückführen. Brahma-
gupta gibt jedoch nur Lösungen für spezielle
Fälle an. Er berechnet den Flächeninhalt ei-
nes solchen Vierecks mit Seitenlängen a, b, c, d
als A =

√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d), wobei s

der halbe Umfang ist. Spezielle Aufmerksam-
keit erhält das gleichschenkelige Trapez. Je-
doch sagt Brahmagupta nirgendwo, dass diese Vierecke, inklusive des gleichschenkeligen
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Trapezes, in einen Kreis eingeschrieben sind. Für allgemeine Vierecke gelten sie nämlich
nicht. Der Spezialfall d = 0 für ein Dreieck wird ebenfalls betrachtet.
Auch zu �nden sind der Sehnensatz des Ptolemaios (2.2) und ein bis dahin unbekanntes

Verhältnis (2.3).

e · f = a · c+ b · d (2.2)
e

f
=
ad+ bc

ab+ cd
(2.3)

Das nach ihm benannte Theorem ist ein Satz über ein Sehnenviereck mit normal auf-
einander stehenden Diagonalen. Betrachtet man Abbildung 2.7, so lautet der Satz, dass
aus den Voraussetzungen BD⊥AC und EF⊥BC folgt, dass |AF | = |FD|.
Brahmaguptas gröÿte Leistungen liegen aber allesamt nicht auf dem Gebiet der Geo-

metrie, sondern anderswo. So löste er beispielsweise die unbestimmte Gleichung Nx2 +
1 = y2. In seinem Khandakhadyaka gibt er zusätzlich zu einer Sinustafel eine Interpola-
tionsformel an, um Werte für den Sinus von Winkeln zu ermitteln, die zwischen in der
Tabelle angegebenen Winkeln liegen. Diese Formel ist äquivalent zu

f(a+ xh) = f(a) + x
∆f(a) + ∆(f(a− h))

2
+
x2

2
∆2f(a− h). (2.4)

Damit ist Brahmagupta der erste Mathematiker, der Di�erenzen zweiter Ordnung ver-
wendet hat.

2.1.3.5 Lalla (ca. 720 - 790)

Lalla war ein indischer Astronom und Mathematiker. Von seinen Werken ist jedoch nur
das Sisyadhivraddhida erhalten, das sich nur mit Astronomie beschäftigt. Einiges an
Information �ndet sich dennoch zur Trigonometrie, die aber von Lalla jeweils schon frü-
heren Autoren zugeschrieben wird. So sagt er selbst, dass seine Arbeit auf den Werken
Aryabhatas beruht. Leider sind seine verlorenen Werke die, die für uns am interessante-
sten gewesen wären. Gerade diese sollen sich nämlich mit Mathematik beschäftigt haben.
Spätere Autoren verweisen oft auf Lalla, woraus man schlieÿen kann, dass seine Werke
auch einigen Ein�uss auf seine Nachfolger hatten.

2.1.3.6 Mahavira (9. Jh.)

Mahavira lebte im Süden Indiens im 9. Jahrhundert. Seine genauen Lebensdaten sind
leider nicht bekannt, jedoch entstand sein bekanntestes Werk Ganitasarasamgraha im
Jahre 850. Mahavira ist der erste wirkliche indische Mathematiker in dem Sinne, dass
er sich wirklich nur mit Mathematik und nicht auch mit Astronomie beschäftigte. Seine
Leistungen auf dem Gebiet der Mathematik bestehen in der Verbesserung und Kor-
rektur der Ergebnisse seiner Vorgänger. Er beschäftigte sich jedoch hauptsächlich mit
Arithmetik und Algebra.
Wie seine Vorgänger, speziell Brahmagupta, beschäftigte er sich mit dem Sehnenvier-

eck. Auch gibt Mahavira die Flächenformel für ein Kreissegment wieder, die bereits in
altchinesischen Texten zu �nden ist: A = (s+h)h

2
(s ist die Länge der Sehne, h die Höhe

des Segments). Seine Regel für die Kugel lautet wie folgt: �Nine multiplied by half of
the cube of the radius is the working formula for the volume of a sphere. Its tenth part
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multiplied by 9 is the exact volume.�7 Da Mahavira für praktische Rechnungen mit der
sehr groben Näherung π = 3 arbeitete, lauten die beiden angegebenen Formeln modern
Va = 3

2
πr3 und Ve = 27

20
πr3.

Als einziger indischer Mathematiker überhaupt beschäftigte sich Mahavira, wenn auch
nur sehr kurz, mit der Ellipse. Er gab zum Beispiel den Flächeninhalt der Ellipse als
die Hälfte des Produkts von Umfang und kleiner Halbachse an. Dies ist natürlich nicht
korrekt. Ebenso inkorrekt ist seine Formel für den Umfang.

2.1.3.7 Aryabhata II (um 950)

Neben Aryabhata I gibt es noch einen weiteren indischen Mathematiker desselben Na-
mens. Lange Zeit wurden die beiden namensgleichen Wissenschaftler verwechselt, doch
inzwischen konnten ihre Erkenntnisse und Arbeiten voneinander getrennt werden. Das
Mahasiddhanta ist eigentlich wieder eine Werk zum Thema Astronomie, das aber auch
Mathematik enthält. Wie schon so viele Autoren vor ihm richtete Aryabhata II sein
Hauptaugenmerk auf die Algebra und die Arithmetik. Darin korrigierte er auch einige
Erkenntnisse seiner Vorgänger.
Auf dem Gebiet der Trigonometrie liefert Aryabhata einige Zusammenhänge, die er

unter anderem früheren Mathematikern zuschreibt sowie auch die folgende, wohl von
ihm selbst stammende:

sin (
π

4
± x

2
) =

√
1± sinx

2
. (2.5)

Mahavira dürfte einer der ersten gewesen sein, die an der Richtigkeit von Brahmagupt-
as Flächenformel für das allgemeine Viereck gezweifelt haben, doch Aryabhata spricht
diese Zweifel erstmals auch aus. Er kann aber selbst keine bessere Formel angeben.
Auch Aryabhata verbessert die Berechnung des Volumens einer Kugel und formuliert

dies folgendermaÿen: �Half the cube of the thickness of a ball combined with its own
eighteenth part is its volume.�8 Dies bedeutet in heutiger Formelsprache V = d3

2
+ d3

2·18
=

38
9
r3.

2.1.3.8 Vacaspati (ca. 900 - 980)

Zu guter Letzt ist noch Vacaspati zu nennen. Dieser war kein Mathematiker, sondern
ein Philosoph. Dennoch könnte man ihm die Begründung der dreidimensionalen Koor-
dinatengeometrie zuschreiben. In seinem Werk Tatparyatika schreibt Vacaspati unter
anderem über seine Theorie der Atome. Um deren Position im Raum zu beschreiben,
verwendet er drei Achsen. Er nimmt dabei eine Achse als Ost-West-Linie und eine weitere
normal dazu, also die Nord-Süd-Linie. Die dritte Achse zeigt von dem Schnittpunkt der
ersten beiden zur Sonne zur Mittagszeit, gemeint ist also wieder, dass diese Achse normal
auf die anderen steht. Die Position jedes Atoms wird dann angegeben als Abstand von
jeder der drei Achsen.

7[Amma 1979, S. 209f]
8[Amma 1979, S. 210]
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2.2 Kulturhistorischer Hintergrund der indischen
Mathematik

2.2.1 Der Ein�uss der Religionen auf die Entstehung der
Mathematik

2.2.1.1 Der Ein�uss der Vedischen Religion

�In many of the ancient countries, the development of mathematics was ne-
cessitated on account of religious practices and observances.�9

Das geometrische Wissen, das die Sulbasutras enthalten, dürfte schon viel älter sein als
die Sulbasutras selbst. Da aus der Zeit vor 800 v. Chr. keine mathematischen Schriften
überliefert worden sind, nahmen viele Historiker an, dass die indische Mathematik viel
von anderen Kulturen übernommen hat. Natürlich wird dieser Wissensaustausch auch
stattgefunden haben, nur nicht in dem Ausmaÿ, wie lange angenommen worden ist.
Funde in der antiken Stadt Harappa, inklusive eines einfachen Zirkels, von etwa 2500
v. Chr. deuten darauf hin, dass die indische Mathematik sich allmählich, aber doch
eigenständig entwickelt hat.
Dagegen spricht aber folgende Tatsache: Während die Städte im Indus-Gebiet, wie

Harappa, im frühen 2. Jahrtausend zugrunde gingen, drangen aus dem Nordwesten in-
doarische Stämme dorthin vor. In der ersten Hälfte des 1. Jahrtausends wurden diese
dort und um den Ganges sesshaft. Die Gesellschaft, die sich nun entwickelte, bestand
aus 4 Ständen: den Brahmanen (Priestern), den Kriegern, den Händlern und Bauern
sowie den Handwerkern und anderen niederen Dienstleistern. Die davor in dem Gebiet
lebende Urbevölkerung war von den einwandernden Stämme unterworfen worden und
war nun nur mehr im 4. und niedrigsten Stand zu �nden. Ob das mathematische Wissen
der älteren Kultur tradiert worden ist, lässt sich aus heutiger Sicht nicht mehr nachvoll-
ziehen.
Die Vedische Periode ist ein früher Abschnitt in der Geschichte des Hinduismus, der

benannt ist nach den Veden, den ältesten heiligen Schriften. Diese Veden geben einen
Einblick in das frühe Leben in Indien, speziell in die religiösen Bereiche des Lebens.
So werden rituelle Opfer und Waschungen beschrieben, aber auch an Götter gerichtete
Hymnen überliefert.
Mathematik entstand nun genau in diesem Zusammenhang aus der Notwendigkeit

heraus, gewisse Altäre für die verschiedenen Götter zu verschiedenen Anlässen zu kon-
struieren. Auÿerdem mussten die Zeitpunkte für gewisse Feste im Vorhinein bestimmt
und die Tage der Tag- und Nachtgleiche berechnet werden. Vieles davon war Aufgabe der
Priester, die sich also mit Astronomie und damit auch mit Geometrie beschäftigen mus-
sten, doch das Zusammenstellen eines Altars musste jeder gläubige Hindu der damaligen
Zeit beherrschen. Damit die Götter zufrieden waren, musste das rituelle Vermessen der
Opferplätze und Altäre mit höchster mathematischer Genauigkeit durchgeführt werden.
Für die korrekte Konstruktion eines Altars musste, wie bereits erwähnt, ein bestimmter

Handlungsablauf befolgt werden. Zunächst musste eine ebene Fläche vorbereitet werden,
auf dem dann in Ost-West-Richtung der Altar errichtet wurde. Anschlieÿend mussten

9[Srinivasiengar 1967, S. 6]
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Ziegel in bestimmten Formen hergestellt werden. Auf der ebenen Fläche wurde dann der
Altar vorgezeichnet, bevor die Ziegel die nun vorgegebenen Plätze einnahmen.
Die Sulbasutras waren eigentlich Anhänge der Veden. Daher kann zwar gesagt werden,

dass Geometrie im antiken Indien als Wissenschaft der Altarkonstruktionen entstand,
aber nicht ob die Inder sich auch mit Mathematik beschäftigten, ohne damit Probleme
religiöser Natur lösen zu wollen. Parallel dazu entwickelte sich die Astronomie - wiederum
aus religiösen Gründen - und die für sie notwendige Mathematik. Die Religion nahm also
auch hier indirekt Ein�uss auf die Mathematik, wenn auch der Schwerpunkt weniger bei
der Geometrie als bei Arithmetik und Algebra lag.
Lange Zeit wurden die Regeln für die Altarkonstruktionen mündlich weitergegeben, bis

sie schlieÿlich in stark elliptischen Sanskritsätzen formuliert wurden, um das Gedächtnis
zu unterstützen. Ab etwa dem 8. Jahrhundert v. Chr. wurden diese in den Sulbasutras
gesammelt. Schon allein auf Grund dieser sehr kurz gehaltenen Merksätze ist wohl einzu-
sehen, warum in den Sulbasutras keine Beweise vorkommen. Dieses Wissen war einfach
nicht nötig, um einen Altar zu konstruieren, und musste daher auch nicht weitergegeben
werden - sofern es überhaupt bekannt war. Beweise waren für Laien einfach nicht von
Interesse.
Die Mathematik der Inder konzentrierte sich zu Beginn also auf die Geometrie, jedoch

verschob sich das Interesse immer weiter in Richtung Arithmetik und Algebra. Schon
früh verwendeten die Inder auÿergewöhnlich groÿe Zahlen bis hin zu 1062. Dies ist auch
schon in den Sulbasutras zu bemerken, denn die irrationalen Zahlen

√
2 und

√
10 wurden

mit ungewöhnlicher Genauigkeit für die Zeit berechnet. So ist in den ältesten Sulbasutras
der Wert

√
2 = 1 + 1

3
+ 1

3·4 −
1

3·4·34
= 1, 4142156... zu �nden. Dies ist auf 5 Dezimalstellen

genau.
Wie die indischen Mathematiker zu diesem Wert gekommen sind, ist nicht in den Sul-

basutras überliefert. Es gibt verschiedene Vermutungen, die meisten sind arithmetischer
Natur. Bibhutibhushan Datta, ein indischer Mathematiker und Mathematikhistoriker
der ersten Hälfte des 20. Jahrhunderts, zeigte, dass man diesen Wert auch mit Hilfe von
geometrischen Überlegungen herleiten kann (vgl. [Bag 1979, S. 130]). Seine Idee beruht
auf der in den Sulbasutras vorkommenden Methode, ein Quadrat zu konstruieren, des-
sen Flächeninhalt gleich der Summe der Flächen zweier Quadrate mit Seitenlänge 1 ist.
Anschlieÿend folgt Datta den genauen Anweisungen der Sulbasutras und erhält so auch
wirklich die oben genannte Formel. Welchem Gedankengang die Inder gefolgt sind, ob
sie einen anderen, eigenen Weg gegangen sind, um diese Näherung zu erhalten, oder ob
sie den Wert vielleicht sogar von den Babyloniern übernommen haben, kann aus heutiger
Sicht jedoch nicht festgestellt werden.
Der Ein�uss der Sulbasutras auf die spätere indische Mathematik ist lange Zeit um-

stritten gewesen, dies jedoch in weiten Teilen unbegründet. Zwei groÿe mathematische
Leistungen sind in den Sulbasutras zu �nden: das Formulieren des Satzes von Pythagoras
und das Erkennen der Eigenschaften von ähnlichen Figuren. Auf diesen beiden Erkennt-
nissen beruht im Grunde die gesamte indische Geometrie, selbst die Trigonometrie in
weiten Teilen.
Natürlich hatten die Sulbasutras groÿen Ein�uss auf die indische Architektur und

lebten wohl auch in dieser weiter, ebenso wie in der Mathematik. So werden Konstruk-
tionsvorschriften bis weit ins 17. Jahrhundert hinein noch verwendet, doch wird der
Exaktheit der Konstruktion nicht mehr so viel Wichtigkeit beigemessen wie in früherer
Zeit.
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Während beinahe alle in den Sulbasutras verwendeten Fachbegri�e auch später wei-
terverwendet wurden, wird die gute Näherung für

√
2 nicht mehr verwendet, da eine

andere Approximation einfacher für das praktische Rechnen war.
Es kann also nicht mit Sicherheit gesagt werden, wie die Sulbasutras die Mathematiker

späterer Zeit beein�usst haben, doch dass sie sie beein�usst haben, kann als sicher gelten.

2.2.1.2 Die Mathematik der Jaina

�Whereas the practical necessity of building the altars turned the sacri�cing
Vedic tribes to mathematics, to geometrical constructions, the Jainas were
impelled to indulge mathematical calculations by an abstract love of preci-
sion.�10

In der Mitte des 1. Jahrtausends v. Chr. entstanden nun drei groÿe Religionen: Bud-
dhismus, Hinduismus und Jainismus. Wenn auch Hinduismus und Jainismus ältere Wur-
zeln haben, so ist hier gemeint, dass sie sich nahe zu einer auch heute noch üblichen Form
entwickelt haben. Buddhismus und Jainismus waren die bedeutendsten Religionen im
Gebiet des heutigen Indien bis etwa 800 n. Chr. Im Hinduismus verschoben sich all-
mählich die Prioritäten. So wurde weniger Wert auf die Konstruktion von Altären und
die rituellen Opfer im eigenen Haus gelegt. An deren Stelle traten Bilderverehrungen in
Tempeln. So schrumpfte mit der Bedeutung der Sulbasutras für den Glauben auch die
Bedeutung der Mathematik.
Parallel zu und nach den Sulbasutras entstanden die mathematischen Schriften der

Jaina. Die Jaina benötigten die Mathematik nicht zur Konstruktion von Altären. Den-
noch gibt es Gemeinsamkeiten mit den Sulbasutras. Das Trapez, dem bereits in den
Schriften der Brahmanen eine besondere Bedeutung im Kosmos zugeordnet worden ist,
taucht bei den Jaina als Gestalt des Universums wieder auf, ebenso als Gestalt der Berge
und der Kontinente. Weitere wichtige Figuren waren der Kreis und verschiedene Kreis-
teile, da die Form der Erde und die Bahnen der Himmelskörper jeweils durch einen Kreis
beschrieben wurden.
Aus der Zeit zwischen der Entstehung der Sulbasutras und dem 5. Jh gibt es nur weni-

ge, nicht vollständig erhaltene Texte, die lange Zeit von der Forschung keine Beachtung
fanden. Informationen über diese Zeit konnten also zu weiten Teilen nur aus Kommenta-
ren späterer Autoren gewonnen werden. Die wenigen erhaltenen Texte geben nur einen
unzureichenden Einblick in die Mathematik.
Die Mathematik der Jaina war hauptsächlich durch ihre Vorstellungen und Überle-

gungen auf dem Gebiet der Kosmologie geprägt. Die Religion hatte also auch hier einen
groÿen Ein�uss auf die Entwicklung der Mathematik. So hatten die Jaina spezielle Vor-
stellungen des Kosmos, von Raum und Zeit. Zeit wurde als ewig angesehen, der Raum
als unendlich. Vielleicht kommt daher auch das Interesse an groÿen Zahlen. So trägt
die Zahl 10140 den Namen �Asankhyeya�, was unzählbar bedeutet. Auch kommt in der
Kosmologie eine zeitliche Periode von 2588 Jahren vor.
Die Jaina waren von groÿen Zahlen und der Vorstellung der Unendlichkeit fasziniert.

Sie teilten Zahlen ein in drei Kategorien: zählbar, unzählbar und unendlich. Zählbare
Zahlen waren alle Zahlen, die nach der Reihe bis zur gröÿten Zahl aufgeschrieben werden
können. Wie genau die gröÿte Zahl erreicht werden sollte, ist nicht ganz klar. �Consider

10[Amma 1979, S. 61]
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a trough whose diameter is of the size of the earth (100,000 yojanas). Fill it up with
white mustard seeds counting them one after another. Similarly �ll up with mustard
seeds other troughs of the sizes of the various lands and seas. Still it is di�cult to reach
the highest number enumerable.�11 Es ist auch eine Anleitung angegeben, wie man von
dieser gröÿten Zahl aus die Unendlichkeit erreichen kann. Unendlichkeit selbst wurde in
fünf Kategorien unterteilt: unendlich in eine Richtung, unendlich in zwei Richtungen,
unendlich in der gesamten Ebene, unendlich überall und unendlich fortwährend.
Laut dem Sthananga Sutra, das etwa 300 v. Chr. entstanden ist, beschäftigte sich die

Mathematik dieser Zeit mit zehn Gebieten. Die Übersetzung und Zuordnung einiger der
Sanskrit-Begri�e für diese zehn Themenbereiche ist nicht völlig gesichert. Es ist aber
wahrscheinlich, dass die zehn Begri�e für folgende Themen standen:

parikarma Die vier Grundrechnungsarten;

vyavahara Angewandte Arithmetik;

kalasa varma Bruchrechnung;

rajju Geometrie;

rasi Wörtlich Haufen, wahrscheinlich die Vermessung von ebenen und räumlichen Figu-
ren;

varga, ghana, varga-varga Wörtlich Quadrat, Kubus und Quadrat-Quadrat, also Qua-
drieren, Kubieren und Berechnung höherer Potenzen, wahrscheinlich inklusive des
zugehörigen Wurzelziehens, sowie quadratische, kubische etc. Gleichungen;

yavat-tawat Algebra;

vikalpa Kombinatorik;

Man sieht also, dass die Geometrie bis dahin nur mehr einen kleinen Teil der dama-
ligen Mathematik ausmachte. Stattdessen verlagerte sich das Interesse nun endgültig
in Richtung Arithmetik und Algebra. Selbst auf dem Gebiet der Kombinatorik brach-
ten die Inder nun auÿergewöhnliche Leistungen hervor. So �ndet sich im Chandas-Sutra
von Pingala, einem Schriftsteller und Mathematiker des 3. Jahrhunderts v. Chr., eine
Methode, um herauszu�nden, wie viele Möglichkeiten es gibt, eine gewisse Anzahl von
Buchstaben anzuordnen. Die Regel ist nicht einfach zu verstehen, doch im 10. Jh. wur-
de sie schlieÿlich von dem Kommentator Halayudha auf eine Weise interpretiert, die
unserem Pascalschen Dreieck entspricht.

2.2.1.3 Hinduismus und Mathematik

�Ihnen blieb es vorbehalten, die Unbequemlichkeiten der Sehnenrechnung zu
überwinden - kein hellenistischer Astronom hatte versucht, dieses Werkzeug
grundsätzlich zu verbessern.�12

11Zitat nach [Srinivasiengar 1967, S.24] (Originalquelle unbekannt)
12[Scriba und Schreiber 2005, S. 151]
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Nach einer langsamen Entwicklung der Mathematik über mehrere Jahrhunderte hatte
sie sich von der Religion immer noch nicht lösen können. Dies dauerte noch bis in die
Zeit von Aryabhata I. Davor entstanden jedoch noch die hinduistischen Siddhantas.
Noch immer war die Astronomie und die Beschreibung der Himmelskörper ein groÿer
Bestandteil der Religion und somit die mathematischen Themengebiete der Siddhantas
in weiten Teilen vorgegeben. Doch ist zu merken, dass die Religion nicht mehr den groÿen
Ein�uss hatte wie noch zu Zeiten der Sulbasutras.
Im Gegensatz zu den mathematischen Hilfsmitteln der jainistischen Astronomie kom-

men in den Siddhantas zum ersten Mal die trigonometrischen Funktionen Sinus (jiva),
Cosiuns (kojiva) und Sinus versus (utkram jiva) explizit vor. Indirekt sind auch bereits
Tangens und Secans zu erkennen.
Die Inder kannten damals schon die Sehnengeometrie der Griechen, speziell die Arbei-

ten von Ptolemaios zu dem Thema. Dieser war für sie natürlich besonders wegen seiner
astronomischen Arbeiten interessant. Die Inder hatten jedoch die entscheidende Idee,
anstatt mit der Länge der Sehne mit dem Sinus zu rechnen (vgl. Abb. 1.8). Ob sie dies
aber eigenständig entwickelten, oder auf Ptolemaios' Arbeiten aufbauend, ist eine der
ungeklärten und wohl meist diskutierten Fragen der Geschichte der indischen Mathema-
tik. Wie dem auch sei, arbeiteten sie lange Zeit an der Trigonometrie und beein�ussten
ihrerseits dann die arabische Mathematik.
Obwohl die Siddhantas hinduistische Schriften sind, haben praktische alle indischen

Mathematiker, die sich mit der Trigonometrie beschäftigt haben, auf die Siddhantas ver-
wiesen oder diese zitiert. Das gilt auch für Mathematiker, die eigentlich in der Tradition
der Jaina standen, doch an den Errungenschaften der Siddhantas, speziell des Surya
Siddhanta, gab es kein Vorbei.

2.2.2 Die Schulen Indiens

�The young person who wished to embark on a commercial venture was
inevitably required to �rst gain some grounding in astronomy. This led to
a proliferation of teachers of astronomy, who in turn received training at
universities such as at Kusumpura (Bihar) or Ujjain (Central India) or at
smaller local colleges or Gurukuls.�13

In der späten Vedischen Periode war der indische Subkontinent in eine Reihe von
kleineren Königreichen geteilt, 16 an der Zahl. Neben diesen Reichen existierten viele
kleinere unabhängige Gebiete. Die Reiche schlossen sich bis zum 5. Jahrhundert v. Chr.
langsam - oft auch unfreiwillig - zu 4 gröÿeren Reichen zusammen. Bis zum Ende des 4.
Jahrhunderts hatte sich das Magadha Reich gegen die anderen 3 schlieÿlich durchgesetzt
und erreichte 256 v. Chr. seine gröÿte Ausdehnung. Damals standen die Gebiete des
heutigen Indien, Pakistan und Afghanistan also unter einer Herrschaft.
In den Jahrhunderten, die der Vereinigung vorangingen, erlebte der Handel in Indien

einen groÿen Aufschwung. Die rege Gewerbetätigkeit förderte auch die Astronomie und
die Mathematik. Um diese nun allen Leuten zugänglich machen zu können, benötigte
man Lehrer, für deren Ausbildung Schulen gegründet wurden. Der groÿe Stellenwert der
Religion in der damaligen Gesellschaft war aber auch an den Schulen sichtbar und so
arbeiteten besonders viele Jaina Priester an den Schulen.
13[4]
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In der Zeit bis zum 5. Jahrhundert existierten in Indien im Prinzip nur drei für die
Geschichte der Mathematik bedeutende Schulen für Mathematik und Astronomie:

• Schule von Kusumpura

• Schule von Ujjain

• Schule von Mysore

Von gröÿter Bedeutung ist die Schule von Kusumpura (der Name Pataliputra ist eben-
so gebräuchlich) nahe dem heutigen Patna im Nordosten des heutigen Indien, denn sie
ist die erste namentlich erwähnte indische Schule, nicht nur für Mathematik und Astro-
nomie. Gleichzeitig ist sie aber auch eine der ein�ussreichsten, denn spätere Autoren
standen entweder in der Tradition der Schule von Kusumpura oder sprachen sich ö�ent-
lich gegen diese aus. Der Jaina-Heilige Bhadrabahu (ca. 433 - 357 v. Chr.) soll dieser
Schule angehört haben, ebenso der Metaphysiker Umasvati (um 150 v. Chr.). Aryabhata
I hat ebenfalls an dieser Schule gelernt und gearbeitet.
Der Schule von Kusumpura ist es wohl hauptsächlich zu verdanken, dass das ma-

thematische Wissen der frühen vedischen und jainistischen Zeit überliefert worden ist,
denn diese Schule hatte von allen die gröÿte Beständigkeit in den Jahrhunderten bis zu
Aryabhata. Dennoch übernahmen die Schulen von Ujjain (in Zentralindien) und Myso-
re (im südlichen Indien) diese Rolle langsam, während die Bedeutung von Kusumpura
zurückging. Dieser Wechsel dauerte aber einige Jahrhunderte und fand erst nach Aryab-
hata endgültig statt. Varahamihira und Brahmagupta gehörten der Ujjain Schule an,
während etwa Mahavira die Schule von Mysore gut repräsentiert.
Diese drei Schulen stehen in einer sehr interessanten Beziehung zueinander. In Indien

soll zu Bhadrabahus Zeit eine 12 Jahre dauernde Hungersnot geherrscht haben, die der
Jaina-Heilige der Legende nach auch vorhergesagt hat. Diese Hungersnot muss verhee-
rende Auswirkungen auf das Königreich Maghada gehabt haben, das zu dieser Zeit auf
den Norden Indiens beschränkt war. Als direkte Folge dessen wanderte ein Teil der dort
ansässigen jainistischen Priester unter Führung Bhadrabahus in den Süden nach Mysore
aus. Auf seinem Weg soll er lange Zeit in Ujjain geblieben sein. Diese Legende soll auf
die schon früh bestehende Verbundenheit der drei Schulen hinweisen.
Aryabhata I, zunächst Angehöriger der Schule von Kusumpura, soll nach seinem Stu-

dium wieder in seine Heimatstadt Kerala, etwas südlich von Mysore, zurückgekehrt sein
und dort eine eigene Schule gegründet haben. Die Schule von Kerala übernahm aber erst
viel später, ab etwa der Wende zum 2. Jahrtausend, die Vorreiterrolle unter all diesen
Schulen.

2.2.3 Die Mathematiker des frühen Mittelalters

�The Sulbasutra writers were primarily interested in geometrical construc-
tions, the implied algebraical truths coming in by the side door. But with
the later mathematicians the algebraical results are the most important, the
geometrical �gures being merely an aid to make the algebraical results the
more immediately convincing or to prove the reuslts.�14

14[Amma 1979, S. 220]
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Das Maghada Reich konnte das groÿe Gebiet nicht halten. Die Ablöse der herrschenden
Dynastie 185 v. Chr. war sicherlich auch nicht von Vorteil für das Bestehen des riesigen
Königreiches. Etwa zur selben Zeit entstanden aus dem Nordwesten als späte Folge der
Eroberungen Alexanders des Groÿen einige neue Reiche, deren Kulturen Mischungen
darstellten, wie das hellenistische Gräko-baktrische Reich und das indisch-skythische
Reich. Förderte diese Aufspaltung in mehrere Reiche zwar die Streitigkeiten und Kämpfe
untereinander, so förderte sie andererseits auch den Handel und den Austausch von
Wissen und Kultur. Dies hatte Auswirkungen auf die indische Astronomie und damit
auch die Mathematik. Der hellenistische Ein�uss ist speziell in der Astronomie, für die
die Inder ja ein groÿes Interesse aufbrachten, zu merken.
�In den ersten Jahrhunderten unserer Zeitrechnung blühte die städtische Kultur auf

und führte zu einer reichhaltigen Literatur auf vielen Gebieten: Rechtswissenschaft,
Staatslehre, Liebeskunst (Kamasutra), Dichtung, Philosophie. Der Höhepunkt dieser
Entwicklung war die Zeit des Gupta-Reiches (320 bis 544), die als Goldenes Zeitalter
Indiens gilt. In dieser Zeit beginnt die mathematische Literatur mit dem Aryabhatiya
[...]�15

Das Gupta-Reich ist die letzte Ausprägung des Maghada Reiches. Während dieser
Zeit �orierten auch die Wissenschaften, Astronomie und Mathematik. Es ist kein Zufall,
dass Aryabhata I mit groÿer Wahrscheinlichkeit in der Hauptstadt des Reiches Kusum-
pura gelebt hat. In Nalanda wurden im 5. Jahrhundert eine groÿe Universität und eine
Bibliothek gegründet, zu denen Studenten aus ganz Indien, aber auch aus China, der
Mongolei, Japan und Korea kamen, um dort zu lernen. Die Bibliothek soll mit rund 9
Millionen Büchern die gröÿte weltweit gewesen sein.
Das Gupta-Reich endete jedoch recht abrupt mit dem Einfall der Hunnen aus dem

Norden. Während nun das Reich wieder zer�el und die Hunnen ein eigenes Reich im
Gebiet des heutigen Afghanistan aufbauten, blieb der Süden Indiens, der nicht zum
Gupta-Reich gehört hatte, von den Wirren im Norden weitgehend unberührt. Auch an
der Mathematik ist das zu spüren, denn die groÿen Mathematiker nach Aryabhata I
lebten beinahe alle im Süden Indiens.
Bis ins 13. Jahrhundert wurde der Norden immer wieder von verschiedenen eindrin-

genden Völkern bedroht. Auch wurden immer wieder neue Königreiche gegründet, die
nur wenige Jahrzehnte Bestand hatten, nur um von einem anderen verdrängt oder er-
obert zu werden. Auch im Süden gab es wechselnde Herrscherhäuser und Gebietsverluste
und -gewinne gegen Norden hin, doch im Groÿen und Ganzen war der Süden Indiens viel
stabiler als der Norden. So ist der kulturelle Ein�uss des Südens in ganz Indien immer
wieder spürbar.
Aryabhata I, der im Goldenen Zeitalter Indiens lebte, übte als erster bekannter Ma-

thematiker einen groÿen Ein�uss auf die gesamte nachfolgende Mathematik aus. Das
Aryabhatiya, obwohl extrem kurz und oft auch nicht korrekt, beginnt eine groÿe Tradi-
tion von Beschäftigung mit darin vorkommenden Themen. Bhaskara und Lalla gehörten
zu den Anhängern seiner Arbeit. Die von ihm gegründete Schule in Kerala stand wohl
der jainistischen Mathematik nahe. Bhaskara macht derartige Andeutungen in seinem
Kommentar zum Aryabhatiya. Auÿerdem wurden vergleichsweise viele jainistische Ma-
nuskripte in Kerala gefunden. Aryabhata scheint also am Ende einer mathematischen
Entwicklungsperiode zu stehen - das Wissen der Jaina wurde von ihm gesammelt - und

15[Wussing 2008, S. 91]
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gleichzeitig am Beginn einer anderen, geprägt von wenigen Einzelpersonen.
Brahmagupta kannte die Mathematik Aryabhatas gut, doch attackiert er ihn in seinen

Schriften. Er scheint lange Zeit ein erbitterter Gegner gewesen zu sein, doch in seinem
Khandakhadyaka, das er in bereits höherem Alter verfasst hat, ist zu erkennen, dass
er Aryabhatas Leistungen schlieÿlich anerkannt hat. In der Astronomie übernahm er
schlieÿlich sogar einige Ansichten Aryabhatas. Selbstständig erarbeitete Brahmagupta
viele neue Erkenntnisse, sowohl in der Geometrie als auch in der Algebra. Neben Aryab-
hata ist er der ein�ussreichste und meist kommentierte Mathematiker des frühen indi-
schen Mittelalters.
Zu dieser Zeit begann die Mathematik in Indien sich in zwei groÿe Bereiche aufzuteilen:

Algebra und Arithmetik. Geometrie kam in beiden Bereichen vor. Diese Entwicklung
in der indischen Mathematik hatte sich bereits lange vorher abgezeichnet. Wie bereits
erwähnt, verschob sich das Interesse der Mathematiker über die Jahrhunderte immer
weiter von der Geometrie weg. Das ist auch daran zu merken, dass einige Mathematiker
sich gar nicht mehr damit beschäftigten.
Bis zum nächsten groÿen indischen Mathematiker Bhaskara II (ca. 1114 - 1185) gab

es zwar immer wieder Mathematiker, doch diese beschäftigten sich hauptsächlich damit,
ihre Vorgänger zu korrigieren und zu verbessern. In manchen Bereichen konnten sie die
Arbeit früherer Autoren weiterführen und neue Erkenntnisse scha�en, doch bedurfte
es eines genialen Geistes wie Bhaskara II, um die indische Mathematik wieder einen
entscheidenden Schritt vorwärts zu bringen. Die Elemente Euklids waren mit Sicherheit
ab dem 14. Jh. zugänglich. Danach drang die westliche Mathematik immer mehr in den
indischen Raum vor. Doch eine Beschreibung dieser Zeit ist nicht Bestandteil dieser
Arbeit.
Die Entwicklung der Mathematik nach Brahmagupta ging also wieder langsam voran,

ähnlich wie in der Zeit vor Aryabhata. Wissen wurde langsam und schrittweise ange-
häuft. Es gab zwar erwähnenswerte Leistungen von Einzelpersonen, doch keine wirklich
herausragenden Errungenschaften, zumindest nicht auf dem Gebiet der Geometrie.

2.2.4 Äuÿere Ein�üsse

�The geometry of the Hindus was certainly Greek, but they did have a special
gift for arithmetic. As to algebra, they may have borrowed from Alexandria
and possibly directly form Babylonia; but here, too, they went far on their
own. India was also somewhat indebted to China.�16

Der indische Subkontinent nahm seit jeher eine zentrale Stelle für den Handel ein. Die
indischen Reiche waren etwa gleich weit von China entfernt wie von Griechenland. Somit
konnten kulturelle wie wissenschaftliche Ein�üsse von beiden Seiten ins Land eindringen.
Die Mathematik wurde wohl hauptsächlich durch astronomische Handbücher nach Indien
gebracht, denn dort lag ja das Hauptinteresse der Inder. Einige konkrete Beispiele:

• In Indien soll das Dezimalsystem erfunden worden sein, doch eigentlich kommt es
in China schon viel früher vor. In Indien erhielt es erst eine praktisch anwendbare
Form.

16[Kline 1990, S.184]
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• Die Art und Weise, Kubik- und Quadratwurzeln zu berechnen, stammt aus China.

• Die indische Trigonometrie wurde stark von der hellenistischen beein�usst.

• Die indische Trigonometrie war aber vorher bereits von der babylonischen beein-
�usst worden.

• Einige praktische geometrische Probleme werden, aus China kommend, beinahe
wortwörtlich wiedergegeben (vgl. Kap. 3.2.5).

Die indische Mathematik wiederum übte groÿen Ein�uss auf die arabische Mathema-
tik aus. So wurden von diesen indische wie griechische Werke ins Arabische übersetzt
und überliefert. Besonders in der Trigonometrie und der Algebra sind die Ein�üsse der
indischen Mathematik auf die arabische spürbar. Uns wohl am deutlichsten bewusst ist
der indische Ein�uss im Wort Sinus, obwohl dies ja ein Übersetzungsfehler des Wortes
jiva über das Arabische ins Lateinische ist.

2.2.5 Eine abschlieÿende Charakterisierung der indischen
Mathematik

�Ihre gröÿten Leistungen liegen nicht in der Geometrie, sondern in der Alge-
bra, der Zahlentheorie [...] sowie in der Entstehung zahlreicher unendlicher
Reihen und in Überlegungen, die in Richtung in�nitesimaler Methoden ge-
hen.�17

Die indische Mathematik ist viel umfangreicher und viel höher entwickelt als sie in
dieser Arbeit auf den ersten Blick scheint. Dies hängt damit zusammen, dass sich diese
Arbeit auf die Entwicklungen auf dem Gebiet der Geometrie beschränkt hat. Die Inder
waren aber nicht besonders an der Geometrie interessiert. Die Mathematik der Inder
beginnt zwar mit den Sulbasutras sehr geometrielastig, doch verschob sich das Interesse
schon bald hin zur Algebra und Arithmetik.
Die Entstehung der Mathematik hatte im Prinzip zwei Beweggründe, zum einen prak-

tische Probleme der Landwirtschaft oder des Handels, zum anderen die Religion. Die
praktischen Themen waren in beinahe allen Kulturen einer der Auslöser für die Ent-
wicklung mathematischer Anfänge. Auch religiöse Gründe kamen in anderen Kulturen
vor, doch nirgends waren sie so präsent wie in Indien.
Die Religion nahm in der indischen Gesellschaft einen so hohen Stellenwert ein, dass sie

die Thematik der Mathematik über Jahrhunderte prägte wie nirgendwo sonst. Die Sul-
basutras waren religiöse Texte der Veden. Die Ganita und andere Werke waren Schriften
der Jaina. Die meisten Werke, die den Namen Siddhanta enthalten, sind hinduistischer
Natur. Hinzu kommt, dass viele Mathematiker selbst gläubige Jaina waren oder einer
anderen Religion angehörten. Selbst wenn ein Mathematiker keinem Glauben allzu nahe
stand, so blieb ihm dennoch keine andere Wahl, als sich mit den Problemen zu beschäf-
tigen, die von den Vorgängern bereits bearbeitet worden waren.
Es ist daher auch klar, warum sowohl die Mathematik der Veden als auch die der Jaina

keine Beweise enthalten. Aus religiösen Gründen waren Beweise im euklidischen Sinne

17[Scriba und Schreiber 2005, S. 158]
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einfach nicht notwendig, denn sie waren nicht von Interesse für die Riten der Sulbasutras
und die kosmologischen Überlegungen der Jaina.
Beweise stehen aber auch nach der teilweisen Loslösung der Wissenschaften von der

Religion ab Aryabhata nicht an der Tagesordnung der indischen Mathematiker. In den
mathematischen Texten Indiens, egal welchen Autors, gibt es gar keine Beweise, ganz
selten Andeutungen einer Erklärung oder Begründung eines gewissen Ergebnisses. Tra-
ditionell waren in den Schriften nur alte und neue Erkenntnisse zu �nden, ohne dass der
Weg genannt wurde, wie diese zustande gekommen waren.
Mit ein Grund für das Fehlen von Beweisen in mathematischen Abhandlungen ist die

lyrische Form dieser Texte, die sogar zu einer neuen Schreibweise der Zahlen geführt
hat: �The Hindu method of expressing everything (even mathematics) in poetic form
must be noted in order to appreciate this exceedingly queer, if original, method of nu-
meration.�18 Dieses Schreiben in Versen machte es den Mathematikern nicht leicht, ihr
Wissen darzustellen. So waren ihre Schriften immer in sehr kurzer, prägnanter und oft
auch schwer verständlicher Form gehalten. Nun noch Beweise, Erklärungen oder Herlei-
tungen einzufügen, scheint vielen Autoren ein zu groÿer Aufwand gewesen zu sein.
Doch ist es nicht so, als hätten die indischen Mathematiker kein Interesse an Beweisen

gehabt. Diese �nden sich aber nicht in ihren Hauptwerken, sondern in einer anderen, weit
verbreiteten Textform: den Kommentaren. Diese wurden teilweise von den Autoren selbst
als Erklärungen zu ihren eigenen Schriften verfasst, teilweise von späteren Autoren, um
die Texte ihrer Vorgänger verständlicher zu machen. Dennoch fehlen viele Begründungen
und Herleitungen auch in den Kommentaren, weshalb es nahe liegt anzunehmen, dass
ein groÿer Teil von diesen trotz aller schriftlichen Erläuterungen mündlich weitergegeben
wurde.
Indische Beweise entsprechen jedoch nicht den Beweisen im euklidischen Sinn. �The

Indian's aim was not to build up an edi�ce of geometry on a few self-evident axioms,
but to convince the intelligent student of the validity of the theorem, so that visual
demonstration was quite an accepted form of proof.�19

Abbildung 2.8: Zu Bhaskaras Beispiel

In den mathematischen Werken �nden sich auch
Beispiele zu gewissen Problemen, die wohl pädago-
gischen Charakter haben sollen. Unter der Verwen-
dung der Bezeichnungen von Abbildung 2.8 will
Bhaskara I etwa anschaulich zeigen, dass CD =
r · sinα: �A hawk is sitting on the top of a pole
whose height is 18 (cubits). A rat who has gone
out of his dwelling (at the foot of the pole) to a
distance of 81 (cubits), while returning towards his
dwelling, afraid of the hawk, is killed by the cruel
(bird) on the way. Say how far has he gone to-
wards his hole, and also the (horizontal) motion of
the hawk (the speeds of the rat and the hawk being
the same�20. Vergleicht man diese Anweisungen mit
Abbildung 2.8, so be�ndet sich der Falke im Punkt

18[Srinivasiengar 1967, S. 43]
19[Amma 1979, S. 3]
20Bhaskara I nach [Bag 1979, S. 156f]
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C, die Ratte im Punkt A. Nun sind die Strecken CD = 18 und AD = 81 gegeben.
Aus diesen Angaben berechnet Bhaskara die Strecken r = AO und OD. Damit kann er
zeigen, dass sein angenommener Zusammenhang korrekt ist.
Ein Grundsatz der indischen Mathematik war, dass jede wissenschaftliche Disziplin, so

auch die Mathematik, einen Zweck erfüllen musste. Selbstverwirklichung und Erlösung
waren die wichtigsten Ziele im damaligen Indien. Der Weg dorthin führte vielfach über
die Religion, daher wurden die Wissenschaften, die mit ihr in engem Zusammenhang
standen, wie die Astronomie, mehr gefördert als andere.
Die Mathematik musste also einen Zweck erfüllen und tat dies lange Zeit bei religiösen

Themen, wie bereits erwähnt wurde. Erst als sich die Mathematik langsam von der
Religion zu lösen begann, wurden auch Probleme der alltäglichen Praxis behandelt.
Doch immer noch war man darauf bedacht, einen Nutzen aus der Mathematik zu ziehen,
nicht Mathematik nur um der Mathematik selbst willen zu betreiben, wie es die Griechen
getan haben.
Während nun die Geometrie und die Beschäftigung mit geometrischen Objekten eher

aus Gründen der Tradition gep�egt wurden, so entstanden Algebra und Arithmetik eben
aus der Beschäftigung mit praktischen Problemen heraus. Auf diesen Gebieten liegen
auch die wahren Stärken der indischen Mathematik. Brahmagupta etwa beschrieb allge-
meine Lösungen für lineare quadratische Gleichungen und gab einen Lösungsweg an, um
Gleichungen der Form Nx2 + 1 = y2 zu lösen, nachdem schon andere Mathematiker vor
ihm die Lösungen zu speziellen N erhalten hatten. Er berechnete verschiedene unendli-
che Reihen und arbeitete sowohl mit positiven als auch negativen Zahlen und der Null
in einer ähnlichen Weise wie wir heute. Er verwendet zur Interpolation gar Di�erenzen
zweiter Ordnung (vgl. Kapitel 2.1.3.4, S. 35). All dies sowie die bei Pingala beginnende
Kombinatorik �ndet bei Bhaskara II seinen Höhepunkt, der auf allen Gebieten überra-
gende Leistungen hervorbrachte, dies jedoch erst im späten 12. Jahrhundert.



3 Geometrie in China

Abbildung 3.1: China im Altertum und Mittelalter (aus [Wussing 2008, S. 43])

3.1 Historischer Überblick über die chinesische
Geometrie

3.1.1 Von den Anfängen bis zur Teilung Chinas in drei Reiche
(220 n. Chr.)

3.1.1.1 Legenden und kurze Erwähnungen

Der Beginn der chinesischen Mathematik ist als Legende im Shi Ben (The Book on An-
cestries), einem alten Buch über das prähistorische China, enthalten. Das Buch selbst ist
nicht erhalten, doch wurde es in vielen anderen Werken zitiert. So wurde überliefert, dass
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der legendäre Gelbe Kaiser, der von 2698 - 2598 v. Chr. regiert haben soll, einigen sei-
ner Untertanen unter anderem befohlen habe, die Gestirne zu beobachten, musikalische
Stimmungen festzulegen, die Zeit zu ordnen und die Arithmetik zu scha�en. Letztere
Aufgabe wurde Li Shou zuteil. Daneben gibt es einige weitere Legenden, in denen etwa
die Er�ndung des Gnomon und des Zirkels verschiedenen Einzelpersonen zugeschrieben
wird.
All diese Legenden wurden erst in späterer Zeit gescha�en, doch ist in vielen Legenden

wohl auch immer ein Körnchen Wahrheit zu �nden. So lässt sich beispielsweise heraus-
lesen, dass einfache Instrumente wie der Zirkel schon sehr früh verwendet wurden und
somit in China ebenso wie in den anderen Kulturen des Altertums, etwa der ägyptischen,
einfache Konzepte von Zahlen und geometrischen Figuren verstanden wurden.
Eines der ersten Werke, das für uns von Interesse ist, ist das Kao Gong Ji (The Book

of Crafts), ein Teil der Record of Rites of the Zhou Dynasty - der Titel wird oft unter-
schiedlich übersetzt. Es wurde zur Zeit des Qi-Reiches während der Zeit der Streitenden
Reiche (475 - 221 v. Chr.) verfasst und beinhaltet einfache Konstruktionstechniken so-
wie Informationen zu Winkeln und einfachen Messungen. Es �nden sich etwa folgende
verwendete Einheiten bei der Winkelmessung:

ju 90◦

xuan 1
2
ju 45◦

zhu 3
2
xuan 67◦ 30�

ke 3
2
zhu 101◦ 15�

qingzhe 3
2
ke 151◦ 52, 5�

Daneben wurden auch Bogenlängen benutzt, um Gröÿen von Winkeln anzugeben.
Auch soll an dieser Stelle das Book of Master Mo, ein Teil desMozi, Erwähnung �nden.

Darin werden unter anderem einige De�nitionen für geometrische Konzepte angegeben,
zum Beispiel:

�Flat: same height
Straight: three points collinear
Same length: match up exactly
Centre: point of the same length
Circle: one centre with same length�1

Meister Mo (ca. 470 - 390 v. Chr.) begründete den Mohismus, eine Schule der chi-
nesischen Philosophie. Wie auch im antiken Griechenland stehen also die Anfänge der
Mathematik und der Geometrie eng mit der Philosophie in Verbindung. Die Schule
beschäftigte sich hauptsächlich mit sozialethischen Fragen, doch wurden später auch lo-
gische und erkenntnistheoretische Fragen behandelt. So stammen die oben genannten
De�nitionen wahrscheinlich von einem Schüler von Mo.
Es gibt in der chinesischen Literatur, soweit heute bekannt ist, keine vergleichbaren Er-

klärungen. Kein Mathematiker hat sich dieser De�nitionen angenommen oder auf diese
aufgebaut. Es hat sich keine deduktive Geometrie daraus entwickelt. Wahrscheinlich ist,
dass Meister Mo und seine Schüler nur das Verlangen hatten, Begri�e festzulegen. In die-

1[Li und Du 1987]
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sem Zusammenhang wurden auch diese mathematischen Begri�e abgehandelt, vielleicht
auch nur, um als Beispiele für einfache De�nitionen zu dienen.

3.1.1.2 Zhoubi suanjing

Nach der Zeit der Streitenden Reiche wurde das Reich 220 v. Chr. durch die Qin-Dynastie
geeint, um bereits kurz darauf durch die Han-Dynastie (206 v. - 220 n. Chr.) ersetzt zu
werden. Während dieser Zeit entstand das Zhoubi suanjing (Klassische Arithmetik des
Gnomon und die Kreisbahnen des Himmels). Von der Grundintention her ein Buch über
Astronomie und Kalenderrechnung, stellt es auch eine einfache Sammlung des mathe-
matischen Wissens der damaligen Zeit dar. Die darin enthaltenen Texte stammen mit
groÿer Sicherheit spätestens aus dem 4. Jahrhundert v. Chr., einige sollen sogar aus dem
11. Jahrhundert v. Chr. stammen. Dennoch sind sie erst später zu einem einzigen Werk
zusammengesetzt worden.
Das Zhoubi suanjing setzt sich zusammen aus zwei Teilen, die jeweils in Dialogform

gehalten sind. Im ersten Teil wird darauf eingegangen, wie die Gestirne, speziell die
Sonne, mit Hilfe eines Gnomon beobachtet werden können. Dazu notwendige mathema-
tische Hilfsmittel, wie der Satz von Pythagoras, werden hier behandelt. Der zweite Teil
beschäftigt sich mit derselben Thematik, jedoch sind die Gesprächspartner andere.
Der Satz von Pythagoras wird in China auch Gougu-Theorem genannt, da der Satz

dort wie folgt lautet:

Gou2 +Gu2 = Xian2 (3.1)

�Gu� bedeutet in etwa Maÿ oder Skala und bezeichnet die Länge des vertikalen Stabes,
der den Schatten wirft. Der geworfene Schatten bzw. dessen Länge wird �Gou� genannt.
Die Hypotenuse trägt den Namen �Xian�, das wörtlich Bogensehne bedeutet.
Im Zhoubi suanjing wird dies durch ein Verfahren bewiesen, das �Zusammenlegen von

Rechtecken� genannt wird. Es handelt sich hierbei jedoch nicht um einen deduktiven
Beweis, wie wir das heute verstehen würden, doch es gilt als sicher, dass dies dennoch
als allgemeingültig gedacht wurde. Zunächst wird ein Dreieck mit Seitenlängen 3, 4, 5
gezeichnet und darüber das Hypotenusenquadrat. Dann werden kongruente Dreiecke so
an die Seiten des Quadrats angelegt, dass ein Quadrat der Seitenlänge 7 entsteht. An-
schlieÿend wird das äuÿere Quadrat in 7x7 Einheitsquadrate zerlegt (vgl. Abb. 3.2). Das
innere Quadrat besteht aus 5x5 Einheitsquadraten, das äuÿere aus 7x7, bestehend aus 4
Rechtecken der Gröÿe 3x4 und einem zentralen Einheitsquadrat. Allgemein gesprochen
entspricht dies (3.2) und somit dem Pythagoreischen Lehrsatz.

c2 = 4 · ab
2

+ (b− a)2 = a2 + b2 (3.2)

Dieser wird in weiterer Folge in vielen Beispielen zur Vermessung von Höhen, Tiefen und
Entfernungen in der Landschaft verwendet.
Daneben �nden sich im Zhoubi suanjing hauptsächlich Beispiele zu Berechnungen im

Zusammenhang mit der Astronomie und komplexe Bruchrechnungen. Diese wurden mit
Hilfe von Rechenstäbchen durchgeführt. Es soll aber im Rahmen dieser Arbeit nicht
näher darauf eingegangen werden.
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Abbildung 3.2: Der Satz von Pythagoras im Zhoubi suanjing. Der Satz zur Linken bedeutet: �The sum
of the squares of lengths of altitude and base is the hypotenuse's length squared.� (aus
[Needham 1986, S. 22])

3.1.1.3 Jiuzhang suanshu

Das Jiuzhang suanshu (Neun Bücher arithmetischer Technik) ist womöglich eines der
bekanntesten mathematischen Bücher der chinesischen Literatur überhaupt. Die älte-
ste erhaltene Fassung ist diejenige von Liu Hui (ca. 220 - 280 n. Chr.). Es wurde mit
hoher Wahrscheinlichkeit in der Frühzeit der Han-Dynastie (202 v. - 9 n. Chr.) ver-
fasst und stellt ebenfalls eine Sammlung des mathematischen Wissens dar. Es gilt als
sicher, dass viele Autoren über mehrere Jahrhunderte daran gearbeitet, es immer wieder
überarbeitet und verändert haben. Erst nach Liu Hui wurde das Werk nicht mehr ab-
geändert. Im Gegensatz zum Zhoubi suanjing ist das Jiuzhang suanshu jedoch ein rein
mathematischer Text und damit ist auch die Mathematik tiefgehender. Dennoch ist eine
Verwandtschaft der beiden Bücher zu bemerken, speziell in Buch IX. Insgesamt �nden
sich 246 Aufgaben in den neun Büchern, teils zusammengefasst zu Gruppen des selben
Aufgabentyps, gemeinsam mit einem allgemeinen Lösungsweg für jede dieser Gruppen.
Das Jiuzhang suanshu ist eines der ein�ussreichsten Werke der chinesischen Mathe-

matik, vergleichbar mit Euklids Elementen für die hellenistische Mathematik. Das Werk
besteht aus verschiedenen Dialogen, Probleme werden in Fragen des einen Gesprächs-
partners vorgestellt, der andere gibt die Lösungswege. Man sieht, dass die Lösung von
Problemen induktiv erarbeitet wird und nicht deduktiv wie in der griechischen Mathe-
matik. Dieser Stil wurde von beinahe allen späteren Autoren verwendet.
Wie der Titel schon sagt, ist das Jiuzhang suanshu in neun Bücher unterteilt. Buch I

behandelt die Ausmessung von Feldern. Neben der Bruchrechnung geht es hier natürlich
um die Berechnung von Flächeninhalten von ebenen geometrischen Figuren wie Recht-
eck, Dreieck, Trapez, Kreis, Kreissegment etc. So wird zum Beispiel der Flächeninhalt
des Kreises richtig angegeben als A = ud

2
, aber auch falsch als A = 3d2

4
und A = u2

12
.

In Buch II und Buch III werden Aufgaben der Praxis erörtert, die allesamt mit Hilfe
von Proportionen gelöst werden können. Buch IV erklärt die Berechnung von Quadrat-
und Kubikwurzeln an Hand von Beispielen aus der Geometrie. So ist beispielsweise die
Fläche eines Quadrats gegeben und die Seite gesucht. In diesem Zusammenhang �nden
sich auch einfache Flächenverwandlungen.
Buch V, das sich im Grunde mit der Errichtung verschiedener Bauten beschäftigt,
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beinhaltet die Berechnung der Volumina einiger geometrischer Grundkörper, wie Quader,
Zylinder, Kegel, Kugel und Pyramiden verschiedener Grund�äche sowie komplizierterer
Objekte.
In Buch VI werden Probleme zur gerechten Steuereinschätzung behandelt. Buch VII

enthält Probleme zu linearen Gleichungen bzw. Gleichungssystemen und zur linearen
Interpolation. In Buch VIII wird eine Art Vorläufer der Matrizenrechnung zur Lösung
von Systemen linearer Gleichungen verwendet, auf die hier nicht näher eingegangen
werden soll. Für nähere Information hierzu siehe [Li und Du 1987, S. 46�].
In Buch IX wird der Satz des Pythagoras für die Lösung verschiedener Aufgaben ver-

wendet und eine Methode zur Lösung der quadratischen Gleichung angegeben. Bekannt
ist das Problem des geknickten Bambus. Ein Bambusrohr bekannter Höhe ist so ge-
knickt, dass die Spitze den Boden in einer gegebenen Entfernung vom Stamm berührt.
Gesucht ist die Höhe der Bruchstelle.

Abbildung 3.3: Beispiel aus
Buch IX

Sämtliche Aufgaben sind der Praxis entnommen, zumeist
Probleme, denen Verwaltungsbeamte in der Praxis begegnen
können, oder witzige Beispiele, womöglich um die Lehre der
Werke amüsanter zu machen. Eine dieser Aufgaben soll an
dieser Stelle in heutiger Sprache vorgestellt werden:
Eine Stadt mit quadratischer Grund�äche (vgl. Abb. 3.3)

ist von einer Stadtmauer umgeben und hat auf jeder Seite
genau in der Mitte ein Tor. 20 bu (�Schritt�, ≈ 1, 7m) ge-
nau nördlich des nördlichen Tores steht ein Baum. Wenn
man nun vom südlichen Tor aus 14 bu nach Süden und
anschlieÿend 1775 bu nach Westen geht, dann kommt der
Baum bei der nordöstlichen Ecke der Stadt gerade ins Blick-
feld. Nun soll die Länge der Stadtmauer berechnet werden.
Dies wird zurückgeführt auf die Lösung einer quadratischen
Gleichung. Es wird aber nur eine Regel zur Berechnung der
Lösung angegeben, jedoch nicht, wie man zu dieser Regel
kommt.

3.1.2 Geometrie während der Zeit der Drei Reiche, der Jin und
den Nördlichen und Südlichen Dynastien (221 - 589)

3.1.2.1 Zhao Shuang

Die Mathematik in China erlebte in den Jahrhunderten nach der Zeit der Streitenden
Reiche eine Blütezeit. Der erste erwähnenswerte Mathematiker ist Zhao Shuang, der
vermutlich im 3. Jahrhundert gelebt und einen Kommentar zum Zhoubi suanjing, das
Gougu yuan fang tu zhu (The Illustrated Commentary on the Right Triangle, Circle and
Square), verfasst hat. Viel ist über Zhao Shuang leider nicht bekannt.
Der Kommentar selbst ist mit 500 Zeichen sehr kurz gehalten und beinhaltet 21 Theo-

reme zum rechtwinkeligen Dreieck, dem Satz des Pythagoras und weiteren Zusammen-
hängen zwischen den Dreiecksseiten. Dabei kommen auch quadratische Gleichungen in
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den Formen

x2 + px = q (3.3)

−x2 + px = q (3.4)

vor, die auf ähnliche Art und Weise gelöst werden, wie es arabische Mathematiker im
Mittelalter getan haben (Ergänzung auf ein vollständiges Quadrat). Neu in der chi-
nesischen Mathematik ist die direkte Darstellung der Gleichungen durch geometrische
Figuren. Leider sind keine Illustrationen erhalten geblieben. Wir wissen von ihnen nur
aufgrund von Verweisen anderer Autoren.

3.1.2.2 Liu Hui

Liu Hui ist einer der bekanntesten chinesischen Mathematiker überhaupt. Über sein
Leben ist so gut wie nichts bekannt, nur dass er im Wei-Reich, einem der drei groÿen
Reiche der Zeit von 221 - 280, lebte. Seine bekanntesten Werke sind der Kommentar
zum Jiuzhang suanshu und das Haidao suanjing. Das Jiuzhang suanshu wurde nach
seiner Kommentierung verständlicher und nicht mehr verändert, während das Haidao
suanjing eine Weiterführung einiger Gebiete des Jiuzhang suanshu ist, selbst aber nicht
dazugehört.

Abbildung 3.4: �Deckel mit quadrati-
scher Grund�äche� (aus
[Gericke 2004, S.175])

Liu Hui gab in seinem Kommentar einige
Herleitungen bzw. die Herkunft einiger For-
meln an und berichtigt einige falsche Annah-
men, etwa diejenige, dass das Volumen einer
Kugel gleich drei Viertel des Volumens des
umschriebenen Zylinders ist. Er selbst zeigte,
dass das Volumen einer Kugel nämlich gleich
drei Viertel des diese umgebenden Durchdrin-
gungskörpers (vgl. Abb. 3.4) zweier aufeinan-
der senkrechter Zylinder ist. Der chinesische
Fachbegri� für diesen Körper bedeutet in etwa
�Deckel mit quadratischer Grund�äche� (vgl.
[Gericke 2004, S. 174]) und ist wohl deswe-
gen entstanden, weil diese Figur bei chinesi-
schen Gefäÿen oft vorkommt.
Liu Hui benutzte dazu die erst viel später

von Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647) be-
gründete Argumentation: In jeder Ebene parallel zu den Zylinderachsen wird der Durch-
dringungskörper nach einem dem Kugelkreis umschriebenen Quadrat geschnitten. Unter
der Annahme π = 3 ergibt sich daher der Wert des Verhältnisses der Volumina der Kugel
und des Durchdringungskörpers zu 3 : 4.
Für viele Berechnungen im Jiuzhang suanshu gab Liu Hui anschauliche graphische

Erklärungen. Ein schönes Beispiel dafür ist das Problem, ein Quadrat in ein gegebenes
rechtwinkeliges Dreieck einzuschreiben, für das Liu Hui eine Graphik in der Art von
Abbildung 3.5 gegeben hat. Auf ähnliche Weise geht er zur Berechnung der Volumina
von einigen Körpern vor und listet auf, aus welchen und wie vielen Grundobjekten diese
zusammengesetzt werden. Ein Beispiel einer derartigen Zerlegung ist in Abbildung 3.6
zu sehen.
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Abbildung 3.5: Patchwork Lösung Liu Huis

Der Kommentar enthält eine Berechnung von π auf bis dahin weltweit unbekannte
Genauigkeit durch Einschreiben von regelmäÿigen Polygonen bis hin zum 3072-Eck. Er
erkannte, dass die Fläche des eingeschriebenen Polygons sich immer mehr der Fläche des
Kreises nähert. Auÿerdem zeigte er, dass man die Fläche eines regelmäÿigen 4n-Polygons
berechnen kann, wenn man nur die Fläche des regelmäÿigen 2n-Polygons kennt, wie
man leicht an Abbildung 3.7 erkennen kann. Bereits im Jiuzhang suanshu ist zu �nden,
dass die Fläche eines regelmäÿigen Polygons durch die Multiplikation der Hälfte des
Umfangs mit der Hälfte des Durchmessers gewonnen werden kann. Damit ergibt sich
A4n = r · 2nl2n

2
= 2n · rl2n

2
, wobei rl2n

2
die Fläche des Vierecks ACBM ist. Auÿerdem folgt

aus dem Satz des Pythagoras auch sofort l4n.
Damit berechnete Liu Hui folgende Schranken für die Kreis�äche und damit für π:

A2n < A < A2n + (A2n − An) (3.5)

Damit erhielt er für ein 192-Eck die Schranken

3, 14
64

62500
< π < 3, 14

169

62500
(3.6)

und danach mittels eines 3072-Ecks die Näherung π = 3927
1250

= 3, 1416, den zur dama-
ligen Zeit weltweit besten Näherungswert für π. Die Methode ähnelt der Methode von
Archimedes, ist jedoch einfacher, da es genügt, ein regelmäÿiges Polygon einzuschreiben.
Archimedes arbeitete mit einem eingeschriebenen und einem umgeschriebenen regelmä-
ÿigen Polygon. An dieser Stelle sei erwähnt, dass Liu Hui erkannt hatte, dass dieses
Verfahren, unendlich oft angewendet, zum richtigen Ergebnis führen würde. Somit voll-
zog er gedanklich einen Grenzübergang. Mit einem ähnlichen Gedankengang berechnete
Liu Hui den Flächeninhalt eines Kreissegments. Die im Jiuzhang suanshu angegebene
Formel erkannte er als nur auf den Spezialfall eines Halbkreises anwendbar, und selbst
dann nur als Näherung.
Liu Hui verfasste auch das Haidao suanjing (Sea Island Mathematical Manual). Dies

stellt im Prinzip eine Weiterführung seines eigenen Kommentars zum Kapitel über den
Satz des Pythagoras dar und beschäftigt sich mit Vermessungsaufgaben. Da es nur als
Ergänzung gedacht war, ist die Zahl der Aufgaben mit neun recht gering. Jede von diesen
wird mit der Methode der doppelten Messungen gelöst.



3.1 Historischer Überblick über die chinesische Geometrie 56

Abbildung 3.6: Liu Huis Methode zur Berechnung des Volumens einer yangma Pyramide. (aus
[Martzloff 1997, S. 285])

Bei der ersten Aufgabe im Haidao suanjing sollen die Höhe x und Entfernung y einer
Insel von der Küste aus bestimmt werden (vgl. Abb. 3.8 auf S. 57). Nach Liu Hui geht
man folgendermaÿen vor: Zunächst werden zwei Stangen in einer Linie zur Insel errichtet,
eine weiter entfernt als die andere. Länge h der Stangen und Entfernung d der beiden
voneinander seien bekannt. Anschlieÿend geht man von den beiden Stangen so weit weg,
bis der höchste Punkt der Insel und die Spitze der Stange in einer Linie liegen, und misst
die Entfernungen a1, a2 von dort zur jeweiligen Stange. Durch einfache Zusammenhänge
(ähnliche Dreiecke) ergibt sich:

x =
d

a2 − a1

· h+ h (3.7)

y =
d

a2 − a1

· a1. (3.8)

Abbildung 3.7: Zur Methode der Kreisteilung
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Abbildung 3.8: Zur Methode der doppelten Messungen. Blockdruck aus der Enzyklopädie Tu Shu Ji

Chen (1726) (aus [Wussing 2008, S. 61])

Die anderen Aufgaben verwenden dasselbe Prinzip.
Oft wurde das Haidao suanjing als Beginn der Trigonometrie in China genannt, was

jedoch nicht korrekt ist, da weder Winkelfunktionen noch Eigenschaften von Winkeln
zur Lösung von Problemen verwendet werden.

3.1.2.3 Zu Chongzhi

Zu Chongzhi (429 - 500) war Mathematiker während der Periode der Nördlichen und
Südlichen Dynastien. Da sowohl sein Vater als auch sein Groÿvater Beamter im Dienste
der südlichen Dynastie waren, wird angenommen, dass auch er im Süden gearbeitet hat.
Manchmal wird er auch unter dem Namen Wenyuan genannt.
Zu Chongzhi war ein Universalgelehrter. Einen Groÿteil seiner Jugendzeit verbrachte

er damit, ältere mathematische Schriften zu studieren und Fehler darin zu korrigieren. Er
überarbeitete den damaligen Kalender und erstellte schlieÿlich einen ganz neuen. Dane-
ben war er geschickter Er�nder, Schriftsteller und interessierte sich für Politik. Von seinen
51 Werken ist leider kein einziges erhalten. Von gröÿter Bedeutung für die Geschichte
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der Geometrie ist mit Sicherheit das Zhui shu (Methoden der Interpolation), aber auch
sein Kommentar zum Jiuzhang suanshu und andere Bücher sind erwähnenswert. Wie
man späteren Autoren entnehmen kann, zählten seine Werke zu den am schwierigsten
zu verstehenden. Sie waren ihrer Zeit weit voraus, und damit für seine Zeitgenossen zum
Teil sehr verwirrend. Leider kann dies aus heutiger Sicht kaum mehr beurteilt werden.
Einzig Fragmente zur Berechnung von π und zur Berechnung des Volumens einer Kugel
sind überliefert worden.
Es ist nicht klar, wie Zu Chongzhi zu seiner genauen Berechnung von π gekommen ist,

aber es wird vermutet, dass er dieselbe Methode verwendet hat wie Liu Hui, nur weiter
gerechnet bis zu einem regelmäÿigen 24756-Eck. Jedenfalls erhielt er die Schranken

3, 1415926 < π < 3, 1415927 (3.9)

und gab für praktische Berechnungen die Näherungswerte π = 22
7
und den viel besseren

Wert π = 355
113

= 3, 1415929 an. Damit übertraf er den Wert von Liu Hui um weitere drei
korrekte Dezimalstellen. Eine derartige Genauigkeit wurde in Europa erst über 1000
Jahre später von dem deutschen Mathematiker Otho (etwa 1548 - 1603) erreicht.
Für das Volumen der Kugel erhielt Zu Chongzhi gemeinsam mit seinem Sohn Zu

Geng als erster Mathematiker im antiken China die korrekte Formel V = π
4
· 2

3
d3. Dazu

entwickelten sie die Methode Liu Huis, die dem Cavalierischen Prinzip entspricht, weiter
(vgl. Kap. 3.1.2.2). Die genaue Herleitung ist unter anderem in [Li und Du 1987, S. 85�]
zu �nden.

3.1.3 Entwicklung während der Sui und Tang Dynastien (581 -
901)

Während China unter der Sui Dynastie wiedervereinigt wurde und in weiterer Folge eine
kurze Blütezeit erlebte, stagnierte die Entwicklung der Mathematik in weiten Bereichen
zu dieser Zeit. Es entstanden erste Kontakte zu indischen Mathematikern, die im astro-
nomischen Büro der chinesischen Hauptstadt tätig waren. Durch deren Ein�uss begann
wahrscheinlich die Entwicklung einer frühen Form der Trigonometrie in China.
Nach Jahrhunderten stetiger mathematischer Entwicklung waren viele Werke entstan-

den, von denen heute nur noch wenige erhalten sind. Von ihrer Existenz wissen wir nur
durch die Aufzählung ihrer Titel in historischen Werken der jeweiligen Zeit, die überlie-
fert worden sind. Das wohl bekannteste ist das Shi bu suanjing (Die Zehn Mathemati-
schen Klassiker). Es besteht aus 12 einzelnen Werken, gesammelt, zugelassen durch den
Kaiser als Lehrbuch und kommentiert durch den Mathematiker Li Chunfeng (602 - 670).
Einige dieser 12 Werke sind bereits hier erwähnt worden. Tabelle 3.1 auf S. 59 zeigt die
vollständige Liste.
Die Inhalte der meisten dieser Werke haben nichts mit Geometrie zu tun, sondern

sind Aussagen zu Arithmetik, Algebra, Numerik und Zahlentheorie. Die Bücher, die
die Entwicklung der Geometrie in China vorangetrieben haben, wurden bereits näher
beschrieben.
Damit endet der Überblick über die Erkenntnisse auf dem Gebiet der Geometrie im

antiken China. Die Entwicklung ging in China zwar noch einige Jahrhunderte beinahe
ohne Ein�uss der westlichen Mathematik voran, jedoch soll dies im Rahmen dieser Arbeit
nicht mehr behandelt werden.
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Titel Autor Kommentator Zeit der

Verfas-

sung

Zhoubi suanjing Unknown Zhao Shuang, Zhen
Luan, Li Chunfeng

1. Jh. v.
Chr. - 1.
Jh. n. Chr.

Jiuzhang suanshu Unknown Liu Hui, Xu Yue,
Li Chunfeng

202 v. Chr.
- 9 n. Chr.

Haidao suanjing Liu Hui Ende 3.
Jh.

Sunzi suanjing(Master Sun's
Mathematical Manual)

Unknown Li Chunfeng etwa 5. Jh.

Wucao suanjing
(Mathematical Manual of the

Five Government
Departments)

Unknown Li Chunfeng etwa 5. Jh.

Xiaohou Yang suanjing
(Xiaohou Yang's

Mathematical Manual)

Unknown Unknown

Zhang Qiujian suanjing
(Zhang Qiujian's

Mathematical Manual)

Unknown Zhen Luan, Li
Chunfeng, Liu

Xiaosun

um 466 -
485

Wujing suanshu (Arithmetic
Methods in the Five Classics)

Unknown Li Chunfeng, Zhen
Luan

etwa 566

Jigu suanjing (Continuation
of Ancient Mathematics)

Wang
Xiaotong

Li Chunfeng 7. Jh.

Shushu jiyi (Notes on
Traditions of Arithmetic

Methods)

Xu Yue Zhen Luan 3. Jh.

Zhui shu Zu
Chongzhi

Li Chunfeng 5. Jh.

Sandeng shu (Art of the Three
Degrees; Notations of Large

Numbers)

Dong
Quan

Zhen Luan 6. - 7. Jh.

Tabelle 3.1: Die Zehn Mathematischen Klassiker
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3.2 Kulturhistorischer Hintergrund der chinesischen
Mathematik

3.2.1 Der Ein�uss der Philosophie auf die Entstehung der
Mathematik

�Die chinesische Philosophie unterschied sich von der hellenischen dadurch,
dass sie sich von Anfang an vorzugsweise mit dem praktischen Leben und
erst in zweiter Linie mit Wissenschaft und Metaphysik beschäftigte.�2

Bereits sehr früh entstand im Raum des heutigen China eine hoch entwickelte Kultur,
die bereits im 2. Jahrtausend v. Chr. für die damalige Zeit bedeutende Leistungen in
Astronomie und damit zusammenhängender Arithmetik erbrachte. Nicht ohne Grund
setzt die Legende über die Er�ndung der Arithmetik diese zeitlich in der Mitte des 3.
vorchristlichen Jahrtausends an. Die Entwicklung der Mathematik ging im 1. Jahrtau-
send v. Chr. zwar langsam, aber doch stetig voran.
Die Zhou Dynastie (1045 - 256 v. Chr.) herrschte zu dieser Zeit über China bzw. über

einen groÿen Teil des heutigen Gebietes. Ihre Vormachtstellung konnten sie jedoch nicht
halten, denn ihr Reich zer�el mit der Zeit in eine groÿe Anzahl kleinerer Feudalstaaten,
die sich untereinander bekriegten, nur um schlieÿlich wieder unter einer Macht vereinigt
zu werden.
Während dieser Zeit traten einige groÿe Philosophen in Erscheinung, wie Konfuzius

(551-479 v. Chr.), Laotse (6./5. Jh. v. Chr.) und Meister Mo (ca. 470 - 390 v. Chr.),
um nur einige zu nennen. Wie das Zitat am Beginn des Kapitels schon sagt, waren die
Philosophen aber eher mit praktischen Problemen des alltäglichen Lebens beschäftigt,
als mit Wissenschaften. Diese übten somit indirekt auch Ein�uss auf die Wissenschaften
aus, denn sämtliche Dinge wurden zunächst und hauptsächlich von einem praktischen
Standpunkt aus betrachtet, im Gegensatz zu den Wissenschaften in der Tradition der
Griechen.
Einzige Ausnahme ist der Kanon der Mohisten, der, wie bereits in Kapitel 3.1.1.1 auf

S. 49 erwähnt, einige De�nitionen enthält, sowohl zu geometrischen, als auch zu anderen,
nicht mathematischen Begri�en. Der Ansatz wurde aber in der chinesischen Mathema-
tik nicht weiter verfolgt, es �ndet sich kein einziger Verweis auf diese De�nitionen in
erhaltenen mathematischen Werken.
In den Werken der chinesischen Logiker wie Gongsun Long (ca. 325 - 250 v. Chr.)

�nden sich andere Aussagen, die denen der Griechen sehr ähneln. Ein Beispiel: �A one
foot-long stick, though half of it is taken away each day, cannot be exhausted in ten
thousand generations.�3 Das bedeutet nichts anderes, als dass eine endliche Strecke dar-
gestellt werden kann als Summe von unendlich vielen endlichen Teilstrecken. Dies ist
ähnlich formuliert auch bei den Paradoxa von Zenon zu �nden.
Interessant ist die Tatsache, dass die Astrologie, die in China traditionell einen hohen

Stellenwert eingenommen hat und immer wieder Blütezeiten erlebte, in astronomischen
und mathematischen Werken nicht einmal erwähnt wird. Es ist beinahe au�ällig, dass die
Bücher zur Astronomie keine Astrologie enthalten. Man muss daher annehmen, dass die

2Toynbee nach [Gericke 2004, S. 171]
3[Li und Du 1987, S. 21]
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Autoren darauf bedacht waren, ihre Beobachtungen und Berechnungen ohne zusätzliche
astrologische Interpretationen und ohne jeden Aberglauben sachlich aufzubereiten. Dazu
gibt es nur eine einzige Ausnahme: Das Jiuzhang suanshu besteht aus neun Büchern, das
Haidao suanjing aus neun Aufgaben. Neun ist eine wichtige Zahl der alten chinesischen
Kosmographie. Hier ist noch der Ein�uss der astrologischen Tradition spürbar.

3.2.2 Der Ein�uss des Jiuzhang suanshu

�So one can say that the Nine Chapters on the Mathematical Art was formed
by the colletive e�ort and wisdom of mathematicians of several centuries�4.

221 v. Chr vereinigte die Qin Dynastie China, konnte dies aber nur bis 206 v. Chr.
regieren. Dennoch fällt gerade in diese Zeit die wohl berühmteste Bücherverbrennung
Chinas. Diese fand 213 v. Chr. statt. Der Kaiser wollte damit jegliche Kritik an seiner Re-
gierungsform unterbinden. Besonders traf es die Schriften philosophischer Schulen, aber
nicht Aufzeichnungen zur Medizin, Landwirtschaft, Weissagung und Alchemie. Doch
nur Schriften und Bücher in Privatbesitz waren von der Verbrennung betro�en, die am
Kaiserhof vorhandene Bibliothek blieb als ganzes verschont. Leider brannte die Staats-
bibliothek nur wenige Jahre später nieder, was den Verlust an Schriften aus früherer Zeit
noch vergröÿerte.
Während der Han Dynastie, die 206 v. Chr. an die Macht kam, kam es dann zu einem

groÿen Anstieg der Produktionskapazität. So benötigte etwa eine verbesserte Landwirt-
schaft bessere Vorhersagen der Jahreszeiten und damit vermehrte und genauere Studi-
en der Kalenderrechnung und der Astronomie. Dies förderte auch die mathematische
Forschung. So stammt auch die heute erhaltene Form des Zhoubi suanjing aus dieser
Periode.
Groÿe Teile wurden noch vor der Zeit der Streitenden Reiche (475 - 221 v. Chr.)

verfasst und sind somit Zeugnisse der frühesten mathematischen Kenntnisse im antiken
China. Darin lässt sich sehr schön die Bedeutung der Mathematik in dieser Zeit erkennen.
Das Werk ist im Grunde ein Buch über Astronomie und Kalenderrechnung. Die gesamte
darin vorkommende Mathematik stellt nur ein dafür notwendiges Hilfsmittel dar. Es
gibt keine deduktiven Beweise der Art, wie man sie von den Griechen kennt, keine
theoretischen Konzepte, sondern nur Mathematik als praktisches Mittel zum Zweck.
Zwar ist im Zhoubi suanjing der älteste chinesische Beweis enthalten - zum Satz von

Pythagoras - doch ist dieser, wie viele andere, die folgen sollten, eher eine anschauliche
Konstruktion mit einigen Überlegungen, die implizit algebraische Umformungen bein-
halten. Damit ist auch bereits ein Vorgeschmack auf die Richtung gegeben, in die sich
speziell die Geometrie in China entwickelte: stets an praktischen Problemen orientiert
und möglichst unter algebraischen Blickwinkeln betrachtet. Die chinesische Geometrie
ging damit also gerade den umgekehrten Weg, den die griechische bestritt. Bei den Grie-
chen wurde stets versucht, algebraische Probleme mit geometrischen Mitteln zu lösen,
nicht umgekehrt.
Wie nahe sich Mathematik und Astronomie standen, ist unter anderem auch daran

zu erkennen, dass sowohl für Mathematiker als auch für Astronomen derselbe Begri�
�chouren� in China verwendet wurde. �chou� selbst bedeutet nichts Anderes als �das
Land vermessen�.
4[Li und Du 1987, S. 35]
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Wie auch beim Zhoubi suanjing ist der Autor des Jiuzhang suanshu nicht bekannt.
Liu Hui beschreibt jedoch, dass bei der Bücherverbrennung von 213 v. Chr. auch das
Jiuzhang suanshu zum Teil verloren ging. Marquis Zhang Cang (? - 152 v. Chr.) von
den Han und andere sollen dann die fehlenden Teile wieder ergänzt und zu dem Buch
umgeformt haben, das Liu Hui kommentiert hat.
Im Gegensatz zum Zhoubi suanjing ist das Jiuzhang suanshu ein rein mathematisches

Werk und stellt im Prinzip das gesamte mathematische Wissen dar, das in den Jahr-
hunderten davor zusammengetragen worden ist. Nicht nur in dieser Beziehung ist das
Jiuzhang suanshu eine Besonderheit, sondern auch in dem immensen Ein�uss, den es
auf die gesamte folgende chinesische Mathematik ausgeübt hat, vergleichbar mit dem
Ein�uss von Euklids Elementen auf die griechische Mathematik.
Zum einen wurde der Aufbau der Neun Bücher stets als Vorbild für spätere Werke

genommen: Erst wird das Problem vorgestellt, dann folgt die Lösung des Problems.
Zum anderen ist an den Problemlösungen zu erkennen, dass nicht deduktiv - wie bei
den Griechen - sondern induktiv vorgegangen wird. Auch diese Herangehensweise blieb
späteren Mathematikern erhalten.
Die Problemstellungen im Jiuzhang suanshu sind stets praktischer Natur. �On reading

it, one has the impression that the readers for whom it was intended had very speci�c
interests, since the theme of surveying �elds, trading in grain, taxes and excavation works
crop up time and again.�5 Nicht nur in der Aufgabenthematik zeigt sich der Praxisbezug
der chinesischen Mathematik, es �nden sich auch immer wieder neben genauen, dafür
etwas komplizierten Berechnungen von Flächen einfacher zu berechnende Näherungen,
die für den Alltag der Landvermesser von groÿer Bedeutung waren.

3.2.3 Liu Hui

�For the �rst time, it seems importance was attached to proofs in their own
right, to the extent that trouble was taken to record these in writing.�6

Mit dem Zhoubi suanjing und dem Jiuzhang suanshu hatte die Mathematik eine
Grundlage, auf die die späteren Mathematiker aufbauen konnten. Mit dem 3. Jahrhun-
dert n. Chr. begann die chinesische Mathematik in eine theoretische Phase zu treten.
Doch diese beiden grundlegenden Werke wurden so sehr verehrt, dass sie nicht mehr ver-
ändert, sondern nur noch kommentiert wurden. Sie wurden sogar zum mathematischen
Kanon in der Ausbildung erhoben.
Zhao Shuangs Kommentar bewegt sich nur im Bereich der im Zhoubi suanjing vorkom-

menden Mathematik und ist auch nur der erste von vielen Kommentaren zu den groÿen
Werken der chinesischen Mathematik. Relevant für uns ist er besonders deswegen, weil
Zhao Shuang der erste Autor ist, der namentlich bekannt ist.
Von groÿer Bedeutung ist Liu Huis Kommentar zum Jiuzhang suanshu und seine

Fortführung Haidao suanjing. Leider sind andere seiner eigenen Werke nicht erhalten
geblieben, doch schon diese beiden Werke zeigen ihre Wichtigkeit für die chinesische
Mathematik und geben einen guten Einblick in die Vorgehensweise der Mathematiker.
Waren im Jiuzhang suanshu Methoden zur Lösung von Problemen gegeben, so waren

die Erklärungen und Lösungswege zumeist sehr kurz. Liu Hui gab in seinem Kommentar

5[Martzloff 1997, S. 14]
6[Martzloff 1997, S. 14]



3.2 Kulturhistorischer Hintergrund der chinesischen Mathematik 63

nun genau diese fehlenden Erklärungen und auch einige kurze Beweise und Beweisideen,
um die Richtigkeit der Berechnungsmethoden darzulegen.
Er war seiner Zeit weit voraus. Seine Berechnungsmethoden, etwa von π und des Volu-

mens der Kugel mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips waren sehr einfallsreich, auch wenn
Letzteres erst von Zu Chongzhi endgültig zustande gebracht wurde. Zudem verwendete
er einen Vorläufer des Grenzwertbegri�s und konnte damit auch auf ähnliche Art und
Weise umgehen wie Archimedes.
Seine Beweise waren aufschlussreich, auch wenn sie nicht deduktiver, sondern indukti-

ver Natur waren. Nichtsdestotrotz waren sie anschaulich, einfach und klar. Man betrachte
die Aufgabe, den Radius eines in ein rechtwinkeliges Dreieck eingeschriebenen Kreises
zu �nden, von dem die Seiten a und b gegeben sind. Liu Hui zeigt anhand von Abbil-
dung 3.9, dass der korrekte Durchmesser d = 2ab

a+b+c
ist. Dazu werden einfach sämtliche

vorkommenden Teildreiecke neu angeordnet, die gemeinsam die Fläche a · b haben, um
auf ein Rechteck zu kommen, dessen Flächeninhalt d · (a + b + c) ist. Auf Grund der
Gleichheit der beiden Flächen erhält man den oben genannten Durchmesser.

Abbildung 3.9: Patchwork Lösung Liu Huis 2

Daneben �ndet sich bei Liu Hui ein stetes Bestreben nach Anschaulichkeit und prak-
tischem Nutzen. Immer wieder �nden sich einfache Modelle und geometrisch nachvoll-
ziehbare Schlüsse zum besseren Verständnis der verschiedenen Probleme. Auch scheint
er sich dessen bewusst gewesen zu sein, dass näherungsweise Berechnungen für die Pra-
xis oft besser geeignet sind, da es einfacher war, sie etwa Vermessern oder Baumeistern
beizubringen, die sich nicht viel mit Mathematik beschäftigten. Zu Chongzhi, der π dann
etwa zweihundert Jahre später noch genauer berechnet hat, folgte ebenfalls diesem Be-
streben, als er neben seiner genauen Berechnung von π noch die ungenauere Näherung
π = 22

7
angab, die ihm für alltägliche Berechnungen besser geeignet schien.

Gerade dieser Praxisbezug und diese Erklärungen zeugen auch von dem pädagogischen
Charakter, der den meisten wissenschaftlichen Werken in China gemeinsam ist. Da das
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Jiuzhang suanshu als Lehrbuch verwendet wurde und als schwer verständlich galt, ist
es nur zu leicht zu verstehen, warum bessere Erklärungen in Kommentaren hinzugefügt
wurden. Liu Hui formuliert dies selbst im Vorwort zu seinem Kommentar am besten: �[...]
Liu Hui says that his commentary 
is to analyze by words, to explain by diagrams, to give
concise but complete principles and should be easily understood but not repetitous`.�7

Die mathematischen Leistungen von Liu Hui sind gerade im Hinblick auf den hi-
storischen Hintergrund interessant. In Griechenland konnten die groÿen Mathematiker
Euklid, Apollonios und Archimedes ihre Werke während einer politisch im Prinzip sta-
bilen Zeit verfassen. Gerade die Alexandrinischen Mathematiker hatten dadurch einen
bedeutenden Vorteil gegenüber anderen. Doch in Liu Huis Lebenszeit fällt einer der wohl
blutigsten Abschnitte der chinesischen Geschichte, die Zeit der Drei Reiche (220 - 280).
Geprägt durch ständige Kriege und immer wieder neu auftretende Kriegsfürsten, gab es
stets nur kurze, einige Jahre dauernde, friedliche Phasen. Nach einer Volkszählung in der
Han-Zeit lebten in deren Gebiet etwa 50 Millionen Menschen, eine weitere Volkszählung
in der Jin-Zeit, extrapoliert auf das gesamte damalige Gebiet der Han, ergab hingegen
nur noch geschätzte 20 Millionen Einwohner.
Dass Liu Hui in einer so unsicheren Zeit auf einem so hohen Niveau mathematisch tätig

sein konnte, ist an sich schon erstaunlich. Doch beinahe noch überraschender ist die Tat-
sache, dass die Zeit danach auch nicht ruhiger war. Bis zur Lebenszeit von Zu Chongzhi
gab es die Jin Dynastie (265 - 420), geteilt in eine Östliche und eine Westliche, parallel
dazu die Sechzehn Reiche (304 - 439) und anschlieÿend die Südlichen und Nördlichen
Dynastien, jeweils unterteilt in namentlich verschiedene Dynastien. Unzählige Herrscher
wechselten einander ab, führten untereinander Kriege, besiegten ein Reich, nur um von
einem anderen selbst besiegt zu werden. Die meisten Herrscher waren daher immer nur
für wenige Jahre an der Macht. Trotz allem oder eher gerade deswegen entwickelte sich
die Mathematik stetig weiter und erreichte mit Zu Chongzhi einen ersten Höhepunkt.
Da besonders der Norden Chinas von den andauernden Kriegen betro�en war, wan-
derten viele Menschen in den Süden, was dort die Weiterentwicklung der Wirtschaft,
Landwirtschaft und damit der Wissenschaft notwendig machte.

3.2.4 Die Kanonisierung der Mathematik in China

�Kennzeichnend für beide Epochen der Mathematik in China, die antike und
die mittelalterliche [...] ist eine Beonderheit: eine gewisse Anzahl von mathe-
matischen Werken wurde zum Kanon erhoben, woran sich spätere Mathema-
tiker zu halten hatten.�8

Zu Chongzhi erarbeitete mit 33 Jahren einen neuen Kalender, der aber groÿes Interesse
von ein�ussreichen Personen am örtlichen Herrscherhof der Da Ming Herrscher der Liu-
Song Dynastie erregte, besonders von Dai Faxing, dem damaligen faktischen Regenten.
�Dai Faxing and others contended that what had passed down through history was
the product of Sages and therefore could not be amended but must remain unchanged
through thousands of generations. They thought that astronomy and the making of
calendars could not be altered by ordinary humans.�9 Zu Chongzhi widersprach dieser

7Liu Hui nach [Li und Du 1987, S. 70]
8[Li und Du 1987, S. 105]
9[Li und Du 1987, S. 81]
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Meinung vehement und löste damit eine ö�entliche Debatte über das Thema aus. Gerade
deswegen wurde der neue Kalender nicht angenommen bis zum Jahre 510, 10 Jahre nach
Zu Chongzhis Tod, dank der Beharrlichkeit seines Sohnes Zu Geng.
Trotz aller Bemühungen von Vater und Sohn Zu und auch trotz des frühen Todes

von Dai Faxing setzte sich die Meinung Dai Faxings im Laufe des nächsten Jahrhun-
derts durch. Die bekannte Mathematik wurde in Form des Shi bu suanjing (Die Zehn
Mathematischen Klassiker) zusammengefasst. Diese Bücher wurden als Lehrbücher an
der kaiserlichen Akademie verwendet und es wurde sogar verboten, sie zu ändern, auch
wenn immer wieder Kommentare verfasst wurden. Heute ist dies für uns von Vorteil, da
die Werke wohl gerade deswegen überliefert wurden, wohingegen so viele andere verloren
gingen.
Im antiken Griechenland wurden ebenso die Texte etwa von Euklid nicht mehr ver-

ändert, doch trafen diese Entscheidung die Autoren selbst aus Ehrfurcht vor ihren Vor-
gängern. In China wurde dies den Mathematikern mehr oder weniger aufgezwungen, da
die Ausbildung staatlich kontrolliert wurde im Zuge des Unterrichts für Beamte.
Die Zehn Mathematischen Klassiker stellten bei ihrer Zusammenstellung einen Höhe-

punkt der Mathematik in China dar. Die nächsten knapp 400 Jahre geriet die bisher
immer stetig voranschreitende Entwicklung ins Stocken und es wurde kaum Neues her-
vorgebracht, ähnlich wie die hellenistische Mathematik in der Zeit nach Christus. Dazu
kamen politisch motivierte Entscheidungen während der Tang Dynastie, die dazu führ-
ten, dass Mathematik immer wieder abgescha�t und wieder eingeführt wurde, von einer
Schule bzw. einer Akademie zur nächsten geschoben und überhaupt das System des Un-
terrichts und der Schulen immer wieder stark verändert wurde. So wurde zum Beispiel
unter der Herrschaft von Xian Qing (658) die Mathematik aus folgendem Grund, zwei
Jahre nach ihrer Einführung, wieder abgescha�t: �Since mathematics [...] only leads to
trivial matters and everyone spezializes in their own way, it distorts the facts and it is
therefore decreed that it shall be abolished.�10 Doch die chinesische Mathematik konnte
sich danach, etwa um das Jahr 1000, wieder erholen und bis ins 17. Jahrhundert groÿ-
artige eigenständige Leistungen hervorbringen, bis schlieÿlich die Jesuiten, allen voran
Matteo Ricci, die griechische und europäische Mathematik nach China brachten. Doch
auf die Entwicklung nach dem Jahr 1000 soll in dieser Arbeit nicht näher eingegangen
werden.

3.2.5 Äuÿere Ein�üsse

�In works on the Chinese sciences, no question has been touched on more
often than that of the circulation of ideas.�11

Natürlich lässt sich die Frage nicht vermeiden, inwieweit andere Kulturen die chinesi-
sche Mathematik beein�usst haben, doch die vielleicht überraschend scheinende Antwort
ist, dass auf die chinesische Mathematik lange Zeit beinahe gar keine äuÿeren Ein�üsse
wirkten. Im Gegenteil sind viele heute gebräuchliche Ideen und Denkweisen von China
nach Indien und Europa gekommen. Andere wurden in Europa erst Jahrhunderte später
von Neuem hervorgebracht. Einige Beispiele (vgl. [Martzloff 1997, S. 89f]):

10[Li und Du 1987, S. 104]
11[Martzloff 1997, S. 89]
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• Das Dezimalsystem kam erstmals im 14. Jh. v. Chr. in China vor, mit einer Leer-
stelle als 0 ab dem 4. Jh. v. Chr.

• Eine Vorgängerversion des Chinesischen Restsatzes12 kommt im Sunzi suanjing
(etwa 5. Jh.) vor (vgl. [Li und Du 1987, S. 93]) und stammt daher wohl aus dem
3. / 4. Jh.

• Der Dreisatz, also das Verfahren, aus drei gegebenen Werten eines Verhältnisses
den vierten zu berechnen, kommt in Indien in genau derselben Form vor wie im
Jiuzhang suanshu.

• Das Ziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln taucht in ähnlicher Form wie in China
(1. Jh. v. Chr.) 700 Jahre später in Indien auf.

• Einige praktische geometrische Probleme, wie das Problem des geknickten Bambus
(vgl. Kap. 3.1.1.3), tauchen identisch in Indien, etwa bei Bhaskara, und in Europa
wieder auf.

Nach China kamen nur wenige Ideen, wie die Trigonometrie, aus Indien und später
aus dem arabischen Raum. Erst im 16. Jahrhundert, mit den europäischen Missiona-
ren, drang die euklidische Geometrie nach China vor, bis schlieÿlich die eigenständige
chinesische Mathematik einen Niedergang erlebte und von europäischen Ein�üssen ver-
drängt wurde. Die gegenseitigen Ein�üsse können heute natürlich nicht mehr mit hun-
dertprozentiger Sicherheit nachvollzogen werden, daher sind alle diese Annahmen von
Beein�ussungen etwas mit Vorsicht zu genieÿen.

3.2.6 Eine abschlieÿende Charakterisierung der chinesischen
Mathematik

�For all that, it is impossible to stick to the traditional judgement according
to which the whole of Chinese geometry is simply a conglomerate of empirical
procedures and practices.�13

Es scheint auf den ersten Blick so, als würde sich die chinesische Mathematik im-
mer nur mit denselben Problemen beschäftigen, nämlich solchen, ähnlich denen aus den
Neun Büchern. Das ist aber nicht der Fall, denn man muss immer im Auge behalten,
dass die Werke über viele Jahre hinweg entwickelt und die Inhalte nur langsam zusam-
mengetragen wurden. Aufgrund der Unrichtigkeit vieler dieser Ergebnisse, mussten diese
auch von späteren Autoren überarbeitet, korrigiert und so verbessert und übertro�en
werden. Auÿerdem gab es immer wieder Zeiten, in denen die Überlieferung älterer Texte
problematisch war. Daher mussten Autoren erst vieles von Neuem erlernen, bevor sie
selbst neue Fragestellungen erarbeiten konnten.
Ein Merkmal, das fast allen mathematischen Werken eigen ist, ist der pädagogische

Charakter, der auch zum Teil die Kanonisierung bedingt hat. Auch wird in den meisten

12Die heutige Version (entnommen [5]) lautet:
Seien m1, m2, ...,mr ∈ N paarweise teilerfremd und a1, a2, ..., ar ∈ Z. Dann gibt es eine Lösung des
Kongrunenzensystems x ≡ aj mod mj , 1 ≤ j ≤ r, die modulo m = m1 ·m2 · ... ·mr eindeutig ist.

13[Martzloff 1997, S. 276]
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Vorwörtern explizit von den Autoren der praktische Nutzen hervorgehoben, den sie aus
der Mathematik ziehen wollen. Auÿerdem �nden sich in Werken, die sich nur mit einem
bestimmten Anwendungsgebiet beschäftigen, kaum Verweise zu anderen Arbeiten, in
denen die im Grunde dafür nötigen theoretischen Grundlagen vorkommen. Diese waren
für das eine spezielle Gebiet einfach nicht von Interesse.
Doch dies bezieht sich nur auf die äuÿere Form der Werke. Die chinesische Mathe-

matik lässt sich nicht einfach charakterisieren. In China wurde nie eine Unterscheidung
in verschiedene Kategorien, wie Arithmetik und Algebra, vorgenommen, auch nicht in
Theorie und Praxis. Aus heutiger Sicht zwar anwendbar, machen sie für die chinesische
Mathematik keinen Sinn, da zur Problemlösung einfach alles herangezogen wurde, was
nur irgendwie brauchbar erschien. Damit hat die chinesische Mathematik eine ähnliche
äuÿere Form wie die Mathematik der Babylonier, der Inder oder auch des europäischen
Mittelalters. Dies lässt sich natürlich nicht auf die Inhalte bzw. deren theoretische Tiefe
umlegen.
Um den Charakter der chinesischen Mathematik ansatzweise erkennen zu können,

müssen die Kommentare betrachtet werden, denn diese liefern den besten Einblick in die
Denkweise der Mathematiker. Liu Hui etwa erklärt Folgendes: �Analyse the principles
by virtue of verbal formulations, explain the substance of things using �gures in the
hope of achieving simplicity while remaining complete and general but not obscure, so
that the reader will be able to grasp more than half.�14 Man sieht, dass für Liu Hui das
einfache Erklären und das Verständnis der Leser im Vordergrund stand, im Gegensatz
zu Euklid, für den die formale Exaktheit und Korrektheit am wichtigsten waren. Das
bedeutet auch, dass nicht immer vollständige Lösungen angegeben wurden, sondern oft
nur der Verweis auf analoge Beispiele, um den Leser dazu zu bringen, die genaue Lösung
selbstständig zu erarbeiten. Hauptaugenmerk Liu Huis liegt also nicht darin, auf alle
möglichen und formal auch nötigen Details bei der Lösung von Problemen einzugehen,
sondern den Studenten der Texte die Möglichkeit zu geben, das notwendige Wissen selbst
zu erlangen bzw. im Unterricht mündlich erklärt zu bekommen.
Daher gibt es auch nicht so etwas wie eine allgemeine Methode wie bei den Griechen,

die versuchten, ihre Mathematik möglichst deduktiv aufzubauen. Liu Hui erklärt etwa
einmal, dass er die Lösung eines Problemtyps lieber anhand eines Beispiels mit konkreten
Zahlen darstellt anstatt allgemein, weil er denkt, dass es so leichter zu verstehen ist.
Verschiedene Methoden werden angewandt, um Probleme zu lösen: Vergleiche werden
getätigt, Analogien hervorgehoben, oft werden Erklärungen empirisch oder heuristisch
motiviert. Beweise kommen in der Art und Weise, wie wir sie gewohnt sind, kaum vor.
Stattdessen bestehen sie zu einem groÿen Teil aus visuellen Elementen, ähnlich den
ersten überlieferten Beweisen überhaupt.
Zwar verwendeten auch die Griechen geometrische Figuren, doch in einer anderen Art

und Weise. Die Griechen benannten alle Elemente einer Figur nach den Buchstaben ih-
res Alphabets und konnten so auch die kompliziertesten Figuren abstrakt beschreiben,
ohne konkrete Angaben machen zu müssen. �In the Chinese tradition [...] the �gures
essentially refer not to idealities but to material objects which, when manipulated in an
appropriate manner, [...] may be used to make certain mathematical properties visible.�15

Bei den Griechen waren geometrische Figuren manchmal sogar hinderlich für die Erklä-

14Liu Hui nach [Martzloff 1997, S. 70]
15[Martzloff 1997, S. 275]



3.2 Kulturhistorischer Hintergrund der chinesischen Mathematik 68

Abbildung 3.10: Der Satz von Pythagoras (aus [Martzloff 1997, S. 297])

rungen. Teilweise wurden sie absichtlich verkompliziert, um zu einem bestimmten Satz
zu gelangen. Die Figuren selbst wurden dadurch jedoch schwer zu erkennen. In China
ist es genau umgekehrt. Die Figuren wurden absichtlich genau so geschickt konstruiert,
dass eine bestimmte Eigenschaft daran möglichst o�ensichtlich war. Ein Beispiel dafür
ist Liu Huis Figur zum Satz von Pythagoras (vgl. Abb. 3.10).
Die chinesische Mathematik ist auf den ersten Blick mit der vorgriechischen Mathe-

matik vergleichbar, der babylonischen und der ägyptischen, zumindest der äuÿeren Form
nach. Inhalt und Denkweise sind aber von völlig eigenständiger Natur und können nur
bis zu einem gewissen Grad mit der anderer Kulturen verglichen werden. Oft wurde die
chinesische Mathematik als ober�ächlich und vordergründig bezeichnet, doch war sie
ganz im Gegenteil auÿergewöhnlich er�ndungsreich, einfallsreich und ein�ussreich.
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