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Kurzfassung

Im Rahmen dieser Dissertation wird ein numerisches Verfahren zur Berech�
nung der instation�aren Str�omung in beheizten Rohrsystemen vorgestellt� welches
geeignet ist� Anfahrvorg�ange an einem einfachen Modell eines Naturumlauf�
Dampferzeugers zu simulieren�

Ein einfaches Modell eines Naturumlauf�Dampferzeugers besteht aus zwei
senkrechten Rohren� dem Fall� und dem Steigrohr� die am unteren Ende in einen
Sammler m�unden und am oberen Ende mit der Trommel verbunden sind� Die
Beschreibung der instation�aren Zustands�anderungen imRohrsystem� im Sammler
sowie in der Dampferzeugertrommelwerden aus den Erhaltungss�atzen hergeleitet�
Dies f�uhrt auf ein System partieller Di�erentialgleichungen von hyperbolischem
Typ zur Beschreibung der Rohrstr�omung� Dieses System partieller Di�erential�
gleichungen ist mit einem System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen� welches
den Sammler und die Trommel beschreibt� gekoppelt�

Grunds�atzlich hat man zur n�aherungsweisen L�osung von partiellen Di�erential�
gleichungen die Wahl zwischen expliziten und impliziten Verfahren� Die im�
pliziten Methoden f�uhren im allgemeinen auf gro�e algebraische Nullstellenpro�
bleme� deren L�osung sehr rechenaufwendig ist� Deshalb werden in dieser Arbeit
zur L�osung der nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichungen� welche die insta�
tion�are nichtadiabate Zustands�anderung einer Rohrstr�omung unter Gravitations�
ein�u� beschreiben� zwei explizite Di�erenzenverfahren herangezogen� Das Lax�
Friedrichs�Verfahren wird der Charakteristikenmethode gegen�ubergestellt� wobei
als Testmodell ein aufgestellter Torus gew�ahlt wird� der mit idealem Gas gef�ullt
ist� F�ur die L�osung von Str�omungsproblemen in geraden Rohrst�ucken erweist
sich nur die Charakteristikenmethode als geeignet�

Zur eindeutigen Beschreibung der L�osung sind� au�er den oben erw�ahnten Di�e�
rentialgleichungen� die Zustandsgleichungen des Str�omungsmediums erforderlich�
F�ur die numerische Bereitstellung der Sto�werte f�ur Wasser werden die aktuellen
Wasserdampftafeln verwendet�

Die Funktionst�uchtigkeit des Rechenprogrammes wird an zwei Beispielen de�
monstriert� Zun�achst wird in einem einfacheren Modell� bestehend aus zwei
senkrechten Rohren� welche am unteren Ende mit einem Sammler verbunden
sind� als Str�omungsmedium das ideale Gas verwendet� Es werden Versuchs�
rechnungen sowohl mit zeitlicher �Anderung der Randwerte als auch mit Be�
heizung eines Rohrschenkels bei konstant gehaltenen Randwerten durchgef�uhrt�
Als zweites Beispiel wird das instation�are Verhalten des gesamten Naturumlauf�
Dampferzeuger�Modells w�ahrend der Anfahrphase untersucht�

Die Ergebnisse beider Anwendungsbeispiele werden in dieser Arbeit ausf�uhrlich
diskutiert�
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Notation

Bezeichnung Ma�einheit Physikalische Gr�o�e

A �J
kg� Helmholtz�Funktion
AsM �m�� Querschnitts��ache des str�omenden Mediums
ASt �m�� Querschnitts��ache des Stahlrohres
c �m
s� Schallgeschwindigkeit
cp �J
kgK� spezi�sche W�armekapazit�at des Fluides

bei konstantem Druck
cv �J
kgK� spezi�sche W�armekapazit�at des Fluides

bei konstantem Volumen
cpSt �J
kgK� spezi�sche W�armekapazit�at des Stahles
cRA ��� Austrittsdruckverlust�Faktor
cRE ��� Eintrittsdruckverlust�Faktor
�g �m
s�� Erdbeschleunigung
h �J
kg� spezi�sche Enthalpie
H �m� geod�atische H�ohe
L �m� Rohrl�ange
p �N
m�� Druck
�pR �N
m�� Druck�anderung je L�angeneinheit

infolge Reibung
�t �s� Zeitschrittweite
�x �m� Ortsschrittweite
�q �W
m�� W�armestrom pro Fl�acheneinheit
� �q �W
m�� W�armestrom pro Volumseinheit des Fluides
�Q �W� W�armestrom
R �J
kgK� spezielle Gaskonstante
t �s� Zeit
T �K� absolute Temperatur
u �J
kg� spezi�sche innere Energie
UsM �m� Umfang des Str�omungsquerschnittes

des Mediums
v �m�
kg� spezi�sches Volumen
�v �m
s� Geschwindigkeitvektor
w �m
s� Geschwindigkeit in Rohrrichtung
x �m� Ortskoordinate
xWD ��� Dampfgehalt des Wasser�Dampf�Gemisches
� �rad� Winkel zwischen der Rohrachse und der Horizontalen
� ��� Isentropenexponent
� �kg
m�� Dichte
T �N
m�� Tensor der Scherspannungen
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� Einleitung

Im Bereich der Energieverwertung werden sehr h�au�g Naturumlauf�Dampferzeu�
ger eingesetzt� da diese sehr wartungsarm und wenig st�orungsanf�allig sind� Auch
bei Sattdampferzeugern zur Heizung oder Bereitstellung von Proze�dampf werden
fast immer Naturumlaufsysteme verwendet� da ihre Speicherf�ahigkeit erlaubt�
durch kurzfristige Druckabsenkung die Damp�eistung zu erh�ohen und so dem
erforderlichen Energiebedarf sehr gut anzupassen�

In beiden Anwendungsf�allen f�uhren rasche An� und Abfahrvorg�ange� sowie gro�e�
schnelle Last�anderungen zu thermischenBeanspruchungen� welche viel h�oher sind
als im station�aren Betrieb und sich auf die Betriebssicherheit negativ auswirken
k�onnen� Zu schnelle Last�anderungen k�onnen auch St�orungen im Umlauf be�
wirken� Um die maximal zul�assigen Last�anderungsgradienten feststellen zu
k�onnen� ist es erforderlich� das dynamische Verhalten zu studieren� Dies sollte
sinnvollerweise nicht erst im Betrieb� sondern schon im Planungsstadium erfolgen�

Ein ideales Instrument f�ur die Untersuchung des instation�aren Verhaltens solcher
Systeme ist die numerische Simulation� Mithilfe geeigneter Rechenalgorithmen
ist es m�oglich� das instation�are Betriebsverhalten vorherzusagen� wodurch man
schon w�ahrend der Konstruktion etwaige Schwachstellen im System orten und
entsprechende Gegenma�nahmen setzen kann�

Trotz der hohen Rechenleistung der heutigen Computer ist es schwer m�oglich� den
Dampferzeuger in allen Details numerisch zu erfassen� Es ist daher notwendig�
ein Modell zu entwickeln� welches gen�ugend einfach ist� da� es numerisch be�
handelt werden kann� aber trotzdem das gleiche physikalische Verhalten wie die
gro�technisch ausgef�uhrte Anlage aufweist� Dabei mu� man einerseits die Geome�
trie vereinfachen und andererseits einen geeigneten Weg �nden� das physikalische
Verhalten der Str�omung im Verdampfungssystem sowie das Zusammenspiel der
einzelnen Dampferzeugerkomponenten in eine berechenbare Form zu bringen�

In der vorliegenden Arbeit wird die komplexe Geometrie des Naturumlauf�
dampferzeugers zun�achst auf die einfachste Form� bestehend aus zwei senkrechten
Rohren� einem Sammler und einer Trommel� reduziert� Bei der Modellierung
des nichtadiabaten instation�aren Str�omungsproblems werden m�oglichst wenige
vereinfachende Annahmen getro�en und ein auf die Erhaltungss�atze von Masse�
Impuls und Energie aufbauender Rechenalgorithmus entwickelt� Auch die Sto��
eigenschaften des Wassers wurden� um numerischen Schwierigkeiten vorzubeugen�
dem heutigen Wissensstand entsprechend genau ber�ucksichtigt�

Ziel dieser Arbeit ist die Bereitstellung geeigneter Rechenalgorithmen zur L�osung
von nichtadiabaten instation�aren Str�omungsproblemen in Rohrsystemen� Mit
diesen Algorithmen wird das Verhalten von einfachen Modellen simuliert�
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� Theoretische Grundlagen

��� Problemstellung

Bild 
 zeigt einen Naturumlauf�Dampferzeuger auf seine einfachste Form re�
duziert� Er besteht aus einem unbeheizten Fallrohr� einem Sammler� einem teil�
weise beheizten Steigrohr und der Trommel� welche neben den Anschl�ussen an
das Umlaufsystem noch den Anschlu� f�ur das Speisewasser� sowie jenen f�ur die
Dampfentnahme enth�alt�

Bild 
� Schema eines Naturumlaufkessels �
�

Im station�aren Betriebszustand str�omt Wasser� welches sich nahe an der Siede�
grenze be�ndet� im Fallrohr nach unten� gelangt �uber den Sammler in das
Steigrohr� wird dort erw�armt und teilweise verdampft und gelangt schlie�lich
als Wasser�Dampf�Gemisch zur�uck in die Trommel� Dort wird der Dampf vom



	

Wasser abgeschieden und im oberen Bereich der Trommel abgezogen� Die abge�
zogene Dampfmasse mu� durch eine entsprechende Masse an Speisewasser ersetzt
werden� damit der Wasserspiegel in der Trommel konstant bleibt�

Die treibende Kraft f�ur diesen Umlauf resultiert aus der Tatsache� da� das
str�omende Medium im beheizten Zweig des Systems einen h�oheren Energiein�
halt und damit eine geringere Dichte als im Fallrohr besitzt� Im station�aren Fall
herrscht zwischen der treibenden Kraft aus dem Unterschied der hydrostatischen
Dr�ucke einerseits und zwischen den Reibungs� sowie Beschleunigungskr�aften an�
dererseits ein Gleichgewicht� Die Str�omung erh�oht infolge der Dichte�anderung im
Steigrohr ihre mittlere Geschwindigkeit� mu� also beschleunigt werden�

F�ur die Berechnung des Umlaufmassenstromes im station�aren Betriebszustand
unterteilt man das System in Rohrabschnitte� in welchen sich die Zust�ande
n�aherungsweise linear �andern� und stellt in diesen die Massen�� die Energie� und
die Impulsbilanzen auf� An den Verbindungsstellen der Rohrabschnitte formuliert
man zus�atzlich �Ubergangsbedingungen f�ur die Masse� die Energie und den Druck�
woraus sich insgesamt ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem ergibt�
welches ausgehend von einem zu de�nierenden Startzustand iterativ gel�ost wer�
den kann� Mit diesem Verfahren kann das station�are Verhalten� selbst von sehr
komplexen Rohrsystemen untersucht werden ����

F�ur die Auslegung von Dampferzeugern� welche vorwiegend in station�aren
Betriebszust�anden arbeiten� zum Beispiel bei Dampferzeugern f�ur Grund�
lastkraftwerke� ist dieses Berechnungsverfahren ein sehr e�zientesHilfsmittel� Bei
Dampferzeugern� die im Spitzenlastbereich arbeiten� wie zum Beispiel Dampfer�
zeuger in Kombikraftwerken oder Abhitzekessel zur R�uckgewinnung von W�arme
aus exothermen Prozessen in der Verfahrenstechnik� ist es jedoch besonders
wichtig� das Systemverhalten bei schnellen Last�anderungen� sowie raschen An�
fahrvorg�angen vorhersagen zu k�onnen� Auch f�ur die St�orfallanalyse� zum Beispiel
beim pl�otzlichen Ausfall der Beheizung oder bei Druckabfall durch eine Leck�
age� mu� transientes Systemverhalten simuliert werden� Dazu ist es notwendig�
ein Rechenverfahren f�ur die n�aherungsweise L�osung des zeitabh�angigen Problems
bereitzustellen�

��� Das mathematische Modell

Bei der Betrachtung des instation�aren Verhaltens von Str�omungen geht man von
einer allgemeinen Darstellung der Erhaltungss�atze �	� von Masse� Impuls und
Energie aus�
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Bei einer Rohrstr�omung� wie sie in Naturumlauf�Dampferzeugern auftritt� kann
man das obige Di�erentialgleichungssystem auf eine eindimensionale Str�omung
mit konstantem Querschnitt reduzieren� Als Kontrollvolumen wird ein Rohrab�
schnitt betrachtet� der neben dem str�omenden Medium auch das Rohr enth�alt�
damit man das Speicherverhalten der Stahlmasse ber�ucksichtigen kann� Bild �
zeigt einen solchen Rohrabschnitt samt relevanten Gr�o�en�

Die folgenden Annahmen erlauben die Erhaltungsgesetze �
a� � �
c� einfacher zu
fassen�
Die W�armeleitf�ahigkeit des Stahles und des str�omenden Mediums sei in der zur
Str�omung normalen Richtung unendlich gro� und in axialer Richtung gleich
Null� Die W�arme�ubergangszahl zwischen Stahlwand und Fluid sei ebenfalls
unendlich gro�� Unter diesen Annahmen ist die Temperatur in jedem Quer�
schnitt des gesamten Kontrollvolumens �sowohl im Fluid als auch im Stahl� kon�
stant als Funktion des Ortes� Weiters wird im folgenden angenommen� da� die
Str�omungsgeschwindigkeit in jedem Querschnitt konstant und gleich einer mitt�
leren Str�omungsgeschwindigkeit ist� Da die Reibungsarbeit der Schubspannun�



�

Bild �� Bilanzvolumen

gen die kinetische Energie verringert� jedoch die innere Energie in gleichem Ma�e
erh�oht� kann der Schubspannungsterm in der Energiebilanz entfallen� Die gesamte
Reibungsarbeit wird dem Fluid als W�arme zugef�uhrt ����

Unter diesen Voraussetzungen nehmen die Erhaltungss�atze die folgende Form an�

��

�t
� � �

�x
��w�� ��a�

�

�t
��w� � � �

�x
��w� � p��

��g sin� ��pR� ��b�

�

�t

�
��u�




�
w�� �

ASt

AsM

��StcpStT �
�

� � �

�x

�
�w�h �




�
w��

�
�

��wg sin� � �q
UsM

AsM

� ��c�

mit den unbekannten Funktionen ��t� x�� w�t� x�� p�t� x�� T �t� x�� u�t� x� und
h�t� x�� W�ahlt man die Funktionen �� w und p als die Komponenten des
L�osungsvektors von ���� so hat dieses System die folgende Struktur�

�A�U��t � �B�U��x �  f�U� � �� � � x � L� t � �� �	�

mit

U � U�t� x� �

�
B� ��t� x�
w�t� x�
p�t� x�

�
CA � ���



�

wobei A� B und  f in nichtlinearer Weise von U abh�angen� In Hinblick auf das
numerische Verfahren� welches zur n�aherungsweisen L�osung von ��� verwendet
wird� ist es notwendig� das obige System auf eine quasilineare Form zu bringen�

Man erh�alt

 A�U�Ut �  B�U�Ux �  f�U� � �� � � x � L� t � �� ���

mit

 A�U� �
�A�U�

�U
�  B�U� �

�B�U�

�U
� ���

wobei die Wahl von �� w und p als Komponenten des L�osungsvektors des Systems
��� noch sp�ater begr�undet wird�

Die Matrizen  A�  B und der Vektor  f haben die Form

 A �

�
B� 
 � �

� � �
� �w hp�� 
 � FTp

�
CA � ��a�

 B �

�
B� w � �

� �w 

�FT�w �w� � h��

� � FT�� hp�w

�
CA � ��b�

 f �

�
B� �
��g sin���pR
��wg sin��� �q

�
CA � ��c�

mit

F �
ASt

AsM

�StcpSt� ���

Unter der Voraussetzung der stetigen Di�erenzierbarkeit von U bez�uglich x und
t ist der �Ubergang vom System ��� zur quasilinearen Form ��� gerechtfertigt� Ist
die Matrix  A�U� regul�ar f�ur alle U � so erh�alt man aus ��� das System

Ut �B�U�Ux � f�U� � �� ���

mit
B �  A��  B� f �  A��  f �

Zur vollst�andigen Beschreibung der Rohrstr�omung sind neben den Erhal�
tungss�atzen noch drei Gleichungen erforderlich� Diese gewinnt man aus der
Kenntnis der thermodynamischen Eigenschaften des Fluids� Es sind hier die
thermische Zustandsgleichung�

F �p� v� T � � �� �
��



�

die mit v � 
�� den Zusammenhang von Druck� Dichte und Temperatur angibt�
sowie die kalorischen Zustandsgleichungen�

u � u�p� T �� h � h�p� T �� �

�

In �alteren Formulierungen der Zusammenh�ange zwischen den Zustandsgr�o�en
von Wasser und Wasserdampf ��� werden alle relevanten thermodynamischen Zu�
standsgr�o�en als Funktion von Druck und Temperatur angegeben� Diese Darstel�
lungsform hat zwar f�ur die Praxis den Vorteil� da� man mit Druck und Tempera�
tur zwei leichtme�bare Gr�o�en zur Verf�ugung hat� der Nachteil liegt jedoch darin�
da� im Zwei�Phasen�Gebiet Druck und Temperatur gekoppelt sind und dadurch
in diesem Bereich eine neue Variable� etwa der Dampfgehalt xWD� eingef�uhrt wer�
den mu�� um das spezi�sche Volumen und die Enthalpie ausrechnen zu k�onnen�
zum Beispiel

h � h�TS� xWD� oder h � h�pS � xWD��

Diese Darstellung hat zur Folge� da� bei einem Phasenwechsel die abh�angi�
gen Ver�anderlichen im Di�erentialgleichungssystem ��� ge�andert werden m�ussen�
Damit ist die Wahl von T und p als unabh�angige Variablen in den Zustandsglei�
chungen �
�� und �

� f�ur die Untersuchung der zeitabh�angigen Rohrstr�omung
ungeeignet�

In den neueren Formulierungen der Wasserdampftafeln werden die erforderlichen
thermodynamischen Zustandsgr�o�en aus der Helmholtz�Funktion abgeleitet�

In den NBS
NRCWasserdampftafeln ��� ist die Helmholtz�Funktion als Funktion
von Dichte und Temperatur angegeben�

A � A��� T �� �
��

Der Druck� die spezi�sche innere Energie und die spezi�sche Enthalpie lassen sich
dann aus den folgenden Beziehungen berechnen�

p � ��
�A

��
� �
	a�

u � A� T
�A

�T
� �
	b�

h � u�
p

�
� �
	c�

In dieser Formulierung lassen sich der Druck� die spezi�sche innere Energie� die
spezi�sche Enthalpie und auch deren partielle Ableitungen als Funktionen von
Dichte und Temperatur angeben�

Die Gleichungen �
�� und �
	a� � �
	c� gelten nur im einphasigen Bereich� Im
Zwei�Phasen�Gebiet ergeben sich die Zustandsgr�o�en u und h aus der linearen



�

Interpolation der entsprechenden Werte auf den beiden Grenzkurven� Siedelinie
und Taulinie� zum Beispiel

h���TS� � h��L�TS� � xWD�h��G�TS� � h��L�TS���

Da auch der Dampfgehalt� xWD� als Funktion der Dichte und der S�attigungstem�
peratur dargestellt werden kann�

xWD �

�
�
� �

�L�TS �

�
�G�TS�

� �
�L�TS �

�

ist es m�oglich� alle thermodynamischen Zustandsgr�o�en im gesamten Zustands�
bereich einheitlich� als Funktionen der Dichte und Temperatur� auszudr�ucken�

Aufgrund der Form der thermodynamischen Zustands��ache von Wasser darf man�
will man sich einen Koordinatenwechsel beim �Ubergang vom einphasigen ins
zweiphasige Gebiet ersparen� die abh�angigen Ver�anderlichen des Di�erentialglei�
chungssystems nicht frei w�ahlen� Bei deren Auswahl m�ussen die Gestalt der
Erhaltungss�atze� sowie die verschiedenen M�oglichkeiten der Spezi�zierung der
Randbedingungen ber�ucksichtigt werden�

Die Geschwindigkeit ist auf jeden Fall als eine abh�angige Ver�anderliche erforder�
lich� Die Dichte bietet sich an� da sie in allen Erhaltungss�atzen explizit vorkommt�
Als dritte abh�angige Variable st�unden also noch Druck und Temperatur zur
Auswahl� Da der Druck ein wichtiger Systemparameter ist und eine leicht zu
messende physikalische Gr�o�e darstellt� wurde ihm gegen�uber der Temperatur
der Vorzug gegeben�

Als Komponenten der L�osung des nichtadiabaten instation�aren Str�omungsprob�
lems im Rohr wurden daher Dichte� Geschwindigkeit und Druck� siehe ����
gew�ahlt�

Wir fassen zusammen�
Das mathematische Problem besteht aus drei partiellen Di�erentialgleichungen
��� und drei Zustandsgleichungen �
�� und �

�� Zu seiner eindeutigen L�osbarkeit
im Bereich x � ��� L� und t � ��� T � ist es notwendig entsprechende Anfangs� und
Randwerte vorzuschreiben�



�

� L�osungsverfahren

Zur L�osung von partiellen Di�erentialgleichungssystemen gibt es unterschiedliche
Strategien ���� Die Wahl der numerischen Methode h�angt vom Typ des Sys�
tems ��� ab� der durch Spektraleigenschaften der Matrix B�U� in ��� bestimmt
wird� Hier wird angenommen� da� die Eigenwerte von B�U� reell und einfach sind
und damit das System ��� hyperbolisch ist ���� Aus der gro�en Klasse der Di�eren�
zenverfahren werden in der vorliegenden Arbeit zwei Verfahren� n�amlich das Lax�
Friedrichs�Verfahren und das Charakteristikenverfahren� miteinander verglichen�
Zur Beurteilung der Rechenverfahren wird zuerst ein Modell verwendet� welches
die Aufgabenstellung auf ein Anfangswertproblem mit periodischen Randbedin�
gungen reduziert� Der Dampferzeuger wird dabei als ein geschlossener Torus
angesehen� wodurch die Zustandsgr�o�en am Rohreintritt identisch mit jenen am
Rohraustritt sind�

��� Analytischer und numerischer Abh�angigkeitsbereich

Wir beginnen mit der Diskussion der analytischen L�osung einfacher hyperbo�
lischer Di�erentialgleichungen und beschreiben danach die erw�ahnten Verfahren
zur numerischen Behandlung der komplexen Rohrstr�omung ���� Eine besonders
einfache Di�erentialgleichung erh�alt man aus der Massenbilanz in di�erentieller
Form ��a�� wenn die Geschwindigkeit w konstant ist� In diesem Fall lautet ��a�

�t � w�x � �� �
��

Diese partielle Di�erentialgleichung wird als lineare Advektionsgleichung bezeich�
net und kann mit einem vorgegebenen Anfangszustand ��x� �� � ���x�� x � IR�
analytisch gel�ost werden� Betrachtet man das Problem

ut � 	ux � �� x � IR� t 
 �� �
�a�

u�x� �� � u��x�� �
�b�

so kann gezeigt werden� da� die L�osung u�x� t� der Di�erentialgleichung �
�a� nur
von dem Anfangszustand u��x� abh�angt� Dazu betrachte man die L�osung von

x�c�t� � 	� �
�a�

xc��� � x�� �
�b�

x� ist beliebig in IR� aber fest� Die L�osung von �
�� ist eine Gerade in der �x� t��
Ebene�

xc�t� � 	t� x�� �
��




�

die im Punkt �x�� �� !beginnt"� Betrachtet man nun die L�osung u�x� t� von �
�a�
entlang der obigen Geraden� so gilt

du�xc�t�� t�

dt
�
�u�xc�t�� t�

�xc

�xc�t�

�t� �z �
�

�
�u�xc�t�� t�

�t
� �� �
��

das hei�t
u�xc�t�� t� � u�x�� t� � u��x�� � u��x� 	t�� �
��

Die L�osung u�x� t� bleibt entlang der Geraden x � 	t� x� konstant� Diese Linie
wird als Charakteristik der Di�erentialgleichung bezeichnet� Man erkennt weiters�
da� sich die Anfangsverteilung u��x� mit der Geschwindigkeit j	j f�ur 	 
 � nach
rechts und f�ur 	 � � nach links verschiebt� Tritt im Erhaltungssatz ��a� ein
Quellterm auf� so lautet das Anfangswertproblem �
��

ut � 	ux � #�u�� x � IR� t 
 �� ���a�

u�x� �� � u��x�� ���b�

Es gibt auch bei dieser Di�erentialgleichung charakteristische Geraden der Form
xc�t� � 	t � x�� Betrachtet man die L�osung entlang einer Charakteristik� u �
u�xc�t�� t�� so liefert das totale Di�erential

du�xc� t�

dt
�

�u

�xc

�xc�t�

�t� �z �
�

�
�u�xc� t�

�t
� #�u�� ��
�

Hier ist die L�osung u entlang der Charakteristik nicht mehr konstant� sondern
erf�ullt die gew�ohnliche Di�erentialgleichung

u��t� � #�u�t��� ���a�

u��� � u��x��� ���b�

Wenn in der Erhaltungsgleichung ��a� neben einem Quellterm auch noch die
Geschwindigkeit eine Funktion des Ortes ist� so gilt

ut � 	�x�ux � #�u�� x � IR� t 
 �� ��	a�

u�x� �� � u��x�� ��	b�

Auch in diesem Fall kann man die Gleichung f�ur die charakteristischen Linien
aufstellen

x�c�t� � 	�xc�t��� ���a�

xc��� � x�� ���b�







Im allgemeinen sind diese Linien keine Geraden� Die �Uberlegung ��
� gilt aber
weiterhin� die L�osung u�t� entlang xc�t� wird durch das Anfangswertproblem ����
beschrieben� Ob man in der Lage ist ���� und ���� exakt zu l�osen� h�angt von der
Form der Funktionen 	�xc� und #�u� ab�

Da bei der Rohrstr�omung ein System von partiellen Di�erentialgleichungen
auftritt� wird hier auch die analytische L�osung eines einfachen Di�erentialglei�
chungssystems diskutiert�

Betrachtet wird ein Di�erentialgleichungssystem der Form

ut �Aux � �� ���a�

u�x� �� � u��x�� ���b�

mit dem L�osungsvektor u der Dimension m und einer m � m�Matrix A� deren
Elemente konstante reelle Zahlen sind�

Dieses Di�erentialgleichungssystem ist hyperbolisch� wenn die Koe�zientenma�
trix A nur reelle und einfache Eigenwerte besitzt� In diesem Fall kann man A mit
Hilfe einer regul�aren Matrix R diagonalisieren�

A � R$R��� ����

wobei $ � diag�	�� 	�� � � � � 	m� die Diagonalmatrix der Eigenwerte und R �
�r�� r�� � � � � rm� die Matrix der rechten Eigenvektoren ist�

Durch folgende Variablentransformation�

v � R��u� ����

ergibt sich aus ����

R��ut � $R��ux � � � vt � $vx � �� ����

Da $ nur in der Diagonale besetzt ist� stellt ���� ein entkoppeltes System von
linearen partiellen Di�erentialgleichungen dar� Komponentenweise gilt wie bei
der linearen Advektionsgleichung �
���

vp�x� t� � v�p�x� 	pt� f�ur p � 
� �� � � � �m� ����

Die R�ucktransformation erfolgt mit

u�x� t� � Rv�x� t�� �	��

wobei die rechte Seite von �	�� eine Linearkombination der Spaltenvektoren von
R ist�

u�x� t� �
mX
p��

vp�x� t�rp� �	
�




�

Schlie�lich ergibt sich mit ����

u�x� t� �
mX
p��

v�p�x� 	pt�rp� �	��

Man erkennt� da� die L�osung u�x� t� ausschlie�lich von den Anfangswerten in den
Punkten �x� 	pt� ��� p � 
� �� � � � �m� abh�angt� Die Komponente vp ist konstant
entlang der p�ten Charakteristik� die eine Gerade ist�

Bei hyperbolischen Di�erentialgleichungen wird jener Bereich in der �x� t��Ebene�
der die Werte der L�osung u�x� t� beein�u�t� als Abh�angigkeitsgebiet des Punk�
tes �x� t� bezeichnet� Man erkennt aus �	��� da� f�ur ein hyperbolisches Di�e�
rentialgleichungssystem das Abh�angigkeitsgebiet f�ur den Punkt �x� t� jener Ab�
schnitt der Geraden �x� �� ist� der durch die Charakteristiken mit der klein�
sten und der gr�o�ten Steigung� das hei�t 	� � max��p�mf	p% 	p 
 �g und
	� � min��p�mf	p% 	p � �g� herausgeschnitten wird�

Bild 	� Abh�angigkeitsgebiet des Punktes �x� t�

Bild 	 zeigt das Abh�angigkeitsgebiet der L�osung im Punkt �x� t�� welches durch
die Geraden x � x�� � 	�t und x � x�� � 	�t begrenzt wird� Im dargestellten
Punkt kann die L�osung nur von Anfangswerten� welche zwischen x�� und x��
liegen� beein�u�t werden�

Will man ein partielles Di�erentialgleichungssystem numerisch l�osen� so ist eine
Diskretisierung des Problems erforderlich� Dazu legt man �uber die �x� t��Ebene
ein Netz mit der Schrittweite in x�Richtung h �� �x und in t�Richtung k ��
�t� Die Schrittweite mu� nicht notwendigerweise �uber die gesamte �x� t��Ebene




	

konstant sein� Dies wird jedoch zur Vereinfachung angenommen� Das numerische
Verfahren liefert die N�aherungswerte

uni 	 u�xi� tn�� �		�

in den diskreten Punkten der �x� t��Ebene�

xi � ih� i � 
� �� � � � � imax�

tn � nk� n � 
� �� � � � � nmax�

Grunds�atzlich unterscheidet man zwischen impliziten und expliziten Verfahren
zur numerischen Behandlung von partiellen Di�erentialgleichungen� Bei den im�
pliziten Verfahren ist der Wert der L�osung an der Stelle �xi� tn���� un��i � mit
den Werten in allen weiteren Punkten der t � �n � 
�k�Linie gekoppelt� Bei
einem expliziten Verfahren hingegen h�angt der Wert un��i nur von Werten auf
dem darunterliegenden Zeitniveau� t � nk� ab und kann deshalb sofort berechnet
werden� Die Koppelung der L�osungswerte auf dem �n�
��ten Zeitniveau hat zur
Folge� da� man im nichtlinearen Fall ein gro�es nichtlineares algebraisches Null�
stellenproblem l�osen mu�� was im allgemeinen einen hohen Aufwand bedeutet�
Deswegen werden in der vorliegenden Arbeit zwei explizite Verfahren in Betracht
gezogen� Auf die impliziten Methoden wird nicht weiter eingegangen�

�Ahnlich wie das analytische Abh�angigkeitsgebiet kann auch ein numerisches
Abh�angigkeitsgebiet de�niert werden� Es ist die Gesamtheit jener Gitterpunkte
�xj� t��� die in die Berechnung des L�osungswertes an der Stelle �xi� tn� einge�
hen� Um bei Gitterverfeinerung die Konvergenz der numerischen L�osung uni
gegen die analytische L�osung u�xi� tn� sichern zu k�onnen� mu� der numerische
Abh�angigkeitsbereich das analytische Abh�angigkeitsgebiet umfassen� Dies ist
eine notwendige Bedingung f�ur die numerische Stabilit�at und wird als Courant�
Friedrichs�Lewy�Bedingung �CFL�Bedingung� bezeichnet�

Bild � zeigt das numerischeAbh�angigkeitsgebiet von einemVerfahren� bei dem die
drei Punkte �xi��� tn���� �xi� tn��� und �xi��� tn��� in die Berechnung der L�osung
im Punkt �xi� tn� eingehen�

Anders ausgedr�uckt fordert die CFL�Bedingung� da� s�amtliche Charakteris�
tiken innerhalb des numerischen Abh�angigkeitsgebietes liegen� Dies liefert bei
gegebener Ortsschrittweite eine Einschr�ankung f�ur die maximal zul�assige Zeit�
schrittweite� n�amlich

max
��p�m

	




	pkh






�
� 
� �	��

Vor allem bei �achen Charakteristiken� wie sie bei hohen Schallgeschwindigkeiten
auftreten� stellt diese Bedingung eine emp�ndliche Einschr�ankung dar� da man
nur mit extrem kleinen Schritten in der Zeit vorw�artsrechnen kann� Dies re�
lativiert den Vorteil der Explizitheit der Rechnung einem impliziten Verfahren
gegen�uber�




�

Bild �� Numerisches Abh�angigkeitsgebiet

��� Lax�Friedrichs�Verfahren

Betrachtet man das System ��� in der Gestalt

�A�U��t � �B�U��x � f�U�� U � ���w� p�T � �	��

so beruht ein Di�erenzenverfahren auf der Ann�aherung der Ableitungen bez�uglich
t und x durch Di�erenzenquotienten� die auf verschiedene Art m�oglich ist� Setzt
man voraus� da� sowohl die N�aherungsl�osung fUn

i g auf dem n�ten Zeitniveau als
auch die Randwerte Un��

� und Un��
imax gegeben sind� so ergibt die naheliegende

explizite Diskretisierung von �	���

A�Un��
i ��A�Un

i �

�t
�
B�Un

i����B�Un
i���

��x
� f�Un

i �� i � �� � � � � imax� 
� �	��

Leider ist dieses Schema instabil� Man modi�ziert es zum stabilen Verfahren
�Beweis im linearen Fall m�oglich� vergleiche �
��� durch folgende Mittelbildung�

A�Un
i � �




�
�A�Un

i��� �A�Un
i����� �	��

Man erh�alt das sogenannte Lax�Friedrichs�Verfahren

A�Un��
i �� �

��A�U
n
i��� �A�Un

i����

�t
�




��x
�B�Un

i����B�Un
i���� � f�Un

i �� �	��

oder �aquivalenterweise

A�Un��
i � �
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��x
�B�Un
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�

i � �� � � � � imax� 
� ����

F�ur das System ��� gilt
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�
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�
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�
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��g sin���pR
��wg sin� ���q

�
CA � ��
c�

und deshalb ergibt sich aus ����
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Mit Hilfe der Beziehungen

h � h�p� T �� u � u�p� T �� h � u�
p

�
��	�

kann man sich formal un��i und T n��
i als Funktionen von pn��i und �n��i dargestellt

denken� wodurch ���� zu einem nichtlinearen Gleichungssystem f�ur �n��i � wn��
i �

pn��i � i � �� � � � � imax� 
 wird� das mit gegebenen Randwerten �n��i � wn��
i � pn��i �

i � 
� imax wohlde�niert ist�
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��� Charakteristikenmethode

Ausgehend von einem quasilinearen System� vergleiche ����

Ut �B�U�Ux � f�U� � �� ����

wobei U � �u�� � � � � um�T ist� bestimmt man die m Eigenwerte 	�j�� j �

� �� � � � �m� der Matrix B�U�� Diese m�ussen alle reell und einfach sein� Zu den
Eigenwerten werden die m linken Eigenvektoren l�j�� j � 
� �� � � � �m� ermittelt�
mit deren Hilfe man aus ���� m Gleichungen der Form

l�j��Ut � 	�j�Ux� � l�j�f�U� � � ����

erh�alt�

Vom beliebigen Punkt Q� der �x� t��Ebene zweigen m Charakteristiken ab� die im
allgemeinen Kurven sind� da B�U� nicht konstant ist�

Bild �� Charakteristiken durch den Punkt Q�

Bild � zeigt die �x� t��Ebene des diskretisierten Di�erentialgleichungssystems mit
den Tangenten� der Charakteristiken im Punkt Q�� Nimmt man den Zeitschritt
als klein an� so kann der tats�achliche Verlauf der Charakteristiken durch ihre
Tangenten approximiert werden� Die CFL�Bedingung ist gleichbedeutendmit der
Forderung� da� s�amtliche Tangenten die zum Zeitpunkt tn�� durch den Punkt Q�

gehen� von den Linien Q�P und Q�R begrenzt werden� Folglich mu�

max
��j�m

n


	�j��Q��



o � �x

�t
� ����

erf�ullt werden�




�

Man nimmt n�aherungsweise an� da� Ut � 	�j�Ux der Richtungsableitung dU�dt
entlang der Geraden S �jQ

� entspricht und diskretisiert ���� demgem�a��

l�j��Q��

�
U�Q��� U�S�j�

�t



� l�j��Q��f�Q�� � ��

Die Funktionswerte U�S�j� sind nicht bekannt� da S�j nicht Gitterpunkte sind�
F�ur jene Stellen S�j� die zwischen P und Q liegen� gewinnt man den Vektor U�S�j�
durch komponentenweise lineare Interpolation der Werte U�P � und U�Q� und
erh�alt aus der obigen Gleichung

l�j��Q��

�
U�Q��� U�Q�

�t
� 	�j��Q��

U�Q�� U�P �

�x



� l�j��Q��f�Q�� � ��

Dies ergibt eine implizite Berechnungsmethode � die noch nicht bekannte L�osung
U�Q�� geht in die Bestimmung der Eigenwerte 	�j��Q�� und der Eigenvektoren
l�j��Q�� der Matrix B�U�Q��� ein� Um ein explizites Berechnungsverfahren zu
erhalten tri�t man die Annahme� da� sich die Eigenwerte und Eigenvektoren von
B�U� und die Werte der rechten Seite f vom Punkt Q zum Punkt Q� so wenig
�andern� da� man die Auswertungen an der Stelle Q� durch jene an der Stelle Q
ersetzen kann� Durch diese Vereinfachung erh�alt man schlie�lich ein explizites
System von m Gleichungen zur Bestimmung von U�Q���

l�j��Q�

�
U�Q��� U�Q�

�t
� 	�j��Q�

U�Q�� U�P �

�x



� l�j��Q�f�Q� � �� ����

F�ur das System ��� mit den Daten aus ��� gilt m � 	� Identi�ziert man P
mit �xi��� tn�� Q mit �xi� tn�� R mit �xi��� tn� und Q� mit �xi� tn���� so gilt im
Gleichungssystem ���� die Zuordnung

U�P � �

�
B� �ni��
wn
i��

pni��

�
CA � U�Q� �

�
B� �ni
wn
i

pni

�
CA und U�R� �

�
B� �ni��

wn
i��

pni��

�
CA �

F�uhrt man noch die folgenden Abk�urzungen ein�

RS�j� � l�j��Q�
�
U�Q�� 	�j��Q�

�t

�x
�U�Q�� U�P ��

�
f�ur 	�j��Q� 
 ��

RS�j� � l�j��Q�
�
U�Q�� 	�j��Q�

�t

�x
�U�R� � U�Q��

�
f�ur 	�j��Q� � ��

so ergibt sich das System�
�� l���
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B� RS���

RS���

RS���
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Mit ���� wird eine Berechnungsvorschrift bereitgestellt� mit welcher man

�n��i � wn��
i � pn��i � i � �� � � � � imax� 
�

ermitteln kann�

Die Berechnung der Randwerte h�angt von der Str�omungsrichtung in den Rand�
punkten ab� Am linken Rand� i � 
� wird f�ur wn

� � � Dichte �n��� und Druck
pn��� vorgegeben% die Beziehung

l���

�
B� �n���

wn��
�

pn���

�
CA � RS���

liefert eine Gleichung f�ur wn��
� �

F�ur wn
� � � wird nur pn��� vorgegeben und

�
l���

l���


�B� �n���

wn��
�

pn���

�
CA �

�
RS���

RS���

�

liefert ein Gleichungssystem f�ur �n��� und wn��
� � Analog am rechten Rand� i �

imax�
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� Numerische Bereitstellung der Sto�werte

Wie bereits im Abschnitt ��� angef�uhrt� wurden in dieser Arbeit die thermody�
namischen Zustandsgr�o�en nach den in den NBS
NRC Wasserdampftafeln ���
angegebenen Beziehungen berechnet�

In dieser Formulierung wird die Helmholtzfunktion additiv aus der Basisfunktion�
der Residualfunktion und der Idealgasfunktion zusammengesetzt�

A��� T � � ABasis��� T � �AResidual��� T � �Aid�Gas�T �� ����

Die Basisfunktion wurde aus der Virialtheorie f�ur die Zustandsgleichung eines
Fluides nach Ursell�Mayer abgeleitet� Mittels der Residualfunktion� welche aus
�� Thermen zusammengesetzt ist� wurde eine globale Anpassung an die experi�
mentellen Daten realisiert� Die Idealgasfunktion ging aus einer eingehenden Ana�
lyse der Rotations�Vibrations�Struktur des Wassermolek�uls hervor und stellt die
Helmholtzfunktion f�ur Wasser im Zustand des idealen Gases dar�

Da in ��� die Helmholtzfunktion als Funktion von Dichte und Temperatur
angegeben ist� als Komponenten der L�osung des Di�erentialgleichungssystems ���
jedoch Dichte und Druck gew�ahlt wurden� war es erforderlich aus der Glei�
chung �
�� die Temperatur als Funktion der Dichte und des Druckes�

T � T ��� p��

zu bestimmen�

Die numerische Berechnung der Temperatur �und der anderen thermodynami�
schen Zustandsgr�o�en� als Funktion von Dichte und Druck wurde folgenderma�en
realisiert�

Gegeben sind die aktuellen Werte der Dichte �akt und des Druckes pakt� Die
entsprechenden Werte im kritischen Punkt sind mit �kr und pkr bezeichnet�

Vergleich von pakt und pkr�


 pakt 
 pkr% Vergleich von �akt und �kr�

� �akt 
 �kr�
Ausgehend vomWert im kritischen Punkt wird die Temperatur schritt�
weise gesenkt� bis erstmals

p��akt� T � � pakt

gilt� Daraufhin wird aus der Temperatur im letzten Schritt und
der Temperatur im vorletzten Schritt der arithmetische Mittelwert
gebildet und mit diesem die erforderlichen thermodynamischen Zu�
standsgr�o�en ermittelt�



��

� �akt � �kr�
Analoges Vorgehen mit schrittweiser Erh�ohung der Temperatur�


 pakt � pkr% Vergleich von �akt mit den beiden Dichtewerten an den Rand�
kurven des Zwei�Phasen�Gebiets�

� Liegt die aktuelle Dichte im Zwei�Phasen�Gebiet� das bedeutet

�L�pakt� 
 �akt 
 �G�pakt��

so ist die aktuelle Temperatur identisch mit der S�attigungstemperatur�

Takt � TS�pakt��

Der Dampfgehalt im gesuchten Zustandspunkt ergibt sich dann aus

xakt �

�
�akt

� �
�L�TS�

�
�G�TS�

� �
�L�TS �

�

Die spezi�sche Enthalpie und auch die spezi�sche innere Energie erh�alt
man aus dem linearen Zusammenhang dieser Zustandsgr�o�en entlang
einer Isobare� aus den jeweiligenWerten an der Siede� beziehungsweise
Taulinie�

� Wenn der gesuchte Zustandspunkt im Gebiet des �uberhitzten Dampfes
liegt�

�akt � �G�pakt��

wird ausgehend von der S�attigungstemperatur Ts�pakt� die Temperatur
so lange schrittweise erh�oht� bis erstmals der errechnete Druck gr�o�er
als der aktuelle Druck�

p��akt� T � 
 pakt�

ist� Es wird daraufhin wieder der arithmetische Mittelwert aus dem
letzten und dem vorletzten Rechenschritt gebildet und mit diesem
Temperaturwert die restlichen erforderlichen Zustandsgr�o�en ermit�
telt�

� Liegt der gesuchte Zustandspunkt im Wassergebiet�

�akt 
 �L�pakt��

so wird analog vorgegangen� nur da� nun von der S�attigungstempera�
tur ausgehend die Temperatur schrittweise gesenkt werden mu��



�


Wie man aus der Gleichung ��� mit den Daten ��� ersehen kann� ben�otigt man
zur L�osung des Di�erentialgleichungssystems ��� neben den thermischen und
kalorischen Zustandsgr�o�en auch die Ableitung der inneren Energie� der Enthalpie
und der Temperatur nach der Dichte und dem Druck� Diese Ableitungen werden
als Funktion von Dichte und Druck durch symmetrische Di�erenzenquotienten
angen�ahert�

Eine Fallunterscheidung zwischen den einzelnen Gebieten der Zustands��ache ist
hier nur bei der Ableitung nach der Dichte erforderlich� Im Zwei�Phasen�Gebiet
ist die Ableitung der Temperatur nach der Dichte gleich Null�

Die Ableitung der inneren Energie nach der Dichte erh�alt man aus

�u

��
� &x�uG � uL�

und die Ableitung der spezi�schen Enthalpie analogerweise aus

�h

��
� &x�hG � hL�

mit dem Koe�zienten
&x �

�G�L
��G � �L���akt

�

Die f�ur die Berechnung des Schrittweitenverh�altnisses �Ortsschrittweite zu Zeit�
schrittweite� gem�a� der CFL�Bedingung ben�otigte Schallgeschwindigkeit im
Wasser wird nach

c �

s
cp
cv

�p

��
����

ermittelt� wobei cv die spezi�sche W�armekapazit�at bei konstantem Volumen�

cv � �T �
�A

�T �
� ��
�

und cp die spezi�sche W�armekapazit�at bei konstantem Druck�

cp � cv �
T

��
��p��T ��

�p���
� ����

ist� F�ur die Berechnung des Schrittweitenverh�altnisses wird nur die
Schallgeschwindigkeit im Wasser herangezogen� da sie dort gegen�uber der im
Dampf� sowie der im Zwei�Phasen�Gebiet� h�oher ist und somit das strengste Kri�
terium darstellt�



��

� Ideales Gas als Str�omungsmedium

Wie in Kapitel 	 bereits angedeutet� wurde im Zuge dieser Arbeit das Problem der
instation�aren Str�omung in beheizten Rohrsystemen mit zwei unterschiedlichen
L�osungsverfahren untersucht� Es sollten dabei jeweils die Vor� und Nachteile des
Charakteristikenverfahrens und des Lax�Friedrichs�Verfahrens bei der L�osung des
nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichungssystems herausgearbeitet werden�

Um die Komplexit�at der Zusammenh�ange in Wasser�Dampf�Systemen ausklam�
mern zu k�onnen� wurde f�ur die ersten Str�omungsuntersuchungen ein ideales Gas
als Str�omungsmediumangenommen� Die kalorische und die thermische Zustands�
gleichung nehmen hier folgende besonders einfache Form an�

p

�
� RT� h � cpT bzw� u � cvT�

F�ur das ideale Gas sind die spezielle Gaskonstante R sowie der Isentropenex�
ponent � konstante Gr�o�en� soda� sowohl die spezi�sche W�armekapazit�at bei
konstantem Druck�

cp �
�

� � 

R� ��	�

als auch die spezi�sche W�armekapazit�at bei konstantem Volumen�

cv �



�� 

R� ����

konstant sind�

Durch die Angabe der speziellen Gaskonstante� des Isentropenexponenten und
des frei w�ahlbaren Enthalpie�Nullpunktes ist das thermodynamische Verhalten
des Gases eindeutig bestimmt�

��� Lax�Friedrichs�Verfahren

F�ur das ideale Gas als Arbeitsmedium ergibt sich aus ���� ein einfaches entkop�
peltes Gleichungssystem� Im Gitterpunkt �xi� tn��� errechnet man die Dichte
direkt aus der Massenbilanz� die Geschwindigkeit aus der Impulsbilanz und den
Druck aus der Energiebilanz�

Die guten Approximationseigenschaften von Di�erenzenverfahren beruhen auf der
Annahme� da� die L�osung glatt� das hei�t stetig samt den Ableitungen bis zu einer
gewissen Ordnung� ist� Ist die L�osung in einem Punkt unstetig� so ist in diesem
Punkt die Bildung eines Di�erenzenquotienten ein fragw�urdiges Vorgehen� In der



�	

Simulation beobachtet man� da� die numerische Viskosit�at des Lax�Friedrichs�
Verfahrens die Unstetigkeiten in der L�osung gl�attet �
��� Dieses Verhalten kon�
nte durch einen einfachen Versuch recht eindrucksvoll nachvollzogen werden� Es
wurde dabei ein langes� fein diskretisiertes Rohr angenommen� welches durch eine
Trennwand in der Mitte des Rohres in zwei gleiche St�ucke geteilt ist� In beiden
Teilen be�ndet sich ideales Gas unterschiedlicher Dichte und unterschiedlichen
Druckes� jedoch gleicher Temperatur� Entfernt man die Trennwand zum Zeit�
punkt t � �� so wird eine Schockwelle in jenen Teil des Rohres laufen in welchem
das Gas den geringeren Druck und die kleinere Dichte aufweist� In dem anderen
Teil des Rohres wird sich eine Verd�unnungswelle ausbreiten� Das Lax�Friedrichs�
Verfahren !�acht" diese Unstetigkeiten in Druck� Dichte und Geschwindigkeit
mit fortschreitender Zeit ab�

Dieses Ph�anomen spielt im hier untersuchten Anwendungsfall eine untergeord�
nete Rolle� da bei normalen Betriebsbedingungen in einem Dampferzeuger nur
moderate �Anderungen von Beheizung und Druck vorkommen und deshalb glatte
L�osungen zu erwarten sind� Der Nachteil beim Lax�Friedrichs�Verfahren liegt je�
doch darin� da� bei diesem Algorithmus die Werte der L�osung an beiden R�andern
f�ur jeden Zeitpunkt vorgegeben werden m�ussen� Da man diese Werte nicht ex�
akt kennt� kann man sie nur n�aherungsweise vorschreiben� Dies hat zur Folge�
da� von jedem Rand st�andig eine St�orung ausgeht� Diese breitet sich dann mit
jedem Zeitschritt um einen Ortsschritt in das Innere des Rohres aus und f�uhrt
beim Zusammentre�en dieser beiden St�orungswellen zur numerischen Instabilit�at�
Diese Ungenauigkeit p�anzt sich mit nahezu Schallgeschwindigkeit fort�

Aus physikalischen �Uberlegungen mu� man bei einer Unterschallstr�omung im
Rohr� den Zustand des Mediums am Rohreintritt durch zwei Gr�o�en festlegen�
zum Beispiel Druck und Dichte� w�ahrend am Rohraustritt nur eine Zustandsgr�o�e
�zum Beispiel der Druck� vorgegeben werden darf� Die zur Realisierung des Lax�
Friedrichs�Verfahrens noch fehlenden drei Randwerte wurden im folgenden Ver�
such durch Bildung einseitiger Di�erenzenquotienten bereitgestellt� Diese Vor�
gangsweise war nicht erfolgreich�

Ein weiterer Versuch� die fehlenden Gr�o�en am Rand durch Extrapolation aus
den benachbarten Punkten zu gewinnen� f�uhrte ebenfalls nicht zum Ziel� Es
gingen auch hier St�orungen von den R�andern aus� die beim Aufeinandertre�en
Instabilit�at herbeif�uhrten�
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��� Charakteristikenmethode

Mit der Einf�uhrung eines idealen Gases sowie der Vernachl�assigung des Stahl�
speicherterms vereinfachen sich die Matrizen  A�  B in der Gleichung ��� zu

'A�U� �

�
B� 
 � �

� � �
� �w �

���

�
CA � ���a�

'B�U� �

�
B� w � �

� �w 

� �

���
p � �w� �

���
w

�
CA � ���b�

In diesem Fall ist die Umformung auf die Gestalt ���� m�oglich� da 'A�U� f�ur alle
U regul�ar ist� Die Systemmatrix B�U� ergibt sich als

B�U� �

�
B� w � �

� w �
�

� �p w

�
CA �

Die Eigenwerte dieser Matrix lassen sich analytisch bestimmen und lauten

	� � w � c� 	� � w� 	� � w � c�

wobei die Schallgeschwindigkeit c f�ur das ideale Gas aus der einfachen Formel

c �

s
�
p

�

berechnet werden kann�

Bezeichnet man die Matrix der linken Eigenvektoren von B�U� mit L�

L �

�
B� � c �

�


 � � �

�p

� ��p c

�
CA �

und multipliziert die Gleichung ���� von links mit L��� so ergibt sich das Glei�
chungssystem �

B� �n��i

wn��
i

pn��i

�
CA �
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B� RS���
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RS���

�
CA ����

f�ur die inneren Punkte des Rohres� i � �� � � � � imax� 
�

wn��
� � � 


�pn�
�RS��� � cpn��� ��
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f�ur den linken Rand �Str�omungsrichtung ins Rohr�� beziehungsweise

�n��imax � RS��� �
pn��imax

c�
�

wn��
imax �

RS���

c
� pn��imax

c�nimax

�

f�ur den rechten Rand �Str�omungsrichtung aus dem Rohr��

Bei diesem Rechenverfahren kann man� den physikalischen Erfordernissen
entsprechend� am linken Rand� an welchem der Geschwindigkeitsvektor ins Rohr
weist� Druck und Dichte vorgeben% die Geschwindigkeit wird berechnet� Am
rechten Rand� an welchem der Geschwindigkeitsvektor aus dem Rohr weist� wird
nur der Druck vorgegeben� Die Geschwindigkeit und die Dichte ergeben sich aus
der Rechnung� Somit ist das System zur Berechnung der numerischen L�osung
fUn��

i g wohlde�niert�

Gibt man die drei Randwerte als Funktion der Zeit vor� so kann man zum Bei�
spiel das Verhalten der Str�omung in Abh�angigkeit einseitiger Druck�anderung
simulieren�

Bei der Verwendung des Charakteristikenverfahrens ist zu beachten� da� auch
diesem Verfahren die Approximation der Ableitungen in den Erhaltungss�atzen
zugrunde liegt� Dies hat zur Folge� da� das physikalische Verhalten nur dann
gut wiedergegeben wird� wenn die L�osung einen glatten Verlauf zeigt �
��� Man
beobachtet deshalb� da� das Verfahren versagt� wenn man die an den R�andern
vorzugebenden Werte zeitlich so schnell �andert� da� man dadurch eine Schock�
welle erzeugt�



��

��� Untersuchungen am Torus

Da die Randbedingungen f�ur das Lax�Friedrichs�Verfahren nicht in geeigneter
Weise gestellt werden konnten� war diese Methode f�ur ein gerades Rohrst�uck
endlicher L�ange nicht anwendbar�

Bild �� Lax�Friedrichs�Verfahren am Torus

Um trotzdem einen Vergleich mit dem Charakteristikenverfahren durchf�uhren zu
k�onnen� wurden die beiden Rechenmethoden an einem zu einem Torus geformten
Rohr getestet� In diesem Fall sind der Rohranfang und das Rohrende iden�
tisch und Bild � zeigt schematisch� da� sich die Diskretisierung in den Punkten
�ximax� tn��� und �x�� tn��� von der Diskretisierung in den �ubrigen Punkten nicht
unterscheidet�

Bild �� Torusabschnitt � diskretisiert

Untersucht wurde ein aufgestellter Torus mit einemRadius von �� �m�� dabei liegt
der Vektor der Gravitation in der Hauptebene des Torus� Bei der Diskretisierung
wurde� wie in Bild � gezeigt� jeweils der geod�atisch am h�ochsten liegende Punkt
mit 
 bezeichnet� Als Medium im Torus wurde ein ideales Gas angenommen%
Gaskonstante R � ��
� � �J
kgJ�� spezi�sche W�armekapazit�at bei konstantem
Druck cp � ���� �J
kgJ�� Der Radius wurde deshalb so gro� gew�ahlt� damit



��

der Ein�u� der Gravitation� trotz der relativ geringen Dichte des Mediums� be�
merkbar wird� Dieser Ein�u� �au�ert sich darin� da� sich Druck und Dichte als
Funktionen der geod�atischen H�ohe �andern� Die Gaskonstante und die spezi�sche
W�armekapazit�at wurden �ahnlich den Werten von �uberhitztem Dampf bei 
� �bar�
nahe der Siedelinie angenommen� um dem Medium im Torus ein dampf�ahnliches
Verhalten zu geben�

Als Anfangsverteilung f�ur den Druck wurde

p�i � p��e
g
RT

r���cos�i�� i � 
� �� � � � � imax� ����

gew�ahlt�

Bei konstanter innerer Energie in allen Rohrabschnitten bedeutet das jenen
Druckverlauf� welcher sich unter der Schwerkrafteinwirkung auf das ruhende Gas
ergibt� Konstante Energie bedeutet beim idealen Gas konstante Temperatur�
Damit ist mit der idealen Gasgleichung auch die Dichte in jedem Punkt bes�
timmt� Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t � � wurde Null gesetzt�

Von diesen Startwerten ausgehend wurde das Problem numerisch gel�ost und die
zeitliche Evolution der L�osung beobachtet� Da am Anfang die Geschwindigkeit
in jedem Punkt des Torus Null ist� und sowohl die Dichte als auch der Druck
eine Schwerkraftverteilung aufweisen� be�ndet sich das System im Zustand eines
lokalen Energieminimums� In diesem Fall erwartet man� da� die physikalische
L�osung station�ar bleibt�

Bild �� Geschwindigkeitsverlauf� �� Abschnitte� Lax�Friedrichs�Verfahren



��

Durch die Diskretisierungsfehler ist die numerische L�osung zun�achst nicht sta�
tion�ar� sondern n�ahert sich erst allm�ahlich diesem Zustand an�

Der beste Indikator zur Beobachtung dieser Ann�aherung an den station�aren Zu�
stand ist die Geschwindigkeit� Der Geschwindigkeitsverlauf �uber die gestreckte
Rohrl�ange eines Torus� welcher mit �� Abschnitten diskretisiert und mit dem
Lax�Friedrichs�Verfahren gerechnet wurde� ist in Bild � dargestellt� Die mit �
bezeichnete Kurve stellt den Geschwindigkeitsverlauf bei t � ��� �s� dar� Zu
diesem Zeitpunkt weist die numerische L�osung die gr�o�te Abweichung von der
physikalischen L�osung� w � � �m
s� in jedem Rohrabschnitt� auf� Im geod�atisch
am h�ochsten gelegen Punkt �Punkt 
� ist die Geschwindigkeit gleich Null� In der
ersten H�alfte des Torus ist die Geschwindigkeit positiv� also nach unten gerichtet�
In der zweiten H�alfte ist sie negativ und damit auch nach unten gerichtet� In
beiden Torush�alften weist die Geschwindigkeit in jenem Bereich� in welchem das
Rohr !senkrecht" verl�auft� das ist an den Stellen � � �� �o� beziehungsweise
� � ��� �o�� ein Maximum auf� Es bildet sich vom Startwert ausgehend ein
sinusf�ormiger Geschwindigkeitsverlauf aus� der seine maximale Amplitude nach
t � ��� �s� erreicht� Danach �acht das Geschwindigkeitspro�l ab� um erneut
einen lokalen Extremwert� welcher jedoch nicht mehr so gro� ist� zu erreichen� So
schwingt sich das System auf einen Endzustand ein� dessen Geschwindigkeitsver�
lauf in Bild � mit� bezeichnet ist� In Bild �� welches den zeitlichen Verlauf der
Geschwindigkeitsmaxima zeigt� sieht man� da� dieser eingeschwungene Zustand
bereits nach ungef�ahr 
� �s� erreicht wird�

Bild �� Geschwindigkeitsmaxima� �� Abschnitte� Lax�Friedrichs�Verfahren

F�uhrt man eine Berechnung nach der Charakteristikenmethode mit demsel�
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ben Anfangszustand durch� so zeigt sich ein �ahnliches Bild� Wie beim Lax�
Friedrichs�Verfahren stimmt auch hier die numerisch station�are L�osung nicht mit
der physikalischen �uberein� Bild 
� zeigt den Geschwindigkeitsverlauf bei glei�
cher Diskretisierung und gleichem Schrittweitenverh�altnis von Zeitschrittweite
zu Ortsschrittweite� Die gr�o�te Abweichung der numerischen L�osung von der
physikalischen tritt hier bei t � ��	 �s� auf und ist in Bild 
� mit � bezeichnet�

Bild 
�� Geschwindigkeitsverlauf� �� Abschnitte� Charakteristikenmethode

Da das D�ampfungsverhalten der Charakteristikenmethode wesentlich schw�acher
ausgepr�agt ist als jenes des Lax�Friedrichs�Verfahrens� wird der station�are Zu�
stand erst nach ungef�ahr 
�� �s� erreicht� Der Geschwindigkeitsverlauf im
eingeschwungenen Zustand ist in Bild 
� mit � bezeichnet�

Der Vergleich der Bilder � und 
� zeigt deutlich� da� sowohl die Maximalabwei�
chung als auch die station�are Abweichung vom physikalischen Zustand bei der
Charakteristikenmethode weniger stark ausgepr�agt sind als beim Lax�Friedrichs�
Verfahren� Der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeitsmaxima der Berechnung
mit dem Charakteristikenverfahren ist in Bild 

 dargestellt� Der Vergleich mit
Bild � zeigt die wesentlich schw�achere D�ampfung der Charakteristikenmethode�

Die Tatsache� da� die numerisch station�are L�osung nicht mit der physikalisch
station�aren �ubereinstimmt� ist durch die Diskretisierungsfehler bedingt� Man
ersetzt jeden der �� Teilb�ogen des Torus durch ein gerades St�uck� h�alt auf einer
L�ange von ungef�ahr �� �m� den Winkel � konstant und verf�alscht dadurch den
Ein�u� der Gravitation� der sich mit � kontinuierlich �andert�

Setzt man die auf das System wirkende Gravitation g � � �m
s��� so gibt die
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Bild 

� Geschwindigkeitsmaxima� �� Abschnitte� Charakteristikenmethode

N�aherungsl�osung exakt den physikalischen Zustand wieder�

Die Amplitude der Geschwindigkeitskurve h�angt stark von der Feinheit der
Diskretisierung ab� Erfolgt eine feinere Diskretisierung� so sind sowohl die Maxi�
malabweichung als auch der Fehler der Approximation im station�aren Zustand
geringer� Die D�ampfung des Einschwingvorganges wird vom Verh�altnis der Zeit�
schrittweite zur Ortsschrittweite bestimmt� Je kleiner dieser Quotient� desto
schneller stabilisiert sich der Zustand des Systems�

Bild 
� zeigt den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeitsmaxima eines Torus glei�
cher Geometrie� jedoch mit 
�� Abschnitten diskretisiert� Die Berechnung wurde
mit dem Lax�Friedrichs�Verfahren durchgef�uhrt� wobei das Verh�altnis von der
Zeitschrittweite zur Ortsschrittweite� im Vergleich zu der dem Bild � zugrun�
deliegenden Berechnung� halbiert wurde�



	


Bild 
�� Geschwindigkeitsmaxima� 
�� Abschnitte� Lax�Friedrichs�Verfahren



	�

	 Modellierung eines einfachen Naturumlauf


Dampferzeugers

Um das instation�are Verhalten eines einfachen Naturumlauf�Dampferzeugers
einer numerischen Behandlung zug�anglich zu machen� ist eine Modellierung der
einzelnen Systemkomponenten erforderlich� Der auf seine einfachste Form re�
duzierte Naturumlauf�Dampferzeuger� welcher in Bild 
 dargestellt ist� besteht
aus der Trommel� einem Fallrohr� einem Sammler und einem Steigrohr�

��� Modellierung der Rohre

Die instation�are Rohrstr�omung wird durch das im Abschnitt ��
 angegebene
Di�erentialgleichungssystem ��� und die Zustandsgleichungen des Fluids �
��
und �

� beschrieben� Da dieses Gleichungssystem nur f�ur gerade Rohrst�ucke das
physikalische Verhalten einer Str�omung unter Gravitationsein�u� zufriedenstel�
lend wiedergibt� werden sowohl das unbeheizte Fallrohr als auch das Steigrohr�
welches teilweise beheizt ist� f�ur die numerische Behandlung als gerade Rohre
angenommen� Bei gekr�ummten Rohren sind hier Probleme zu erwarten� Es sei
auf die Schwierigkeiten bei der Approximation der L�osung im Torus verwiesen�

Die Geometrie der Rohre wird durch die Angabe der Rohrl�ange� des Au�en�
durchmessers und der Wandst�arke bestimmt� Von den physikalischen Eigen�
schaften des Rohrwerksto�es sind die Dichte und die spezi�sche W�armekapazit�at
erforderlich�

F�ur die numerische Behandlung werden die Rohre als eindimensional angesehen%
es gibt eine Ortsvariable x � ��� L�� Im allgemeinen w�ahlt man zur Diskretisierung
des Intervalls � � x � L ein nicht�aquidistantes Gitter� Eine variable Schrittweite
�xi erm�oglicht� das Gitter dem Verlauf der L�osung anzupassen� �Andert sich
die L�osung stark� so mu� man feiner diskretisieren� um dies zu erfassen� Solche
kritischen Bereiche sind bei den �Uberg�angen von dem beheizten Rohrst�uck auf
die unbeheizten Teile des Steigrohres zu erwarten�

Bei der Ortsdiskretisierung der Rohre mu� man jedoch beachten� da� die maximal
zul�assige Zeitschrittweite der Berechnung von der kleinsten Ortsschrittweite �uber
die CFL�Bedingung �	�� bestimmt wird� Es erscheint also nicht sinnvoll� im Ort
zu fein zu diskretisieren� da dies im allgemeinen die Zeitschrittweite verk�urzt�
Andererseits wird man �xi aus Genauigkeitsgr�unden nicht zu gro� w�ahlen d�urfen�
Deshalb kann man durch gr�obere Diskretisierung von Abschnitten� in welchen sich
die Zustandsgr�o�en wenig �andern� zum Beispiel im Fallrohr� Rechenzeit sparen�
Die Rechenzeit� welche f�ur die Berechnung der L�osung in einem Zeitintervall
erforderlich ist� h�angt nicht nur von der Zeitschrittweite� sondern auch von der
Anzahl der erforderlichen Berechnungen w�ahrend eines Zeitschrittes ab� Eine



		

Reduktion der Anzahl der Diskretisierungsabschnitte bewirkt eine Veringerung
der Rechenzeit und damit eine E�zienzsteigerung� Aus diesem Grund wird die
dem Problem sinnvoll angepa�te Diskretisierung der Rohre f�ur die erforderliche
Rechenzeit zum bestimmenden Faktor�

Die Implementierung der numerischen Methoden auf nicht�aquidistanten Gittern
ist im allgemeinen sehr aufwendig und wurde deshalb nicht realisiert� In den
dieser Arbeit zugrundeliegenden Berechnungen wurde sowohl das Fallrohr als
auch das Steigrohr in gleich viele �aquidistante Abschnitte unterteilt� Es mu�
aber festgehalten werden� da� in einer optimalen Diskretisierung sicher noch ein
erhebliches Einsparungspotential an Rechenzeit liegt�

Als L�osungsverfahren f�ur das partielle Di�erentialgleichungssystem ���� welches
die Zustands�anderungen in den Rohren beschreibt� kommt ausschlie�lich die Cha�
rakteristikenmethode in Frage� da es beim Lax�Friedrichs�Verfahren nicht m�oglich
ist� die Randbedingungen geeignet zu de�nieren�

��� Modellierung des Sammlers

Die Sammler dienen im Dampferzeugerbau zur Verbindung einiger dicker Zu�
beziehungsweise Abstr�omrohre mit einer gro�en Anzahl von d�unnen Heiz��achen�
rohren� Der Innendurchmesser der Sammler ergibt sich aus der maximal zul�assi�
gen Quergeschwindigkeit zwischen den Verbindungs� und den Heiz��achenrohren�
Aufgrund des relativ gro�en Durchmessers� der Erh�ohung der Anstrengung des
Wandwerksto�es infolge der zahlreichen Rohranschl�usse und dem hohen Innen�
druck ergeben sich f�ur diese Bauteile beachtliche Wandst�arken� Als dickwandige
Bauteile sind die Sammler emp�ndlich f�ur W�armespannungen und daher ist die
Kenntnis ihrer Temperaturgradienten im instation�aren Betrieb eines Dampfer�
zeugers besonders wichtig� Weiters stellen sie durch ihre gro�e Masse einen
beachtlichen Energiespeicher dar� Der Energieaustausch zwischen dem Samm�
ler und dem Umlaufwasser ist daher im instation�aren Betrieb eine Gr�o�e� an
deren Beobachtung man interessiert ist� Da sich die Sammler eines Dampferzeu�
gers nicht im beheizten Bereich be�nden� ist es erforderlich� diese zu isolieren�
um W�armeverluste m�oglichst klein zu halten�

Auf die einfachste Form reduziert� besteht ein Sammler� wie in Bild 
	 dargestellt�
aus einem dickwandigen zylindrischen K�orper� in welchen radial ein Einstr�om�
und ein Ausstr�omrohr m�unden� Dieser zylindrische K�orper wird durch sein Vo�
lumen VS und durch seine Stahlmasse mSt charakterisiert� Die Interaktion des
Sammlers mit dem Rohrsystem erfolgt durch die Einstr�om�o�nung mit dem Quer�
schnitt AE und die Ausstr�om�o�nung mit dem Querschnitt AA�

F�ur die Berechnung der Zustands�anderungen im Sammler wurden folgende ver�
einfachenden Annahmen getro�en�
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Bild 
	� Schema eines Sammlers


 Keine Schwerkraftverteilung von Dichte und Druck� Diese Annahme ist
zul�assig� da die geod�atische H�ohe des Sammlers gegen�uber der des Rohrsys�
tems klein ist�


 Konstante Dichte im ganzen Sammler� Dies ist ebenfalls eine zul�assige
Annahme� da aufgrund der Ein� und Ausstr�omvorg�ange heftige Turbulenzen
f�ur eine gute Durchmischung des Fluids im Sammler sorgen�


 Die Temperatur des Sammlerwerksto�es ist zu jedem Zeitpunkt gleich der
Temperatur des str�omenden Mediums� Diese Vereinfachung wurde getrof�
fen� um bei vertretbaremRechenaufwand zumindest das W�armespeicherver�
halten des Sammlerwerksto�es ber�ucksichtigen zu k�onnen� Die zur Berech�
nung der W�armespannungen erforderlichen �ortlichen Temperaturgradienten
sollen in dieser Arbeit nicht untersucht werden� Die exakten Beziehungen
f�ur das Problem der instation�aren W�armeleitung zwischen einem Fluid und
einer Wand sind in �

� und weiterf�uhrend in �
�� angegeben�

Aufgrund obiger Annahmen stellt der Sammler f�ur die numerische Berechnung ein
punktf�ormiges Gebilde dar� Seine Geometrie wird� wie bereits erw�ahnt� durch sein
Volumen� seine Stahlmasse und seine Ein� und Ausstr�omquerschnitte de�niert�
Der thermodynamische Zustand wird durch den Druck und die Dichte des Fluids
im Sammlerinneren charakterisiert� Die Temperatur sowie die spezi�sche En�
thalpie und die spezi�sche innere Energie sind mit diesen Zustandsgr�o�en �uber
die thermische beziehungsweise kalorische Zustandsgleichung gekoppelt�

Das Gleichungssystem� welches den Sammler beschreibt� mu� f�ur jeden Rohran�
schlu�� je nachdem� ob der Geschwindigkeitsvektor in den Sammler oder in
das Rohr weist� eine beziehungsweise zwei Randbedingungen liefern� Dieses
Gleichungssystem besteht� wie jenes zur Beschreibung der Rohrabschnitte� aus
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Massenbilanz� Energiebilanz und Impulsbilanz� Da der Sammler punktf�ormig� das
hei�t ohne r�aumliche Ausdehnung� modelliert wird� nehmen die Erhaltungss�atze
die Form gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen bez�uglich t an�

F�ur den instation�aren Fall mit mehreren Anschl�ussen lauten sie

d

dt
�S VS �

X
i

�iwiAi �
X
j

�jwjAj� ���a�

d

dt
��SuSVS �mStcpStTSt� �

X
i

�iwihiAi �
X
j

�jwjhjAj� ���b�

pS � pi � cRA
�
�iw

�
i bzw� pj � pS � cRE

�
�jw

�
j � ���c�

Mit dem Index S werden hier die Gr�o�en im Sammler bezeichnet% i steht f�ur die
Gr�o�en am Sammlereintritt und j f�ur jene am Sammleraustritt� Der Index St
kennzeichnet die Daten des Sammlerwerksto�es�

Die Impulsbilanz ���c� ist bei diesem Problem auf eine Druckbilanz reduziert�
welche den Zusammenhang zwischen dem Druck im Sammler und jenem in
den Rohranschlu�punkten herstellt� Sie nimmt f�ur die Eintritts� und die Aus�
trittsrohre unterschiedliche Gestalt an� Mit dem Faktor cRA wird der Druckver�
lust an den Eintrittsrohren und mit dem Faktor cRE jener an den Austrittsrohren
ber�ucksichtigt� Bei positivem wi� was bedeutet� da� die Masse vom Eintrittsrohr
in den Sammler str�omt� nimmt cRA den Wert 
 an und stellt damit einen Aus�
trittsdruckverlust dar� Bei negativem wi erh�alt cRA den Wert ��� �� was dann
den Rohreintrittsdruckverlust quanti�ziert� Umgekehrt erh�alt cRE bei positivem
wj den Wert �� � und bei negativem wj den Wert �
�

Massen� und Energiebilanz� zusammen mit der kalorischen und der thermischen
Zustandsgleichung� bilden ein Gleichungssystem zur Berechnung von Druck und
Dichte im Sammler� Die Impulsbilanz liefert den Druck als Randbedingung
sowohl f�ur Rohre� welche Masse in den Sammler einbringen� als auch f�ur jene�
welche Masse aus dem Sammler abziehen� F�ur jene Rohre� in welche Masse ein�
tritt� mu� noch eine zus�atzliche Randbedingung angegeben werden�

Da der Sammler nach au�en hin w�armeisoliert ist� kann der mit Druckverlust
behaftete Einstr�omvorgang vom Sammler in das Rohr als adiabate Drosselung
angesehen werden� Bei dieser Zustands�anderung bleibt� nach dem 
� Hauptsatz
der Thermodynamik f�ur Flie�prozesse� die Totalenthalpie konstant� Damit liefern
die Gleichungen

hs � hi �
w�
i

�
f�ur wi � �� ���a�

hs � hj �
w�
j

�
f�ur wj � �� ���b�

die zweite Randbedingung f�ur Rohre� welche Masse aus dem Sammler abziehen�
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Ersetzt man die Zeitableitung in der Massenbilanz ���a� und in der Energiebi�
lanz ���b� f�ur einen einfachen Sammler mit zwei Rohranschl�ussen� wie er in
Bild 
	 dargestellt ist� durch Di�erenzenquotienten� so erh�alt man

�n��S � �nS �
�t

VS
��nEw

n
EAE � �nAw

n
AAA�� ��
a�

VS�
n��
S un��S �mStcpStT

n��
S � �t��nEw

n
Eh

n
EAE � �nAw

n
Ah

n
AAA� �

�VS�
n
Su

n
S �mStcpStT

n
S � ��
b�

In �Ubereinstimmung mit Bild 
	 wurde der Index i durch E und j durch A er�
setzt� Aus der diskreten Form der Massenbilanz ��
a� rechnet man die Dichte
im Sammler zum Zeitpunkt tn�� aus� Die diskrete Form der Energiebilanz ��
b�
stellt� zusammenmit der thermischen Zustandsgleichung �
�� und den kalorischen
Zustandsgleichungen �

�� ein nichtlineares Gleichungssystem f�ur Druck� spezi�
�sche innere Energie� spezi�sche Enthalpie und Temperatur des Mediums im
Sammler f�ur den Zeitpunkt tn�� dar�

Der Druck ist der erste Randwert f�ur die Anschlu�punkte der Rohre� Man erh�alt
ihn aus der Impulsbilanz ���c� als
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n
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E 
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pn��E � pn��S � �nE�w
n
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�

�
f�ur wn

E � �� ���d�

Die zweite Randbedingung f�ur Rohre� welche Masse aus dem Sammler abziehen�
liefert die Forderung h � konstant bei adiabater Drosselung�

Man erh�alt also mit

hn��S � h�pn��E � �n��E � � � f�ur wn
E � �� ��	a�

hn��S � h�pn��A � �n��A � � � f�ur wn
A � �� ��	b�

jeweils eine Beziehung f�ur die Dichte zum Zeitpunkt tn�� f�ur die Rohran�
schlu�punkte� falls der Geschwindigkeitsvektor ins jeweilige Rohr weist�

��� Kesseltrommel

Die Trommel ist ein zylinderf�ormiger Beh�alter� welcher bei Naturumlauf�
Dampferzeugern �Dampfkesseln� das Fall� und das Steigrohrsystem verbindet� Sie
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dient dazu� das in den beheizten Steigrohren erzeugte Wasser�Dampf�Gemisch
m�oglichst vollst�andig zu trennen� Um das Mitrei�en von Wassertr�opfchen mit
dem Sattdampfstrom zu vermeiden� sind bestimmte Trommeleinbauten erforder�
lich� die sich je nach Betriebsdruck unterscheiden� Bild 
� zeigt eine Trom�
mel samt Inneneinbauten f�ur einen Betriebsdruck von 
	� �bar�� Sie hat einen
Durchmesser von � �m� und eine L�ange von ungef�ahr � �m�� Die Wandst�arke
betr�agt �� �mm��

Bild 
�� Kesseltrommel �Mannesmann�� Trommeleinbauten�Lentjes� �
�

Bei dieser Bauart erfolgt die Trennung von Wasser und Dampf vorwiegend infolge
der Schwerkraft� Der spezi�sch leichtere Dampf sammelt sich im oberen Bereich
der Trommel� dem sogenannten Dampfraum� Das Wasser� welches spezi�sch
schwerer ist� verbleibt im unteren Bereich der Trommel� Dieser Teil wird als
Wasserraum bezeichnet� Die Trennlinie zwischen Wasser und Dampf nennt man
Wasserstand�

Das in den Steigrohren erzeugte Wasser�Dampf�Gemisch gelangt durch die
�Uberstr�omrohre in die Trommel� Die Umlenkbleche zwingen den Wasser�Dampf�
Strom dazu� ins Trommelwasser einzudringen und dort eine heftige Durchmi�
schung mit dem Speisewasser herbeizuf�uhren� Es erfolgt dabei ein Energieaus�
tausch zwischen dem Speisewasser und demWasser�Dampf�Gemisch� bei dem ein
gewisser Teil des Dampfes kondensiert� und hilft das Speisewasser auf Siedezu�
stand zu bringen� Der restliche Teil des Dampfes tritt durch die Wasser�
ober��ache in den Dampfraum� wird im Demister getrocknet und verl�a�t �uber die
Sattdampfrohre die Trommel� Der aus dem Wasser austretende Sattdampfstrom
sollte eine Geschwindigkeit von 	 �m
s� nicht �uberschreiten� um ein Mitrei�en
von Wassertropfen zu verhindern� Diese Forderung f�uhrt zu einem relativ gro�en
Trommeldurchmesser�
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Der kondensierte Dampf str�omt zusammenmit dem Speisewasser in die Fallrohre�
Das Speisewasser wird in Rohren in den Wasserraum gef�uhrt und str�omt dort
�uber einen Verteilerzylinder gleichm�a�ig ins Trommelwasser� Diese Einrichtung
dient ebenfalls dazu� das Speisewasser mit dem Trommelwasser zu durchmischen
und soll verhindern� da� Str�ahnen kalten Speisewassers direkt in die Fallrohre
gelangen� Die Wasserstandsanzeiger dienen zur Feststellung des h�ochsten und
des niedrigsten Wasserstandes�

Wird ein Dampferzeuger bei h�oheren Dr�ucken betrieben� so reicht die Schwerkraft
allein nicht aus� um den Dampf vom Wasser zu trennen� da mit steigendem
Druck die Di�erenz zwischen Sattdampfdichte und Sattwasserdichte sinkt� Bei
dieser Dampferzeugerbauart werden anstelle der Umlenkbleche Abscheidezyklone
eingebaut� In diese Zyklone tritt das Dampf�Wasser�Gemisch tangential ein und
wird von den Zyklonw�anden auf kreisf�ormige Bahnen abgelenkt� Durch die gro�en
Zentrifugalkr�afte wird das Wasser nach au�en gepre�t und �ie�t durch den sich
nach unten hin erweiternden Teil der Zyklone in den Wasserraum� w�ahrend der
Dampf im Innern der Zyklone axial nach oben str�omt� Durch die Prallbleche�
welche oberhalb der Zyklone angeordnet sind und zur Dampftrocknung dienen�
gelangt der Dampf schlie�lich in den Dampfraum�

Wegen der gro�en Abmessungen sowie der Verschw�achung durch die zahlreichen
Rohranschl�usse ist die Trommel das dickwandigste Element des Dampferzeu�
gers� Die Wandst�arken erreichen� abh�angig von Betriebsdruck und Trommel�
durchmesser� bis zu 
�� �mm�� Um in diesem dickwandigen Bauteil die Thermo�
spannungen in zul�assigen Grenzen halten zu k�onnen� d�urfen die �ortlichen Tem�
peraturgradienten in der Trommel gewisse Gr�o�en nicht �uberschreiten� Da im
Siedezustand Druck und Temperatur des Wassers gekoppelt sind� werden die f�ur
den Betrieb zul�assigen Druckgradienten durch die thermischen Spannungen in
der Trommelwand bestimmt�

F�ur die Einbindung der Trommel in das mathematische Modell eines einfachen
Naturumlauf�Dampferzeugers werden die folgenden vereinfachenden Annahmen
getro�en�


 Teilung der Trommel in einen Wasserraum und einen Dampfraum� welche
stets konstantes Volumen aufweisen�

Energie� und Massenaustausch zwischen diesen beiden R�aumen ist zwar m�oglich�
eine �Anderung des Wasserstandes in der Trommel ist jedoch nicht zugelassen�
Entsteht also w�ahrend eines Zeitschrittes ein �Uberschu� an Wasser in der Trom�
mel� so mu� dieser durch das Speisewasserrohr abgef�uhrt werden�


 DerWert des Druckes in der Trommel als Funktion der Zeit wird vorgegeben
und ist in der gesamten Trommel konstant�
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Die Annahme konstanten Druckes in der gesamten Trommel ist keine gravierende
Abweichung von der praktischen Situation� da die H�ohenausdehnung der Trom�
mel gegen�uber der des Rohrsystems vernachl�assigbar ist� Den Trommeldruck
zwingend vorzuschreiben schr�ankt die praktische Anwendbarkeit des Modelles
ebenfalls nicht ein� Tats�achlich h�angt der Trommeldruck vom Druckverlust der
Dampfverbraucher ab� Dieser Druckverlust ist wiederum vom Dampfmassen�
strom abh�angig� woraus folgt� da� der Trommeldruck und der Dampfmassenstrom
gekoppelt sind� Bei bekannter Geometrie und bekannten Str�omungsverh�altnissen
im Dampfverbraucher kann man den Trommeldruck f�ur den n�achsten Zeitschritt
explizit berechnen� Diese M�oglichkeit erlaubt� die peripheren Anlagenteile un�
ber�ucksichtigt zu lassen und f�ur die Modellbetrachtung den zeitlichen Verlauf des
Trommeldruckes vorzugeben�


 Es �ndet ein idealer Energieaustausch in der Trommel statt� soda� zu je�
dem Zeitpunkt im Innern sowie im Stahlk�orper der Trommel eine konstante
Temperaturverteilung herrscht�

Diese Annahme setzt eine gute Durchmischung des meist etwas k�alteren Speise�
wassers mit dem Trommelinhalt und einen guten Energieaustausch zwischen der
gasf�ormigen und der ��ussigen Phase des Wassers in der Trommel voraus� Es
wird angenommen� da� in der Trommel Siedezusstand herrscht� wenn Dampf pro�
duziert wird� Sorgt man durch entsprechende Einbauten daf�ur� da� das Speise�
wasser gut verteilt in die Trommel eingebracht wird� und zwingt man das Wasser�
Dampf�Gemisch durch Umlenkbleche� eine intensive Durchmischung des Wassers
in der Trommel herbeizuf�uhren� so ist diese Annahme gerechtfertigt� Will man
trotzdem eine etwaige Unterk�uhlung des in die Fallrohre eintretenden Wassers
infolge schlechter Vermischung imWasserraum ber�ucksichtigen� so kann dies� wie
beispielsweise im Programm NOWA ��� zur Str�omungsberechnung in beheizten
Rohrnetzwerken� durch einen Unterk�uhlungsfaktor geschehen� Diese Option w�are
auch im vorliegenden Fall relativ leicht zu implementieren� Es wurde aber darauf
verzichtet� da dies keinen wesentlichen Beitrag zum Studium der Ph�anomene im
instation�aren Betrieb eines Naturumlauf�Dampferzeugers liefert�

Die Voraussetzung� da� die Stahlmanteltemperatur gleich der Temperatur des
Trommelinhaltes ist� bedeutet� da� sowohl der W�arme�ubergang vom Trommelin�
halt auf die Trommelwand als auch die W�armeleitf�ahigkeit des Stahlwerksto�es
unendlich gro� sein m�u�ten� Dies tri�t in Wirklichkeit� trotz des infolge der
heftigen Turbulenzen relativ hohen W�arme�ubergangskoe�zienten im Trommelin�
neren� nicht zu� Diese Vereinfachung wird jedoch gemacht� um den an sich schon
komplexen Vorgang des instation�aren Verhaltens nicht un�uberschaubar zu kom�
plizieren�


 Das �Uberstr�omrohr weist keinen �Uberhub auf�
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Diese Annahme� die Geometrie betre�end� bedeutet� da� das �Uberstr�omrohr in
den Wasserraum m�undet� Dies kommt bei realen Dampferzeugern ebenfalls vor
und hat hier den Sinn� da� sowohl f�ur das Fall� als auch f�ur das Steigrohr dieselben
Randbedingungen gelten� In beiden F�allen soll� wenn der Geschwindigkeitsvek�
tor ins Rohr weist� die Dichte im Rohranschlu�punkt �uber die Beziehung der
adiabaten Drossel angegeben werden�

Da mit dem hier de�nierten Trommelmodell auch Anfahrvorg�ange vom kalten
Zustand des Dampferzeugers simuliert werden sollen� ist noch eine Annahme f�ur
den �Ubergang vom einphasigen zum zweiphasigen Zustand in der Trommel zu
tre�en�


 Be�ndet sich die Enthalpie des Trommelwassers bei gegebenem Trom�
meldruck unter der Sattwasserenthalpie� so ist der Dampfraum leer und
die Dampfgeschwindigkeit wD gleich Null� Wird die Sattwasserenthalpie
erreicht� so herrscht in der Trommel Siedezustand und der gesamte
Dampfraum ist mit trocken ges�attigtem Dampf gef�ullt�

Diese Annahme bewirkt zwar beim erstmaligen Erreichen des Siedezustandes eine
gro�e Unstetigkeit im Energiezustand der Trommel� welche jedoch nur w�ahrend
weniger Zeitschritte beobachtet wird� Die genauen Ursachen und Folgen dieser
Erscheinung werden sp�ater erl�autert�

Mit den eben getro�enen Annahmen l�a�t sich die Trommel wie in Bild 
�
dargestellt modellieren�

Die Geometrie der Trommel wird durch die Angabe des Wasserraumvolumens VW
und des Dampfraumvolumens VD� sowie durch die Angabe der Querschnitte der
Rohranschl�usse des Speisewassers AS� des FallrohresAF � des �Uberstr�omrohresAU

und des DampfentnahmerohresAD bestimmt� Umdas thermodynamischeVerhal�
ten des Trommelwerksto�es ber�ucksichtigen zu k�onnen� mu� die Stahlmasse mSt

sowie die spezi�sche W�armekapazit�at des Stahles cpSt angegeben werden�

F�ur die Berechnung des Zustandes in der Trommel sind grunds�atzlich zwei F�alle
zu unterscheiden� welche auch durch unterschiedliche Gleichungen beschrieben
werden�


� Bei gegebenem Trommeldruck liegt der energetische Zustand des Trom�
melinhaltes unterhalb des Siedezustandes�

In diesem Fall ist der Wasserraum mit unterk�uhltem Wasser gef�ullt� der
Dampfraum ist leer� Der Zustand des Wassers ist neben dem Trommel�
druck pT durch die Dichte �W festgelegt� DiesemZustand sind �uber die ther�
mische beziehungsweise die kalorische Zustandsgleichung die Wassertem�
peratur TW sowie die spezi�sche Enthalpie hW und die spezi�sche innere
Energie uW des Wassers zugeordnet�
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Bild 
�� Modell einer Kesseltrommel

�� Bei gegebenem Trommeldruck be�ndet sich der Trommelinhalt im Siedezu�
stand�

In diesem Fall ist der Wasserraum mit Sattwasser gef�ullt und im
Dampfraum be�ndet sich trocken ges�attigter Dampf� Hier ist durch die
Angabe des Trommeldruckes pT allein sowohl der Zustand der ��ussigen als
auch jener der gasf�ormigen Phase des Wassers �xiert� F�ur den Siedezustand
ergibt sich die Temperatur des Wassers TW � gleich der des Dampfes TD� aus
der Dampfdruckkurve�

TW � TD � TSatt�pT �� ����

Weiters hat das Wasser die gleiche Dichte� spezi�sche Enthalpie und spezi�
�sche innere Energie wie das Siedewasser� w�ahrend der Dampf die analogen
Zustandsgr�o�en von Sattdampf annimmt�

�W � �L�pT �� hW � hL�pT � und uW � uL�pT �� ���a�

�D � �G�pT �� hD � hG�pT � und uD � uG�pT �� ���b�

Der Zustand des Speisewassers wird in beiden F�allen durch den Druck�
welcher identisch dem Trommeldruck angenommen wird� und durch die Speise�
wasserdichte �S �xiert� Temperatur TS� spezi�sche Enthalpie hS und spezi�sche
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innere Energie uS sind wieder �uber die thermische beziehungsweise die kalorische
Zustandsgleichung gekoppelt�

F�ur die mathematische Modellierung stellt die Trommel� �ahnlich wie der Samm�
ler� ein punktf�ormiges Gebilde dar� dessen instation�ares Verhalten durch einen
Satz von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen beschrieben wird� In beiden
angef�uhrten F�allen sind dies die Massenbilanz� die Energiebilanz und die auf
eine Druckbilanz reduzierte Impulsbilanz�

Zu 
�� Be�ndet sich im Wasserraum der Trommel Wasser mit einer geringeren
spezi�schen Enthalpie als die S�attigungsenthalpie f�ur den gegebenen Trommel�
druck�

hW � hL�pT �� ����

so gelten folgende Erhaltungsbeziehungen�

d

dt
��WVW � � �SwSAS � �FwFAF � �UwUAU � ���a�

d

dt
��WuWVW �mStcpStTW � � �SwShHAS � �FwFhFAF �

��UwUhUAU � ���b�

In der Energiebilanz ���b� mu� ber�ucksichtigt werden� da� das Speisewasser�
wenn wS 
 � ist� zwar mit der Enthalpie hS in die Trommel str�omt� da� je�
doch� wenn in der Trommel ein Massen�uberschu� entsteht und deshalb Masse mit
wS � � durch die Speisewasserleitung abgezogen werden mu�� um den Wasser�
stand konstant zu halten� Trommelwasser mit der Enthalpie hW durch die Speise�
wasserleitung austritt� Dies wird durch folgende Bedingung gesichert�

hH � hS f�ur wS � �� ���a�

hH � hW f�ur wS � �� ���b�

Ersetzt man die Zeitableitung in den Erhaltungss�atzen ���� durch Di�erenzen�
quotienten� so erh�alt man

VW ��n��W � �nW � � �t��n��S wn��
S AS � �nFw

n
FAF �

��nUw
n
UAU�� ���a�

VW ��n��W un��W � �nWu
n
W ��

�mStcpSt�T
n��
W � T n

W � � �t��n��S wn��
S hnHAS � �nFw

n
Fh

n
FAF �

��nUw
n
Uh

n
UAU�� ���b�

Zusammen mit den Zustandsgleichungen der Form

T n��
W � T n��

W ��n��W � pn��T �� ���a�

un��W � un��W ��n��W � pn��T �� ���b�

hn��W � hn��W ��n��W � pn��T �� ���c�
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stellen die diskretisiertenen Erhaltungss�atze ���� ein nichtlineares Gleichungssys�
tem f�ur �n��W � T n��

W � un��W � hn��W und wn��
S dar�

Man beachte� da� im System ���� in den Rohranschlu�punkten des Umlauf�
systemes die thermodynamischen Gr�o�en zum Zeitpunkt tn verwendet werden�
w�ahrend beim Speisewasseranschlu� alle Werte zum Zeitpunkt tn�� eingesetzt
sind� Dieser Ansatz ist deshalb so gew�ahlt� weil die Gleichungen ���� und ����
zur Berechnung des Zustandes in der Trommel dienen und den Einspeisestrom
bei Massende�zit oder den Ausspeisestrom bei Massen�uberschu� innerhalb eines
Zeitschrittes liefern sollen� Die Beziehungen f�ur die Interaktion der Trommel mit
dem Umlaufsystem werden noch sp�ater hergeleitet�

Die Randbedingungen f�ur das partielle Di�erentialgleichungssystem von Fall�
und �Uberstr�omrohr erh�alt man� analog zum Sammlermodell� aus einer auf
die Druckbilanz reduzierten Impulsbilanz und aus der Beziehung f�ur die adi�
abate Drosselung� falls Wasser in das betrachtete Rohr einstr�omt� F�ur den
Druck im Rohranschlu�punkt ergibt sich unter Ber�ucksichtigung etwaiger Ein�
beziehungsweise Ausstr�omverluste

pn��F � pn��T � �nF �w
n
F �

�

�
f�ur wn

F � �� ��
a�

pn��F � pn��T �
�nF �w

n
F �

�

�
f�ur wn

F � �� ��
b�

pn��U � pn��T �
�nU �w

n
U�

�

�
f�ur wn

U � �� ��
c�

pn��U � pn��T � �nU�w
n
U �

�

�
f�ur wn

U � �� ��
d�

F�ur den Fall� da� Wasser in das betrachtete Rohr eintritt� lautet die Beziehung
f�ur die adiabate Drossel

hn��T � h�pn��U � �n��U � � � f�ur wn
U � �� ���a�

hn��T � h�pn��F � �n��F � � � f�ur wn
F 
 �� ���b�

und liefert jeweils mit ��
� und der kalorischen Zustandsgleichung eine Beziehung
f�ur �n��F und f�ur �n��U �

An dieser Stelle mu� betont werden� da� f�ur wn
F � � und wn

U 
 � die Werte �n��F

und �n��U aus den Diskretisierungen der Gleichungen f�ur die entsprechenden Rohre
berechnet werden und deshalb keinesfalls als Randbedingung vorgeschrieben wer�
den d�urfen� da man sonst ein falsches Ergebnis erh�alt�

Zu ��� Wenn sich der Trommelinhalt bei gegebenemTrommeldruck pT im Siedezu�
stand be�ndet�

hW � hL�pT �� ��	�
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so mu� auch der Dampfraum ber�ucksichtigt werden� und die Erhaltungsbeziehun�
gen lauten

d

dt
��WVW � �DVD� � �SwSAS � �FwFAF �

��UwUAU � �DwDAD� ���a�

d

dt
��WuWVW � �DuDAD�

�mStcpStTW � � �SwShHAS � �FwFhFAF �

��UwUhUAU � �DwDhDAD� ���b�

Die Ber�ucksichtigung der Str�omungsrichtung f�ur die Wahl der Enthalpie im
Speisewasserterm der Energiebilanz ���b� geschieht wie in Fall 
� siehe Glei�
chung ����� Da in der Trommel Siedezustand herrscht� sind die thermodyna�
mischen Zustandsgr�o�en nach ���� und ���� ausschlie�lich Funktionen des Trom�
meldruckes pT �

Durch Diskretisieren der Erhaltungsbeziehungen ���� erh�alt man

VW ��n��W � �nW ��

�VD��
n��
D � �nD� � �t��n��S wn��

S AS � �nFw
n
FAF �

��nUw
n
UAU � �n��D wn��

D AD�� ���a�

VW ��n��W un��W � �nWu
n
W ��

�VD��
n��
D un��D � �nDu

n
D��

�mStcpSt�T
n��
W � T n

W � � �t��n��S wn��
S hnHAS �

��nFwn
Fh

n
FAF � �nUw

n
Uh

n
UAU �

��n��D wn��
D hn��D AD�� ���b�

Da in diesem Fall die thermodynamischen Zustandsgr�o�en zum Zeitpunkt tn��
mit pn��T sofort feststehen� stellen die diskretisierten Erhaltungss�atze ���� ein
lineares Gleichungssystem f�ur wn��

S und wn��
D dar�

Zur Berechnung der Randwerte in den Rohranschlu�punkten von Fall� und
�Uberstr�omrohr gelten analog zum Fall 
 die Gleichungssysteme ��
� und �����

Auf die Schwierigkeiten� welche beim �Ubergang von den Gleichungen f�ur den
Fall 
 zu jenen f�ur den Fall � auftreten� sei an dieser Stelle noch besonders
hingewiesen�
Das Gleichungssystem ����� ���� ist f�ur den Fall hergeleitet� da� sich unterk�uhltes
Wasser im Wasserraum der Trommel be�ndet� Es kann daher nur L�osungen
liefern� deren Werte durch die Siedelinie der Zustands��ache von Wasser begrenzt
ist� Das bedeutet� da� es unm�oglich ist� aus ���� und ���� Werte hn��W zu erhalten�
die gr�o�er als h��pT � sind� Da man sich der Siedelinie nur in diskreten Schritten
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n�ahert� stellt ��	� kein geeignetes Umschaltkriterium von den Gleichungen �����
���� auf das Gleichungssystem ����� ���� und ���� dar� Es war daher notwendig
eine ��Umgebung der Siedelinie zu de�nieren und mit der Abfrage

hW � hL�pT �� � ����

eine f�ur die numerische Realisierung geeignete Umschaltbedingung zu erhalten�

Wird beim �Ubergang zum n�achsten Zeitschritt die Bedingung ���� erf�ullt� so
wird im neuen Zeitschritt mit der Gleichung f�ur S�attigungszustand in der Trom�
mel gerechnet� welche voraussetzt� da� der Dampfraum zur G�anze mit trocken
ges�attigtem Dampf gef�ullt ist� Da meist im Zeitschritt� in welchem das Umschal�
ten erfolgt� eine zu geringe Nettodampfmenge �ubrigbleibt� um den Dampfraum
zu f�ullen� reagiert das System so� da� es von der Damp�eitung die erforder�
liche Dampfmenge !holt"� um den Dampfraum auszuf�ullen� Dies hat zur
Folge� da� sich im ersten Zeitpunkt nach dem Umschalten eine gro�e nega�
tive Dampfgeschwindigkeit einstellt� was physikalisch nicht sinnvoll ist� Eine
m�ogliche Abhilfe w�are� zu kontrollieren� ob der produzierte Dampf bereits das
Dampfraumvolumen vollst�andig gef�ullt hat� und erst wenn dies geschehen ist�
den �Uberschu�dampf aus der Trommel abzuziehen�

Da die eben erw�ahnte !Unstetigkeit" in der Dampfgeschwindigkeit keinen Ein�u�
auf die Ph�anome im System hat� wurde auf die Implementierung dieser Gegen�
ma�nahme verzichtet�

F�ur das Abfahren eines Naturumlauf�Dampferzeugers wurde noch kein Modell
f�ur die Umschaltbedingung vom zweiphasigen in den einphasigen Zustand des
Trommelinhaltes entwickelt� Bei der derzeitigen Implementierung des Rechen�
programmes hat ein Energietransfer aus der Trommel in das Umlaufsystem zur
Folge� da� aus der Damp�eitung gerade soviel Dampf in die Trommel r�uckstr�omt
und dort kondensiert� da� das Energiede�zit gedeckt wird� Das dabei entstandene
Kondensat wird durch die Speisewasserleitung abgef�uhrt�

Ein m�oglicher Ansatz zur Modellierung einer Umschaltbedingung f�ur den Ab�
fahrvorgang w�are� keine Sattdampfgeschwindigkeiten wD � � zuzulassen und
sofort� wenn dies erforderlich ist� auf das einphasige System zu wechseln�
Tats�achlich m�u�te jedoch beim Abfahren zuerst der Dampf im Dampfraum der
Trommel kondensieren und durch irgendein Inertgas ersetzt werden� um den
Druck in der Trommel konstant halten zu k�onnen�

Auf jeden Fall sind bei der Modellierung einer Bedingung f�ur den Abfahrvorgang
eines Naturumlauf�Dampferzeugers aufgrund der Tatsache� da� die Gleichungs�
systeme f�ur S�attigungszustand und Unterk�uhlung nur auf einem bestimmten De�
�nitionsgebiet gelten� �ahnliche Schwierigkeiten wie beim Umschalten w�ahrend der
Anfahrphase zu erwarten�
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� Berechnungen des o�enen Rohr
Sammler


Modells

Zum Test der gew�ahlten Rechenverfahren und zum Studium der Interaktion
der einzelnen Dampferzeugerkomponenten wurde vorerst ein einfaches Rohr�
Sammler�Modell untersucht� Es besteht� wie in Bild 
� dargestellt� aus zwei
senkrechten Rohren� welche am unteren Ende mit einem Sammler verbunden
sind�

Bild 
�� O�enes Rohr�Sammler�Modell

Um dieses Modell einer numerischen Behandlung zug�anglich machen zu k�onnen�
mu� es !diskretisiert" werden� Dabei werden die Rohre in Abschnitte unterteilt�
Der Zustand in diesen Rohrabschnitten wird durch die Angabe des Integralmit�
telwertes �uber einen Ortsschritt der einzelnen Zustandsgr�o�en in den Knoten�
punkten beschrieben� Um die Ergebnisse besser darstellen zu k�onnen� wurden
die Rohrabschnitte� wie Bild 
� zeigt� bei einem Rohr von oben nach unten�
von 
 bis imax��� und beim anderen von unten ausgehend nach oben hin� von
imax�� � 
 bis imax� bezeichnet�

Der Sammler stellt einen besonderen Knotenpunkt dar� welcher die Integralmit�
telwerte der Zustandsgr�o�en des Sammlers repr�asentiert�

Zur Untersuchung des instation�aren Verhaltens des Str�omungsmediums in den
Rohren wurde die Charakteristikenmethode gew�ahlt� wobei die Randwerte an
den Stellen imax�� und imax���
 von den Gleichungen ����� ��	� geliefert wer�
den� An den Knotenpunkten 
 und imaxmu� der zeitliche Verlauf der Randwerte
extern vorgegeben werden� Dabei ist zu beachten� da� der Druck zu jedem Zeit�
punkt an beiden Rohrschenkeln �
 und imax� vorzugeben ist� w�ahrend die Dichte
nur dann vorgegeben werden darf� wenn Masse in das betrachtete Rohr einstr�omt�



��

Die Geometrie des Rohr�Sammler�Modells umfa�t folgende Daten�

Rohr�
Abmessung� D � �
�	 �mm�

s � ��� �mm�
L � ���� �m�

Werksto�� St���� �St � ������ �kg
m��
cp � ����� �J
kgK�

Sammler�
Abmessung� VS � ���	

��� �m��
Werksto�� St���� mSt � 
��	 �kg�

cp � ����� �J
kgK�

Die Rohrl�ange wurde deshalb so gro� angenommen� um auch f�ur leichte Medien
noch nennenswerte Druckgradienten �als Folge der Gravitation� beobachten zu
k�onnen�

	�� Ideales Gas als Str�omungsmedium

F�ur die erste Versuchsreihe wurde ein ideales Gas als Str�omungsmedium
angenommen� Die thermodynamischenEigenschaften des Gases wurden durch die
Angabe der Gaskonstanten� R � ��
���� �J
kgK�� und der spezi�schenW�armeka�
pazit�at bei konstantem Druck� cp � ���� �J
kgK�� �xiert�

Als Startwerte wurde an den oberen Enden der Schenkel ein Druck von p� �
pimax � �� �bar� und eine Dichte von �� � �imax � 
� �kg
m�� vorgegeben� Die
Gravitation bewirkt� vom Punkt 
 ausgehend� einen Druckverlauf der Form

p�i � p�imax���i � p��e
g
RT

ih� i � �� 	� � � � � imax��� ����

Die Dichteverteilung ergibt sich� nach der idealen Gasgleichung bei T �konstant�
in analoger Weise�

Als Startwerte f�ur die Zustandsgr�o�en im Sammler wurden die Werte in den
Rohranschlu�punkten imax�� beziehungsweise imax�� � 
 herangezogen�

F�ur die Simulation mit idealemGas wurde zur Ber�ucksichtigung der Reibungsver�
luste eine konstante Rohrreibzahl� 
 � ���	� ���� angenommen�

Das Rohrsystem wurde nach Bild 
� mit �� Knotenpunkten diskretisiert� Dies
ergibt eine Ortsschrittweite von h � 	 �m�� Um die maximal zul�assige Zeit�
schrittweite nach der CFL�Bedingung berechnen zu k�onnen� ist die Kenntnis der
Schallgeschwindigkeit erforderlich� F�ur ideales Gas errechnet man sie aus

ciG �
p
�RT � ����
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F�ur das oben de�nierte Gas ergibt sich mit ���� und der CFL�Bedingung �	��
f�ur kleine Gasgeschwindigkeiten eine maximal zul�assige Zeitschrittweite von
kmax � ����
��� �s�� Um auch bei etwas h�oheren Gasgeschwindigkeiten die CFL�
Bedingung nicht zu verletzen wurde� die tats�achliche Zeitschrittweite k � ���kmax

gew�ahlt�

	�� Vorgabe der Randwerte als Funktion der Zeit

Um die Reaktion des Systemes auf eine zeitliche �Anderung der Randwerte zu
testen� wurde� von dem oben de�nierten Anfangszustand ausgehend� am Knoten�
punkt 
 der Druck zeitlich gem�a� einer Rampenfunktion erh�oht� Dabei ging
man von der Vorstellung aus� da� an diesem Rohrende ein sehr gro�er Beh�alter
angeschlossen ist� dessen Gasinhalt �uber eine gewisse Zeit konstant beheizt wird�
soda� der Druck im Inneren des Beh�alters linear ansteigt� Ist das Beh�altervolu�
men so gro�� da� der in das Rohr eintretende Massenstrom vernachl�assigbar ist�
so erf�ahrt das Gas eine isochore Zustands�anderung und die Temperatur des Gases
steigt ebenfalls linear mit der Zeit�

Der Druck im Knoten 
 wurde� vom Ausgangsdruck von �� �bar� zum Zeitpunkt
t � �� f�unf Sekunden lang mit einer Drucksteigerungsrate von 
��� �Pa
s� erh�oht
und anschlie�end konstant gehalten� Der Druck im Knoten �� und die Dichte im
Knoten 
 wurden von Anfang an konstant gehalten�

Bild 
�� Geschwindigkeitsverlauf

Die Druckerh�ohung in Knotenpunkt 
 hat zur Folge� da� in den Rohren das
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Medium zu str�omen beginnt und sich ein Geschwindigkeitspro�l ausbildet� Der
Geschwindigkeitsverlauf in den Knotenpunkten 
 und �� ist in Bild 
� dargestellt�
Man erkennt aus der Tatsache� da� die Geschwindigkeitsverl�aufe in den Punk�
ten 
 und �� sehr nahe beieinander liegen� da� die Information �uber den Druck�
anstieg in 
� welche sich mit Schallgeschwindigkeit im Rohr fortp�anzt� eine na�
hezu gleichzeitige Beschleunigung des Gases in den einzelnen Diskretisierungsab�
schnitten bewirkt�

Bild 
�� Druckverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

In Bild 
� ist der Druckverlauf im Rohr aufgetragen� Mit � ist die Schwer�
kraftverteilung des Druckes zum Zeitpunkt t � �� �wi � �� f�ur i � 
� �� � � � � ���
bezeichnet� Nach � �s� hat der Druckverlauf die mit � gekennzeichnete Form�
Dieser Druckverlauf bleibt f�ur alle weiteren Zeitschritte gleich� Aus den bei�
den Druckverl�aufen erkennt man� da� bei diesem Modell die Druckverluste�
die durch die Reibung im Rohr hervorgerufen werden� gegen�uber den Rohrein�
und �ausstr�omverlusten dominieren� Eine Druck�anderung infolge der Ein� und
Ausstr�omverlustem�u�te sich durch einen Sprung imDruckverlauf an den Rohren�
den bemerkbar machen� Hier ist jedoch die Druck�anderung im Rohr gegen�uber
dem Anfangszustand nahezu linear�

In Bild 
� sind einige Dichteverl�aufe im Rohr zu ausgew�ahlten Zeitpunkten
dargestellt� Die mit � bezeichnete Linie kennzeichnet die symmetrische Schwer�
kraftverteilung des Anfangszustandes� Um die Dichteverl�aufe besser inter�
pretieren zu k�onnen� ist es vorteilhaft� diese zusammen mit den Temperaturver�
l�aufen im Bild �� zu betrachten� Dort ist die Temperaturverteilung am Anfang
der Berechnungen ebenfalls mit � gekennzeichnet� Die Verl�aufe von Dichte und
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Bild 
�� Dichteverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

Temperatur nach � �s� � dies entspricht dem �Ubergangspunkt von der Druck�
erh�ohung in Knotenpunkt 
 gem�a� einer Rampenfunktion zu einem konstanten
Wert � sind mit� markiert�

Hier sieht man� da� sich im Inneren des Rohres� etwa ab Knotenpunkt �� ein�
dem zu diesem Zeitpunkt bereits voll ausgepr�agten Druckverlauf �siehe Bild 
�
Symbol �� entsprechender� erh�ohter Dichteverlauf ausgebildet hat� w�ahrend
die Temperatur in diesem Bereich nur leicht angestiegen ist� Wie man aus
der Geschwindigkeitskurve erkennen kann� hat der Teil des Gases� welcher zur
Startzeit demKnoten 
 zugeordnet waren� einenWeg von ungef�ahr 	�� �m� zur�uck�
gelegt� Die Temperatur des nachfolgenden Gases� welches den Knotenpunkt 

passiert� hat ebenfalls einen rampenf�ormigen Verlauf� da man in diesem Punkt
eine isochore Druckerh�ohung annimmt� Infolge dieser Temperaturerh�ohung ist in
diesem Abschnitt ein starker Abfall der Dichte zu verzeichnen�

Das Gas str�omt nun st�andig mit einer Temperatur von �
���� �K� in das Rohr
ein� Dies hat zur Folge� da� sich die Front mit der erh�ohten Temperatur im
Rohr fortp�anzt� Die Dichte sinkt im Bereich der hohen Temperatur ab� Der
Verlauf von Dichte und Temperatur nach �� �s� ist in den Bildern 
� und �� mit
� gekennzeichnet� Der im Verh�altnis zum Rohrvolumen relativ gro�e Samm�
ler stellt f�ur die Ausbreitung der Temperaturfront ein Hindernis dar� da er durch
seine Speicherf�ahigkeit nur langsam die Temperatur des einstr�omenden Gases an�
nimmt� Dies zeigt der Temperaturabfall zwischen den Knotenpunkten �
 und ��
im Temperaturverlauf nach �� �s�� mit � bezeichnet� sehr eindrucksvoll� Auch
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Bild ��� Temperaturverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

die Dichte weist hier einen sprunghaften Zuwachs auf�

Nach 
�� �s� ist der station�are Zustand erreicht� Die Verl�aufe von Dichte und
Temperatur zu diesem Zeitpunkt sind mit � bezeichnet�

Die Temperaturerh�ohung im unteren Bereich der Rohre begr�undet sich aus dem

� Hauptsatz f�ur station�are Flie�prozesse� Bei adiabaten Systemen� welchen keine
technische Arbeit zugef�uhrt wird� reduziert sich dieser unter Vernachl�assigung des
Geschwindigkeitstermes auf

cp�T � g�H � �� ����

Unter der Annahme einer geod�atischen H�ohendi�erenz von �� �m� f�uhrt der
Schwerkraftterm bei dem gew�ahlten Str�omungsmedium zu einer Temperatur�
erh�ohung von ����� �K�� Diese wird im aufw�arts f�uhrenden Rohrschenkel wieder
nahezu vollst�andig reversibel abgebaut�

Eine bleibende Temperaturerh�ohung infolge der durch Reibung dissipierten En�
ergie liegt in der Gr�o�enordnung von 
��	 �K��

Der Verlauf der Dichte ist �uber die ideale Gasgleichung mit den Verl�aufen von
Druck und Temperatur gekoppelt und daher nahezu proportional dem Druck�
verlauf�
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	�� Beheiztes Rohr�Sammler�Modell

In diesem Abschnitt wird der Ein�u� der Beheizung� die dem zweiten Quellterm
in Gleichung ��c� entspricht� untersucht� Die Geometrie des Modelles sowie die
Gaseigenschaften wurden wie in der vorangegangenen Berechnung angenommen�
Auch die Wahl der Startwerte der Zustandsgr�o�en in den Rohren und im Samm�
ler blieb gleich� Die Randwerte wurden bei den Untersuchungen mit Beheizung
zeitlich konstant gehalten�

Die Beheizung erfolgte an den Knotenpunkten �� bis 	�� gem�a� einer Rampen�
funktion wie bei der vorangegangenen Berechnung von t � � bis t � � �s� und
wurde ab diesem Zeitpunkt konstant gehalten� Die zeitliche Steigerung der auf
das Fluidvolumen bezogenen Heizleistung wurde so gew�ahlt� da� sie nach � �s�
�� �kW
m�� erreicht�

Bild �
� Geschwindigkeitsverlauf

Die Beheizung im rechtenRohrschenkel bewirkt� da� sich im beheizten Bereich die
Dichte verkleinert� Dadurch verringert sich dort der statische Druck� Die Resul�
tierende der unterschiedlichen Druckkr�afte in den beiden Rohrschenkeln bewirkt
eine Beschleunigung des Str�omungsmediums� Dieses wird solange beschleunigt�
bis die Reibungskr�afte gleich den treibenden Kr�aften aus dem Dichteunterschied
in den Rohrschenkeln sind� Ist diese Gleichheit erreicht� so hat sich ein station�arer
Zustand eingestellt�

Bild �
 zeigt die Geschwindigkeiten an den oberen Rohrenden des beheizten Rohr�
Sammler�Modells als Funktion der Zeit% die untere Linie im Punkt 
� die obere
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Bild ��� Geschwindigkeitsverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

im Punkt ���

Man erkennt� da� die Str�omung so stark beschleunigt� da� es zum �Uberschwin�
gen der Gasgeschwindigkeit kommt� Nach ungef�ahr 
�� �s� wird der Maximal�
wert der Geschwindigkeit und nach 
�� �s� der station�are Zustand erreicht� Die
Tatsache� da� die Geschwindigkeit im Knotenpunkt �� stets h�oher als jene
im Punkt 
 ist� wird durch die Dichteverringerung im Bereich der Beheizung
begr�undet� Den Ort dieser Beschleunigung sieht man am besten im Bild ��� wo
einige Geschwindigkeitsverl�aufe �uber die Rohrl�ange zu verschiedenen Zeitpunkten
aufgetragen sind� Mit � ist der Geschwindigkeitsverlauf nach � �s�� mit � jener
nach 	� �s�� mit� jener nach 
�� �s� und mit � jener nach 
�� �s� gekennzeichnet�

Der Druckverlauf� welcher in Bild �	 dargestellt ist� �andert sich unter der
vorgegebenen Beheizung nur unwesentlich� Von der Schwerkraftverteilung zum
Zeitpunkt t � �� welche mit � gekennzeichnet ist ausgehend� verformt sich das
Druckpro�l zu dem mit � gekennzeichneten Verlauf zum Zeitpunkt t � � �s�
und bleibt dann zeitlich unver�andert� Die mit � bezeichnete Linie zeigt den
Druckverlauf nach 
�� �s��

Trotz der nahe beisammen liegenden Druckpro�le erkennt man� da� beim be�
wegten Fluid kleinere Dr�ucke auftreten� Weiters zeigt ein Vergleich zweier
Knotenpunkte gleicher geod�atischer H�ohe� da� beim abw�arts str�omenden Fluid
gr�o�ere Dr�ucke als im aufw�arts str�omenden herrschen� Diese stellen die treibende
Kraft f�ur die Beschleunigung der Str�omung dar� Durch die Reibung im Rohr wird
diese Kraft jedoch kompensiert� soda� eine station�are Str�omung m�oglich wird�
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Bild �	� Druckverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

Die Dichte und die Temperatur im Rohr� die im Bild �� beziehungsweise im
Bild �� dargestellt sind� zeigen eine gegenl�au�ge Tendenz� Diese resultiert aus
der idealen Gasgleichung bei nahezu konstantem Druck� Die dargestellten Linien
sind den verschiedenen Zeitpunkten wie folgt zugeordnet�

Symbol Zeit �s�
� �
� 	�
� ��
� ��
� 
��

Es ist klar� da� zu jedem Zeitpunkt die h�ochsten Temperaturen im Punkt 	�
auftreten� da dieser der letzte beheizte Punkt in Str�omungsrichtung ist und
ein von den darunterliegenden Punkten bereits vorgeheiztes Str�omungsmedium
�ubernimmt� Den steilen Temperaturabfall in den folgenden Knotenpunkten �bei
t � �� �s�� kann man damit begr�unden� da� sich die Temperaturfront anfangs nur
mit einer kleinen Geschwindigkeit fortbewegt� w�ahrend gleichzeitig das Medium
in den beheizten Punkten kr�aftig erw�armt wird�

Diese anfangs kleinen Geschwindigkeiten des Str�omungsmediums bewirken auch�
da� die Temperaturgradienten im ersten beheizten Knotenpunkt �	 anfangs
gr�o�er sind als bei der station�aren Str�omung �� Auch die �Uberh�ohung der Tem�
peratur bei t � �� �s� ist darauf zur�uckzuf�uhren�
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Bild ��� Dichteverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

Ist die Str�omung station�ar geworden� so bleibt die Temperatur ab Knotenpunkt 	�
nahezu konstant�

Bild ��� Temperaturverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten
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� Berechnungen des Dampferzeugermodells

Nachdem das gew�ahlte Rechenverfahren am o�enen Rohr�Sammler�Modell er�
folgreich getestet worden war� konnten die Rechenversuche an einem vollst�andi�
gen Naturumlauf�Dampferzeuger�Modell durchgef�uhrt werden� Dieses ist �ahnlich
dem im Bild 
 dargestellten aufgebaut und besteht aus zwei senkrechten Rohren�
welche am unteren Ende mit einem Sammler und am oberen Ende mit der Trom�
mel verbunden sind� Beide Rohre m�unden in den unteren Bereich der Trommel�
also in den Wasserraum� Ein �Uberstr�omrohr ist bei diesem einfachen Modell
nicht ausgef�uhrt� Das Steigrohr m�undet direkt in die� bei der Beschreibung der
Trommel im Abschnitt ��	 mit U bezeichnete� �O�nung� Das Speisewasser wird
dem Wasserraum zugef�uhrt� w�ahrend der Dampf aus dem oberen Bereich der
Trommel abgezogen wird�

Bild ��� Dampferzeugermodell

Im Bild �� links sieht man das� gegen�uber dem in Bild 
 dargestellten� noch et�
was vereinfachte Modell� Bild �� rechts zeigt das diskretisierte Modell� F�ur die
numerische Behandlung wird der untere Teil des Systems gleich wie das o�ene
Rohr�Sammler�Modell diskretisiert� Die Diskretisierung dieses Teils ist im Ab�
schnitt � beschrieben� Im Unterschied zum o�enen Rohr�Sammler�Modell wer�
den nun die Randbedingungen an den Punkten 
 und imax nicht von au�en
vorgegeben� sondern durch die Gleichungen ��
� und ����� siehe Abschnitt ��	�
bereitgestellt�

F�ur dieses Modell sind die zeitlichen Verl�aufe des Trommeldruckes� der Beheizung
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oder K�uhlung der Rohrabschnitte sowie der Speisewasserenthalpie vorzugeben�

Als Ergebnis der Berechnung erh�alt man zu diskreten Zeitpunkten die Werte
der Zustandsgr�o�en in den Knotenpunkten der Rohre sowie jene im Samm�
ler und in der Trommel� Weiters erh�alt man zu diesen Zeitpunkten die
Dampfgeschwindigkeit sowie die Geschwindigkeit des Speisewassers�

Die Geometrie des Dampferzeugermodelles umfa�t folgende Daten�

Rohr�
Abmessung� D � �
�	 �mm�

s � ��� �mm�
L � ���� �m�

Werksto�� St���� �St � ������ �kg
m��
cp � ����� �J
kgK�

Sammler�
Abmessung� VS � ���	
 
��� �m��
Werksto�� St���� mSt � ���� �kg�

cp � ����� �J
kgK�

Trommel�
Abmessung� VW � VD � ��
 �m��

AF � �	��� �mm��
AU � �	��� �mm��
AS � �	��� �mm��
AD � ����� �mm��

Werksto�� ��MnMo�� mSt � ����� �kg�
cp � ����� �J
kgK�

Die Geometrie dieses Modelles weicht ziemlich stark von den Abmessungen aus�
gef�uhrter Naturumlauf�Dampferzeuger ab� Sie wurde deshalb so gew�ahlt� um den
Ein�u� einzelner E�ekte deutlicher sichtbar zu machen� Der Rohrdurchmesser
wurde d�unner angenommen als bei Naturumlauf�Dampferzeugern �ublich� um der
Reibung im Rohr mehr Gewicht zu verleihen� Die Rohrl�ange wurde sehr gro�
angenommen� um den Gravitationsein�u� zu verst�arken� Der Sammler wurde
in diesem Berechnungsbeispiel besonders gro� ausgef�uhrt� um den Ein�u� der
Speicherf�ahigkeit dieses Bauteiles besser sichtbar zu machen�

Ziel dieser Untersuchung war das Studium des dynamischen �Uberganges des
Wassers vom einphasigen in den zweiphasigen Zustand bei konstantem Trom�
meldruck und Beheizung des Steigrohres� Weiters sollte beobachtet werden� wie
sich die Zustandsgr�o�en in der Trommel zeitlich �andern� Dabei sind die Unter�
suchungen auf die folgenden drei Phasen zu erstrecken�


� Der Wasserraum der Trommel ist mit Wasser gef�ullt� der Dampfraum ist
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leer� Aus dem Steigrohr str�omt Wasser anfangs mit gleicher� sp�ater jedoch
mit einer h�oheren Temperatur als jene� die in der Trommel herrscht� In das
Fallrohr str�omt Wasser� das denselben Zustand wie jenes in der Trommel
aufweist� Da das Wasserraumvolumen nach der Modellannahme in Ab�
schnitt ��	 konstant ist� mu� der aus der Massenbilanz �uber das Fall� und
das Steigrohr resultierende Wasser�uberschu� durch die Speisewasserleitung
abgezogen werden�

�� Zustand im Wasser� und Dampfraum der Trommel wie oben� aus dem
Steigrohr str�omt bereits Na�dampf in die Trommel ein�

	� In der Trommel ist der Siedezustand erreicht� der Dampfraum wird mit
trockenges�attigtem Dampf gef�ullt� Dampfmasse str�omt in die Damp�eitung
und wird durch einstr�omendes Speisewasser ersetzt� Der Dampferzeuger
n�ahert sich seinem station�aren Betriebszustand�

Um diesen Phasenwechsel in der Trommel m�oglichst bald zu erreichen� wurde
ein Anfangszustand des Wassers nahe an der Siedelinie gew�ahlt� Zu Beginn der
Rechnung wurde der Zustand des Wassers in der Trommel mit einem Druck pT �

�� �bar� und einer Temperatur TW � �
	 �K� festgelegt� In den Rohren wurde�
wie im Abschnitt ��
� eine Schwerkraftverteilung� mit der Forderung konstanter
innerer Energie im ganzen System� angenommen�

Zur Ber�ucksichtigung der Rohrreibung wurde� wie schon in den vorangegangenen
Berechnungen� eine konstante Rohrreibungszahl mit 
 � ���	� ��� gew�ahlt�

Sowohl das Fall� als auch das Steigrohr� siehe Bild ��� wurden f�ur diese Berech�
nung mit 
� Knotenpunkten diskretisiert� Dies ergibt eine Ortsschrittweite von
h � 	��� �m�� F�ur den oben de�nierten Zustand des Wassers ergibt sich nach ����
eine Schallgeschwindigkeit cW � ����� �m
s�� Mit der Annahme einer maximal
m�oglichen Mediumsgeschwindigkeit von �� ( der Schallgeschwindigkeit ergibt die
CFL�Bedingung eine Zeitschrittweite von k � ��� 
��� �s��

Um eine m�oglichst gro�e treibende Kraft f�ur den Umlauf zu simulieren� wurde
nur der untere Bereich des Steigrohres beheizt� konkret die Knoten 
� bis ���
Dort wurde die auf das Fluidvolumen bezogene W�armezufuhr ab dem Zeitpunkt
t � 
� �s� nach einer Rampenfunktion mit �
� �kW
m�s� erh�oht und ab t �
�� �s� mit �
�� �kW
m�� konstant gehalten� Der Rechenlauf wurde nach 
�� �s�
aus Rechenzeitgr�unden abgebrochen� obwohl sich zu diesem Zeitpunkt noch kein
station�arer Betriebszustand einstellte�


�� Interpretation der Rechenergebnisse

Da die Beheizung erst 
� �s� nach dem Start einsetzt� m�ussen bis zu diesem
Zeitpunkt alle Zustandsgr�o�en im System konstant bleiben�



��

Bild ��� Geschwindigkeitsverlauf

In Bild �� sind die Geschwindigkeitsverl�aufe in den Trommelanschlu�punkten 

und 	� in den ersten 	� �s� dargestellt� Hier sieht man� da� auch in den ersten

� �s� die Geschwindigkeiten nicht genau Null sind� Derartige Schwankungen�
welche auch imDruck an den Anschlu�punkten des Sammlers beobachtet wurden�
sind auf die numerischen Fehler zur�uckzuf�uhren und m�u�ten bei feinerer �ortlicher
Diskretisierung bedeutend kleinere Amplituden aufweisen� Auch die Dichte des
Str�omungsmediums hat einen wesentlichen Ein�u� auf derartige Erscheinungen�
In diesem Zeitraum liegt das Wasser im gesamten System ausschlie�lich in der
��ussigen Phase vor� welche ein fast g�anzlich inkompressibles Verhalten aufweist�
Die Druckwellen� die durch geringste St�orungen hervorgerufen werden� k�onnen
sich nahezu unged�ampft ausbreiten�

Nach 
� �s� setzt die rampenf�ormige Beheizung ein� Durch diesen St�orein�
�u� vergr�o�ert sich die Amplitude der Geschwindigkeitsverl�aufe� wie Bild ��
zeigt� Da� die Geschwindigkeitsverl�aufe derart zackig aussehen� ist auf die un�
vollst�andige Ausgabe der Daten zur�uckzuf�uhren% k � ��� 
��� �s�� Ausgabe in
Zeitintervallen ��� 
��� �s�� Der Plot aller Rechenergebnisse w�urde das schwin�
gende Verhalten der Geschwindigkeit nicht ver�andern� die Kurve im Bild �� je�
doch besser au��osen� Trotz der unzureichenden Ausgabe in diesem Bereich kann
man erkennen� da� die Geschwindigkeit sowohl im Knotenpunkt 
 als auch im
Knotenpunkt 	� w�achst� was bedeutet� da� das Wasser im Fallrohr nach unten
und im Steigrohr nach oben beschleunigt wird�

Dabei nimmt die Geschwindigkeit im Knotenpunkt 	� st�arker zu als im Knoten�
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punkt 
� was darauf zur�uckzuf�uhren ist� da� die Dichte im beheizten Bereich
des Steigrohres sinkt� wodurch aus dem Steigrohr ein Massenstrom ausgeschoben
werden mu�� der gr�o�er ist als jener� der ins Fallrohr nach�ie�t�

Auch wenn nach t � �� �s� die Beheizungsrampe in eine konstante Beheizung

�ubergeht� �andert sich diese Tendenz nicht� Es sind nach wie vor Schwankungen in
der Geschwindigkeit festzustellen� weil das Wasser weiterhin im gesamten System
in der ��ussigen Phase vorliegt� Die Geschwindigkeitsverl�aufe gl�atten sich erst
dann� wenn irgendwo im Steigrohr Wasser in Na�dampf �ubergeht�

Bild ��� Dichteverlauf in den Punkten 
� und ��

Diesen Punkt kann man sehr gut in Bild �� ausmachen� Dort ist der zeitliche
Verlauf der Dichte im Knotenpunkt 
� und im Knotenpunkt �� dargestellt� Bis
zum Zeitpunkt t � 
� �s� bleibt die Dichte in beiden Punkten konstant� Ab
dem Zeitpunkt� in dem die Beheizung einsetzt� ist in beiden Punkten eine Ver�
ringerung der Dichte feststellbar� Diese ist im ��ussigen Bereich des Wassers
gering� Wird jedoch die Zwei�Phasen�Grenze �uberschritten � diese liegt� dem
Druck im Knotenpunkt �� entsprechend� bei ��� �kg
m�� � so entsteht in diesem
Punkt erstmals Dampf und die mittlere Dichte in dem zu diesem Knotenpunkt
geh�orenden Abschnitt sinkt sehr stark ab� Aus dem Diagramm in Bild �� kann
man ablesen� da� zum Zeitpunkt t � �� �s� im Knotenpunkt �� erstmals Dampf
entsteht� Die erstmalige Dampfbildung im Punkt 
�� welcher der unterste be�
heizte Punkt im Steigrohr ist� setzt erst sp�ater ein� da in diesem Rohrabschnitt
von unten her st�andig k�uhleres Wasser nachstr�omt� Weiters kann man erken�
nen� da� im Punkt 
�� in welchem wegen der hydrostatischen Ein��usse ein etwas
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h�oherer Druck herrscht als im Punkt ��� die Zwei�Phasen�Grenzkurve der Dichte
zu kleineren Werten verschoben ist� also unter ��� �kg
m�� liegt�

Bild ��� Geschwindigkeitsverlauf

Der weitere Geschwindigkeitsverlauf in den Trommelanschlu�punkten 
 und 	�
ist im Bild �� zu sehen� Beide Geschwindigkeiten steigen ab dem Zeitpunkt
der ersten Dampfbildung rasch an� schwingen infolge der gro�en Beschleuni�
gung �uber und erreichen ab t � 
�� �s� einen nahezu station�aren Wert� Da�
die Geschwindigkeit bei gleichem Rohrdurchmesser am Steigrohrende um einiges
h�oher ist als am Fallrohreintritt� liegt an der kleineren Dichte in diesem Bereich�
Im station�aren Fall mu� laut Massenbilanz das Produkt �w konstant sein� Da
die mittlere Dichte des aus dem Steigrohr austretenden Wasser�Dampf�Gemisches
wesentlich geringer ist als die des Wassers� welches in das Fallrohr eintritt� mu�
die Geschwindigkeit am Steigrohrende entsprechend h�oher sein�

In Bild 	� ist der Druckverlauf im Fall� und im Steigrohr des Dampferzeugermo�
delles zu zwei verschiedenen Zeitpunkten dargestellt� Die Schwerkraftverteilung
des Druckes vor dem Einsetzen der Beheizung ist mit � bezeichnet� jene nach

�� �s� mit ��

Die beiden Druckverl�aufe weisen eine gro�e �Ahnlichkeit mit jenen des be�
heizten Rohr�Sammler�Modells mit idealemGas als Str�omungsmedium� siehe Ab�
schnitt ���� auf�

Auch hier treten beim bewegten Fluid die kleineren Dr�ucke auf� Die Dr�ucke an
den oberen Anschlu�punkten der Rohre werden bei diesem Modell ebenfalls von
der Trommel diktiert und bleiben den zeitlichen Randbedingungen entsprechend
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Bild 	�� Druckverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

konstant� Eine weitere Parallele zum Ergebnis der Untersuchung des beheizten
Rohr�Sammler�Modells ist die Verschiebung des Druckpro�ls beim bewegten
Fluid� soda� beim Vergleich der Dr�ucke in zwei Punkten gleicher geod�atischer
H�ohe der Druck im Steigrohr kleiner ist als jener im Fallrohr� Auch im vorliegen�
den Fall resultiert aus dieser Tatsache die treibende Kraft f�ur den Naturumlauf�

In Bild 	
 ist der Temperaturverlauf und in Bild 	� der Dichteverlauf zu einigen
ausgew�ahlten Zeitpunkten dargestellt� Dabei gilt folgende Zuordnung der die
Linien kennzeichnenden Symbole zu den gew�ahlten Zeitpunkten�

Symbol Zeit �s�
� 
�
� ��
� ��
� 
��
� 
��

Bereits nach �� �s�� wenn also die konstante Beheizung beginnt� kann man im be�
heizten Bereich� welcher sich von Knotenpunkt 
� bis Knotenpunkt �� erstreckt�
einen deutlichen Temperaturanstieg verzeichnen� Die Dichte sinkt hier kaum ab�
da noch keine Verdampfung eingesetzt hat� Nach �� �s� hat bereits im gesamten
beheizten Bereich Verdampfung eingesetzt� Dies kann man in Bild 	� sehr gut
beobachten� Man sieht dort� da� der Dampfgehalt im beheizten Bereich nach
oben hin zunimmt� was ein Absinken der Dichte zur Folge hat� Weiters kann man
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Bild 	
� Temperaturverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

erkennen� da� die Dichte in diesem Bereich sogar kleinere Werte aufweist als im
quasistation�aren Zustand� welcher mit � bezeichnet ist� Dies ist darauf zur�uck�
zuf�uhren� da� zu diesem Zeitpunkt die Str�omungsgeschwindigkeit noch klein ist
und die konstante Beheizung zu h�oheren Dampfgehalten f�uhrt� Aus dem Dichte�
verlauf in den Punkten �� bis 	� sieht man� da� zu diesem Zeitpunkt noch kein
Dampf in die Trommel gelangt�

Die Dichte im Fallrohr hat sich bis zu diesem Zeitpunkt noch nicht ver�andert� da
aus der Trommel nur Wasser nachstr�omt� das noch nahezu im Anfangszustand
ist�

Der Temperaturverlauf im Steigrohr zeigt� da� sich die Damp�ront nach �� �s� erst
bis zum Knotenpunkt 	� ausgebreitet hat� Die Temperatur weist vom Knoten�
punkt �� bis zum Knotenpunkt 	� einen der Dampfdruckkurve entsprechenden
Verlauf auf und sinkt dann stark ab� Da� die Temperatur im Na�dampfbereich zu
diesem Zeitpunkt h�oher ist als nach 
�� �s�� ist durch einen gegen�uber dem qua�
sistation�aren Zustand erh�ohten Druck zu erkl�aren� Ein h�oherer Druck herrscht
deshalb� weil sich das System zu diesem Zeitpunkt in der Beschleunigungsphase
be�ndet und den Pfropfen dichteren Wassers im oberen Steigrohrbereich aus�
schieben mu��

Die Temperatur im Fallrohr hat sich nach �� �s� noch nicht ver�andert� da von der
Trommel noch immer Wasser mit Anfangstemperatur nach�ie�t� Zum Zeitpunkt
t � 
�� �s�� welcher mit � gekennzeichnet ist� str�omt bereits Na�dampf in die
Trommel� Dies erkennt man einerseits durch die ann�ahernd konstante Dichte�
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Bild 	�� Dichteverlauf zu ausgew�ahlten Zeitpunkten

im Bild 	� im oberen Bereich des Steigrohres� und andererseits durch den der
Dampfdruckkurve entsprechenden Verlauf der Temperatur in diesem Abschnitt�
siehe Bild 	
� Die Dichte im Fallrohr ist bereits leicht abgesunken� da sich nun
die Dichte des Wassers in der Trommel ebenfalls gesenkt hat� Da in der Trommel
Siedezustand herrscht� str�omt Speisewasser mit einer h�oheren Temperatur in das
Fallrohr� was zur Ausbildung einer Temperaturfront f�uhrt� Diese ist im Bild 	

sehr gut zu erkennen�

Der Temperatursprung vom Knotenpunkt 
� zum Knotenpunkt 
� r�uhrt daher�
da� sich die gro�e Wassermasse des Sammlers nur allm�ahlich erw�armt und deshalb
noch relativ kaltes Wasser in das Steigrohr str�omt� Nach 
�� �s� hat sich ein fast
station�arer Zustand eingestellt� Die Geschwindigkeit in den Rohranschlu�punk�
ten ist nun� wie man in Bild �� sieht� konstant� Da� der Zustand noch nicht
endg�ultig station�ar ist� kann man aus dem Temperaturverlauf in Bild 	
 erken�
nen� Die Temperaturfront im Fallrohr ist� wie die mit � gekennzeichnete Linie
zeigt� bis zum Sammler vorgedrungen� die Temperatur des Wassers im Sammler
ist aber kaum h�oher geworden� In das Steigrohr �ie�t daher Wasser� welches
noch nahezu Anfangstemperatur aufweist� Aufgrund der gro�en Wassermasse im
Sammler werden noch ungef�ahr weitere 
�� �s� verstreichen� bis dort die Tempe�
ratur des Wassers im Fallrohr erreicht ist� und damit ein endg�ultig station�arer
Zustand vorliegt�

In Bild 		 sind die Geschwindigkeiten des Speisewassers und des Sattdampfes
als Funktion der Zeit dargestellt� Diese repr�asentieren in Verbindung mit der
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Bild 		� Geschwindigkeitsverl�aufe von Speisewasser und Dampf

Dichte und dem Str�omungsquerschnitt den jeweiligen Massenstrom� Auch hier
zeigen sich� wie beim Geschwindigkeitsverlauf im Bild ��� bis zur ersten Dampf�
bildung starke Schwankungen in der Speisewassergeschwindigkeit� Ab dem Be�
heizungsbeginn bis zum Erreichen des Siedezustandes in der Trommel� nach �� �s��
ist die Speisewassergeschwindigkeit negativ� was bedeutet� da� �ubersch�ussiges
Wasser aus der Trommel abgef�uhrt werden mu�� Zu diesem Zeitpunkt steigt die
Dampfgeschwindigkeit sprunghaft an und die Speisewassergeschwindigkeit wird
positiv� Nach geringen Schwankungen in den beiden Geschwindigkeiten wird
schlie�lich ein station�arer Zustand erreicht�

Zum Abschlu� der Arbeit werden noch zwei dreidimensionale Darstellungen von
Zustandsverl�aufen gezeigt� Auf der mit !Knotennummer" bezeichneten Achse
sind� wie bei den Diagrammen vorher� Fallrohr und Steigrohr aneinandergereiht
dargestellt� Die Zustandsgr�o�en im Sammler sind auch in diesen Bildern nicht
enthalten� Im folgenden werden gewisse Ph�anomene in der Anfahrphase eines
Naturumlauf�Dampferzeugers anhand der dreidimensionalen Abbildungen disku�
tiert�

In Bild 	� ist die zeitliche �Anderung des Dichteverlaufes dargestellt� Man sieht
hier sehr eindrucksvoll das pl�otzliche Absinken der Dichte im Steigrohr� w�ahrend
sich der Dichteverlauf im Fallrohr zeitlich kaum �andert� Bei genauer Betrachtung
kann man auch in dieser Darstellung erkennen� da� die Dampfbildung und damit
das Sinken der Dichte im oberen Teil des beheizten Bereiches �Knoten 
� bis ���
beginnt� Sehr deutlich sieht man den Einschwingvorgang der Dichte im obersten
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beheizten Knotenpunkt� Es werden in diesem Zeitintervall h�ohere Dampfgehalte
als im Station�arzustand erreicht� Dies ist auf die� zu dieser Zeit noch geringe�
Str�omungsgeschwindigkeit zur�uckzuf�uhren� Mit einiger Verz�ogerung wird auch
im Trommelanschlu�punkt �Knoten 	�� der Minimalwert der Dichte erreicht�

Die mit der Ausbreitung der Temperaturfront im Fallrohr einhergehende Dichte�
absenkung kann in dieser Darstellung kaum wahrgenommen werden� Den Dich�
tesprung vom letzten Knotenpunkt des Fallrohres zum ersten Knotenpunkt des
Steigrohres �Knoten 
��� welcher auf das Beharrungsverm�ogen des �ubergro�en
Sammlers zur�uckzuf�uhren ist� kann man recht gut ausmachen�

Bild 	� zeigt die zeitliche �Anderung des Temperaturverlaufes� Es wird von
der tiefen Furche� die das kalte Wasser vom Sammler beim Einstr�omen in das
Steigrohr hervorruft� gepr�agt� Im vorderen Teil des Bildes sieht man das starke
Ansteigen der Temperatur im beheizten Bereich des Steigrohres� Da� im ober�
sten beheizten Knotenpunkt die Verdampfung zuerst einsetzt� erkennt man ganz
gut� Auch das Ausbreiten der Temperaturfront im oberen unbeheizten Teil des
Steigrohres kann man deutlich sehen� Das �Uberschwingen der Temperatur im be�
heizten Bereich in dieser Phase ist kaum zu erkennen� Wesentlich besser hingegen
zeigt sich das langsame Ausbreiten der Temperaturfront im Fallrohr�

Um einen raschen Gesamt�uberblick �uber das Systemverhalten zu gewinnen� eignet
sich die Form der dreidimensionalen Darstellung sehr gut� Eine genaue Aus�
sage �uber den Verlauf einer Zustandsgr�o�e zu einem bestimmten Zeitpunkt ist
schwieriger�

Das beschriebene Rechenprogramm wurde in FORTRAN �� in doppelter
Genauigkeit ausgef�uhrt und ist sowohl auf Personal Computern als auch auf
gr�o�eren Rechenanlagen lau��ahig� Die in der vorliegenden Arbeit beschriebe�
nen Berechnungsbeispiele wurden an einer Sun SPARCstation IPX und einem
IBM RS ����
��� RISC�Rechner durchgef�uhrt�
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Bild 	�� Zeitliche �Anderung des Dichteverlaufs
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Bild 	�� Zeitliche �Anderung des Temperaturverlaufs
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 Zusammenfassung

Um die komplexen Vorg�ange beim Anfahren eines Naturumlauf�Dampferzeugers
studieren zu k�onnen� war es erforderlich� ein Modell zu entwickeln� welches ein�
erseits so einfach ist� da� es numerisch behandelt werden kann� und andererseits
dasselbe physikalische Verhalten wie gro�technisch ausgef�uhrte Anlagen hat� Der
Dampferzeuger wurde daher auf ein System reduziert� das aus zwei senkrechten
Rohren� welche am unteren Ende mit einem Sammler verbunden sind und mit
ihren oberen Enden in die Trommel m�unden� besteht�

Um das dynamische Verhalten dieses Systems simulieren zu k�onnen� mu�ten
sowohl f�ur die Rohrstr�omung als auch f�ur die Zustands�anderungen im Samm�
ler und in der Trommel geeignete Modelle aufgestellt werden� Die instation�are
Str�omung in diesem System wird durch ein System hyperbolischer Di�erential�
gleichungen mit Quelltermen beschrieben� das mit gew�ohnlichen Di�erentialglei�
chungen� die den Sammler und die Trommel beschreiben� gekoppelt ist� F�ur die
numerische L�osung des partiellen Di�erentialgleichungssystems� welches die insta�
tion�are Rohrstr�omung beschreibt� wurden zwei explizite Di�erenzenverfahren aus�
gew�ahlt und auf die Verwendbarkeit im vorliegenden Fall untersucht� Bei diesem
Vergleich hat sich herausgestellt� da� man beim Lax�Friedrichs�Verfahren keine
geeigneten Randbedingungen �ndet� um die im Modell erforderlichen Randwerte
bereitstellen zu k�onnen� BeimCharakteristikenverfahren hingegen ist es sehr wohl
m�oglich solche Randbedingungen zu formulieren� weshalb nur dieses der beiden
Verfahren zur Simulation der Rohrstr�omung geeignet ist�

Um die Interaktion von Rohr und Sammler testen zu k�onnen� wurden Simulatio�
nen am Rohr�Sammler�Modell durchgef�uhrt� Dabei wurde sowohl die Reaktion
des Systems auf die �Anderung der Randwerte untersucht als auch das Systemver�
halten bei Beheizung eines Rohrschenkels und konstant gehaltenen Randwerten
simuliert�

Am einfachen Dampferzeugermodell wurde schlie�lich der Verlauf der Zustands�
gr�o�en in den ersten 
�� �s� nach dem rampenf�ormigen Aufbringen der Beheizung
am unteren Teil des Steigrohres ermittelt�

Obwohl die Charakteristikenmethode in ihrer derzeitigen Implementierung er�
folgreich zu Untersuchungen der vorliegenden Modelle einsetzt wurde� ist man
von der Echtzeitsimulation der Gro�anlagen weit entfernt� Dies ist durch lange
Rechenzeiten infolge kleiner Zeitschritte� die f�ur die Stabilit�at der expliziten
Rechenmethode notwendig sind� begr�undet� Weiters ist die numerische Auswer�
tung der Wasserdampftafel� die mit strenger Genauigkeitsforderung vorgenom�
men wird� sehr zeitaufwendig� Eine gewisse E�zienzsteigerung des Programmes
kann man durch Vereinfachung der Modellierung der Wasserdampftafel� Opti�
mierung der Gitterwahl und andere organisatorische Ma�nahmen erreichen� Eine
andere M�oglichkeit in der Weiterentwicklung des numerischen Verfahrens besteht
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darin� eine implizite Di�erenzenmethode als Basis zur L�osung des partiellen Dif�
ferentialgleichungssystemes zu w�ahlen� da man dabei viel l�angere Zeitschritte
zulassen kann�
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