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Kapitel 1

Einleitung

Seifenblasen haben die Menschen schon in frithen Jahrhunderten fasziniert.
Nicht nur auf alten Gemélden, sondern sogar auf einer etruskischen Vase im
Louvre sind Kinder zu sehen, die mit Schilfrohren Blasen erzeugen. Taucht
man einen geschlossenen Rahmen in Seifenlosung, so bildet sich eine diinne
Haut. Will man einfach nur eine Blase erzeugen, so reicht ein ebener Rahmen
aus. Taucht man hingegen eine rdumlich gekriimmte Form in die Losung, so
bildet sich eine schone sattelférmige Flache.

Die Fahigkeit von Fliissigkeiten, Haute zu bilden oder in diinnen Rohren
anzusteigen, hat bereits Leonardo Da Vinci beeindruckt. Viele Physiker und
Mathematiker haben sich seither mit dem Phénomenen Oberflichenspan-
nung, Kapillaritdit und dem Problemkreis minimaler Oberflaichen befasst.
Seifenhéute sind aber nicht allein wegen ihrer Schénheit oder ihrer physi-
kalischen Besonderheiten spannend, sondern auch, weil sie Entsprechungen
in der Geometrie haben — die Minimalflachen, Fldchen von wenn auch nicht
global so wenigstens lokal kleinster Oberfliche und verschwindender mittlerer
Krimmung.

Das erste Kapitel dieser Arbeit soll das Konzept Seifenhaut mit der ma-
thematischen Definition einer Minimalflache in Einklang bringen. Es wird er-
klart, warum Fliissigkeitsfilme minimale Strukturen bilden und gezeigt, dass
sie die Minimalflachenbedingung der verschwindenden mittleren Krimmung
erfiillen. Extremalitdt gehort zu den Themen, die Mathematiker und Geome-
ter {iber die Jahrhunderte hinweg fasziniert haben, so wie auch die minimale
Oberflache und somit die Minimalflachen. Erforscht wurden sie von Lagran-
ge, Meusnier, Weierstrafy, Plateau — nach dem auch das beriihmte Problem,
eine Minimalfliche aus ihrer Randkurve heraus zu bestimmen, benannt ist —
und sehr vielen anderen. Eine kleine Auswahl der Besonderheiten und Eigen-
schaften dieser Flachen wird im Kapitel 2 vorgestellt, das sich aber in erster
Linie mit der Findung und Darstellung von Minimalflichen befasst. Ausge-



hend von der Losung der Minimalflachengleichung iiber die Weierstrafschen
Darstellungsformeln bis hin zur Bestimmung einer Minimalflache aus ihrer
Randkonfiguration heraus wird hier der Bogen gespannt.

Um zu verdeutlichen, dass Seifenhdute und die von ihnen gebildeten For-
men nicht nur von rein akademischer Relevanz sind, handelt das dritte Kapi-
tel dieser Arbeit von der Architektur mit Minimalflichen. Es wird beleuchtet,
warum Strukturen mit verschwindender mittlerer Kriimmung bautechnische
Vorteile haben kénnen, und auf die Wichtigkeit der Seifenfilme als Architek-
turmodell eingegangen. Den Schlusspunkt der vorliegenden Arbeit bildet ein
kleiner Ausschnitt der tatsédchlich verwirklichten Architektur aus Minimal-
flichen in Form eines Bilderbogens.



Kapitel 2

Entstehung von Seifenhauten

Dieses Kapitel befasst sich mit der Entstehung und einigen Eigenschaften
von Seifenhéduten. Es wird erlautert, welche Faktoren ihre Entstehung be-
giinstigen, und mit Hilfe von Gauf” Theorie der Kapillaritit gezeigt, dass
sie immer bestrebt sind, die kleinstmdgliche Oberflache zu besitzen. Hierzu
wird das Prinzip der virtuellen Arbeit aus der Mechanik herangezogen. Des
weiteren werden die drei Plateauschen Regeln beleuchtet, die das Verhalten
von Seifenhduten an der Grenze zu festen Fliachen beziehungsweise zueinan-
der beschreiben. Schlussendlich wird mit Hilfe der Laplace-Young-Gleichung
gezeigt, dass auf nicht geschlossenen Seifenhduten die mittlere Kriimmung
verschwindet und diese daher Minimalflachen darstellen.

2.1 Oberflachenspannung

Der Begriff der Oberflachenspannung wurde zum ersten Mal vom Physiker
und Mathematiker von Segnerfl] im Jahre 1751 gebraucht, aber bereits Leo-
nardo da Vinciﬂ betrachtete dieses Phéanomen. Er beobachtete das Ansteigen
von Fliissigkeiten in diinnen Rohren, den Kapillargeféfsen, woher sich auch
der Name Kapillaritdtstheorie ableitet. Das Wirken der Oberflachenspannung
ist einfach zu begreifen, wenn man sich eine Fliissigkeit als Ansammlung von
Molekiilen vorstellt, die gegenseitig eine gewisse Anziehungskraft ausiiben.
Innerhalb dieser Fliissigkeit wirken auf ein einzelnes Molekiil von allen Sei-
ten die gleichen Kréfte, in der Ndhe der Oberfliche allerdings liegen weit
mehr Teilchen unterhalb dieses einen Molekiils als zwischen ihm und der
Oberfliche, daher ist leicht einzusehen, dass die Anziehung in die Fliissigkeit
hinein stéarker ist. Diese Anziehungskraft, von der bisher die Rede war, ist

!Johann Andreas von Segner, 1704 in Prefburg, +1777 in Halle
2Leonardo da Vinci, 1452 Vinci bei Florenz, +1519 Chateau de Cloux



natiirlich elektrischer Natur, es werden also negativ geladene Molekiile von
positiv geladenen Molekiilen angezogen und umgekehrt. Nun gibt es gewisse
Fliissigkeiten wie zum Beispiel Wasser, die eine hohe Polaritiat aufweisen. Das
bedeutet, ihre Molekiile haben eine Struktur, bei der die negativ geladenen
Teile (bei Wasser das Sauerstoffatom) sich auf der einen Seite des Molekiils
befinden, die positiv geladenen Teile (bei Wasser die Wasserstoffatome) auf
der anderen. Ein solcher Art polares Molekiil wird sich im Inneren der Fliis-
sigkeit derart mit anderen Molekiilen umgeben, dass die entgegengesetzten
Ladungen zueinander orientiert sind. An der Grenzfliche dieser Fliissigkeit
mit Luft ist das nicht moglich.

Die Teilchen in einer Fliissigkeit kénnen sich bewegen. Sie trennen sich
aus einer Bindung und gehen eine neue Bindung ein. Dieser Vorgang ist ener-
getisch neutral, da sie zuerst Energie bendtigen, aber durch die Neubindung
diese wieder freisetzen. Fiir die Molekiile an der Oberflache gilt das Gleiche.
Wenn sie in die Fliissigkeit hineingezogen werden und eine Bindung eingehen,
16st sich gleichzeitig ein anderes Molekiil ab und verbraucht die freigesetz-
te Energie wieder. Molekiile, die weniger Bindungsnachbarn haben, streben
danach, volle Bindungen einzugehen. Bietet sich also die Gelegenheit dazu,
werden sie sie wahrnehmen. Dadurch verringert sich die Oberfliche und Ener-
gie wird frei. Dieser Energiegewinn ist die Ursache der Oberflaichenspannung.

AW verrichtete Arbeit

Oberflich =0 = =
erflichenspannung = o AA  gewonnene Oberfliche

Die Oberflachenspannung von Wasser ist zu hoch, um die Bildung von
freien Fliissigkeitshdauten zu erlauben, die von Seifenldsung dagegen nicht.
Dies liegt an der speziellen Oberflachenstruktur einer Seifenlésung. Denn an
der Grenzfliche der Fliissigkeit befindet sich eine Schicht von amphipathi-
schen Molekiilen, das bedeutet, von Molekiilen, die aus einem hydrophilen
und einem hydrophoben Teil bestehen. Der hydrophile Teil wird von den
Wassermolekiilen in der Fliissigkeit angezogen, der hydrophobe dagegen ab-
gestofsen. Substanzen mit dieser Eigenschaft nennt man auch grenzflichen-
aktiv, da sie sich an der Oberfliche verteilen.

Normale Seife ist ein Alkalisalz der Fettsaure. Ihre Molekiile dissoziieren
im Wasser in Alkalimetallkationen und Seifenanionen, bestehend aus einer
negativ geladenen Carboxylatgruppe, dem hydrophilen ,Kopf“, und einem
unpolaren Kohlenwasserstoffrest, dem hydrophoben ,Schweif. Der ,Kopf*
des Teilchens verbindet sich mit den Wassermolekiilen nahe der Oberflache,
wahrend der ,Schweif aus der Seifenlosung herausragt. Dadurch sinkt die
Oberflachenspannung der Fliissigkeit ab, sodass sie, abhéngig von der Sei-
fenkonzentration und der Temperatur, nur mehr etwa ein Drittel der von
Wasser betragt. Wird eine Seifenhaut durch Riitteln gestort und aus dem
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Abbildung 2.1: Darstellung der Struktur einer Seifenlésung
(1) Wassermolekiil
(2) Metallkation

(3) Carboxylat-Kopf

(4) Kohlenwasserstoff-Schweif

Gleichgewicht gebracht, ,fallen” einige der Seifenmolekiile um. Thre hydro-
phoben Enden ragen nicht mehr aus der Fliissigkeit und die Oberfliche wird
vergrofert, wodurch die Spannung sinkt. Da der Fliissigkeitsfilm sich aber
nun eher wie Wasser verhilt, steigt die Oberflichenspannung wieder und die
Seifenhaut findet entweder in ihre Gleichgewichtslage zuriick, oder sie zer-
reifst.

2.2 Potentielle Energie
und minimale Oberflache
Dem Mathematiker Laplaaﬂ gelang es, aus den oberhalb beschriebenen An-

ziehungskréaften zwischen Molekiilen seine Theorie der Kapillaritéit zu entwi-
ckeln, mit der er versuchte, das Verhalten von Fliissigkeitshauten zu erklaren.

3Pierre Simon Marquis de Laplace, 1749 in Beaumont-en-Auge, +1827 in Paris



Doch erst durch die Ergdnzungen von Gauﬁﬁ, der von Bernoulliﬂ Prinzip der
virtuellen Arbeit ausging, konnte der extremale Charakter ihres Verhaltens
vollstandig erklart werden. Dieses Prinzip besagt in einer einfachen Formu-
lierung, die auch als Dirichletsches?| Prinzip bekannt ist, das folgende:

1. Die stabilen Gleichgewichtszusténde eines physikalischen Systems sind
dadurch charakterisiert, dass in einem solchen Zustand die potentielle
Energie des Systems kleiner ausfillt als in jedem anderen moglichen
(oder ,virtuellen“) benachbarten Zustand.

2. Die Gleichgewichtslagen eines Systems sind die stationdren Zustdnde
seiner potentiellen Energie.

Um diese Regeln zu verdeutlichen, ist ein geometrisches Bild hilfreich. Stel-
len wir uns alle méglichen Zustédnde eines Systems als eine Ebene vor, wobei
jedem Zustand ein Punkt entspricht; die zugehorige potentielle Energie den-
ken wir uns in jedem Punkt als Hohe aufgetragen. Wiirde in dieser ,bergigen
Landschaft® eine Kugel rollen, so entspriachen die ,/Tédler” ihren stabilen, die
Sattelpunkte und ,Berggipfel ihren instabilen Ruhelagen. Diese Punkte mit
horizontalen Tangentialebenen entsprechen den stationdren Zustdnden der
potentiellen Energie.

Die potentielle Energie eines Systems, das aus zwei Medien - hier Seifen-
16sung und Luft - mit einer gemeinsamen Grenzfliche, und fester Umrandung
besteht, setzt sich aus vier Komponenten zusammen.

e Energie der freien Flache: Die Molekiile an der Oberfliache eines Medi-
ums miissen, wie bereits erwdhnt, starker von diesem als vom zweiten
Medium angezogen werden, da sich die beiden Substanzen ansonsten
mischen wiirden. Die mit der resultierenden Verkleinerung der Ober-
fliche assoziierte Energie ist proportional zur Grofe A der Flédche. Sie
wird Oberflichenenergie genannt und hat dieselbe Einheit und densel-
ben Zahlenwert wie die Oberflachenspannung.

E,=0A

e Bendssungsenergie: Sie entspricht der Adhésion zwischen Fliissigkeits-
molekiilen und der festen Umrandung und berechnet sich analog zur
Oberflichenenergie aus Oberflachenspannung und Fléache.

Eb = —UﬁA*

4Carl Friedrich GauR, x1777 in Braunschweig, 11855 in Gottingen
5Johann Bernoulli, ¥1667 in Basel, +1748 ebd.
6Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, «1805 in Diiren, +1859 in Gottingen




Hierbei ist A* die benésste Fliche des Randes und (§ der sogenannte
relative Adhésionskoeffizient, fiir den |G| < 1 gilt.

e Gravitationsenergie: Die Schwerkraft ist eine Volumenskraft, die auf
jedes Massenelement wirkt und, um die Fliissigkeit in Ruhe zu halten,
durch Druckunterschiede kompensiert werden muss. Daher nehmen wir
eine potentielle Energie T pro Volumenseinheit an, die von ihrer Posi-
tion innerhalb der Fliissigkeit abhéngig ist.

E, = /Tpdx

Integriert wird hier iber den gesamten Volumensbereich des Mediums
und p steht fiir die lokale Dichte.

e Konstantes Volumen: Da sich das Volumen V einer Fliissigkeit bei der
Variation ihrer Oberflache nicht verandern darf, miissen wir seine Kon-
stanz als Nebenbedingung miteinbeziehen. Dazu fithren wir bei der Be-
rechnung der Minimalbedingung den Lagrangeschen Multiplikator A
ein.

EV = (0’/\)V

Fiir die gesamte potentielle Energie ergibt sich somit:
1
E:a(A—ﬁA*+—/Tpdx+)\V>. (2.1)
o

Betrachten wir nun statt einer eingefassten Fliissigkeit mit einer Grenzfla-
che eine freie Seifenhaut, dndert sich die Formel (2.1). Da wir den Rand nun
nicht betrachten wollen, konnen wir die Benédssungsenergie aufser Acht lassen.
Aufserdem kénnen wir auf Grund der geringen Dicke des Seifenfilmes davon
ausgehen, dass bei virtuellen Verriickungen dieser Haut der Normalabstand
der beiden Oberflachen voneinander gleich bleibt. Wenn wir die Dicke der
Haut nun auch noch als verschwindend gering annehmen, konnen wir auch
die Terme, die vom Volumen der Fliissigkeit abhéngen, vernachléssigen. Al-
lerdings muss die Energie der freien Flache zweimal auftreten, da wir jetzt
zwei Oberflichen haben. Die Fliche A auf der oberen und die Fliche A auf
der unteren Seite der Seifenhaut. Es ergibt sich also als zu minimierender
Ausdruck nur mehr

E=0(A+ A) =0Az — min,

wobei Ay fiir die beiden Oberflichen des Seifenfilmes zusammen steht. Nun
ist ganz klar zu erkennen, dass sich ein Minimum der potentiellen Energie
genau dann einstellen wird, wenn die Oberfliche minimal ist.
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Satz 2.2.1 (Erstes Prinzip der Seifenhiute) Fine Seifenhaut nimmt
eine Form minimaler Oberfliche an.

2.3 Plateausche Regeln

Neben Satz gibt es noch andere Regeln, denen sich Seifenhdute unter-
werfen. Der belgische Physiker Platead|fand auf empirische Art drei wichtige
Regeln fiir das Verhalten von Seifenhéduten in einem Rahmen:

Satz 2.3.1 (Plateaus Regeln) 1. Die 120° Regel: Nur genau drei ebe-
ne Seifenflichen kénnen sich entlang einer Geraden treffen, wobei der
Winkel zwischen je zweien 120° betrdigt.

2. Die 109°28'16"” Regel: Nur genau vier Geraden, die je von drei zu-
sammenstoffenden Seifenhduten gebildet werden, kénnen sich in einem
Punkt treffen, wobei der Winkel zwischen jedem Paar benachbarter Ge-
raden 109°28'16" (arccos(—3)) betrdgt.

3. Die 90° Regel: Fin Seifenfilm, der sich entlang einer festen Fldiche
frei bewegen kann, trifft diese unter 90°.

Abbildung 2.2: Seifenhautgebilde in Tetraeder und Wiirfel

Beweisskizze fiir 1 und 2f] Angenommen wir wiissten bereits, dass
die betrachteten Minimalflichen und ihre Schnittkanten glatte Objekte sind.

"Joseph Antoine Ferdinand Plateau, x1801 in Briissel; 11883 in Gent
8Der Beweis des dritten Satzteiles folgt in Kapitel 3.7
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Dann wahlen wir einen Punkt P irgendwo auf dem Flédchensystem und be-
trachten seine Umgebung. Wenn wir diese Nachbarschaft immer kleiner wer-
den lassen, streben die Flachenstiicke gegen ein Grenzsystem ebener Flachen-
stiicke, deren Konfiguration weiterhin den Flacheninhalt minimiert.

Nun wéhlen wir eine Sphéare mit P als Mittelpunkt, die alle Flachen in der
Nachbarschaft von P schneidet. Die Schnittkurven sind Grofkreise, fiir die
auf Grund der Minimaleigenschaft des Systems ebener Fléchen gilt, dass
hochstens drei in einem Punkt zusammentreffen kénnen und dort Winkel
von 120° miteinander einschliefen’} Um die resultierende Frage nach den
verschiedenen Konfigurationen von Groftkreisen, von denen hochstens drei in
einem Punkt der Sphére zusammentreffen, zu l6sen, miissen wir das Steiner-
sche Problem@ auf der Sphére losen. Mit Hilfe der sphérischen Geometrie
zeigt sich, dass es genau zehn geodétische Netze dieser Art gibt.

Als néchstes wihlen wir Kegel, die ihre Spitzen im Mittelpunkt der Sphére
haben und die Oberfliche entlang der Grofskreise schneiden. Die Frage ist
nun, ob Seifenhéute mit minimaler Oberfliche existieren, die dieselbe Fla-
chenkonfiguration aufweisen wie die Kegel.

Es ist nun zu iiberlegen, welche Deformationen die Gesamtfliche verkleinern
kénnten. (Natiirlich kommen nur solche Verédnderungen in Betracht, die die
Grofkreise unveréndert lassen.)

Es stellt sich heraus, dass in nur drei dieser zehn Mdglichkeiten die Kegelfla-
chen bereits flichenminimierend sind.

Die erste Losung ist ein einzelner Grofskreis, der eingespannte Seifenfilm da-
her eben (siehe Abbildung links). Dieser Fall ergibt sich, wenn der be-
trachtete Punkt P im Inneren eines glatten Flachenstiickes liegt.

Die zweite Konfiguration besteht aus drei halben Grofkreisen, die symme-
trisch angeordnet sind. Die resultierende Flache setzt sich also aus drei Ebe-
nen zusammen, die entlang einer gemeinsamen Geraden je einen Winkel von
120° miteinander einschliefsen (siche Abbildung rechts). In diesem Fall
wurde P im Inneren einer Schnittlinie gewahlt.

Die letzte Moglichkeit ergibt sich, wenn die Kreisbégen ein reguléres sphé-
risches Tetraeder bilden (siche Abbildung [2.3). Ein solches sphérisches Te-
traeder ldsst sich erzeugen indem man einer Kugel einen Wiirfel einschreibt,
dessen Ecken die Hiillfliche beriihren. Betrachtet man den Korper zu dem
sich die Flachendiagonalen des Wiirfels verbinden lassen so hat man einen
Tetraeder. Durch Projektion aus dem Mittelpunkt der Kugel auf die Ober-
fliche ebendieser erhélt man ein sphérisches Tetraeder.

9siehe hierzu [7] oder [12]
10Das Steinersche Problem besteht darin, zwischen drei Punkten in der Ebene das, iiber
einen weiteren Punkt laufende, Verbindungssystem kiirzester Gesamtléange zu finden.
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Daher treffen sich die Seifenhéute die sich bei dieser Randkonfiguration bil-
den wiederum entlang von Geraden in 120°-Winkeln. Die vier Geraden treffen
einander in einem Punkt und schliefsen jeweils Winkel von 109°28'16” mit-
einander ein. Dieser letzte Fall kommt zustande, wenn P der Punkt ist, in
dem die Schnittlinien zusammenlaufen.

O

Abbildung 2.4: Seifenfilm in sphéarischem Tetraeder

2.4  Laplace-Young-Gleichung

Wir haben uns bereits mit der Frage befasst, warum Seifenhdute Strukturen
kleinsten Inhalts bilden, und haben damit eine erste Briicke zu den Mini-
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malflichen geschlagen. Womit wir uns noch nicht beschéftigt haben, ist das
Verschwinden der mittleren Kriimmung.

Denken wir uns ein kleines Stiick Flache, das entlang der Hauptkriim-
mungslinienlﬂ rechteckig aus einer Seifenoberfliche herausgeschnitten ist. Da
das Stiick sehr klein ist, ersetzen wir die seitlichen Begrenzungen (mit Langen
x und y) durch ihre Kriitmmungskreise mit den Hauptkriimmungsradien r;
und ry. Wird die Fldche nun durch DruckerhShung im Inneren (Aufbringen
einer Kraft F') nach auen gewdlbt, vergrofert sich das betrachtete Flachen-
stiick um einen Wert du. Damit sich die Oberflache (die wir ab jetzt A nennen
wollen) vergrofern kann, muss - wie in Kapitel erwahnt - eine Arbeit W
verrichtet werden/?

W=Fdéu=pAdu=pzxydu (2.2)

Die verrichtete Arbei‘g _kénnen wir auch durch Multiplizieren der Oberflachen-
spannung o mit der Anderung der Oberfliche AA = (z + dx)(y + dy) — xy
berechnen.

W=0-AA (2.3)

Uberlegen wir uns nun: Wenn « Lénge eines Kreisbogens mit Radius r; ist
und z 4 dx Lange eines Kreisbogens mit Radius r; 4+ du, wobei der Offnungs-
winkel der Kreissegmente sich nicht dndert, so gilt die Gleichung

T+ ox T

r+ou

Da fiir y eine dquivalente Gleichung gilt, erhalten wir:

T+ or = x(1+5—u>

1

y+oy = y(1+—>

AA = x<1+5—u)y(1+5—u)—xy
1 T2

HSjehe dazu Anhang B
12 Arbeit = Kraft - Weg ; Druck = Kraft / Flicheneinheit
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zu erhalten. Wenn du infinitesimal klein ist, konnen wir den letzten Term
aufser Acht lassen und den verbleibenden Ausdruck in die Formel (2.3)) ein-
setzen. Durch Gleichsetzen mit ({2.2)) erhalten wir

1 1
pxyéuzaa:yéu(——i——),

r1 T

was uns durch Kiirzen auf die Laplace- Young-Gleichund™| fiihrt:

p:a(l+l):2aH (2.4)
e T2

Die mittlere Kriimmung wird, wie der Name schon sagt, als Mittelwert der
groften und kleinsten Kriimmungen der Flache berechnet. Diese extrema-
len Kriimmungswerte treten in den Hauptkriimmungsrichtungen auf, die wir
gewahlt haben um das Flachestiick herauszuschneiden. Daher konnen wir

(1 + i) mit 2H ersetzten. Die Formel 1} sagt aus, dass der Druckun-

T1 T2
terschied zwischen den beiden Seiten einer Flussigkeitshaut abhingig ist von
der Oberflachenspannung und der mittleren Kriimmung. Betrachten wir nun
einen Seifenfilm, der von einem Drahtrahmen begrenzt wird, so haben wir, da
kein Volumen eingeschlossen wird, auf beiden Seiten den gleichen Druck. Der
Druckunterschied p ist also gleich Null, und da die Oberflachenspannung eine
von Null verschiedene Konstante ist, folgt H = 0. Somit haben wir gezeigt:

Satz 2.4.1 (Zweites Prinzip der Seifenhdute) Jeder Seifenfilm bildet
eine Minimalfidche.

13Diese Gleichung wurde von Thomas Young (%1773 in Milverton, +1829 in London)
und Pierre - Simon Laplace unabhéngig von einander um etwa 1800 hergeleitet.
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Kapitel 3

Minimalflachen

Dieses Kapitel beschéftigt sich von einem rein mathematischen, bzw. geo-
metrischen Standpunkt aus mit Minimalflachen. Hierzu definieren wir eine
Minimalfléche:

Def. 3.0.1 Eine Fliche der Klasse C? heifst Minimalfliche genau dann,
wenn die mittlere Krimmung H auf ihr identisch verschwindet.

3.1 Die Minimalflachengleichung

Aus der Vorlesung iiber Differentialgeometrie ist bekannt, dass die Haupt-
kriimmungen k; und sy genau die Eigenwerte der Weingartenabbildung]
wp : Tpf — T, f sind. Die Koordinatenmatrix der Weingartenabbildung wird
durch h¥ = hy g" berechnet, wobei g die inverse Matrix zur Matrix g,
der ersten Fundamentalform ist. Daher ldasst sich die mittlere Kriimmung
mit Hilfe dieser Abbildung einfach aus der Spur von A als H = itr(h g7*)
ermitteln.

1 hir hio 922 —Yg12 1
H=-1 T
2 " (( hia  hao —g12 911 det(Qij)

_ (h11 g22 — 2 ha2 g12 + hao g11) (3.1)
2 det(gij) '

Die mittlere Kriimmung lasst sich auch direkt aus den Hauptkrimmun-
gen durch H = % berechnen. Fiir die Gauksche Kriimmung ergibt sich
K = Kik9, woraus klar ersichtlich ist, dass fiir eine Minimalflaiche immer

1 Julius Weingarten, x1836 in Berlin, +1910 in Freiburg
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K < 0 ist. Diese Ungleichung zeigt, eine Minimalfliche ist entweder eben
oder sattelformig.

Betrachten wir nun eine Minimalfliche im R? als Graph einer Funktion
z = ¢(x,y) tiber einem Teil der xy-Ebene in einer sogenannten Mongesehenﬂ
Parametrisierung. Die Flache hat also den Positionsvektor

flu,v) = (u,v, p(u,v))

wobei v und v auf dem Parametergebiet laufen. Wir berechnen nun die Ab-
leitungen von f nach dem ersten Parameter v und dem zweiten v:

1 0

fi= 0 |, fo= 1

¢u ¢U
0 0 0
fu = 0  fi2 = 0 , fa2 = 0
¢uu ¢UU ¢'U’U

Daher folgt fiir die erste und zweite Fundamentalform:

g“:(lﬂbi qu) oo 1 (% %)
ij Ou Oy 1+ (b% ) ij \/W Duv  Duw
Eingesetzt in Formel ergibt das

2(1+ ¢2 + ¢2)2 |

Da eine Minimalfliche durch das Verschwinden der mittleren Kriimmung
charakterisiert ist erhalten wir:

H =

Satz 3.1.1 Der Graph einer Funktion ¢ € R? ist genau dann minimal, wenn
¢ die Minimalfidchengleichung

(14 ¢2) uu— 2 du G Gup + (L +¢2) duy =0 (3.2)
erfillt.

Mit Hilfe der partiellen Differentialgleichung (j3.2]) werden wir in den néchsten
Unterkapiteln versuchen, uns einige berithmte Beispiele von Minimalfléchen
zu erarbeiten.

2Gaspard Monge, x1746 in Beaune, +1818 in Paris
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3.2 Erste Scherksche Minimalflache

In den Jahren 1831 - 1835 fand H. F. Scherlf]| explizite Gleichungen fiir fiinf
verschiedene Minimalflichen durch Losen der Gleichung (3.2)). Bis zu diesem
Zeitpunkt waren nur das Katenoid und das Helikoid (Wendelflache) bekannt.
Die Minimalflachengleichung ist im Allgemeinen nur schwer l6sbar, aber
durch zuséatzliche algebraische oder geometrische Forderungen, die den Typ
der gesuchten Fléche im Voraus festlegen, ldsst sie sich vereinfachen.
Scherk bediente sich eines Standardtricks zum Ldosen partieller Differential-
gleichungen - er stellte die Forderung auf, eine Funktion f sei in zwei Teile
geteilt, wobei der eine nur von x, der andere nur von y abhingt. Die Flache
ist also eine Schiebfliche mit f = g(z) + h(y). Die Minimalflachengleichung
hat nun die Form:

(1+h2(y)g" (x) + (1 + g"(x))h"(y) = 0

Wir haben es jetzt mit einer gewohnlichen Differentialgleichung zu tun, die
sich durch Trennen der Variablen losen lasst. Daher schreiben wir die von
x bzw. von y abhéngigen Teile auf verschiedene Seiten der Gleichung. Falls
wir nun die Variablen unabhéngig von einander variieren wiirden, ware die
Gleichheit nicht mehr gegeben; daher kann die Gleichung nur dann wahr sein,
wenn ihre beiden Seiten gleich der selben Konstanten sind.

1+¢%(x) L+ h™(y)

= C =

g"(x) h"(y)

Betrachten wir nun nur die von x abhéngenden Teile
1+¢% = —cg"(2)

und substituieren ¢’ mit ¢, um 1 + ¢> = —c¢’ zu erhalten, und integrieren:
—c¢’ do
— = 1d
/ T+0? ¢ / )
—c
——d¢p = d
/ g 7 / ’

Wir substituieren erneut ¢ = tanf und erhalten wegen df =

/—cdé’: /dx.

3Heinrich Ferdinand Scherk, 1798 in Posen (Poznan), +1885 in Bremen

d¢
1+tan2 6
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Fiir x haben wir nun die Gleichung x = —c¢ § = —carctan ¢ und erhalten da-
mit ¢ = — tan (%) Durch Substituieren von ¢ = ¢’ und erneutem Integrieren

erhalten wir
/g'dx = /—tan (f) dx
c

/g'dx = —c/tanT dr
und schlussendlich

g(x) = —c(—In(cos 7)) = cln (cos %) :

Fiihrt man dieselbe Berechnung fiir die von y anhédngige Seite aus, so erhélt

man
h(y) = —cln <cos %) :

Der Ausdruck fiir die Funktion f lautet nun:

F(z,y) = cn (COS@) .

cos(¥)

Die Flache x(u,v) = (u,v, f(z,y)) heifst erste Scherksche Minimalfldche und
ist definiert fiir 0 < Zzzi; < +00. Wihlen wir z.B. ¢ = 1, so ist die Scherk-
sche Minimalfliiche iiber dem Quadrat —§ <z < §,—F <y < 7 definiert,
da sie aber doppelt periodisch ist, ist dieses nicht ihr gesamter Definitions-
bereich. Sie ist vielmehr auf den schwarzen Feldern eines unendlich grofen
Schachbretts definiert und nach dem Schwarzscherﬂ Spjege]ungsprinzjlﬂ fii-
gen sich die Einzelteile an den Randern der Quadrate zu einer glatten Fliache
zusammen.

4Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843 in Hermsdorf, 11921 in Berlin
Eine Minimalfliche ist spielgelsymmetrisch beziiglich jeder geraden Linie auf ihr und
beziiglich jeder ebenen Fléiche, an die sie orthogonal angrenzt.
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Abbildung 3.1: Erste Scherksche Minimalfliche aus Seifenhaut und als peri-
odische Fléche

3.3 Katenoid

Die Kettenflache oder auch Katenoid entsteht durch die Rotation einer Ket-
tenlinie um eine feste Achse und wurde bereits 1744 von Leonhard Eulerf]
entdeckt. Dass es sich bei dieser Flache um eine Minimalfliche handelt, wur-
de erst etwa 30 Jahre spiter von Meusnier| gezeigt.

Wir werden uns dieser besonderen Fliache wieder durch Losen der Mini-
malflichengleichung ndhern. Dazu werden wir als Nebenbedingung verlan-
gen, dass es sich bei der zu erwartenden Losungsfliche um eine Drehflédche
handeln muss. Eine Drehfliche mit der z-Achse als Drehachse besitzt eine
Darstellung der Art x(u,v) = (h(u) cos(v), h(u) sin(v), g(u)), wobei h und
g je zwei mal stetig differenzierbar sind. Der Einfachheit halber werden wir
hier aber g(u) = u wéhlen.

6Leonhard Euler, 1707 in Basel, +1783 in Petersburg
"Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place,x1754 in Tours, 1793 in Mainz-
Kastel
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Abbildung 3.2: Katenoid aus Seifenhaut

Zuallererst miissen wir die erste und zweite Fundamentalform berechnen:

ry = (W(u)cos(v),h'(u)sin(v), 1
ry = (—h(u)sin(v), h(u) cos(v),
= ( )

T2 =

( ,0),
Tog = (—h(u)cos(v), —h(u)sin(v),0),
(= cos( '

Daher ergibt sich fiir g;; und h;; (von nun an schreiben wir nur noch h statt

h(u)):

(14 h* 0 h.-—; —h" 0
gl]_ 0 h2 I 1) T /—h/2+1 0 h

Setzen wir die gewonnenen Terme in die Gleichung (3.1)) ein, so erhalten wir

H_h2¢%+(1+h’2) Tt i UG S
B 2 h? (1+ h?) 2 h(+R2)5

Was wir eigentlich wollen, ist eine Funktion h, die die Minimalflachen-
gleichung unter der verlangten Nebenbedingung 16st. Daher betrachten wir

21



von nun an nur mehr den Zahler des oben stehenden Bruchs und bekommen

als zu losende Gleichung den Term hh” = 1 + h/?. Substituieren wir A’ mit
w, so ergibt sich A’ = w' = ?1_1: = i—f% = Ccll—lljw. Die Funktion w sei hier

von h abhéngig und auf einem Intervall mit 4’ # 0 definiert. Dies diirfen
wir verlangen, da in einem solchen Intervall eine Umkehrfunktion f = h~!
mit u = f(h) fur h existiert. Bei Integration ergibt sich fiir diese Funktion

1= j—]{% = %w, und wir sehen, w ist eine Funktion von h, da sowohl f, als

auch % von h abhéngen.
Statt hh” = 1+ h? kénnen wir nun also hw$¥ = 1+ w? schreiben, oder auch

Indem wir 1+w? = x substituieren, konnen wir beide Seiten dieser Gleichung
integrieren und erhalten aus

11 1

Invli+w? = Inh+e.
Dies ist gleichbedeutend mit

V1i+w?=he, w=vVhi?%-—1.

durch Ricksubstitution

. . . _ dh 1 —
Nun konnen wir wieder w = . setzen und bekommen mdh = du. Um

diese Gleichung integrieren zu konnen, miissen wir ch = cosh s substituieren,
wobei dh = %ds ist.

inh 1
sinh(s) d5:/—ds
c

/ 1 Qi — / 1
Vhict —1 \Jcosh?(s) =1 €
Wir erhalten also %s = u + C und Riicksubstitution von s ergibt:

1
- cosh™(ch) =u +C
ch = cosh(cu + Cc),

k
h(u) = ¢; cosh <u i ) (3.3)
(&1
1
mit Cec=k=konst., —-=q¢ (3.4)
c
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Die gesuchte Flache hat demnach die Parametrisierung

(1, v) = (c1 cosh <“ Tk ) cos(v), 1 cosh (“ Tk ) sin(),u)  (3.5)

C1 &1
und ist daher ein Teil eines Katenoids. Damit haben wir gezeigt

Satz 3.3.1 Ist eine Drehfidche Minimalfidche, so ist sie entweder eine Ebene
oder ein Katenoud.

Der Zusatz iiber die Ebene ist klar, da eine Ebene minimale Fliche besitzt
und gleichzeitig als Drehflache interpretiert werden kann. Mathematisch tritt
der Fall einer Ebene nur dann auf, wenn A’ = oo ist.

Obwohl eine minimale Drehflédche, wie wir gerade gesehen haben, nur eben
oder katenoidal sein kann, muss eine Seifenhaut, die zwischen zwei parallelen
Kreisringen mit gleichem Radius und Mittelpunkten auf einer gemeinsamen
Achse entsteht, sich nicht notwendig an diesen Satz halten. Sie kann auch ein
System aus drei Minimalflachen bilden. Neben dieser sehr speziellen Losung

Abbildung 3.3: drei Minimalflichen im Katenoid

kénnen auch verschiedene Katenoide auftreten, da die Parametrisierung
keine eindeutige Losung vorgibt. Nicht alle diese Losungen konnen als Seifen-
hdute auftreten, da auch die instabilen stationire Zustdnde der potentiellen
Energid| Losungen der Minimalflichengleichung sind. Diese bilden kein Sys-
tem minimaler Oberfliche und treten nur dann als Seifenhaut in Erscheinung,
wenn der Seifenfilm aus einer stabilen Position in eine andere stabile Position

8siehe Kapitel
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umspringt, sie sind also sehr fliichtig.

Es ist noch nicht vollstdndig geklart, wie viele Minimalflichen sich tatséch-
lich in eine gegebene Kontur einspannen lassen. Es ist nicht einmal sicher, ob
es endlich viele sind. Beschrianken wir unsere Betrachtungen kurzzeitig auf
Minimalflachen vom Typ der Kreisscheibe, also auf Flichen, die den selben
topologischen Typ haben wie eine Kreisscheibe. Flachen solcher Art haben
Geschlecht 0, also sind sie von der selben Art wie eine Sphére, und die Anzahl
ihrer Locher ist 1, daher lassen sie sich zu einer Kreisscheibe verzerren. Zwar
ist auch von Minimalflichen vom Typ der Kreisscheibe nicht bekannt, wie
viele von ihnen von einer gegebenen Kontur berandet werden, aber es wurde
gezeigt, dass aus der Existenz von n stabilen Minimalflichen dieses Typs die
Existenz von n — 1 instabilen Minimalflichen desselben Typs mit derselben
Berandung folgtﬂ

Welche Losung sich im Fall der zwei Kreisringe als Berandung als Seifenhaut
zeigt, hangt ganz entschieden vom Verhéltnis zwischen dem Radius der Ringe
und deren Abstand ab. Die Konstanten ¢; und k in Gleichung tragen
Informationen iiber die Randbedingungen, den Radius r der Kreisringe, in
sich; daher wollen wir sie etwas néher betrachten.

Der Ursprung soll nun auf der Drehachse des Katenoids liegen und zwar
genau in der Mitte zwischen den beiden Randkurven. Wir verwenden nun
die bekannte Gleichung einer Kettenlinie y = ¢cosh (%), die zwischen zwei
Punkten gleicher Hohe iiber der Achse entsteht.(Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit wurde hier das Koordinatensystem gedreht.) Fiir x = 0 ist nun also
y = c¢ und wir erhalten aus r = ccosh (%) die Werte von ¢, wobei 2a die
Entfernung der Kreisringe von einander ist.

-1/2,1) (1/2.1)

“c=0.235

Abbildung 3.4: Kettenlinien durch zwei Punkte und zugehorige Katenoide

9siehe dazu auch [7].
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Falls 2a = r ist, muss die Kettenlinie durch die Punkte (—3,1) und

(4,1) verlaufen und besitzt daher die Gleichung 1 = ccosh (5-). Es gibt
zwei Losungen c¢; = 0,235 und ¢ = 0,848 fiir ¢, was bedeutet, dass
zwei verschiedene Kettenlinien durch die beiden Punkte verlaufen (siehe
Abbildung . Welche der beiden fithrt nun auf das absolute Minimum der
Oberfliache des Katenoids? Die Kettenlinie die zum Wert ¢y gehort verlauft
sehr viel flacher als die zum Wert ¢; gehorige und fithrt daher auch zu einem
kleineren Ergebnis fiir die Oberflache.
Eine dritte Moglichkeit gilt es nun noch zu beriicksichtigen, die sogenannte
GoldschmidtscheEU] unterbrochene Losung, denn das absolute Minimum der
Oberflache kénnten auch die beiden Kreisscheiben selbst darstellen. Bei der
Kldrung dieser Frage hilft uns die Graphik [3.5] die die Oberfldche abhéngig
vom Verhéltnis zwischen Radius und Abstand der beiden erzeugenden
Kreisringe darstellt. Aus dieser Graphik lédsst sich ablesen, dass die flache
Kettenlinie immer das kleinere Katenoid erzeugt. Auferdem erkennen wir,
ab welchem Zeitpunkt die Goldschmidtsche Losung auftritt.

Ist der Abstand der beiden Kreisringe von einander kleiner als 1,056 - r,
so stellt das flachere Katenoid das absolute Minimum dar. Liegt die Entfer-
nung zwischen 1,056 -7 und 1, 325-r, ist die katenoidale Losung nur mehr ein
relatives Minimum, und die beiden Kreisscheiben bilden das absolute Mini-
mum der Oberflache. Goldschmidt zeigte im Jahr 1831, dass die Seifenhaut
fiir Absténde grofer als 1,325 - r in diese unterbrochene Losung {iberspringt
und sich daher kein Katenoid mehr bilden kann.

10Car]l Wolfgang Benjamin Goldschmidt, x1807,+1851
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1.2'_
] steile Kettenlin__i_ng_____...........----""""""
T/ Goldschmidtsche
] unterbrochene Loesung
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flaeche ]
EI.E-_ flache Kettenlinie
0.41
D'Qj
U] 01 02 03 04 05 0B 07
halber Abstand
Radius

Abbildung 3.5: Oberflichen verschiedener Losungsmoglichkeiten

3.4 Helikoid

Genau wie das Katenoid ist die Wendelflache (oder auch Helikoid) bereits
seit der Mitte des achzehnten Jahrhunderts bekannt. Genaugenommen ist
seine Form noch bedeutend ldanger bekannt, aber der Nachweis, dass es sich
um eine Fliache mit verschwindender mittlerer Kriimmung, also um eine Mi-
nimalfliche handelt, wurde erst 1776 von Meusnier erbracht.
Die Wendelfldche ist eine Regelflidche, die einzige dieser Art unter den Mini-
malflichen, wie wir hier zeigen wollen.

Doch zunéchst soll das Verschwinden der mittleren Kriimmung gezeigt
werden. Ein Helikoid lasst sich durch

z(u,v) = (vcos(u),vsin(u), u)

26



Abbildung 3.6: Helikoid aus Seifenhaut

parametrisieren. Demnach erhalten wir:

ry = (—wvsin(u),vcos(u),1),
ry = (cos(u),sin(u),0),
ry1 = (—vcos(u), —vsin(u),0),
r1o = (—sin(u),cos(u),0),
Tog = 0,

I (—sin(u), cos(u), —v)

V14 v?

Und fiir die erste und zweite Fundamentalform ergibt sich:

[ v+1 0 po_ L (01
gl]_ 0 1 I 1] T /—1—|—’U2 10

Setzen wir die Ergebnisse in die Gleichung

(h11 g22 — 2 ha2 g12 + ho2 g11)

H pu—
2 det(gw)

ein, sehen wir die Richtigkeit von H = 0 und wissen nun, bei der Wendelfldche
handelt es sich tatsédchlich um eine Minimalfliche. Wenden wir uns jetzt dem
Satz von Catalan] zu.

Satz 3.4.1 Ist eine Regelfiiche Minimalfliche, so ist sie entweder eine Ebene
oder ein Helikoid.

"UEugéne Charles Catalan, 1814 in Brugge, 11894
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Beweis: Eine Regelfliche sei gegeben durch z(u,v) = [(v) + ud(v) mit
—00 < u < 00,v; < v < vg. Die Einheitsvektoren 5(v) und 6(v) seinen zwei
Mal stetig differenzierbar, des weiteren gelte |0(v)’| = 1. Benutzen wir eine
Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden als Leitlinie, so gilt (3'(v), d(v)) = 0.
Lassen wir den Fall der Ebene aufser acht und betrachten wir nur windschiefe
Regelfldchen, so gilt det(d’, 0, 3") # 0. Die Minimalflichenbedingung H = 0
konnen wir auch in der Form
H =
(@0, To) (Tu X @), Tuu) + {Tu, Tu) ((Tu X To), Tow) — 2(Tu, ) ((Tu X To), Tuv)

2
2((xy X Ty), (Ty X T,))3
schreiben, wobei wir, wenn wir nur den Zahler betrachten und diesen umfor-
men,

det(8',9,8") + uldet(6,8", 8”) + det(§, 3, 8")] + u® det (5, &', §")

erhalten. Fiir das Verschwinden der mittleren Kriimmung ergeben sich somit
drei Bedingungen.

1. det(8,4,5") = 0
2. det(s,8, 3") + det(s, 3, 5") = 0
3. det(8,8,6") = 0

Denken wir uns d(v) als Tangentenvektor einer nach der Bogenlédnge v pa-
rametrisierten Raumkurve mit Positionsvektor A(v), mit Kriimmung x(v)
und Torsion 7(v), so folgt k = |§'| = 1 und mit Gleichung 3 det(d,¢’,0”) =
k?*7 = 0. Da k # 0 ist, folgt daraus 7 = 0 und die Kurve A ist ein Kreis
mit Radius 1. Es gilt also: 6(v) = acos(v) + bsin(v) mit orthogonalen Ein-
heitsvektoren a und b. Wegen ¢”(v) = —acos(v) — bsin(v) schreiben wir
§" = —0, und Gleichung 2 reduziert sich von det (4, ¢, 3”) +det (5, 3', —0) = 0
auf (c,3”) = 0, wobei ¢ = a x b ist. Daher folgt (¢, ') = k = konst. und
wegen det(d', 6, 5) # 0 ist diese Konstante k verschieden von Null und die
Leitlinie ist eine Boschungslinie. Wir schreiben nun f'(v) = ke + d(v)d'(v),
wodurch (', ) = 0 gewahrt bleibt und setzten in Gleichung 1 ein.

det(ke + d(v)8, 8, 8") = {ke, (5 x §")) + (d(v)d, (5 x §")) = 0

Wegen "¢ = 0 fallt der erste Teil weg, und damit die Gleichung stimmt,
muss d(v) konstant sein. Daher ergibt sich 5(v) = By + kcv 4+ dd(v), und die
Regelflache hat die Darstellung

x(u,v) = (Bo + kev) + (d + u)(a cos(v) 4 bsin(v))

und ist demnach eine Wendelflache.
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3.5 Isotherme Parametrisierung

Alle Minimalfldchen, die hier bisher vorgestellt wurden, hat man durch Losen
der Minimalflichengleichung entdeckt. Wie in Kapitel besprochen, ist das
Losen dieser partiellen Differentialgleichung aber nicht so einfach moglich.
Bisher haben wir sehr spezielle zuséatzliche Forderungen an die Funktionen
gestellt, welche die Gleichung 16sen sollen. Um diese Einschrinkungen
abzumildern, nehmen wir nun die Funktionentheorie zu Hilfe, denn es be-
steht ein glinstiger Zusammenhang zwischen dem Verschwinden der mittleren
Krimmung und harmonischen[?] Funktionen.

Satz 3.5.1 Eine Fliche M mit der isothermen Parametrisierung x(u,v) =

(2 (u,v), 2% (u,v), 23(u,v)) ist genau dann eine Minimalfliche, wenn z*, z*

und x® harmonische Funktionen sind.

Bevor wir uns dem Beweis dieses Satzes widmen konnen, miissen noch ei-
nige Dinge geklart werden. Rufen wir uns aus der Differentialgeometrie die
Definition isothermer Parameter ins Gedéchtnis.

Def. 3.5.1 Eine Parametrisierung f : U — R3 eines Flichenstiickes heifit
isotherm oder auch konform, wenn fiir die erste Fundamentalform

g11 = g22, G2 =0 (3.6)
m U qult.
Die Ausdriicke (3.6 sind gleichbedeutend mit g;; = A\*(xz)d;;, wobei &;; das
Kroneckersymbol ist.

Existenz isothermer Parameter auf Minimalflachen

Durch z(u,v) sei ein Flichenstiick gegeben, dass wir mit ¢ : V' — U umpa-
rametrisieren wollen, sodass eine isotherme Parametrisierung vorliegt. Es sei
P(u,v) = (s,t) und T = worp~!. Daher gilt fiir (T, T,) = (T us+ T Vs, Tytls +
x,v,) und die Koeffizienten der ersten Fundamentalform von ¥ lauten daher:

G11 = gius + 2g12usvs + gogv?

G12 = g11UsUt + g12(UsVy + UVs) + g2V

J22 = gnU? + 2g12upv; + 92211,52

12gieche Anhang A
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Da es sich um eine isotherme Parametrisierung handeln soll, gelten die Glei-
chungen
gllug + 2g12usvs + 922”? = 911Uf + 2g12u4v; + 922%2

gr1ust + gr2(usvy + uvs) + gaovsvy = 0,

welche genau dann erfiillt sind, wenn gilt

g12 V det Gij

Vg = ——Us — ———Uy
g22 922
Vv det gi; g12
vy = Uy — Ty
922 922

Diese beiden Ausdriicke lassen sich invertieren, sodass wir Differentialglei-
chungen fiir s und ¢ in Abhéngigkeit von v und v erhalten.

91275 vV det Gij

tu = —ly — v
922 g22
\/ det i
Su — —g‘]tv _|_ &81}
22 922

Und durch Umformen entsteht

A /det gw A /det gm
A /det gw A /det gm

Wiirde g;; = d;; gelten, so kénnten wir die obigen Gleichungen zu

dt_ ds dt_ds

du  dv’ dv  du
umformen, und dies sind genau die Cauchy—RiemannschenE Differentialglei-
chungen. Deshalb werden wir, um die Differentialgleichungen zu l6sen, har-
monische Funktionen und ihre konjugierten harmonischen Funktionen su-
chen. Hierzu benétigen wir folgenden Hilfssatz:

ty =

ty, =

Satz 3.5.2 Auf einem Flichenstiick f : U — E3 mit erster Fundamental-
form g;; gilt
Ayf =2Hn,

wobei A, der Laplace-BeltmmE—Opemtor beziiglich g;; ist.

13 Augustin Louis Cauchy, #1789 in Paris, 1857 in Sceaux
Bernhard Riemann, 1826 in Dannenberg, +1866 in Selasca
14Fugenio Beltrami, 1835 in Cremona, +1900 in Rom
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Beweis Der Laplace-Beltrami-Operator lautet ausgeschrieben, wobei G fiir
det(g;;) steht,

2912
G

for2 +%f,22 + (3.7)

() v (G5) s () 2o () 2] 7

Wir schreiben f(z,y) = (z,y, 2(z,y)) in nichtparametrischer Form an und

erhalten: )
1425 zZp2y 9 9
gij:( 02y 1—|—z§)’ G=1+z+2z,

Aof =Gl

Die Quotienten und die Kettenregel fiihren zu

922 1+ 2 ZyZay — ZoZan T ZoZay — ZaZyZes + 22202y
(ﬁ):(@) - VG

g12 [ Zazy _ RyZay T ZaZyy t Zgzyy + zngvy

(Ve)+= () - oG

und daher ist

( 922 > < 912 ) —z (1 + Z;)Zm + 2222y 2y — Zo(1+ 27) 2y,
= yr T = %Y =

e VG GVG

= —z,2H.
Durch den analogen Rechenvorgang erhalten wir

< g11 ) B ( g12 ) o —z(1+ zi)zm + zzngzzy —2,(1+ Z:%)Zyy
vGa) 't o \WG) " GVG

= —z,2H.

Einsetzen in Gleichung (3.7)) liefert demnach den Nachweis des Hilfssatzes:

Agf = [(1 + Z;)fwcx _QZnyf,xy +(1 + Zg)fﬂ/y} + %QH(_fo’x _nyyy )

_ Q=

= 2H[G(0,0,1) = (2,0, 27) — (0, 2, )]

3

T Rxy T 71
_ Doy op

VG

31



Dieser Hilfsatzes sagt aus, dass man auf einer Minimalflache immer har-

monische Funktionen finden kann, also Funktionen, fir die A, f = 0 gilt,

wie zum Beispiel die Komponenten (2!, 2%, 2%) des Ortsvektors. Es sei nun

t(u,v) = z'(u,v).

Wir nehmen an, s(u,v) sei eine harmonische Funktion mit in der Umge-
bung eines Punktes nicht verschwindendem Gradienten. Betrachten wir das
Differential

w = widu+ Widv
( gi2

Sy — — U sy)du + ( 92, - 22 $p)dv
1/ det Gij 1/ det Gij 1/ det Gij 1/ det G9ij

und formen es zu

w = —/det gij(g"%s, + g**s,)du + /det gi;(g' s, + g'%s,)dv

um. Da s harmonisch ist und der Laplace-Beltrami—Operator in Summen-
schreibweise A, f = \/ﬁ Zi,l:l % ( det gijglka%) lautet, gilt
ij

dw! dw?

dw = du/\dv+idu/\dv:0
du

Cdv
und das Differential ist vollstandig.

Unter der Annahme, die Umgebung U des gewéhlten Punktes zy = (uo, vo)
ware einfach zusammenhéangend, gilt fir z € U

(uv)
t(u,v) == / w.
(uo0,v0)

Das Integral iiber eine beliebige z; und z verbindende Strecke ist wegen der
Vollstéandigkeit von w von der Wahl dieser Verbindung unabhéngig. Daher
gilt

P g12 6 g11 S
“ 1/ det 9ij “ 1/ det 9ij !
PR g22 6 g12 S
! 1/ det 9ij “ 1/ det 9ij !

Die Abbildung ¢ : V' — U mit

U0,v0)

¢ : (U,U) cV — { :<$7$);E(U(7%’Ui } eU
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beschreibt also einen Parameterwechsel zu isothermen Parametern, und es
ist gezeigt, dass jeder Punkte einer Minimalfliche eine Umgebung hat, in
der isotherme Parameter existieren.

Nun kénnen wir uns dem Beweis von Satz B.5.1] zuwenden.

Beweis von Satz [3.5.1} Ist M eine Minimalfliche, so gilt H = 0
und wegen Hilfsatz [3.5.2] gilt Az = 0. Demnach sind die Koordinatenfunk-
tionen von x harmonisch.

Gehen wir davon aus, dass die Funktionen !, 2% und 2 harmonisch sind,
gilt Agjx = 2Hn = 0, und da n der Einheitsvektor der Flichennormale ist,
folgt H = 0 und M ist minimal.

O

Bemerkung: Fiir isotherme Parameter stimmt der Laplace-Beltrami—
Operator mit dem bekannten euklidischen Laplace-Operator
*f  f
A = — —_—
f D’ + 02 Jar+ fo2

uberein.

Um weitere Darstellungsmoglichkeiten fiir Minimalflachen zu gewinnen,
nehmen wir an f : U — E3, f = f(u,v) sei ein isotherm parametrisiertes
Minimalflachenstiick, dessen Parameter v und v Real- und Imaginéarteil der
komplexen Variablen z = u+ 7v sind. Nun gelten die Wirtingerableitungen@

o _1/9 .9 o _1(o .90
9z 2\ou ‘ov) 9z 2\ou 'ou)

—i(z—%)
2

z2+z

5 ist konnen wir ansetzen:

und v =

flu,v) = (f(2,2), f*(2,2), f*(2, 7)),

wobei f! komplexe Funktionen sind, die reelle Werte annehmen. Wegen der
Wirtingerableitungen gilt % = 1( [, —if’) und wir definieren die komplex-
wertige Funktion

of

= a = (fz17fz2>fz3)

15Wilhelm Wirtinger, 1865 in Ybbs an der Donau, +1945 ebd.

Da u =

o
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Fiir diese Funktion gilt
(f& - Z.f'j)Q + (fi - if3)2 + (fS - ff)z _ 9 — 92— 21912
4 4

da die Fléche als isotherm parametrisiert vorausgesetzt war. Desweiteren gilt

|(I)|2 _ (f,u ;if,v) (f,u‘;if,v) — }1(<f7u’f7u> + <f,v7f,U>>

g11 + g22 _9u
4 2

und das ist gleichbedeutend mit (&', ®2, ®3) £ (0,0,0).
Weil f konform parametrisiert und minimal ist gilt
0 _ 0

0z 0z

- = =0

Ox 10 1
— | =5z uw—1 0) = ([ au vV =Af=0.
(52) = 52U i0) = {Fu + fin) = A1 =0
Daraus folgt, jedes f! ist holomorph und umgekehrt ist bei holomorphem f?
jedes f* harmonisch und die Fliche f daher minimal. Daher gilt

Satz 3.5.3 f : U — E? sei eine isotherm parametrisierte Minimalfliche.
Dann ist die Abbildung ® mit ®° = %(fu —if,) holomorph und es gilt
d.-P=0.

Ist umgekehrt U C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und sind ®
holomorphe Funktionen mit |®|> > 0 und ® - ® =0 in U, so definiert

f(z,2) = §R/ P'dz (20 € Ubeliebig)
20

eine Minimalfidche.

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt aus der oben stehenden Herlei-
tung. Die Umkehrung folgt groftenteils aus Satz [3.5.1 denn durch die Vor-
aussetzung |®|> > 0 hat df iiberall maximalen Rang und definiert demnach
ein Flachenstiick. Des weiteren ist dz = du + idv, 2 = u + ‘v und es folgt

wegen der Definition der Funktion ® = % und der Wirtingerableitungen
. 1 . . 1 . ) . .
¢'dz = S[(fi — if)(du+idv)] = S[fidu + fodv +i(fydv = fidu)],
U , 1 . o .
¥'dz = J[(fi +if)(du — idv)] = S[fidu+ fidv — i(fido ~ fidu)].
Dabher ist
dft = %f dz + %f dz = ®'dz + d'dz = D'dz + Pidz = 2RDdz,
z z
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und f? erhilt man durch Integration. Da das Gebiet einfach zusammenhén-
gend vorausgesetzt war, ist dieses Integral nach dem Cauchyschen Integral-
satz von der Wahl von 2y € U unabhéangig.

O

3.6  Weierstralssche Darstellungsformeln

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Suche nach Minimalflachen auf das
Finden holomorpher Funktionen zuriickgefiithrt, die gewisse Voraussetzun-
gen erfiillen. Fine Mdoglichkeit, eine solche Funktion zu konstruieren, besteht
darin, eine holomorphe Funktion A und eine meromorphe{igl Funktion g zu
suchen, fiir die hg? holomorph ist. Denn es gilt:

Satz 3.6.1 Sei h eine holomorphe Funktion und g eine meromorphe Funk-
tion auf einem Gebiet U € C mit h # 0. Auflerdem habe h an jeder Stelle,
an der g einen Pol der Ordnung n hat, eine Nullstelle der Ordnung > 2n.
Dann sind die Funktionen

1 .
= Sh(l-gh), @= %h(l +gY), D= hg (3.8)
holomorph in U und erfiillen ®-® = 0 und (®*, 2, ®3) #£ 0. Umgekehrt kann
jedes Tripel ® = (P, &% ®3) holomorpher Funktionen mit ® : U — C und
d - P =0 in der Form (@ geschrieben werden, sofern ®' — i®% #£ 0 und
O3 +£ 0 ist.

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt durch direktes Nachrechnen von
® - & = 0, wobei die Bedingungen an Pol- bzw. Nullstellen sicherstellen, dass
® holomorph und nicht nur meromorph ist. Um die Umkehrung zu zeigen,
bemerken wir, dass die Voraussetzung ®! —i®? # 0 und ®3 # 0 nétig ist, da
ansonsten wegen ®2 = hg h = 0 oder g = 0 wiire. h = 0 wiirde zu ® = 0 fiih-
ren, weswegen nur noch g = 0 in Frage kommt, woraus aber wegen ®! = g
und ®* = i%, ®' + i®? = 0 folgt. Daraus folgt aber ein Wiederspruch zu
® £ 0, da &' = d? = &3 = 0 ist.

Wir kénnen also davon ausgehen, dass ®! — i®? £ 0 ist, und konnen mit

(I)S

& F2 —
hi= ' —i®, gi=

16siehe Anhang A
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die holomorphe bzw. meromorphen Funktionen h und ¢ definieren. Da
(P! —i®?)(P +idP?) = (D)% + (P?)? + (P3)* = 0 ist, gilt

(%)

oyt — )
Tl Tl 2

= —hg*.

Woraus wegen h = ®! —i®? (3.8)) folgt. Aus der Relation hg? = — (P! + i®?)
folgt, dass hg? holomorph ist. Deshalb gilt fiir einen Pol z, € U von g der
Ordnung n, dass 2, fiir h eine mindestens 2n-fache Nullstelle ist.

O

Satz 3.6.2 (WeierstraR—Enneper’| Darstellung 1) Jede isotherm pa-
rametrisierte, nicht ebene, einfach zusammenhdngende Minimalfidche f ldsst

sich lokal durch
flzz) = %/Zlhu—
fA(z,2) = 9‘%/ h(1+ g*)d
iz, 2) = 3‘%/ hgdz

darstellen, wobei h und g wie in Satz definiert sind und h nur in den
Polstellen von g verschwindet, wobei h in jedem n-fachen Pol von g eine
genau 2n-fache Nullstelle besitzt.

Beweis: Sei f : U — E3 eine isotherm parametrisierte Minimalfliche und wie

zuvor & := 1 (% 9L 2L, dann folgt die Darstellung aus den Sétzen und
3.6.1f Die Flache ist genau dort nicht reguliir, wo |®|*> = 0 ist. Das passiert
genau dann, wenn h eine Nullstelle von grofserer Ordnung als zweifach die
Ordnung der zugehédrigen Polstelle von g hat, wie man aus (3.8]) erkennen

kann.
O

Es ist moglich die oben stehende Darstellung insoweit zu vereinfachen,
dass man nur mehr eine einzige Funktion bendtigt. Nehmen wir an, die Funk-
tion g aus Satz ist holomorph und invertierbar. Demnach existiert also
eine Funktion ¢~! in einer Umgebung U, die ebenfalls holomorph ist. Verwen-
den wir g nun als neue komplexe Variable 7 = g, fiir die d7 = ¢’dz gilt, und
definieren wir eine Funktion F(1) = 3, so erhalten wir F'(7)dr = !%dT = hdz.

Wenn wir g mit 7 und hdz mit F(7)dr ersetzen erhalten wir:
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Satz 3.6.3 (Weierstrai—Enneper Darstellung 2) Jede nichtverschwin-
dende holomorphe Funktion F(1) definiert durch

F(z7) = m/zé(l—#)zf(f)df

(27 = %/Z%(HT?)F(TMT
§R z

/ TF(T)dr
20
eine Minimalfliche f(z,z).

Mit diesem Wissen ausgestattet ist es sehr viel einfacher, eine Minimal-
fliche zu finden als durch das Losen einer partiellen Differentialgleichung,
da jede holomorphe Funktion eine Minimalfliche definiert. Es ist also
nicht mehr noétig, nach speziellen Losungen der Minimalflichengleichung
zu suchen. Allerdings kénnen wir nicht von jeder holomorphen Funktion
erwarten, dass ihr komplexes Integral zu einer schonen Formel fiihrt.
Aufserdem muss erwéhnt werden, dass eine Minimalfliche im Allgemeinen
keine globale Darstellung in der oben genannten Form haben wird, da das
Definitionsgebiet der Verdnderlichen 7 einfach zusammenhédngend und die
Funktion F(7) als nicht verschwindend, also singularitétenfrei vorausgesetzt
wurde. Dennoch ist diese Darstellung besonders fiir spezielle Minimalflachen
aufserordentlich niitzlich, insbesondere deswegen, weil viele globale Eigen-
schaften analytischer Fliachen ohnedies nur im Kleinen nachgewiesen werden
miissen.

Beispiel: Minimalflichen in Weierstral—Enneper Darstellung
e Ennepersche Minimalfliche: F(7) =1

e Katenoid: F'(7) = 5%, mit reellem o

e Wendelfliche: F(7) = 2%, mit reellem o

2727

e Scherksche Minimalfliche: F(7) = 2

1—74
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3.7 Bjorlingsches Problem

Es ist uns nun moglich, aus einer holomorphen Funktion eine Minimalfléche
zu gewinnen. Fiir die Betrachtung von Seifenhduten wére es aber beson-
ders praktisch, eine Flache allein durch die Kenntnis ihrer Randkurve zu
bestimmen. Dieses Anliegen erinnert an die Fragestellung des Plateauschen
Problems. Die eigentlich bereits im 18 Jhd. von Lagrangd™| formulierte
Vermutung lautet: jede Randkonfiguration, egal welcher geometrischen
Form, die aus einer geschlossenen Drahtschlinge besteht, begrenzt zumindest
eine Seifenhaut. Da die mathematische Entsprechung eines diinnen Drahtes
eine Jordankurve ist, ldsst sich das Problem auch wie folgt formulieren:

Plateausches Problem: Zu einer vorgeschriebenen Jordankurve -y
soll eine Minimalfliche M vom Typ der Kreisscheibe gefunden werden, fiir
die OM = ~ gilt.

Eine zufriedenstellende Losung dieser Aufgabe wurde erst 1930 von J.
Douglad™ und T. Radd® gefunden. Es scheint naheliegend anzunehmen,
dass das Problem durch Minimieren des Oberflaichenintegrals mit gewissen
Nebenbedingungen zu bewéltigen ist, allerdings kann dieser Ansatz zu
haarstrdubenden Fehlern fiihren (siche dazu [4]). Daher hat Douglas in
seinem variationstheoretischen Ansatz ein anderes Funktional, ndmlich das
Dirichletintegral minimiert. Das ist deswegen moglich, da fiir isotherme
Parameter der Wert des Dirichletintegrals jenem des Oberflichenintegrals
entspricht. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung dieser Losung des Plateauschen
Problems siehe [16] oder [9].

Bemerkung: Das Dirichletintegral lasst sich durch eine Summe annéa-
hern, durch die sogenannte Dirichletenergie, mit Hilfe derer es leicht mdoglich
ist, das Variationsproblem von einem Computerprogramm losen zu lassen.

Wir werden uns hier mit einem etwas leichter zu bewiéltigenden, aber
nicht weniger interessanten Problem befassen - dem Bjérlingschenf'] Hier
ist eine Minimalflache gesucht, die einen vorgegebenen analytischen Streifen
enthélt. Im Zuge der Behandlung dieses Problems werden wir auch den noch
ausstehenden Beweis der Plateauschen 90° Regel aus Kapitel erbringen.

18 Joseph-Louis Lagrange, 1736 in Turin, +1813 in Paris

19 Jesse Douglas, 1897 in New York City, +1965 ebd.

20Tibor Rado, 1895 in Budapest, +1965 in New Smyrna Beach/Florida
21E. G. Bjorling, x1808, +1872
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Bjorlingsches Problem: FEin analytischer Streifen sei gegeben durch
eine reell analytische Kurve o : I — R3 und ein reell analytisches Vektorfeld
N entlang von «, fiir das N - o/ = 0 gilt. Gesucht ist nun eine Minimalflidche
M mit a(u) = z(u,0) als u-Parameterlinie und N als Einheitsnormale
N(u) = n(u,0) firue .

Seien a(z) und N(z) die holomorphen Fortsetzungen der oben definierten
Objekte auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet D C C mit I C D.
Dann kénnen wir die folgende Vermutung formulieren:

Satz 3.7.1 Es qibt genau eine Lésung fiir das Bjorlingsche Problem. Sie
lautet mat fizem ug € I und z = u + v:

o, v) = R [a(z) _ z'/u:N(w) X o (w)duw| .

Beweis: (entnommen aus [17])

Gehen wir davon aus, wir wiissten bereits, dass die Losung existiert und
beweisen zuerst ihre Eindeutigkeit. Dann ist z(u,v) also eine Minimalfl&-
che in isothermen Parametern, fiir die z(u,0) = «a(u) und n(u,0) = N(u)
gilt. Aus Satz wissen wir, jede Koordinatenfunktion z(u,v) von z ist
harmonisch. Es seien nun y‘(u,v) ihre harmonischen Konjugierten, fiir die
y'(ug, 0) = 0 gelten soll, und x%(z2) +14y’(z) ist holomorph. Wir definieren nun
eine holomorphe Funktion 8 : D — C? fiir 2 € D:

B(z) = z(u,v) + iy(u, v).

Die Ableitung ('(z) = x, + iy, ist wegen der Cauchy—Riemannschen—
Differentialgleichungen auch gleich z,, — ix,. Da x(u,v) isotherm parametri-
siert ist, sind z,, z, und n orthogonal mit |z,| = |z,| und es gilt x, = n X z,.
Es ist also
B'(z) =z, —i(n X x,).

Beschréanken wir uns nun auf (u,0) € I, so gilt wegen der Voraussetzungen
Zu(u,0) = o' (u) und n(u,0) = N(u), F'(u) = o/(u) —i(N(u) x o/(u)). Da
diese Gleichung nun nur von einer reellen Variablen abhéngt, kénnen wir
ganz normal integrieren und erhalten Yu € [

B(u) = a(u) — z/u N(t) x & (t)dt.

Es stimmt also 3 auf dem gesamten Intervall I mit der holomorphen Kurve
v(2) = a(z) — zfuzo N(w) x o/ (w)dw tiberein und nach dem Identitéitssat

2Zgiche Anhang A
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auch auf dem Intervall D D I. Da x(u,v) als der reelle Teil von ( definiert
ist, erhalten wir die gewiinschte Losung

2w, v) = R {a(z) - z’/u:]\f(w) « o (w)dw|

Um die Existenz der Lbsung zu beweisen definieren wir eine holomorphe
Kurve ((z) )—1i f (w)dw im Gebiet D. Nach Voraussetzung
sind N(z) und « ( ) fiir z € ] reell und es gilt, RF'(2) = o/(2) und G/ (2) =
—N(z) x o/(2). Fiir z € I erhalten wir somit:

(B'(2)* = d(2)-(2) = 2ia'(2) - (N(2) x o/(2))
(N(2) x /(2)) - (N(2) x o/(2))

Wegen o - (N x ) =0 und |N x /| = [N|-|¢/| = |&/| (da N und o' laut
Definition orthogonal sind) ldsst sich die vorherige Gleichung zu

() = o/ =0~ [N x &/ =0

umformen. Der Identititssatz besagt, dass (3')? nicht nur fiir z € I, sondern
auf ganz D D I gleich Null ist. Erinnern wir uns nun an die Herleitung der
Weierstralschen Darstellungsformeln in Kapitel und ersetzen ® mit ',
so wissen wir aus Satz [3.5.3 dass der Realteil von (3 eine Minimalflache in
isothermen Parametern darstellt.

Wir wissen nun

o(u,v) = R [a(z> - i/u:N(w) % o (w)dw

ist eine isotherme Parametrisierung einer Minimalfliche M, und es bleiben
nur noch die verlangten Nebenbedingungen des Bjorlingschen Problems zu
tiberpriifen: Fiir u € I sind N(u) und o/ (u) reell und z(u,0) = RG(u) = a(u)
- also ist a(u) eine u—Parameterlinie der Flache M. Berechnen wir (3'(u)
einmal wie im Eindeutigkeitsbeweis und einmal wie im Existenzbeweis, so
ergibt das:

o' (u) —i(N(u) x o/(u)) = ' (u) = zy(u,0) — iz, (u,0).
Gleichsetzen der reellen und der imaginéren Teile fiihrt zu
T, (u,0) = o/ (u) und Ty (u,0) = N(u) x o (u).

Wie bereits erwahnt gilt fiir isotherme Koordinaten x, = n X x,, also ist x,, =
n x o', und daraus folgt N(u) = n(u,0) - das Vektorfeld N ist also, entlang
von « die Einheitsnormale von M. O
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Betrachten wir als Angabekurve fiir das Bjorlingsche Problem eine
ebene Kurve, so kénnen wir beweisen, dass eine Minimalflache (bzw. eine
Seifenhaut) eine Fldche, auf der sie sich frei bewegen kann, immer unter
einem Winkel von 90° trifft.

Beweis der Plateauschen 90° Regel: N sei die Einheitsnormale ei-
ner ebenen Kurve a. Die Minimalflache M, die das Bjorlingsche Problem
mit diesen Angabestiicken 16st, habe die Flachennormale n, die entlang von
a mit N zusammenfillt. Nehmen wir an, a sei bogenlangenparametrisiert,
so gilt fiir die Tangente der Kurve ¢ = o’ und fiir die Normale kN =t/ = o
nach den Frenetschen Ableitungsgleichungen. Da « in einer Ebene E mit
Normalvektor u liegt, gilt (a(s) —«(0))-u = 0 fiir jeden beliebigen Parameter
s. Durch zweimaliges Differenzieren erhalten wir

t-u=20 und N-u=0

und erkennen, dass sowohl die Tangente, als auch die Normale der Kurve
a ebenfalls in der Ebene liegen. Wir wissen aber, als Nebenbedingung des
Bjorlingschen Problems gilt N = n, weshalb wegen n - u = 0 auch die Fla-
chennormale der Minimalfliche in E' liegen muss. Die Flache M ist also zu
E orthogonal, und weil die Losung des Bjorlingschen Problems eindeutig ist,
ist die 90° Regel bewiesen.

OJ
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Kapitel 4

Minimalflachen in der Architektur

Bisher haben wir uns mit der Entstehung von Seifenhduten und ihren ma-
thematischen Darstellungen befasst. Um diese Arbeit abzurunden, soll hier
nun auch noch auf ihre Anwendbarkeit eingegangen werden.

Dieses Kapitel soll einen kurzen Einblick in die Architektur weitgespann-
ter Leichtbau-Flachentragwerke bieten und die speziellen Vorteile der Mini-
malflichen in diesem Zusammenhang beleuchten.

4.1  Seifenhautformen

Da die Minimalflichen, die in den bisherigen Kapiteln vorgekommen sind,
nicht unmittelbar geeignet erscheinen, weite Flachen zu tiberdachen, wollen
wir hier noch kurz auf die Formenvielfalt der Seifenhéute eingehen.

1. Seifenhaute mit biegesteifem Rand

Die Formen, die in einem beliebig geformten, biegesteifen und geschlos-
senen Rahmen entstehen kénnen, haben wir bereits betrachten. Es sind
genau jene, mit denen sich das Plateausche Problem befasst.

Zu erwahnen bleibt vielleicht nur, dass bei komplexen Rahmenformen
manchmal die Eintauchrichtung mitentscheidend fiir die Gestalt der
sich bildenden Seifenhaut sein kann.

2. Seifenhaute mit biegeweichem Rand

Seifenhéute lassen sich auch zwischen Féden einspannen. Da Faden bie-
geunsteif sind, lassen sie sich nicht auf Druck, sondern ausschliefslich
auf Zug beanspruchen. Das bedeutet, die Seifenhaut wird den Faden
nach Innen ziehen. Mit einem einfachen Experiment lasst sich verdeut-
lichen, dass die vom Faden angenommene Form kreisférmig sein wird.
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Ein geschlossener Faden wird auf eine ebene Seifenmembran aufgelegt
und das Héutchen im Inneren der Schlaufe wird vorsichtig zerstort.
Das verbleibende dufere Hautchen versucht aufgrund seiner Oberfla-
chenspannung, seinen Flécheninhalt soweit wie moglich zu reduzieren,
und zieht in alle Richtungen gleich stark am Faden. Daher nimmt die
Schlaufe eine kreisférmige Gestalt an (siehe Abbildung [4.1)).

Abbildung 4.1: Seifenhaut mit kreisformigem Loch

Wird also eine Form aus Festpunkten und dazwischen héngenden Fa-
den in Seifenlosung getaucht, so bildet sich eine Haut, die zwischen den
festen Punkten jeweils von konkaven Kurven mit konstanter Kriim-
mung begrenzt wird. Dies gilt in der Ebene genauso wie fiir rdumliche
Konfigurationen.

Abbildung 4.2: Seifenhaut von Faden berandet
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3. Seifenhaute mit freiem Rand

Bildet ein beliebig geformter Rahmen gemeinsam mit einer Fliche, der
Stiitzflache, die eben oder gekriimmt sein kann, eine geschlossene Be-
randung, so ldsst sich auch hier eine Seifenhaut einspannen. Auf der
Stiitzflache bildet sich dabei der freie Rand. Wie wir aus der pate-
auschen 90° Regel wissen trifft die Seifenhaut die Stiitzfliche unter
rechtem Winkel, ausgenommen, der fliissige Rand trifft auf Hindernis-
se (wie zum Beispiel Locher) auf der Flache. Dann nédmlich schmiegt
sich der fliissige Rand des Hautchens tangential an die Randkurve des
Hindernisses an. Ein Beispiel einer Minimalflache mit freiem Rand ist

Abbildung 4.3: Freier Rand auf einer Flache mit Hindernis

die Gergonneschd'| Minimalflsiche. Es handelt sich hierbei um eine Fli-
che, deren Rand frei auf zwei gegeniiberliegenden Seitenflachen eines
Wiirfels und fest auf zwei diese Seiten verbindenden, entgegengesetzt
verlaufenden Diagonalen liegt. Genaugenommen hat Gergonne nur das
Problem, diese Fldche zu finden, formuliert, gefunden wurde sie von
Schwarz.

4. Unterstiitzung von Seifenhiduten

Seifenfilme sind nicht in der Lage, punktférmige Kréfte aufzunehmen.
Dabher ist es nicht moglich, eine Seifenhaut mit einer Nadel anzuheben

1Joseph Diaz Gergonne, 1771 in Nancy, 11859 in Montpellier

44



- die Spitze dringt einfach durch. Flachige Elemente hingegen wie zum
Beispiel Ringe, Scheiben oder Kugeln, vermégen eine ebene Seifenla-
melle anzuheben oder auch abzusenken.

Grundsétzlich gilt fiir das Maximalmaf der moglichen Auslenkung die
gleiche Beziehung von Radius zu Héhe wie beim Katenoid.

Abbildung 4.4: Mit einem Stempel unterstiitzte Seifenhaut

Es ist auch moglich, eine Fliissigkeitsmembran mittels einer Schlau-
fe zu unterstiitzen. Modifizieren wir nun das Experiment aus Punkt
2 dahingehend, dass wir an der Fadenschlaufe eine Nadel befestigen
und vorsichtig an dieser anziehen. Die Seifenhaut lasst sich anheben,
der Faden verlasst seine Kreisform und bildet eine Raumkurve stetiger
Kriimmung. Schlaufen dieser Art nennt man auch Augen. Sind in ei-
nem Punkt mehrere Seilschlaufen aufgehéngt bilden sie eine sogenannte
Girlande.

Abbildung 4.5: Mit einer Schlaufe hochgezogene Seifenhaut
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Die Form von Seifenhéduten léasst sich nicht nur durch Hoch- oder Tief-
punkte verandern sondern auch durch Unterteilen in mehrere Flachen.
Membranen lassen sich namlich auch durch Grate unterstiitzen, die
zwischen Rand und Spitze verlaufen. Diese Grate wirken wie biegewei-
che Rénder, die die Flache in einzelne Minimalflichen unterteilen. So
ist es moglich, Formen zu schaffen, die das Verhéltnis von Hohe und
Durchmesser, bei dem eine Seifenhaut normalerweise zerreiffen wiir-
de, iiberschreiten. Denn durch steigende Gratanzahl sind spitzere und
héhere Formen moglich. Allerdings hat auch diese Methode Grenzen,
da sich bei zu grofer Hohe bei kleiner Grundflache Zwischenlamellen
bilden koénnen.

Abbildung 4.6: Katenoid durch Grate unterstiitzt

Indem man zwischen abwechselnden Hoch- und Tiefpunkten Grat- bzw.
Kehlseile spannt, lassen sich Wellenformen erzeugen und auch eine Un-
terstiitzung durch ganze Netze ist moglich.

Wenn man diese Formgebungsmoglichkeiten betrachtet, kann man sich gut
vorstellen, dass Seifenhédute als Vorbild fiir die Architektur geeignet sind, und
tatséchlich wurden sie in diesem Zusammenhang auch eingehend untersucht.
Seit den 1950er Jahren hat sich der Architekt Frei Otto gemeinsam mit Bio-
logen, Mathematikern, Physikern und Geodéaten mit Hilfe von Seifenhautex-
perimenten mit dem Fragenkreis rund um Zelt- und Leichtbau beschéftigt. In
der zweiten Hélfte des vorigen Jahrhunderts gab es dafiir in Deutschland so-
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gar zwei Sonderforschungsbereiche, die viele interessante Ergebnisse geliefert
haben.

4.2 Minimalflachen 1m Zeltbau

Zelte sind leichte Flachentragwerke und daher genau dann optimal, wenn sie
dem ,Leichtbauprinzip“ entsprechen. Dieses Prinzip sagt, eine Konstruktion
ist dann besonders gut, wenn sie bei minimalem Materialaufwand aufgrund
ihrer Form maximale Stabilitdt und Kraftabtragung gewéhrleistet. Da die
Natur immer versucht, Formen ideal zu gestalten, ist klar, dass eine Seifen-
haut und demnach auch eine Minimalfléche diesem Prinzip geniigt.

Wir wissen, eine Seifenhaut ist eine selbstbildende Form, die auf Grund
ihrer Oberflachenspannung gewisse Eigenschaften besitzt. So ist sie erstens
antiklastisch gekriimmt, also sattelformig, wegen ihrer negativen Gaufsschen
Krimmung. Und zweitens ist die Flachenspannung in jedem ihrer Punkte
gleich, wodurch nur Zugspannungen auftreten. Wie ist es nun moglich, diese
Eigenschaften auf eine Membran zu {ibertragen, die im Gegensatz zu einer
Seifenhaut ein nicht zu vernachlassigendes Eigengewicht besitzt und diversen
verschiedenen Lastféllen ausgesetzt wird? Das Geheimnis ist die so genannte
Vorspannung.

Vorspannung

Eine Membran kann, genauso wie ein Seil, nur auf Zug belastet werden und
ist nicht in der Lage, Druckkréfte aufzunehmen. Betrachten wir also ein Gum-
miband, dass an der Decke aufgehéngt ist und lose den Boden bertihrt (siehe
Abbildung . Héngen wir nun auf halber Hohe eine Last P in Form einer
Kugel auf, dehnt sich die obere Hélfte des Gummibandes, wihrend die untere
Halfte schlaff gegen den Boden héngt und nicht tragt. Denken wir uns das
Band nun vorgespannt, also unter einer gewissen Grundspannung V', sowohl
an der Decke als auch am Boden befestigt. Wird dieselbe Last P nun auf das
gespannte Band aufgebracht, so ist die entstehende Verformung f nur noch
halb so grofs wie zuvor. Denn die eine Hélfte der Last wird vom oberen Teil
des Gummibandes als Zug aufgenommen, wihrend die andere Hélfte vom
unteren Teil als Druck getragen wird. Das Gummiband kann nun also Druck
aufnehmen, da in ihm der vorgespannte Zug abgebaut werden kann. Natiir-
lich ist das Seil nur so lange fahig, Druck aufzunehmen, wie die Belastung
kleiner ist als die aufgebrachte Vorspannung.

Will man ein Seilnetz oder auch eine Membran vorspannen, so muss sie
entweder eben sein, oder sie muss sattelférmig gekriimmt werden. Die eine
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Abbildung 4.7: Vorspannung

Seilschar, die Tragseile, haben ihren Kriimmungsmittelpunkt dann iiber der
entstehenden Fliache, die andere Schar, die Spannseile, unter ihr. Die Seile
driicken somit gegeneinander und halten die Form daher im Gleichgewicht.
Die nétige Vorspannung wird von einem raumlich gekriimmten Rahmen
gehalten, der natiirlich entsprechen stabil sein muss.

Wirkt nun eine Last von aufen auf eine solche Membran wie zum Beispiel
Schnee oder Winddruck, so nehmen die Zugkréfte in den Tragseile zu, wéh-
rend die Kréafte in den Spannseilen abnehmen. Ware die Konstruktion nicht
vorgespannt, so wiirden sich die Spannseile der Lastabtragung entziehen
und die Membran wiirde Falten schlagen und beginnen zu flattern.

Eine interessante Eigenschaft biegeweicher Membranen ist, dass das Ver-
héltnis der Kriimmungsradien in den Hauptvorspannungsrichtungen ident
mit dem Verhéltnis der Vorspannungen ist. Die Hauptrichtungen der Vor-
spannung sind gleichzeitig die Richtungen der extremsten Kriimmungen, also
die Hauptkriimmungsrichtungen. Es gilt also fiir Flachen mit entgegengesetzt
gleichen Hauptkrimmungsradien, wie die Minimalflichen welche sind, dass
ihre Vorspannungen in alle Richtungen gleich sein miissen.

Es ist durchaus Vorteilhaft, wenn ein verbautes Material iiberall gleiche Span-
nungen aufweist, da es nicht zu Spannungsspitzen kommen kann, die etwa
eine punktuelle Verstiarkung des Gewebes erfordern wiirden. Zelthaute mit
ungleichen Spannungen haben die Tendenz, Falten zu bilden und sich gleich-
zeitig an hoher belasteten Stellen stark zu dehnen, bis sie eventuell sogar
reifsen. Aufierdem weichen Membranen mit ungleichen Spannungen von der
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Idealform der Minimalfliche ab, was dazu fiihrt, dass sie unter Belastung
Formen annehmen kénnen, die ihre Oberflache reduzieren. Dies bedeutet, es
konnen Verformungen ohne Dehnung auftreten, und diese fallen in der Re-
gel besonders stark aus. Bei Minimalflachen ist jede Formadnderung mit einer
Oberflichenvergrofferung und daher mit einer Drehung verbunden. Daraus
folgt, die Minimalflichen sind bei unterschiedlichen Angriffen sehr haufig,
wenn auch nicht immer, die verformungssteifsten.

Im Idealfall werden minimalflichenférmige Zelte aus isotropen Materia-
lien gefertigt, das heifst aus Geweben, die in Kette- und Schussrichtung die-
selben Dehnungseigenschaften haben. Unter diesen Umstdnden bereiten sie
auch im Zuschnitt, fiir ein exaktes Spannen und bei Einwirkung von Warme
und Feuchtigkeit die wenigsten Probleme.

Meist sind allerdings die Schussfiaden eines Gewebes schwécher als die Kett-
faden. Spannt man beide Richtungen im selben Maf vor, so wird die eine
Richtung schneller altern und nachgeben als die andere. Diesem Problem
kann man begegnen, indem man von der Minimalflachenform abweicht, wo-
durch sich allerdings neue Schwierigkeiten ergeben. Oder indem man das
Material auf beiden Seiten mit Plastik beschichtet, um die Reaktionen der
Faden in den beiden Richtungen einander anzugleichen.

Eine Besonderheit der leichten Flachentragwerke ist die Art ihres Designs.
Anders als bei anderen Bauformen hat der Architekt bei der Formwahl nicht
freie Hand, denn die Gestalt des Tragwerks ist ausschlieflich durch die Rand-
konfiguration und die Vorspannung bestimmt. Es handelt sich demnach beim
Design eines minimalflachenartigen Zeltes nicht um einen Formgebungs-, son-
dern vielmehr um einen Formfindungsprozess.

Formfindung

In einem konventionellen Designprozess haben Modelle nur die Aufgabe, die
Anschauung zu unterstiitzen und das zu bauende Objekt darzustellen. In ei-
nem Formfindungsprozess ist das Modell beinahe der wichtigste Teil. Von der
Bestimmung der Geometrie an bis hin zur Vermessung und der Bestimmung
des Zuschnittes sind Modelle in unterschiedlichen Genauigkeitsgraden erfor-
derlich. Fiir die ersten Entwurfsideen werden Vormodelle aus Strumpfgewebe
oder Ahnlichem hergestellt, und fiir den eigentlichen Formfindungsvorgang
benutzt man Messmodelle aus Seifenhduten. Von diesen Modellen werden
geometrische wie auch statische Werte abgenommen fiir die genaue Berech-
nung und Bemessung der einzelnen Bauteile.

Formfindung wird natiirlich auch mittels Computern betrieben, und
zwar mit der Methode der finiten Elemente. Dabei wird von einer dem
gewiinschten Endergebnis dhnlichen Grundform ausgegangen und diese nach
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diversen Kriterien in kleinen Schritten optimiert. Es wére grundséatzlich
moglich, Formfindung allein rechnerisch zu betreiben, indem man zum
Beispiel eine grobe Grundrissskizze, die Koordinaten der Festpunkte und
eine Topologievorschrift fiir die Membran als Grundform benutzt. Allerdings
hat sich gezeigt, dass hierbei die formale, architektonische Qualitat eher
unbefriedigend bleibt. Daher ist es iiblich, eine Kombination aus Modell-
und Computerverfahren zu benutzen.

Ist eine architektonisch befriedigende Form gefunden, die allen eventu-
ellen Lastfillen standhélt, kommt der wahrscheinlich schwierigste Teil des
Formfindungsprozesses - die Ubertragung der gewonnenen Erkenntnisse auf
verbaubares Material. Die Fliissigkeitshaut mit der bisher real oder virtuell
gearbeitet wurde, muss nun durch ein dehnbares, vorgestecktes Gewebe er-
setzt werden. Und zwar genau so, dass es ohne Formabweichung genau unter
den Spannungen steht wie das Seifenhautmodell zuvor.

Nun muss der Zuschnitt der Haut ermittelt werden. Dafiir sucht man eine

Anzahl von ebenen Gewebestiicken, die zusammengefiigt und vorgespannt,
eventuell mit formgebenden Belastungen beaufschlagt, die Modellform der
Fldache moglichst gut annédhern.
Zuschnittbahnen entlang geodétischer Linien auf der Flache lassen sich
am ehesten geradlinig in eine Ebene abrollen. Geodétische Linien sind
bekanntlich auch die kiirzesten Verbindungen zweier Punkte auf einer Fléche
und lassen sich numerisch berechnen. Das so gefundene Zuschnittraster
wird weiteren Optimierungsprozessen unterworfen, um moglichst wenig
Verschnitt zu erhalten.

Um die Zuschnittformen zu bestimmen, ersetzt man - zuerst nur gedank-
lich - die Seifenhaut im Modell durch dehnbares Material, das mit Vorspan-
nung und Lasten in die richtige Form gedrangt wird. Danach werden die
Zuschnittbahnen entlang dem optimierten Raster aus der Flache herausge-
trennt und alle noch wirkenden Vorspannungen und Lasten entfernt. Der
nun entspannte Streifen ist normaler Weise nicht ohne Zwang in die Ebene
abwickelbar. Doch mittels des folgenden Gedankenexperiment kénnen wir er-
kennen, wie aus diesem Streifen die endgiiltige Zuschnittbahn ermittelt wird.
Wir denken uns den raumlich gekriimmten Streifen zwischen zwei Platten
reibungsfrei verebnet, ohne dass sich dabei Falten bilden. Die dabei auftre-
tenden Zug- und Druckspannungen sind die geringstmoglichen und sie heben
sich auf Grund der Reibungsfreiheit nach Aufsen hin auf. Denkt man sich
nun einen spannungsfreien Streifen nach dem Vorbild der plattgedriickten
Zuschnittbahn aus demselben Material ausgeschnitten, so erhélt man den
endgiiltigen Zuschnittstreifen ohne Eigenspannung.
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Werden die so erhaltenen endgiiltigen Zuschnittbahnen unter Vorspan-
nung zusammengefiigt, konnen sie nur unter Zwang die gewiinschte Form
annehmen. Die Spannungen, die sie dabei aufnehmen miissen, entsprechen
aber fast genau jenen, die die urspriinglichen Streifen bei ihrer Verebnung
erfahren haben, und haben daher am ehesten die Tendenz, sich im Mittel
aufzuheben.

In diesem Schritt des Formfindungsprozesses ist hochste Genauigkeit
geboten, da der Zuschnittfehler der vorgespannten Konstruktion maximal
0, 03%E| betragen darf. Denn im spannungslosen Zustand miissen die Bahnen
exakt um das Maf ihrer Dehnung in Folge der Vorspannung kleiner her-
gestellt werden, da sich ansonsten unkontrollierbare Spannungsfehler in der
Konstruktion ergeben.

4.3 Beispiele aus der Baukunst

J. S. Dorton Arena

Die von den Architekten Matthew Nowicki und William Henley Deitrich
1950 entworfene Sportstatte wurde 1952 in Raleigh North Carolina erbaut. Es
handelt sich um ein Seilnetzdach zwischen zwei Bogen. Letztlich ein Zelt, das
der entsprechenden Minimalfldche dhnelt. Es ist das erste Bauwerk, welches
das Prinzip minimaler Strukturen in der Architektur nutzte.

Abbildung 4.8: J. S. Dorton Arena

Wert aus [13] entnommen
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Bundesgartenschau in Kassel

Die temporiren Uberdachungen fiir die Bundesgartenschau in Kassel 1955
waren die ersten realisierten minimalflachenartigen Projekte Frei Ottos. Den
Musikpavillion, auch ,das Segel genannt, kann man als erstes Versuchob-
jekt einer langen Reihe gebauter sattelfomiger Minimalflichen betrachten.
Er {iberspannte eine Lénge von 18m bei nur 1mm Gewebsdicke, weit mehr
als bis zu diesem Zeitpunkt im Zeltbau tiblich. Wahrend seinem Bestehen im
Sommer 1955 erwies es sich trotz heftiger Sturmbden als dufterst haltbar und
zeichnete sich auch durch seine hervorragende Akustik aus.

Abbildung 4.9: Musikpavillon
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Bundesgartenschau in Koln

Da Ottos Bauten 1955 solchen Anklang fanden, wurde er auch fiir die Bundes-
gartenschau in Koln 1957 beauftragt. Hierfiir entstand eines seiner berithm-
testen Bauwerke, das Tanzbrunnenzelt. Es iiberspannt eine runde Tanzfléche
mit 24m Durchmesser und ist trotzdem materialsparend. An sich handelt es
sich hierbei wieder um eine temporare Konstruktion, aber noch viele Jah-
re lang wurden Ottos Bauten fiir die Gartensschau im Sommer regelméafig
wieder aufgebaut, was auch zeigt, wie hochfunktionell diese Zeltbauten sind.

Abbildung 4.10: Tanzbrunnenzeltmodell aus Seifenhaut

Abbildung 4.11: Tanzbrunnenzelt
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Weltausstellung in Montreal

Der deutsche Pavillion auf der EXPO 1967 in Montreal war das erste Zelt-
projekt seiner Grofe - es iiberspannte eine Fliche von 8000m?. Entworfen
wurde es von Frei Otto und Rolf Gutbrod, und es bestand fast ausschlieflich
aus Minimalflichen. Um die Hochpunkte zu realisieren, wurden augenférmi-
ge Offnungen eingeplant, die mit klarem Plexiglas verkleidet gleichzeitig fiir
Licht im Inneren des Zeltes sorgten. Der Pavillion galt als einer der schonsten
und wirtschaftlichsten der Weltausstellung und erhielt den internationalen
Architekturpreis ,Prix Perret“. Um Erfahrung fiir ein so gewaltiges Bauwerk

Abbildung 4.12: Deutscher Pavillon EXPO 1967

zu sammeln, wurde ein 1 : 1 Modell einer Zeltmembran mit Augenschlaufe er-
zeugt, das heute das Institut fiir leichte Flachentragwerke der TU-Stuttgart
beherbergt.

Abbildung 4.13: Institut fiir leichte Flidchentragwerke TU-Stuttgart
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Olympiadacher Miinchen

Der Entwurf fiir die Uberdachung der Spielstitten stammte urspriinglich vom
Architekturbiiro Benisch und Partner und war stark vom Deutschen Pavillon
in Montreal inspiriert. Frei Otto wiirde erst spéater hinzugezogen, als es zu
konstruktiven Schwierigkeiten kam. Erbaut wurden die Gebéaude 1972.
Insgesamt {iiberspannen die Décher der Bauwerke eine Fldache von etwa
75000m?2, weswegen der Formfindungsprozess erstmals stirker mit Compu-
termethoden als mit Modellen erfolgt ist. Die Olympiahalle, wie auch die
Schwimmbhalle und das Stadion zeichnen sich besonders durch die Abwesen-
heit von Stiitzen im Inneren der Bauwerke aus.

Abbildung 4.14: Detail der Olympiadécher
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Grazer Kunsthaus

Das Kunsthaus Graz wurde von den Londoner Architekten Peter Cook und
Colin Fournier geplant und 2003 im Rahmen des Kulturhauptstadtjahres er-
richtet. Es fillt sowohl durch seine Bauart, als auch durch seine eigentliche
Form aus der bisherigen Aufzahlung von Bauwerken heraus. Als Ganzes ist es
auch einer Minimalflache nicht im geringsten &hnlich, aber die Lichtschéchte
auf dem Dach, die sogenannten Nozzels, lassen sich durch Seifenhdute nach-
bilden und sind daher minimalflachenéhnlich.

Abbildung 4.15: Grazer Kunsthaus

Abbildung 4.16: Nozzel aus Seifenhaut
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Anhang A

Begrifte aus der Mathematik

e Funktionen:

— harmonisch: Eine reellwertige, zweimal stetig differenzierbare
Funktion ¢(x,y) heift harmonisch in einem Gebiet, wenn dort
der Laplace—Operator A¢p = 8‘3—; + 53—;2 verschwindet.

Jede auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet zweimal ste-

tig differenzierbare harmonische Funktion wu ist Realteil einer kom-

plex differenzierbaren Funktion f(z) = u(x,y)+iv(x,y). Die reelle

Funktion v erfiillt Av = 0, ist daher harmonisch und wird als kon-

jugiert harmonisch zu u bezeichnet.

— holomorph: Eine komplexwertige Funktion f(z) heiflt in einem
Gebiet G holomorph, wenn sie in jedem Punkt z € G komplex
differenzierbar ist.

Oder anders formuliert: Eine komplexe Funktion f(z) =
u(z,y) + iv(z,y) ist genau dann holomorph, wenn die Cauchy—
Riemannschen—Differentialgleichungen gelten:

dxr dy dxr Oy
ou  ov v Ou
— meromorph: Eine meromorphe Funktion ist bis auf Polstellen
holomorph.
Es seien D C C ein Gebiet. Eine Funktion f : D — C heift in D
meromorph, wenn jeder Punkt zg € D eine Umgebung U besitzt,
in der
1. fluns holomorph ist und
2. n € Ny mit lim, ., (z — 20)" f(2) € C existiert. (z € U \ zp)
Ist das kleinste n, das die Forderung erfiillt, verschieden von Null,
so heifst zg Polstelle von f und n ist die Ordnung dieser Polstelle.
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(Jede holomorphe Funktion ist auch meromorph, mit einer leeren
Polstellenmenge.)

e Cauchyscher Integralsatz: D sei ein offenes, einfachzusammenhén-
gendes Gebiet in C und f : D — C holomorph. Dann héangt sz01 f(z)dz
nicht vom gewéhlten Verbindungsweg zwischen 2z, und z; in D ab.

e Identitatssatz: Seien f und g harmonische Funktionen auf einem ein-
fach zusammenhéngenden, offenen Gebiet D € C und f(z;) = g(z;) fiir
irgendeine konvergente Folge zq,...,2,,...aus D, dann gilt f =g Vz €
D.

e holomorphe Fortsetzung: Fiir zwei Gebiete D; und D,, fiir die
Dy N Dy # 0 gilt, gibt es zu jeder in Dy holomorphen Funktion f;(z)
hochstens eine, in Dy holomorphe Funktion fo(z), die in Dy N Dy mit
fi(z) tbereinstimmt. fy(2) heifst holomorphe Fortsetzung von fi(z)
nach Ds.
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Anhang B

Begriffe aus der Geometrie

e Frenetsche Ableitungsgleichungen: Eine C” - Kurve des R ist eine
Abbildung ¢ : I € R — R?, deren Koordinatenfunktionen ¢/ r-mal ste-
tig differenzierbar sind. Fiir r = oo spricht man von einer glatten Kurve.
B = (c1,¢9,¢3) ist eine orthonormale Begleitbasis wobei die Vektoren
c1, ¢ und c3 Tangenten-, Normalen- und Binormaleneinheitsvektor hei-
Ken. Es gilt, wobei ¢ die Ableitung nach der Bogenldnge bedeutet,

& ¢ X¢
L =7, G =

Cy = C3 X Cq1.
€]

lé > &’

Und fiir die Ableitungen gelten die Ableitungsgleichungen von Frenet:

é1||é||_1 = RCo
Glle™t = —ker + 7c3
é3||é||_1 = —TCo

e erste Fundamentalform: Eine C" - Fliche des R? ist eine Ab-

bildung f : U C R* — R? mit (u,v) € U — flu,v) =
(fY(u,v), f3(u,v), f3(u,v)), deren Koordinatenfunktionen f7 r - mal
stetig differenzierbar sind. Fiir » = oo spricht man von einer glatten
Flache.
Hélt man in den Koordinatenfunktionen von f entweder u oder v
konstant, so erhélt man spezielle Kurven - die Parameterlinien. Die
partiellen Ableitungen f,; = % bzw. f,,= % ergeben die Tangenten-
vektoren an die Parameterlinien. Wir definieren nun fiir (u,v) € U,
gij = (f.i,f;) (4,5 = 1,2) als metrische Fundamentalgréfen von f
und g;; : U — R heifen die Koordinatenfunktionen der erste Funda-
mentalform.
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o zweite Fundamentalform: Der Normaleneinheitsvektor ist definiert

als
_ fuxf
[ frou X froll
Die Skalarprodukte h;; = (f,i; ,n) (i, 7 = 1,2) heifen Koordinatenfunk-
tionen der zweiten Fundamentalform. Dabei ist
o*f o*f
ou?’ oudv’

n

9% f

f;llz w

f712: f722:

¢ Kriimmungen: Die Hauptkriimmungen s, und ko auf der Flache sind
das Maximum und das Minimum der Normalkrimmmung «,, = % Sie
ij

sind gleichzeitig die Eigenwerte der Weingartenabbildung
wp: Tpf — Tpf mit w(V) = hfvi = hikgijvi7

wobei V' € T, f einen Vektor aus der Tangentialebene bezeichnet.
Die Gausskriimmung K und die mittlere Kriimung H berechnen sich
durch

1
K :=deth? und H:= §t7“(hf),
oder aus den Hauptkiimmungen als

K :=kiky und H := ﬁl;@.
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